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SOMMAIRE

Dans cette these, nous proposons de nouveaux résultats de systemes super-
intégrables séparables en coordonnées polaires. Dans un premier temps, nous
présentons une classification complete de tous les systemes superintégrables
séparables en coordonnées polaires qui admettent une intégrale du mouve-
ment d’ordre trois. Des potentiels s’exprimant en terme de la sixieme trans-
cendante de Painlevé et de la fonction elliptique de Weierstrass sont présentés.
Ensuite, nous introduisons une famille infinie de systemes classiques et quan-
tiques intégrables et exactement résolubles en coordonnées polaires. Cette fa-
mille s’exprime en terme d'un parametre k. Le spectre d’énergie et les fonctions
d’onde des systemes quantiques sont présentés. Une conjecture postulant la
superintégrabilité de ces systemes est formulée et est vérifiée pour k = 1,2, 3, 4.
L’ordre des intégrales du mouvement proposées est 2k ou k € N. La struc-
ture algébrique de la famille de systéemes quantiques est formulée en terme
d’une algebre cachée ot le nombre de générateurs dépend du parameétre k.
Une généralisation quasi-exactement résoluble et intégrable de la famille de
potentiels est proposée. Finalement, les trajectoires classiques de la famille
de systemes sont calculées pour tous les cas rationnels k € Q. Celles-ci s’ex-
priment en terme des polyndmes de Chebyshev. Les courbes associées aux tra-
jectoires sont présentées pour les premiers cas k=1, 2, 3,4,1/2,1/3 et 3/2 et
les trajectoires bornées sont fermées et périodiques dans l'espace des phases.
Ainsi, les résultats obtenus viennent renforcer la possible véracité de la conjec-

ture.
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mots clés : intégrabilité, superintégrabilité, exactement résoluble, propriété de

Painlevé, transcendantes de Painlevé, séparation de variables.
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SUMMARY

In this thesis, we propose new superintegrable systems separable in polar
coordinates. After the introduction, in chapter 2, we present a complete classi-
fication of all separable systems in polar coordinates which admit a third order
integral in addtion to the second order one responsible for the separation of va-
riables. New potentials expressed in terms of the sixth Painlevé transcendent
and of the Weierstrass elliptic function are obtained. In chapter 3 we introduce
an infinite family of integrable and exactly sovable classical and quantum sys-
tems separable in polar coordinates. This family is described in term of a para-
meter k. The energy spectrum and the wave functions of the quantum systems
are obtained. A conjecture postulating the superintegrability of these systems
is formulated and is verified for the first cases k = 1,2, 3,4. The order of the
integrals is 2k where k € N. The algebraic structure of the family of quantum
systems is formulated in term of a hidden algebra where the number of ge-
nerators depends on the parameter k. A quasi-exactly solvable and integrable
generalization of the family of potentials is proposed. Finally in chapter 4, the
classical trajectories of the family of systems are calculated for all the rational
cases k € Q. Those are expressed in term of Chebyshev polynomials. We plot
the curves associated with the trajectories for k = 1,2,3,4,1/2,1/3 and 3/2.
The bounded curves are closed and periodic in the two dimensional phase

space. Those results obtained reinforce the possible veracity of the conjecture.

keywords : integrability, superintegrability, exactly solvable, Painlevé property,

Painlevé transcendents, separation of variables.
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INTRODUCTION

Avec le développement de la physique moderne au début du 20eme siécle,
plusieurs études et travaux ont mis en évidence la richesse des systemes dy-
namiques qui possedent des symétries précises. Le développement et 1’avan-
cement du formalisme mathématique de la physique moderne nous permet
d’étendre et d’éclaircir les propriétés intrinseques de systemes fondamentale-
ment importants a I’élaboration de tous les détails théoriques des mécaniques
classique et quantique et de la jonction de ces deux théories. Or, plusieurs as-
pects théoriques reposent essentiellement sur la caractérisation des symétries
qui interviennent dans la définition de systemes physiques.

Plus précisément, on a qu’a penser aux systemes possédant un nombre
de degrés de liberté finis associés a un potentiel harmonique ou un poten-
tiel de Kepler-Coulomb. Ces systémes sont présentés dans les contextes clas-
sique et quantique comme des systemes physiques possédant des propriétés
remarquables [1, 19, 42, 107]. En mécanique classique, les trajectoires bornées
de ces systémes sont fermées, périodiques et bien définies dans 'espace des
phases. En mécanique quantique, le spectre d’énergie est dégénéré et exacte-
ment obtenu et les états propres (états liés) sont des fonctions de carré som-
mable qui s’expriment en terme de polyndmes orthogonaux. Or, il advient que
ces propriétés sont directement reliées a 1’existence de quantités conservées qui
proviennent de l'existence des symétries géométriques et dynamiques de ces
systemes [2, 3, 58].

Or, ce type de systemes est présent dans plusieurs domaines de la physique.

Depuis les années 60, plusieurs travaux ont mis de l’avant des résultats mettant
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en évidence 'existence de nombreux systemes possédant des propriétés sem-
blables a celles de l'oscillateur harmonique et du potentiel de Coulomb. Ces
résultats ont pavé la voie a I’élaboration de la théorie des systemes intégrables
et superintégrables pour des systemes possédant un nombre fini de degrés de
liberté.

Dans cette these, nous présentons des résultats récents obtenus dans le
contexte de l'intégrabilité et de la superintégrabilité classique et quantique
d’un systeme hamiltonien qui admet la séparation de variables en coordonnées
polaires dans un espace euclidien a deux dimensions. Les résultats présentés
sont sous forme de trois articles [127]-[130] ayant été publiés dans le journal
Journal of Physics A : Mathematical and Theoretical, dont un dans la section Fast
Track Communication [127].

Dans le premier chapitre de la these, nous détaillons le formalisme des
systémes intégrables et superintégrables dans les contextes classique et quan-
tique tout en donnant de multiples références sur les résultats connus et utiles
al’élaboration des principaux résultats des chapitres suivants. Dans le chapitre
2, nous présentons une classification des systemes superintégrables séparables
en coordonnées polaires avec une constante du mouvement d’ordre trois don-
nant suite aux résultats obtenus en coordonnées cartésiennes [46, 48] et nous
mettons en évidence l'existence de nouveaux potentiels superintégrables s’ex-
primant en terme de fonctions transcendantes telles la sixieme transcendante
de Painlevé et la fonction elliptique de Weierstrass. Dans les chapitres 3 et 4,
nous proposons l'introduction d’une famille infinie de potentiels classiques
et quantiques intégrables dépendant d’un parametre réel k. La conjecture de
superintégrabilité a été formulée bien que tous les résultats proposés n’ont
fait que mettre tres fortement en évidence une vérification possible de celle-
ci. Nous présentons les intégrales du mouvement pourlescas k = 1,2,3,4. Les
intégrales pour les cas k = 3,4 sont présentées dans les annexes A et B. L'ordre
de l'intégrale supplémentaire est 2k ou1 k € N. Les trajectoires classiques sont
obtenues pour tous les cas rationnels dans le troisieme article et sont présentées

dans le chapitre 4. Celles-ci s’expriment en terme de polynomes de Chebyshev.
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Le fait que dans l’espace des phases les trajectoires bornées sont périodiques
pour tous les cas rationnels k € Q vient améliorer 1'énoncé de la conjecture
proposée dans le deuxieme article [127]. De cette fagon, nous pouvons refor-
muler la conjecture pour k € Q. Les deux derniers articles ont motivé beau-
coup de nouveaux résultats dont la preuve de superintégrabilité de la famille
de systemes. Ainsi dans la section 5, nous recensons les nouveaux résultats
ayant été proposés depuis la publication des articles présentés dans cette these

et proposons quelques perspectives futures de développement.

'La numérotation des équations et des sections dans les chapitres correspondant aux ar-
ticles a été adaptée aux conventions de présentation de cette these. Toutefois, le contenu des

articles demeure inchangé et identique aux versions publiées.






Chapitre 1

PRELEMINAIRES : DEFINITIONS ET THEORIE

L’étude des systemes intégrables est depuis longtemps une branche tres im-
portante de la physique-mathématique. De ce point de vue, I'essence méme de
ces considérations repose justement dans la recherche de quantités conservées
pour des systemes dynamiques.

Afin de caractériser I'intégrabilité d’un systeme, nous considérons un Ha-
miltonien conservatif a n degrés de liberté dans un espace euclidien E,, a n

dimensions de la forme :

_PitPit..tpn

H
2m

+V(q1)QZ)---»Qn) (101)

ou V : R™ — R est une fonction scalaire raisonnablement bien définie, c’est a
dire continue et dérivable continiment un certain nombre de fois dans un ou-

vert D C E,. L'énergie du systeme étant représentée par (1.0.1) est conservée.

1.0.1. Mécanique Classique
1.0.1.1. Equations de base

Dans le contexte de la formulation hamiltonienne de la mécanique clas-
sique, les équations du mouvement associées a (1.0.1) sont les équations de

Hamilton :

oH oH
opi 0qi

s (1.0.2)

‘" -7

ot le point “*” représente la dérivée par rapport au temps.



Les solutions de ces équations sont représentées dans un espace des phases
a 2n dimensions engendré par les coordonnées (q1, 3, ..., dn) et impulsions
(p1,P2,-.-, Pn) généralisées.

La mécanique classique peut aussi étre reformulée en terme de I"équation

de Hamilton-Jacobi

oS oS oS
H ey Oy = oeny =0 1.0.3
ouS =S(q1,...,dn, P1, .., Pn, t) est la fonction principale de Hamilton i.e. I’ac-

tion classique associée au systeme en un temps et une position initiale fixés
(soit l'intégrale indéfinie du Lagrangien du systéme par rapport au temps)
[42]. La formulation de Hamilton-Jacobi est particuliérement utile lorsqu’on
veut caractériser un systeme dynamique selon des quantités conservées. Ceci
se justifie clairement par le fait que I'on cherche a reformuler le systeme selon
un ensemble de quantités conservées obtenu d'une transformation des coor-
données (qz, ..., qn, P1, ..., Pn) proposée par S. Dans ce cas, S est une fonction
génératrice d'une transformation dite canonique qui transforme (1.0.1) en un

Hamiltonien identiquement nul K

2
K=H+ 2 = 1.0.4
5. =0 (1.0.4)

qui n’est rien d’autre que la justification de (1.0.3) [1, 42, 107].

1.0.1.2. Systémes intégrables et superintégrables classiques

Une quantité physique X caractérisée par une fonction différentiable dans
I'espace des phases X = X(qy, ..., dn, P1, ..., Pn, t) est dite conservée, si elle de-
meure constante selon une variation du temps. Nous nommons ce type de

quantité intégrale ou constante du mouvement. Formellement, on a

Z 0pi X | g X, X
ot apk ot aqk ot

(1.0.5)

Z oH 0oX OH 0oX +%
0q1dpx  Opxdqgx Ot



Nous définissons le crochet de Poisson :

= 9H X _ 9H X
— 04k 0Pk 0Pk Oqk

{H) X}CP =

Dans ce qui suit, nous considérons des fonctions qui ne dépendent pas ex-
plicitement du temps, ce qui implique que la conservation d’une intégrale du

mouvement est completement caractérisée par le crochet de Poisson

dX
— ={H,X} =0
= HX)

Définition 1.0.1. Un systeme hamiltonien a n degrés de liberté (1.0.1) est dit Liouville-
intégrable s’il possede n constantes du mouvement {Xi(qu, ..., n, P1, --., Pn) J1; bien

définies dans I'espace des phases, incluant le Hamiltonien :

dX;

=X H =0 (1.0.6)
X, X5} =0 (1.0.7)
a(X1> "')Xn)
ran =n 1.0.8
ga(q1>“')qn)p1)"'>pn) ( )

L’équation (1.0.7) nous indique que les constantes du mouvement sont en
involution et (1.0.8) que I'ensemble {Xi(q, ..., dn, P1, ..., Pn) I, est fonctionnel-
lement indépendant.

Les systemes intégrables possedent des propriétés intéressantes et rares.
En fait, le caractére dynamique provenant de leur définition se détaille dans

I’énoncé du théoreme de Liouville [1, 107] :

Théoreme (Liouville). Soient X, ..., X, n fonctions bien définies qui respectent

(1.0.6) a (1.0.8) Vi,j = 1,...,n dans un espace des phases a 2n dimensions M. Alors :

(1) L’ensemble des courbes de niveau My ={(q1, ..., dn, P1, ..., Pn) € M|X; = ¢}

est une variété invariante sous le flot induit par le Hamiltonien H = Xy ;

(2) le flot induit par le Hamiltonien H détermine des trajectoires conditionnelle-

ment périodiques sur Mg ;

(3) les équations (1.0.2) ou (1.0.3) peuvent étre solutionnées par quadrature ;
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(4) si M, est compacte et connexe, alors celle-ci est difféomorphe a un tore de

dimension n.

Ce théoréme nous affirme que tout systéme intégrable défini sur un espace
des phases a 2Zn dimensions est intégrable par quadrature. En d’autres mots, les
équations canoniques du mouvement associées a un systeme intégrable sont
completement réductibles a des équations algébriques qui relient les variables
canoniques, (qi, pi), de facon implicite ou explicite.

De ces équations, nous obtenons les trajectoires du systeme dans l'espace
de configuration. Dans le cas des systemes intégrables, ces trajectoires sont
comprises sur un tore a n dimensions T™.

Or, il advient que dans 1’étude des systémes intégrables de dimension finie,
que 1'on rencontre des systemes qui possedent plus de constantes du mouve-
ment que de degrés de liberté. Deux exemples fameux sont I’oscillateur harmo-

nique V(r) = w?r? et le systéme associé a un potentiel dit de Kepler-Coulomb

V(1) = & pour T = \/x + X2 + ... + x2. Par exemple, dans un espace euclidien

T

a deux dimensions, en plus de la troisieme composante du moment augulaire

L3 = xpy—Ypx ces deux systemes admettent comme constante du mouvement

pi P3
Xharmomique - ? - 7 - wZXZ + waZ
2ay
XCoulomb - I—3]31 - T

Ce type de systéme se caractérise selon la définition suivante :
Définition 1.0.2. Un systeme superintégrable est un systeme hamiltonien (1.0.1)
Liouville-intégrable qui possede plus de constantes de mouvement que de degrés de
liberté. Plus spécifiquement, soient {Xi}i; et {Y;}X_; deux ensembles d'intégrales du

mouvement. Alors, nous avons
(1) {Ha Xi)} = {H> Yl} =0
(2) {(Xi(q1, s, dny P1y -, Pr) 1y en involution ;

(3) {Y;(d1y .o, Any P1,y -y P) Xy qui ne sont pas nécessairement en involution de

telle sorteque 1 <k <n-—1;
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(4) Les X; et Y; sont fonctionnellement indépendantes :

ranga(xh "'>XTL>Y1» "')Yk)
a(q1) vy dn,y P,y -~-)pn)

=n+k

Nous établissons qu’un systeme est dit maximalement superintégrable si
k = n — 1 et minimalement superintégrable si k = 1. De cette facon, tous les
systemes superintégrables dans un espace euclidien a deux dimensions sont
maximalement superintégrables.

Nous constatons que nous ne pouvons pas avoir plus de 2n — 1 intégrales
du mouvement fonctionnellement indépendantes bien définies dans un espace
des phases a 2n dimensions. Par le théoreme des fonctions implicites, il en
résulterait que chacune des 2n coordonnées canoniques (qq, ..., qn, P1, -.-, Pn)
seraient exprimables localement en termes des 2n — 1 constantes du mouve-
ment et du temps. En conséquence, 'espace des phases serait confiné a un
ensemble de points fixes.

Comme nous 'avons déja mis en évidence, les potentiels harmonique et de
Coulomb sont des exemples de systemes qui possedent plus de constantes de
mouvement que de degrés de liberté. Comme nous le constatons pour 'oscilla-
teur harmonique et le systeme de Coulomb, ces systémes sont maximalement
superintégrables dans 1’espace euclidien a deux dimensions E(2,R). Or, il ad-
vient que ces systémes sont aussi maximalement superintégrables en n dimen-
sions. Il a été démontré ([4]) que ceux-ci sont les seuls systémes invariants sous
rotation pour lesquels toutes les trajectoires finies sont fermées dans 1'espace
de configuration.

Un troisieme systeme superintégrable trés connu est le systeme de Calogero-
Moser-Sutherland [7]-[10],[88, 102]. Celui-ci est un systéme non-relativiste a
une dimension qui décrit I'intéraction de N particules identiques deux a deux

selon une force répulsive

N

N
Z patwiad)+a® ) (dn—dwm)* (1.09)

mn=1,m#n

H(Qh vy dny P11, --'apn —

N |
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La constante g2 est une constante de couplage positive qui caractérise la force
d’interaction entre deux corps et w? est une constante non-négative qui ca-
ractérise la force d’interaction avec un potentiel harmonique. Ce systéme est
maximalement superintégrable [115, 144]. De plus, ce systeme est dit “iso-
chrone” i.e. toutes les trajectoires associées a (1.0.9) sont périodiques et ont
la méme période en tout temps [12].

Plus généralement, nous avons que les systémes superintégrables classiques
ont des propriétés encore plus rares que celles des systémes intégrables. Par
exemple, les systemes maximalement superintégrables possédent des trajec-

toires qui sont périodiques et completement déterminées dans 1’espace de confi

guration [104]. De plus, les concepts de superintégrabilité et d’isochronocité
sont souvent reliés étant donné que les trajectoires obtenues sont périodiques
[11, 12, 47]. La question se pose de savoir si tous les systemes isochrones sont
superintégrables.

Finalement, d"un point de vue algébrique, 1’algebre des intégrales du mou-
vement d’un systéme superintégrable possede d’intéressantes propriétés sous
le crochet de Poisson. De fait, 1’algebre est non-abélienne et exhibe une struc-
ture d’algebre de dimension finie ou infinie. La structure des algebres de di-
mension infinie prend des formes particulieres et il est parfois plus raisonnable

de les considérer comme des algébres polynomiales [25, 49, 86, 89].

1.0.2. Mécanique Quantique
1.0.2.1. Equations de base

La dynamique de tout systéme physique non-relativiste évoluant dans le

temps dans un espace euclidien est décrite par I’équation de Schrodinger :

. 0
mad)(qh“')qn)t) :HII)(QM--met) (1010)

ot H prend la forme de (1.0.1) selon la définition de 'opérateur d’'impulsion :

0
:ih—
Px odr
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Lorsqu’on s’intéresse a des états stationnaires d"un systeme quantique, (1.0.10)

se réduit a I’équation aux valeurs propres

Hp (g1, ..., dn) = EP(q1, ..., dn) (1.0.11)

ol H correspond a (1.0.1) et se réécrit dans le formalisme quantique selon le

Laplacien :

2

h
H= —z—vz +V(q1,492, ..., qn)
m

E est la valeur propre de H et caractérise le spectre d’énergie du systéme
quantique.
En ce qui nous concerne, nous nous intéressons aux états liés stationnaires

Y(qy, ..., qn) qui sont associés au spectre discret de 'énergie.

1.0.2.2. Systemes intégrables et superintégrables quantiques

Nous sommes maintenant en mesure de définir les versions d’intégrabilité
et de superintégrabilité pour des systémes quantiques. En fait, celles-ci sont
semblables a celles données aux définitions 1.0.1. et 1.0.2.

Dans le contexte de la mécanique quantique, le crochet de Poisson devient

le commutateur

[A,B] = AB — BA

et les constantes du mouvement sont maintenant des opérateurs linéaires her-
mitiens qui commutent avec I’'Hamiltonien. Cette affirmation se justifie par un
résultat élémentaire d’algebre linéaire qui stipule que deux opérateurs linéaires
hermitiens qui commutent possédent le méme ensemble de vecteurs ou de fonctions
propres [138]. En d’autres mots, deux opérateurs linéaires hermitiens qui com-
mutent et qui se représentent matriciellement se diagonalisent simultanément.

En ce qui a trait a la notion d’indépendance entre les constantes du mouve-
ment, en ce qui nous concerne, nous nous intéressons aux opérateurs qui sont
dits algébriquement indépendants. En d’autres mots, les constantes du mou-

vement sont dites indépendantes si elles ne sont pas reliées algébriquement.
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Le concept d’indépendance entre les opérateurs linéaires associés a des
observables quantiques n’est toujours pas défini rigoureusement et formel-
lement. Une définition précise nous permettrait d’établir une définition du
concept d’intégrabilité quantique claire [18, 118, 143].

Tout comme les systéemes superintégrables classiques, les systemes super-
intégrables quantiques possédent des propriétés trés intéressantes et remar-
quables. II advient que tous les systemes quantiques maximalement super-
intégrables connus sont associés a une équation de Schrodinger exactement
résoluble. Une conjecture stipule que tout systeme superintégrable est exacte-
ment résoluble [126]. En d’autres mots, le spectre d’énergie de I’'Hamiltonien
est completement déterminé algébriquement. De plus, les niveaux d’énergie
proposent des dégénérescences dites accidentelles, c’est-a-dire qu’elles sont
reliées a I'existence de symétries d’ordre dynamiques plutdt que géométriques
[37, 87, 139]. Aussi, les algebres d’opérateurs qui caractérisent les intégrales
du mouvement possedent des structures semblables a celles des algébres clas-
siques [25, 49, 86, 90, 95].

Des exemples fameux de systémes superintégrables en mécanique quan-
tique sont l'oscillateur harmonique, le systeme de Coulomb et le modele de

Calogero-Sutherland-Moser [43, 44, 85], [123]-[125].

1.1. ETUDE SYSTEMATIQUE DE SUPERINTEGRABILITE DANS UN

ESPACE EUCLIDIEN A DEUX DIMENSIONS

Suite aux résultats obtenus concernant les potentiels harmonique et de Cou-
lomb, les premiers travaux d’études systématiques de systemes intégrables
et superintégrables dans un espace euclidien a deux et trois dimensions ont
été mis de 'avant [37, 87, 139]. Ces travaux proposent des classifications de
systemes superintégrables qui possédent des constantes du mouvement parti-
culieres.

De fait, on a cherché a dresser 1'inventaire des systemes superintégrables
associés a un hamiltonien de la forme (1.0.1) en deux dimensions qui possédent

des constantes du mouvement qui sont des polyndmes dans les impulsions de
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la forme :

X= > {f(xu)ypip (1.1.1)

i+j=0

Dans (1.1.1), {-, -} est un anticommutateur. En mécanique quantique, celui-
ci nous assure de I'’hermiticité de la constante du mouvement. En mécanique
classique celui-ci se réduit a 2f(x, y)p%pjz et donc n’a pas vraiment d’influence
sur la valeur de l'intégrale du mouvement.

Ces travaux ont été les instigateurs d’une vague importante de plusieurs
articles et résultats qui jusqu’a maintenant nous ont permis d’identifier des
exemples nouveaux de superintégrabilité en plus de nous permettre de ca-
ractériser un peu plus ces systemes.

Dans ce qui suit, nous présentons les résultats connus en ce qui concerne
la superintégrabilité dite quadratique et cubique dans un espace euclidien a
deux dimensions. Respectivement, dans chacun des cas, les intégrales du mou-

vement sont des polyndmes d’ordre deux et trois dans les impulsions.

1.2. INTEGRABILITE ET SUPERINTEGRABILITE QUADRATIQUE

Dans ce cas, on se positionne dans un espace euclidien a deux dimensions
et on se restreint a n = 2 dans (1.0.1)

Pi+ P

H=
2

+ V(x,y) (1.2.1)

ol on a posé la masse m = 1 sans perte de généralités.

En nous basant sur [37, 87, 139], nous proposons les résultats en mécanique
quantique uniquement, étant donné que les résultats en mécanique classique
sont identiques.

D’abord, nous présentons le cas dans lequel (1.2.1) est intégrable i.e. qu'il
possede une intégrale d’ordre deux en les impulsions. Ensuite, nous présentons
les résultats dans lesquels (1.2.1) est maximalement superintégrable i.e. la si-
tuation ou (1.2.1) possede deux intégrales du mouvement d’ordre deux.

Considérons une intégrale du mouvement d’ordre deux sous sa forme la

plus générale en posant n = 2 dans (1.1.1). Dans ce cas, les termes d’ordres pair
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et impair commutent indépendamment les uns des autres avec (1.2.1) de telle
sorte que nous considérons seulement les termes d’ordres pairs dans (1.1.1)
X= ) {f(x,u),piphl+ a(x,v) (1.2.2)
i+=2
Sous commutation [H, X] = 0, on fixe les fj(x,y) et on obtient finalement
que les termes d’ordre deux de l'intégrale du mouvement sont dans 1’algebre

enveloppante de l'algebre du groupe euclidien de R?, soit celui des rotations

et translations dans le plan

X — xCos 0 —ysin B + xo (1.2.3)

Yy — xsin 0 +ycos 0 + yo (1.2.4)
de telle sorte que
X = al3 +b{Lls, pi} +c{ls, pa} + d(p7 —p3) +2epip2+9(x,y)  (1.2.5)

De plus, de [H,X] = 0, on obtient des équations qui joignent V(x,y) et
g(x,y). Or, de la compatibilité de ces équations, on obtient une équation qui

caractérise completement le potentiel :

(—axy —bx +cy + e)(Vex — Viyy)

+ (a(x* —y?) — 2by — 2cx — 2d)V,y — 3(ay + b)V, + 3(ax — )V, =0 (1.2.6)

Sous 'action de (1.2.3) et (1.2.4), on peut simplifier (1.2.5) selon 4 différentes
formes stantards possibles d’intégrales du deuxieme ordre tout en solution-
nant (1.2.6) selon les différentes possiblités. Autrement dit, sous 1’action du
groupe euclidien dans le plan, on distingue quatre orbites d’'intégrales d’ordre

deux associées a une forme précise de potentiel V(x,y) :

(1) Xe = —3(p7 —p3) + F(x) = Gy), V(x,y) =F(x) +G(y)

(2) Xpo = L2+25(8), V(r,08) =R(r)+ 2

2

X =71cos0, y=rsinod
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2_ 2
(3) Xpa ={L3,po} + SWETET - V(g n) = K5

x=3(&—n?), y==&n

(4) Xel = L% + E(-p% — p%) _ 12<cosh2 pF(GH{OSZGG(p]) V(O' p) _ _F(o)+Glp)
2 ’ )

cos2 o—cosh? p cos2 o—cosh? p

x =1lcoshpcoso, y=L1lsinhpsincoul >0

Ainsi, le fait d’'imposer 1'existence d"une intégrale d’ordre deux, donc d'un
opérateur (1.1.1) pour n = 2 qui commute avec (1.2.1) pousse le potentiel a
prendre une forme tres explicite. Essentiellement, on remarque que l'existence
d’une intégrale d’ordre deux impose au potentiel de se séparer dans un des
quatre systemes de coordonnées dans le plan. Selon ces résultats, 1"'Hamil-
tonien se sépare selon un des quatre systemes de coordonnées suivants : 1.
cartésien, 2. polaire, 3. parabolique et 4. elliptique.

L'effet de I'existence d'un opérateur du deuxieme ordre qui commute avec
I’'Hamiltonien ayant été complétement élucidé, les auteurs dans [37, 87, 139] se
sont penchés sur la situation ot (1.2.1) admet deux intégrales du mouvement
qui prennent une des formes de 1. a 4.

Ainsi, on a montré, en solutionnant la compatibilité de (1.2.6) selon les
différentes possibilités, que les seuls potentiels qui possédent deux intégrales
d’ordre deux sont séparables dans au moins deux des systemes de coordonnées

mentionnés précédemment et sont de la forme :

1) Vilx,y) = 0’ +y) + 3+ 5
Xi =134 2(=%5 + —5-),

cos? 0 sin? 0

Xiz=pi—pi+w’ (x> —y?) + % - %

x2 y
(2) Va(x,y) = w?(4x* +y?) + 5 + Bx
X1 =p7—p3+ w?(4x? —y?) — ﬁ—czx +2PBx,
Xap = {L3,p2} + 2% — 2w?xy* — BT‘JZ

(3) Va(r, 8) = & 4 bysgsd
Xar = L} +2bkee0

cos? 0+1)+2bcos 6
rsin? O

X32 = {L3, P2} + 2acos O + 2!
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2b+b
(4) V4(&,m) = —;fntm
br(n2_£2 2 2y 4
Xa1 = {L3, py} + 25 )Ecz‘zﬁz m)—dank

2 2 -
X42 - {I—3)p2} + Za(a na);;:]i(ca bn)

Dans chacun des cas, les potentiels se séparent dans les systemes de coor-

données
— Vi(x,y) : cartésien, polaire et elliptique
— V3(x,y) : cartésien et parabolique
— V3(x,y) : polaire, parabolique et elliptique
— V4(x,y) : deux systemes paraboliques avec des axes mutuellement ortho-
gonaux

Les précédents résultats sont identiques en mécanique classique et mécanique
quantique.

Une étude semblable a été accomplie dans un espace euclidien a trois di-
mensions [33, 34, 87]. Dans ces travaux, de fagon analogue au cas bidimen-
sionnel, on obtient qu'un Hamiltonien maximalement superintégrable, donc
qui possede 5 constantes de mouvement fonctionnellement indépendantes, est
multiséparable, c’est-a-dire séparable dans plus d'un systeme de coordonnées.
Plus spécifiquement, il existe 11 systémes de coordonnées dans lesquels le
systeme se sépare, selon les différentes possibilités de constantes quadratiques
admissibles.

Depuis, une quantité considérable de travaux ont été accomplis concer-
nant la séparation de variables et la superintégrabilité quadratique dans un
espace euclidien [24]-[26],[35, 60, 63],[69]-[76],[114, 122, 126]. On mentionne
que plusieurs travaux ont été faits dans des espaces un peu plus exotiques
qu'un simple espace euclidien tel que des espaces a courbure constante, non-
constante et complexe [60, 61, 62, 64, 65, 66, 67, 116].

D’autres travaux ont relié la superintégrabilité et le fait qu’un systeme quan-
tique soit exactement résoluble [53, 119, 126]. Tout porte a croire, de tous les
cas connus de superintégrabilité de systémes a potentiel scalaire, que la super-
intégrabilité implique la résolubilité d'un systéme superintégrable. La méme

situation semble se reproduire dans le cas des potentiels non-scalaire [5, 17, 30,
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99, 110, 140, 142], malgré le fait que dans ces cas, 1'existence d’une intégrale
d’ordre deux n’induit pas la séparation de variables dans le Hamiltonien.
Dans ce qui suit, nous allons considérer des systémes qui possedent des
intégrales du mouvement polynomiales d’ordre trois dans les impulsions. Les
différences entre 1'intégrabilité classique et quantique sont cette fois-ci non-
négligeables. Contrairement a l'intégrabilité quadratique, 1'intégrabiltié dite
cubique n’impose pas la séparation du Hamiltonien dans des systémes de
coordonnées précis. Par contre, comme il été admis depuis un certain temps
[52, 53, 54], il existe des systemes quantiques qui sont intégrables, mais qui

n’ont pas d’analogue classique autre que le systéeme libre.

1.3. SUPERINTEGRABILITE CUBIQUE

En 1935, Jules Drach a publié un article traitant de systémes hamiltoniens
qui possedent des intégrales d’ordre trois [31]. Essentiellement, l'auteur pro-
pose une liste de dix potentiels classiques intégrables dans un espace euclidien
complexe a deux dimensions dépendant de trois constantes arbitraires. Or,
avec les maigres détails offerts par Drach, il nous est trés difficile de pouvoir
justifier ses résultats. D'une certaine facon, en mettant de 1’avant une étude
détaillée de l'intégrabilité cubique, il est parfaitement concevable de pouvoir
espérer retrouver la fameuse liste des dix potentiels de Drach.

En conséquence, il a été démontré récemment, que sept des dix potentiels
de Drach correspondent a des systémes superintégrales qui possédent deux
intégrales d’ordre deux [114, 117, 131]. L'intégrale d’ordre trois est obtenue en
poisson-commutant les deux constantes d’ordre deux.

La quéte de systémes qui posseédent des intégrales d’ordre supérieur a deux
a proposé plusieurs exemples de systemes intégrables et superintégrables en
mécanique classique et quantique [15, 16, 27, 28, 36, 38, 46, 48, 52, 53, 54, 55, 76,
77,78, 79, 80, 81, 82],[89]-[97],[109, 112, 127, 129, 130, 137].

Dans cette section, on considére (1.1.1) pour n = 3. Par contre, avant de
considérer la forme explicite de cette intégrale du mouvement, nous prenons le

temps de mettre en évidence un résultat important, qui a nos yeux caractérise
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de fagon précise la forme générale que doit prendre une constante du mou-
vement selon son ordre, i.e. selon qu’elle est polynomiale d’ordre impaire ou
paire en les impulsions.

De [46], on a en mécanique quantique
Proposition. Pour toute intégrale du mouvement de la forme (1.1.1) d’ordre n, il

existe une intégrale d’ordre n avec une parité bien définie, i.e.

(5] n—2j

Y=> > {faaulxy),pips 774

j=0 k=0
pour f(x,y) une fonction réelle.

Ainsi, les termes d’ordres impair et pair d'une intégrale du mouvement
commutent indépendamment les uns des autres avec 1’'Hamiltonien. Alors,
lorsqu’on considere une constante du mouvement d’ordre pair (ou impair),
les termes d’ordre inférieur sont aussi d’ordre pair (ou impair). Dans le cas
d’une intégrale classique, le résultat demeure valide [46].

Ainsi, en ce qui concerne une intégrale d’ordre trois, on considére donc une
constante du mouvement de la forme :

Y=Y {fi0x,u),pipht +{91(x,9), P2} + {92(x, 1), p2) (1.3.1)
i+j=3

En imposant la commutation avec 'Hamiltonien de (1.3.1), on obtient en-
core que les termes d’ordre supérieur, donc d’ordre trois, sont dans 1’algebre
enveloppante du groupe euclidien de R? de telle sorte que (1.3.1) se réduit a

X= 3 Audlspipst+{g1(x,u),p1} +{92(x, ), p2} (13.2)
i+H+k=3
ol Ajjk € R. De plus, nous obtenons que les fonctions g, g, et V sont reliées :

h2
g1vx + QZV - Z <f1vxxx + fZVxxy + f3vxyy + f4vyyy

(1.3.3)

+ 8A300(xVy —yVi) + (A210Vi + Aszy))
(g1)x = 31V + 2V (1.3.4)
(92)y = f3Vi + 3f4V, (1.3.5)

(g1)y + (92)x = 2(f2Vx + f3Vy) (1.3.6)
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f1(y) = —Az00y> + Az10y” — A120y + Aogo, (1.3.7)
f2(x,Y) = 3A300xy% — 2A210%Y + Az01y? + A120X — A1y + Aoz, (1.3.8)
f3(x,y) = —3A300%°Y + Az10x” — 2A201xy + Aj11x — A2y + Ao12, (1.3.9)

f4(x) = Azo0x> + Az01x* + Ajoax + Ao (1.3.10)

Nous constatons la présence d"un terme associé ah dans (1.3.3). Dans ce cas,
ce terme met en évidence une importante différence entre les contextes clas-
sique et quantique. Les équations classiques sont simplement obtenues dans la

PSR4

limiteh — 0. Cette différence avait déja été remarquée dans [52, 53, 54].

1.3.1. Superintégrabilité cubique avec intégrale d’ordre un

Dans [46], on a complétement classifié les systémes maximalement super-
intégrables qui admettent une intégrale d’ordre trois et une autre d’ordre un.
Dans ce cas, en plus d'une intégrale de la forme (1.3.2), on exige l'existence

d’une constante de la forme :
X =al;+bp; +cp2

De la méme fagon que pour les intégrales d’ordre deux, on peut simplifier

cette constante d’ordre un sous différentes conditions :
(1) poura#0,onaX=1L3
(2) sinon pour a =0, ona X = p, ou p;

ce qui caractérise les systemes invariants sous rotations et sous translations
respectivement.

Dans le cas des potentiels superintégrables invariants sous rotation dans
les cas classique et quantique, les seuls systémes qui découlent de (1.3.3) a
(1.3.6) sont les potentiels harmonique et de Coulomb ce qui s’explique par le
théoreme de Bertrand [4].

Par contre, en ce qui concerne les potentiels invariants sous translations,

donc qui posseédent p, comme intégrale d’ordre un, on obtient en mécaniques
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classique et quantique les potentiels :

a
V=ax ou V:—2
X

Or, par la section précédente, on remarque que ces potentiels possedent
aussi des intégrales d’ordre deux. En fait les constantes d’ordre trois associées
a ces systemes sont obtenues trivialement en prenant un produit de p; et leur
intégrale d’ordre deux. Ainsi, ces systémes ne sont pas, d"une certaine fagon,
de vrais cas de superintégrabilité cubique.

Par contre, ce qui différencie le cas quantique du cas classique est qu'il
existe en mécanique quantique un systeme supplémentaire qui ne possede pas

d’analogue classique :
V(x) =R%p(x)
associé a une constante du mouvement de la forme :
Y = {Ls, p7} + {oe = 3np(x), pr} + {—oox + 2xR%p(x) + Jﬁzp(X)dx, p2)
ol p(x) est la fonction elliptique de Weierstrass qui est solution de 1’équation :
Rp(x)? = 4p(x)° + ap(x)* + Bo(x) +v

et , et y des constantes d’intégration.
Ce systéme est un exemple de potentiel superintégrable purement quan-

tique.

1.3.2. Superintégrabilité cubique avec séparation de variables en coor-

données cartésiennes

Dans cette sous-section, pour donner suite aux résultats présentés dans la
section précédente, nous considérons le cas ott un Hamiltonien de la forme
(1.2.1) admet une intégrale d’ordre trois et la séparation de variables en coor-
données cartésiennes. Ainsi le systéeme possede une intégrale d’ordre deux de

la forme

X = 3(p} —p3) +Fix) ~ Gly)

pour un potentiel séparable V(x,y) = F(x) + G(y).
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Etant donné la séparation de variables, (1.3.3) a (1.3.6) se simplifient gran-
dement. Dans [48], selon toutes les possibilités, on propose toutes les solu-
tions possibles de (1.3.3) a (1.3.6) et on établit une liste complete de tous les
systémes superintégrables classiques et quantiques séparables en coordonnées
cartésiennes dans R? qui admettent |’existence d"une constante du mouvement
d’ordre trois.

Or, dans cette classification, les auteurs obtiennent de nouveaux systemes
superintégrables purement quantique i.e. qu’ils n’ont pas d’analogue classique
ou qu’ils ne se réduisent pas a un unique potentiel commun ou que leur intégrale
d’ordre trois n’est pas définie a partir des constantes d’ordre inférieur. Prin-
cipalement, les nouveaux potentiels purement quantiques obtenus dans [48]

sont :

Q1) Vai(x,y) =R*

(Q2) Vqalx,y) =R?

(Q3) Vas(x,y) =R*

(Q4) Vaulx,y) =R’
(Q5) Vos(x,y) =R%p(y) + V(x)

(Q6) Vas(x,y) =Rp(x) +R*p(x)

(Q7) Vor(x,y) =R*wiPi(wix) +Rw3P(way)

(QS) VQS(X)U) = a(xz—l_yz)-'_%b]PZ/l( X, hz )+4(1P4( ’ FLZ )+4aXP4( X, hz )+
1(—R*K; +hby)

(Q9) Vaolx,y) = ay +h*w?P;(wx)
(Q10) Vorolx,y) = bx + ay + (2iib)3 P2 ((gj’) X o)

(Q11) Von(x,y) = ay + (Zh%b?)5 (P5(—(4b/M?)x, k) + P3(—(4b/M?)x, ))
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ol Pq(x), P2(x) et P4(x) sont la premiere, la deuxiéme et la quatriéme transcen-

dente de Painlevé. Ces fonctions vérifient les équations :

P/ = 6P7 +x
Py =2P3+xP,+a

P/Z

3 b
2P,

Pi = 2 P,

ol a, b sont les parameétres arbitraires [56].
Dans la limite classique (R — 0), les potentiels se réduisent au potentiel

libre, au potentiel harmonique ou dans le cas de Vgs(x,y), Vs, Vo et Voii a
(C1) Veilx,y) = Biv/IxI + B3/ vl
(C2) Vaalx,y) = a?yl + b%/Ix|
(C3) Veslx,y) = Sy + V(x)
(C4) Vaalx,y) = ayl + f(x)

ot dans (C3) V(x) vérifie 'équation algébrique
4 2,2\/3 15 4 a\y2 3 6.6 2,2
=9V + 14w x“V” + 6d—7wx Vo + FWx — 2dwx” |V
ox? — d* —d—~x" — —wix
et f(x) dans (C4) vérifie I'équation algébrique
> — 2bxf? + b>x*f —d =0

On remarque des différences importantes entre les systemes classiques et
quantiques. Tous les potentiels superintégrables V1 a V11 sont de nouveaux
systémes dans la littérature associée au domaine de la superintégrabilité. En
ce qui concerne Vg, ce potentiel a été obtenu dans le contexte de la super-
symétrie comme étant un potentiel factorisable qui possede un opérateur de
charge d’ordre de trois [93]. Par contre, les potentiels s’exprimant en terme de
la fonction elliptique de Weierstrass ont été obtenus dans [27] et les potentiels

classiques V1 a Vs sont connus de [81].
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Les trajectoires des quatre nouveaux potentiels classiques ont été obtenues
en terme d’algebre polynomiale d’intégrales du mouvement. Une fois de plus,
ces trajectoires sont fermées dans ’espace de configuration [89, 91].

En ce qui concerne V1 a V11, pour certains d’entre eux, on a calculé leur
spectre d’énergie a 'aide de la structure d’algebre cubique des intégrales du
mouvement ce qui a démontré que ces systemes sont exactement résolubles
[90, 92, 93] ce qui apporte de nouveaux résultats pour renforcer la conjecture
que tout systeme superintégrable est exactement résoluble.

Depuis, plusieurs nouveaux systemes superintégrables provenant de V;
a Vo1 et Vi a Vg ont été obtenus [94]-[97]. Utilisant la séparation de va-
riables en coordonnées cartésiennes, on utilisait les procédures de factorisation
de I'Hamiltonien [57, 100] et la définition d’opérateurs de création et d’annihi-
lation de ces systemes afin de produire de nouveaux systémes superintégrables
avec des intégrales d’ordre trois et d’ordres supérieurs.

Dans les prochaines sections, nous présentons des résultats récents concer-
nant la découverte de nouveaux systémes superintégrables séparables en co-
ordonnées polaires dans un espace euclidien a deux dimensions. Des résultats
remarquables sont obtenus dans le contexte de la superintégrabilité cubique
avec séparation de variables en coordonnées polaires [130] et dans la définition
d’une famille de systemes superintégrables et exactement résolubles possédant

des intégrales du mouvement d’ordre supérieurs [127, 129].






Chapitre 2

THIRD ORDER SUPERINTEGRABLE SYSTEMS
SEPARATING IN POLAR COORDINATES

Référence complete : F. Tremblay and P. Winternitz, Third-order superin-
tegrable systems separating in polar coordinates, J. Phys. A : Math. Theor. 43,
175206 (2010).

Abstract
A complete classification is presented of quantum and classical superintegrable
systems in E, that allow the separation of variables in polar coordinates and
admit an additional integral of motion of order three in the momentum. New
quantum superintegrable systems are discovered for which the potential is ex-
pressed in terms of the sixth Painlevé transcendent or in terms of the Weiers-

trass elliptic function.

2.1. INTRODUCTION

The purpose of this article is to obtain and classify all classical and quan-
tum Hamiltonians H that allow the separation of variables in polar coordinates
and admit a third order integral of motion Y. The system under study is cha-

racterized by three conserved quantities :

2 2
H— # +V(r,0) 2.1.1)
X =13+25(0) (2.1.2)
Y= ) Audly,pip5) +{o1(x,y), i} +{2(x, 1), p2) (2.1.3)

i+H+k=3
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where

S(0)

Here R(r) and S(0) are arbitrary functions and Aj;i are real constants. The polar
coordinates are defined as usual : x = rcos 0 and y = rsin 6.

In classical mechanics py, p; are the cartesian components of linear momen-
tum and L; is the two-dimensional angular momentum. In quantum mecha-

nics we have
0 . 0 . 0
a, P2 = —lh@, Lg = —lh% (215)

The curly brackets, {-, -}, in (2.1.3) denote an anticommutator in quantum me-

p1=—ih

chanics. In classical mechanics we have {L}, p’pk} = 2Lip’ pk.

This study is part of a general program devoted to superintegrable systems
in classical and quantum mechanics. Roughly speaking, an integrable system is
superintegrable if it allows more integrals of motion than degrees of freedom.
For more precise definitions and an extensive bibliography see e.g. [91, 141]. A
system in n dimensions is maximally superintegrable if it allows 2n — 1 inte-
grals. In classical mechanics the integrals of motion must be well defined and
functionally independent functions on phase space and typically at least one
subset of n integrals (including the Hamiltonian) is in involution. In quantum
mechanics the integrals should be well-defined linear operators in the envelo-
ping algebra of the Heisenberg algebra with basis {x;, pi,i} fori = 1,...,n and
they should be algebraically independent (within the Jordan algebra generated
by their anticommutators).

The majority of publications on superintegrability is devoted to the quadra-
tic case when the integral of motion is quadratic in the momenta (see e.g.[26],
[37],[74],[75],[87],[122],[126],[139]). Quadratic superintegrability for one par-
ticle in a scalar potential is related to multiseparability in the Schrodinger equa-
tion or the Hamilton-Jacobi equation, in quantum or classical mechanics, res-
pectively.

More recently some of the interest has shifted to higher order integrability.
An infinite family of superintegrable and exactly solvable systems in a Eu-

clidean plane has been proposed [127, 129]. The potential depends on a real
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number k > 0. It has been conjectured that this sytem is superintegrable in
quantum mechanics for all integer values of k with one integral of order 2 and
the other of order 2k. For brevity we will call it the TTW model. The super-
integrability of the TTW model has been so far confirmed for odd values of
k > 3 [112]. In the classical case all bounded trajectories are periodic [129] for
all integer and rational values of k and superintegrability has been proven for
such values of k [78]. Both the trajectories and the higher order integral of mo-
tion can be expressed in terms of Chebyshev polynomials. The generalisation
of the TTW model in a three dimensional Euclidean space has been recently
proposed [77].

A systematic study of integrable systems in classical mechanics with one
third order integral of motion was initiated by Drach in a remarkable paper
published in 1935 [31]. He considered classical Hamiltonian mechanics in a
two dimensional complex Euclidean plane and found 10 potentials allowing
a third order integral. More recently it was shown that 7 of these systems are
actually quadratically superintegrable and that the third order integral of mo-
tion is a Poisson commutator of two independent second order ones [114, 131].
Quadratically integrable (and superintegrable) potentials coincide in classical
and quantum mechanics. This is not necessarily the case when higher order
integrals are involved [52, 53].

A systematic search for quantum and classical superintegrable systems in a
real Euclidean plane with one third order integral of motion and one first order
or second order one was started in [46, 48]. In [48] the second order integral of
motion was chosen so as to assure separation of variables in cartesian coordi-
nates. This lead to several new classical superintegrable systems but mainly to
completely new quantum ones, in which the potential is expressed in terms of
Painlevé transcendents. The integrals of motion generate polynomial algebras
[26], [49],[86],[89], [92]-[95]. Their representation theory was used to calculate
the energy spectra and a relation with supersymmetric quantum mechanics

was used to calculate wave functions [92]-[95].
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The existence of a third order integral of motion in quantum mechanics was
investigated earlier [27] and potentials expressed in terms of the Weierstrass
function were obtained.

In this article we continue with the classification of superintegrable systems
and impose the conditions (2.1.1) to (2.1.4), i.e. separation of variables in polar
coordinates.

The determining equations for the existence of a third order integral are
presented in Section 2.2 in polar coordinates. The possible form of the radial
part of the potential is established in Section 2.3 and summed up in Theorem
2.3.1. The angular part is discussed in Section 2.4. Genuinely new superinte-
grable potentials are obtained when the radial part of the potential vanishes.
The angular parts of the potential are expressed in terms of the sixth Painlevé
transcendent P¢ or in terms of the Weierstrass elliptic function. The main re-

sults are summed up as theorems in Section 2.5.

2.2. DETERMINING EQUATIONS OF A THIRD ORDER INTEGRAL OF

MOTION IN POLAR COORDINATES

The quantities X and H commute in quantum mechanics and Poisson-commute
in the classical case. The form of (2.1.3) assures that all terms of order 4 and 3
in the (Poisson) commutator [H, Y] = 0 vanish. The vanishing of lower order
terms provides the following determining equations for the functions g1, g>
and Vin (2.1.1) and (2.1.3) :

2

R
G1Vi+ GyVo = T F1Virr + F2Vig + F3Vieo + F4Veeo + TF3Vir + <3TF4

2 2
. ;Fz) Vi = “F3Voo + (—F3 +2C1 cos 8 + 2C2sin0)V,

(—2C;sin 0 + 2C; cos 9)>Ve

2
+(—2F4+§F2+8D0+ -

2.2.1)




(G1)r =3F1 V. + F. Ve

G G
( 2)9 = F3Vr + 3F4V9 — T‘_?’]

r2
(G1)e
2

(GZ)r - Z(szr + F3V9) -

with :

F1(0) = A7c0830 + A,sin30 + A3cos0 + A4sin 0,

1
Fo(r,0) = ;(—3A1 sin 30 + 3A,cos 30 — A3sin® + A4 cos 0)

+ B1cos 20 4+ B,sin 20 + By,

1
F3(r,0) = ﬁ(—3A1 cos 30 —3A,sin360 + A3cos0 + Aysin0)

1
+ —(—=2B15in 26 + 2B, cos 26)

4+ Cycos0 + C,sin 0,

1
Fa(r,0) = r_3(A] sin30 — A, cos30 — A3sin© + Az cos )

1
+ 2(—B1 c0s 20 — B,sin 20 + By)
1
+ —(=Cysin® + C;c0s6) + Do,
and

G1(r,0) = g1cosO + g2sin 6, Gy(r,0) =

—g1sin® + g, cos O

T

The constants A;, B, C; et Dy are related to Ay of (2.1.3) :

Ay — A030 ; Amz’ A, — Aoz ;Aoog) A,
Ay — 3A003: Aoz1) B, — A1zo;A1oz)
A A
Bo = w, Ci=Az0 Cr= A,

B,

_ 3A030 + Aoz

4
_ A
2 M

DO = A3OO
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(2.2.2)

(2.2.3)

(2.2.4)

(2.2.5)

(2.2.6)

(2.2.7)

(2.2.8)

The constants A;, B;, C; et Dy are real. Relations equivalent to (2.2.1)-(2.2.4)

were already obtained in [46] in cartesian coordinates.
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The third order constant of motion can be written in terms of A;, B;, C; and

D() as

Y = DoL3 + C4{L3, p1} + C2{L3, p2} + BoLs(p7 + p3) + Bi{Ls, p — p3}
+ 2Bo{Ls, p1p2} + Arpi(pT — 3p3) + Apa(3p7 — p3) + (Aspr + Aap2) (P + p3)

+{910¢,9), 1} +{92(x,y),p2} (2.2.9)

Under rotations the Hamiltonian (2.1.1) and the integral X (2.1.2) remain
invariant but the third order integral Y (2.1.3) or (2.2.9) transforms into a new
integral of the same form with new coefficients and new functions g1, g,. The
constants Dy and By are singlets under rotations and hence invariants. The
expressions {B1, B2}, {A1, Ay} and {A3, A4} are doublets under rotations.

The existence of the third order integral Y depends on the compatibility of
(2.2.1)-(2.2.4). Equation (2.2.1) establishes the difference between the quantum
and the classical cases. We obtain the classical analog of (2.2.1) by settingh — 0.

From (2.2.2)-(2.2.4) we can deduce a compatibility condition for the poten-

tial V(r, 0), namely the third order linear differential equation :

0 =1"F3V,yr + <3T4F4 — 2T2Fz> Vivo + <3F1 — 2Y2F3> V:eo + F2Vooee
+ (Zr“F3r + 673F; — 2r2Fp — 37F, ) Vi 4 (ZFZG R ZrZFgr) Voo
+ <6r4F4T 4 1813F, — 2r2(Fay + Fig) — 57F5 + 6F1e> Vie

- <T4F3w + 617F3; + 12(6F3 — 2F2,0) — 41Fp0 + 3F1ee> Vi

+ <3T4F4rr + 181°F4y 4 v7(18F4 — 2F3,0) — 1(Far + 4F30) + ere> Ve (2.2.10)

Compatibility of (2.2.2)-(2.2.4) and (2.2.1) imposes further conditions on V(r, 8),
they are however nonlinear [46].

Our aim is to find all solutions of (2.2.1)-(2.2.4) and thereby find all superin-
tegrable classical and quantum systems that separate in polar coordinates and
allow a third order integral Y. The existence of X (2.1.2) is guaranteed by the
form (2.1.4) of the potential and is directly related to the separation of variables

in polar coordinates.
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Specifying the radial dependance of (2.2.6) to (2.2.8) :

Fa(r,0) = %Fm(e) + F20(0) (2.2.11)
F(r,0) = F5(0) + 1F(0) + F30(0) 2.12)
Filr,0) = SFas(0) + LFia(6) + 1Fa(0) + Dy (2213)
we can deduce :
Gi(r,0) = 3F, (R+ %S) - (%+%)s+ B(9) (2.2.14)
where $(0) = d%S(e). The derivative with respect to r will be denoted by a

d
i hat R’ = —R(r).
prime so that R’(r) e (T)

2.3. RADIAL TERM IN THE POTENTIAL

With the separation of the potential in polar coordinates (2.1.4), (2.2.10) can

be expressed as :
m3RP + muR” + MR’ + n3SB + 18 + 1S + 1S =0 (2.3.1)

for m; = my(r,0) and n; = ny(r,0) in terms of the functions F;(r, 0) and their
derivatives. The n; = ny(r,0) are linear in v : ny = Ny(0) + ny(0)r. In this
way, by differentiating (2.3.1) two times with respect to v, we obtain a linear

ordinary differential equation for R(r) :

msR® + (2ms, + my)RW + (M3, + 2my, + my)RE)

+ (err + zmh‘)R// + m]rrR/ =0 (232)

In this expression, by using the form of the Fi(r,0), the coefficients associa-
ted to the derivatives of different orders of R(r) can be expressed as combina-
tions of trigonometric functions and different powers of r. Thus, by separating
(2.3.2), according to the different linearly independent trigonometric functions,

we obtain six differential equations for R(r) that have to vanish independently
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of each other :

A;(r*R®) + 7r3R™ — +2R() — 18rR” 4+ 18R’) = 0 (2.3.3)
A, (1R 4+ 7r3R™W — +2RB) — 18rR” + 18R’) = 0 (2.3.4)
Bi(t*R® 4+ 141r3R™W 4 4812 R©®) 4 24rR” — 24R") = 0 (2.3.5)
B,(t*R®) 4+ 141r3R™W 4 48r2R®) 4 24rR” — 24R") = 0 (2.3.6)

(Crr+ AR + (20017 + 11451 )RW + (1200317 + 274502 )R
+ (240C1r3 + 6A3T> R” + (120C1r2 — 6A3r> R =0 (2.3.7)
(Car+ An® )R + (200" + 1A )RW 4 (120007 + 274472 )R
+ (24oc2r3 + 6A4r> R” + (1zoczr2 - 6A4r> R' =0 (2.3.8)

The solutions of these equations are :

(1) A2+ A2#£0

R(r) = % + a4 + asr? (2.3.9)
(2) B2+ B2#£0
R(r) = 24+ 24 g (2.3.10)
T T
(3) C24+C240
R(r)=4 4 22, % (2.3.11)

73 T

4) A2+ A2:£0

R(r) = % + asr* + aglogT (2.3.12)

(5) (C1A3) #0

R(r) = (2.3.13)

a az n as o VA3 + VA3 + Cir?
T \/A3+C1T2 \/A3+C1T2 g T
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(6) (C2A4) #0

R(r) =

(2.3.14)

as n ar N as o VA4 + VA4 + Cor
T VAL+Cor2 AL+ Cor? 5 T

We omit - and the constant terms since they can be absorbed into the angular
part.

Theorem 2.3.1. A third order integral of motion for a potential of the form (2.1.4)

must have the form (2.1.3) and can exist only if one of the following situations occurs :

(i) The constants in (2.2.9) satisfy
A]:A2:A3:A4:B]:BZZC]:C2:0 (2315)

Then the radial equations (2.3.3) to (2.3.8) impose no restriction on R(r).

(ii) R(r) = ¢ for a #0.

T

(iii) R(r) = ar®for a # 0and C; = C, = 0.
(iv) R(r) = 0.

In cases (ii) and (iv) equations (2.3.3) to (2.3.8) are satisfied identically for all
values of the constants in (2.1.3) or (2.2.9).

Before prooving Theorem 2.3.1. let us stress that it gives only necessary
conditions for the existence of the integral Y, not sufficient ones. Those will be

obtained when integrating the equations for the angular part @.

Proof: (i) Let us start with Case (i) of the theorem. The condition (2.3.15) im-
plies that (2.3.3) to (2.3.8) are satisfied identically for all R(r). Then (2.2.5) to
(2.2.8) simplify to

B
Fi=F;=0, F,=B,, F4:r—§+D0

and we can integrate (2.2.2)-(2.2.4) to obtain

Gi(r,0) = —BT"S + B(0) (2.3.16)

G,(r,0) = ZBO(R + g) — %S + % + &(0) (2.3.17)
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where (3(0) was introduced in (2.2.14) and &(0) appears as an integration constant

(an arbitrary function of 0). Equations (2.2.2) to (2.2.4) further imply
B+p =0 §&—3DS=0, ByS®—4$)=0 (2.3.18)
and the integral (2.2.9) reduces to

Y = DoL3 + BoLs(pT +p3) +{g1(x,y), p1} + {g2(x, 1), P2} (2.3.19)

(ii) From now on we assume that at least one of the constants A;, Bj, C; does
not vanish. From (2.3.9)-(2.3.14) we see that the most general form of the radial
term R(r) is

aq

a, a
R(r) = — + —; + 2 a4 oastt + aglogr
™ T

n as n ag o VA + VA + Cr2
VA+Cr2 VA +Cr? & T
where (A,C) = (A3, Cq) or (A4, C3).

(2.3.20)

Let us show that the “exotic” terms a;, a,, as, ag, ay and ag are actually ab-
sent, i.e. their presence is not allowed by the original determining equations

(2.2.1)-(2.2.4). We proceed systematically by assuming the contrary.

(ii.1) a; # 0.
The function R(r) must have the form (2.3.11) and the only possible nonzero
constants are C; and C, (and as always By and D).

From (2.2.5) to (2.2.8), we find
Fi=0, F,=By, F3=Cicos0+ C,sinb,
Fsq = —+%(—C1sin6+Czcose) + Dy (2.3.21)
The r° term in the compatibility condition (2.2.10) is
a1(Cycos0 + CysinB) =0 (2.3.22)

The condition C3 + C3 # 0 implies a; = 0.
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(112) ay = O, ar 7§ 0.
The function R(r) must have the form (2.3.10) and the possible nonzero
constants in Y are By, B,, C;, C; (in addition to By and Dy).

The coefficient of m°in (2.2.10) is
a,(B1 cos 20 + B, sin 28) = 0 (2.3.23)

We can keep a; # 0 only if we impose By = B, = 0.

The coefficient of % in (2.2.1) is
a;BoS =0 (2.3.24)
For By = 0 or S = 0, the term in 7' in (2.2.10) implies
a>(Cycos0 + C,sin0) =0 (2.3.25)

a contradiction with the assumption C + C3 # 0 (since we already have

B; = B, = 0). Thus we have a, = 0.

(ii.3) a1 = a2 =0, a5 # 0.

The function R(r) satisfies (2.3.9) and we impose A + A3 # 0. (2.2.14) and
(2.2.4) give the explicit form of the functions G; and G; and from the term r'*
in (2.2.1) we obtain

aZ(Ajcos30 + A,sin30) =0 (2.3.26)

a contradiction. Hence we have as = 0.

(114) a; =4ax =0as = O, Qg 7& 0.
The function R(r) must have the form (2.3.12) and we request A3 + A% # 0.
We obtain from (2.2.14) and (2.2.4) the functions G; and G, and (2.2.1) in this

case contains an r*log r term with coefficient
aé(Ag cosO + AysinB) =0

and hence ag = 0.
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(iil.)a;=a;=a5=as =0, ag #0.
The function R(r) must have the form (2.3.13) or (2.3.14) and we request
A3Cy # 0 or A4C, # 0. Inserting G and G, obtained from (2.2.14) and (2.2.4)

in (2.2.1) we have the term r'? log2 (ﬁ il rA + Cr2> with coefficient
azAC*cos0 =0 (2.3.27)
Since we impose AC # 0, we find ag = 0.
(ii.6)ay=a=as=a¢=ag=0,a; #0.
The radial part is
R(r) = % n \/% (2.3.28)

and we must request that AC # 0. From the coefficients of ¥ and v/ in (2.2.1)

we have that :
a;C3(BoS —2a3A cos8) =0 (2.3.29)
a;AC?(8ByS — 15a3A cos0) =0 (2.3.30)
Then for any values of By, we have
azAcosd =0
Since A # 0 we have a3 = 0. In (2.2.1) we have an 12 term with coefficient
a;A%(sin 0S 4 2 cos 0S) = 0 (2.3.31)

and hence S = —2 cot 0S. Substituting S into (2.2.1) we use the coefficient of r'°

to obtain
Ccos0, _,
B(O) = 2 (—h” + 8S) (2.3.32)
Then the coefficient of 18 gives
a;AC%cos0 =0 (2.3.33)

Since AC # 0 it follows that a; = 0.

(iii) So far we have shown that the function R(r) must have the form

R(1) = % +agr? (2.3.34)
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To complete the proof of the theorem we must show that either az or as must
vanish. From (2.3.9)-(2.3.14) we see that the constants in Y that can survive
(in addition to Dy and By) are A4, A3, Az, A4, By, B2. From (2.2.1) we obtain the

coefficient of 8 to be
aZ(A;cos30 4+ A,sin30 + Azcos 0 + Aysin) =0 (2.3.35)

and hence for as # 0, we have A; = A, = A3 =A,=0.
The coefficient of r° yields

ap =0 (2.3.36)

and hence 3 = 0. Taking this into account we return to (2.2.10) and find the

coefficient of 2 :

a3(Bysin20 — B, cos20) =0 (2.3.37)

For az # 0 this implies B; = B, = 0 and we are back in the generic case where
the integral is (2.3.19).

Thus either a3 or a4 in (2.3.34) must vanish and this completes the proof of
the theorem.

0]

We see that a third order integral Y of (2.1.1) with at least one nonzero
constant Ai, Bj, C; with i = 1,2,3/4,j = 1,2 can only exist if the radial part
of the potential is a harmonic oscillator R(r) = ar?, a Coulomb-Kepler poten-
tial R(r) = a/ror R = 0.
2.4. ANGULAR TERM 5@ IN THE POTENTIAL

r2
Let us return to the problem of solving the determining equations (2.2.1) to
(2.2.4) and concentrate on the angular part, once the radial part is known. We

shall consider each of the four cases of Theorem 2.3.1 separately.
2.4.1. Radial equations satisfied for all R(r)
According to Theorem 2.3.1., the constants in the third order integral Y sa-

tisfy (2.3.15) and Y itself is as in (2.3.19). In this case the functions G;(r,0) and
Gz(r,0) are as in (2.3.16) and (2.3.17) where 3(0), £(0) and S(0) satisfy (2.3.18).
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Two cases must be considered separately :

1.Bo #0
From (2.3.18) we obtain

£(0) =3DoS + &o
B(O) =P1cosO+ P,sind

S(0) = s1c0s20 + s,sin 20 + s¢ (2.4.1)

where &, 31, B2, So, $1, 52 are constants (we can put so = 0).

Substituing (2.4.1) in (2.2.1) we obtain s; = s, = 0, and we have a purely
radial potential. In the integral (2.3.19) we have g; = g, = 0 and the result is
trivial. Namely, since L3 is an integral, L3 and L3H are also integrals. In general

this potential is not superintegrable but first order integrable.

2)Bo=0,Do =1
The third equation in (2.3.18) is satisfied trivially so S(0) in (2.4.1) is arbi-
trary. Putting 3(0) and &(0) in (2.2.1) we obtain

2
(B1cosO + B,sinB)rR’ :r(%sm —3S8S —&,9)

+ (((51 sin® — B,cos0)S + 2(PB1cosO + B, sin 6)8)
(2.4.2)

We distinguish two subcases :

2a)pB1=p2=0
We have

R2S®) = 1288 + 4&,S

This can be integrated to :

R%8% =483 + 48,5 +bS + ¢ (2.4.3)
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where b and c are integration constants. We can set £y = 0 by a suitable change

of variables S(0) — T(0) — % and (2.4.3) is simplified to
RAT2 =4T — t,T — 3

where t; and t3 are constants.
The potential is expressed in terms of the Weierstrass elliptic function :

Rp(0, s, t3)

V(r,0) = R(r) + ——

(2.4.4)

for an arbitrary radial part R(r).
This potential has a third and a second order constant of motion of the

form :

Y =213 + (L3, 3R%p(0)} (2.4.5)

X =12+ 2"r%p(0) (2.4.6)

The second order constant of motion is known as the one-dimensional Lamé
operator. Y and X are algebraically related [54] :

Y\? X\ 1 1
(Z) :8(E> —Zh4t2X+Zh6t3 (2.4.7)

This is a good example of what is called algebraic integrability [53, 54].
Since we are looking for hamiltonians with algebraically independent second
and third order integrals of motion, this result is not a real superintegrable
system.

The classical potential corresponding to (2.4.4) is a purely radial potential

V(r) = R(r). This result is directly obtained from (2.4.2) in the limith — 0.

2b) B3 + B3 # 0

Differentiating (2.4.2) two times with respect to r, we obtain :

<T3R’> "0

and hence
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The - term can be included in the angular part of the general form of the
potential. So without loss of generality, we can set b = 0. This case will be
studied in section 2.4.2 since the radial part of the potential is of the form of

case (ii) of Theorem 2.3.1.

2.4.2. Potential of the form V(r,0) = % + @ with a # 0

We consider (2.2.2) and (2.2.4) separate different powers of r and obtain
equations relating 3(0) in (2.2.14) with the angular part S(0) of the potential :

B4+p—2(Cicos0+ CysinB)S +5(Cysin® — Cocos0)S

+2(Cqycos0 + C,sin0)S = 6a(B;sin20 — B, cos 20) (2.4.8)
(B7c0s26 4+ B,sin20 + Bo)S® + 8(—B;sin 20 + B, cos 28)S
+4(—5B;1c0s20 — 5B,sin20 + By)S + 16(B;sin 20 — B, cos 20)S

=3a(—15A7c0s30 — 15A,sin 360 + A3cos 0 + A4sin0) (2.4.9)

(3A1sin30 —3A,c0s30 + A3sin® — A, cos 0)S

+ (36A71cos 30 + 36A,sin 30 +4A3cos0 +4A,4sin0)S

— (132A1sin30 — 132A,cos 30 —4A3sin 0 + 4A4cos0)S

— (144A7cos30 + 144A,sin 30 — 16A3cos0 — 16A4sin0)S =0 (2.4.10)

Integrating (2.2.4) for G, we obtain the function

£(0) =3DoS(0) —a(Cqysin® — Cocos0) + &,
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From (2.2.1), it follows that S(0) and (3(0) verify :

R?*(DoS™® + aCycos 0 + aC,sin @) —4£S +4ap =0 (2.4.11)

h2<(—C1 sin® 4+ C,cos0)S® —4(Cqcos + C,sin0)S
+6(Cysin® — C,c050)S +4(Cqcos® + C,sin0)S
+ 6a(—B;sin 20 + B, cos 26)) =4SB —8Sp

—8(Cycos0 + C5sin0)$% + 12a(B; cos 26 + B,sin 20 + By)S

—12a*(A;1cos30 + A,sin30 + A3cos 0 + Aysin 0) (2.4.12)

h2<(B1 c0s20 + B,sin20 — Bo)S®® + 8(—B;sin 20 + B, cos 20)$

— 4(5B7cos 20 + 5B, 5sin 20 + By)S 4 16(Bsin 20 — B, cos ZG)S)

— —3ah?*(5A;cos30 + 5A,sin 30 + A3 cos 0 + A, sin 0)

+12a(3A1sin30 —3A,cos30 + A3sin® — A4 cos0)S
+36a(A71c0s30 + Aysin30 + A3cos0 + Aysin©)S

+ 2(B1c0s26 + B,sin 20 + By)SS — 12(B;sin 26 — B, cos 20)$?

— 16(B7cos 20 + B;sin 20 + By)SS (2.4.13)

R? ((3A1 sin30 — 3A,c0s30 — 3A5sin 0 + 3A4cos0)S®

+ (36A71cos 30 + 36A,sin30 — 12A3c0s0 — 12A4sin0)S

(—132A1sin 30 4+ 132A,cos 30 — 12A3sin 0 + 12A4cos 0)S
(—144A4 cos30 — 144A,sin 30 — 48A3cos 0 — 48A4sin G)S) =

—72(A;cos30 + A,sin30 + Ascos 0 + A,sin 0)S?

+ (—120A;sin 30 4+ 120A, cos 30 — 40A5sin O + 40A4cos 0)SS

+ (54A; cos 30 + 54A,sin 30 + 6A3cos 0 + 6A3sin 0)S?

+ (6A1sin30 — 6A,c0s30 + 2A3sin® — 2A4cos 0)SS (2.4.14)
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The principal result that follows from the compatibility of the preceding
determining equations is that the only potential that satisfies (2.4.8) to (2.4.14)
is

a o+ opsin®

V(r,0)=—+

T 120520 (2415

or potentials that can be rotated to (2.4.15).

The potential (2.4.15) is a well known quadratically superintegrable one
[37, 139] with the Coulomb potential as a special case. The third order integral
is the commutator (or Poisson commutator) of the two second order ones. For

more recent discussions of the potential (2.4.15) see e.g. [49, 86, 122, 126].

2.4.3. Potential of the form V(r,0) = ar? + @ with a # 0

Here, from Theorem 2.3.1, the third order constant of motion is of the form :
Y = DoL3 4 BoLs(p7 + p3) + B1{Ls, p7 — p3} + BofLs, p1p2}
+{g1,p1} +1{92,p2} (2.4.16)

As in the preceding case, we obtain from (2.2.2) to (2.2.4) that the angular part

of the potential has to be a solution of :

(B7cos20 + B,sin20 + Bo)S™® 4+ 8(—B; sin 20 + B, cos 20)S

+4(—5B; cos20 — 5B,sin 20 + By)S + 16(B;sin20 — B,c0s20)S =0 (2.4.17)
for £(0) = 3DoS + &y and from (2.2.1) :

R2DeS®) — 12DSS — 48,5 =0 (2.4.18)

FLZ((B1 c0s20 + B,sin 20 — Bo)S®® + 8(—B;sin 26 + B, cos 20)$

—4(5B1cos 20 + 5B,5sin 20 + By)S + 16(B;sin 20 — B, cos 26)5)

=2(B;cos20 + B,sin20 + Bo)SS — 12(B; sin 20 — B, cos 208)$?

— 16(B1c0s 20 + B,sin 20 + By)S$ (2.4.19)

for p(0) = 0.
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We can solve the compatibility between all those determining equations for

S to obtain the following potential :

2(b+c)+2(c—b)cos20

V(r,08) = ar’ +
(r,8) r2sin%20

= ar? + % + 1% (2.4.20)

or potentials that can be rotated to (2.4.20).

The potential (2.4.20) is also a well known quadratically superintegrable
potential having the harmonic oscillator as a special case [37, 139]. The third
order integral can be obtained as a commutator of the second order ones.

S(0)

2.4.4. Potential of the form V(r,0) = 7

From (2.2.1) to (2.2.4), we again obtain the determining equations (2.4.8) to
(2.4.14) with a = 0. The third order constant of motion is in its most general
form (2.2.9).

Solving the determining equations for S(0) and 3(0) (with a = 0), we reob-
tain special cases of results derived in sections 2.4.2 and 2.4.3 (without the Cou-
lomb or the harmonic radial parts). In addition to these known cases we obtain

three additional ones. The first is

(08

V(r,0) = ———
(r,8) r25in? 30

(2.4.21)

This potential is a special case of the rational three-body Calogero system in
two dimensions and is already known to be superintegrable [144].

The third order constant of motion associated to (2.4.21) is :

—3x* + 6x*y? + y4} N cx{pz 16xy
"

Y =p;—3pip3+2
P3 pips + OC{Dh y2(—3x2 + y2)2 —3x?2 +y?)?

The potential is obtained both in classical and quantum mechanics.
The two others cases occur when the third order integral of motion takes

the form

Y = Cy{L3,p1} + 2DoL3 + {g1,p1} + {g2, P2} (2.4.22)
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ie. A=A, =A3=A4=By=B; =B; =C, =0. In this case, (2.2.1) to (2.2.4)
are reduced to the system for S(6) and 3(6) :
B+ B+ Ci(—2cosB8S +5sin0S + 2cos8S) = 0 (2.4.23)
R?DS® —4ES =0 (2.4.24)
R2C, ( —sin0S®) — 4 cos 0S + 65sin 0S + 4 cos GS) = 4SB — 8SP — 8C; cos 052
(2.4.25)

with £(0) = 3D,S + &.
We distinguish two subcases :

44.a)Dp=0and C; =1.
In this case, we have £ = 0or S = 0. If weset § = 0and S = T, (2.4.23) is
solved directly for 3

B(0) =PB1cosO+ P,sin® —sinO + 2cos OT (2.4.26)
Inserting (2.4.26) in (2.4.25) we obtain a fourth order ODE for T :

ﬁz( sin 0T 4 4 cos 0T — 6sin 0T — 4 cos GT) —12sin@TT

—4cosOTT —4(Bysind® — B,cos0)T — 16 cos 6T

+8sinOTT — 8(B1cos 0 + B2sin®)T =0 (2.4.27)
Under the transformation (0, T(0)) — (z,T(z)), where z = tan 0, (2.4.27)

becomes :

R2z(1 4 22)2T" + 4R*(1 + 2°) (1 + 32%)T"” + [2R°z(13 + 182%) — 4Bz + 4PB>

— AT —12z(1 + 29 T)|T" — 8(2 4 32*)T"* — 83T/ + 4*(1 + 6z5)T' =0
(2.4.28)

This equation can be integrated twice. The first integral is :
222 (1 + 222 T" 4+ 2R%z(1 + 2%) (1 + 328)T" — 62°(1 + 2*)T"? 4 2(—h? + h?Z?
+ 3R%z — 28122 + 2Bz — 22T)T' 4+ 2T2 — 4B,T = K; (2.4.29)

for an arbitrary constant of integration K.
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The second integral is :

222+ )T =T+ p21° 1
z2(z2+ 1) C R%ZAz2+1)3

+ 2222+ 1) [4ZT +h%* (2224 1) + 422 — 4[32z] (T')? —2z(z2+ 1) [ZZT2

T + A2+ 1)X(T')3

— (4B2z +RH)T — (Kiz— BR)|T' — [42T° + (R*(z* — 1) +4B12° — 12B22) T?

—2(Kiz + B2(4B1 +Rh%)z% — 43z — PR T — (R*Kpz® — 2B,Ksz + B3R?)]

(2.4.30)
for a second arbitrary constant of integration K.
The transformation (z, T(z)) — (x, W(x)) :
ZZZ\/ixﬂ x’ TZSHW—I—(h +4p34)(1 Zx)+Bz (2.4.31)
T—2x 8v/xv1—x

maps (2.4.28), (2.4.29) and (2.4.30) to equations contained in a series of pa-
pers by C. Cosgrove on higher order Painlevé equations. Specifically, (2.4.28)
is mapped into the fourth order equation F-VII [23] (see also [22]). Equation
(2.4.29) is mapped into the third order differential equation Chazy-l.a of [21]
and (2.4.30) into the second order differential equation of second degree SD-l.a

of [20] with parameters

R + 8B,
Cq :C4:C5:C6:C8:O, CZZ—C3:1, C7:W (2432)
R* —16B3 — 1633 — 8K,
Co = 2.4.33
7 641 ( )
16R%K, — 8(4 R%)K; +R2(4 R?)2
Cro = — 2—8(4B4 +256)h61 +hR7(4B: +Rh7) (2.4.34)

SD-I.a is the first canonical subcase of the more general equation that Cos-
grove called the "master Painlevé equation”, SD-I [20]. SD-L.a is solved by the
Backlund correspondence

B x2(x —1)? , Pe(Pe—1)77
W(")‘4P6(P6—1)(P6—x){‘3“ x(x—n} — V21 - 2Pg)

Lo(p 2 1 2= | (Pe— 1
YR U

(2.4.35)
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and
oo x(x—=1) [, Ps(Ps—1)1%  v2(Ps—x)  v3(Ps—x)
W == e 1 [P VY o1y | T 2 1Pe 2x(Pe— 1)
(2.4.36)

where /2y, can take either sign and v1,7v2,v3 and 4 are the arbitrary para-
meters that define the sixth Painlevé transcendent Pg obtained from the well

known second order differential equation :

171 1 1 1 1 1
n_ | ___ n2 _ |- /
P6—2 P6+P6—]+P6—X:|(P6) |:X+X—]+P6—X1P6
PG(P6—1)(P6—X){ Y Yilx—1)  vax(x —1)

x2(x —1)2 P2 + (Pe—1)2 + (P5—X)2] (2.4.37)

The parameters y1,7v2,v3 and v, are related to the arbitrary constants of

integration 31, 32, Ky and K,

—4dc7=v1—Y2+Y3—Ya—V2y1+1, (2.4.38)
—4cg=0=(y2+7v3) (Vi +va—V2v1), (2.4.39)
1
—dco=(v3—v2)(Y1i—vVa—V2v1+1)+ Z(% —Y2—V3+va— V2v1)%,
(2.4.40)

1 1
—dcio= 2 (v3 =¥ (V1 +va— V2 g v+ Y3 v —va— V2 4 1)

4
(2.4.41)

Only three parameters of (2.4.37) are arbitrary in our case. From (2.4.39), we

see that one of the following relations must hold

Y2=—Y3 Ys=—Y1+ V2V (2.4.42)

From the inverse transformation x — z = tan 0

sin? (9)
(2.4.43)

cos? (9)
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we obtain two solutions for S. By taking the derivative of T in (2.4.31) we obtain

the quantum potentials

+8r% cos OW(x. ) + 4B +R?
4sin’0

r2

V(r,0) = 1 (ﬁ2W’(xi) — > (2.4.44)

In the limith — 0, (2.4.29) is reduced to a first order differential equation of

second degreein T’ :

K
322(1 + ZZ)T/Z L 22TT — T2+ 2(6122 — Baz)T' +2B,T + 71 =0 (2.4.45)

(2.4.45) is a special case of the more general equation :
A(z)T? 4+ 2B(2)TT' 4 C(2)T? 4 2D(2)T' + 2E(2)T + F(z) = 0 (2.4.46)

A number of papers has been devoted to the integration of (2.4.46). For
example in [101] a method is suggested for its integration.

Special solutions can be obtained under the condition that
E|=0 (2.4.47)

This condition implies that B; = 0 and Ky = —233 in (2.4.45). In this case
(2.4.45) can be factorized

(+2va+32)T —T+8,) ((z—2V/4+32)T ~T+p,) =0 (2448)

We obtain two solutions :

23 (5 + 322 4 2V4 + 322)%
(2+ VA +322)5
(1+22)5(2+ V4 +322)3
z(5+ 322 4+ 2V4 + 322)%

T =B+« (2.4.49)

T,=Br+a (2.4.50)

where « is an integration constant. The angular part of the potential is obtai-

ned by differentiating the preceding results with respect to 6 and the resulting
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classical potentials are

3asect 0 [7+3\/ 4+3tan? 0-+cos 20(144/4+3 tan? e)]
5
2 3
12 tan3 6\/4+3 tanZ 0 (2+\/4+3 tan? G) <5+3 tan? 0-+24/ 4+3tan? 6)

V =

5
6

(2.4.51)

and

2
xsec3 0 |:47+1 74/ 4+3tan? 0+18cot? B(2++4/ 4+3 tan? 0)+3 tan? (5+4/ 4+3 tan? 8)]
V —_ T

3 &
2r2y/4+3tan2 0 24+4/4+3tan2 0 ) [ 5+3tan? 0421/4+3tan? 0

(2.4.52)

If condition (2.4.47) is not satisfied, the general solution of (2.4.46) is related
to the general solution of the equation

dw  M(z)w? 4+ N(z)w? 4+ P(z)w
dz w2+ Q(z)

(2.4.53)

where
w2+ mw +n

pw

T(z)

(2.4.54)

and M, N, P and Q are complicated algebraic expressions depending on z and

A B D
__2BD-AE) -l et _ 2VBIZAC
T AVBI-_AC ' A(B2Z—ACQ) » P A

DE T

4.4b) Dy =1 (Dy # 0).
Equation (2.4.24) can be integrated to (2.4.3) so the angular part of the po-
tential is expressed in terms of the Weierstrass elliptic function S(8) = R2p(0).

The corresponding potential is

2
V(r,0) = 019

> (2.4.55)

From the compatibility of (2.4.23) and (2.4.25) we obtain

—C;
(h2 + &o)p? +4bp + 6¢c

4 283) cos 8p? — 8(R? + &y) cos 0> + b(R? + &) sin B + (—2(9¢ + b(—h?

B(O) = ; [(bz—l—Sc(hz—Z&o))cosG—2(3b—h4—|—h250

+ &5)) cos O + (3b 4+ 2R*(R% + &4)) sin0p)p (2.4.56)
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The potential (2.4.55) thus allows two third order integrals of motion (see
(2.4.22))

Y, =213 4 (L3, 3R%p(0)}, (2.4.57)
Y = {L3,p1) +{B cos 6 + (2cos 8¢ — ) sin B, p1}

+{Bsin® — (2cosBp — ) cos 0, p,) (2.4.58)

where f3 is the expression in (2.4.56).

The integral (2.4.57) coincides with (2.4.5) for the more general potential
(2.4.4). As noted above (2.4.4) is not really superintegrable because of relation
(2.4.7). The potential (2.4.55) is superintegrable since Y, (2.4.58), the second
order integral of motion X (2.4.6) and the Hamiltonian H are algebraically in-
dependent.

In the classical limith — 0, the system reduces to free motion.

2.5. SUMMARY AND CONCLUSION

The main results of this study can be summed up in two theorems.
Theorem 2.5.1. In classical mechanics in the Euclidean plane precisely 4 classes of
Hamiltonian systems separating in polar coordinates and allowing a third order inte-
gral of motion exist. The corresponding potentials are (2.4.15), (2.4.20), (2.4.21) and
1(0)

Vir,0) = 3

(2.5.1)

where T(z) satisfies equation (2.4.45) for z = tan ©. The third order integral of motion
is
Y ={L3,p1}+{B cos8+(2cos 8T —fB)sin O, p;}+{p sin0—(2cos 0T — ) cos 8, p,}
(2.5.2)
The potential (2.4.15) and (2.4.20) are quadratically superintegrable and
well-known. The third order integral is functionally dependent on the quadra-
tic ones. The potential (2.4.21) is the three body Calogero system with no cen-
tral term. Thus the genuinely new superintegrable classical potential is (2.5.1).
We have not obtained the general solution of equation (2.4.45), but particular

solutions led to the superintegrable potentials (2.4.51) and (2.4.52).



52

Theorem 2.5.2. In quantum mechanics the superintegrable systems correspond to
the three known potentials (2.4.15), (2.4.20) and (2.4.21) plus two new ones. One new
one is given by (2.4.44) where W and W' are expressed in terms of the sixth Painlevé
transcendent Pg in (2.4.35) and (2.4.36). The other new one is given by the Weierstrass
elliptic functions p(0) in (2.4.55).

The Painlevé transcendents were first introduced in a study of movable
singularities of second order nonlinear ordinary differential equations. They
play an important role in the theory of classical infinite dimensional integrable
systems.

The transcendent Pg that was obtained as a superintegrable quantum po-
tential in this article depends on 3 free parameters (see (2.4.42)). The Painlevé
trancendents P;, P, and P4 have already appeared for potentials separable in
cartesian coordinates [48]. A remarkable relation between quantum superinte-
grability and supersymmetry in quantum mechanics was discovered and used
to solve the Schrédinger equation with potentials expressed in term of Painlevé

transcendents [92]-[95].
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Chapitre 3

AN INFINITE FAMILY OF SOLVABLE AND
INTEGRABLE QUANTUM SYSTEMS ON A
PLANE

Référence complete : F. Tremblay, A. V. Turbiner and P. Winternitz, An infi-
nite family of solvable and integrable quantum systems on a plane, J. Phys. A :
Math. Theor. 42, 242001 (2009). (FAST TRACK COMMUNICATION)

Abstract
An infinite family of exactly-solvable and integrable potentials on a plane is in-
troduced. It is shown that all already known rational potentials with the above
properties allowing separation of variables in polar coordinates are particular
cases of this family. The underlying algebraic structure of the new potentials is
revealed as well as its hidden algebra. We conjecture that all members of the
family are also superintegrable and demonstrate this for the first few cases. A

quasi-exactly-solvable and integrable generalization of the family is found.

3.1. INTRODUCTION

Some quantum mechanical systems can be characterized by two differently
defined global properties. The first has been called exact solvability and it
means that all energy levels can be calculated algebraically and the corres-
ponding wave functions can be obtained as polynomials in the appropriate

variables, multiplied by some overall gauge factor. The other property is that
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of integrability, namely the existence of n integrals of motion that are well de-
fined quantum mechanical operators, commuting with the Hamiltonian and
amongst each other.

A more restrictive property than integrability is superintegrability : the
existence of more integrals of motion than degrees of freedom. A maximally
superintegrable system has 2n — 1 integrals of motion, including the Hamilto-
nian. Only subsets of n of them can commute amongst each other.

Any one-dimensional system is integrable and also maximally superinte-
grable by definition. In this article we concentrate on the two-dimensional case
where the situation is quite different. A two-dimensional system is integrable
if it allows two integrals of motion and maximally superintegrable if it allows
three. Some time ago, it was conjectured that all maximally superintegrable
systems for n = 2 are exactly solvable [126]. Here we will show that several
exactly-solvable systems are in fact maximally superintegrable. Though they
seem very different, they are particular cases of a parametric family of Hamil-
tonians.

Let us consider the following Hamiltonian in R? written in polar coordi-

nates

1 1 ok? Bk
Hu(T, @; = 07— -0, — 0% + whr?
k(T @y w, «, ) - 2 o T +r2coszk(p+rzsin2k(p

(3.1.1)

1

where «, 3 > —

w and k # 0 are parameters. For k = 1 this system was
introduced in [37, 139] and has been called the Smorodinsky-Winternitz system
[35]. For k = 2 the Hamiltonian (3.1.1) corresponds to the so-called rational BC,
model [105, 135]. For k = 3 it describes the Wolfes model [145] (it is the rational
G, model in the Hamiltonian reduction method nomenclature [105, 135]); if
o = 0 it reduces to the Calogero model [8]. The configuration space of (3.1.1) is
given by the sector 5= > @ > 0, 7 € [0, co) which is the Weyl chamber for BC,

if k = 2 and G, if k = 3, respectively.
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There is an interesting feature of the Hamiltonian (3.1.1) connecting dif-

ferent values of k, namely,

HZZ(T\(P;(U)O»B) - HE(r) (P»(U»ﬁ,ﬁ) ) (312)
7T
HZE(T) P W, «, O) = He(T, ®— E» w, &, (X) . (313)

The Hamiltonian (3.1.1) to our knowledge includes all published superin-
tegrable systems in a Euclidian plane E, that allow the separation of variables

in polar coordinates.

3.2. EXACT-SOLVABILITY

It is well-known that the model (3.1.1) for k = 1, 2, 3 is exactly-solvable (the
energies and eigenfunctions can be found explicitly). For « = 0 and k integer
the exact solvability of the Hamiltonian (3.1.1) was mentioned in [83]. It can be
immediately checked by a direct calculation that the ground state of (3.1.1) is
given by

wrz
Yy = 1l 0059k sin®kp e 2, By = 2wl(a+b)k+1], (3.2.1)
where « = a(a — 1) and B = b(b — 1) . If we make a gauge rotation of the

Hamiltonian (3.1.1),

he = W' (Hy — Eo)Wo, (3.2.2)
we obtain the operator
2k b)+1 1 2k
he = =02+ Qwr — &)ar — —zafp — —(—atank@ + beotke)d, ,
T T T
(3.2.3)

for which the lowest eigenfunction is a constant with zero eigenvalue.

The original eigenfunctions ¥(r, ¢) of the Hamiltonian (3.1.1) are related to
those of the transformed Hamiltonian h; as follows ¥(r, @) = Yo(r, @ )=(r, @).
Let us solve the original problem (3.1.1) in a traditional way by a separation of

variables in hy. Thus we assume =(r, @) = R(r)D (@) and write

1
i = Rt h. (3.2.4)
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The operator h,, written in the new coordinate z = sin’k¢ reads

he = 4kzz(z—1)6§+4k2[(a+b+1)z—b—%]az. (3.2.5)

The eigenvalue problem h,® = A, ® where A, is the separation constant has

polynomial eigenfunctions

O, (z) = Pla1/201/2 27 1) A, = 4kn(n+a+b), n=0,1,2,... (3.2.6)

where P}, is a Jacobi polynomial. Now the eigenvalue problem

for the operator

2ak+2bk+1 . A

he = —02+ (2wr )0, + = (3.2.7)

appears. Let us perform a further gauge rotation of h,,

_2ak—|—2bk—|—2y—|—1)a +/\n—Z(a—I—b)IQ/—yZ

e = 7Y = 02+ (2wr 5
T T

+2wy .
(3.2.8)
We absorb the term 2wy in the energy and choose vy = 2kn so as to remove the

1/12 term,
Y24+ 2(a+bky —A,=0.
The resulting radial operator in the t = v variable

h, = —4t0? + 4lwt —k(2n + a+b) — 1]y, (3.2.9)

has the eigenstates

Ru(t) = LECY (1) | Ey = 4wN (3.2.10)
where L](\lf Ertat®)(wt) is a Laguerre polynomial. Finally, the eigenstates of
(3.1.1) are

W = T RN(FP)PLET20 1D (25in?ko—1)Wo , Enn = 2w2N+(2n+a+b)k+1].
(3.2.11)

All formulas remain valid for any real k # 0. In particular, both Rn(r?) and

P{*P)(2) remain polynomials. The eigenvalues are linear in the quantum num-

bers N, n. For integer (and rational) k there is a degeneracy of states, which is
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determined by the number of solutions of the equation
N + kn = integer .

Varying k we can change degeneracy leaving the spectra linear in the quantum
numbers N, n.

If k in (3.1.1) takes integer values we have a Lie-algebraic interpretation of
the problem (3.1.1). In order to reveal it let us make the following change of
variables,

t =12, u = r*sinkeo . 3.2.12
®

The resulting gauge-transformed Hamiltonian (3.2.3) in these coordinates takes

an algebraic form :
hy = —4t37 — 8kud?, — 4k*t* 'udl

+4lwt — (a + bk — 110 + Bwku — 2k*(2b + 1)t* 10, . (3.2.13)

It coincides with already known expressions for the Hamiltonian fork =1,2,3
in appropriate variables (see [126, 135]). What is its underlying hidden algebra
if any ?

The Hamiltonian hy preserves the space of polynomials
PY = (w0 < (p+sq) <N), N=0,1,2,..., (3.2.14)

for s > k—1and any integer \/. Hence, it has infinitely many finite-dimensional

invariant subspaces P j[\ﬁ). These spaces can be ordered forming an infinite flag,
PP PP cprd. Py ... (3.2.15)

for fixed s. We call this flag P'*). The space 73/(\?) is a finite-dimensional irre-
ducible representation space of the infinite-dimensional finitely-generated Lie
algebra g® O g1(2,R) x R**! @ T, of monomials in (s + 6)— generating opera-
tors. These generating operators are [39, 40] (see also [134] and [41]),

]1 :at)
Iﬁztat—%/,lifzsuau—%/,

Jh = t%0. + stud, — N't,
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Ry = t9,, 1=0,1,...,s, (3.2.16)
and
T, = uds, (3.2.17)

(see [135]). The generator J3, is the central generator of the gl(2, R)-algebra. The
generators (3.2.16) of the non-semi-simple Lie algebra gl(2) x Rs™! are vector
tields on line bundles over a s-Hirzebruch surface [41]. The meaning of the
generator (3.2.17) for s > 1 is unclear.

For s = 1 the algebra g!" coincides with the algebra sl(3). It has the space
(3.2.14) for s = 1 as an invariant subspace and acts irreducibly there. It is im-
portant to note that the space 73/(\?) is a finite-dimensional (reducible) represen-
tation space of the finite-dimensional non-semisimple Lie algebra gl(2,R) x

R (see [135]),
Pyl = (tMu™0 < (ny+sny) <N and 0 <n, <p) (3.2.18)

For fixed s and p these spaces form the flag Py, Bach such a flag for s >
k — 1 is preserved by the Hamiltonian hy. This gives information about the
structure of the eigenfunctions. In particular, it implies the existence of a family
of eigenfunctions which depend on the variable t only.

It can be immediately checked that hy for fixed integer k preserves the flag
Pl fors = k—1,s = k, or s > k assuming the hidden algebras g'*~", g,
g'®), respectively. It is worth mentioning that the first case s = k — 1 supports
the already known hidden algebras of the trigonometric BC, for k = 2 and G,
for k = 3 models, respectively, contrary to the second or third case. However,
later on we will see that the case s = k — 1 is excluded (see Section 3.3).

The fact that s can take any values s > k — 1 reflects a degeneracy of ei-
genstates of the original problem (3.1.1). For particular cases k = 2,3 it was
already mentioned in the paper [135]. This degeneracy is removed by the al-
gebraic form of the integrals of motion (see below). Hence, for any integer k
the algebraic Hamiltonian (3.2.13) can be rewritten in terms of the generators

(3.2.16) (without the operator J},) (see Theorem 4.3 from [134]) :

hye = —4]%]" = 8J°]" — 4kRy 4]
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+4w]? —4[(a+b)k —1]]' +4w]> — 2k*(2b + 1)R_; . (3.2.19)

where J' = J.

3.3. COMPLETE INTEGRABILITY.

It is obvious that
ak? N Bk?
cos’ke  sinke’

Xelo, B) = —L3+ (3.3.1)

where L3 = 0, is the 2D angular momentum, is an integral of motion [37, 139].
Its existence is directly related to the separation of variables in polar coordi-
nates in the Schroedinger equation for (3.1.1). Therefore the Hamiltonian (3.1.1)
defines a completely-integrable system for any real k # 0 which is also exactly-
solvable.

After a gauge rotation x. = W, (X — )W, this integral takes the algebraic

form
X = —4k2u(t* — u)oZ — 4k?[(b + %)tk —(a+b+1)uldy, (3.3.2)

where ¢y, = k%(a+b)?is the lowest eigenvalue of the integral X. It can be easily
checked that xy has infinitely-many finite-dimensional invariant subspaces : it
preserves the flag P8 for any s > k. The integral x; can be rewritten in the

generators (3.2.16) as
1
xx = —4KJPRy + 4J3]3 — 4k (b + z)Rk +4k(a+b)J3. (3.3.3)

The presence of the generator Ry excludes the algebra (3.2.16)-(3.2.17) for s =
k — 1 as hidden algebra (see the discussion above). It indicates that the hidden
algebra of (3.3.1) is g'*) for s > k. Hence, the hidden algebra of the quantum
system (3.1.1) with the integral (3.3.1) is g'*) with s > k.

3.4. SUPERINTEGRABILITY.

The next question is the existence of an additional integral of motion )i
(presumably of order 2k) for all integer values of k. If such an integral exists

then the system (3.1.1) is (maximally) superintegrable. For k = 1, the Smorodin-
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sky-Winternitz system this integral ), was found long ago (see [37, 139] and
[126]). It turned to be a second order differential operator. For k = 2 and
w = 0, which is the case of the so-called singular rational BC, model, the
integral V4 was found by Olshanetsky-Perelomov in the representation theory
approach [105]. This integral is a fourth order differential operator. For k = 3
and w = & = 0 (the so-called singular Calogero model) the corresponding inte-
gral is a third order differential operator [105]. For « # 0 (the so-called singular
Wolfes model) it was mentioned in [105] that it has to be of the sixth order. For
the general Wolfes model w # 0 (the rational G, model in the Hamiltonian
reduction method nomenclature) C.Quesne [111] found this integral explicitly
in the Dunkl operator formalism. The integral Vs is a sixth order differential
operator.

If the integral ). exists it should have the same eigenfunctions as Hy.
Hence by a gauge rotation and change of variables (3.2.12) we can obtain an

operator Yy
Yok = V5 ' (Vo — Ca)Woliw (3.4.1)

such that y, is a differential operator of some order in t and u with polynomial
coefficients; Cy is the lowest eigenvalue of the integral ). The described
algebraic form y,x would be a consequence of the fact that both hy (3.2.13) and
Yok should preserve the same flag of polynomials.

For the case k = 1 the integral ), was found in [139]. In Cartesian coordi-
nates ) is of 2nd order and it can be written as

x

V, = 02— wx?— S (3.4.2)

The algebraic form of the integral was calculated in [126]. In the coordinates
(3.2.12) the integral (3.4.2) is

Y2

1 = (t—u)af—i—[w(u—t)—f—a—l—l]at, (3.4.3)

2

where the constant C; = —w(2a + 1). The integral y, (3.4.3) contains the term
ud; which is present in the algebra g'", see (3.2.17). It indicates unambiguously
that for the case k = 1 the hidden algebra should correspond to s = 1. Hence,
there is no ambiguity for the k = 1 case. The hidden algebra is fixed and it is
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g = s1(3) which is generated by gl(2) x R? @ T; C gl(3). The Lie algebraic

form of y, is the following

% = 1211—T1I]+wT1—w12+(a+%)l‘- (3.4.4)

We stress that the generator T; (see (3.2.17)) appears explicitly in (3.4.4).
For the case k = 2 (the rational BC, model) we find the higher integral ),
explicitly,

2 2 2 2
(a2 202 A2 2. 2\2 , X —=y7)p  4(x*+yT)x
V= (O wha =0y + ) +{ax’ xy2  (x2—y?)?

Téxyo (x*—y?)B  4(x*+y?)
+{axay,——(xz_yz)z}+{aj,— x Ty “}
162 (x> —y?)?B%  8ap 2(x* +yH)pw?

— 345
(x2 —y2)2 x4y x2y?2 x2y?2 ’ ( )

XZyZ (XZ _yZ)Z

where {, } denotes an anticommutator. Making the gauge rotation ‘P(j] (V4 —
C4)¥, and the change of variables (3.2.12), we arrive at the algebraic form of

the integral

2 = (t* —u)of — 8(t* —w)uddl + 16(t* — w)u?dl — 2[wt? — (2a + 1)t — wuld?
—4[(2b + 1)t* — 2(a + b + 1uld20y + Sulwt® — (2a + 1)t — wu]d0%
+16ul(2b + 3)t* — 2(a + b + 2)u]d + 16[w?*t* — 3(2a + 1wt — wu
+(2a+1)(2a+2b +1)]07 —4[(2b + wt? — (2a +1)(2b + 1)t
—2(a+b+1wuldd. +4[(2b + 1)(2b + 3)t* + (2a + Twtu

—2(2a*+ 6ab + 2b* + 8a + 7b + 5)uldZ

+wa+ 1) (wt—2a—2b—-1)0+2(2a+1)(2b+ 1)(wt —2a —2b —1)0,,
(3.4.6)

where C4 = 4w?[2a(a+ 1) —b(b —1)]. The two terms t?9,, and ud? in y4 imply
s = 2. Hence, the hidden algebra for k = 2 is g'?). The Lie-algebraic form of y4
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is the following
;J—g =PI =TT+ 2] 4 41°TPRaRo — 4121°T°Ro — 21°T°1°Ro
—2wJTT = 20T + 2(2a + DT — 4(2b 4+ 1)]%°Ro
+4wPRJT —4(2a+ JPRyJ" 4 8(2b + 3)J°R1R; — 8(a + b + 2)J3T°R,
+2a+12a+2b+ D' =3wa+ DI + w?J? I+ 4w(a+ b+ 1))
—4w(2b+ DR+ 64(2a+ 1)(2b + 1)J?Ro + 2w (2a + 1)J°R,
—4(2a” + 6ab + 2b% + 8a + 7b + 5)J°R,
+4(2b 4+ 1)(2b 4+ 3)R2Ro 4+ 2w To]' + 8(a+ b + 1)TuR,
—(2a+1)(2a+2b+ 1]+ w*(2a + 1)J?
+2w(2a+1)(2b+1)R; —2(2a+1)(2b + 1)(2a +2b + 1)Ry — w?T,. (3.4.7)
The generator T, (see (3.2.17)) again appears explicitly in (3.4.7).
For the case k = 3 (the rational G, model) we find the higher integral )

explicitly by a straightforward (brute force) calculation. It is of 6th order (see

[128], App. A). Its lowest eigenvalue is
Ce = 4w>(3a+3b+1)(5a*+ 36ab — 27b% + a +45b + 4) . (3.4.8)

Making the gauge rotation ¥, (s — C¢)¥o and the change of variables (3.2.12)
we arrive at the algebraic form of the integral ye (see [128], App. A). The two
elements R; = t39,, and T; = ud; are present in y¢ and unambiguously point
to s = 3. Hence, the hidden algebra of the model at k = 3 is g®\.

For the case k = 4 we again find the higher integral Vs explicitly by a brute
force calculation as an eight order differential operator (see [128], App. B). Ma-
king the gauge rotation ¥, (Ys — Cs)¥o and the change of variables with

Cs = 4w*[3200a* +512a*(31b 4 10) + 16a*(206b + 159)(2b — 3)

+16a(310b>—187b*—443b+105) +1133b*+150b°> — 176b*+493b+4] , (3.4.9)
we arrive at the algebraic form of the integral, ys (see [128], App. B). The ele-
ments Ry = t*0,, and Ty = ud{ in ys imply s = 4. The hidden algebra of the

model for k = 4 is ¥ which contains the generator T,.



63

We were unable to prove the existence of the higher order integrals )y for
integer k with k > 4 due to the fast growing complexity of the brute force cal-
culations. However, we feel justified in formulating the following conjecture.

Conjecture. An integral of motion Y. of the order 2k exists for the Hamiltonian
(3.1.1) for all positive integer values of k. In Cartesian coordinates Y\ is a differential
operator of the order 2k with rational coefficients. The gauge transformation (3.4.1) to-
gether with the change of variables (3.2.12) transforms Y\ into the algebraic operator
Yax that has polynomial coefficients. The integral yoy is an element of the order 2k in
the enveloping algebra of the hidden algebra g'). In particular, Yy contains the terms
AM[(TN* =T (J")* which fix k = s in the hidden algebra (3.2.16), (3.2.17). In the limit
w = « = 0, the operator Y»(0,0, B) is reduced to the square of an operator of order
k.

Our conjecture is based on the fact that the gauge rotated Hamiltonian hy
(3.2.2) preserves the flag of polynomials (3.2.14), as do all the elements of the
underlying hidden algebra g'¥ (3.2.16), (3.2.17). All aspects of this Conjecture
have been confirmed for k = 1,2,3 and 4 for general w, , 3 as well as for
k=1,...,6,8forw = o =0, # 0. The consideration of k > 4 for general
w, «, 3 requires a different approach, other than the brute force one. A proof of
the conjecture could be based on a direct analysis of the commutation relations
of the hidden algebra (3.2.16)-(3.2.17).

Any operator preserving this flag must lie in the enveloping algebra of g
for given k. The gauge rotated integrals y, must hence have an algebraic form
for all k, as exemplified by k = 1,2, 3 and 4.

The form of the integrals ) is not unique since we can modify it by adding
polynomials in the Hamiltonian (3.1.1) and integral &y (3.3.1). Our convention

is to require that the highest order terms in ),y should have the form
[Re(d +10,)%]” . (3.4.10)

The lower order terms in V. could be further simplified by linear com-
binations with lower order polynomials in (3.1.1) and (3.3.1). We also require
that )i be a hermitian operator and this implies that it will contain only even

powers of the derivatives (070}, m+n =0,2,4,...,2k).
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3.5. A QUASI-EXACTLY SOLVABLE EXTENSION.

Some years ago a new class of the Schroedinger equations was discove-
red for which a finite number of eigenstates can be calculated by purely alge-
braic means. They were called quasi-exactly-solvable [132, 133]. These problems
occupy an intermediate place between exactly-solvable problems and non-
solvable ones. A large body of articles dedicated to these problems was publi-
shed during the last 20 years. The articles have ranged from various branches
of physics to pure mathematics.

Surprisingly, there exists a quasi-exactly solvable generalization of the Ha-
miltonian (3.1.1)

es ] 1
HSS (1, @y w, o, B) = —02 — LOr— 505+ AT+ 2Awr?

+ [w? — 2A (2N + 2 + k(a + b))]r? (3.5.1)
ok? N Bk?
r2cos?ke  r2sin’ke

(cf. [132, 133, 136]), where dimPﬂf I~ % + 1 eigenstates can be found explicitly

(algebraically). These algebraic eigenfunctions have the form of a polynomial

p(t,u) from the space P\’ (3.2.14) multiplied by a factor W " :
W[qes) - T'(aer)k cos®k . bk _wzrl _7\24
0 = @ sin" kg e , (3.5.2)
namely,
Y = p(t,u)wg . (3.5.3)

Hence, the number of algebraic states is equal to the dimension of the space
Pr-

The gauge-rotated Hamiltonian (3.5.1),
h{aes) o (wlees)) T (placs) g pylaes)
where E, is some parameter, in the variables (3.2.12) has the algebraic form :
he) = 4t07 + 8kudZ, + 4k*t<ua?

+AAt2P—wt+(a+b)k+1]0:+ [4Aktu—dwku+2k?(2b+1)t* 119, —4ANt . (3.5.4)
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It is easy to check that (3.5.4) preserves the space PJ(\lf ) (3.2.14). Hence, it can be
rewritten in generators of the algebra (3.2.16), g1(2) x R*"' [134] and indeed we

have
qes W /4= Ja + 213" + K2R
+Hla+b)k+ T+ MJ'— w3 +T3) =Nt + = [2N+3k(2b+1)Rk1-(355)

Evidently, the QES problem is completely—mtegrable : Xk (see (3.3.1)) com-
mutes with (3.5.1). The algebraic form of A after a gauge rotation with (3.5.2)
in variables (t,u) remains the same (3.3.2). The Lie-algebraic form (3.3.3) is
slightly modified

2
MRttt + 25420 @50

1
X = —4KJ 3R +4]3 T3 —4kk(b+= 3 3

5]+
The question of the existence of a second integral and thus of the superin-

tegrability of the Hamiltonian (3.5.1) remains open.

3.6. CONCLUSIONS.

We have restricted to the case of a Schroedinger equation in a two dimen-
sional Euclidean space E; and to the Hamiltonians allowing separation of va-
riables in polar coordinates. The feature underlying the exact solvability, the
complete integrability and the conjecture of maximal superintegrability is the
existence of a hidden Lie algebra of differential operators. All elements of the
hidden algebra and hence also of its enveloping algebra preserve an infinite
flag of finite dimensional subspaces of the space of wave functions.

The Hamiltonians and the integrals of motion of the entire family (3.1.1)
considered in this article are also elements of the enveloping algebra of g
The family contains all currently known superintegrable systems in E; that are
separable in polar coordinates. It would be important to clarify whether the
Hamiltonian (3.1.1) can be obtained by a Hamiltonian reduction procedure.
This is the case fork =1, 2, 3.

The first problem that remains open is to prove our conjecture, namely that
the Hamiltonian (3.1.1) is superintegrable for all integers values of k. Another

important question is that of the classical limit of the system with Hamiltonian
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(3.1.1). For k = 1,2 and 3 these systems are all superintegrable. Chanu et al.
[15] have considered the classical case for w = o« = 0 and k = 2n + 1 and
have conjectured that it is superintegrable for all integer n. We think that the
classical limit of (3.1.1) is actually superintegrable for all values of w, « and
k. We plan to verify this conjecture directly by calculating the trajectories for
the classical systems. If the systems are (maximally) superintegrable then all
bounded trajectories must be closed and the motion must be periodic [104].

The direct construction of the higher order integrals ) for k > 5 seems in-
tractable. More promising approaches would either involve an efficient use of
the hidden algebra g'¥ or possibly the use of Dunkl operators [32] as suggested
for the Calogero model in [108] and for the Wolfes model in [111].

The close relation between exact solvability and maximal superintegrability
has also been exemplified in n dimensions [119, 120, 36]. A very complete re-
view of quantum completely-integrable systems in n dimensions was recently
given by Oshima [106]. For some cases these systems are known to be exactly-
solvable. It would be of great interest to investigate their possible (maximal)

superintegrability.
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Chapitre 4

PERIODIC ORBITS FOR AN INFINITE FAMILY
OF CLASSICAL SUPERINTEGRABLE SYSTEMS

Référence compléte : F. Tremblay, A. V. Turbiner and P. Winternitz, Periodic
orbits for an infinite family of classical superintegrable systems, J. Phys. A :
Math. Theor. 43, 015202 (2010).

Abstract

We show that all bounded trajectories in the two dimensional classical system

ok? + BK?
12 cos? kg 12 sin’ ke

with the potential V(r, @) = w?r? + are closed for all integer
and rational values of k. The period is T = 5. and does not depend on k. This
agrees with our earlier conjecture suggesting that the quantum version of this

system is superintegrable.

4.1. INTRODUCTION
A recent article was devoted to an infinite family of quantum systems on a
plane described by the Hamiltonian :

1.1 k2 B2
H. = _aZ__ar_ _aZ 2.2
K T 2% T +r2c0s2kcp+rzsin2k(p

, (4.1.1)

where k is an arbitrary real number and (r, ¢) are polar coordinates [127].
These systems were shown to be exactly solvable and integrable for all va-
lues of k. Integrability is assured by the existence of a second order integral of

motion
ock? Bk?

Xy = 13
K 37T os? ko i sin’ke’

L3 =—id, (4.1.2)
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where L3 is the two-dimensional angular momentum.

The existence of the integral Xy implies the separation of variables in polar
coordinates in the Schrodinger equation in quantum mechanics and also in the
Hamilton-Jacobi equation in classical mechanics.

Superintegrability in a two-dimensional system means that one further in-
tegral of motion exists. Let us call it Yi.

It was conjectured in our previous article [127] that the system (4.1.1) is
superintegrable for all integer values of k and that the additional integral of
motion is of order 2k. This conjecture was proven for k = 1,23 and 4. If x =0
or B = 0, it was proven for k = 1 to 6 and 8. For k = 1,2 and 3, the system
(4.1.1) reduces to known superintegrable systems. For k = 1, this is one of the
4 systems found in [37, 139], for k = 2 it was found in [105] and for k = 3 in
[145].

In all cases (k = 1,2, 3 and 4) the quantum Hamiltonian and the other quan-
tum integrals of motion lie in the enveloping algebra of an underlying hidden
Lie algebra [135] and this is presumably true for all integer values of k [127].

The purpose of this article is to analyze the corresponding classical system

with Hamiltonian :

ok k2

4.1.3
r2cos? ke i r2sin’ke ( )

p2
Hi pr+r—;"+wzr2+

We show that all bounded trajectories for this system are closed and that the
motion is periodic for all integer and rational values of k.

We recall that in general, in an n-dimensional space, maximal superinte-
grability means that the classical Hamiltonian allows 2n — 1 functionally inde-
pendant integrals of motion (including the Hamiltonian) that are well defined
functions on phase space. In classical mechanics maximal superintegrability
implies that all bounded trajectories are closed and the motion is periodic [104].
The corresponding statement in quantum mechanics is that the existence of a
non-abelian algebra of integrals of motion implies that the energy levels of the
system are degenerate. In the two dimensional case that means that the energy

depends on one quantum number, the wave function on two. This is indeed
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the case for the Hamiltonian (4.1.1) for all integer values of k and is part of the
justification of our conjecture [127].

In Section 4.2 we integrate the Hamilton-Jacobi equation for arbitrary va-
lues of k in polar coordinates, restricting to the case of bounded trajectories.
In Section 4.3 we obtain an explicit expression for the bounded trajectories in
terms of Chebyshev polynomials and show that they are all closed for integer
and rational values of k. The period in timeis T = 5. For integer k with k > 2,
up to k — 1 singular points can occur on the trajectories in with the tangent
vector is not defined. The special case k = 1 is discussed in detail in Section
4.4. This is the only case in which the Hamilton-Jacobi equation separates in a
second coordinate system, namely in cartesian coordinates. Section 4.5 is devo-
ted to examples of trajectories illustrating all features presented in the earlier

sections.

4.2. INTEGRATION OF THE HAMILTON-JACOBI EQUATION

4.2.1. The basic equations

The Hamilton-Jacobi equation for the considered system in polar coordi-

nates has the form

0S\* 1 /0s\’ 1/ ok? B2
He=(5-) + 350 it 5 —E (421
K (61”) +r2<a(p) ta +r2(coszk(p+sin2k(p) ( )

We set the integral of motion (4.1.2) equal to a constant A. Since coordinates in

(4.2.1) separate we look for a solution in which the classical action has the form

S(r,@,t) = S1(r) + S2(@) — Et (4.2.2)
and obtain
2
12 (a_&) +wirt —Er’=—-A (4.2.3)
or
0S5\* ak? Bk2
Xe=|—=— =A 424
K (Eﬂp) + cos2 ke * sin? ke (424

Since we are interested in the trajectories we do not need to solve for S; and

S,, though that is obviously possible. Instead we follow the usual procedure
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[42] and calculate the derivatives of S with respect to E and A. We have

dr

S J‘\/—A—I—Erz—wzr“
] p—
.

S J VA cos?ke sin’ke — ak?sin? kg — Bk2cos2 ke d
2 p—

cos ke sinke
and hence
95 _2s, _
0FE  OE
os 05, 05,
dA A  0JA

t =9,

2
where &7 and §, are constants.

4.2.2. Integration of the radial part

From (4.2.5) and (4.2.7) we have

t4+5 _1J Tdr
T2 VAT ER - o

The roots of the denominator are
1
(112)? = =——(E +£ VE2 —4w?A)
: 2w?
Bounded motion r; < r < r; is obtained for
EZ—4w?A >0 and A >0

Performing the integration in (4.2.9) we obtain

2= L(E—l— VE2 — 4w?A sin [4w(t+61)}>
2w?

(4.2.5)

(4.2.6)

(4.2.7)

(4.2.8)

(4.2.9)

(4.2.10)

(4.2.11)

(4.2.12)

Thus for w > 0, v* is indeed bounded and periodic with period T = = for all

values of x and 3 as long as (4.2.11) is satisfied.

For w = 0 the integral (4.2.9) must be evaluated differently and we obtain

2 _A +4E2(t + 81)°
E

(4.2.13)

We see that the trajectories for w = 0 are not bounded, independently of the

values of alpha and beta.

The limiting case A = 0 corresponds to the harmonic oscillator for which all

trajectories are bounded and periodic. In the other limiting case E* —4w?A =0
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the integral (4.2.9) is not defined. Directly from (4.2.3) we obtain 6_r1 =0,

1T /E. : : :
T=— 5 i.e. the trajectories are circles.
w

4.2.3. Integration of the angular part

From (4.2.5) and (4.2.6) we obtain

681 1 J dr
— =—= 42.14
0A 2 ) rv/—A+Er2 — wr? ( )
@_1J sink@ cosko do (4.2.15)
0A 2] \/Acos?ke sin’ke — ak?sin’ ke — pk2cos? ke o
The integrals are readily evaluated to give
0S4 1 , { —2A +Er? }
—— = ———=arcsin 4.2.16
oA 4v/A 22— 4w2A ( )
9S> 1 . [—2A sin’kp + A — (x — B)K2
=— arcsin (4.2.17)
OA  4kVA V(A = ok + Bk2)Z — 4K2BA
In addition to (4.2.11) we require
(A — ak? + Bk?H)2—4Kk*BA >0 —fand B >0 (4.2.18)
A more symmetric way of writing this condition is
A — (x+ B)kH? —4afk> >0 (4.2.19)

From the form of the Hamiltonian (4.1.3) we expect the trajectories to be res-

tricted to sectors
(n+1)m

— —_— 422
Zk<(p< TR nelR ( 0)

The integral (4.2.15) was evaluated using the substitution z = sin” k. The

denominator in the integral vanishes for the values

(A — oak? + Bk?) F /(A — ak? + Bk2)2 — 4A K2
2A

Z12 = (4221)

Condition (4.2.18) is necessary to assure z; < z < z; which is equivalent to

(4.2.19). A final condition is 0 < z7, < 1 which implies

A+KEP—ax)>0 —tand «>0 (4.2.22)
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4.3. THE BOUNDED TRAJECTORIES
4.3.1. Equation for trajectories for integer values of k

So far we have established that bounded trajectories for the Hamiltonian

(4.1.3) are obtained if the constants of the system satisfy

A>0, a>0, >0, w>0, A>KIp—«l,
(4.3.1)
A — (oc+ B)KH? —4apk? >0, E?2—4w?A >0
Now let us obtain an equation for the trajectories. From (4.2.8), (4.2.16) and

(4.2.17) we have
k arcsin R + arcsin Uy = —4kv/AS, (4.3.2)

where we have introduced

—2A + Er? —2A sin’k — (= B)K?
R — A+ Er and Uy — A sin“ko +A — (x—f3) 433)
T2VE? —4w?A VIA = (oc+ B)k? — 4o k2
for r2 and z = sin® ko in the intervals
1
2 _4w?A) < 1P < — 24?2 3.
> 4w2A) <r S EZ2 —4w?A) (4.3.4)
21522 (4.3.5)
where z; , are as in (4.2.21).
We have
—1<R<1, —1<U<] (4.3.6)
Once R is known as a function of ¢ we obtain r(¢) as
r(g) = 2A
PNV ERVEZ_dw?A
We rewrite (4.3.2) as
karccos R = —arccos Uy + C (4.3.7)
with
k+1
co &FEDUT . VRS, 0<C<2n (4.3.8)

2
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Equation (4.3.7) can be converted into an algebraic equation for R in term of
sin” k. We use the well-known formula [45] for the Chebyshev polynomials

(x + VT —x2)* + (x — VT —x2)*

Ti(x) = cos(karccos x) = j

(4.3.9)

for k > 1 and obtain

R+ VT—R* 4 (R— ivT — RO
(Rt S+ (R V' UpcosC 4 (/1—WsinC

Tk(R) = >

(4.3.10)
We see that we can restrict the values of C to 0 < C < 7t since the interval

7t < C < 2t will give the same trajectories.
Let us write (4.3.10) as a polynomial equation with real coefficients for R

(and thus for r?). We do this separatly for even and odd values of k and obtain

k=2m:
!
Tam Z( )Z ()Rzm] UymcosC£4/1—U3 sinC
1=0 j=
k=2m+1:
Tomi1 =
" oma T o
Z(m—l_ )Z <>R2m] ]:UzmﬂCOSC:l:\/]—U_%mHsinC
1=0 —

(4.3.11)

The crucial point is that (4.3.11) does not contain any multivalued func-
tions. It follows that R(¢) and ultimately r(¢) is a periodic function with the

Uy
same period T as sin® k¢ namely T = m and

4y (4.3.12)

(o) =rlo+ 7

Hence all bounded trajectories are closed and the motion is periodic.
We stress that T = % is the period of r as a function of ¢. Both r and ¢ are
periodic in time t with the same period, namely T = Zi (see (4.2.12)) and this
w

period does not depend on k and coincides with that of the harmonic oscillator.
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Alternative (and equivalent) equations for the trajectories can be obtained.

If we solve (4.3.10) for Uy we obtain
Ui (@) = Te(R) cos C £ /T — T (R)2sin C (4.3.13)
Since we have |Uy| < 1 we can define 1y by putting
cos(ny = C) = Uy (4.3.14)

and rewrite (4.3.10) as

T(R) = cosmy (4.3.15)

In section 4.5 we shall plot the bounded trajectories for low values of k. The

equation for the trajectories then simplify and we have

k=1: R=UjcosC=+4/1—UZsinC (4.3.16)
k=2: 2R*—1=U,cosC+4/1—U3sinC (4.3.17)
k=3: 4R*—3R=UzcosC+ /1 —UssinC (4.3.18)
k=4: 8R*—8R*+1=1UscosC=+4/1—UZsinC (4.3.19)

The trajectories are always closed curves within the sectors (4.2.20). They
can never actually reach the boundaries of the sectors, unless we have o« = 0
or B = O (or both). The trajectories degenerate into line segments for Uz =
(see (4.3.10)). The length of the segment is determined by the limits (4.3.4) and

(4.3.5) which must be imposed.

4.3.2. Singular points on the trajectories for k integer

Let us consider a curve given in polar coordinates. Singular points on the
oo dr : :
curve are those where the derivative o not defined. They satisfy the over-
0]

determined system of equations :

oF oF

F = _— = _— =
(T)(P) 0) a_r 0) a(p

0 (4.3.20)

In our case the equation of the curve is

Fr(r, @) = Te(R) — UgcosCF /1 —UZ =0 (4.3.21)
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and the derivatives satisfy

OFsm 0Ty dR
or  OR dr

mom) o vl g dR
E () (e

)=

4322
0Fomi1 _ 0Tome1 dR ( )
or  dR dr
— i Zm 1 i(_w' ' [2(m—j) + 1}R2(m*ﬂﬁ
21 . j dr
1=0 =0
OFc  cos Cy/1 —Ug + Uysin C dUy (43.23)
(10 VT—U2 de o
dR du
From equation (4.3.3) we see that I vanishes only for r — oo and d_cpk

only for ¢ = %, n = 0,+1,=£2,.... These values correspond to points that do
not lie on a trajectory.

The singular points satisfy U, = + cos C that is

A+K*H(B—o) £/ (A+KA(B—x))2—4ABk?cos C
2A

sinko = (4.3.24)

and one of equations (4.3.23) for k even or odd respectively.

From (4.3.23) we see that % is a polynomial of order k — 1 and will hence
have k — 1 zeros, all of them real. These zeros are actually singular points if
the corresponding values of r and ¢ lie on the trajectories (see (4.3.21)). This in
turn depends on the constants A, C and E i.e. on the initial conditions (for w, «
and (3 given). The statement thus is : the number n, of singular points on the

trajectories satisfies

0<mny<k—1 (4.3.25)

For small values of k these formulas give :

fork=1:
oF; dR

—_— = <r<
or —ar7 0 METS™

There are no singular points.
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Fork =2:
oF, dR
L 4R =
or dr 0
. . . 2A
The possible singular point corresponds to r = -
Fork =3:
— =3(4R"—1)— =0
or ( ) dr

1
The two possible singular points are R = if ie.

By 4A
TT =
2E + VEZ —4w?3A
Fork =4:
F R
s _jerrz— 1) IR Z g
or T

1
The three possible singular points are Ry = 0and R, 3 = +—i.e.

V2

A 2v2A
E’ V2E 7 VEZ —4w?A

T =
4.3.3. Equation for trajectories for rational values of k = m/n

In the last subsection, we obtained the equation for the trajectories for inte-
ger values of k. We have established that those trajectories for the Hamiltonian
(4.1.3) are bounded if the constants of the system satisfy condtions (4.3.1). Now
let us obtain the trajectories when k is rational.

Here we set k = m/n for m,n integers. The bounded trajectories in this
case are obtained under the same conditions on the constants of the system as
those specified in the preceding subsection (4.3.1).

Equation (4.3.7) becomes

marccos R = narccos Uy + C (4.3.26)

Using identity (4.3.9) we obtain

Tm(R) = T (Uy) cos € £ /1 — T, (Uy)2sin C (4.3.27)
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Following the same arguments as in subsection 4.3.1, we see that R(¢) and
(@) are periodic functions of the angle ¢ of period T = g = n—ﬂf Again all
bounded trajectories are closed and the motion is periodic.

In Section 4.5 we will present the trajectories for the rational values k =

1/2,1/3,3/2.

4.3.4. Comments on the range of the parameters

The trajectories given by (4.3.10) or (4.3.11) (see also (4.3.16)-(4.3.19)) and
(4.3.27) depend on three quantities E, A and C. E and A are values of the energy
Hy (4.2.1) and the integral of motion Xy (4.2.4). The third integral Yy, respon-
sible for superintegrability has so far not figured explicitly and is related to the
constant C. The quantities A and E are restricted by relations (4.3.1) in order
for the trajectories to be bounded. We allow C to take values 0 < C < 7. The
trajectories could also be calculated differently, using all three integrals of mo-
tion and just one of the Newton equations of motion. This may impose further
conditions on the parameters involved. We discuss this in detail for k = 1 in

section 4.4.

4.4. THE SPECIAL CASEk =1

The bounded trajectories for k = 1 are given by (4.3.16) with R(r) and U, (¢)
defined in (4.3.3). The case k = 1 differs from that of all other values of k by the
fact that the additional integral of motion Yy for k = 1 is second order in the
momenta and hence also leads to the separation of variables in the Hamilton-

Jacobi equation. Explicitly we have [37, 139]
o
Y; =E; = Pi+ wix? + " (4.4.1)

so Y; is the energy related to motion in the x direction (equally well we could
have put Y; = E; = E—E; or Y; = E; — E, where E; is the energy related to
motion in y direction). The Hamilton-Jacobi equation in this case is multisepa-
rable. Namely it separates in polar coordinates (for any k) and cartesian ones
(for k = 1). For k = 1 it also separates in elliptic coordinates with an arbitrary

focal distance of 0 < f < 0.
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The equations of motion were solved in cartesian coordinates [37, 139] and
the solution corrresponding to bounded trajectories in the notations of the

present article are

E 1 )
x% = 2—(112 + 702" [E? — daw?sinfdw(t + Cy)] (4.4.2)

E, 1
2 B2 .
Y =502t oz B2 4Bwisindw(t + Cy)l (4.43)

Above we have E; 4 E, = E and C;, C; are integration constants. From (4.4.2)
and (4.4.3) we see that the trajectories are bounded and closed. They lie inside

a rectangle

Ei — VE; —4aw? 2 ¢ E: + VE; —daw?

< 4.
2w? =X 2w? (444)
Ez— E2—4[3w2 2 Ez—i- E2—4[3w2
v <yr< 2V (4.45)
2w? 2w?
We see that
2wyv/a < E; <E—2w+/B (4.4.6)

Eliminating t from (4.4.2) and (4.4.3) we obtain an equation for the trajecto-

ries, namely

:_ B VE; —4pw? 2.2
vy =3 TR — 5 cos S(—Eq 4+ 2wx7)
W 2w*/By —4aw (4.4.7)

+ 2wsin Sy/—o + Ex2 — w2x4]

for0<S=C;—-C, <.

This equation is a fourth order polynomial equation involving the coordi-
nates x and y. Viewing x as a parameter for the curve we note that it must
satisfy (4.4.5). The curve (4.4.7) has four branches, each lying entirely within
one quadrant of the (x,y) plane. For « > 0 and > 0 it can never reach the
coordinate axes (see (4.4.4) and (4.4.5)).

In the limiting cases when sin S = 0 the closed curve (4.4.7) collapses into a
segment of a quadric. For S = 0 this is a segment of a hyperbola and for S = 7

a segment of an ellipse (always inside the rectangle (4.4.4) and (4.4.5)).
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The trajectory (4.3.16) in polar coordinates can be made more explicit na-
mely
) 2A
B EZ2 —4w?2A (U cos C + /1 —UZsin C)

(4.4.8)

Again this is a fourth order polynomial curve (in r and sin ¢) that degene-
rates into a segment of a quadric for sin C = 0. Considering z = sin’ ¢ as a
parameter of the curve we must restrict to the interval (4.3.4).

The trajectories given by (4.4.7) and (4.4.8) must coincide. This gives a rela-
tionship between cartesian constants {E;, E, S} and the polar constants {A, E, C}.
We calculate r(t) and ¢(t) from (4.4.2) and (4.4.3) and compare r(t) from (4.2.12)
and @(t) from (4.3.16). For given total energy E (and «, 3, w) we obtain

BB+ 2(a+ B)w? — /(Ef — dow?) (E3 — 4P w?) cos S
N 2w?2

A

(4.4.9)

and
A(2E; —E)—E(ax— )

VI(AZ4 (0 —B)2—2A(a+ B))(E2 —4w?A)
The condition |cos C| < 1 is not necessarily automatically satisfied by the

cosC =

(4.4.10)

right hand side of (4.4.10) and imposes further conditions. First of all, the deno-

minator in (4.4.10) must be the square root of a positive number which implies
A > (Va+/B)? (4.4.11)
Secondly, the equation cos? C = 1 is a quadratic polynomial in A and E,
W?A%+A(EF—EiE—2(a+B)w?) + B2+ E 1 E(—a+B) + (x—B)?w? = 0 (4.4.12)
An example of the corresponding curve in the (E;, A) plane is given on Fig.
4.1. We have choosen E = 20, w = 2, « = 3 and 3 = 2. The curve cos’C = 1
lies inside the rectangle
E
(Va+VBIP <A< —
4w

We have 0 < cosC < lTinregionl, —1 <cosC < 0in I, cosC < —1 Il and
IV, cosC > 1in V and VL
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LF ]
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[

(%1}
T

o =1 |

FIG. 4.1. Region of bounded trajectories in (E;, A) plane

The dashed curve represents cos C = 0. At the intersection points of this

curve and (4.4.12), we have cos C = g.

4.5. EXAMPLES OF TRAJECTORIES

In this section we present curves showing trajectories for specific choices
of parameters w, o and (3 and the integrals of motion E, A and C. We choose
k=1,2,3,41/2,1/3,3/2.

From all of the figures we see that the trajectories do indeed lie within the
sectors (4.2.20) and never reach the sector boundaries. From formulas in Sec-
tions 4.2 and 4.3 and from the figures we see that we can actually restrict to
one sector only e.g. the one with n = 0 in (4.2.20). The trajectories in all others
sectors are obtained by reflections in the sector boundaries.

The figures illustrate all features discussed in the previous sections. For k =
1, the trajectories have no singular points. The dependance on the constant C
is quite spectacular. For all values of C the trajectories are fourth order curves.
For C = 7 they resemble ellipses. For C = 0 or C = m the trajectories flatten out
and finally degenerate into line segments (see Fig. 4.2-4.7). This happens for all
values of k. For k = 2, (4.3.17) has two real roots. For each of them we present
the trajectories in all 8 sectors for just one value of C (see Fig. 4.8 and 4.9). We

see that the chosen trajectories have one singular point. For k = 3, (4.3.18) has
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three roots but only one is real. A typical set of trajectories is on Fig. 4.10. For
k = 4, (4.3.19) has 4 real roots. We choose just one of them and present the
trajectories in the first quadrant of the (x,y) plane (see Fig. 4.11).

Trajectories for rational values of k, namely k = 1/2,1/3,3/2 are given on
Fig. 4.12,4.13 and 4.14 respectively. They somewhat resemble Lissajous curves
for an anisotropic oscillator. The symmetry with respect to reflection in the

boundaries is obvious in Fig. 4.7-4.11.

4.5.1. k=1

WesetE =20,A =12, w =2, a = 3 and 3 = 2. The trajectories are given
on Fig. 4.2to4.7.

FIG.42. C=m FIG.43. C= &

FIG. 4.4. C=1 FIG. 4.5. C= X
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. \ . i
15 -10 10 15
/ —0sf
o3 o s x

FIG. 4.7. Trajectories in the
FIG.4.6. C=0 four sectors of the (x,y)

plane for C = 7.
4.5.2. k=2

Weset E =50, A =60, w =2, « =3 and 3 = 2. The trajectories in the eight

sectors for C = 7 are shown on Fig. 4.8 and 4.9.

N4 \Ola S

VNV
_lZ)_w Sl ..ua ncw

N ola

FIG. 4.8. Trajectories for FIG. 4.9. Trajectories for

5

the first root the second root

4.5.3. k=3 and 4

Fork =3wesetE =50,A =100, w =2, x =3and 3 = 2 and for k = 4,

E=16A =15 w =2, 0 = ; and p = 3 . The trajectories are shown on Fig.

4.10 and 4.11.
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FIG. 4.10. Trajectories for

FIG. 4.11. Trajectories for
the first real root in the first

th | tfork =3
© reat Toot for quadrant for k =4

454. k=1/2and 1/3

In (4.3.28), weset E =20, A =24, w =2, « = 3 and 3 = 2. So for C = 7, the

trajectories are given on Fig. 4.12 and 4.13. There are no singular points.

-1.5 -10 —-05 0.5 1.0 15

FIG. 4.12. Trajectories for

1
K==
2 FIG. 4.13. Trajectories for

1
K=-
3

-15F

3
4.5.5. k = 7

From (4.3.28), weset E = 15, A = 10, w = 2, ¢ = % and p = %. We
obtain three roots for r2. Two of them are complex conjugate to each other.
The trajectories are corresponding to the real root are for C = 7 are shown on

Fig. 4.14. We observe two singular points.
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FIG. 4.14. Trajectories for k = %

4.6. CONCLUSION

The present article, together with our previous one [127], provides a very
strong indication that the Hamiltonian (4.1.3) is superintegrable for all integer
values of k in classical and in quantum mechanics. In classical mechanics, the
results of section 4.3.3 show that this is also true for rational values of k. In-
deed we have shown in [127] that the system (4.1.1) is exactly solvable for all
values of k thus supporting a previous conjecture [126] that all superintegrable
systems are exactly solvable. A spectacular result is that the period T = 5 is
not only independent of k but is the same as for the pure harmonic oscillator.

We mention that the Hamiltonian (4.1.3) can be interpreted as representing
a three body system on a line, once the motion of the center-of-mass is factored
out. The same classical system was studied in [15] for w = 0 and « = 0. In
this case the trajectories are never bounded (see (4.3.1)) and the motion cannot
be periodic. A third integral of motion can still exist and the authors suggest a
possible form of the additional integral [15].

A rigorous proof of superintegrability requires the explicit construction of
the third integral of motion for all integer and rational values of k and possibly

even for any k > 0, k € R. This is left for a future study.
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Chapitre 5

RESULTATS RECENTS ET PERPECTIVES
FUTURES

5.1. PREUVE DE LA CONJECTURE

La publication des articles présentés dans les chapitres 3 et 4 a suscité beau-
coup d’attention. La présentation de la conjecture de superintégrabilité pro-
pose un probleme qui demeure sans réponse. Dans l'article du chapitre 3,
nous mentionnons que la méthode employée pour produire les intégrales dans
les cas k = 1,2,3,4 devient inutilisable pour les cas k > 5 étant donné la
lourdeur des calculs (voir Annexe A et Annexe B). A I’exception de la forme
des termes d’ordre supérieur (ordre 2k) dans les intégrales du mouvement,
les termes d’ordre inférieur ne présentent aucune présence de récurrences ou
de répétitions nous permettant de généraliser a une intégrale du mouvement
pour le cas général de la famille de systéme lorsque k est arbitraire. Ainsi,
de nouvelles méthodes plus systématiques doivent étre développées afin de
démontrer la conjecture [127].

D’abord, la conjecture a été démontrée pour des valeurs de k impaires [112].
L’approche utilisée dans ce travail est basée sur une généralisation du for-
malisme d’opérateurs d’échange ou opérateurs de Dunkl en coordonnées po-
laires. Ce formalisme ayant été adapté au potentiel de Calogero (cas ou k = 3
dans les coordonnées du centre de masse) [111] propose une représentation du
systéme selon une réalisation des éléments du groupe dihédral Dy en terme

d’opérateurs agissant sur le plan selon les coordonnées polaires. Les calculs se
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résument aux cas impairs et laissent la preuve de la conjecture toujours ou-
verte pour les cas pairs. Par la suite, le méme auteur a présenté une extension
supersymétrique de la famille de systémes qui généralise une fois de plus les
résultats connus pour le modéle de Calogero [113]. Ces nouveaux résultats
ne peuvent qu'apporter encore plus d’'intéréts mathématiques et physiques a
notre famille de systemes.

Par la suite, des travaux ont détaillé une preuve compléte de la conjecture
en mécanique classique [78] et en mécanique quantique [79]. En mécanique
classique le preuve se construit selon le fait que la séparation de variables dans
I’'Hamiltonien nous permet de générer une base canonique de constantes du
mouvement incluant 'Hamiltonien qui respecte une forme précise d’algebre
[68]. En mécanique quantique, les auteurs contruisent une forme canonique

d’intégrale du mouvement qui commute avec le hamiltonien

Yar(Hio Xio T, @) = > (AY (1, 9)05.+BY (1, )0, 4+CH (1, 9))d+D (1, ) JHLX],
1)

ou Hy et Xy sont définis selon (3.1.1) et (3.3.1). Miraculeusement les auteurs

ont pu montrer la conjecture Vk € Q. Dans [79], les auteurs mentionnent que

I'intégrale classique s’obtient de fagon semblable selon I’expression précédente

et le crochet de Poisson.

5.2. NOUVELLE FAMILLE DE SYSTEMES SUPERINTEGRABLES

La famille de systemes superintégrables proposée dans les chapitres 3 et 4
contient le potentiel de Smorodinsky-Winternitz (k = 1 dans (3.1.1)) :

Vix,y) = w0 (x* +y?) + % + ]%

Comme on l'a vu dans l'introduction du présent travail, ce potentiel ap-
partient a une classe de potentiels multi-séparables dans un espace euclidien a
deux dimensions (voir section 1.2). Or, il a été montré dans [126] que les quatre
potentiels de la section 1.2 sont algébriquement reliés selon 1’algebre cachée
présentée dans le chapitre trois. En fait, chacun de ces systémes sont reliés 1'un

a l’autre selon différents systemes de coordonnées [126]. Indépendamment de
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ce travail, dans [109] on considére la famille de systemes intégrables et exacte-
ment résolubles

He o2 lo,—1p2Q ok il
T T T

+ , 521
T2 1 4r2cos? 5 4rZsin’Xe (6-21)

Les familles (3.1.1) et (5.2.1) sont vues comme des déformations du poten-
tiel harmonique et de Coulomb. Remarquons que (5.2.1), tout comme (3.1.1),

contient un potentiel de la famille de la section 1.2 en k=1 tel que

Q x P
Vir, o) =——
el T 4rlcos?ie  4rlsin®le

Q %ﬁ + —(ﬁ;“) Cos @

T r2sin? @

Le résultat remarquable de [109] est que 1'on démontre que les familles
(3.1.1) et (5.2.1) sont reliées entre elles. En fait (3.1.1) se transforme en (5.2.1)
(et vice versa) selon une tranformée de Stickel [6, 51]. De cette fagon, la super-
intégrabilité de (5.2.1) est directement vérifiée. Dans ce cas, il serait intéressant
de vérifier si les deux derniers potentiels multi-séprables de la section 1.2 ap-
partiennent a des familles de systémes superintégrables du méme genre et
dans le cas ou la généralisation est possible de vérifier si ces familles sont

reliées a (3.1.1) et (5.2.1) comme dans [109, 126].

5.3. PERSPECTIVES FUTURES

Dans ce qui suit, nous proposons quelques avenues possibles pour des tra-
vaux futurs qui permettraient de mettre en évidence des résultats importants

dans le contexte de la superintégrabilité dans un espace euclidien.

5.3.1. Classification des systemes superintégrables et séparables dans le

plan avec une intégrale d’ordre trois

Dans l'article présenté dans le chapitre deux, nous poursuivons la clas-
sification des systemes superintégrables et séparables dans le plan avec une
intégrale d’ordre trois. Le travail accompli nous a permis de produire une liste
complete de tous les systemes qui sont séparables dans les coordonnées po-

laires donnant suite a la classification produite en coordonnées cartésiennes[48].
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L’étape suivante serait de s’intéresser aux systémes qui possedent des intégrales
du mouvement d’ordre trois qui sont séparables en coordonnées paraboliques
et elliptiques. En comparant avec les résultats obtenus dans [48, 130], de telles
classifications nous permettraient possiblement de générer de nouveaux po-
tentiels superintégrables s’exprimant selon des fonctions transcendantes telles
les transcendantes de Painlevé et la fonction elliptique de Weierstrass. Une
classification a été amorcée récemment en coordonnées paraboliques.

Afin de caractériser complétement les systémes superintégrables séparables
en coordonnées polaires avec une intégrale du mouvement d’ordre trois, on se
doit de calculer les trajectoires classiques des nouveaux systémes classiques et
d’obtenir le spectre d’énergie et les fonctions d’ondes des nouveaux systémes
quantiques. Ceci peut s’accomplir en appliquant le formalisme présenté dans
[89]-[93]. En ce qui concerne le potentiel s’exprimant en terme de la sixiéme
transcendante de Painlevé, les calculs devront se faire selon les différentes
formes rationnelles admissibles par P4 [50] afin de bien expliciter le caractére

de ce potentiel dans le but d’obtenir des résultats généraux.

5.3.2. Nouveaux systémes superintégrables et séparables avec intégrales

d’ordre trois en 3 dimensions

Dans [87], on a montré qu'un systeme hamiltonien qui possede une intégrale
du mouvement polynomiale d’ordre 2 dans un espace euclidien a 3 dimensions
est séparable dans 11 systémes de coordonnées. Dans ce sens, de récents tra-
vaux ont été mis de ’avant afin de mettre en relation les résultats obtenus dans
[48] et [130].

Or, les coordonnées polaires peuvent étre obtenues selon une projection des
coordonnées cylindriques en 3 dimensions dans le plan. Donc, en considérant
un hamiltonien quantique séparable en coordonnées cylindriques de la forme

1 1

1
H=—0]— -0 — 53;, +f(r) + 59(0) + h(z)

ot (7, @) sont les coordonnées polaires standards et z la troisiéme composante
spatiale, il serait probablement possible de construire un systeme ou f(r) = 0,

g(@) prend la forme de (2.4.44) et h(z) prend la forme de la partie non-triviale
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d’un des potentiels (Q1) a (Q11) présentés dans la section 1.3.2 et obtenus dans
[48]. L'Hamiltonien possede nécessairement deux intégrales du mouvement

d’ordre deux

X1 =15 2g(¢)
Xz = p3— 2h(z)
Il ne resterait plus qu’a obtenir les intégrales d’ordre trois
Z {ai]'k(x) Yy, Z) ) p;pbp]z(} + {b(xv Yy, Z) ) px} + {C(X) Yy, Z) ) py} + {d(X, Yy, Z) ) pz}
iHj+k=3
associées a g(¢) et h(z). Une intégrale d’ordre trois serait de la forme (2.5.2)
pour T = V dans (2.4.44) et 'autre serait a déterminer mais possiblement d"une
forme semblable aux formes obtenues dans [48].
Il serait aussi intéressant de vérifier si d’autres cas sont possibles, autres que
(Q1) a (Q11). De plus une étude semblable serait envisageable en coordonnées
sphériques pour un Hamiltonien de la forme

g(e) n h(9)

05 + f(r) +
o T Hr) r2 r2sin? @

0p(sinay,) +

1
H=—-=0,(r%0,) + ——
2 (r°0,) + r2sin @

r2sin? @
ou (7, ¢, 0) sont les coordonnées sphériques.
Ces travaux nous permettraient d’obtenir de nouveaux systemes super-

intégrables plus généraux.

5.3.3. Obtention de nouvelles familles infinies de systemes superintégrables

dans le plan
5.3.3.1. Familles rationnelles de potentiels

Comme nous l’avons mentionné dans la section 5.2, il serait intéressant de
vérifier si les deux potentiels multi-séparables restant de la section 1.2 appar-
tiennent a des familles plus générales de systemes superintégrables dans le
plan. Si tel est le cas, I’application du formalisme de Stackél nous informerait
de I’équivalence entre les systémes et nous permettrait de confirmer la super-
intégrabilité de nouvelles classes de systémes séparables dans le plan eucli-

dien.
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A T'opposé, 'application d’une tranformée de Stackél précise sur (3.1.1)
et/ou (5.2.1) pourrait sans doute nous permettre d’obtenir de nouvelles fa-
milles de systémes superintégrables dans le plan. Suivant les démarches de
[126], il serait intéressant de caractériser ces systémes selon 1’algebre cachée
présentée dans [134] et le chapitre trois de cette these. Cette représentation de
ces systemes nous permet d’élaborer un langage dans lequel les systemes su-
perintégrables sont intimement reliés.

Le modele rationnel de Calogero appartient a la famille (3.1.1) lorsqu’on se
positionne dans les coordonnées du centre de masse pour k = 3 et « = 0 (3
particules sur une droite). Il a été démontré que la version hyperbolique du

modele de Calogero

1 & N 1
H(d1, ey Qry P1y ooy Pr) = EZpiJrazgz > (5.3.1)
n=1

sinh® a(qn — qm)

mmn=1,m#n

pour a € R, a > 0 est maximalement superintégrable [44]. La généralisation
de ce systeme a une famille de systemes plus généraux devrait étre mise en

oeuvre.

5.3.3.2. Familles non-rationnelles de potentiels

Dans l'article présenté dans le chapitre trois de cette thése, nous mention-
nons que la famille de systémes que nous proposons contient tous les poten-
tiels superintégrables séparables en coordonnées polaires publiés a ce jour. Or,
comme l'article présenté dans le chapitre deux n’était pas encore publié, cette
affirmation s’est avérée vraie jusqu’a la publication de [130]. Ainsi, mainte-
nant, nous savons qu’il existe d’autres systemes quantiques séparables en coor-
données polaires qui n’appartiennent pas a cette famille comme les potentiels
s’exprimant en terme de la sixiéme transcendante de Painlevé et de la fonction
elliptique de Weierstrass.

Tous les potentiels s’exprimant en terme des transcendants de Painlevé et
de la fonction elliptique de Weierstrass réfletent un contenu riche en mécanique
quantique. Il serait trés intéressant de comprendre et de justifier leur prove-

nance et de pouvoir les associer a un ensemble de potentiels superintégrables
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étant solution d’équations différentielles qui possedent la propriété de Pain-
levé. Naturellement, cet ensemble de potentiels serait purement quantique. Il
serait remarquable de pouvoir générer des familles de systémes encore plus
générales que (3.1.1) et (5.2.1) qui inclut les potentiels obtenus dans [48, 130]
de fagon a pouvoir peut-étre les relier entre elles comme (3.1.1) et (5.2.1).

Des avenues possibles pour ces problemes résident peut-étre a l'intérieur
de la structure algébrique de l'algebre des intégrales du mouvement [13, 14,
29, 84], [94]-[97] ou de 'application de la méthode de réduction hamiltonienne
[120, 121] ou dans la méthode de factorisation de systemes séparables [57, 92,
93, 94, 98, 100, 103].

5.3.4. Méthode de factorisation en coordonnées polaires

La méthode de factorisation d’un Hamiltonien est bien connue dans le
contexte de la supersymétrie. Récemment, on a appliqué ce formalisme dans
le contexte de la superintégrabilité afin de mettre en évidence d’intéressantes
relations entre des systéemes qui admettent une réalisation supersymétrique
et des systémes superintégrables [92]-[97]. Utilisant la séparabilité de 1'Ha-
miltonien quantique en coordonnées cartésiennes, il est possible de construire
une factorisation de 'opérateur différentiel pour en générer des opérateurs de
création et annihilation. Selon la définition de ces opérateurs, la construction
des intégrales du mouvement est directe. Or, a la suite des articles [127, 129],
nous nous sommes appliqués a tenter de reproduire ce formalisme sur la fa-
mille de systemes superintégrables séparables en coordonnées polaires. Mal-
heureusement, le formalisme ne s’adapte pas aussi bien dans le contexte des
coordonnées polaires pour des raisons qui nous échappent. Nous avons trouvé
tres peu de références sur le sujet en coordonnées polaires. Par contre, selon
[98, 103] nous tentons de produire une preuve simple reposant sur la définition
des opérateurs de création et annihilation que ’on peut obtenir de la factorisa-
tion de notre famille d"Hamiltoniens qui s’accomplit selon les résultats que 1’on
trouve dans [59, 98]. Le travail est amorcé et nous espérons pouvoir démontrer

la superintégrabilité de (3.1.1) de fagon simple tout en mettant en relation une
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fois de plus les contextes des systémes superintégrables séparables et la super-

symétrie, sachant que (3.1.1) admet une formulation supersymétrique [113].



CONCLUSION

Cette these est constituée principalement de trois articles publiés dans la
revue Journal of Physics A : Mathematical and Theoretical. Ceux-ci proposent de
nouveaux résultats dans le domaine de la superintégrabilité dans un espace
euclidien a deux dimensions.

Dans [127], la définition de la famille infinie de systémes superintégrables
séparables en coordonnées polaires a mis en évidence une fois de plus l'intime
relation qui existe entre les concepts de résolubilité et de superintégrabilité en
mécanique quantique. La conjecture proposée dans [127] a suscité énormément
d’intéréts. Plusieurs travaux ont suivi la publication de [127, 129] et ont pro-
posé des résultats qui mettent en évidence la richesse et les propriétés re-
marquables des systémes superintégrables. Les résultats proposent de nou-
velles indications sur la structure algébrique des systemes superintégrables
et indiquent de multiples voies et des directions de recherche qui peuvent
permettre de mieux caractériser la théorie des systemes superintégrables en
mécanique classique et quantique.

La continuité de ce travail en mécanique classique [129], nous a permis
d’établir une forte indication de la véracité de la conjecture proposée dans
[127] par I’obtention des trajectoires classiques de la famille d’Hamiltoniens as-
sociés. Toutes les trajectoires bornées sont périodiques dans l'espace de phase.
En fait, il a été démontré que tout systeme superintégrable classique possede
des trajectoires bornées qui sont périodiques. Nos résultats ont démontré la
réciproque de ce résultat ce qui a apporté beaucoup de crédibilité a la conjec-

ture de superintégrabilité. Selon nos travaux, la preuve de superintégrabilité
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de (3.1.1) a été proposée peu de temps apres la publication de [127, 129] et plu-
sieurs autres résultats concomitants ont été obtenus démontrant la richesse du
probléme que nous avions proposé.

De plus, dans [130], nous proposons de nouveaux résultats de potentiels
superintégrables séparables en coordonnées polaires qui n’appartiennent pas
a (3.1.1). Une fois de plus, les potentiels quantiques s’averent d'une richesse
surprenante par leur expression en terme de fonctions transcendantes non-
triviales ce qui permet de mettre encore plus en évidence les différences ma-
jeures qui existent entre les contextes classique et quantique.

Tres peu de travaux existent sur la superintégrabilité avec des intégrales
du mouvement d’ordre supérieur ou égal a 3. Par nos travaux, nous propo-
sons de nombreuses raisons qui poussent a éclaircir encore plus les résultats
obtenus dernierement. Malgré les multiples développements et résultats des
dix dernieres années dans le domaine de la superintégrabilité, de nombreuses
questions demeurent sans réponse. La relation entre les systemes exactement
résolubles et les systemes superintégrables, la provenance des systémes super-
intégrables et les relations qui semblent subsister entre eux, 1'utilité du forma-
lisme supersymétrique et la caractérisation des systemes susperintégrables en
terme d’algebres polynomiales, la définition de familles de systémes super-
intégrables demeurent tous des sujets qui doivent étre encore plus étudiés et
analysés afin de mettre en évidence 'implication de l'existence de symétries

dans la définition d"un systeme physique.



BIBLIOGRAPHIE

[1] V.I. Arnold, Mathematical methods of classical mechanics, Springer-Verlag, New
York, 1978.

[2] G. A. Baker Jr., Degeneracy of the n-dimensional, isotropic, harmonic oscil-

lator, Phys. Rev. 103, 1119-1120 (1956).

[3] M. Bander and C. Itzykson, Group theory and the hydrogen atom (I), Rev.
mod. phys. 38, 330-345 (1966).

[4] ]J. Bertrand, Théoréme relatif au mouvement d"un point attiré vers un centre

fixe, C.R. Acad. Sci. 77, 849-853 (1873).

[5] Josée Bérubé and Pavel Winternitz, Integrable and superintegrable quantum

systems in a magnetic field, J. Math. Phys. 45, 1959 (2004).

[6] C. P. Boyer, E. G. Kalnins and W. Miller, Stackel-equivalent integrable Ha-
miltonian systems, SIAM |. Math. Anal. 17, 778-797 (1986).

[7] E. Calogero and C. Marchioro, Exact solution of a one-dimensional three-
body scattering problem with two-body and/or three-body inverse-square

potential, . Math. Phys. 15, 1425-1430 (1974).

[8] F. Calogero, Solution of a three-body problem in one dimension, J. Math.
Phys. 10, 2191-2196 (1969).

[9] F. Calogero, Ground state of a one-dimensional N -body problem, J. Math.
Phys. 10, 2197-2200 (1969).

[10] E. Calogero, Solution of the one-dimensional N -body problem with qua-
dratic and/or inversely quadratic pair potentials, . Math. Phys. 12, 419-436
(1971).

[11] E Calogero, Partially superintegrable (indeed isochronous) systems are not

rare, in New trends in integrability and partial solvability, Volume 2002, AMS



96

‘Contemporary Mathematics’ series, A.B. Shabat, A. Gonzalez-L6pez, M.
Manias, and L. Martinez Alonso, pp. 49-77, Springer (2004).

[12] F. Calogero, Isochronous systems, Oxford University Press, Oxford, 2008.

[13] J. A. Calzada, ]. Negro and M. A. Del Olmo, Dynamical symmetries for su-
perintegrable quantum systems, Physics of Atomic Nuclei 70, 496-504 (2007).

[14] J. A. Calzada, J. Negro and M. A. Del Olmo, Interwining symmetry algebra
of quantum superintegrable systems, SIGMA 5, 039 (2009).

[15] C. Chanu, Luca Degiovanni and Giovanni Rastelli, Superintegrable three-

body systems on the line, |. Math. Phys. 49, 112901 (2008).

[16] C. Chanu, Luca Degiovanni and Giovanni Rastelli, Polynomial constants of
motion for Calogero-type systems in three dimensions, arXiv :1002.2735v1

(2010).

[17] F. Charest, C. Hudon and P. Winternitz, Quasiseparation of variables in the
Schrodinger equation with a magnetic field, J. Math. Phys. 48, 012105 (2007).

[18] J. Clemente-Gallardo and G. Marmo, Towards a definition of quantum inte-

grability, Int. |. Geom. Meth. Mod. Phys. 6, 129-172 (2009).

[19] C. Cohen-Tannoudji, B. Diu and F. Laloé, Mécanique quantique, Hermann

Editeurs des sciences et des arts (seconde édition), 1998.

[20] C.M. Cosgrove and G. Scoufis, Painlevé classification of a class of differential
equations of the second order and second degree, Stud. Appl. Math. 88, 25-87
(1993).

[21] C. M. Cosgrove, Chazy Classes IX-XI of third-order differential equations,
Stud. Appl. Math. 104, 171-228 (2000).

[22] C. M. Cosgrove, Higher-order Painlevé equations in the polynomial class I.

Bureau symbol P 2, Stud. Appl. Math. 104, 1-65 (2000).

[23] C. M. Cosgrove, Higher-order Painlevé equations in the polynomial class II.
Bureau symbol P 1, Stud. Appl. Math. 116, 321-413 (2006).

[24] C. Daskaloyannis, Quadratic Poisson algebras of two dimensional classical
superintegrable systems and quadratic associative algebras of quantum su-

perintegrable systems, . Math. Phys. 41, 110 (2001).



97

[25] C. Daskaloyannis, Quadratic Poisson algebras of two-dimensional classical
superintegrable systems and quadratic associative algebras of quantum su-

perintegrable systems, |. Math. Phys. 42, 1100-1119 (2001).

[26] C. Daskaloyannis and K. Ypsilantis, Unified treatment and classification of
superintegrable systems with integrals quadratic in momenta on a two di-

mensional manifold, J. Math. Phys. 47, 042904 (2006).

[27] S. Datta Majumdar and M. J. Englefield, Third-order constants of motion in
quantum mechanics, Int. J. Theo. phys 16, 829-835 (1977).

[28] S. Datta Majumdar, A tensorial theory of the higher-order constants of mo-
tion in quantum mechanics, J. Phys. A : Math. Theor 13, 855-865 (1980).

[29] B. Demmircioglu, S. Kuru, M. Onder and A. Ver¢in, Two families of superin-
tegrable systems and isospectral potentials in two dimensions, J. Math. Phys.

43, 2133 (2002).

[30] B. Dorizzi, B. Grammaticos, A. Ramani and P. Winternitz, Integrable ha-
miltonian with velocity-dependant potentials, . Math. Phys. 26, 3070-3079
(1985).

[31] J. Drach, Sur l'intégration logique des équations de la dynamique a deux
variables : Forces conservatives. Intégrales cubiques. Mouvements dans le

plan., C. R. Acad. Sci. 200, 22-26 (1935).

[32] C. Dunkl, Differential-difference operators associated to reflection groups,

Trans. Amer. Math. Soc. 311, 167-183 (1989).

[33] N. W. Evans, Superintegrability in classical mechanics, Phys. Rev. A 41, 5666-
5676 (1990).

[34] N. W. Evans, Superintegrability of the Winternitz system, Phys. Lett. A 147,
483-486 (1990).

[35] N. W. Evans, Group theory of the Smorodinsky-Winternitz system, J. Math.
Phys. 32, 3369 (1991).

[36] N. W. Evans and P. E. Verrier, Superintegrability of the caged anisotropic
oscillator, . Math. Phys. 49, 092902 (2008).

[37] 1. Fris, V. Mandrosov, Ya. A. Smorodinsky, M. Uhlir and P. Winternitz, On
higher symmetries in quantum mechanics, Phys. Lett. 16, 354-356 (1965) .



98

[38] A.S.Fokas and P.A. Lagerstrom, Quadratic and cubic invariants in classical

mechanics, |. Math. Anal. Appl. 74, 325-341 (1980).

[39] A. Gonzélez-Lopéz, N. Kamran and P. J. Olver, Quasi-Exactly-Solvable Lie
Algebras of the first order differential operators in Two Complex Variables ,

J.Phys. A 24, 3995-4008 (1991).

[40] A. Gonzélez-Lopéz, J. Hurtubise, N. Kamran and P. J. Olver, Lie algebras of
differential operators in two complex variables, American . Math. 114, 1163-
1185 (1992).

[41] A. Gonzélez-Lopéz, ]. Hurtubise, N. Kamran and P. J. Olver, Quantification
de la cohomologie des algebres de Lie de champs de vecteurs et fibrés en
droites sur des surfaces complexes compactes, C. R. Acad. Sci. (Paris), Série

316, 1307-1312 (1993).

[42] H. Goldstein, C. P. Poole and J. L. Safko, Classical Mechanics, Addison Wesley
(3rd Edition), 2001.

[43] C. Gonera, A note on superintegrability of the quantum Calogero model,
Phys. Lett. A 237, 365-368 (1998).

[44] C. Gonera, On the superintgrability of Calogero-Moser-Sutherland model, |.
Phys. A : Math. Theor. 31, 4465-4472 (1998).

[45] LS. Gradshteyn and .M. Ryzhik, Table of Integrals, Series and Products, Acade-
mic Press (7th edition), 1980.

[46] S. Gravel and P. Winternitz, Superintegrable systems with third-order inte-
grals in classical and quantum mechanics, J. Math. Phys. 43, 5902-5912 (2002).

[47] S. Gravel, Superintegrability, isochronicity and quantum harmonic behavior,
arXiv :math-ph/0310004 (2003).

[48] S. Gravel, Hamiltonians separable in cartesian coordinates and third-order

integrals of motion, J. Math. Phys. 45,1003-1019 (2004).

[49] Ya. I Granovskii, I. M. Lutzenko and A. S. Zhedanov, Mutual integrability,
quadratic algebras, and dynamical symmetry, Ann. Phys. 217, 1-20 (1992).

[50] V. I. Gromak, I. Laine and S. Shimomura, Painlevé differential equations in the

complex plane, Walter de Gruyter, 2002.



99

[51] ]J. Hietarinta, B. Grammaticos, B. Dorizzi, and A. Ramani., Coupling-constant
metamorphosis and duality between integrable Hamiltonian systems, Phys.

Rev. Lett. 53, 1707-1710 (1984).

[52] J. Hietarinta and B. Grammaticos, On the R? correction terms in quantum

integrability, |. Phys. A : Math. Theor. 22, 1315-1322 (1989) .

[53] ]. Hietarinta, Solvability in quantum mechanics and classically superflous
invariants, J. Phys. A : Math. Theor. 22, 1.143-1.147 (1989).

[54] ]. Hietarinta, Pure quantum integrability, Phys. Lett. A 246, 97-104 (1998).

[55] C.R. Holt, Construction of new integrable Hamiltonians in two degrees of
freedom, J. Math. Phys. 23 , 1037-1046 (1982).

[56] E.L.Ince, Ordinary differential equations, Dover, New York, 1956.

[57] L. Infeld and T. E. Hull, The Factorization Method, Rev. Mod. Phys. 23, 21-68
(1951).

[58] J. M. Jauch and E. L. Hill, On the problem of degeneracy in quantum mecha-
nics, Phys. Rev 57, 641-645 (1940).

[59] G. Junker, Supersymmetric Methods in Quantum and Statistical Physics,
Springer-Verlag (1996).

[60] E. G. Kalnins, W. Miller Jr. and G. S. Pogosyan, Superintegrability and asso-

ciated polynomial solutions : Euclidean space and the sphere in two dimen-

sions, J. Math. Phys. 37, 6439-6467 (1996).

[61] E. G. Kalnins, W. Miller Jr. and G. S. Pogosyan, Superintegrability on the
two-dimensionnal hyperboloid, J. Math. Phys. 38, 5416-5433 (1997).

[62] E. G. Kalnins, W. Miller Jr., G. S. Pogosyan and Ye. M. Hakobyan, Superin-
tegrability on the two-dimensionnal hyperboloid II, J. Math. Phys. 40, 2291-
2306 (1999).

[63] E. G. Kalnins, G. C. Williams and W. Miller Jr., Superintegrability in three-
dimensional Euclidean space, |. Math. Phys. 40, 708-725 (1999).

[64] E. G. Kalnins, W. Miller Jr. and G. S. Pogosyan, Completeness of multisepa-
rable superintegrability in E; ¢, J. Phys. A : Math. Theor. 33, 4105-4120 (2000).

[65] E. G. Kalnins, W. Miller Jr. and G. S. Pogosyan, Completeness of multisepa-

rable superintegrability on the complex 2-sphere, |. Phys. A : Math. Theor. 33,
6791-6806 (2000).



100

[66] E. G. Kalnins, W. Miller Jr. and G. S. Pogosyan, Completeness of multise-
parable superintegrability in two-dimensionnal constant-curvature spaces,

J. Phys. A : Math. Theor. 34, 4705-4720 (2001).

[67] E. G. Kalnins, ]J. M. Kress and P. Winternitz, Superintegrability in a two-
dimensional space of nonconstant curvature, J. Math. Phys. 43, 970-983

(2002).

[68] E. G. Kalnins, J. M. Kress, W. Miller Jr. and G. S. Pogosyan, Complete sets
of invariants for dynamical systems that admit a separation of variables, |.

Math. Phys. 43, 3592-3609 (2002).

[69] E. G. Kalnins, J. M. Kress and W. Miller Jr., Second order superintegrable
systems in conformally flat spaces. I. Two-dimensional classical structure

theory, . Math. Phys. 46, 053509-1-053509-28 (2005).

[70] E. G. Kalnins, ]J. M. Kress and W. Miller Jr., Second order superintegrable
systems in conformally flat spaces. II. The classical two-dimensionnal Stackel

transform, . Math. Phys. 46, 053510-1-053510-15 (2005).

[71] E. G. Kalnins, ]J. M. Kress and W. Miller Jr., Second order superintegrable
systems in conformally flat spaces. III. 3D classical structure theory, J. Math.
Phys. 46, 103507, (2005).

[72] E. G. Kalnins, ]J. M. Kress and W. Miller Jr., Second order superintegrable
systems in conformally flat spaces. IV. The classical 3D Stackel transform

and 3D classification theory, J. Math. Phys. 47, 043514, (2006).

[73] E. G. Kalnins, ]J. M. Kress and W. Miller Jr., Second order superintegrable
systems in conformally flat spaces. V. 2D and 3D quantum systems, |. Math.
Phys. 47, 093501 (2006).

[74] E.G. Kalnins, W. Miller Jr and S. Post, Models for quadratic algebras associa-
ted with second oderder superintegrable systems in 2D, Sigma 4, 008 (2008).

[75] E.G. Kalnins, J. Kress, W. Miller Jr and S. Post, Structure theory for second
order 2D superintegrable systems with 1 parameter potential, Sigma 5, 008
(2009).

[76] E. G. Kalnins, W. Miller Jr. and S. Post, Coupling constant metamorphosis
and Nth-order symmetries in classical and quantum mechanics, J. Phys. A :

Math. Theor. 43, 035202 (2010).



101

[77] E. G. Kalnins, J. M. Kress and W. Miller Jr., Families of classical subgroup
separable superintegrable systems, |. Phys. A : Math. Theor. 43, 092001 (2010).

[78] E. G. Kalnins, W. Miller Jr. and G. S. Pogosyan, Superintegrability and hi-
gher order constants for classical and quantum systems, arXiv :0912.2278v1
(2010).

[79] E. G. Kalnins, J. M. Kress and W. Miller Jr., Superintegrability and higher or-
der integrals for quantum systems, J. Phys. A : Math. Theor. 43, 265205 (2010).

[80] E. G. Kalnins, J. M. Kress and W. Miller Jr., Tools for verifying classical and
quantum superintegrability, arXiv :1006.0864v1 (2010).

[81] M. Karlovini and K. Rosquist, A unified treatment of cubic invariants at fixed

and arbitrary energy, |. Math. Phys. 41, 370 (2000).

[82] M. Karlovini and K. Rosquist, A unified treatment of quartic invariants at

fixed and arbitrary energy, . Math. Phys. 43, 4041 (2002).

[83] A. Khare and R. K. Bhaduri, Exactly-solvable non-central potentials in two
and three dimension, American J.Phys. 62, 1008-1014 (1994).

[84] S. Kuru, A. Tegmen and A. Vergin, Interwined isospectral potentials in an

arbitrary dimension, J. Math. Phys. 42, 3344-3360 (2001).

[85] V.B. Kuznetsov, Hidden symmetry of the quantum Calogero-Moser system,
Phys. Lett. A 218, 212-220 (1996).

[86] P. Letourneau and L. Vinet, Superintegrable systems : Polynomial algebras

and quasi-exactly solvable Hamiltonians, Ann. Phys. 243, 144 (1995).

[87] A. A. Makarov, Ya. A. Smorodinsky, Kh. Valiev and P. Winternitz, A syste-
matic search for nonrelativistic systems with dynamical symmetries, Nuovo

cimento A52,1061-1084 (1967).

[88] C.Marchioro, Solution of a three-body scattering problem in one-dimension,
J. Math. Phys. 11, 2193-2196 (1970).

[89] I. Marquette, P.Winternitz, Polynomial poisson algebras for classical super-
integrable systems with a third order integral of motion, ]. Math. Phys. 48,
012902-012918 (2007).



102

[90]

[91]

[92]

[93]

[94]

[95]

[96]

[97]

[98]

[99]

I. Marquette, Polynomial associative algebras for quantum superintegrable
systems with a third order integral of motion, symmetries and Overdetermi-
ned Systems of Partial Differential Equations, The IMA Volumes in Mathema-
tics and its Applications, Springer, Vol. 144, 461, (2008).

I. Marquette and P. Winternitz, Superintegrable systems with a third order
integrals of motion, J. Phys. A : Math. Theor. 41 (2008).

I. Marquette, Superintegrability with third order integrals of motion, cubic
algebras and supersymmetric quantum mechanics I : Rational function po-

tentials, J. Math. Phys. 50, 012101 (2009).

I. Marquette, Superintegrability with third order integrals of motion, cubic
algebras and supersymmetric quantum mechanics II : Painleve transcendent

potentials, J. Math. Phys. 50, 0952020 (2009).

I. Marquette, Supersymmetry as a method of obtaining new superintegrable
systems with higher order integrals of motion, J. Math. Phys. 50, 122102
(2009).

I. Marquette, Superintegrability and higher order polynomial algebras, J.
Phys. A : Math. Theor. 43, 135205 (2010).

I. Marquette, Generalized MICZ-Kepler system, duality, polynomial and de-
formed oscillator algebras, arXiv :1004.4579 (2010).

I. Marquette, Construction of classical superintegrable systems with higher

integrals of motion from ladder operators, arxiv :1002.3118 (2010).

D.Martinez and R.D. Mota, SUSY QM, symmetries and spectrum generating
algebras for two-dimensional systems, Ann. Phys. 323, 1024-1035 (2008).

E. McSween and P. Winternitz, Integrable and superintegrable hamiltonian

systems in magnetic fields, J. Math. Phys. 41, 2957-2967 (2000).

[100] B.Mielnik, Factorization method and new potentials with the oscillator spec-

trum, J. Math. Phys. 25, 3387-3389 (1984).

[101] D.S. Mitrinovi¢, Transformation et intégration d"une équation différentielle

du premier ordre, Publications mathématiques de I'université Belgrade, 5, 10-22

(1936).

[102] J. Moser, Three integrable Hamiltonian systems connected with isospectral

deformations, Adv. Math. 16, 197-220 (1975).



103

[103] R.D.Mota, V.D.Granados, A.Queijeiro and J.Garcia, Constants of motion, lad-
der operators and supersymmetry of the two-dimensional isotropic harmo-

nic oscillator, J.Phys.A : Math. Gen. 35, 2979-2984 (2002).

[104] N. N. Nekhoroshev, Action-angle variables and their generalization, Trans.

Moscow. Math. Soc. 26, 180-198 (1972).

[105] M. A. Olshanetsky and A. M. Perelomov, Quantum integrable systems rela-
ted to Lie algebras, Phys. Repts. 94, 313 (1983).

[106] T. Oshima, Completely integrable systems associated with classical root sys-

tems, SIGMA 3, 061 (2007).

[107] A. M. Perelomov, Integrable systems of classical mechanics and Lie algebras vol.I,

Birkh&user, Basel, 1990.

[108] A.P.Polychronakos, Exchange operator formalism for integrable systems of

particles, Phys. Rev. Lett. 69, 703 - 705 (1992).

[109] S. Post and Pavel Winternitz, An infinite family of superintegrable deforma-

tions of the Coulomb potential, |. Phys. A : Math. Theor. 43, 222001 (2010).

[110] G. Pucacco and K. Rosquist, Integrable hamilonians systems with vector po-

tentials, J. Math. Phys. 46, 012701- (2010).

[111] C. Quesne, Exchange operators and extended Heisenberg algebra for the
three-body Calogero-Marchioro-Wolfes problem, Mod.Phys.Lett. A10, 1323-
1330 (1995).

[112] C.Quesne, Superintegrability of the Tremblay-Turbiner-Winternitz quantum
Hamiltonians on a plane for odd k, J. Phys. A : Math. Theor. 43, 082001 (2010).

[113] C. Quesne, N'=2 supersymmetric extension of the Tremblay-Turbiner-
Winternitz Hamiltonians on a plane, J. Phys. A : Math. Theor. 43, 305202
(2010).

[114] M. F. Rafiada, Superintegrable n = 2 systems, quadratic constants of motion,

and potentials of Drach, J. Math. Phys. 38, 4165-4178 (1997).

[115] M. F. Rafiada, Superintegrability of the Calogero-Moser system : Constants
of motion, master symmetries, and time-dependent symmetries, J. Math.

Phys 40, 236-248 (1998).



104

[116] M. F. Rafiada and M. Santander, Superintegrable systems on the two-
dimensionnal sphere S? and the hyperbolic plane H?, . Math. Phys. 40, 5026-
5097 (1999).

[117] M. F. Rafiada and M. Santander, Complex euclidean superintegrable poten-
tials, potentials of Drach and potential of Holt, Phys. Lett. A 278, 271-279
(2001).

[118] M. Robnik, A note concerning quantum integrability, . Phys. A : Math. Theor.
19, 841-847 (1986).

[119] M. A. Rodriguez and P. Winternitz, Quantum superintegrability and exact
solvability in n dimensions, J]. Math. Phys. 43, 1309-1322 (2002).

[120] M.A Rodriguez, P. Tempesta and P. Winternitz, Reduction of superintegrable
systems : The anisotropic harmonic oscillator, Phys. Rev. E 78, 046608 (2008).

[121] M.A Rodriguez, P. Tempesta and P. Winternitz, Symmetry reduction and su-
perintegrable Hamiltonian systems, J. Phys. : Conference Series 175, 012013
(2009).

[122] M. B. Sheftel, P. Tempesta and P. Winternitz, Superintegrable systems in
quantum mechanics and classical Lie theory, ]. Math. Phys. 42, 659-673 (2001).

[123] B. Sutherland, Quantum many-body problem in one-dimension :Ground

state, J. Math. Phys. 12, 246-250 (1970).

[124] B. Sutherland, Exact results for a quantum many-body problem in one di-

mension. I, Phys. Rev. A 4, 2019-2021 (1971).

[125] B. Sutherland, Exact results for a quantum many-body problem in one di-

mension II, Phys. Rev. A 5, 1372-1376 (1972).

[126] P. Tempesta, A. V. Turbiner and P. Winternitz, Exact solvability of superinte-
grable systems, |. Math. Phys. 42, 4248-1257 (2001).

[127] F. Tremblay, A. V. Turbiner and P. Winternitz, An infinite family of solvable
and integrable quantum systems on a plane, J. Phys. A : Math. Theor. 42,
242001 (2009).

[128] F. Tremblay, A. V. Turbiner and P. Winternitz, An infinite family of solvable
and integrable quantum systems on a plane, arxiv :0904.0738 (2009).



105

[129] F. Tremblay, A. V. Turbiner and P. Winternitz, Periodic orbits for an infinite
family of classical superintegrable systems, J. Phys. A : Math. Theor. 43, 015202
(2010).

[130] F. Tremblay and P. Winternitz, Third-order superintegrable systems separa-
ting in polar coordinates, |. Phys. A : Math. Theor. 43, 175206 (2010).

[131] A. V. Tsiganov, The Drach superintegrable systems, J. Phys. A : Math. Theor.
33, 7307-7422 (2000).

[132] A. V. Turbiner and A. G. Ushveridze, Spectral Singularities and the Quasi-
Exactly-Solvable Problem”, Phys.Lett. 126A, 181-183 (1987).

[133] A. V. Turbiner, Quasi-Exactly-Solvable Problems and the SL(2,R) Group,
Comm.Math.Phys. 118, 467-474 (1988).

[134] A. V. Turbiner, Lie-algebras and Linear Operators with Invariant Subspaces,
in Lie Algebras, Cohomologies and New Findings in Quantum Mechanics, AMS
‘Contemporary Mathematics” series, N. Kamran and P. Olver (eds.), AMS,
vol. 160, pp. 263-310 (1994).

[135] A. Turbiner, Hidden Algebra of Three-Body Integrable Systems,
Mod.Phys.Lett. A13, 1473-1483 (1998).

[136] A. V. Turbiner, Quasi-Exactly Solvable Hamiltonians related to root spaces,
J.Nonlin.Math.Phys. 12, 660-675 (2005) Supplement 1 Special Issue in Honour of
Francesco Calogero on the Occasion of His 70th Birthday.

[137] P. E. Verrier and N. W. Evans, A new superintegrable Hamiltonian, J. Math.
Phys. 49, 022902 (2008).

[138] J. Von. Neumann, Mathematical foundation of quantum mechanics, Princeton

University Press, New Jersey, 1955.

[139] P. Winternitz, Ya. A. Smorodinsky, M. Uhlir and I. Fris, Symmetry groups in
classical and quantum mechanics, Soviet Journal of nuclear physics 4, 625-635

(1967).

[140] P. Winternitz and I. Yurdusen, Integrable and superintegrable systems with
spin, J. Math. Phys. 47, 103509 (2006).

[141] P. Winternitz, Superintegrability with second and third order integral of mo-
tion, Rus. |. Nucl. Phys. 72(5), 875-882 (2009).



106

[142] P. Winternitz and I. Yurdusen, Integrable and superintegrable systems with
spin in three-dimensional Euclidean space, . Phys. A : Math. Theor. 42, 385203
(2009).

[143] S. Weigert, The problem of quantum integrability, Physica D 56, 107-119,
(1992).

[144] S. Wojciechowski, Superintegrability of the Calogero-Moser systems, Phys.
Lett. 95A, 279-281 (1983).

[145] ]. Wolfes, On the three-body linear problem with three-body interaction,
J.Math. Phys. 15, 1420-1424 (1974).



Annexe A

INTEGRALE DU MOUVEMENT LORSQUE K = 3

Dans cet annexe, nous présentons 1'intégrale du mouvement pour I’'Hamil-
tonien (3.1.1) lorsque k = 3. Ensuite, nous présentons la forme Lie-algébrique
de cette intégrale.

L’intégrale d’ordre six est est
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est la plus petite valeur propre de V.






Annexe B

INTEGRALE DU MOUVEMENT LORSQUEK =4

Dans cet annexe, nous présentons 1'intégrale du mouvement pour I’'Hamil-
tonien (3.1.1) lorsque k = 4. Ensuite, nous présentons la forme Lie-algébrique
de cette intégrale.

L’'intégrale d’ordre huit est

2
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+ 23uwt® — 4(64a + 60b + 201)ut® — 4u’w]u’d;0;,

— 6291456[3(2b + 5)t% + 6uwt® — 2(15a + 31b + 122)ut* — 6u’wt

+2(28a + 28b + 121)u?| t*u”d;02,

— 4194304 — 3wt” + 4(3a + 14b + 55)t° + 3Tuwt® — 2(84a + 140b + 681)ut*

— 28u’wt 4 56(4a + 4b + 21)u’|tu’d,d,

+33554432[(2b + 7)t"? + uwt” — 3(2a + 6b + 29)ut® — 5ulwt’ + (32a + 48b
+273ut? + 4wt — 4(8a + 8b + 49)u|u’d],

+512[Bw?t* — 14(2aw + w)t® + 6(2a + 1)(4a + 4b + 3)t* — 3uw?| o}
+8192[9(2bw + w)t® —4(2b + 1)(9a + 2(b + 6))t* — 18(a + b + Tuwt
+4(8a”+ (12b + 19)a + 4b* + 23b + 15u] 370,

+8192[76(4b* + 8b + 3)t® — 18w t®u + 60(3a + 2b + 6)wt’u

— (448a” + 4(348b + 635)a + 3(128b% + 576b + 631))ut* + 18w t?u?

—30(4a +4b + 11)wtu? + (112a + 8(24b + 61)a + 80b* + 520b + 723)u?| 370
—131072[38(2b + 3)wt® — 4(2b + 3)(38a + 48b + 177)t” + 3w*t’u — 2(58a + 46b
+ 111wt u + 8(52a% + 2(64b + 163)a + 48b? + 294b + 387)ut>® — 3w?tu?

+2(8a + 8b + 29)wu?|udd;



—131072[72(4b% + 16b + 15)t® — 27w*t%u + 6(38a + 120b + 357)wt’u — 4(124a’

+25(36b + 101)a + 800b? + 5590b + 9156)ut? + 27w?t*u? — 12(64a + 60b

+ 201)wtu? + 2(1456a* + 32(105b + 358)a + 1456b* + 11384b + 20673 )u’|t*ud;dy,
+2097152[9(2b + 5)wt’

—36(2b +5)(a+2b + 9t® + 9wt®u — 6(15a + 31b + 122)wt’u + 2(112a* + 2(252b + 961)a
+ 376b2 + 3290b + 6939)ut? — 9w?t*u? + 6(28a + 28b + 121)wtu? — 2(304a? + 8(84b + 361)a
+ 304b” + 2888b + 6609)u”| tu’0:0%,

+2097152[12(4b* 4 24b + 35)t"* + 4(3a + 14b + 55)wt’u — (32a” + 4(84b + 313)a + 448b>
+ 3920b + 8313w)ut® + 12wt%u? — 2(84a + 140b + 681)wtu? + (496a? + 8(224b + 1051)a
+1232b% + 12712b + 32223)u?t? — 12w%t*u + 56(4a + 4b + 21)wtu® — 4(208a?

+ 8(56b + 289)a + 208b* + 2312b + 6321)u’|u’ds,

+1024[ — wt* + 9(2a+ 1w’ — 9(2a + 1)(4a + 4b + 3)wt® + 4(2a + 1)(8a”

+2(8b +5)a+8b*+ 10b + 3)t + w’u] 37

+4096[ — 18(2b + 1) w*t®

+20(2b +1)(9a + 2(b + 6))wt® + (—2b — 1)(448a* + 4(116b + 287)a + 16b? + 320b + 609)t*
+36(a+ b+ 1w?

+36(a+ b+ Hw?t?u —20(8a® + (12b + 19)a + 4b? + 23b + 15)wtu + 2(48a> + 16(7b 4 11)a?
+ (80b* + 312b + 247)a + 16b + 136b% + 319b + 159)u] d}0,,

—16384[76(4b* + 8b + 3)wt® — 8(38a + 24b + 117)(4b* + 8b + 3)t” — 3uw’t® + 18(4a + 2b
+ 7)uw?t® — (448a* 4 4(348b + 635)a + 3(128b? + 576b + 631) )uwt* + 2(416a>

+16(156b + 251)a? + 2(1232b? + 5056b + 4813)a + 384b> + 3568b% + 7856b + 5037 )ut>
+3ufwt? —36(a+ b + 3)utw?t + (112a* + 8(24b + 61)a + 80b* + 520b + 723)wu?] 3703

— 65536[24(8b* + 36b% + 46b + 15)t'° — 54(2b + 3)uw’t® + 12(2b + 3)(38a + 48b
+177)uwt’ — 8(2b + 3)(124a” + 5(72b + 235)a + 4(45b% 4 346b + 629))Jut® + u?w3t>

+9(16a + 12b + 27 w?t* — 24(52a” + 2(64b + 163)a + 48b? + 294b + 387)u’wt?



B-xi

4 4(672a> + 8(364b + 901)a’ + 4(728b% 4 4160b + 5701)a + 672b% + 7136b* + 22378b
+ 21351 u’t? — ww’t — 9ulw?| 9703

4 2621441(36(4b? + 16b + 15)wt'® — 16(9a + 10b + 53)(4b? + 16b 4 15)t7 — 4uw3t®
+ 9(6a + 20b 4 59)uw?t” — 2(124a% 4 25(36b + 101)a + 800b?

+ 5590b + 9156)uwt® 4+ 4(96a> + 4(280b + 757)a” + (2176b% + 14524b + 22919)a
+ 960> + 1115202 4 41048b + 47997 )ut® + 2u?w3t* — 18(10a + 10b + 33)u’w?t3
+ (1456a” + 32(105b + 358)a + 1456b% 4 11384b + 20673 )u’wt? — 2(1600a>

+ 16(380b + 1271)a? + (6080b? + 44960b + 81732)a + 1600b> + 20336b?

+ 81684b + 104727)u’t + 2u’w?] 9,95, + 1048576[8(8b> + 60b* + 142b + 105)t'?
+36(2b +5)(a + 2b + 9uwt’ — 3(2b + 5)(32a* + 4(36b + 145)a + 112b?

+ 1040b + 2349)ut® — 3u’w3t” + 9(4a + 8b + 33)u’w?t® — 2(112a?

+2(252b + 961)a + 376b? + 3290b + 6939)uwt> + 2(208a® + 496(3b + 11)a?

+ (2416b% + 20120b + 40965)a + 3(336b> 4 4648b% + 20939b + 30720))ut?

+ 3udw3t® — 9(8a + 8b + 35)udw?t? + 2(304a” + 8(84b + 361)a + 304b?

+ 2888b + 6609)udwt — 2(704a> + 16(156b + 655)a? + 12(208b? + 1880b + 4241)a
+ 704b° + 10480b* + 50892b + 80847)u’] 33 + [256t*w* — 256uw*

—5120(2a + 1)t3w? + 128(664a% + 64(9b + 11)a — b? + 289b + 227)t?w?
—10240(2a + 1)(8a? + 2(8b + 5)a + 8b? + 10b + 3)tw + 1024(2a + 1)(32a®
+48(2b + 1)a’ + (96b* + 96b + 22)a + 32b> + 48b* + 22b + 3)] 97

—2048[ — 12(2b + 1)w>t® + 24(2b 4+ 1)(12a + 2b + 15)w*t> — 4(2b + 1)(448a*
+4(116b + 287)a + 16b% 4 320b + 609)wt* + 8(2a + 1)(2b + 1)(208a?

+16(26b +41)a + 208b? + 656b + 501)t> + 24(a + b + 1)uw>t* — (280a?

+ 8(36b 4 55)a + 95b2 + 625b + 407)uw?t + 8(48a® + 16(7b + 11)a?

+ (80b% +312b + 247)a + 16b° + 136b” + 319b + 159)uw] 379,



B-xii

+4096[216(4b% + 8b + 3)w*t® — 48(38a + 24b + 117)(4b* + 8b + 3)wt” + 32(4b* + 8b + 3)(124a”
+5(36b + 145)a + 56b” + 478b + 1026)t° + 12(6a — 2b + 3)uw>t® — (1064a” + 8(432b + 785)a
+ 865b” 4+ 3671b + 3931 )uw?t* + 12(416a + 16(156b 4 251)a’ + 2(1232b? 4 5056b + 4813)a

+ 384b3 + 3568b? + 7856b + 5037 )uwt® — 4(1792a* 4 32(504b + 761)a’ + 16(1792b% + 6836b

4 6163)a” + 2(8064b> + 54544b% 4 113888b + 75225)a + 1792b* + 24064b> + 95776b> + 142320b
+70173)ut? + 12(2a + 2b + 1uw’t + 2(88a* + 20a — b* + 109b + 254)u’w?] 9797

— 32768 — 48(8b> + 36b* + 46b + 15)wt'® + 64(3a + 2b + 13)(8b> + 36b* + 46b + 15)t”
+32(2b + 3)uw3t® — 72(2b + 3)(6a + 8b + 29)uw?t” + 16(2b + 3)(124a* + 5(72b + 235)a

+ 4(45b2 + 346b + 629))uwt® — 2u(4608b* 4 61568b> + 288064b? + 557184b + uw?
+1536a3(2b + 3) 4+ 64a%(224b% + 1010b + 1011) + 16a(992b> + 8480b% + 22186b + 17547)

4 372096)t° — 2(28a + 16b + 21)u?w3t? 4 (1064a” + 8(360b + 911)a + 1153b% + 6911b

4 8953)u’w?t® — 8(672a> + 8(364b + 901)a’ + 4(728b? + 4160b + 5701)a + 672b> + 7136b?

+ 22378b + 21351 )uwt? 4+ 2u?(4096a* + 256(100b + 239)a® + 256(168b? + 913b + 1227)a?

+ 32(800b> 4 7304b% + 21682b + 20973 )a + 4096b* + uw? + 61184b> + 313728b? + 669264b
+506232)t — 2(16a + 16b + 49)u’w>] 9,07,

+32768[32(16b" + 128b> + 344b? + 352b + 105)t" + 64(9a + 10b + 53)(4b* + 16b + 15)uwt’

+ 8u?w*td + 8(—960b* — 13440b° — 65784b% — 131136b — 192a%(4b% + 16b + 15) — 24a(80b>

4 676b2 + 1724b + 1335) — 89190)ut® — 8(8a + 30b + 87)u?w3t” + (472a* + 80(36b + 103)a

4 2495b% 4 18385b + 31043)u?w?t® — 16(96a> + 4(280b + 757)a’ + (2176b? + 14524b + 22919)a
+ 960b> + 11152b2 + 41048b + 47997 )u’wt® — 10udwt? 4+ 2(1024a* + 128(130b + 339)a’

+ 16(3216b% + 20344b + 30887)a” + 8(6240b> + 67568b2 + 236602b + 266769)a + 14080b*
+227200b> + 1332928b% 4 3363192b + 3077145)u’t* + 16(13a + 15b + 48)udw3t?

—48(52a” + (120b +413)a + 52b% + 413b + 756)udw?t? 4 8(1600a> + 16(380b + 1271)a?



B-xiii

+ (6080b? 4 44960b + 81732)a + 1600b> + 20336b? + 81684b + 104727)uwt
+ 2utw® — 2(10496a* + 256(220b + 713)a + 32(2864b? + 20216b + 35941)a?
+16(3520b° + 40432b? + 154588b + 196185)a + 10496b* + 18252803
+1150112b% 4 3138864b + 3138489)u’] 07, + [1024(2a + 1)tPw” — 256(184a?

+ 8(12b + 13)a — b% + 49b + 47)t*w> + 512(368a> + 56(10b + 7)a* + 2(95b*
+201b + 99)a — 2b3 + 97b% + 143b + 47)tw? — 2048(2a + 1)(32a3

+48(2b + 1)a” + (96b* + 96b + 22)a + 32b> 4 48b* + 22b + 3)w| 07

—1024[ — 8(18a — 2b + 15)(2b + 1)w>t> + 2(2b + 1)(1064a* + 8(144b + 353)a
+b% 4+ 6470 + 1339)w?t* — 24(2a + 1)(2b + 1)(208a? + 16(26b + 41)a + 208b?
+ 656b + 501)wt> + 8(2a + 1)(2b + 1)(896a> + 16(168b + 229)a? + 16(168b?
+458b + 291)a + 896b> + 3664b? + 4656b + 1809)t + (200a* — 8(12b + 25)a
+ 7(=5b% 4+ 5b 4 3)Juw3t — (704a> + 8(88b + 105)a? — 8(b? —21b — 7)a — 8b3
+ 285b% + 1323b + 661)uw?| 970, + 4096 [ — 64(4b* + 8b + 3)w>t® + 144(6a + 4b
+19)(4b% 4+ 8b + 3)w?t” — 32(4b? + 8b + 3)(124a” + 5(36b + 145)a + 56b?

+ 478b + 1026)wt® + 4(2b + 3)(1024b* + 125441° + 52096b* + 81504b + 3uw*
+1536a3(2b 4 1) 4+ 64a*(112b” + 450b + 197) + 16a(320b> 4 2488b% + 5402b
+2119) 4 29232)t° + (168a” + 48(14b + 25)a + 97b% + 215b + 145)uw3t?

— 4(488a® 4 8(399b + 640)a? + (3457b% 4 14087b 4 13335)a + 579b> + 5186b
+ 11158b + 6992)uw?t> + 4(1792a* 4 32(504b + 761)a® + 16(1792b% + 6836b
+ 6163)a’ + 2(8064b> + 5454412 + 113888b + 75225)a + 1792b* + 2406413

+ 95776b2 + 142320b 4 70173 )uwt? — 8u(1024a> + 768(16b

+23)a* + 128(248b? + 886b + 765)a’ + 128(248b> + 1496b? + 29450
+1891)a? + (12288b* 4 113408b3 + 376768b? + 532416b + 3uw? 4+ 271632)a

+ 1024b° + 17664b* + 3buw? + 6uw?* + 97728b3 + 240560b% + 268272b + 109332)t



B-xiv

+2(24a% +12(16b + 39)a + 81b% + +411b + 469)u’w?] 3,02,

— 16384 — 64(3a + 2b + 13)(8b° + 36b” + 46b + 15)wt” + 16(2b + 3)(64b” 4 896b> 4 4196b*
+ 6892b — uw* + 32a*(4b? + 12b + 5) + 4a(48b> + 388b? + 792b + 305) + 2505)t°

+32(2b +3)(4a + 6b + 21 )uw’t” — 2(2b + 3)(472a* + 16(72b + 245)a + 575b + 4705b

+ 8843)uw?t® 4 32(2b + 3)(96a> + 4(112b + 337)a” + (496b* + 3496b + 5849)a + 4(36b>
442762 + 1610b + 1938))uwt® + 2u(—6144b> — 104960b”* — 686912b% — 2143328b% + 4(5uw*
— 793449)b 4 39uw* — 2048a*(2b + 3) — 1024a3(26b% 4+ 111b + 108) — 32a?(1472b> + 11648b?
+ 28814b + 21981) — 4a(7680b* + 925441° + 40150412 + 7339841 — 3uw? + 471048)
—1771830)t* — (232a? + 8(104b + 259)a + 385b? 4 2207b + 2761 )u?w3t® + 3(768a> + 8(416b
+1029)a? + 32(104b? + 602b 4 831)a + 768b> 4 8321b2 + 26335b + 25213)u?w?*t* — 16(512a*
+32(100b 4 239)a® + 32(168b? + 913b + 1227)a? + 4(800b> + 7304b% + 21682b + 20973)a

+ 512b* + 7648b> + 39216b% + 83658b + 63279 )u’wt + 2u?(5120a® + 1024(41b + 94)a*

4 128(784b? 4 4040b + 5255)a> + 64(1568b> + 13152b2 + 37202b + 35213)a’ + 4(10496b*

+ 129280b° + 595232b% + 1209232b — uw? 4+ 911949)a + 5120b° + 96256b* — 1Tuw? + 672640b>
+ 2253440b° — 4b(uw®* — 911745) + 2284416)] 03

+ [128(88a* — 16a — b + b + 11)t*w* — 256(464a> + 8(50b + 7)a* — 2(35b* + 117b + 23)a

— 6b3 —29b2% + 29b + 21)tw? + 256(704a” + 16(88b + 25)a> + 8(87b% + 35b + 10)a? — 2(8b3
+59b% —43b — 25)a — 8b* 4 2b° + 93b* + 67b + 11)w?] 3}

—1024] — 8(4b* + 8b + 3)w™t> — 2(2b + 1)(168a” + 16(14b + 33)a — 31b% + 7b + 121)w’t*

+ 8(2b + 1)(488a> + 8(133b + 241)a? + (577b% + 2391b + 2271)a + b3 + 289b% + 887b

+ 653)w?t> — 8(2a + 1)(2b + 1)(896a> + 16(168b + 229)a’ + 16(168b% + 458b + 291)a

+ 896b> + 3664b2 + 4656b + 1809)wt? + (16384(2b + 1)a’ + 4096(32b + 58b + 21)a*

4 2048(96b> 4 308b2 4 292b + 81)a® + 8(16384b* + 78848b> + 128000b? + 82944b — 3uw?

+ 18304)a? + 8(4096b° + 29696b* + 7475203 + 82944b% + 4(3uw? + 10304)b 4 21uw? + 7488)a



B-xv

+ 16384b° + 86016b* + 73uw” + 165888b> + 11b%(3uw? + 13312)

4 3b(37uw? + 19968) + 9216)t + (320a® — 8(24b + 71)a? — 24(27b” + 97b + 80)a
—136b* — 803b* — 1229b — 611)uw?] 3,0,

+ 256[256(4b* 4 8b + 3)w*t® — 256(8a + 6b + 27)(4b* + 8b + 3)wt’

+32(4b* + 8b + 3)(472a* + 16(36b + 155)a + 191b? + 1681b + 3683) w*t°
—512(4b% + 8b + 3)(96a> + 4(56b + 197)a? + (160b% + 1164b + 2119)a + 32b3

+ 376b% + 1440b + 1827)wt’ + (65536b° + 1081344b°

+ 6905856b% 4 21886976b> + (35698944 — 1443uw™)b? + (27362304 — 4125uw?)b
— 3184uw? + 65536a*(4b% 4 8b + 3) + 8192a3(104b3 + 524b? + 710b + 237)

+ 16a%(61440b* + 505856b> + 1417984b% + 1499136b — 19uw* + 454464)

+ 16a(28672b° + 337920b* + 1498368b> + 3033728b% — 48(3uw* — 55636)b

— 197uw?* + 743904) + 7093440)t* + 32(72a> + 24(29b + 46)a”

+ (993b% + 3975b + 3709)a + 195b° + 1618b? + 3302b + 1955)uw>t> — 24(1024a*
+96(96b + 143)a® + 8(2048b” + 7804b + 7051)a? + 4(2304b> + 15873b% + 33471b
+22213)a + 1024b* + 14092b3 + 56707b? + 84429b + 41523 )uw?t? + 256(256a°
+192(16b + 23)a* + 32(248b? + 886b + 765)a> + 32(248b> + 1496b?

4 2945b + 1891)a? + 4(768b* + 7088b> + 23548b% 4 33276b + 16977)a + 256b°

+ 4416b* + 244323 + 60140b? + 67068b + 27333 )uwt

+ u(—65536a° — 32768(30b + 41)a® — 24576(136b? + 452b + 373)a* — 2048(2368b>
+ 12992b% + 24036b + 14839)a> — 16(208896b* + 1662976b> + 5007360b?

+ 6692864b — 47uw* + 3328016)a’ — 16(61440b° + 694272b* 4 3076608b>

+ 6692480b” + (7104112 — 48uw™?)b — 61uw? + 2932896)a — 65536b° — 1343488b°
—9166848b* 4+ 411b%uw? + 1317buw* + 1544uw?

—30384128b* — 53208320b* — 46851456b — 16147584)] 97,



B-xvi

+ [256(112a* + 8(6b — 7)a® — 2(33b” + 87b + 29)a — 2b*> — 31b% — 17b — 1)tw*

—256(4a 4+ 4b + 1)(112a’ + 8(6b — 7)a* — 2(33b* + 87b + 29)a — 2b* — 31b% — 17b — 1) w?] 3,
+ [ —128(2b + 1)(304a” + 16(48b + 53)a + 163b* + 413b + 496)t*w? + 256(496a>

+16(47b +27)a* + (41162 + 181b — 56)a + 155b> + 318b? + 399b + 246)uw?

4 4096(2b + 1)(72a>® 4 8(29b + 51)a® 4 (16102 + 663b + 613)a + b> + 81b% 4 231b + 152)t3w?
—3072(2b 4+ 1)(1024a* + 96(32b + 47)a> + 8(384b% + 1236b + 943)a? + 4(256b°> + 1473b?

+ 2495b + 1237)a + 516b> + 2175b% 4 2737b + 1047)t*w? + 262144(2a + 1)(2b + 1)(16a*

+ (64b + 76)a® + 4(24b% 4 57b + 31)a” + (64b> + 228b? + 248b + 81)a + 16b* + 76b> + 124b?
+ 81b 4 18)tw — 256(32768(2b + 1)a’® + 16384(20b2 + 32b + 11)a’ + 4096(160b> + 440b?

+ 366b + 93)a* + 655360b*a® + 2621440b%a> + 3596288b2a® + 2000896ba’ + 388096a°

+ 327680ba” + 1802240b"a? + 3596288b%a? + 3239936b%a’ + 1329408ba’ + 201856a*

+ 65536b°a + 524288b°a + 1499136b%a + 2000896b>a + 1329408b%a + 423296ba + 51072a

+ 32768b° + 180224b° + 380928b” + 388096b> + 201856b + 51072b + 4896)] 0.,

N

ou
Cs = 4w*(3200a* 4+ 512(31b + 10)a® + 16(412b* — 300b — 477)a* + 16(310b> — 187b?
—443b + 105)a + 1133b* 4 150b° — 176b” 4 493b + 4)

est la plus petite valeur propre de Vs.



