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RESUME

Ce texte constitue un survol des différentes approches destinées
a mesuref le progrés technique. Nous utilisons une notation uniforme tout

au long des démonstrations mathématiques et nous faisons ressortir les hy-
poth&ses qui rendent l'application des méthodes proposées envisageable et
qui en limitent la portée. Les diverses approches sont regroupées d'aprés
une classification suggérée par Diewert (1981) selon laquelle deux groupes

sont 3 diétinguer. Le premier groupe contient toutes les méthodes défi-
niésantble brogrés technique comme le taux de croissance d'un indice des

'outputg divisé par ﬁn indice des inputs (approche de Divisia). L'autre
groupe iﬁclut toutes les méthodes définissant le progrés technique comme

étant ié déplacement d'uﬁe fonction représentant la"technologié (produc-

| tion, cbﬁf, distance). Ce second groupe est subdivisé entre 1'approche
économétrique, la théorie des nombres indices et 1'approche non paramé-

trique. Une liste des principaux &conomistes & qui 1'on doit les diver-

ses approches est fournie. Cependant ce survol est suffisamment détaill?

pour 8tre lu sans se référer aux articles originaux.



ABSTRACT

In this paper we survey the various approaches to the measure
of technical progress. We adopt a homogeneous notation in order to pre-
sent the major mathematical derivations involved, and we try to identify
the key assumptions and limitations of each approach. We use a classifi-
catioﬁ suggested by Diewert (1981) under which two major groups are dis-
tinguished. In the first groub fall all methods which define technical
progress as the rate of change of some outﬁut index divided by an input
index (the Divisia approach). The second‘groub includes all methods un-
der which technical ﬁrogress is measured as the shift in some function

representing the technology (production, cost, distance). It is sub-

divided into the econometric approach, the index numbers approach (which
specifies the technology), and the‘npn-barametric aﬁproach (which never
associates any functional form to the technology). While the -major con-
tributors are mentioned where appropriate, the paper is self-contained

and can be read without referring to the original articles.




I - INTRODUCTION

Dans le présent texte, nous nous fixons comme but de faire un
sufvol des différentes approches destinées i mesurer le progrés technique!.
Notre but n'est pas d'innover mais bien de décrire ces méthodes et de fai-
‘re ressortir les hypoth@ses qui rendent leur application envisageable et
qui en limitent la port€e. Pour clarifier 1'exposé,.nous avons opté pour
un certain regroupement de ces méthodes. Ce regroupement est celui de
Diewert (1981) et il s'explique comme suit. On peut, premig&rement, divi-
. ser en deux groupes les diverses méthodes 8 partir de la définition sous-

jacente du progrés technique, Dans‘le premier groupe, on retrouve toutes
les méthodes qui définissent le progrés technique comme le taux de chan-
gement d'un indice des outputs divisé par un indice des inputs. On appel-
‘le cette méthode 1'approche de Divisia (1926) du progreés technique. L'au-
fre'groupe est constitué de toutes les méthodes qui définissent le progrés
‘technique comme &tant le déplacement de la fonction de production (ou de

la fonction de distance ou de 1a fonction de coft).

Le deuxiéme groupe peut lui-meme 8tre subdivisé selon la métho-
de que 1'on utilise pour mesurer le déplacement de la‘fonction»considérée.
On peut ainsi définir trois sous-groupes. Le premier consiste 3 associer
ﬁnelforme_fbnctionnelle i la fonction de production (ou autres) et 3 es-
timer économétfiquement les‘paramétres‘de la fonction. En incorporant
une variable de temps dans la fonction, on détient, par le biais du para-

mitre associé au temps, une mesure du déplacement de la fonction. Pour

'Pour un examen des causes du progrés technique, voir la revue de la lit-
térature de Nelson (1981).
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cela, il faut faire 1'hypoth&se que le déplacement est constant dans le
temps. Cette mesure est appelée 1'approche &conométrique du progrés

technique.

Le deuxi@me sous-groupe consiste, lui-aussi, 3 associer une for-
me fonctionnelle 3 la fonction de production (ou autres). Mais ici, on
n'aura pas d estimer les paramdtres de la fonction 3 1'aide de méthodes
€conométriques. Au contraire, dans ce cas, on se servira de la théorie
de la production pour définir une mesure du progrés technique qui n'utili-
sera que des données sur les prix et qﬁantitésdés facteurs et des outputs.
Cette méthode est issue de ce qu'il est convenu d'appeler la théorie des

nombres indices.

Le troisi&me sous-groupe ne nécessite en aucun temps qu'on asso-
cie une forme fonctionnelle 34 la fonction de production (ou autres) et en-
core moins 1l'estimation de ses param@tres. Dans ce cas, on se sert des
données dont on dispose sur les prix et les quantifés des facteurs et des
outputs pour définir la fonction de production (ou autres) # 1'aide de la
programmation lindaire. Cette méthode est appelée 1'approche non paramé-

trique du progrés technique.

Successivement, nous décrirons ces diverses approche dans 1'or-
dre suivant : approche économétrique.(section IT), indice de Divisia (sec-
tion III)? théorie des nombres indices (section IV) et approche non para-
métrique (section V), Nogs terminerons ce survol par une comparaison des

diverses approches . (section VI).



IT - ESTIMATION ECONOMETRIQUE DU PROGRES TECHNIQUE

IT1.1. Fonction de production (Diewert, 1981)

Cette méthode consiste en l'estimation d'une fonction de pro-

duction ayant comme argument le temps, c'est-3-dire :

(1) y" = £t by 4t
ol yt est 1l'output au temps t;
‘ xtII(xl, x§ s seny x;) est le vecteur des inputs au temps t;
t

u” est l'erreur résiduelle au temps t.

Si 1'on connafit xt et yt, il suffit de choisir une forme fonc-
tlonnelle qui répond aux diverses caractéristiques que 1'on attend d'une
fonctlon de production et d'estimer les paramdtres de la forme retenue.
La mesure du progrés technique sera donnée par 9 £n yt/at, soitvle dé-
Placement de la fonction de production dans le temps. A titre d'exemple,

mentionnons la forme Cobb-Douglas et la forme translog.

a) Cobb-Douglas :

o B At
X1t X2t ©

(2) Yt

fh A+ofnx, +Bnx. + At

(3) fn y, 1t 2t

Le progrés technique sera donné par

d &n Vs
(4) 5 A



La forme Cobb-Douglas est homogéne de degré (a + B) et est ca-
ractérisée par une €lasticité de substitution constante &gale & 1'unité
(quel que soit (o + B)). On peut généraliser la forme Cobb-Douglas en
reldchant la contrainte de 1'€lasticité de substitution unitaire en op-
tant pour la forme C.E.S., Avec cette forme 1'Elasticité de substitution
n'est plus unitaire mais elle demeure néanmoins constante. Pour mettre
de cOté cette derni&re contrainte, on peut prendre la forme translog qui
fournit une approximation de second ordre 8 une fonction de production
deux fois continflment différentiable. Remarquons que la forme translog

a, comme cas spécial, la forme Cobb-Douglas et peut approximer la C.E.S.

b) Translog

n n

ot t s oot t
fny =8fnaqp+ L oy fn Xgto t+x r I Yi.ln x5 fn x;
» ’ i=1 i=1 j=1 J
(s)
n
t 1 2
I Ya oyt gt

Pour avoir une fonction homogéne de degré 6, il faut poser les contrain-

tes suivantes :
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oli 0 est le degré d'homogénéité.




Le progrés technique est

(6) §.&2.Zf.= a, + ; Y., &n xt +v,, t
ot t i ik i kk

I11.2. Fonction de cofQt

Si les prix des inputs sont tous positifs, c'est-d-dire

Wt = (wf, w;, cees Wz) >> 0 et si le producteur se comporte de fagon con-
currentielle sur le marché des inputs, alors il existe une fonction de

coQt duale & la fonction de production, soit! :

t Min(W" + x : £x5, t) > y5, x 2 0

X

@) cort, W, 1) W)

A partir de la fonction de cofit, on peut emprunter deux avenues. On peut
soit associer une fonction quelconque 3 la fonction de cofit, soit se ser-

vir du lemme de Shephard.

11.2.1. Fonction de cofit total

Si on opte pour la premiére méthode, on procéde comme suit :
on associe une forme fonctionnelle qui répond 3 nos exigences et le pro-

grés technique est donné par (Otha, 1974) :

| o -1
(8) | eyt - 8cy €ct
d &n Ye 0 &n C d &n C
oll eyt = ot ; €cy =% in y Bt T At

Dans tout cet article, sauf ambiguTté, les signes de transposition des
vecteurs sont omis.
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Dans le cas d'une forme translog, on obtient

n n n

- 1

n C = &n By + .E Bi n W, +3 .E .E Bij n L £n wj + 0, ny
i=1 i=1 j=1
1 1 n n
(9) + E-Qz(ln y)2 + ¢t + §-¢2t2 + .Z Vi n Wi 2n y + .Z u, n Wi ct
i=1 i=1
+88ny -t

Pour avoir une fonction homogeme de degré 1 dans les prix, il faut poser

les cdntraintes suivantes (Luké Chan et Mountain, 1981) :

Sur la mesure du progrés technique, il faut noter que € _ sup-

yt
pose fixées les quantités d'inputs, E;; suppose fix&s les prix des inputs
et'ect suppose fixés les prix des inputs et la quantité de 1'output (cf.
Berndt et Khaled, 1979, p. 1225). Remarquons que cette méthode n'ajoute
rien 3 la premigre méthode qui utilisait une fonction de production, alors

que 1l'existence de la fonction de cofit duale exige la concurrence sur le

marché des inputs.



Cependant, 1l'utilisation du théoréme de Shephard peut rendre
intéressante 1'utilisation d'une fonction de coQt. Pour terminer, men-
tionnons que le progrés technique dans le cas de la forme translog donnée

par 1'équation (9) est

n
c ¢ + ¢t + I u, &n Wi +8 ny
(10) e = _St_ i=1
Yyt e n
Y o9+ tny+ I v, W, + 8-t

i=1

I1.2.2. Lemme de Shephard

Le lemme de Shephard nous donne la relation suivante :
(1) x' =V, v, ¥, 1)

o Y, C (...) = [3C/3W; , B3C/3W, , ..., ac/aW ] ;

xt est le systéme d'équation donnant les demandes de facteurs.

Aprés avoir associ& une forme fonctionnelle i la fonction de
cofit et avoir différencié, par rapport au prix des inputs, on peut esti-
mer les paramétres de la fonction de coQt # partir du systdme d'équation
donnant x%. Le calcul du progrés technique se fait coﬁme précédemment.
Cette méthode nécessite toujours 1'hypoth&se de concurrence sur le mar-
‘ché des inputs, mais elle a 1'avantage, au niveau de l'estimatioh, de

laisser beaucoup plus de degrés de liberté.



Binswanger (1974), avec une fonction translog, et Berndt et
Khaled (1979), avec une fonction Box-Cox généralisée, ont utilisé cette
méthode. Le choix entre 1'utilisation d'une fonction de cofit et une fonc-
tion de production repose sur des critéres purement pratiques. Ajoutons
que l'approche &conométrique a €té utilisée récemment dans le contexte de
la firme réglementée. On peut consulter Diewert (1981) et les références

qu'il donne.

I1.2.2. Contraintes (Nadiri et Shankerman, 1981)

a) Biais technologique

A partir de la fonction de cofit, on est en mesure de tester (ou
d'imposer) certaines contraintes. Ainsi, on définit le progrés technique
comme €tant neutre 4 la Hicks si le déplacement de la fonction de coQt
laisse les parts relatives des facteurs inchangées (3 prix constants).

Le biais technologique est donné par (Bxi/at) . (l/xi), (cf. Berndt et
Wood, 1981), od X, = aC( )/awi. Un progrés technique neutre (Bxi/Bt = 0)
implique My = 0 (pour i =1, ..., n) pour la forme translog. Si My <0 (>0),

le progrés technique est défini comme &tant i-&pargnant (i-augmentant).

b) Homothéticité (32C( )/awi awj = 0)

La fonction de cofit est homothétique si elle est une fonction
séparable du prix des facteurs et de l'output (Shephard, 1970; Denny et
Fuss, 1977). Cela implique que la combinaison optimale des facteurs est

indépendante du niveau d'output. Ainsi, la forme translog de la fonction



de cofit requiert v, = O pour i =1, ..., n pour &tre homothétique. Puis-
n
que 1'homogénéité dans les prix exige I v, = 0, 1'homothéticité impose
, i-1
(n-1) contraintes indépendantes supplémentaires.

c) Homogénéité par rapport & 1'output

La fonction de cofit est homogene par rapport d 1'output si
1'élasticité des colits par rapport # 1l'output est constante. Avec une
fonction translog, cette propriété exige les conditions suivantes :

v; = 0(i=1, ..., n); @9 =0et § = 0. Ily an+2 contraintes dont n+l
sont indépendantes (car g vi = 0) et n-1 sont identiques aux contraintes

i=1
imposées par 1'homothéticité.

d) Elasticité de substitution constante unitaire

La fonction de cofit translog a des €lasticités de substitution
constantes et &gales 3 1'unité si Bij =0¢(i, j=1, ..., n). Pour obte-
nir une technologie Cobb-Douglas, il faut imposer les contraintes suivan-

tes

..., n), le progrés technique est neutre.

1]
fu—
-

Si, de plus, ui =0 (i
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e) Mesure des €lasticités (Binswanger, 1974)

Les €lasticités de substitution partielles d'Allen-Uzawa entre

deux facteurs i et j sont données par :

B

(12) oij = ;—3i—-+ 1 (pour i # j), dans le cas d'une fonction translog
17

ol x; est la part du facteur i.

Les €lasticités de prix propres, €0 ot croisés, eij’ sont don-

nées par :
(13) B £ O | N G # §)
ii © X, i ij = x. j J
1 1
On note que O0.,. = 0.. et €,.=X, *0...
ij ji ij i ij
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I1I - L'INDICE DE DIVISIA DU PROGRES TECHNIQUE

On définit la productivité totale des facteurs (TFP) comme

suit :
: =Y
(14) TFP = X

oli Y est 1'indice de quantité des outputs;

X est 1'indice de :quantité des inputs.

Le progrés techniﬁue est donné par le taux de croissance de TFP

TEP _Y X

TFP Y X

ol est le taux de croissance de 1'indice des outputs;

<[ == o

est le taux de croissance de l'indice des inputs.

Solow (1957) a présenté une fagon de calculer ces indices qui
découle de la théorie de la production. Cette méthode est connue sous le
nom d'indice de Divisia (1926) du progrds technique. Elle a &té souvent
utilisée, par la suite, & des fins empiriques (cf. Jorgenson et Griliches

(1967); Christensen et Jorgenson (1969, 1970); Gollop et Jorgensoﬁ
(1980)).

Dans cette section, nous dériverons, dans un premier temps, 1'in-

dice de productivité 3 la fagon de Solow. Ensuite, nous modifierons cet
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indice de fagon & tenir compte des rendements d'échelle, de la tarifica-

tion non marginale et de la quasi-fixité de certains facteurs.

ITI.1. Solow et le progrés technique

Solow (1957) considére une fonction de production homog&ne sépa-

rable en 1'output et 1'input :

(16) y(t) = F(x(t); )

qui a les caractéristiques habituelles d'une fonction de production néo-
classique. Dans cette fonction, x(t) = [x;(t), xa(t), ..., xn(t)] est le

/

vecteur des inputs au temps t.

La différentiation de cette &quation par rapport au temps (indi-
~quée par un point au-dessus des variables) nous donne :

- SF
@ 5 e

. n
(17) y= I

y(t) ’Z‘ 9F xi(t)+ 1 oF

18 = o
:( ). y(t) ;o 9%, () y(t)  y(v) ot
On pose
é._ 1 3F 3 c el
(19) AS Yyt le progrés technique

et on obtient :

2Cette formulation est compatible avec une représentation du progrés
technique oli celui-ci augmente la contribution de chaque facteur; 1l'éva-
luation de la part attribuable & chaque facteur pose.certains problémes
discutés a 1'annexe.
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» . . : ) (t)
y(t) _AE) . T oaye) N
(20) y() TA® T L W () Y
(21) m = M + ;;l dy(t) X3 () x; (8)
y(t) A() ) 3% (8) y(t) X, ()

On pose

y(e) x, (1)
SN ORTO N

1'élasticité de 1'output par rapport au facteur X; au temps t.

. . * . (t)
. y(t) _ A(t) n X5
(22) ye) Tam * L EO x Ty

. y n .
(23) ‘_A_(.El-_-x_ﬂl-.z E.(t)—L—

Il peut 2tre interprété comme la différence entre. le taux de
croissance de 1'output et la somme, pondérée sur la base des €lasticités,
des taux de croissance des facteurs. Si on considére un marché concur-

rentiel

ay(r) _ Mi(®)

(24) 3. (€) - P(D)

ol Wi(t) est le prix du facteur i;

P(t) est le prix de 1'output.
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On obtient
(259 e ) - By (t) x, (t) _ Wi(t) x; () - s
i ox; () y(t) P(t) y(t) it
n
et I S, (t) 1, si les rendements sont constants. Dans ce cas, Si(t)
i=1

est la part du iéme facteur de production, et

ACt) _ y(t) - x (t)
(26) A Ty Lo M O]

Si on int&gre cette &quation sur 1l'intervalle de temps (O, T], on obtient :

AT) _ y(T)/(y(0)

A(0)
expf Z S() Ez; dt

Le dénominateur du terme de droite est défini comme étant 1l'indice de

(27)

Divisia de la croissance deé.inputs durant la période (0, T]
T n X. (t)

(28) %n [’;(gg] =f IS (t) pgy Ot
0 i=l X5

Mais les données ne sont pas continues. Dans ce cas discret, 1'approxi-
mation suivante a €té proposée quand Si(t) ne varie pas du temps 0 au

temps 1 :

x()] _ n xi(l)
(29) fn [_LLX(O)] = iZ Si(t) Rn[x ©)

et A(1) est donné pér (avec A(0) = 1)
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y(1)/y(0)

(30) AQl) =

Il——
j=1% 0

TYrnqvist (1936) 2 proposé, dans le cas

‘tion discréte suivante :

ol Si(t) varie peu, 1'approxima-

w! x} wo x? Wl .ol WO xO
- _]_'_ i1 i 1 _ l . i i
(1) Si(l) "2l n o 2 wix! wox0
T W oxl T wo x0
J=1 J J J=1 J
On obtient
(32) A(1) = y()/y(@©)

'rr-_———
1=1L%3 ()

Jorgenson et Griliches (1967) ont généralisé

puts multiples.

1'output

n [xi(l)]l/z[w‘}xilwlx1 + ngg/WOxO]

cette approche au cas d'out-

I11s remplacent y(t)/y(t) par un indice de Divisia de

J(8) _ ) v () Yy(®)

(33) et

m
z
=1 m . Yz(t)
[k21 Pk(t) yk(tﬂ

ol Pz(t) est le prix de 1'output L au temps t.

On obtient
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=3

1,0171/2[Plyl/plyl 4+ pQy0/p0y0]
yz/yz] S 124

(34) Ay = %L

1yl /wlel 0,0 /w0,0
1/2[Wixi/w X -PWixi/W xY]

==

(x1/+0
: [xi/xi
i=1

Le progrésvtechnique peut aussi &tre &valué 3 partir d'une fonction de
cot. Cette approche duale & la méthode décrite ci-haut, sous 1'hypothe-

se de concurrence, considére une fonction de cofit unitaire,

(35) C(t) =G[wy(t), Wa(t), ..., Wo(t); t]

‘En suivant le m€me développement que précédemment, on arrive 3

. . | Q.(t)
B(t) _ i
(36) B(t) u; (8) W, (0)

OF

~~

ot |t

v
]

N~

i=1

scce)  Mi(®)
W, (1) C(D)

ou Ui(t) =
On sait d'aprés le lemme de Shephard que

oaC(t

(37) x; (t) = y(t) Swgfgi,
Donc

x,(t) W, (1)
(38) UM =5/ Tt

représente la part du facteur i dans les colts. Si en outre C = P et

U, = 8S., alors
i i’
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: : " ()
B(t) _ C(t)

(39) B(t) ~ C(t) ifl ; (%) w W, (6

o ) ﬁ t) n W (t)

(40) | RO RN A w W. (0

Sous 1'hypothse de rendement constant, Otha (1974) a montré que A/A = -B/B.
Ce résultat tient aussi dans le cas non concurrentiel. En intégrant, on

obtient :

B(T) _ P(T)/P(0)
B(0) U/~T ; 5, (0 w; (t) i
exp t t
| 0 W, (6)

(41)

Pour T = 1, avec B(0) = 1, on obtient dans le cas oll Si(t) ne varie pas,

dans le cas discret

(a2) B(1) = —P()/P(0)

n [w.(l)]si(l)
| [ |
j=1 L¥; (0)

et dans le cas ol Si(t) yafie peu, on se sert de 1'approximation discréte

de TYrnqvist

P(1)/P(0)
1)]1/2[81(1)+ $;(0)]

(43) B =
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ITT.2. Mesure de la productivité et rendements
d'échelle (Denny, Fuss et Waverman, 1981)

Pour représenter 1'impact des rendements d'échelle sur la mesu-
re de la productivité, nous nous servirons de la relation suivante :

ay() . Mi(®)

(44) ox. (t) T 3C(t)/9y(t)

ol Wi(t) st le prix de 1'input i;
By(t)/axi(t) est la productivité marginale de 1'input i;

8C(t)/ay(t) est le cofit marginal.

On incorpore cette relation dans 1'8quation suivante (sans écrire 1'in-

dice de temps, cela n'entrafnant aucune confusion)

: n X. X
(45) L-f, 5 i
' . Y i=1 “%3 Y N
(46) =~%-+ ; 3;;% fi-fi
i=1 Yy X
(47) =A+ z awgi 7C icl”z_l
A7 i=1 yy i

Avec Ecy = gg-é-, 1'€lasticité du cofit par rapport & 1'output, on a :

’ n - X, X,
(48) AR S T
y A i=1 Y C vfi
X noWx, x, n W;xi x -
Avec X = z < = z = — , 1l'indice des inputs pondérés
i= i =
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sur la base des cofits, on a

(49) Yy A, _-1X
y A*? €y X
On obtient
A_Yy _ 1X
A vy cy X

(50)
Pour obtenir la mesure de TFP/TFP, précédemment définie comme &tant

y/y - X/X, on proc&de comme suit

A_y X, X__-1X
(51) ATy " XTX By X
TFP _ A |, -1 X
o T =x* €y - g

FP -1-X
ot (- Ecy) X ?

l*.

=

A _

(52) =
Dans le cas de rendements constants, ecy =1 et A/A = TFP/TFP, comme pré-
cédemment. Cependant, quand ecy # 1, la mesure du taux de croissance de
la productivité totale des facteurs, TFP/TFP, représente i la fois le d&-
placement de la fonction de production, A/A (représentant le progrés

1
Y

technique), et le déplacement sur la fonction de production, (e; - 1) X/X

Selon que 1l'on est en présence de rendements croissants ou dé-

. -1
croissants, on aura €. <1lou?>1, et (ec - 1) >0 ou < 0. Donc,

TFP/TFP surestimera ou sous-estimera le progrés technique si on ne tient
pas compte des rendements d'&chelle. TFP/TFP mesure 3 la fois un aspect

statique, les rendements d'échelle et un aspect dynamique, le progrés

technique.
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i
Sous 1'hypothé&se que le producteur minimise ses cofits, on peut

se servir de la théorie de la dualité. On représente la fonction de cofit
par

(53) C = GQWy, Wp, +.oy W, y5 )

od C est la fonction de cofit total;
W, est le prix de 1'input i;

y est l'output.

En différenciant par rapport au temps, on obtient

. .
- 3 ., 96, %6
(54) C = 15 TR W, ay + 5
n W
C_ y 86 1,3y, 136G
(55) c=rm ctycton
i=1 i _
Avec
B_ 136
(56) B C ot
n W.
C_ 3_G_1_'_G_X E_
(57) C'lfla cvac B

- D'aprés le lemme de Shephard on a Xx; = gEL

i
/ n x.W, W, '
(58) %= z 1C1~w—1+-g—g-_%z+-g—
i=l i YA Yy
n xiwi Wi i. B
(59) = El C Wi—-,. ecy Yy + -B_

N T
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n
Le coit est C = I wixi' Si on le différencie par rapport au temps, on
i=1
obtient :
. n n .
(60) C= E ) X; + .E W'ixi
i=1 i=1
é n Wix n Wixl
(61) == I + I
¢ i=1 ¢ i=1 ©
n Wix1 n Wix1 W1
(62) = I + I —-
=1 ¢ a1 © W
: n W.x. W, n W.x
i"i i _C !
(63) > T w."c- LT
i=1 i i=1
. n’ w.x. i.
v . , ‘ C 171 71
C a1 O

On incorpore ce résultat dans 1'équation (59) et on obtient apr&s substi-

tution :

B y n Wixi X,
(65) - = =€ - I —
B YY =1 C Xy
k n Wixi X,
Avec ¥ = z c ;l-, 1'indice de quantité& des inputs, on a
i=1 i
B_e x. X
(66) - B ecy Yy "X
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TFP ___TFP _ B y
A A T G

8)  -p= (e, -DLs ,

cy y TFP

Si on a des rendements constants, ecy = 1 => TFP/TFP = -B/B = A/A. Si

Ecy # 1, la relation entre A/A et -B/B est la suivante (Cf. Otha, 1974) :

B _ A A_ 1B
(69) "3 CyA U AT

cy
Cette relation tient aussi dans le cas non concurrentiel.

III.3. Outputs multiples et tarification non
marginale (Denny, Fuss et Waverman, 1981)

Le cas de la fonction de coit avec plusieurs outputs est simi-
laire au cas d'output unique. La fonction de cofit (sous 1'hypothé&se de

concurrence sur le marché des inputs) s'écrit :

(70) C=G(W1, WZ, cesy Wh, )’1, Y25 cesy )’m; t)

En suivant les mémes développements que précédemment (Cf. &quations (53)

4 (66)), on arrive 4 :

_ é m Y. n W.x. x,
(71) 2=z g Ao pt i
B = yJ = X.

C m y.
= J_X
(72) =L 7R
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Pour relier -B/B 3 la mesure de la croissance de la productivité totale
des facteurs nous introduisons deux mesures de 1'indice de Divisia de 1la

croissance de 1'output, YC/YC et YP/YP.

) m P.y.y.
(73) Y. 5 _JR_l_l
o= T
m
oi R= I P.y. est le revenu total;
j=1 373
Pj est le prix de 1'output j;
yP
3 est la croissance de 1'indice de Divisia de 1'output basé sur les
Y .
parts de revenus.
~C m -1 m Y.
(74) Y—c,= T €ey z €ey ;l
Y =1 7 =t 7373
S ac Vi 1ot iga 5
ou ecy. = 3y, C est 1'€lasticité du cofit par rapport i 1'output;
;0 9Y;
ic
— est le taux de croissance de 1l'indice de Divisia de 1'output ba-
Y
sé sur les élasticités.
Y© YR, .
On peut déterminer la relation entre —et—a 1'aide du rai-
' Y Y
sonnement suivant : sur le marché de 1'output j, la condition d'optima-
l1ité est :
3 dR c .
75 == = =— < P si 32C/3y2 > 0
(75) Tt /3y% 2 0)

otl P? est le prix de concurrence de 1'outpuf j.



Ainsi

(76)

Donc

(77)

Or,

(78)

Puisque

(79)

avec ég

(80)

On a vu
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_ac Yy w7y
cy. C " 9y. C
Yi 9 Y5
y< M orR 7 HE. oR Vi ; m 3R o 3R 9'
== 5.7 27‘(:1;1= Ioaovs| L s Yy
Y j=1 %; j=1 %j j j=1 % j=1 Y5 73 Y5

. -1 y
p m m Y.
LG r p¥ Y- z PV Y- -1
yP j=1 i73 j=1 J ) Yj
‘p I‘c
pT 2 gﬁi , Vj =1, ..., m alors X—-Z XE
Iy Yoy

alité sur les marché&s concurrentiels.

Rappelons la relation donnant .-B/B (&quation (66))

. m .' .
_%: 2 € ZJ._%
. cy. Y.
j=1 Y3 7;
Qc m €cy. , 9.
y . .
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.Dans le cas de la tarification marginale (YP/YP - YC/YC) = 0.

g

de rendements constants .

L €
j:

LTCY .,
1 Y j

[1-12 €.

1 L
i

=1, donc [(Z €

m %c m 9.
(81) Ie, |o" z ey ;l
j=1 ity j=1 37
Donc
. 0 o -
=t 3| v
. m ‘« ‘e e P cp -
R RO
j=1 Y5v¢ Y¢ Y Yy vy
m "C 'c oP ‘P
(84) =| L €. -1 XE+ Y_C'X'ﬁ +Y—P--;(-(-
j=1 Y YC oy Y
: -Tép : &P X
Avec 75 = —p - x ©t en réarrangeant, on a
Y
TFP _ B m Yol B
(85) ™ B |' L Syl
j=1 Y5l v Y Y
Dans le cas primal, on obtient :
o . m -1 ] m x.
(86) P Az 1| s, i+
RN TFP- A . cy. . 1 X,
j=1 j 4 1i=1 i
. . m -1 Y e [op o]
b () ) Ee SR
=1 Yj, 4 Y Yel

Y .

)1

J

|

o)

-<n I °-<n-
e d

-1°r<-

]

<] 5<-

Dans le cas

=0"
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Dans le cas de rendements constants et de tarification margina-

le, on a
(88) LR R

Notons qu'il existe des cas ol YP/YPK- YC/YC = 0 sans qu'il y ait de tari-
fication au cofit marginal (cas de la concurrence); par exemple lorsque

Pj =6 8C/3yj ofi 6 est une constante quelconque.

La mesure du taux de croissance de la productivité totale des
facteurs capte donc
i) le déplacement de la courbe de cofit, -B/B (ou de production, A/A);

ii) le déplacement sur la courbe de cofit, (1 - I ecy ) YS/YS (ou de pro-
. J j

duction ((Ze_ ) '-1) - x/X);

cy; , |

iii) la tarification non marginale.

ITI.4. Inputs quasi-fixes (Berndt et Fuss, 1981)

Tant que l'entreprise se trouve d 1'équilibre de long terme,
1'introduction d'inputs quasi-fixes ne modifie en rien les cas précédenfs.
Cependant, quand 1l'entreprise s'écarte de cet &quilibre, cela entraine des
variations dans l'utilisation de la capacité de production et dans 1l'uti-
lisation des inputs quési-fixes. Ces inputs<§ont fixes 3 court terme:et
ne peuvent varier'déns le teﬁps que si on encourt des cofits d'ajustement.
Cette distinction entre inputs variables et quasi-fixes modifie 1'analyse
prééédente : il faut utiliser une fonctiop de production, ou de cofit, de

court terme,
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(89) Y = F(vy, «ooy vj; f1, ..., £, t)

ol y est l'output;

Vj est 1'input variable j;

fm est 1'input quasi-fixe m;

On n'a pas &crit 1'indice de temps pour alléger 1'écriture.

En différenciant par rapport au temps et en divisant par y, on

obtient :
' ay Vi oy fn f 13

(90) X=ZS'LJ_+Z§X--Ef_m'+—§X
y 3 vJ Vj n fm y £, vyot

.IOn a '
. 3 Ww. 3 Z

(91) =X - _J1 . 9y _ Lit

Svj aC/3y ° afm aC/9y

otl Wj est.le prix de 1'input variable is
Zm est le prix impiicite de 1'input quasi fixe m (et non le prix de
marché de l'input quasi fixe m) (voir section III.6 pour plus de
détails sur Zm);
dC/dy est le cofit marginal;
8y/3v est le produit marginal de 1'1nput i
-3y/3f est le prodult marg1na1 de 1'1nput m;

=X W, Vj + X Zm fm est le colit total implicite.
Jj m
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En incorporant ces deux résultats dans 1'&quation donnant y/y,

 on obtient :

(92) ‘X=z'._.'_J_i__}_’.v_j_+2‘ mm 1 m, 13
Y o 9C/3y y/C C Vi m aC/dy y/C C £, ot
Sy .  A_1d
On pose ecy =3y C’ A-ydt’ alors
R AR A A A
(93) Z-=K+€cyz—%l§;l+ec L
y j i Im m
v Wiy E oz £ f
npose y=rLlghs for RS

J J
ot %-est 1'indice de Divisia des inputs variables pondérés sur la base des

colts; %-est 1'indice de Divisia des inputs quasi-fixes pondérés sur la

base des cofits implicites.

| X = :A— + -1 Y_ _1 _F_ <=> .é- = X - -1 y" - €—1 'F_
(94) y A EC)" v + ECY' F A y ecy N cy F
. . . w f f
PN TFP _y _V _E' o F' _ mm m 134 s
On a déja vu que 7y Yy V. oli = i o estl indice de Divisia

des inputs quasi-fixes pondérés sur la base des cofits aux prix du marché
tandis que C' =L W.v. + L Wmfﬁ est le cofit total aux prix du marché, et

: m
W_est le prix de 1'input quasi-fixe m sur le marché.

La relationventre A/A et TFP/TFP s'obtient comme suit :
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R S A TR N

(96) | ='$—§§+ [1 -] ¥-+£:_ oy F

o0 eRen-gibe gk gkgl
[ERR- SPRCY L1 ICY I

On obtient

= R R L L

La mesure du taux de croissance de la productivité totale des facteurs
capte donc : | |

i) 1le dépla;ement de la fonction de production, A/A;

ii) le déplacement sur la fonction de production, [e;; - 1] [O/V + é'/F'];

iii) 1'&cart par rapport 3 1'équilibre de long terme.

L'approche duale & cette mesure prend comme point de départ la

fonction de cofit total implicite de court terme :

M

f1, «..s £ y; 1:]+Emefm

(100). C= H[wl, seey WJ; M m

 En procédant comme auparavant, on obtient
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W, W £ f Z7f f
C_y3H jj Hmm oHyy 13H mm _m
0L c= g Cw "% Cf "ycy'cat | T "
i j m m m m m
M . BH _ o . My _ 134 _B
On a 5 = M of_ = clp s yC Sy’ T3 B
Donc
W.ov. W 7 f f : 7 f f 7 f
02) =y diJ,y mmm, y B smmm, , mm
C C c f Y y c £ c
j j m m m m m
; ; w.v.ﬁi £z
(103) "B Eey Y SRl S e
) m
Par définition, on a
(104) C=ZIWyv, +L2Zf
» . j 33 pmm

En différenciant par rapport au temps et en divisant par C, on a :

W.v. W, W.v. v, z f Z Zf f

Cogddi i,y dd’d mm_m mm_m
(105) ¢ ?ij+z.:Cv+z Tz I ¥

] j m mom m

En €galisant les deux &quations donnant C/C, on obtient

; ; w.v.l}i A
(106) "By y TV, I T T
] ] m m

= y_ V_E

(197) Ecy YV F

>3 .

B _
- On remarque qug "B ecy

™ .
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On peut relier -B/B et TFP/TFP en procédant comme précédemment
et on obtient :

TFP _

(108) TFP =

B y ,E_F
-t [1- scy] y T F°F
Ainsi TFP/TFP mesure :

i) le déplacement de la courbe de cofit, -B/B;
.'ii) le déplacement sur la courbe de cofit, [1 - ecy] Y/y;

iii) 1'&cart par rapport 3 1'équilibre de long terme, [F/F - F'/F'].

II1.5. Cas général

Dans la section III.3, on a considéré le cas d'outputs multiples
et de la tarification non marginale. On peut aussi combiner 3 ce cas la
distinction entre le court terme (certains inputs sont quasi-fixes) et le
long terme (tous les inputs sont variables). Puisque les développements

sont les mémes, on se contentera de donner les principales &tapes.

B Yo v F
109 23 X2_Y_E
( , ) B L Yy Yy V. F
o
- Y _V_F
(110) = [Ceg )l o7 5
I ¢ ] [y LI v oe] [ E
mn - = flCe M= -l -S|*F-v-F*|F-F
| [ YOy Ral

L] 'Y . DP .c- L] -
TEP B ‘ | Y© Yy F F
(112) ﬁﬁ' = - —B- + [1 S- (E €cy£)] -Y—c- + [—p- - — +[F - F'—]
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Dans le cas primal, on a :

. . 'l‘! . .P lc . Y

TFP _ A : -1 vV 'F! Y Y -1{F F!
13 EE=2+lCe ) -1][—+—-]+[—-—]+[ze R L
TFP A P £ vV F! YP v© . Yy F '

TFP/TFP mesure :
i) le déplacement de la fonction de cofit, -B/B, ou de production, A/A;
°C
ii) le déplacement de la fonction de cofit, {-[(Z e ) -1] !L—} , ou de
production, {[(E € )'1— 1] [v/V + F'/F'];;
' 2

cyy
iii) la tarification non marginale [YP/YP - Y;/Yc];

\

iv) 1'&cart par rapport i 1'équilibre de long terme [F/F - F'/F'] pour la

fonction de cofit et (2 ecy )"1 [F/F - F'/F'] pour la fonction de pro-
2 2

duction.

I11.6. Capacité et prix implicite (Berndt et Fuss, 1981)

On définit le taux d'utilisation de la capacité de production

d'une firme comme.étanf :
(114) u = y/y?

ol u est le taux d'utilisation;
y est la production;

y? est la capacité de production.

Siu<1(>1), alorsy < (>) yO et la firme est 3 gauche (3 droite) du

minimum de la courbe de cofit moyen 3 court terme.
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Si on définit les rendements d'échelle & court terme comme le
ratio de la variation en pourcentage de 1'output et de la variation en
pdurcentage de chaque input variable en fixant tous les inputs quasi-fixes,
alors quand u < 1, la firme bénéfiera de rendements croissants, et quand

u > 1, la firme sera dans une zone de rendements décroissants.

Considérons qu'il n'y a qu'un séul input quasi-fixe,de prix wk;
définissons qk E Z/Wk, le ratio du prix implicite des services de 1'input
 quasi-fixe et du prix de marché des services de cet input. Siu >1, 1la
‘fifme se trouve dans ﬁne zone oll le colt moyen s'accroit avec la produc-
fioﬁ (dﬁ aux rendements décroissants). La firme abaisserait son cofit

" moyen podr la période en augmentant d'une unité son stock de capitél.
‘Cépendant 11 n'est pas certain qu'elle investisse, soit qu'elle s'attende
d un renversement de situation, soit qu'une contrainte 1'empé§he de le
faire. Dans ce dernier cas, la valeur implicite du capital, c'est-i-dire
sa valeur pour la firme, sera supérieure au prix du marché du capital.

-On aura q > 1,

Lorsque les prix anticip&s sont constants, si u < 1, alors
b

q < 1 car la firme n'a aucun. intér@t 2 accroftre son stock de capital;

quand u = 1 alors q = 1.

Berndt et Fuss (1981) utilisent le q de Tobin pour mesurer g .
Le q de Tobin refléte»le prix de rachat du capital (en bourse) et non le
colt d'utilisation du capital pour une périqde. Cependant Tobin-Brainard
(1976) reﬁarquent que lorsque le flux de revenu est constant, q, peut 8tre
défini comme le ratio de 1'efficacité marginalekdu capital et du taux d'es-

compte de la firme. Dans ce cas, Z=q - W .
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IV - THEORIE DES NOMBRES-INDICES ET PROGRES TECHNIQUE

Contrairement 3 1'approche précédente qui définit dés le début
le progrés technique et qui se sert de la théorie de la production, par
la suite, pour préciser sa mesure de la productivité totale des facteurs,
la théorie des nombres-indices a, comme point de départ, la théorie de la

production. Pour elle, la mesure du progrds technique est le résultat.

Selon les hypothéses faites sur la fonction de production, ou
Sur la fonction de cofit, on peut définir (ou justifier) diverses formula-
tions du progrés technique. Dans la littérature, les diverses hypothéses
retenues sont, en général, la séparabilifé additive de la fonction de pro-
duction entreyles inputs et les outputs, la constance des rendements d'é-

chelle et la neutralité@ du progrés technique.

Dans ce chapitre, nous appliquerons la théorie des nombres-
indices & trois formulations possibles de la technologie d'une firme, soit

la fonction de production, la fonction de cofit et la fonction de distance.

Avant de passer a 1'étude des différents indices proposés, nous
définirons certaine expressions souvent utilisées dans la théorie des
nombres-indices. Puis, nous &noncerons et prouverons ce qu'il est conve-

nu d'appeler 1'identité quadratique.
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IV.1. Quelques définitions

Définition 1 : Porme flexible (Diewert, 1976)

Une forme fonctionnelle est dite flexible si elle fournit une
approximation du second ordre 3 une fonction quelconque, linéairement ho-

mogéne, deux fois différentiable.

Définition 2 : Nombre-indice exact et superlatif (Diewert, 1976)

Un nombre-indice est dit superlatif s'il est consistant avec
~une forme fonctionnelle flexible. Si la fonction est quadratique, alors

" 1la forme fonctionnelle est exacte et le nombre-indice est aussi exact.

Définition 3 : Identité quadratique (Diewert, 1976)

Si on consid&re une fonction quadratique que 1'on peut &crire
sous forme matricielle :
(115) D =ag vt LT At

ol T est 1'opérateur de transposition;

t est le temps.

Alors, pour t = 0 et t = 1, on a 1'identité suivante :
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ag + alzl + %—le Azl - ay - alz0 - %—on az0

(116) £ (z1)-£(z2%)

(117) al 21 - 207 + %-le A[z! - 20] + %—zOT A[zY - 20]

u

(118) —é— [a + Azl + a + Az0]T [21 - 20]

(119) £(z!) - £(z0) = % IV £(z)) + 7 £z9]7 [2! - 20]

L'équation (119) est 1'identité quadratique. L'égalité tient
pour une fonction de degré deux. Pour des fonctions de degré supérieur i
deux, il s'agit.d'une approximation. Ce résultat servira lors de démons-
trations ultérieures.

IV.2. Mesure du progrés technique et fonction
de production (Diewert, 1976)

Selon lés hypothéses que 1'on fait sur les fonctions de produc-
tion, la théorie des nombres-indices donnera des mesures différentes,
éventuellement, du progrés technique. Il n'est pas question ici de faire
une liste exhaustive de ces mesures. Nous ne croyohs pas que cela soit
trés utile, 3 supposer que cela soit.possible, le but de ce travail tenant
plus du survol qué du répertoire. Nous illustrerons donc, & 1'aide d'un
cas simple comment mesurer le progrés technique 3 1'aide de 1la théorie
des nombres-indices dans le cas de la fonction de production. L'ensemble
des possibilités.de production s'&crit, s'il est séparable de fagon addi-

tive entre ses inputs et ses outputs
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(120) Fiy', x%) = h(x%) - go®) = 0

ol h(xt) est la fonction de production;
g(yt) est la fonction donnant les besoins en facteurs pour assurer la

production des y.

On a P le vecteur des prix des outputs, tous positifs (P >> 0);

W le vecteur des prix des inputs, tous positifs (W >> 0).

On fait 1'hypoth&se que x et y¥ sont les solutions, au temps 0,

du probléme de maximisation du profit suivant :

azn e Ty w7 ) = R = 60, ¥)
¥,X

S§'il y a progreés fechnique'entre les-périodes 0 et 1 et que ce progrés a
pour ‘conséquence un déplacement baralléle des courbes isoquantes de la
fonction de production, alors on a g(y) =(1+7) h(x). SitT >0 (<:0),
ily a érbgrés technique (régression technique). On fait 1'hypothése que

x! et yl sont les solutions, au temps 1, du probléme :

(122) . Max {plT-- y - W gy =) h(x)}
x,y

On a doné

(123) gy!) = (1 + 1) h(x!)

et g% = h(x)
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Le progrés technique est donné par

(124) (1+1) = C 1)/'(f°
h(x1)/h(x%)

et il est obtenu une fois que 1'on connatt gy /g(y%) et h(x!)/h(x9),

c'est-d-dire que 1'on connatt 1'indice de quantités des outputs et des

inputs.
IV.2.1. Indice de quantité des outputs
(Diewert, 1976)
On associe 3 g(yt) une fonction translog
M ' M M
(125) 2 g(y®) =ap + I a_ n y; +-%- Iz c, nylon yi
m=1 j=1 k=1 J J
M M :
oo I a =1; C,,=C,.; L C.. =0 ; pour j =1, ..., M
m=1 ™ jk kj k=1 jk v

de fagon & avoir une fonction lin&airement homogéne.
.t : .
Siy est la solution de
: . t tT
(126) Min {g(y )Py =yt vt oy oM}
y . .
On a, comme condition de premier ordre

(127) : | Vg(y) = AP

Puisque g(y) est linéairement homogéne, on a, par le théoréme d'Euler :
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(128) yT Vg(y) = g(y)
donc

Vey) _ P
(129) g(y) T

Py

D'autre part, on a 1'identité quadratique
(130) £(z1) - £(z0) = £ [VE(z]) + VE0)]T (2} - 29)

On relie cette identité avec la fonction translog de g(y) en faisant les

transformations de variables suivantes :

131) £(z%) = n gy")
- t t
(132) z = fn Y

(133)
9z 9 &n y;
t, yt
’ m gy
et
(135) oveeh =y B
gly )

-~

ol y est la matrice diagonale formée des &léments de y.
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L'identité quadratique devient :

~ v ) Q
(136) 2n g(yl) - %n g(y()) = -;—[)"1 .Y&(l_)_ - )"0 zg_(L)_] . [2n y.1 - fn y.O]
giy?) g(y?)

On incorpore 1'&quation (129) dans cette identité

‘ Jlpl  o0po
(137) fn g(y!) - & g(y?) = %[LTP + ITP ] [2n y! - 2n yO]
yl'pl  y0Tpo
M 1pl OPO 1
1 y y Y
(138) gnE_(L)—%z mm o ‘mm [, [m
0 - 1pl 0p0 0
gy”) m=1 f‘ Yofm % YoPn Y
1pl 1pl Op0 0po0 1 0
) M y% ;/z[ympm/i yum * yum/g yum] M y; 1/Z[Sm * Sm]
(139) B ) _ g |m =1n |- B
gy®  m=l [yl m=1 [y2

-~

oil S% (Sg) représente la part de 1'output m dans les revenus associés 3

vy (y9).

IV.2.2. Indice de quantité des inputs
(Diewert, 1976)

La démarche pour estimér h(x!)/h(x%) est en tout point identi-
que 3 celle de g(y!)/g(y%). On commence par associer une fonction trans-
log a h(xt) qui respecte les mémes contraintes quant aux paramétres de

fagon 3 avoir une fonction lin&airement homogéne.

xt est la solution Max {h(x) : tht = Xt, X >> ON}' Les condi-

X
tions de premier ordre et 1'homogénéité de degré un nous donnent :
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Vh(x") _ Yh(x“)
xt Yh(xY)  hx5)

t
W

(140) rard
Wx

En se servant de 1'identité quadratique, on a :

) 1
(141) o R =-%
. h(XO)
Finalement
171/72[RE + RY]
hex!) _ N [ %N noom
(142) = I |=

C11 ~0y0 1 1
xW_, XN R,n2(——=-1—[R1+R°]£n-x—-
wilel  woTyo 0] 2 0

oll Ré (Rg) représente la part de 1'input n dans les cofits associés &

x1 (XO).

IV.2.3. Progrés technique

Dans le cas ol F(yt, xt) est additivement séparable entre inputs

et outputs, Qﬁ h(xt) et g(yt) sont des fonctions translog linéairement

homogénes, oll le producteur maximise ses profits, et oll le progrés techni-

que est neutre, alors le progrés technique que nous avions défini comme

étant

(143) S+ T) (G -{Va)
h(x!)/h(x°)

peut s'écrire
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M 1/2[s1 +5s9]
Ilylyty o mm
m=1
N ~1/2[R1 +RO]
T [x;/xg] n Rn
n=1 : . .

(144) (1 +1) =

Cette formule fut utilisée par Griliches et Jorgenson (1972)
pour mesurer le progrés technique. La théorie des nombres-indices n'a
servi qu'a préciser quelles contraintes on pouvait imposer & 1l'ensemble

des possibilités de productioh pour que cette mesure soit justifiable.

I1 faut noter ceﬁendant que ces conditions sont suffisantes
mais non nécessaires. Caves et Christensen (1980) ont obtenu le m@me
résultat avec un ensemble de possibilités de production non séparable.
Plus tard, Caves, Christensen et Dieﬁert (1982) ont aussi obtenu le héme
résultat én se servant des indices de Malmquist. NousAreprendrons, d'ail-
leurs, plus tard, le cas des indices de Malmquist. |

IV.3. Mesure du progrés technique et fonction
. de_cot (Diewert, 1981)

IV.3.1. Quelques propriétés de la fonction
. de cofit (Diewert, 1981, pp. 21-23)

La fonction de cofit que nous considérerons est la suivante :

(145) . CCW, y, k, t) = Min W - x : (v, x, k) € St}
. ' 'S .

oi W= (W, ..., WJ) >> 0 est le vecteur positif des prix des facteurs |
variables; : _ z

X = (X9, -.s) xJ) > 0 est le vecteur non négatif des facteurs variables;




-43-

k = (ky, ..., kN) 2> 0 est le vecteur non négatif des facteurs fixes
dont les prix sont r = (r;, ..., rN) >> 0;
Y Z (Y1 o0es YI) > 0 est le vecteur non négatif des outputs dont les

prix sont P = (P, ..., PI);

s est 1'ensemble des possibilités de production au temps t.

- Si St est un sous-ensemble fermé non vide de l'orthant non négatif dans
un espace euclidien de dimension (I +J + N), alors C est une fonction

non négative, concave et lin€airement homog8ne en W pour y, k et t fixés.

. ot s g \ . e ‘ P .
- 81 S a la propriété de "libre disposition', alors C sera non décrois-

sant ‘en ‘W pour y,'k et t fixés, non croissant en k pour W, y et t fixés.

. .
.- 81 §~ est un ensemble convexe, alors C sera une fonction convexe en y

et k pour W et t fixés.

-'si.st est un cBne_(c'est-a-dire rendements d'échelle constants), alors

C sera lin€airement homogéne en y et k pour W et t fixés.

-"5i'S% a toutes les propriétés mentionnées auparavant, alors la fonction
de cofit variable C(W, y, k, t) définit complétement st (Gorman (1968);

Diewert (1973); Lau (1976); et McFadden (1978)).

- 8i C est différentiable par rapport au vecteur W, alors on a (lemme de

Shephard) : .

ey  xF=vewt, &5yt o
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- Si C est différentiable par rapport aux vecteurs y et k, on a (Diewert

(1974), (1981)) :

(147)

o~
|

= Vyc(wt: kt’ yt: t)

t

(148) r AR

t
-VkC(W » k

IV.3.2. Progrés technique (Diewert, 1981)

Dans tout ce qui suit, on fait 1'hypothése que Kt varie libre-

ment durant la période t.

On associe 3 C( ) une fonction de cofit variable translog :

' J J -
(149) fnc(W:, y5, K, ) Zap+ I o, WP+ X o tn Wt aawt
- iy 73 2.2, Tin j k
j=1 j=1
I . I I
t 1 t t
+ L B, %y, +5 L I B, ny  ny
=1 i i 2 j=1 h=1 ih i h
N ' L N M
+ Iy n ki o+ %- I Iy _fnkln k;
=1 ° ~ n=1 m=1
B J
1 o t t
+8,t +=8ppt2+ I I €.. 8%y, inw,
* 9 00
2 =1 j=1 T2 )
I N |
+ I I vy, fny®gnkt
i=1p=1 47t T
I N I
+ I I ¢.n an WS 2n kﬁ + L p; 2n yz o
j=1 n=1 7 J i=1 ,
J . N . :
+ I Y, n W, -t+ I £ fnk t
j=1 =3 B M
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ou jn = % Pin T Bni’ Yam = Ymn
J J I
avec I o, =1, I Osyp = Opour j=12J, 2 €5 = Opour j=143aJ,
j=1 J k=1 i=1
N J
I ¢, =0pour j=13aJ, I ¢.=0
n=1 7 j=1

En procédant comme dans la section (IV.2.) et en se servant de
1'identité quadratique, on obtient en faisant 1'hypoth&se que le progrés

technique survient durant les périodes t et t* :

. *
(150) %n cWt, ¥y, kb, ) - 2noct, v, KT,
J r t t t t* t* t* . Wt
21 tddnCW ',y , k', t) t* 9 nCW ,y , k , t% j
=7 .Y W *+ W W tn =+
j=1 L ] j J W
J
1T t ot .t tr tx tr 7yt
1 . t3af&nCW, vy, k', t) t* 9 nCW ,y , k , t% i
+ = I +y. n
2 .” i dy i dy. t*
i=] L i i S A
| N r t t t t* t* t . kt
+ 1 5 kt dnCW, vy, k, t) + kt* d&nCW ,y ,k , t¥% 2n -2
S R L 3k n 3k t*
n=1 L n : n - k
n
t t t ' t* t* t
Jlfatnco’, yo x5 o ammert, yU, KL 9] (p L e
2 Bt at

. Si on définit le progrés technique comme &tant

Tt £ 9 n C(WF,‘yF, k?,}t)/at, c'est-d-dire la variation en pourcentage
dans la fonction de cofit qui ne peut 8tre expliquée par des variations

dans les quantités d'outputs ou de facteurs ou par des variations dans
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les quantités d'outputs ou de facteurs ou par des variations dans les
prix des facteurs, alors, advenant un progrés technique, on aura Tt < 0.
Si le progrés technique intervient durant les périodes t=1 et t* = 0

alors, compte tenu de (146), (147) et (148), (150) devient :

(151)  fn c(w!, yl, k1, 1) - #n cw?, y°, k9, 0)

1

Y wl ;I yl
=3 I [Wixi+ Wix31 n L+ = I [ylp! + y?P?] #n =
2 .-, 2 .° ii i1 0

Jj=1 wo —1 Y
j i
. N k)
5 L [klrl + k°r°] fn = - —-[Tl + 10]
n=1 kg

Si on incorpore 1'identité th . xt o= C(Wt, yt, kt, t), on obtient aprés

quelques réarrangements &vidents : 11 7o1e] 1 010 /010
wiTal N [kl 1/2lxgka/rikt + rpkp /00
w0 Tx0

= 0
(152) elTHT0V2 il -
3w 1/2[w1 1/w1 x1+ng°/w° Tyo; 1 [y /2[P1y1/1>1 1+gioyg/P°;}
0 nl=x
‘o 0 : o 0
i=l wj . | i=l Y5

T /3 [w]/2t] :
Le terme |1-X m|-L est 1'indice implicite de TYrnquist des
woT 1| wo ?
1| o _
J '3

quantités des inputs variables (Cf. Diewert (1976)). Ainsi, la mesure
du progrés technique est €gale & 1'indice implicite des quantités de fac-
teurs variables multiplié par un indice de quantité des facteurs fixes,

divisé par un indice de quantité des outputs.
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Si le cOté droit de 1'équation est inférieur i un, c'est-d-dire
. 1
si 1'output croit plus rapidement que les facteurs alors 3 (t! + 10) < 0

et il y a progrés technique. Remarquons également que si les facteurs fi-

Xxes ne varient pas de t = 03 t = 1, alors

. N k!l 1/2[°]
n
(153) k!=k0 et 1 |2
n n n=1 kg

et l'indice obtenu est le rapport de 1'indice implicite de quantité des

facteurs variables sur 1'indice de quantité des outputs.

IV.4. Mesure du progr8s technique et indices de
Malmquist (Caves, Christensen et Diewert,
1982) : utilisation d'une fonction de distance

On peut envisager le progrés technique sous deux angles. On
peut considérer le progrés technique comme &tant le changement dans 1le
maximum d'outputs que 1'on obtient avec un certain niveau d'inputs, ou
alors on peut considéfer le progrés technique comme étant le changement
dans le minimum d'inputs que 1'on utilise pour obtenir un certain niveau
d'outputs. Selon que 1'on utilise une notion ou 1'autre, on obtiendra
1'indice de progrés technique basé sur 1'output dans le premier cas ou
1'indice" de: progrds technique basé sur 1'input dans le second. Les deux
indices différent par un facteur qui refl&te 'les rendements d'échelle

(Caves, Christensen et Swanson, 1981).

IV.4.1. Rendements d'écheile

On considére un accroissement proportionnel de tous les inputs,

t

t ‘ . com
X, par un facteur A. On a ut(yt, X", A), le facteur de proportionnalité
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par lequel les outputs, yt, doivent &tre augmentés pour demeurer sur la

frontiére de production; ut( ) est la solution de

(154) Axp=gt@t ¥t axh

ol gt est la fonction de besoin du facteur x; et ;t = (xg, xg, cees x;).

Le degré des rendements d'échelle est donné par aut( )/oA = et :

si € > 1 alors les rendements d'échelle seront croissants;

1 alors les rendements d'échelle seront constants;

si €

si € <1 alors les rendements d'échelle seront décroissants.
Si on définit la fonction de distance des outputs comme &tant
(155) af0%, B = min {6 5 gR0/s, 1 = af)
S B

t . . . - 2 PO
alors u~ est 1l'inverse de la fonction de distance de 1'output &évaluée 3 j

t
(yt, X » A). Donc

t t
(156) ' €t = QU(Y 5AX 2 A) = VA d(yt,7A xt)'l

Pour trouver e‘, on commence par prendre la différentielle totale de

g(uyt, A §t) =;A”x§; dans le cas d'un output et de deux inputs

TR Ll S T e

(157) .ugydy + ye, du + A.g§ dx + xgx dA = X dx; + x; dX

Pour obtenir du/3dA, on pose.dy'#’dX1 ¥”d§ = 0. On obtient
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(158) | | Yg, du + xgy dX = x; dX

qu'on réécrit sous la forme

~ = T
(159) Ye, du = [x, - xg;] dA = x g, dA
d'oli
' du _ X
(160) AT
y

‘Dans le cas de plusieurs outputsket de plusieurs inputs, on a (en omettant

SO

les signes indiquant la transposition des vecteurs)

.

P L2

dA y - Vy g(x, y)

Pour relier les fendements d'échelle i la fonction de distance, on diffé-
rencie totalement g(y/$, A;)’é Ax) et onposedy =dA=0et A =1. Il
s'ensuit :

-1

T B ) : Vs g(x, )

v Ty V. g X
Yy Vy gx, y) vy y g(X, y)

(162) v od(x, y) =-
Les rendements d'échelle sont donc

._(;§3) ' o E=-X" Vx d(x, y)
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IV.4.2. Indice de progrés technique basé sur 1l'output

On définit 1'indice de progr&s technique basé sur 1'output au

temps t = 0 comme &tant:

|
Q.
(=)
~
<
—
-
”
—
~—

d0(yl, x1)/d%(y?, x0) =

(164) mO(x!, x%, yl, yO)

A
bed
-

(165) min {6 : g0(yl/s, x1) <

S

Ainsi m® est le plus petit facteur de déflation de 1'output tel que le
vecteur d'output déflaté au temps 1, yl/m®, et le vecteur d'input, x1,
soient sur la frontidre de production du temps 0. Si la productivité

est plus grande au temps 1 qu'au temps 0, alors md > 1.

Avec le temps t = 1 comme période de base, on a

(166)  ml(x!, x0, y!, y0) = 1/d1(x?, ¥%)

(167) = 1/min {6 : gly%/8, x%) < xg}
& , ‘
(168) Z  max {p : glip y%, x0) < x?}

P

m! est le plus grand facteur d'inflation de 1'output tel que le vecteur
d'output augmenté au temps 0, m! y0, et le vecteur d'input, x?, soient
sur la frontigre de production au temps t. Sila productivité est plus

grande au temps 1 qu'au temps 0, alors m! > 1.
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(158) ygy du + xgx dA = x; dA

qu'on réécrit sous la forme

(159) ve, du =[x, - Xg;] A =x' g d
d'ol
XTg
o du _ X
(160) D Tg
Y By

Dans le cas de plusieurs outputs et de plusieurs inputs, on a (en omettant

les signes indiquant la transposition des vecteurs)

du _ X * Vx g(x, y)
Ay -V og(x, y)

(161)

[« %)

y

Pour relier les rendements d'échelle d& la fonction de distance, on diffé-
rencie totalement g(y/§, A;) =)Ax; et onposedy =di=0et A=1. Il
s'ensuit :

-1

v, elx, )
1 ~
7 Vs g(x, )

- V = .Y =
y Yy g(x, y) vy y g(X, y)

(162)  V_d(x, y) =
Les rendements d'échelle sont donc

(163) - o e=-x -V d(x,y)
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I1V.4.2. Indice de progrés technique basé sur 1'output

On définit 1'indice de progr&s technique bas& sur 1'output au

temps t = 0 comme &tant

do(y!, x1)/d%(y%, x%) =

|
o
o
—~

<
—

Fed
N

| —

(164) mwd(x!, x0, y!, y0)

min {6 : g0(y1/8, x1)
$

(165)

IA
bod
fant ot
N

Ainsi m® est le plus petit facteur de déflation de 1'output tel que le
vecteur d'output déflaté au temps 1, y!/m0, et le vecteur d'input, x!,
soient sur la frontidre de production du temps 0. Si la productivité

est plus grande auktemps 1 qu'au temps 0, alors md > 1.

Avec le temps t = 1 comme période de base, on a

(166)  mi(x!, x0, y!, y%) = 1/d1(x?, ¥°)

F R

(167) 1/min {6 : gl(y9/8, x9)
6 .

A
4
o
-

%)

bo ]

(168) max {o : glp y9,

p

IA
4
—0
Ve

m! est le plus grand facteur d'inflation de 1'output tel que le vecteur
d'output augmenté& au temps 0, m! y0, et le vecteur d'input, x0, soient
sur la frontidre de production au temps t. Sila productivité est plus

grande au temps'l qu'au temps 0, alors m! > 1,
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A moins de connaftre g!( ) ou g%( ), on ne peut estimer ni m( ),

ni mi().

Cependant, en associant une forme fonctionnelle et en faisant

certaines hypothéses sur le comportement du producteur, il est possible

de calculer la moyenne géométrique des deux indices m! et m® uniquement

i partir d'observations sur les quantités et sur les prix.

L'indice du progrés technique est donc

1

(169) 2n m(x!, x0, y!, y0) = 5 n mO(x!,
D'aprés (164) et (165), on a
| dot,
(170) f&n m(x!, x9, y!, yO) =:§-ln —_—
do(y?,
(171) =2 [tn (2, x1) - 20 &(?,

1
xo, yl, yo) + ‘2-2:1'1 ml(xls xO: yl’ ),0)

xly  alg?, X
+ n ——m
x0) dl(y?, x9)

x0)] + = [2n dl(y!, x1) - fn d1(y?, x9)]

En appliquant 1'identité quadratique, on obtient :

' 1 w0 ul w0y o L
(172) n mGxt, X0, y1, ¥0) = 5 [V

2n d(y%, x%)

+V n dl(yl, x1)] [Qn“yl - %n YO] + %'[vlnx n do(yo, x9)

ny

+V,  On al(y!, x1J] [#n x! - 2n x0]

n

Ce résultat s'applique si les fonctions de distance au temps 1 et au -

ordre identiques (cf. Caves, Christensen et Diewert, 1982, p. 1404).
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Pour préciser 1'équation (172), il faut faire certaines hypo-
th&ses sur le comportement du producteur. Il faut supposer que le pro-
ducteur maximise ses revenus pour un niveau d'inputs donné, qu'il minimise

ses cofits pour un niveau d'outputs donné, et qu'il maximise ses profits.
La maximisation des profits s'écrit :

(173) Max {P -y : gy, ;) s xl}
y

Les conditions de premier ordre sont données par :

-
—

(174) P=) - vy gy, x

En pré-multipliant (174) par y et en isolant A, on a (toujours en omet-

tant les signes de transposition)

. P . y
(175) y * Vy gy,

»
~—

On incorpore (175) dans (174) et on obtient; aprés réarrangement :

p v, gy, X)
(176) Py - y v R3] V d(y, x)

La relation Vy gly, x)/y - Vy gly, x) = Vy d(y, x) s'obtient en différen- ;

i
3
%
4,
:
i

ciant totalement g(y/S, x) - x; = 0 et en posant dx = 0.
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L'hypothé&se de minimisation des colts s'écrit

(177) Min{w cx:gly, x)§ xyp= Min {ﬁ DR WK gy, XS xl}
X X

(178) = Min {ﬁ cx + Wy gy, i)}
' X
Les conditions de premier ordre sont

(179) W+ Wy Yy g0y, x) =0

On hﬁltiplie les deux membres de gauche par X

(180) Wex=-W - x- Vel 3
On ajoute Wi X3
(181) W §+w1x1=w1x'1-w-1--i-v;(g(y,i)éw-x
Donc :
(182) W Wy Vs gly, X) o Vsl x)
WX Wxp - Wy X V3ol % X, - X - Vg 80y, X)
Wy W Wy v, %
(183) L ) "1 . x~g(y, X)
o
(184) - 1 ~1 _ _ 1 - 1 .
| x|l x- X% 20 X |-V5 8y, X)
;M by -V, el BTy g(y, X)
(185) —— . |=1 - x 00 7
X Lw_ x -X Vi’( g(y,;?(ﬂ ly - Vy gy, X)J
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En se servant des équations (160}, (161) et (163), on a :

(186) Tx s =-€ -V (y, x)
W
d'ol
V. d e |
(187) < 40y, X) =y x .

Les implications des deux hypothéses faites plus haut sont données par

" les &quations (176) et (187). On les inco

technique comme suit. On a :

6,y
X)

(188) v mﬁf.ﬁ=%fy. —L—
d'(y, x)

ny

Comme, par définition, dt(yt, xt) = 1, on obtient :

t,.t t t A
(189) Vg M AG XD =9, d ot 5y

(190) , | T o= ﬁj?ﬁ;! en vertu de (176).

On a aussi :

t

(191) v on dt( to oty t, t _t P t
nx . Yy » X ) Vx d (Y » X ) —_—e=V_d (yt xt : xt
R LGP P
(192 2 S |
) : .= —x € en vertu ge‘(187).

west

rpore dans la mesure du progrés
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On incorpore les équations (190) et (192) dans la mesure du progrés techni-

que donné par 1'équation (172)

p0y0 plyl
1 0 ¢l 0 1 i’3 i'i 1 0
(193) & m(x!, xY, y!, ¥¥) = E-Z + fn y: - &n y.]
i|z poy0 g plyl 1 1
j J°) j J )
1 ngg 0 'W%xl gl
-5 + f2n x! - %n xé]
n|Zwx% I wlx! n n
L, mm o
|
- 1
ply? plyl
(194) =L 22 [M y; - n Y‘-’]
S ilzp%y? goplyl 1 1
j J J j J°)
- -
| W e e
R + [R.n xll1 - &n xg]
n|zZwdx0 I wlxl
n mnm- m mm
| Wi%h
Pl |-+ ———(1-¢}) [ ;-xng]
n{I wox0 T wixl
m minm
m | n

En mettant 1'équation (194) sous forme exponentielle, on obtient 1'indice
du progrés technique qui est le rapport de 1'indice de 1'output de T¥rnqvist
sur 1'1nd1ce des inputs de Tdrnqv1st ce rapport &tant multiplié par un

facteur d'echelle qu1 est 1'1nd1ce des 1nputs de TUrnqv1st mu1t1p11e par

un coefficient egale i 1 moins les rendements d'echelle
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Rendements d'échelle

Si on a des rendements d'échelle constants, alors € = 1 et 1'in-
dice du progr®s technique se résume aux deux premiéres lignes de (194),

soit le rapport de 1'indice des outputs sur 1'indice des inputs.

Si on a des rendements décroissants, alors € < 1 et on peut es-

timer € en faisant 1'hypoth&se de maximisation des profits qui s'écrit

(195) Max (P -y - W - X - Wix; : g(X, ¥) < xj) =Max (P - y - Wex-W-gly
)’,X1,i y’i ‘ ‘

Les conditions de premiér ordre nous donnent

(196) S P=W -V ey, X)

AVéc l'hypothésé de maiimisation du revenu, on avait
(197) .' CP=A Vg0, x)

Donc

- (198) . W= A

De plus, en se servant a nouveau des hypotheses de max1m15at10n du revenu

et de m1n1m15at10n des coﬁts (Cf (174), (181)), on a

(199) R S SRS
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Donc, avec A = W, on obtient

-1 _P -y
(200) S "

et la mesure du progrés technique peut s'obtenir & partir d'informations

sur les prix et les quantités.

Si on a des rendements croissants, alors € > 1 et il n'y a pas

de solution 3 la maximisation du profit. On ne peut utiliser les cofits

. et - revenus. observés pour calculer €. Pour obtenir 1'indice du progrés

technique, il faut connaitre €.

IV.4.3. Indice du progrés technique basé sur 1'input

Dans le cas de 1'indice du progrés technique basé sur iiinput,

la fonction de distance est
(201) p*or", <) = Max {5 ¢ FRGL x/0) > n}
8

L'indice de progrés technique basé€ sur 1'input au temps t = 1 est

: 1¢,,0 0
(202) Ml(xl, XO’ yl, YO) = ML:.__X_)_= Dl(yo’ xO)

Dl(y!, x1)
(203) ' = Max {6 : F1(y%, x9/8) > y?}
, 5 .

Au temps t = 0, on a
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0(y0. xO
(204) MO(x!, x0, yl, y0y= 20y, x) 1
DO(yl, xl) DO(yl’ xl)

(205) 1/Max {6 : Fliyl, x1/6) > yi}
6 .

Min {o : FO(yl,px1) > Y{}
p

(206)

Si la productivité est plus grande au temps t = 1 qu'au temps t = 0, alors
MO et M! sont supérieurs i un. Pour les mémes raisons que précédemment,
on définit 1'indice du progr&s technique comme la moyenne géométrique de

MO et ML,
» 1 1
(207) &n M(xY, X9, ¥, y0) =5 M(xD, X0, y1, y0) + 5 4n MO(x!, X0, y1, ¥0)

Avec des développements similaires au cas de 1'indice basé sur 1'output,

on arrive a

[ p0y0  plyl
(208) 2n M(x!, x0, yl, y0) = %- z D SR - . | [2n yl - fn y?]
i |z POy0 I plyl 1 1
Y1255 205
| j i
W00 Wizl | o .
- l.z nn ,_nn 2n x! - n xo] :
2 n|Z wix0 gz wixl| L n . n ‘ B
mm
m m
POy0 plyl
PR ) ik Sy SO D L S 1) [zn y! - &n y?]
25|z poy0 T plyl | IR

j ) : j J7J
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Pour y arriver, on commence par définir les rendements d'échelle € = 3u/9A.
On obtient € en différenciant totalement F(uy, Ax) > yy; et en posant

dy, = dy = dx = 0. On obtient :
-1
(209) e=[y - vy D(x, y)]
Ensuite, on définit 1'indice de progrés technique comme suit :

1
tn MO (x0, x1, y0, y1) + 5 20 MI(x0, X1, yO, y1)

o=

(210) n M(x%, x1, y0, yl) =

En appliquant 1'identité quadratique et en faisant 1'hypothé&se que 1les
deux fonctions de distance ont les mémes coefficients de second ordre, on

obtient :
(211) fn M(xO, xt, 0, ¥1) = % [vy D(x!, y1) -y + ¥ DO(xO, y0) - y°]

[in y? - f&n y1]+% [Vx l?l(xl, yl) « x1 +V _DO(xl, y0) - xo] [Rm x0 - 2n xl]
En faisant l'hypothése de maximisation du revenu

(212) Max {Plyl +P.y:Fly, x) > yl} = Max {Pl F(y, x) + P - }}
y y

on obtient :

-1
' : - Pl
(213) | Vy D(y, x) =5 [~]

Y L

En faisant 1'hypothése de minimisation des cofits
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Mh{W’x: H;,n >y&

(214)
X
on obtient
(215) Vx D(y, x) =

En incorporant les &quations (213) et (215) dans 1'&quation (211), on ob-

tient, aprés quelques réarrangements :

(216)

Rendements 3 1'échelle

n M(x9, x!, yo,

Si € =

yH)

[@n yi - fn yg],

pOy0 plyl
l-lz i, 13 [%n y} - &n y?]}
2 )iz P9 1 plyl o7
PR R
- . | )
1 ngg erlx1
AL + n [én x! - &n x°]
n|ZW0x0 I wlxl n "
m m m mm
- - )
-1 i 0,0 lyl '
L e (G IR e ACO BAEEY
ijZ P.y. L P.y.
‘ E 373 j 373
\

1, 1'indice de progrés technique est le rapport de 1'in- -

dice de T8rnquist sur 1'indice des inputs de TYrnquist.
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Si € < 1, 1'hypothése de maximisation du profit nous donne
€ =P . y/W . x et 1l'indice du progrés technique se calcule @ partir

des quantités et prix observés.

Si € > 1, pour calculer 1'indice du progrés technique il faut

connaitre €.

Pour terminer, mentionnons que les indices bas&s sur 1'output
et sur l'input, représentés par les équafions (194) et (216) sont iden-
"tiques sauf en ce qui a trait aux termes représentant les rendements 3
l'ééhelle; Si on a des rendements constants, ces térmes'defienneht nuls
et les deux indices seront égaux. Sinon, ils différeront‘(Cf. Caves,

_ Christensen et Diewert, 1982, p. 1408),
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V - APPROCHE NON PARAMETRIQUE DE LA MESURE DU PROGRES TECHNIQUE

Dans cette section,nous développerons ce qu'il est convenu d'ap-
peler 1'approche non paramétrique de la mesure du progrds technique.
Cette appellation vient du fait qu'en aucun temps nous n'aurons 3 associer
a la fonction de production une forme fonctionnelle quelconque et encore
moins 3 l'estimer, pas plus que nous n'aurons 3 formuler quelques hypothg-
ses que ce soit sur la neutralité du progr@s technique. Cette approche

a &té développée initialement par Farrell (1957), puis a &t& reprise par

Afriat (1972), Diewert et Parkan (1979), et Diewert (1981), entre autres.

Cette mesure a en commun avec 1'estimation &conométrique du pro-
grés technique et les théories des nombres indices que le progrés techni-
que est pergu commé étant le déplacement de la fonction de production ou
de la fonction de colit. Cette définition €tant donnée; il nous reste 3

définir la fonction de production ou de cofit.

V.1l. Fonction de production

V.1.1. Cas de 1'output unique (Diewert et Parkan, 1979)

On a xt = (x}, xg, Py xj) > OJ, le vecteur non négatif des

inputs au temps t, et yt > 0, la quantité d'output que la firme produit

3 partir du vecteur des inputs xt. On a de plus, une série de T obser-

.

vations sur les inputs et l'output,'{x{, X3, ..., x;; y?} pour j=1, ..., T.

A partir de ces T observations, on définit 1'ensemble convexe de '"libre

disposition'" des inputs comme &tant (Afriat, 1972; p. 572) :
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t oL J .
@7 s, 2, D 2hexy TG, W 20 1M =y

et, pour chaque x € S(x), on définit une fonction de production continue,

non décroissante et concave, f(x), (Afriat, 1972, p. 571) :

¢ t t t J
(218) £7(x) =Max ¢ I A yo: oz AW <x; I AMo=1; a1,
N S | j=1 j=1
avec t =1, s, T
t t i
(219) ' =Max ¢ I A y) : x € S(x)}° avec t = 1, , T
AL, ..., A (5=l

Pour chaque t et x, il y a un programme linéaire représenté par 1l'&quation
(219). On peut illustrer graphiquement 1'ensemble s(x!, ..., xJ) dans le
‘cas ol xifest composé de deux facteurs, c'est-d-dire xj = (x{, xg). Dans
. Dans ce cas, on peut représenter, par un graphique, les J observations :

N

Xzﬁ

0 . X3

’Pour une fonction de production continue, non décroissante mais pas né-
cessairement concave, on aurait :

£t (x) = Max {yt : xb e S(x)} (cf. Afriat, 1972, p. 570).

t
y
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A partir de 1'équation (217), on voit que, pour un niveau de
production constant ;} s(x!, ..., xJ) est formé de tous les points de

1'espace hachuré du graphique suivant dont la fronti&re constitue une

approximation intérieure de 1l'isoquante y = y.

A

X2

L'équation (217) ne fait que rassembler 1l'ensemble des combinaisons de
facteurs Qui permettent les divers niveaux de production observés. Notons
que ceci est fait 3 partir de donnges existantes et que c'est 1'hypothése
de convexité de S(x!, ..., xJ) qui permet de passer de données discrétes
3 un ensemble continu. Mais, par définition, S(x!, ...,‘xJ) n'est qu'une
approximation intérieure du véritable ensemble de libre disposition des

inputs.

S'il n'y a pas de régression technique, alors ft(X) 2 ft(x)

pour x 2 OJ, si t > r. Une mesure du progrés technique sera donnée par :

: ft xt-—"l
(220) . S

£2 o )

Gt e S SRR S

R i
LB iy e
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Mais cette mesure n'est valide que si les variables observées sont con-
sistantes avec le progrés technique. Diewert et Parkan (1979) ont déve-
loppé des tests non statistiques qui permettent de vérifier cette consis-

tance.

Test 1 : Diewert et Parkan (1979)

Si yt = ft(xt) pour t =1, 2, ..., T, alors les variables obser-
vées, ((xt, yt) pour t =1, ..., T), sont consistantes avec 1'hypothése
d'efficacité et avec 1'hypoth&se de non-régression technique pour la fa-
mille de fonction de production, ft(xt) pour t =1, ..., T, oll ft(xt) est
une’fonction continue, non décrbissante et concave sur le domaine

t
s(xl, ..., x).

Si yt < ft(xt) pour quelque t que ce soit, alors les données ne

sont pas consistantes.

Test 2 : Diewert et Parkan (1979)

Si on fait 1'hypoth&se que la fonction de production est linéai-
: t
rement homogéne, alors il suffit de laisser tomber la contrainte r at=1
, j=1
des &quations (217) et (218) dans le test 1.
Les tests peuvent 8tre interprétés comme suit. L'équation (217)
forme un espace convexe pour les t premidres observations des variables

t t ‘;-. s v - ) »
(x', y). Les tests vérifient si les données se situent ou non sur la

frontidre de 1'ensemble. Puisqu'il n'y a pas de régression technique,
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par hypoth&se, alors chacune des t premi&res observations doivent &tre
sur la fronti&re de la période t, st = {(«F, yt) :y 20, xesx!, ..., xt),

y ft(x)}, et si 1'hypothése d'efficacité s'applique, alors yt = ft(xt).

Ces tests générent une séquence de fonctions de production et,
quand les données passent le (ou les) test(s) avec succés, les fonctions
de production correspondantes servent 3 mesurer les déplacements de la

fonction de production dans le temps.

V.1.2. Cas d'outputs multiples (Diewert et Parkan, 1979)

La généralisation du cas d'output unique au cas d'outputs multi-
ples est éssez simple. Essentiellement, la différence se situe au niveau
de la fonction de production qui s'écrit y; = f(-;, x) au lieu de y = f(x),
" avec ; = (yzg'y3, cees yM) 2 0M-1° On retient les hypothéses de la sec-
tion précédente, soit que la fonction de production est continue, non

décroissante et concave ou linéairement homogéne.

I1 faut noter que f(-y, x) peut ne pas &tre définie pour tout

~ ~
y20 et x 20 Si les composantes de y sont trés grandes relative-

M-1 N°®

ment 4 x, il peut 8tre impossible de produire y. A 1'instar de Diewert
et Parkan (1979), nous restreindrons le domaine de f(-y, x) en excluant

~

les points (y, x) non réalisables.

On modifie la notation de la fonction de production de sorte

que y; = f(-y, x) devienne z ='f(21, ..;, zK) = f(z).




-67~

Les équations (217) et (218) deviennent :

J .. J . .
(221) s(z!, ..., zJ) = {z 12> L M2, o AV=1, Mo

J . . J .. J . .
(222) fJ(z) =z Moz NI <z, I M= . M s>o
j:l j: - =

pour j =1, ..., J}

Les tests sont les mémes sauf que 1l'on utilise les &quations
(221) et (222) au lieu des &quations (217) et (218). La mesure du progrés

technique sera :

(223) Lz )

V.2. La fonction du cofit (Diewert, 1981)

Dans cette section, nous appliquerons 1l'approche non paramétri-

que dans le cas ol le producteur minimise ses cofts.

On dispose d'un ensemble de données (Wt, xt, yt, kt) ol wt >>0

est le vecteur positif des prix des facteurs variables; xt > 0J est le

J

vecteur non négatif des facteurs variables; yt 2 0I est le vecteur non

négatif des outputs; k¢ > 0 est le vecteur non négatif des facteurs quasi

fixes, avec t = 1, 2, ..., T. On fait 1'hypothése que 1'ensemble des
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iy s12es . t ~ . .
possibilités de production, S, est un ensemble fermé non vide. Si

t

t xt>0., k" 20

&y, xt, kt) € St, alors yt > OI’

Pour y 2 0J et K 2 0y, on définit 1'ensemble des possibilités

de production des facteurs variables comme &tant

(224) Ly, {0 x K e s*}

Simgt= st C St, alors on dira que St satisfait 1'hypoth&se

de non régression technique.

Puisque nous avons fait 1'hypoth&se que le producteur minimisait

ses cofits, nous avons :

(225) woot X

Max {Wt X (yt, X, kt) € St}
X

(226)

cw®, vyt k5, o)

(227) Min {wt - x : xe LYo, kt)}

X

Dans ce qui suit, nous &noncerons trois tests qui nous permet-
trons de vérifier si les données sont consistantes avec une fonction de
coit variable. Les trois tests ne différent que par les hypothéses que

1'on formulera sur l'ensemble des possibilités de production.

Pour commencer, on définit un ensemble d'indices pour chaque

période t. Dans cet ensemble, on retrouve toutes les observations
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t

23) Lt kHEdxix> oA, A 20, I A =1

L+ *
.81 Ct < wt . xt, les données ne sont pas consistantes. Notons que ce
test est valide pour des rendements croissants, c'est-a-dire que St n'a

pas été défini comme &tant convexe.

Si on fait 1'hypothése que st est convexe (on exclut les rende-
ments croissants), alors on définit l'approximation intérieure de la fonc-

tion de coQt variable comme suit :

% %
(231) ct

n
=
(=
=]
e

>
=
ct
»

. t
Notons que, dans ce cas (rendements croissants exclus), 1l'ensemble M,

donné par 1'équation (228), est constitué de tous les indices t. On a

g Wt . xt.

. t**
aussi C

Test 4 : Diewert (1981), rendements non croissants

N L S t _ ,
Si C =W .x,pour t =1, ..., T, alors les données sont

consistantes avec le comportement de minimisation des cofits variables

pour ia famille des possibilités de production, St, qui satisfont 1'hypo-
thése de non régression techhiQue, dﬁ Stvest un ensemble convexe non vide
qui a la propriété de libre dispoSition. Dans celcas, on définit 1'approxi-

. NP t
mation intérieure de S~ par
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t t
232) s' =y, x 0 ix2 D AN, kg I A K,
m=1 m=1
t n t
0I Sy < E Am y Am 20, E Am =1
m=1 m=1

* %
Si Ct < Wt . xt, alors les données ne sont pas consistantes.

Test 5 : Diewert (1981), rendements constants

Si on ajoute 1'hypothése de rendements constants'(St est un cdne,
c'est-d-dire si z ¢ St et A >0, alors Az € St), alors le test 5 (Diewert,
1981) est exactement le test 4, sauf que 1l'on enléve la contrainte

; Am = 1 de (231) et (232).
m=1

Si les tests 4 ou 5 sont positifs, alors St peut servir a défi-
nir le progrés technique défini comme &tant le déplacement de 1'ensemble
des possibilit&s de production. Plus précisément, il s'agit du plus grand
facteur T, 21 par lequel 1'output de la périqde précédente, yt'l, peut

gtre mulfiplié, étant donné que le producteur utilise la technologie de

la période t, St, et les inputs variables et fixes de la période t-1,

soit x*! et k*™'. Cela est obtenu i 1'aide du programme lindaire sui-
vant :
. | t t
(233) t,= = Max T, ¢ T yt'1 < I Ay, oA x™< xt-!
o, A VR A S =l ™
t’ 1’ . ? t ’ m= =
t t
oA KMkttt s A =1, A 20021
m=1 - m=1 - -
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VI - COMPARAISON DES DIVERSES METHODES

VI.1. Méthode économétrique

Cette approche a 1'avantage de la simplicité. Mais c'est sQre-
ment son seul avantage et la question est de savoir si cet unique avanta-
ge compense tous les inconvénients que comporte 1'estimation &conométrique
et les hypoth&ses que sous-entend cette approche. L'application d'une mé-
thode &conométrique comporte tous les probl&mes que l'on peut imaginer &
propos d'une estimation : probl&mes de spécification, erreurs sur les va-
riables, autocorrélation, hétéroscédasticité, multicollinéarité, etc.

De plus, il faut faire 1'hypothé&se que le progrés technique, tel que dé-
finit par cette méthode, &volue 3 un taux constant. Tous ces inconvénients
expliquent, sans doute, pourquoi trés peu d'&conomistes s'intéressant au

progrés technique se servent de cette approche.

Bien que le probléme d'erreurs sur les variables se retrouve
aussi dans les autres méthodes, il n'y est pas aggravé par des problémes
d'estimation. C'est cependant surtout la possibilité d'un taux de pro-

grés technique variable d'une année i 1l'autre qui les rend préférables.

VI.2. Méthode Divisia

C'est 1'approche Diyisia qui a connu 1'&volution théorique la
plus intense au cours des derniéres années. Elle a permis notamment de
tenir compte des situations non concurrentielles, des situations de désé-

quilibre 3 court terme et de rendements d'échelle non constants. On peut
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reprocher i cette méthode de n'&tre strictement valide que lorsque les
données sont fournies sous forme continue. Puisque ce n'est pas le cas

et qu'elles ne sont disponibles que sous une forme discr&te, on doit se
contenter d'une approximation de 1'indice de Divisia. Selon la méthode
utilisée, il peut y avoir plus d'une estimation de 1'indice. Cependant,
cettevcritique nous semble d'autant plus mineure que 1'approximation de
TBrnqvist a regu de la théorie des nombres indices une justification sous
des conditions trds générales et pour divers types de fonction (produc-
tion, éoﬁt, disténce). Enfin, cette approche n'a pas 1l'inconvénient d'im-
poser une forme fonctionnelle & la technologie i la différence de 1l'esti-
'mation économétrique ou de la théorie des nombres indices. Rappelons en-
‘ fin'que 1'indice de Divisia du progrés technique peut varier dans le temps,

i 1'inverse du taux estimé par des méthodes &conométriques.

VI.3. Théorie des nombres indices

Avec cette méthode, on obtient une mesure du progrés technique
'gans'avoir 3 effectuer d'estimation tout en tenant compte d'un nombre &le-
'vé de variables, deux avantages importants par rapport d& 1l'estimation
économétrique. De plus, cette méthode s'accommode d'un progr&s technique

variable,

Par rapport & la méthode Divisia, elle a 1'avantage de fournir
un indice exact % partir de données discrétes. Cependant 1l'exactitude
exige le postulat d'une forme fonctionnelle spécifique pour la technolo-

gie, encore qu'il s'agisse d'une forme flexible.
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VI.4. Méthode non paramétrique

La méthode non paramétrique est prometteuse en ce sens qu'elle
s'accommode de données discrétes et qu'elle n'impose aucune restriction
sur la technologie. Elle comporte cependant une approximation en ce sens
que les combinaisons d'inputs et d'outputs admissibles y sont définies a
partir de combinaisons linéaires,souventconvexes,desinformationSdisponi-
bles et forment donc un sous-ensemble des vraies possibilités de produc-
tion. L'approximation est d'autant plus précise que le nombre d'observa-
tions est élevé et, & cet égard, la méthode non paramétrique rejoint un
peu la méthode économétrique en ce qu'elle dépend du nombre d'observations
pour ses possibilités d'application empirique. L'autre inconvénient ma-
jeur possible de la méthode est son incapacité&, en son état actuel d'éla-
boration, de s'accommoder des situations de régression technologique.

Bien que ces inconvénients ne.soient pas négligeables, nous pensons que
le peu d'applications empiriques qu‘elie a suscité jusqu'i maintenant
s'explique pour beaucouﬁ par le fait qu'il s'agit d'un développement

théorique récent, techniquement assez difficile, et encore peu connu.
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ANNEXE

Progrés technique non neutre et théoréme d'impossibilité

Dans le chapitre III portant sur 1l'indice de Divisia du progrés
téchnique, on a considéré le cas du progrés technique neufre d la Hicks.
Dans cette annexe, nous considérerons le cas du progrés non neutre et nous
montrerons, en nous servant de l'article de Sato et Calem (1983), comment '
contourner le théoréme d'impossibilité de Diamond, McFadden et Rodriguez

(1978).

Lorsque le progr&s technique n'est pas neutre, il ést intéres-
sant de le représenter comme "augmentant" la contribution de chaque fac-
teur d'une proportion pouvant varier d'un facteur # l'autre. S'il y a
deux facteurs, on représénte alors la fonction de production par 1'équa-

tion suivante, dont on cherche i connaitre les termes A(t) et B(t) :
(A.1) Y(t) = F[A(t) K(t) , B(t) L(t)]

ol Y est la production;
'K et L sont les quantités de facteurs;

A et B sont les indices de progrés technique affectant K et L.

On fait 1'hypoth&se que la fonction de production est linéaire-
ment homogéne et que les march&s des biens et des facteurs sont concur-

rentiels. En différenciant (A.1) par rapport au temps, on obtient, aprds

quelques transformations, la relation suivante (Sato, 1970) :
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Y _ K,gL,J A, B

(A.2) 7'“K+BL+[“A+BB]

N - OF K = 9F L =
ol a==F-5 et B = 5L © y avec o +B =1,

(On remarque que si A(t) = B(t), alors on obtient la mesure de Solow don-

née par 1'équation (26)).

On ne peut se servir de 1'équation (A.2) pour estimer A/A et
B/B & moins de définir une autre €quation indépendante. A cette fin, on
définit, @ 1'instar de Sato (1970), 1'élasticité de substitution entre AK

et BL comme suit :

| ~ AK/BL) / (AK/BL)
(A.3) | o= +[9F/3BL) [[3F/3BL
3F/3AK )| \3F/3AK

X . _aF . --9-13-.'
Ona W= 3BL et T = SAK -

N oF oF

ou W=2B8B 3 et T=A 3K

donc

(A.4) o = S(AK/BL) 1 _A/A+ K/K - B/B - L/L
' (AK/BL) * J(AW/B)/(W/BT) ~ 4o A 1/r - B/B

D'autre part, puisque la fonction de production est linéaire-

ment homogéne, on a d'aprds le théoréme d'Euler :

WL + WL + TK + vk
‘ Y

(A.5) %




-

B

o SO

i
!
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En &galant (A.2) et (A.S5), on obtient :
(A.6) a%+e ————— =0

Aprgs quelques substitutions et en se servant de (A.4), on obtient :

W_B olB A L X
A.7) W B o[B"A*L X
r_A,8fB_ A, L K
(A.8) r At |ETAYT K

(A.2), (A.7) et (A.8) forment un systdme de trois équatlons avec trois

1nconnues, A/A B/B et 0. On doit 1soler A/A et B/B

On pose x = L/K; y=Y/Ket z = Y/L

. XL K ¥y Y _ K .Y L

Les équationsv(A.7) et (A.8) deviennent, apr&s quelques trans-

- formations et en se seryah; de (A.2) :

B_g¢ ﬁgw - ;[z
(A.9) B  o0-1

A_o ;(r - i(z
(A.10) Ac o -1

Les &quations (A,Z), (A;9),et (A.10) forment un systéme de trois
équations et trois inconnues. Cependant,.les?trois équations ne sont pas

indépendantes comme le montre le déterminant du Jacobien :
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o B 0
(A.11) J=|o-1 0 A/A-1/r
0 o-1 B/B - WW
_ A,gB__I_gH
En se servant de (A.7) et de (A.8), on a : g
(A.13) J=Q - 0) [0] 3
4
(A.14) J=0 d

Puisque les trois équations ne sont pas indépendantes, on ne
peut calculer A/A et é/B 4 moins de connaftre, a priori, 0. Cela consti-
tue 1' "Impossibility Theorem' de Diamond, MéFadden et Rodriguez (1978).
Remarquons que, méme si l'on connait a priori 0, le probléme n'est pas
hééessairément résolu, car notre systime d'équations se résumant mainte-
nant & (A.9) et (A.10), on ne peut trouver A/A et é/B si o =1, c'est-3-

dire si on a une technologie Cobb-Douglas.

Dans le cas d'inputs multiples, la fonction de production de-

vient :

(A.15) Y = F[A; () X;(t), Ap(t) Xo(t), ..., A (1) X (1)]

L'équation (A.2) devient :
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: v ,Q n Ai Xi
(A.16) T= L o, |—+==
Y j=1 1 Ai Xi

L'élasticité de substitution devient :

o[ (A, X.)/(A. X.)] (F./F.)
(A.17) g.. = : S S R M ] 1
ij B(Fj/Fi) [Ai xi/Aj Xj]

_ Ai/Ai - Aj/Aj + Xi/Xi - xj/xj

Ai/Ai - Aj/Aj + WJ./Wj - Wi/Wi

Le taux de croissance de rémunération des facteurs devient

ke [ R
(A.18) T -l b vl e el 1=1 ..., nl
i i j#i Tij i J i )

(A.16) et (A.18) constituent un systdme de n équations indépén-

dantes contenant (n2 + n)/2 variables, soit n Ai/Ai et (n2 - n)/2 o5

Pour estimer les Ai/Ai’ il faut donc connattre les oij'

Sato (1970) présente une méthode pour estimer Ai/Ai' I1 calcu-

le, en premier, les valeurs moyennes de Ai/Ai' Ensuite, il se sert de

ces moyennes pour estimer des fonctions de production CES et CEDD (pour

Constant Elasticity of Derived Demand). Ces fonctions de production four-

nissent des mesures des oij qui permettent 3 leur tour d'estimer les Ai/Ai’

Par ailleurs, sous certaines conditions (Sato, 1980; Sito &t Calenm,
1983), 1a théorie des groupes de Lie permet de définir la mesure du pro-

grés technique sans é&gard d la forme de la fonction de production. Cela

permet de contourner le th&or&me d'impossibilité.
: ’ !




