Université de Montréal

Quelques théorémes de points critiques basés sur

une nouvelle notion d’enlacement

par

Laurence Boulanger

Département de mathématiques et de statistique

Faculté des arts et des sciences

Mémoire présenté & la Faculté des études supérieures
en vue de I'obtention du grade de

Maitre és sciences (M.Sc.)
en mathématiques

le 22 décembre 2009

© Laurence Boulanger, 2009



Université de Montréal

Faculté des études supérieures

Ce mémoire intitulé

Quelques théorémes de points critiques basés sur

une nouvelle notion d’enlacement

présenté par
Laurence Boulanger

a été évalué par un jury composé des personnes suivantes :

Christiane Rousseau

(président-rapporteur)

Marléne Frigon

(directeur de recherche)

Francois Lalonde

(membre du jury)

Mémoire accepté le:
8 mars 2010




il

RESUME

Une nouvelle notion d’enlacement pour les paires d’ensembles A C B, P C @)
dans un espace de Hilbert de type X = Y @ Y avec Y séparable, appellée 7-
enlacement, est définie. Le modéle pour cette définition est la généralisation de
I’enlacement homotopique et de ’enlacement au sens de Benci-Rabinowitz faite
par Frigon [7|. En utilisant la théorie du degré développée dans [8], plusieurs
exemples de paires T-enlacées sont donnés. Un lemme de déformation est établi
et utilisé conjointement & la notion de 7-enlacement pour prouver un théoréme
d’existence de point critique pour une certaine classe de fonctionnelles sur X. De
plus, une caractérisation de type minimax de la valeur critique correspondante
est donnée. Comme corollaire de ce théoréme, des conditions sont énoncées sous
lesquelles I'existence de deux points critiques distincts est garantie. Deux autres
théoréemes de point critiques sont démontrés dont 'un généralise le théoréme

principal de [8].

Mots clefs

Analyse non linéaire, théorie des points critiques, théorie du degré de Krys-

zewski et Szulkin, enlacement.
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ABSTRACT

A new notion of linking for pairs of sets A C B, P C () in a Hilbert space
of the form X = Y @ Y* with Y separable, called 7-linking, is defined. The
model for this definition is the generalization of homotopical linking and linking
in the sense of Benci-Rabinowitz made by Frigon [7]|. Using the degree theory
developped in [8], many examples of 7-linking pairs are given. A deformation
lemma is established and used jointly with the notion of 7-linking to prove an
existence theorem for critical points of a certain class of functionals defined on X.
Moreover, a characterization of a minimax nature for the corresponding critical
value is given. As a corollary of this theorem, conditions are stated under which
the existence of two distinct critical points is guaranteed. Two other critical point

theorems are demonstrated, one of which generalizes the main theorem of [8].

Key words

Nonlinear analysis, critical point theory, Kryszewski and Szulkin degree theory,

linking.
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INTRODUCTION

La théorie des point critiques a subi une impulsion nouvelle en 1973 avec
la parution d’un article d’Ambrosetti et Rabinowitz [1] dans lequel figurait le

désormais célébre théoréme du col de montagne.

Théoréme 0.1 (Théoréme du col de montagne, Ambrosetti-Rabinowitz, 1973).
Soit E un espace de Banach réel et I € C1(E,R) une fonctionnelle satisfaisant

la condition de Palais-Smale. Supposons que

(1) il existe des constantes p,a > 0 telles que I(u) > « pour tout u tel que

[ull = p, et
(2) il existe e € E avec ||e|| > p tel que I(e) < I(0).
Alors, pour
[={y e C([0,1], E) : 7(0) = 0,7(1) = e},
on a que

= inf I(~v(t)) >
¢ := Inf max (v(t)) = a

est une valeur critique de 1.

Ensuite, d’autres théorémes du méme type ont vu le jour comme le théoréme

du point de selle :

Théoréme 0.2 (Théoréme du point de selle). Soit E = FE; @ Ey un espace

de Banach réel avec Ey de dimension finie et I € CY(E,R) une fonctionnelle



satisfaisant la condition de Palais-Smale. Donné p > 0, posons

Byi={ue By |lul < p},

Sy i={u€ By ||ul| = p}.

Si

inf I > sup [,
FEq So

alors pour
H:={h e C(E,E): h(u) =u Yu € S,},
le nombre réel

= inf 1
¢:= jnf sup (h(u))

est une valeur critique de 1.

Par la suite, certains mathématiciens ont remarqué que plusieurs théorémes
de point critique pouvaient étre unifiés en un seul. La clef de cette unification

était la notion d’enlacement (homotopique) :

Définition 0.3 (Enlacement homotopique). Soit E un espace de Banach réel, S
une partie fermée de F, et M C E une sous-variété topologique avec bord. On
dit que OM enlace S (homotopiquement) si

(1) SNoM =0;

(2) pour tout h € H := {h € C(E,E) : h(u) = u Yu € OM}, on a que
h(M)N S # (.

Théoréme 0.4. Soit E un espace de Banach réel, [ € C*(E,R) une fonctionnelle
satisfarsant la condition de Palais-Smale, S une partie fermée de E, et M C E

une sous-variété topologique avec bord. Supposons de plus que
(1) OM enlace S (homotopiquement),

(2) infg I > supg,, 1.



Alors, pour
H:={heC(E,E): h(u) =uYu € oM},
le nombre réel

= inf 1
¢:= jnf sup (h(u))

est une valeur critique de 1.

Par exemple, en remarquant que pour 0 < p < |le||, S :={u € E : ||u|| = p}
et M = {te:t € [0,1]}, OM = {0,e} enlace S et on retrouve le théoréme du
col de montagne. Le théoréme du point de selle s’obtient, quant a lui, du fait que

dans la notation du Théoréme 0.2, S, enlace Ej.

En pratique, on démontre que OM enlace S (homotopiquement) en supposant
que M se trouve dans un sous-espace F; de E de dimension finie. Donné h € H,
on définit habilement une homotopie H : [0,1] x E; — FEj telle que H(1,2) =0
est synonyme de h(z) € S. On utilise ensuite la théorie du degré topologique de
Brouwer pour montrer qu’il existe effectivement un point € F; avec H(1,z) = 0.
Pour des exemples concrets, voir [10].

En 1979, Benci et Rabinowitz [2] démontrent un nouveau théoréme de point

critique faisant intervenir une autre notion d’enlacement :

Définition 0.5 (Enlacement au sens de Benci-Rabinowitz). Soit F = FE; @ Es
un espace de Banach réel et S,Q C E avec Q C E un sous-espace de E. Notons
dQ la frontiére de Q dans E et posons

Y:={H e C([0,1]xE,E) : H(0,-) =idg et PoH(t,u) = Pyu — K(t,u),

ou K :[0,1] x E — Ej est continu et compact},

ou Py : E — Ej est l'opérateur de projection. On dit que 9Q enlace S (au sens

de Benci-Rabinowitz) si pour chaque H € ¥,

HtoQ)NS=0 Yte[0,1]= HtQNS+#D Ytelol]
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En pratique, pour démontrer I’enlacement au sens de Benci-Rabinowitz, on
utilise le fait que P, H est une homotopie ayant la forme appropriée pour appliquer
la théorie du degré de Leray-Schauder et on procede selon la méme stratégie que
pour 'enlacement homotopique avec le degré de Brouwer.

En 1999, Frigon |7| introduit une notion trés naturelle d’enlacement qui géné-
ralise plusieurs notions existantes d’enlacements dont I’enlacement homotopique
et 'enlacement au sens de Benci-Rabinowitz et donne méme de nouveaux enla-
cements. Elle prouve ensuite un théoréme de point critique analogue au Théo-
réeme 0.4 mais pour des ensembles enlacés a son sens. Elle applique ensuite ce
résultat & un probléme elliptique pour démontrer 'existence d’une solution. Le
chapitre 2 est consacré a une exposition de la notion de I'’enlacement introduite
dans cet article.

Kryszewski et Szulkin [8] s’intéressent a la question de I'existence d’une solu-

tion non triviale du probléme de Schrodinger semilinéaire
~Au+V(z)u= f(r,u), ueX:=HRY). (0.1)

Ce probléme admet une formulation variationnelle car I’ensemble des solutions
faibles de cette équation est en bijection avec ’ensemble des points critiques de
la fonctionnelle ¢ : X — R définie par
1
o(u) = —/ (|Vul* + V(z)u?)dz —/ F(z,u)dx,
2 RN RN

ou
Flz,u) = / F (o, €)de.

Les auteurs remarquent que la fonctionnelle ¢ a une géométrie "de type enlace-
ment". Plus précisément, on a que X = Y@ Z pour Y et Z les sous-espaces propres
de lopérateur u — —Au+ V (z)u correspondants aux valeurs propres positives et
négatives respectivement, et si p > 0 est suffisament petit et R > 0 suffisament
grand, alors il existe b > 0 tel que ¢ > b sur la sphére S := {w € Z : ||w| = p}
et o < 0 sur la frontiére de 'ensemble U := {x = y + Az : ||z]| < R, A > 0} ol
yeY et ze Z\{0} est fixé. Kryszewski et Szulkin s’attendent donc a ce que ¢
ait un point critique non trivial z. tel que ¢(x.) > b. Cependant, les sous-espaces

Y et Z sont tout deux de dimension infinie et le gradient de la fonctionnelle
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U — fRN F(z,u)dx n’est pas compact. Ainsi, on ne sait pas montrer que 9U en-
lace S ni homotopiquement, ni au sens de Benci-Rabinowitz. Et donc a posteriori,
aucun théoréme de point critique se rapportant a ces deux notions d’enlacement
ne peut étre invoqué pour garantir 1’existence d’une solution au probléme (0.1).
Ils sont donc amenés a introduire une nouvelle théorie du degré qu’ils utilisent
pour démontrer un théoréme de point critique adapté a la fonctionnelle ¢. Le

chapitre 3 présente les idées développées dans cet article.

L’objectif de ce méemoire est de généraliser le théoréme de point critique
de Kryszewski et Szulkin afin d’élargir la classe de fonctionnelles auxquelles il
s’applique.

Pour réaliser cela, nous sommes amenés au chapitre 4 a introduire une nouvelle
notion d’enlacement, que I’on appelle le T-enlacement. Notre modéle pour la défi-
nition du 7-enlacement est la notion d’enlacement introduite par Frigon dans [7].
Il repose sur les topologies o et 7 et sur la notion de fonctions o-admissibles in-
troduites par Krysewski et Szulkin [8]. Deux critéres déterminant des conditions
générales sous lesquelles deux paires d’ensembles sont 7-enlacés sont donnés. En-
suite, trois théorémes de points critiques généralisant le théoréme de Kryszewski
et Szulkin sont démontrés. Finalement, un résultat de multiplicité est obtenu

comme corollaire de ces théorémes.



Chapitre 1

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous avons compilé un certain nombre de définitions, nota-
tions, et énoncés de théorémes qui sont utilisés & un moment ou un autre de ce

texte.

§1.1. RAPPELS DE TOPOLOGIE ET D’ANALYSE FONCTIONNNELLE

Dans toute cette section, X désignera un espace topologique, M un espace

métrique et F un espace de Banach réel.

Définition 1.1. Soit A une partie non vide de X. Une application continue
r . X — A est dite une rétraction de X sur A si r|4 = id4. S’il existe une

rétraction de X sur A, 'ensemble A est appelé un rétract de X.

Définition 1.2. Soit U := {U; : i € I} un recouvrement ouvert de X. Le recou-
vrement U est dit localement fini si pour tout x € X, il existe un voisinage de
x intersectant seulement un nombre fini d’éléments de . Un raffinement ouvert
du recouvrement U est un recouvrement ouvert V = {V; : j € J} tel que pour

chaque j € J, il existe un ¢ € I tel que V; C U;.

Lemme 1.3. Soit M un espace métrique et U == {U; : i € 1} un recouvrement

ouvert de M. Il existe un raffinement ouvert localement fini de U.
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Lemme 1.4 (Lemme d’Urysohn, version forte). Soit M un espace métrique et
A, B deux parties fermées et disjointes de M. Il existe une fonction continue
f M — [0,1] telle que f(x) = 0 si et seulement si x € A et f(x) = 1 si et

seulement st x € B.

Une preuve de ce résultat se trouve dans [4] Chapter VII, Corollary 4.3.

Définition 1.5. Une application f : X — R est dite semi-continue supérieure-

ment si f~1(] — oo, a[) est ouvert pour tout a € R.

Définition 1.6. On note E’ I'espace dual de E, soit I'espace des fonctionnelles
linéaires continues sur E. La topologie faible sur E est la topologie engendrée par
(NN 70y« fi € E', U; C Rouvert, N € N}. On note par "—" la convergence
dans la topologie faible. Nous appellerons parfois topologie forte sur E la topologie

induite par la norme pour la distinguer de la topologie faible.

Rappellons quelques faits de base concernant la topologie faible.

Proposition 1.7. Soit {u;, }men une suite d’éléments de E. Alors,
(1) wy — u si et seulement si f(u,,) — f(u) pour tout f € E';
(2) wpy — w implique uy, — u;
(3) wm — u implique que {||wm||}men est bornée et |Ju|| < liminf,, oo [[Uml ;

St dlm = 00, ta LopoLogie jatoite €St non meirisavte maits Si est sepa-
(1) si dim E la topologie faible est Strisable mais si E' est sé

rable, elle est métrisable sur toute partie bornée de E ;

(5) si dim E < 0o, la topologie faible et la topologie forte coincident.



9

Définition 1.8. Une application f : £ — FE est dite faiblement séquentiellement

continue si pour toute suite {u,, }men dans E telle que u,, — u, on a que f(u,,) —

().

Théoréme 1.9 (Théoréme de représentation de Riesz). Soit H un espace de
de Hilbert réel et H' son dual. L’application ® : H — H' : x — (x,-) est un

1somorphisme isométrique.

Définition 1.10. Soit H un espace de Hilbert séparable non trivial. Posons

N si dim H = oo,
N =
{1,...,dimH} sinon.
On appelle base hilbertienne de H un ensemble {ey : k € N} d’éléments de H tel
que

(1) (ex,e;) = g, pour tout k,l € N;

(2) Pespace vectoriel engendré par {e; : k € N} est dense dans H.

Théoréme 1.11. Soit H un espace de Hilbert séparable non trivial.
(1) H admet une base hilbertienne.

(2) Si{ex : k € N} est une base hilbertienne de H, alors tout w € H s’écrit

sous la forme

u = Z(mek)ek avec ||ul]* = Z |(u, ex)]?.

keN keN

Inversement, donnée une suite {ou }ren de nombres réels telle que Y,y |aw|® <

+00, la série Y, aper converge vers un élément uw € H tel que

lull> =" Jakl> et (u,ex) = Vk € N.

keN

On peut trouver une preuve de cet énoncé dans [3].
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§1.2. LE DEGRE TOPOLOGIQUE

Pour la lecture de ce mémoire, une connaissance factuelle de la théorie du degré

topologique de Brouwer est requise. Le théoréme fondamental est le suivant.

Théoréme 1.12. Notons M la classe de toutes les applications f € C(U,R"),
ou U est un ouvert borné de R" (n > 0), telles que f~1(0)NOU = . Il existe une

unique fonction M — Z: f — deg(f,U) satisfaisant les axiomes suivants :
(DT1) (Normalisation) Sip € U, alors deg(idg — p,U) = 1.

(DT2) (Additivité) Si f € M et Vi, Va sont deuz ouverts disjoints tels que Vy U
Va CU et [7(0) C Vi UVa, alors deg(f,U) = deg(f, Vi) + deg(f, Va).

(DT3) (Invariance par homotopie) Si h € C([a,b] x U,R") est telle que 0 ¢
h([a,b] x OU), alors deg(h(t,-),U) est indépendant de t € |a,b).

(DT4) (Ezistence) Si f € M et deg(f,U) # 0, alors 0 € f(U).

(DT5) (Excision) Si V. C U sont deux ouverts de R™ et f € M est telle que
f710) C V, alors deg(f,U) = deg(f,V).

(DT6) (Indépendance du systéeme de coordonnées) Soit f € M et ¢ : R" — R™
un difféomorphisme. Alors, deg(f,U) = deg(¢o fo ¢t ¢(U)).

(DT7) (Contraction) Si f € M est telle qu’il existe un sous-espace Y de R™ tel
que (id — f)(U) C Y, alors deg(f,U) = deg(f|y,UNY).

L’entier deg(f,U) est appelé le degré topologique de f.

La notion de degré topologique s’étend immédiatement a des applications sur

n’importe quel espace de Banach de dimension finie :

Définition 1.13. Soit E un espace de Banach de dimension n. Pour U C E un
ouvert borné et f € C(U, E) telle que f~(0) N OU =, on pose

deg(f,U) := deg(¢po foo™t,o(U))

ol ¢ : E — R"™ est un difféeomorphisme quelconque.
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Lemme 1.14. Dans la définition précédente, deg(f,U) est bien défini et il vérifie
les propriétés analogues o (DT1)-(DT7).

Nous ferons également usage de la propriété suivante du degré :

Proposition 1.15. Soit E un espace de Banach de dimension finie, U C E un
ouvert borné, et h € C([a,b] x U, E) une homotopie telle que 0 & h([a,b] x OU)
et deg(h(a,-)) # 0. Alors, il existe un continuum C C [a,b] x U de zéros de h tel

que pour tout t € [a,b], il existe v € U avec (t,7) € C.

Pour plus de détails concernant la théorie du degré topologique on peut consul-

ter par exemple [5].

§1.3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

Nous ferons usage des quelques résultats classiques suivants concernant les

équations différentielles ordinaires.

Définition 1.16. Soit F' un espace de Banach réel et A C E. Une application
f E — F est dite lipschitzienne sur A de constante L > 0 si pour tout u,v € A,
on a que ||[f(u) — f(v)|| < L|ju —v||. Si A = E, on dit simplement que f est
lipschitzienne.

L’application f est dite localement lipschitzienne en v € E si u admet un
voisinage sur lequel f est lipschitzienne. Si f est localement lipschitzienne en

chaque point u € E, on dit simplement que f est localement lipschitzienne.

Proposition 1.17. Soit F' un espace de Banach réel et A un sous-ensemble non
vide de E. Soit aussi f,g: E — F et a : E — R des applications. Les énoncés

sutvants sont vrais :

(1) L’application E — R : u v+ dist(u, A) est lipschitzienne de constante 1.
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(2) Si f et g sont localement lipschitziennes en u € E, alors f + g Uest aussi.

(3) Si« est localement lipschitzienne enu € E et a(u) # 0, alors Uapplication

1/a lest aussi.

(4) Si f et a sont localement lipschitziennes en u € E, alors af lest aussi.

Théoréme 1.18 (Théoréme fondamental des problémes a valeur initiale, version
globale). Soit g : E — E une application bornée et localement lipschitzienne.

Alors, pour chaque yy € E, le probléme a valeur initiale

Ly t:0) = glu(t:30)

y(t;v0) = Yo

admet une unique solution contindment différentiable définie sur R. De plus, le

flot, soit Uapplication ¢ : R x E — E : (t,u) — ¥(t,u) := y(t;u), est continu.
Pour une preuve, on peut consulter [12] p.79, Corollary 3.9.

Lemme 1.19 (Inégalité de Gronwall). Sia,b > 0 et f:[0,7] — R continue et

non négative satisfont

(1) < a+b/tf(s) ds Vtel0,T), (1.1)

alors,

ft) <ae’ vtelo,T].

Théoréme 1.20 (Formule d’intégration par parties). Soit B une boule ouverte
dans R" et u,v € CY(U) deuz fonctions. Pour chaque v € OB, notons v(x) =
(1 (z),...,vp(x)) le vecteur unitaire normal en x sortant de OB. Alors, pour

chaque 1 <1 <n, on a

/ auvdx:—/uav da:+/ wvy; dS.
Baxi B 8% OB
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§1.4. POINTS CRITIQUES ET LEMME DE DEFORMATION

Dans cette section, on reproduit une version du Lemme de déformation d’Am-

brosetti et Rabinowitz.

Définition 1.21. Une fonctionnelle sur E est une application [ : £ — R. On dit
que [ est différentiable (au sens de Fréchet) en un point uy € E s'il existe une

application linéaire continue L € E’ telle que

(o + ) = T(uo) = L(v)
s el

Dans ce cas, I'application linéaire L est habituellement notée I’ (ug) ou DI (uy). Si
I est différentiable en tout point de E et si Uapplication £ — E' : u +— I'(u) est
continue, on dit que I est continiment différentiable sur E et on note C'(E, R)

I’ensemble de ces fonctions.

Définition 1.22. Un point critique d’une fonctionnelle I € C'(E,R) est un point
ug € E tel que I'(ug) = 0, et ¢ € R est dit une valeur critiqgue de I §'il existe

ug € I7'(c) avec I'(uy) = 0 (i.e. si ¢ est 'image d’un point critique). On note

K..={ue E:I'(u)=0et I(u) =c}.

Définition 1.23. Pour I € C'(E,R), on dit que I satisfait la condition de Palais-
Smale (PS) si toute suite {u,, }men dans E telle que {I(u,)}men est bornée et
I'(u,,) — 0 posséde une sous-suite convergente. Donné ¢ € R, on dit que [
satisfait la condition de Palais-Smale au niveau ¢, (PS)., si toute suite {us, }men

dans FE telle que I(u,,) — c et I'(u,,) — 0 posséde une sous-suite convergente.

Remarque 1.24. Une fonctionnelle I € C'(E,R) satisfait (PS) si et seulement, si
elle satisfait (P.S). pour tout ¢ € R. Notons également que pour ¢ € R quelconque,

si I satisfait (PS)., alors K, est compact.
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Notation 1.25. Pour [ : E — R une fonctionnelle sur F et a < (3 des nombres

réels, on note
Iy = {u € B :1(u) > a} = I (fo, +o0]):
IPi={ue B:I(u) < B} =T"(~-o0,0);

I ={ucE:a<I(u)<pB}=I1"a,08)=I,NnI"

Théoréme 1.26 (Lemme de déformation). Soit I € C'(E,R). Sic € R n'est pas
une valeur critique de I et si I satisfait (PS)., alors donné € > 0 quelconque, il

eziste € €]0,€ et n € C([0,1] x E, E) tel que
(D1) I(n(t,u)) < I(u) pour tout (t,u) € [0,1] x E;
(D2) n(t,u) = u pour tout t € [0,1] et u € E\IS*S;
(D3) n(1,1¢t¢) C I°°.

Pour la preuve, voir |9] p.82 Theorem A.4.



Chapitre 2

ENLACEMENT GENERALISE

Au cours des derniéres années, plusieurs notions d’enlacement sont apparues
en théorie des points critiques. Pour n’en nommer que quelques-unes, mentionnons
I’enlacement homotopique, ’enlacement homologique et I’enlacement au sens de
Benci-Rabinowitz. En 1998 M. Frigon publie un article [7] dans lequel apparait
une nouvelle notion d’enlacement qui unifie et généralise ces trois derniéres notions
d’enlacement. Dans ce chapitre nous présentons les résultats principaux de cet

article.

§2.1. LA NOTION D’ENLACEMENT

Si E est un espace de Banach et A est un sous-ensemble de E, on note

N(A) :={neC%0,1] x E,E) :n(t,z) =z V(t,z) € (E x {0}) U (A x [0,1])}.

Définition 2.1 (Enlacement). Soit £ un espace de Banach et A C B C E,
PCQCEtelsque BNQ #0, AnQ =0, et BN P = (. Soit Ny un sous-
ensemble non vide de N(A). On dit que (B, A) enlace (Q, P) via Ny si pour
chaque n € Ny, 'une des affirmations suivantes est satisfaite :

(1) n(1,B)NQ #0;

(2) n(J0,1[, B)n P # 0.

Si Ny = N(A), on dit simplement que (B, A) enlace (Q, P).
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Remarque 2.2. La notion d’enlacement introduite par Frigon [7]| concerne une
classe d’espaces beaucoup plus large que les espace de Banach, mais on choisit de

se restreindre a ceux-ci par souci de simplicité.

Exemple 2.3. Soit E un espace de Banach, S une partie fermée de E, et M C FE
une sous-variété topologique avec bord tels que M enlace S homotopiquement
(voir Définition 0.3). Alors (M,0M) enlace (S,0). En effet, les conditions d’in-
tersections sont clairement vérifiées et donné n € N (9M), puisque OM enlace S

homotopiquement, on a que n(M,1) NS # (.

Les deux propositions suivantes donnent des conditions générales garantissant

que deux paires d’ensembles sont enlacées.

Proposition 2.4. Soit E = F1 ® Ey ® E3 un espace de Banach avec Fy ® Ey de
dimension finie. Soit F' une partie fermée de Ey @ E3 et U une partie ouverte et
bornée de By ® Ey. On note U et OU respectivement la fermeture et la fronticre
de U dans By ® Ey. SiUNFE # 0, 0UNF =0, et OU N Ey est un rétract de
(By ® E3)\F, alors (U,0U) enlace (F, ().

DEMONSTRATION. Soit 7 : (Ey @ E5)\F — 0U N Ey une rétraction. Fixons

p € UNF et définissons r : £ — F, par

f([EQ‘I‘CCQ) Si $2+[L‘3¢F,
r(z) =

D sinon,

ou r = x1 + x9 + x3, avec x; € E;, 1 = 1,2,3. Soit a : X — [0, 1] une fonction
continue telle que a(z) = 0 si et seulement si © € F et a(zr) = 1 si et seulement

si z € U (voir Lemme 1.4).
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Pour n € N(9U) quelconque, définissons H : [~1,1] x U — E, @ E, par

m(tx) + a((n +13)(t,2))(r(nt,2)) —p) st el0,1],

H(t,x) =
o (t+ 1) (21 + afz2)(r(z) —p)) =tz —p) sit e [-1,0],

ot n(t,x) = (m + n2 + n3)(t, ). Remarquons que H(—1,-) =idy—p avec p € U
et H(1,z) = 0 si et seulement si n(1,z) € F. De plus, H est continue. Pour le
voir, on considére les deux cas suivants :

e Soit {(t,,7,)} une suite dans [0,1] x U telle que (t,,x,) — (t,z). Il y a

deux sous-cas :

(ny +m3)(t,z) € F': Dans ce cas, H(t,z) = n(t,z), et comme OU est

borné, la continuité de n et o implique que

(12 + n3) (tn, @) (r (0 (tn, 20 )) = p) = 0,

d’on H(t,,z,) — mi(t,x) = H(t, z).
(2 +m3)(t,z) ¢ F : Dans ce cas, r(n(t,x)) = 7((ne + n3)(t, z)) et comme

E\F est ouvert, par continuité de 7, il existe un entier N > 0 tel que
n > N entraine (0 + n3)(tn, ,) ¢ F. Par conséquent,
H(tna xn) = Th(tm xn) + O‘((UZ + 773)<tn7 ﬂfn))(f’((ﬁz + UB)(tna xn)) - p)
— m(t, @) + al(n2 +n3)(t, ) (F((n2 +m3)(t,2)) —p) = H(t,x).

e Soit {(t,, z,)} une suite dans [—1,0] x U telle que (t,,z,) — (t,7). Iy a
deux sous-cas :
zy € F': Dans ce cas, a(xe) = 0 donc H(t,z) = (1 + t)xy — t(x — p).

Comme OU est borné, la continuité de o implique que

a(zn)2)(r(zn) — p) — 0,
d’ot H(t,,z,) — (1 +t)xy —t(x —p) = H(t, x).
xy ¢ F : Dans ce cas, r(z) = 7(x2) et comme E\F est ouvert, il existe un
entier N > 0 tel que n > N entraine (x,)2 ¢ F. Par conséquent,
H(tn,zp) = (L4 ta)(zn)1 + al(@0)2) (F((2n)2) — p)) — talzn — p)

— (14 1)(21 + a(22)(F(22) — p)) — t(z —p) = H(t, x).
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Par conséquent, si 0 ¢ H([—1,1] x 9U), alors par les propriétés (DT1)-(DT3)
du degré topologique (voir Théoréme 1.12),

1= deg(idﬁ - D U) = deg(H(_17 ')7 U) = deg(H(1> ')’ U)»

de quoi on conclut qu’il existe z € U avec H(1,z) =0, et d’oa n(1,U) N F # (.
Ceci montre que pour chaque n € N (9U), la condition (1) de la Définition 2.1

est satisfaite.

Pour montrer que 0 ¢ H([—1,1] x 9U), on procéde méthodiquement. Soit
x € oU.

e Sit=—1,onaque H(—l,z)=xz—p#0carpe€ Fet QUNF = .

e Sit €] —1,0[, on distingue deux cas :

9 € F': Dans ce cas, x1 # 0, car sinon on aurait x = zo € OU N F. Donc
H(t,z) = (1 +t)z; — t(z — p)
=1z —t(xa —p) # 0.

xo ¢ F' : Considérons les deux sous-cas suivants :
% x1 # 0: Dans ce cas, regroupant les termes appartenant & un méme

E;, on a

H(t,z) = [(1+ t)ay — to] + [(1 + t)a(z2)(r(z) — p) — t(z2 — p)]

J
~ ~

ST €Fs

= a1+ [(1+ t)a(zs)(r(x) = p) = t(z2 = p)] # 0

% 21 = 0: Dans ce cas, x = x9 donc a(zg) = 1, et r(x) = x5, d’ou
H(t,z) = (1+t)(z2 — p) — t(z2 — p)
=z9—p#0.

eSit =0, onaquen0,x) =z donc n;(x,0) = x;, i = 1,2,3. Aussi,
r=x1 4z car U C E; @ Es. Alinsi,

H(0,2) = z1 + a(zy)(r(z) — p).

Et ici, examinons les deux cas suivants :
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% z1 # 0 : Dans ce cas, comme r(x) € Es, on a que «a(z3)(r(x) —p) € Es
et donc x; + a(xs)(r(x) — p) # 0.

% z; = 0: Dans ce cas, on a x = x5, donc r(x) = x5 et d’olt
H(0,z) = a(xs)(zg —p) #0

puisque o = 2 € OU et OU N F = () donc a(zy) # 0 et p € F donc
x2 —p # 0.

e Sit €]0, 1], considérons les deux cas suivants :

* n1(t,x) # 0 : Dans ce cas, il suit que
H(t,z) =m(t z) + al(ne + 1), 2))(r(n(t, z)) —p) # 0

puisque a((n2 +13) (¢, 2))(r(n(t, z)) — p) € Eb.
* 11(t,x) = 0: Dans ce cas, alors certainement (1s+mn3)(t,x) ¢ F car dans
le cas contraire, on aurait que n(t,z) € F. Or, n(t,z) = = € 90U et

oU N F = (), donc on aurait une contradiction. C'est donc que a((ne +

n3)(t,x)) # 0 et

H(t,x) = a((n2 +13) (¢, 2))(r(n(t, x)) — p) # 0.

Exemple 2.5. Soit £ = E; & Ey, & E3 un espace de Banach avec E; @& F, de

dimension finie. Soit » > 0 et posons
U := Bg,sr,(0;7).
Notons que E3 est fermé puisque de codimension finie. Il est clair que U N E3 # ()

et OU N B3 = (), et application r : (Fy & E3)\F3 — OU N Ey définie par

)
T(IQ + ,T3) — —”IQ”

est une rétraction de (Es® E3)\ E3 sur OU N E,. Par conséquent, par la proposition
précédente, (U, dU) enlace (Es, ().
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Exemple 2.6. Soit £ =Y @® Z un espace de Hilbert avec Y de dimension finie
et soit z € Z tel que ||z|| = 1. Posons Ey :== Y, Ey := R(z) et 3 := R(z)"7 de
sorte que ' = FE| @ FEy @ E3 avec E; @ Es de dimension finie. Soit aussi 0 < r < p
et

U={z=y+Xz: ||z]| <p, A>0, yeY} C E| @ Es,

Q={weZ: |w|<r}C Ey,® FEs.

Notons U et OU respectivement la fermeture et la frontiére de U dans E; @ E»,

et 0Q) la frontiére de () dans Z :

U={z=y+Xz: ||z| <p, A>0, y€ Y},
oU={x=y+Xz: yey, |z]|=pet A >0ou ||z]| < pet =0},

0Q={weZ: |w|=r}

On a que UNAJQ # 0 car rz € UNOQ, et manifestement on a que OU NIQ = 0.
Aussi, OU N Ey = {0, pz} qui est un rétract de (Ey @ F3)\0Q = Z\0Q via par
exemple la rétraction 7 : Z\0Q — {0, pz} définie par

0 silz] >,
F(z) =

pz stz <

La proposition précédente donne donc que (U, U) enlace (9Q, ().

La proposition suivante donne des exemples ou (B, A) enlace (@, P) avec

P#0.

Proposition 2.7. Soit E = Fy ® Ey @ E3 un espace de Banach avec Fy ® Ey de
dimension finie. Soit () une partie fermée de Eo ® F3 et U une partie ouverte et
bornée de By ® FE5. On note U et OU respectivement la fermeture et la frontiére
de U dans E1® Es, et on note OQ la frontiére de Q dans Ey® Es. Si 0UNQ # 0,
UnoQ # 0, 0UNIQ = 0, OUNE, est un rétract de (E2® E3)\0Q, et (OUNEL)\Q
est un rétract de Ey @ Es, alors (U, () enlace (Q,0Q).
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DEMONSTRATION. Soit 7 : (Ey®E3)\0Q — OUNEy et § : Ex®E3 — (OUNEL)\Q
des rétractions telles que 7|(g,omN0 = 3|(E0E:)\0-

(De telles rétractions existent car si 7’ : (Eo@® E3)\0Q — OUNEy et §' : Ea® Ey —
(OU N E2)\Q sont des rétractions, alors § := §' et 7 défini par

Ma) = s(x) stz e (Ey® E3)\Q,

o
(x) sixeq,

sont des rétractions ayant la propriété recherchée.)

Ensuite, soit p € U N 0Q) et définissons r, s : £ — F5 par

R f(l’g -+ ZE3) si To + T3 §é 6@,
s(x) == S(xe +x3) et r(z):=
P sinon,
ou r = x1 + 29 + x3 avec z; € E;, i = 1,2,3. Remarquons que s(z) = r(x) dés
que T3 + 3 ¢ Q. Considérons «, 5 : E — [0, 1] deux fonctions continues telles
que az) = 0 si et seulement si z € 0Q), a(r) = 1 si et seulement si z € U et
B(x) = 0 si et seulement si x € Q. Et maintenant, pour n € N(0) quelconque,
définissons H : [~1,1] x U — E, @ E, par

m(t z) + (1 —t)a((n + ns)(t, 2))(r(n(t, z)) — p)

H(t,x) =4 +t(1 = a(z)(1 = Bln(t.2))(s(n(t,z)) —=p)  site[0,1],

(14 1) (21 + a(2)(r(2) = p)) — t(z = p) sit e [-1,0],
ou n(t,x) = (m + n2 + n3)(t, ). De fagon similaire a la proposition précédente,
on montre que H est continue et 0 ¢ H(OU x [—1,0]). Ici, il y a deux cas :

(a) Il existe z € QU et t €]0,1] tel que H(t,x) = 0.

(b) Pour tout x € U et t €]0,1[, H(t,z) # 0.
Si (a) tient, alors a(z) = 1, n(t,x) = (n2 + n3)(t,z), et on distingue les deux
sous-cas suivants :

(al) n(t,xz) € Q : Dans ce cas, f(n(t,x)) = 0 donc Péquation H(t,z) = 0

devient

(1 =1t)a(n(t,z))(r(n(t =) —p) = 0. (2.1)
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Mais remarquons que ceci implique que (¢, x) € 0Q) car sinon a(n(t,x)) # 0
et r(n(t,z)) # p. Cest donc que (AU x]0,1[) N IQ # O et la condition (2)
de la Définition 2.1 est satisfaite.
(a2) n(t,x) ¢ Q : Dans ce cas, r(n(t, x)) = s(n(t,x)) donc 'équation H(t,x) =
0 devient
(1 =t)aln(t,z)) +tB6(n(t, x)))(r(n(t, x)) —p) = 0. (2:2)
Mais ceci est impossible car r(n(t,z)) = 7#(n(t,z)) = s(n(t,z)) € (OU N
Ex)\Q, done r(n(t,z)) # p et équation (2.2) devient
(1 =t)a(n(, ) + 8t ) = 0.
Mais pour ¢ €]0, 1] fixé, le probléme
(I1-tha+th=0
0<a,b<1

admet 'unique solution a = b = 0. Donc en particulier, 5(n(t,z)) = 0, ce
qui est absurde car n(t,z) ¢ @ par hypothése.
C’est donc que le cas (a2) ne survient jamais et la condition (2) de la Défini-

tion 2.1 est satisfaite.

Si (b) tient, on considére les deux sous-cas suivants :
(b1) Pour tout x € OU, H(1,x) # 0.
(b2) 1l existe u € OU tel que H(1,z) = 0.

Dans le cas (bl), on est dans la situation ot 0 ¢ H([—1,1] x 0U) donc comme
H(-1,-) =idg—p avec p € U, la théorie du degré topologique garantit 1'existence
d’un z € U tel que H(1,z) = 0. Donc que (b1) ou (b2) soit satisfaite, la conclusion
est qu’il existe un x € U tel que H(1,2) = 0. Ceci implique que n(1,2) =
(m2 4+ m3)(1,x) et 'équation H(1,z) = 0 s’écrit

(1 az)(1 = B(n(L,2)))(s(n(L, 2)) — p) = 0.
Mais s(n(1,z)) # p donc

1 —afz)(1 =51, z))) =0.
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Mais la seule solution au probléme

1—a(l-5)=0
0<a,b<1

est a=1,b=0,dou a(z) =1, (n(l,x)) =0, ce qui est équivalent & x € OU et
n(x,1) € Q. Ceci montre que la condition (1) de la Définition 2.1 est satisfaite. [

Exemple 2.8. Dans la notation de I'Exemple 2.6, il est clair que 0U N Q # 0,
UNoQ # 0, et 0UNIQ = 0. On a vu que OU N Ey = {0, pz} est un rétract de
(Ey® E3)\0Q = Z\0Q. Aussi, (QUNE2)\Q = {pz} est un rétract de Eo® E3 = Z
via Papplication constante w — pz. Il suit de la proposition précédente que (OU, ()

enlace (Q,0Q).

Proposition 2.9. Soit E = E, @ Es un espace de Banach avec Ey de dimension
finie. Soit aussi Uy une partie ouverte et bornée de Ey contenant O et Uy une partie

ouverte de Fy. Si ¢ : Uy — E est une application continue telle que ¢|sy, = iday,

et o~ (Ey\Us) = 0, alors (¢(Uy),0U,) enlace (Uy, OUS).

DEMONSTRATION. Soit n € N(9U;). Définissons une homotopie H : [—1,1] X
71 — ) par
Poont,é(x)  sise01]

(1+t)Pp, (¢(z)) — to site[—1,0].

H(t,x) =

ou Pg, : E — Ej est Popérateur de projection sur £;. Notons que pour t € [0, 1],
H(t,z) =0 < n(t,¢(z)) € Es.

I est clair que H est continu et que 0 ¢ H([—1,1],0U;). Comme H(—1,:) =
idg;, la propriété d’invariance par homotopie du degré topologique Théoréme 1.12

(DT3) donne

1 = deg(idy, Uy) = deg(H(—1,-),Uy) = deg(H(t,-),Uy) Vit € [-1,1].
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Donc en particulier, par la Proposition 1.15, il existe un continuum C C [0, 1] x U,
de zéros de H tel que pour chaque t € [0,1], il existe x € U tel que (¢,z) € C.

Par continuité, ’ensemble
[i={n(t, 6(x)) : (t,2) € C} C E,

est aussi un continuum. Il y a deux possibilités :

(a) Sin(1,6(U,))NUT, # 0, alors c’est que la condition (1) de la Définition 2.1
est satisfaite.

(b) Sin(1,¢(U,))NU; = B, soit = € U tel que (0,7) € C. Comme ¢~ (Ey\Uy) =
0, c’est que (0, (x)) = ¢(x) € Us. On conclut qu'il existe (¢,z) € C,
t €]0,1[ tel que n(t, ¢(x)) € OUsy puisque sinon, on aurait que Uy N T £ (),
(B \Ux)NT # (et T € Ey\OU, = Uy U (E,\Us), contredisant la connexité
de I'. Dans ce cas, c’est donc la condition (2) de la Définition 2.1 qui est

satisfaite.

Exemple 2.10. Soit £ = E; & E5 un espace de Banach avec E; de dimension
finie. Notons Bj la boule unité fermée dans E; et B, la boule unité fermée dans Es.
Avec ¢ = idpg, : By — E de la proposition précédente, on obtient que (B, 0B;)
enlace (Bg, 0B3).

§2.2. UN THEOREME DE POINT CRITIQUE

Si F est un espace de Banach, A est un sous-ensemble de F et f € C'(E,R),

on note

Ni(A) = {ne N(A) : f(n(t,x)) < f(x) V(t,z) € [0,1] x E}.

Lemme 2.11. Soit E un espace de Banach, f € C'(E,R), A C X, No C N;(A)
et (B, A), (Q, P) deuz paires telles que (B, A) enlace (Q, P) via Ny. Si

f(x) < fly) VxeB, YyeP,



25

alors la condition (2) de la Définition 2.1 ne tient jamais.

DEMONSTRATION. En effet, si n(t,z) € P pour un certain (¢,z) € |0, 1[x B, alors

on aurait f(n(t,z)) < f(z) < f(n(t,z)), ce qui est une contradiction. O

Théoréme 2.12. Soit E un espace de Banach et soit f € C'(E,R). Supposons
qu’il existe deux paires (B, A) et (Q, P) telles que

(1) (B, A) enlace (Q, P) ;

(2) f(x) < f(y) pour tout x € B, y € P;

(3) sup, [ < infg f.
Soit

c:= inf su 1,2)).
s Sop S0l )

SiceR et sif satisfait (PS)., alors ¢ est une valeur critique de f.

DEMONSTRATION. Supposons par contradiction que K, = (). Par le Lemme 2.11,
n(B,1)NQ # 0 ¥y € N;(A), et donc ¢ > infg f. 1l suit de (3) qu’il existe € > 0
tel que A C f°. Soit € €]0,€[ et n obtenus en vertu du Théoréme 1.26. Notons
que par choix de €, n € Ny(A). Soit ' € N¢(A) tel que sup,cp f(7/(1,2)) < c+e
et définissons 0(t, x) := n(t,n/'(t,xz)). Alors § € N¢(A) et par la propri¢tée (D3) du
Théoréme 1.26 de n, il vient que

sup f(8(1,2)) < ¢ — e,

z€B

contredisant la définition de c. O

Corollaire 2.13. Soit E un espace de Banach et soit f € C'(E,R). Supposons
qu’il existe deux paires (B, A) et (Q, P) telles que

(1) (B, A) enlace (Q, P) ;

(2) b:=supg f <infp f;
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(3) sup, f < a :=infg f.
Sia,b € R et si f satisfait (PS). pour tout ¢ € [a,b], alors il existe ¢ € [a,b] tel

que ¢ est une valeur critique de f.

DEMONSTRATION. Par le théoréme précédent,

¢:= inf su 1,2)).
neNy(A) zeg f(n1,2))

est une valeur critique de f. Or, par le Lemme 2.11, (1, B) N Q # () pour tout
n € N¢(A), donc ¢ > a. Et comme f(n(1,z)) < f(z) pour tout n € Ny(A) et tout
xr € B,onaquec<hb. 0]

Pour certaines paires (B, A), (Q, P), on a que (B, A) enlace (P,0) et (A, ) en-
lace (Q, P). C’est le cas par exemple des paires (U, OU) et (Q, 0Q) des Exemples 2.6
et 2.8.

Corollaire 2.14. Soit E un espace de Banach et soit f € C1(E,R). Supposons
qu’il existe deux paires (B, A) et (Q, P) telles que

(1) (B, A) enlace (P,0);
(2) (A,0) enlace (Q, P) ;

(3) supy f <infp f.
Soit
c:= inf su 1,z)), d:= inf sup f(6(1,x)).
neNy(A) megfm( ) 0N (D) megf( (1.2))

Sic,d € R et si f satisfait (PS). et (PS)q, alors c et d sont deuz valeurs critiques

distinctes de f. En particulier, f posséde au moins deux points critiques.

DEMONSTRATION. Par le Théoréme 2.12, ¢ et d sont des valeurs critiques de
f- Montrons qu’elles sont distinctes. D’abord, comme (B, A) enlace (P,0), le
Lemme 2.11 garantit que n(1, B) N P # () pour tout n € N¢(A). Donc ¢ > infp f.
Ensuite, comme f(6(1,z)) < f(z) pour tout 0 € N¢(0) et tout = € A, on a que
d <sup, f. D'ou, en vertu de (3), d < c. O
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Remarque 2.15. Dans le Théoréme 2.12, on peut remplacer I’enlacement par

I'enlacement via N3(A). Et pareillement dans les deux derniers corollaires.

Remarque 2.16. Dans le Corollaire 2.14, si on suppose que infg f > —oo, alors
d € [infg f,sup, f] C R. De méme, si on suppose que sup; B < oo, on s’assurera

que c¢ € [infp f,supp f] C R.



Chapitre 3

LA THEORIE DU DEGRE DE KRYSZEWSKI
ET SZULKIN

Dans ce chapitre, on expose la théorie du degré introduite par Kryszewski et
Szulkin [8]. Cette théorie avait pour but d’établir Uexistence d’une solution non
triviale a une équation de Schrodinger semi-linéaire. Pour ce faire, un théoréme
d’existence de point critique était établi. La présentation est inspirée principale-

ment du livre de Willem [11].

§3.1. LA TOPOLOGIE SIGMA

Soit (H, (-,-)) un espace de Hilbert séparable non trivial. Posons

N si dim H = oo,
N =

{1,...,dim H} sinon,
et soit {ex : k € N} une base hilbertienne pour H. On définit sur H la norme
suivante :
1
alllo = (e, (3.1)
keN

et on note o la topologie qu’elle engendre.

Remarque 3.1. A priori, la topologie ¢ dépend du choix de la base hilbertienne.
En effet, supposons que dim H = oo et soit {ex : k& € N} une base hilbertienne de
H. Soit aussi {fx : k¥ € N} un réarrangement de {e; : k € N} tel que fy, = ea,



29

pour tout n € N. Considérons une suite {u, },en définie par u,, = 217 fy, = 2%e,,,.

Alors,

1 24n "
Z ?Kun,@kﬂ = oo = 22
keN

et
1 24n
Z ?‘(’lhufk)’ - ZTTL =1

keN

Ceci montre que les normes induitent selon I'équation (3.1) par les bases hilber-

tiennes {ey : k € N} et {fx : k € N} ne sont pas équivalentes.

Notation 3.2. Etant donnés z € H et r > 0, on note

B(z;r):={y e H:[lz —y| <r},

Bo(z;r) :={y € H :[|lz — ylllo <7},

ot || - || est la norme de H induite par le produit scalaire (-, -).

Voici quelques faits concernant la topologie o dont nous nous servirons plus

tard.

Proposition 3.3. Soit H un espace de Hilbert séparable non trivial. Alors,

(1) si dim H = oo, la topologie o est strictement moins fine que la topologie

forte;
(2) pour toute suite {Un, }men dans H, u,, — u implique que u, —— u;
(3) pour toute suite bornée {uy, Ymen dans H, w,, —— u implique que u, — u;

(4) si dim H = oo, lespace H muni de la norme ||| - |||, n’est pas complet.

DEMONSTRATION. (1) Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a que

1 1
ullle = Z?I(u,ek)! < ZgHUII = [lull " Vue H. (3:2)

keN keN
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Soit U un sous-ensemble de E o-ouvert et soit x € U. Il existe r > 0 tel que
B, (z;r) C U. Par (3.2), B(x;r) C B,(x;r); donc U est ouvert dans la topologie
forte. Montrons que la boule ouverte B(0;1) n’est pas ouverte dans la topologie
o. En effet, sinon il existe r > 0 tel que B,(0;r) C B(0;1). Or, 2*"lre, €
B, (0;7) pour tout k € N et pour k assez grand, 2*~!re;, ¢ B(0;1). Contradiction.
Remarquons de plus qu’il existe des suites qui convergent dans la topologie o
mais qui ne sont pas fortement bornées. En effet, c’est le cas par exemple de la

suite {uy, = (4/3)"em }tmen. On a que |Ju,|| = (4/3)™ — 400, et

lamllle = 3 S l((4/3) e, ex)

4>m1
S (2) o
kT
k€N<3 2

(2) Si dim H < oo, puisque toutes les normes sur H sont équivalentes et
la topologie faible coincide avec la topologie forte, la convergence faible im-
plique la convergence dans la topologie . Si dim H = oo, toute suite conver-
geant faiblement est fortement bornée. Soit R > 0 tel que ||u,| < R. De plus,
Jul] < liminf, . o [[unm] donc [lul| < R aussi. Soit € > 0 et K € N tel que

QKL_I < 5. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

K +o00

1 1
!Hum—ulHazzg\(um—u,ek% > x| (um — u, ex)]

k=1 k=K+1

K 1 400 1
§Z?|(um—u,ek)\+ > o5 (2)

k=1 k=K+1

K 2R

k=1

K 1 €
<D gllum —wen)| + 5. (3.3)
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Comme |(up, — u,ex)| —= 0 pour chaque k € N, on peut en particulier choisir
M € N tel que m > M implique |(u, —u,e;)| < § pour tout k = 1,..., K. Il
suit de (3.3) que |||um, — ul||s < € dés que m > M.

(3) Si dim H < o0, la convergence o coincide avec la convergence forte donc
on a la conclusion. Si dim H = oo, soit R > 0 tel que ||uy,| < R pour tout
m € N. On veut montrer que f(u,,) — f(u) pour tout f € H'. Par le théoréme
de représentation de Riesz, ceci est équivalent a montrer que (v, u,,) — (v, u)

pour tout v € H. Posons

D = {U—chek Z\ck\z < +o00, KEN}

k=1

Pour v = Zszl crer € D quelconque, soit C' > 0 une borne supérieure de la suite

{|ck|}ren- On a que

(v, Uy — u)| =
k=1
K
<> lexller, wn — )|
k=1
K
_22k|0k\| Cky Uy, — U
|
§2KC’Z?|(ek,um—u)|
k=1

< 25C|llum — ullle =0.

Maintenant, soit v = Z;:l) cxer € H quelconque et pour chaque K € N, posons

K

VK — E Cr€f.

k=1
Soit € > 0. Comme vg Koo v, il existe Ky € N tel que

€

2(R A+ [[ull)’

[lv = v || <
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m—0o0

Comme vg, € D, on a que |(vg,, un —u)| — 0, donc il existe M € N tel que

|(Viys um — u)| < €/2 dés que m > M. Pour tout m > M, on a que

(0, — W) < (0 = Vo, tm — )] + [(Vkgs U — )]
< o = v [[[um = wl| + | (Vi wm — )]
< o = v [[([[um|| + [ull) + [(vio, wm = w)]
< o = v [[(B A+ [ul]) + (v, tm — )]

< €.

(4) 1l suffit de considérer la suite {um =) jej}meN. Cette suite est o-

Cauchy puisque pour p € N quelconque, on a que

400 m+p m+p L
|||um+p_um|||azz ( Z ]€j>€k> Z ok
k=1 Jj=m+1 k=m+1

Or la série Z,J;'? 2% converge donc en particulier la suite des sommes partielles
est une suite de Cauchy. C’est-a-dire que donné € > 0, il existe M € N tel que si
p € Net m > M, alors ZZHWZ;H o < €.

Par contre, la suite {u,, }meny ne o-converge vers aucun élément de H car
SUpPpPOSONS que Uy, — U = 223 crer (avec ¢, = (w,er)). Alors, pour chaque

7 € N, nous avons d’une part que

1

— m—-+00
o | (tm |<Z w, ex)| = ||Jum —@l|ls "—70,

— m—-+00
donc (u,, —u,e;) — 0, et

Mais ceci est absurde car +00 = Y.y = > oy l¢* = [[a]| < +oc. 0O
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Remarque 3.4. Comme H est un espace de Hilbert, toute partie bornée de H
est métrisable pour la topologie faible. Donc, les points (2) et (3) pris ensembles
peuvent se résumer en disant que sur toute partie bornée de H, les topologies o

et faible colncident.

§3.2. LE DEGRE DE KRYSZEWSKI ET SZULKIN

La théorie du degré introduite par Kryszewski et Szulkin [8] concerne une cer-
taine classe d’applications définies sur un ouvert d’un espace de Hilbert séparable

de dimension infinie.

Dans cette section, nous en faisons une présentation dans le cas o H dénote
un espace de Hilbert séparable non trivial. Celle-ci a ’avantage d’unifier la théorie

pour les espaces de Hilbert séparables de dimension finie ou infinie.

Définition 3.5. Soit U un sous-ensemble ouvert et borné de H. Une application

f:U — H est dite o-admissible si

1) U est o-fermé;

(1)
(2) 0.¢ f(OU);

(3) f est o-continue;

(4) chaque point u € U a un o-voisinage N, tel que (id — f)(N, N U) est

contenu dans un sous-espace de H de dimension finie.

Remarque 3.6. Si f: U — H est o-admissible, alors f~(0) est o-compact. En
effet, on a que {0} est compact, donc o-compact, donc o-fermé, donc f~1(0) est
o-fermé. Par ailleurs U est borné donc U C B(0; R) pour un certain R > 0. Or,
B(0; R) est faiblement compact, donc o-compact (par la Proposition 3.3 (2)), ce

qui donne la conclusion.

Cette derniére remarque permet de faire la définition suivante :
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Définition 3.7. Soit f : U — H une application o-admissible. Pour chaque
u € f70), soit N, un o-voisinage de u tel que (id — f)(N, NU) est contenu dans
un sous-espace de H de dimension finie. Par o-compacité de f~1(0), il existe des
points ug,...,u, € f71(0) tels que f71(0) C V := (U, N,, NU. L’ensemble
V est ouvert et il existe un sous-espace F' de H de dimension finie tel que (id —

(V) C F. Le degré de Kryszewski et Szulkin de f est défini comme Pentier

degKS(f: U) = deg(ﬂF?Vﬂ F)?

ou deg désigne le degré topologique de Brouwer (voir §1.2 ).

Lemme 3.8. Le degré de Kryszewski et Szulkin d’une application admissible est

bien défini.

DEMONSTRATION. Remarquons d’abord que par construction, f~1(0) N oV = (),
V' N F est un ouvert borné de F puisque U est une ouvert borné de H, et f|p €
C(VNF,F) car f est o-continue sur U et F est de dimension finie. Ceci montre
que deg(f|r,V N F) est bien défini.

Ensuite, soit G un autre sous-espace de H de dimension finie tel que (id —
(V) C G.Puisque f71(0) C G, f~1(0) C FNG et par la propriété de contraction
Théoréme 1.12 (DT7) du degré topologique,

deg(fla, VN G) =deg(flrng, VN FNG) =deg(f|r, VNF).

Ceci montre que degy¢(f,U) est indépendant du choix du sous-espace G de H
de dimension finie tel que (id — f)(V) C G.

Ensuite, soit W un autre voisinage de f~1(0) tel que (id—f)(W) C F et posons
V':=VNW. Alors, V' est aussi un voisinage de f~1(0) tel que (id — f)(V’) C F.
Par la propriété d’excision du degré topologique Théoréme 1.12 (DT6),

deg(f|lp, VN F)=deg(f|r,V' NF)=deg(f|r, WNF).

Ceci montre que degyq(f,U) est indépendant du choix du voisinage V de f~1(0)

tel que (id — f)(V) est inclus dans une sous-espace de H de dimension finie. [
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Remarque 3.9. Si dim H < oo, la topologie o coincide avec la topologie forte et

le degré de Kryszewski et Szulkin coincide avec le degré topologique de Brouwer.

Notation 3.10. Si (F,¥) est un espace topologique, alors par la topologie o sur
E x H, on entend la topologie produit ¥ x o.

Définition 3.11. Soit U un sous-ensemble ouvert et borné de H. Une application

h:la,b] x U — H est dite une homotopie o-admissible si
(1) U est o-fermé;
(2) 0 ¢ h([a,b] x OU);
(3) h est o-continue;

(4) chaque point (¢,u) € [a,b] x U a un o-voisinage Ny, tel que
{v—="~(s,v): (5,v) € Ngu N ([a,b] x U)}

est contenu dans un sous-espace de H de dimension finie.

Théoréme 3.12 (Propriétés du degré de Kryszewski et Szulkin). Soit U un sous-
ensemble ouvert et borné de H tel que U est o-fermé. Le degré de Kryszewski et

Szulkin vérifie les propriétés suivantes :
(DKS1) (Normalisation) Sip € U, alors degyg(idg — p,U) = 1.
(DKS2) (Ezistence) Si f est o-admissible et si degygs(f,U) # 0, alors 0 € f(U).

(DKS3) (Invariance par homotopie) Si hla,b] x U — H est une homotopie o-
admissible, alors degg(h(t,-),U) est indépendant de t € [a,b].

DEMONSTRATION. (DKS1) Clairement, 'application idg; — p est o-admissible,
donc degyg(idg — p, U) est bien défini. On a que (idg —p)~'(0) = {p} et on peut
prendre N, = H dans la Définition 3.7, ce qui méne a V = HNU = U, et on
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peut prendre F' = R (p) de sorte que

deggs(idg — p, U) = deg((idg — p)|rgy, U NR (p)) =1

par la propriété de normalisation du degré topologique Théoréme 1.12 (DT1).

(DKS2) Par définition,

deggs(f,U) = deg(f[p,V N F).

Sidegyg(f,U) # 0, alors par la propriété d’existence du degré topologique Théo-
réeme 1.12 (DT2), 0 € f(VNF) C f(U).

(DKS3) Notons 7y : [a,b] x U — U : (t,u) — u l'opérateur de projection sur
la deuxiéme coordonnée. Clairement, w5 est o-continu.

Par le méme argument qu’a la Remarque 3.6, h=1(0) est o-compact. Notons
K := m(h71(0)). Alors K est o-compact et K C U car par hypothése, 0 ¢
h([a,b] x OU). Ainsi, il existe un voisinage W de [a, b] x U tel que [a,b] x K C W
et ’ensemble

{u—h(t,u): (t,u) € W} = (my — h)(W)
est contenu dans un sous-espace F' de H de dimension finie. En effet, pour chaque
(t,u) € [a,b] x K, soit N,y un o-voisinage de (t,u) donné a la Définition 3.11.
Par compacité de [a,b] x K, il existe des points (t1,u1), ..., (tm, um) tels que
la, b]x K C W := U~ NownN([a, b xU) et il suffit de prendre F := Fi+.. .+ F,
ou F; est un sous-espace de H de dimension finie tel que {u — h(t,u) : (t,u) €
N,y N ([a, 0] x U)} C F.

Mais alors, K est fortement compact car (my — h)([a,b] x K) C F et par
définition de K, pour chaque v € K, il existe t, € [a,b] tel que h(t,,v) = 0,
donc v — 0 =v € F. Clest-a-dire que K C F. Mais sur F, la topolgie forte et la
topologie o coincident, donc en particulier, K est fortement compact.

Ensuite, on affirme que pour un certain 6 > 0, V := B(K;J) N U est tel que
[a,b] x K C [a,b] x V. C W. En effet, sinon il existe des suites {v, },en dans
K et {(sn, wn)}nen dans [a,b] x U telles que (sp,w,) € W et ||w, —v,]| < 1/n

pour tout n € N. Par compacité, on peut supposer sans perte de généralité
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que (Sp,v,) — (s,v) € [a,b] x K, donc (sp,w,) — (s,v). Or [a,b] x K C W.
Contradiction.

Ainsi, pour chaque t € [a, b], V est un voisinage de h; *(0) tel que (id—h;)(V) C
{u — h(t,u) : (t,u) € W} C F. Notons que la définition d’une homotopie o-
admissible implique que pour chaque t € [a, b], Uapplication h; := h(t,") : U — H
est g-admissible. Donc degy¢(hs, U) est bien défini pour tout t € [a, b], et

deggg(hy,U) = deg(hy|p, VN F) Vit € [a,b].

Par la propriété d’invariance par homotopie du degré topologique Théoréme 1.12

(DT3), deg(h¢|r, V N F) est indépendant de ¢ € [a, b]. O

§3.3. UN LEMME DE DEFORMATION

Dans tout le reste de ce chapitre, X =Y & Z est un espace de Hilbert avec
Y séparable non trivial et Z = Y. On note Py : X — Y et Py : X — Z les
opérateurs de projection orthogonale sur Y et Z respectivement. Posons

N si dimY = oo,
N =

{1,...,dimY} sinon,
et soit {ex : k € N} une base hilbertienne pour Y. On définit une norme sur X
par
1
[ulll7 = maX{HPZUHaZ@\(PY% ek)\}’ (3.4)
keN

et on note 7 la topologie qu’elle engendre.

Remarque 3.13. (i) 11 suit de la Remarque 3.1 que la topologie 7 est dé-

pendante de la base hilbertienne définissant ||| - |||

(ii) Dans la notation des deux sections précédentes, on peut également écrire

[lulll- = max{[|Pzul], ||| Pyullls}-

(iii) La topologie 7 induit la topologie forte sur Z et la topologie o sur Y. En

particulier, si dimY < oo, la topologie 7 coincide avec la topologie forte.
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La topologie 7 a les propriétés suivantes qui découlent directement de la Pro-

position 3.3.

Proposition 3.14. Soit X =Y & Z un espace de Hilbert comme ci-haut. Alors,

(1) si dimY = oo, la topologie T est strictement moins fine que la topologie

forte;

(2) pour toute suite {uy,}men dans H, on a que Pyu,, — Pyu et Pyu, —

. . T
Pyu tmplique que u,, — u;

(8) toute suite bornée {um ymen dans H telle que u, —— u vérifie Py, —

Pyu et Pyu,, — Pzu;

(4) sidimY = oo, l'espace X muni de la métrique induite par la norme |||-|||,

n’est pas complet.

Rappellons que si X est un espace de Hilbert et ¢ € C' (X, R), alors le gradient
de ¢ est un champ de vecteurs continu Vo : X — X, ol pour chaque u € X,
Vp(u) est caractérisé comme 'unique élément de X tel que (V(u),v) = ¢'(u)v

pour tout v € X (voir Théoréme 1.9).

Définition 3.15. Soit a < 3 des constantes. Nous dirons qu'une fonctionnelle

¢ € CHX,R) vérifie la propriété (KS)? si
(P1) ¢ est T-semi-continue supérieurement ;
(P2) Vi est faiblement séquentiellement continue ;
(P3) il existe € > 0 tel que ||¢'(u)|| > € pour tout u € 2 ;

(P4) toute suite {u, }nen dans 2 telle que u,, — u € ©? est fortement bornée.

Lemme 3.16. Soit a < 3 et p € CY(X,R). Si @ vérifie la propriété (KS)2, il

existe un T-voisinage V de o et un champ de vecteurs f : V — X satisfaisant :

(1) [ est localement lipschitzienne et T-localement lipschitzienne ;
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(2) chaque point u € V' a un T-voisinage V,, C 'V tel que f(V,) est contenu

dans un sous-espace de X de dimension finie;
(3) [ est borné;
(4) (Vo(u), f(u)) > 0 pour tout u € V;

(5) (Vo(u), f(u)) > 1 pour tout u € ©P°.

DEMONSTRATION. Définissons un champ de vecteur g : ¢% — X par

_ 2Vp(v)
90) = o) E

Notons que c¢’est bien défini car (P3) assure que ||¢'(v)|| > 0 Vv € 7. La premiére
chose a faire est de remarquer que pour chaque v € apg, il existe un 7-voisinage

N, de v tel que
(Vo(u), g(v)) > 1 Yu € N, NP (3.5)

En effet, sinon pour tout n € N, il existe u, € B,(v, +) N ¢4 tel que

(V(un), g(v)) < 1.

Par (P4) et la Proposition 3.14 (3), u,, — v. La faible séquentielle continuité de
Vi implique que

1> lim (Ve(un), g(v)) = (Ve(v), g(v)) = 2.

n—-+oo

Contradiction.

Ensuite, comme ¢ est 7-semi-continue supérieurement, I’ensemble
N :=¢7!(] = 00,0])
est T-ouvert et la famille
N :={N,:veIu{N}

s N, U N. Muni de la

est un recouvrement 7-ouvert de ¢°. Posons V := Uvew
«

topologie induite par 7, V est un espace métrique. Par conséquent, il existe un

raffinement T-ouvert 7-localement fini M := {M; : i € I} du recouvrement A
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de V' (voir Lemme 1.3).

Pour chaque i € I, si M; C N, pour un certain v € 2, on pose w; := g(v).
Sinon, alors c¢’est que M; C N et on pose w; := 0. Pour chaque i € I, posons
pi V. — R:uw dist,(u, V\M;). Notons que p; : V— R est 7-lipschitzienne et
pi(u) =0 si u ¢ M;. Ensuite, pour chaque i € I, définissons \; : V' — R par

() = pi(u)
MW = )

Notons que A; est T-localement lipschitzienne, 0 < \;(u) < 1 pour tout u € V, et
Ai(u) =0 siu ¢ M;. Enfin, soit f:V — X défini par
= Z Ai(u)w
el
Le fait que M soit T-localement fini assure qu’en chaque point u € V', la somme

dans la définition de f est finie, et donc f est bien définie.
Vérifions que f satisfait les propriétés (1)-(5) :

(1) Soit w € V quelconque. Comme |||u — ||, < ||u — ||, on déduit immé-
diatement que les \; sont localement lipschitziennes en w.

Maintenant, soit Wz un 7-voisinage de u tel que M;,, ..., M; sont les seuls

K

éléments de M ayant une intersection non vide avec W5. Alors Yu € Wy,

et on peut supposer sans perte de généralité que les \;; (1 < j < k) sont lipschit-
ziennes et 7-lipshitziennes sur W5 de constantes respectives L;,, ..., L;, . Il suit

que pour tout u,v € Wy,

[f(u) = fo)]| < (Z Lijllwz-,-H) lu =],
et

I () = F()]]]> < (Z%III%HM)!HU—UHIT
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C’est donc que f est localement lipshitzienne et 7-localement lipschitzienne sur V.

(2) Donné u € V, on prend V,, un 7-voisinage de u tel que M;,, ..., M; sont
les seuls éléments de M ayant une intersection non vide avec V,. On a alors que

(3) Pour chaque u € V, soit I, :={i € I : uw € M;}. Alors,

<D M)l < max [lwi] < sup [lg(v)]],

i€l ’Uelpg

= 11> Ni(u)

i€,

I1f (u

ol & la seconde inégalité, on a utilisé le fait que ), ; A\i(u) = 1. Or, Vv € o7,

lg()ll =

2 2
Vvl — e

d’ou

2
sup [ f(u)|| < = < +o0.
ueV €

(4) Pour tout v € V, on a que

(Veo(u = > A w;).

el

Or, par (3.5) et la définition des wy;,

=0 siw; =0,
>1  siw; =gv),vepdetue M,

d’ou le résultat.

(5) Soit u € ¢ et soit I, :={i € [ : u € M;}, de sorte que

= Z Ai(u)w

i€ly
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Mais remarquons que pour chaque ¢ € [,, M; ¢ N puisque N N ©d = 0. Cest

donc que pour chaque i € I,, w; = g(v;) pour un certain v; € ©°, et on a

(Veo(u ZA ,9(vi))

= D i) min(Vip(u), g(v;)
= min(V(u), g(v;))
> 1.

Notation 3.17. Si (E,T) est un espace topologique, alors par la topologie 7 sur

E x X, on entend la topologie produit € x 7.

Lemme 3.18 (Lemme de déformation). Soit a < 3 et ¢ € CH(X,R) une fonc-

tionnelle ayant la propriété (KS)B. Alors, il existe n : [0, +oo[x¢® — X continu

satisfarsant les propriétés suivantes :

(1) n(0,7) = z pour tout x € ©°.

(2) Pour chaque u € ©°, Uapplication [0, +oo[— R : t — @(n(t,u)) est dé-

croissante.

(3) Il existe T > 0 tel que (T, ") C o~

(4) Chagque point (t,u) € [0,T] X ¢ a un T-voisinage Ny, tel que l'ensemble

{v—=n(s,v): (5,v) € N N([0,T] x o)}

est contenu dans un sous-espace de X de dimension finie.

(5) n est T-continu sur [0, T] x ¢°.

DEMONSTRATION. Soit V' le 7-voisinage de ¢° et f : V — X le champ de vecteur

obtenu a la proposition précédente. Définissons un champ de vecteurs g : X — X
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par

—x(@)f(x) sizeV,
g(x) ==
0 sinon,
oit x : X — [0,1] est une fonction localement lipschitzienne telle que x|, = 1
et suppyx C V. Par le lemme précédent, g est bornée et localement lipschitzienne
donc pour chaque yy € X, le probléme & valeur initiale

d
Z1u(ty0) = g(y(t:90)) (3.6)

y(0;90) = yo
admet une unique solution contintiment différentiable définie sur R (voir Théo-
réme 1.18). De plus, le flot b : R x X — X : (t,y0) — ¥(t,90) = y(t;yo) est
continu.
Remarquons que si u € V, alors ¥(t,u) € V pour tout ¢ € R. En effet, il y a

deux cas :

(1) Siu ¢ suppy, alors y(t; u) = u satisfait le probléme (3.6), donc par unicité
de la solution, ¥ (¢, u) = u.

(il) Siw € suppy, supposons par I'absurde qu’il existe ty € R tel que 1(tg, u) ¢
suppy. Or, la solution passant par ¥ (to,u) est unique et par ce qui pré-
céde, elle est constante; ce qui entraine u = (0, u) = ¥ (ty,u) ¢ suppx.
Contradiction.

Définissons 7 : [0, +oo[x® — X par n(t,u) := ¥(t,u) Cette fonction est

continue et vérifie (1). Aussi, par le Lemme 3.16, pour tout ¢ € [0, +00[ et tout

uE@ﬁ, on a que

- (v¢(¢(t,u)),%¢(t,u)>

L’énoncé (2) est donc vérifié.
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Pour montrer I’énoncé (3), posons T := B—a. Soit u € ¢?. S'il existe ty € [0, 7]
tel que @(n(ty,u)) < a, on a simplement que p(n(7T,u)) < @(n(ty,u)) < a en
vertu de la décroissance de ¢(n(-,u)). Sinon, ¢(n(t,u)) € [a, ] pour tout ¢ €
[0, T]. Dans ce cas, le théoréme fondamental du calcul intégral et le Lemme 3.16

impliquent
P0(T0) = plw) + [ Sretnit. ) d
= () = [ (Veltt), fn(t, )

<f- / 1 dt (3.7)
=p—(B—a)

:C%

ce qui est une contradiction.

Soit (to,ug) € [0,T] x . Posons K := n([0,T] x {up}) et montrons qu’il

existe r > 0 tel que
(a) U :=B,(K;r)CV,
(b) f est 7-lipschitzienne sur U de constante L > 0,
(¢) f(U) est contenu dans un sous-espace W de X de dimension finie.

Pour ce faire, notons d’abord que comme 7 est continue, ’ensemble K est com-
pact et donc 7-compact. Par le Lemme 3.16, pour chaque u € K, il existe

O, un 7-voisinage de u sur lequel f est 7-lipschitzienne de constante L,. Soit

{Ou,, ..., Oy, } un sous-recouvrement fini de K. Posons
N N
0:=JO,NV et L:=> L,
i=1 i=1

Ainsi, K C O C V et f est 7-lipschitzienne sur O de constante L. De nouveau,
par le Lemme 3.16, pour chaque u € K, il existe V, un 7-voisinage de u tel
que f(V,) est contenu dans un sous-espace de W, de X de dimension finie. Par

compacité de K, il existe un nombre fini {V,,...,Vy } des V, qui recouvrent
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K. Posons "
Vi=JVunV et Wi=W,+.. +W,

Uns
i=1
Alors clairement, K C V C V et f(V) C W. Finalement, de la 7-compacité de
K, on déduit lexistence d’'un r > 0 tel que K C U := B, (K;r) CONV.
Maintenant, supposons que u € ¢ et t € [0,T] sont tels que n(s,u) € U
Vs € [0,t]. Dans ce cas, pour tout t' € [0, t],

t/ d
n(t',u) —nt', uo) = [/ 25718 u) ds +u
0

t! d
B /0 (s, o) ds + g

=4u—wﬂ—l (Fns, ) — f(n(s,u0))) ds,

et donc on a

(', w) =0, uo)lll- < Hl(u—uO)IHTJr/Ot 1S (n(s,w)) = f(n(s, uo))lll7 ds

Y
< I(w —uo)lll- + L/O (s, u) — n(s, uo)l[|- ds.
L’inégalité de Gronwall (Lemme 1.19) implique donc que pour tout t' € [0, t],
(1) =0t wo)lllr < [llu = uol[re" < ||Ju = uol|[-e"". (3-8)
On affirme que pour tout u € ©? N B, (ug;re tT) et t € [0, T[, on a que
n(s,u) e U Vs € |0,t], (3.9)

de sorte que, par ce qui précéde, |||n(t, w) —n(t', uo)||l- < ||lu—wuol||-etT < r pour
tout ¢ € [0,t]. Mais comme n(t',uy) € K pour tout t' € [0, 1], ceci est équivalent
a dire que n(t',u) € U pour tout ¢ € [0,t]. Et donc f(n(s,u)) € W pour tout
s € [0,¢]. On obtient alors

t
d
u—n(t,u) = —/0 En(s,u) ds

:AVmewew

Ceci est valide pour tout u € ¢’ N B, (ug;re tT) vérifiant (3.9) et pour tout
t € [0,T[. Si c’est le cas, comme W est de dimension finie, il est fermé dans X,
donc par continuité, on a en fait que u — n(t,u) € W pour tout ¢t € [0,T]. Donc

on peut prendre N, ) := [0, +00[x B, (ug; re 1.
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Pour démontrer I’énoncé (4), il reste a vérifier (3.9). Supposons qu’il existe
€’ n{uec X : |||u—ulll <re ™} et t €0,T] tels que n(t,a) ¢ U. Ceci
implique I'existence d’un ¢ €]0, ] tel que n(t,u) ¢ U et n(s,u) € U Vs € [0,t[. Et
donc, par I'inégalité (3.8), ||[n(t,u) — n(t, wo)||l- < ||lu — uol||-e T < 7, ce qui

est contradictoire car 7(t, ug) € K.

Finalement, pour montrer la 7-continuité de 1 en (tg,ug) € [0,T] x P, soit
¢ > 0, C une borne de f, et posons § := min{re 17 /2 ¢/(e!T + C)}, ou L et
r sont les constantes obtenues plus haut. Pour 0 < ¢t < T et u € ¢° tels que

|t —to] < & et |||u—upl|lr <9, par (3.8), on a
[0t w) = n(to, wo)lll= = Hln(t, w) = n(t, uo) + n(t, uo) = nto, uo)lll~

b d
— d
[ Lot

< It w) — (e o)1, + / 1 (s, wo)l]» ds

< Wlntt, w) — (e, wo)ls + H

T

t
<l = wlll e + [ € ds

to

<5+ |t —t|C
< (T +0)8

<e.

§3.4. LE THEOREME DE POINT CRITIQUE DE KRYSZEWSKI ET SZUL-
KIN
Comme a la section précédente, X = Y @ Z est un espace de Hilbert avec

Y séparable non trivial et Z = Y. On note Py : X — Y et P, : X — Z les

opérateurs de projection orthogonale sur Y et Z respectivement. Posons

N si dimY = oo,
N =

{1,...,dimY} sinon,
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et soit {e; : k € N} une base hilbertienne pour Y. Considérons sur X la topo-
logie 7 engendrée par la norme (3.4). Cette topologie vérifie les propriétés de la
Proposition 3.14.

Tel que noté a la Remarque 3.1, la topologie ¢ sur un espace de Hilbert dépend
a priori de la base hilbertienne utilisée pour définir la norme (3.1). Cependant, il

y a une exeption importante.

Lemme 3.19. Soit X =Y @ Z un espace de Hilbert et {ey : k € N} une base
hilbertienne de Y comme ci-haut. Pour Zy C Z un sous-espace de dimension n,
la topologie T induit sur 'Y & Zy la topologie o associée a la base hilbertienne
{fr :ke K:={1...n}U(n+ N)}, ot {f1,..., fn} est une base orthonormale

de Zy quelconque et ot f,.; = e; pour tout i € N.

DEMONSTRATION. La topologie ¢ sur Y @ Z; associée a la base hilbertienne

{fr : k € K} est engendrée par la norme

1

’Hy"i‘)‘lfl +-~-+)‘nfnmo = Z Q_k’(fk>y+)‘1f1 +---+/\nfn)|-

keK

Mais comme (f;,y) = 0 pour chaque i = 1,...,n et (fi, fi) = 0k, ceci se simplifie
a

n

1 1
lly+Aufi + o4 Aadallle = D2 el + 32 e lews vl

k=1 keN

Et d’autre part,

1
|||y+>‘1f1 +~-+>‘nfn|HT = maX{H)‘lfl +~-+>‘nfn||72?‘(ek7y)’}‘

keN
En utilisant 1'inégalité
n

n
Z|al|§\/ﬁ Za?a ai€R7
=1

=1
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il est facile de voir que
1
2_n‘||y+)‘1fl +oF N fallls Sy +Mfi + o+ Aafallls

1
< (\/ﬁ+ 2—n) Ny +Mfi+ o+ XSl

Ceci montre que les normes ||| - |||, et ||| - ||| sur Y & Z; sont équivalentes. [

Le théoréme suivant est apparu pour la premiére fois dans [8] pour une fon-
tionnelle bien spécifique. Par la suite, Willem [11] en donna une version plus
générale. C’est cette version que I'on présente ici, a la différence que 'hypothése

(iii) ne figure pas dans [11] tout en étant utilisée.

Théoréme 3.20. Soit X =Y @ Z un espace de Hilbert comme ci-haut. Pour
0<r<petzeZtel que ||z|]| = 1, posons
U={z=y+XIz: |z][<p, A>0, ye Y} CYBR(2),
Q={weZ: ||w|<r}cZ
et notons U et OU respectivement la fermeture et la frontiére de U dans F :=
Y &R (z), et 0Q la frontiére de Q dans Z :
U={z=y+Xe: ||z||<p, A\ >0, ye Y},
U={z=y+Xz: yeY, |z[|=petX>0oullz|| <p et A =0},

0Q={weZ: ||w|=r}

Soit aussi o € CY(X,R) telle que
(i) ¢ est T-semi-continue supérieurement ;
(1) Vi est faiblement séquentiellement continue ;

(iii) pour toutes constantes a < 3, toute suite {up bneny € @7 telle que u, ——

u € P est fortement bornée.
(iv) b :=infsg v > supyy ¢ ;

(v) d:=supgy < +00.
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Alors, il existe ¢ € [b,d] et une suite {x,}nen dans X telle que

o(xn) — ¢, ¢ (x,) — 0.

DEMONSTRATION. Dans le but d’arriver a une contradiction, supposons que pour
toute suite {z, }neny € X telle que ¢(z,) — ¢ € [b,d], on a que ¢'(z,,) - 0. Dans

ce cas, c’est qu’il existe € > 0 tel que
@' (@) > € Voee ™ ([b—ed+e).

En effet, le cas contraire serait que pour tout € > 0, il existe z € o ' ([b—¢,d+¢€])
tel que ||¢'(x)|| < e. En particulier, on aurait que pour tout n € N, il existe
T, € ¢ ' ([b—1/n,d + 1/n]) tel que ||¢'(z,)|| < 1/n. Et comme (z,) € [b —
1/n,d+1/n| C [b—1,d+ 1] avec [b — 1,d + 1] compact, on peut supposer sans
perte de généralité que p(z,) — ¢ € [b, d]. Mais c¢’est absurde car alors ¢'(x,,) — 0.

C’est donc que la fonctionnelle ¢ satisfait la propriété (K.S)&te. Soit 1 le flot

obtenu au Lemme 3.18. Puisque U C 9t il existe T' > 0 tel que
n(T,U) C " (3.10)

Considérons la topologie ¢ sur E induite par 7 au sens du Lemme 3.19.

Définissons une homotopie h: [0,T] x U — Y @ R (z) par
h(t,z) := Py on(t,u) + (|| Pz on(t,u)|| — )z,

de sorte que
h(t,u) =0 <= n(t,u) € 0Q. (3.11)

Veérifions que "homotopie h est o-admissible (voir Définition 3.11).
Premiérement, montrons que U est o-fermé. Soit {z, = ¥, + M\ 2}neny une
suite dans U telle que z,, — = = y + Az. Alors c’est que A >0 et y, — y € Y.
Du reste, comme U est fortement bornée, par la Proposition 3.3, z,, — z, et donc
||| < liminf,_ 4o ||zn]| < p;ie. z€U.
Ensuite, observons que 0 ¢ h([0,T] x OU) puisque le cas contraire serait qu’il

existe (¢,u) € [0,7] x U tel que n(t,u) € 0Q. Mais ceci est absurde car alors par
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la propriété de décroissance de ¢(n(-,u)), on aurait

sup ¢ > p(u) = p(n(0,u)) = ¢(n(t,u)) = inf o,
U Q

contredisant I'hypothése (iv).
Pour montrer que h est o-continue, il faut montrer que si {(¢,, u,) }nen est une
suite dans [0, 7] x U telle que t,, — t et u,, — u, alors |||h(t,, u,) —h(t, u)|||, — 0.

On a que
[[A(tn, un) — h(t, u)ll]o
= |[|Py o n(tn, un) — Py on(t, u) + (|[Pz o n(tn, un)|| — | Pz o n(t, w)[])=|[|o

< 1Py o n(tn, un) = Py on(t, w)lllo + [l Pz o n(tn, un)|| = | Pz o n(t, wll].

Mais 7 est 7-continue sur [0,7] x U et Py, Py sont telles que x, — x € X

implique que Pyx, — Pyz et Pyx,, — Pyx, d’ol
[Py o n(tn, un) — Py on(t, u)lllo + [Pz o n(tn, un)|| = [Pz o n(t,w)|[| — 0.

Finalement, le point (3) du Lemme 3.18 garantit, pour chaque (¢,u) € [0, T] x

U, l'existence d’un 7-voisinage N(t,u) de (t,u) tel que '’ensemble
{v=n(s,v) = (5,0) € Ny N ([0, 7] x U)}

est contenu dans un sous-espace de X de dimension finie. Alors clairement,

Nt = N(t,u) N (Y @R (z)) est un o-voisinage de (¢, u) tel que 'ensemble
{v—="h(s,v) : (5,v) € Ny N([0,T] x U)}

est contenu dans un sous-espace de Y @ R (z) de dimension finie.

Pour conclure, remarquons que pour tout u =y + Az € U,
h(0,u) = Py on(0,u) + ([[Pz o (0, u)|| —r)z
= Pyu+ (|| Pzul| — r)z
=y+A—1)z

= idg(u) — rz.
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Et rz € U car ||rz|| = r €]0, p[. Il suit des propriétés de normalization et d’inva-
riance par homotopies du degré de Kryszewski et Szulkin Théoréme 3.12 (DKS1)
et (DKS3) que

degrs(h(T,-),U) = deggg(h(0,-),U) = deng<idU —rz,U) = 1.

Par la propriété d’existence Théoréme 3.12 (DKS2), on conclut qu’il existe un
u € U tel que h(T,u) = 0. Par (3.11), n(T,u) € 0Q et donc o(n(T,u)) > b, ce

qui est en contradiction avec 1’équation (3.10). 0J

Remarque 3.21. En particulier, si ¢ satisfait (PS)., alors ¢ est un point critique
de . Notons cependant que dans l'article cité ci-haut, Kryszewski et Szulkin
utilisent le théoréme précédent pour établir I’existence d’un point critique a une

fonctionnelle pour laquelle la condition (PS). échoue pour tout ¢ € R.



Chapitre 4

GENERALISATION DES RESULTATS DE
KRYSZEWSKI ET SZULKIN

§4.1. UNE NOUVELLE NOTION D’ENLACEMENT

Guidé par la définition d’enlacement introduite par Frigon [7], on définit une
nouvelle notion d’enlacement reposant sur la topologie 7 présentée au chapitre
précédent.

Dans tout ce chapitre, X =Y & Z est un espace de Hilbert avec Y séparable
non trivial et Z = Y. On note Py : X — Y et P, : X — Z les opérateurs de

projection orthogonale sur Y et Z respectivement. Soit

N si dimY = oo,
N =

{1,...,dimY} sinon,

et soit {ex : k € N} une base hilbertienne de Y. Considérons sur X la topolo-
gie 7 engendrée par la norme (3.4). Cette topologie vérifie les propriétés de la

Proposition 3.14.

Définition 4.1. Soit A C B C X tels que B # (). Une déformation admissible
de X pour la paire (B, A) est une fonction n € C([0, 1] x X, X)) telle que

(1) n(t,x) = x pour tout (t,z) € ({0} x X)U([0,1] x A),

(2) n est T-continue sur [0, 1] X B,
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(3) pour chaque (tg,x0) € [0,1] x B, il existe un 7-voisinage V{y, .,) de (to, zo)

tel que
{Py(x—n(t,x)) : (£, 2) € Vigg.ap) N ([0,1] x B)}

est contenu dans un sous-espace de Y de dimension finie.

L’ensemble des déformations admissibles de X pour la paire (B, A) est noté

N*(B, A).

Définition 4.2. Soit ACBC X et PCQC X telsque BNQ #0, ANQ =0,
et BNP = (). Soit Ny un sous-ensemble non vide de N*4(B, A). On dit que (B, A)
T-enlace (Q, P) via Ny si pour chaque n € Ny, I'une des affirmations suivantes

est satisfaite :
(1) n(L,B)NQ # 0;
(2) n(]0,1[, B)yn P # 0.
Si Ny = N*(B, A), on dit simplement que (B, A) m-enlace (Q, P).

Remarque 4.3. Si Y est de dimension finie, la topologie 7 coincide avec la
topologie forte et la condition (3) de la Définition 4.1 est trivialement satisfaite,
donc N (B, A) = N(A), ce qui revient & dire que dans ce cas, le T-enlacement

est équivalent & l'enlacement au sens de Frigon (voir la Définition 2.1).

La proposition suivante et sa preuve suivent les mémes idées que la Proposi-
tion 2.4 sauf que le degré de Kryszewski et Szulkin est utilisé plutot que le degré

topologique classique.

Proposition 4.4. Soit X =Y @ Z un espace de Hilbert comme ci-haut et sup-
posons que Z = Z1 B Zy avec Zy de dimension finie. Soit U une partie ouverte et
bornée de Y ® Z, telle que U est T-fermé et soit F une partie fermée de Z telles
que UNF £ 0, 0UNF =0, et OU N Z; est un rétract de Z\F. Alors, (U,0U)
T-enlace (F,0).
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DEMONSTRATION. Soit 7 : Z\F — 0U N Z; une rétraction. Fixons p € U N F et

définissons r : X — Z; par

TA(21+22) 8121+22¢F,
r(z) =
P sinon,

ou T =y+z1+29,avecy €Y, z1 € Z; et 29 € Zy. Soit a1 Z — [0, 1] une fonction
continue telle que a(z) = 0 si et seulement si z € F et a(z) = 1 si et seulement
sizeodUNJZ.

Pour 1 € N24(U, 0U) quelconque, définissons H : [~1,1] x U — Y @ Z; par

Py on(t,z) + a(Pgon(t,x))(r(n(t,z)) —p)  sitecl01],

H(t,x) =
) (t+ 1)y + a(z1)(r(z) — p)) — i(z —p) sit e [-1,0].

Remarquons que H(—1,-) =idg —p avec p € U et
H(l,z) =0 < n(l,z) € F. (4.1)

De fagon analogue a la Proposition 2.4, on montre que 0 ¢ H([—1,1]x0U). Et
H est T-continue aussi selon un argument analogue a la Proposition 2.4 puisque
n\[ovl]xg, Py, Py et a|z sont toutes T-continues. Pour la topologie o sur Y & Z;
induite par 7 au sens du Lemme 3.19, U est o-fermé et H est o-continue. Vérifions
enfin que H satisfait la propriété (4) de la Définition 3.11 d’une homotopie o-
admissible. D’abord, il est facile de voir que pour tout (t,z) € [-1,0] x U, = —
H(t,x) € Z;. Donc, donné (tg,xz9) € [—1,0[xU, il suffit de prendre Ny, ., =
[—1,0[x(Y @ Z1). Pour (to,xo) € [0,1] x U, soit Vi, 4, le 7-voisinage de (to, xo)
donné a la Définition 4.1 et posons V; Vito,zo) N ([=1,1] x (Y & Z1)). Alors,

Vl

(to,xo

/ —
to,xzo)

) est o-ouvert et

{PYEBZl (x - 77(75790)) : (t7 l’) S ‘/(/to,:po) n ([07 1] X U>}

est contenu dans G @ Z; avec G un sous-espace de Y de dimension finie. Mais

pour chaque (¢,z) € Vi, N ([0,1] x U), on a que
x—H(t,x) = Pyx+ Pgoe — Py(n(t, x)) — a(Pz(n(t, ©))(r(n(t, z)) — p)
= Py(z —n(t,2)) + Pzo — a(Pz(n(t,x))(r(n(t, z)) —p) € G® Z1.

Donc donné (ty, z9) € [0,1] x U, il suffit de prendre N, ,,) = V/,

(to,z0)"
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Par le Théoréme 3.12,
1= degKSOdU - D U) - degKS(H(_17 ')7 U) - degKS(H(17 ')7 U)

On conclut qu’il existe € U avec H(1,x) = 0, et d’on, par (4.1), n(1,U)NE # (.
Ceci montre que pour chaque n € N*4(U, 0U), la condition (1) de la Définition 4.2

est satisfaite. O

Exemple 4.5. Soit X =Y & Z un espace de Hilbert comme ci-haut et soit r > 0.

Posons

B:={yeY |yl <r},
A={yeY |y =r}

L’ensemble B est clairement 7-fermé donc par la proposition précédente avec

Z={0}®Z,U=B(0;r)NY et F =2, onaque (B, A) T-enlace (Z,0).

Exemple 4.6. Soit, X = Y @ Z un espace de Hilbert comme ci-haut et soit z € Z
tel que ||z|| = 1. Posons Z; := R (2) et Zy := Z{% de sorte que Z = Z; ® Z, avec
7 de dimension finie. Soit aussi 0 < r < p et
U={z=y+XIz: ||z| <p, A\>0,yeY} CY D7,
Q={weZ: |w|<r}cZ

Notons U et U respectivement la fermeture et la frontiére de U dans Y @ Z, et

0Q) la frontiére de () dans Z :

U={z=y+Xz: ||z]| <p, A>0, ye Y},
U={z=y+Xz: yeY, |z]|=pet A\>0ou |z|] <pet A=0},
0Q={weZ: ||w|=r}

On a vu dans la preuve du Théoréme 3.20 que U est o-fermé. De plus, on a que

UNoQ #0,0UNoQ =0, et OUN Z, = {0, pz} est un rétract de Z\9Q via par
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exemple
0 silw| <,
Hw) =

pz  silw|| >

La proposition précédente donne donc que (U, 0U) 7-enlace (9Q, ().

La Proposition 2.7 s’adapte aussi a notre notion d’enlacement, bien que moins

élégamment :

Proposition 4.7. Soit X =Y @ Z un espace de Hilbert comme ci-haut et sup-
posons que 2 = Z1 DB Zy avec Zy de dimension finie. Soit U une partie ouverte et
bornée de Y @ 7, telle que U est T-fermé et soit P C Q) des fermés de Z tels que
oUNQ#0D, UNP#0, et 0UNP = 0. Supposons que OU N Z; est un rétract de
Z\P, et que (OU N Z1)\Q est un rétract de Z. Supposons également qu’il existe
A, A" C OU tels que A’ est T-fermée, AUA = 0U et ANQ = (. Alors, (0U, A)
T-enlace (Q, P) via Ny, ou

No = {n € N*4(0U, A) : n est T-continue sur [0,1] x U et pour tout (ty, z) €
0, 1] x U, il existe un o-voisinage
Vito,zo) C [0,1] X (Y @ Z1) de (to, zo) tel que
{Pr(z—n(t.z)) : (t,2) € Vo) N ([0,1] x U)}

est contenu dans un sous-espace de Y de dimension

finie}.

DEMONSTRATION. Soit 7# : Z\P — U N Zy et § : Z — (0U N Z1)\Q des
rétractions telles que 7|z = 8|20, et soit p € U N P. Définissons r,s : X — 7,
par

r(z) sizé& P,
s(x) :=38(z) et r(z):= =) . #
P sinon,

ol =y + z. Remarquons que s(x) = r(x) dés que z ¢ Q.
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Puisque A, @ et P sont 7-fermés et que A'N P = (), il existe o, 3 : X — [0, 1]
des fonctions T-continues telles que a(z) = 0 si et seulement si x € P, a(x) =1
si et seulement si x € A’ et §(x) = 0 si et seulement si z € (). Et maintenant,

pour 1 € Ny quelconque, définissons H : [-1,1] x U — Y @ Z; par

Py on(t,z) + (1 = t)a(Pz on(t, x))(r(n(t, z)) — p)
H(t,x) =9 +t(1 = a(z)(1 - B(n(t, 2))))(s((t,x)) — p) sit e [0,1],

(1+t)(y + a(z1)(r(z) — p)) — t(x — p) si t € [—1,0].
Comme a la Proposition 2.7 et puisque n € Ny, il est facile de voir que H est 7-
continu et que 0 ¢ H([—1,0] x 9U). Aussi, remarquons que comme dim(Z;) < oo,
pour chaque (ty, 7o) € [—1,1] x U, un o-voisinage Ny, ) de (to, o) est tel que
{Pyoz (x — H(t,z)) : (t,x) € Nygue) N ([—1,1] x U)} est contenu dans un sous-
espace de dimension finie de Y @ Z; si et seulement si N, .,) est un o-voisinage
de (to, o) tel que {Py(z — H(t,x)) : (t,x) € Ny z) N ([—1,1] x U)} est contenu
dans un sous-espace de dimension finie de Y.

Ici, il y a deux cas :
(a) Il existe = € QU et t €]0,1] tel que H(t,z) = 0.
(b) Pour tout x € OU et t €]0,1], H(t,z) # 0.

Si (a) tient, on distingue les deux sous-cas suivants :
(al) x € A',n(t,z) € @ : Dans ce cas, 5(n(t,z)) = 0 et a(x) = 1 donc I'équa-
tion H(t,z) = 0 devient

(1 = t)a(n(t, z))(r(n(t, z)) = p) = 0.

Mais remarquons que ceci implique que 7(t,z) € P car sinon a(n(t,z)) # 0
et r(n(t,z)) # p. Cest donc que n(dU x]0,1[) N P # @ et la condition (2)
de la Définition 4.2 est satisfaite.

(a2) n(t,x) ¢ Q : Dans ce cas, r(n(t, x)) = s(n(t,x)) donc I'équation H(t,x) =

0 devient

(1 =t)a(n(t,z)) + (1 — alx)(1 = B((t,2)))))(r(n(t, ) —p) = 0.

Mais ceci est impossible car r(n(t,z)) # p, a(n(t,z)) # 0 et B(n(t,z)) # 0.
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C’est donc que le cas (a2) ne survient jamais et la condition (2) de la Défini-

tion 4.2 est satisfaite.

Si (b) tient, on considére les deux sous-cas suivants :
(b1) Pour tout x € OU, H(1,x) # 0.
(b2) Il existe u € OU tel que H(1,z) = 0.

Dans le cas (bl), on est dans la situation ou 0 ¢ H([—1,1] x 9U) et donc H est
une homotopie o-admissible (au sens du Lemme 3.19). Comme H(—1,-) = idg—p

avec p € U, la théorie du degré de Kryszewski et Szulkin donne
1= degKS(idU - b U) = degKS(H(_1> ')a U) = degKS(H(lv ')7 U)>

d’ott on conclut I'existence d'un = € U tel que H(1,z) = 0. Donc que (b1) ou
(b2) soit satisfaite, la conclusion est qu’il existe un @ € U tel que H(1,z) = 0.

Ceci implique que n(1,x) = Pz on(1,x) et I'équation H(1,z) = 0 s’écrit

(1 —a(z)(1 = Bn(1,2))))(s(n(1,2)) — p) = 0.

Mais s(n(1,z)) # p donc

1 ax)(1 - B(n(1,2))) = 0.
Mais la seule solution au probléme

l1—a(l—=5)=0
0<a,b<1
est a =1, b =0, dou a(x) = 1, B(n(1,z)) = 0, ce qui est équivalent a = €

A" C OU et n(z,1) € Q. Ceci montre que la condition (1) de la Définition 4.2 est
satisfaite. O

Exemple 4.8. Soit, X = Y & Z un espace de Hilbert comme ci-haut et soit z € Z
tel que ||z|| = 1. Posons Z; := R (z) et Zy := Z{ % de sorte que Z = Z, & Z, avec
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71 de dimension finie. Soit aussi 0 < r < p et
Vi={z=y+Xz: |yll<p, 0<A<p, yeY}CYZ,
Q={weZ: |w|<r}cCZ

Notons V et OV respectivement la fermeture et la frontiére de V dans Y & 7, et

P la frontiére de () dans Z :
V={z=y+xz: [y <p, 0<A<p, yeY}
OV ={z=y+rz: yeY [yl <pet A€{0,p} oully| =pet Aec0,1]},
0Q={weZ: |w|=r}

Posons

A={z=y+Az€dV: [y[=pet A €0,1]},

Al={x=y+22€dV: |y| <pet A€ {0,p}}.

Les ensembles V et A’ sont 7-fermés car leur projection sur Y est la boule fermée
de rayon p, qui est o-fermée. Du reste, il est clair que AUA =9V, ANQ =0,
avNQ #0,VNoQ # 0, et IVNIQ = 0. Aussi, 0OVNZ; = {0, pz} est un rétract
de Z\0Q via
r(w) = 0 silw|<r,
pz siflwl| >,
et (OV N Z1)\Q = {pz} est un rétract de Z via lapplication constante w +— pz.
Il suit de la Proposition 4.7 que (9V, A) 7-enlace (Q,0Q) via Ny et il suit de la

Proposition 4.4 que (V,0V) T-enlace (0Q, ).

§4.2. LE THEOREME DE KRYSZEWSKI ET SZULKIN GENERALISE

Soit X =Y @ Z un espace de Hilbert comme ci-haut. Rappellons que donnés
A C B C X, on a défini a la Définition 4.1 I’ensemble des déformations admis-

sibles A®(B, A) comme 'ensemble des déformations n € C([0,1] x X, X) telles

que

(1) n(t,x) = x pour tout (t,z) € ({0} x X)U([0,1] x A),
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(2) n est T-continue sur [0, 1] x B,
(3) pour chaque (to, o) € [0,1] x B, il existe un 7-voisinage Vi, 4,) de (to, zo)
tel que

{Py(z = n(t,x)) : (,x) € Visgwo) N ([0,1] x B)}

est contenu dans un sous-espace de Y de dimension finie.

Pour ¢ € C'(X,R), on pose
./\/';d(B,A) ={n e N*YB,A): o(n(t,z)) < () V(t,z)€[0,1] x X}.

L’analogue du Lemme 2.11 tient toujours :

Lemme 4.9. Soit X =Y @ Z un espace de Hilbert comme ci-haut, ¢ € C'(E,R),
AC X, Ny CN(B,A) et (B, A), (Q, P) deux paires telles que (B, A) T-enlace
(Q, P) via Ny. Si

o) <ply) VoeB, VyeP,

alors la condition (2) de la Définition 4.2 ne tient jamais.

DEMONSTRATION. En effet, si 7(¢,2) € P pour un certain (¢,z) € ]0, 1[x B, alors

on aurait o(n(t,x)) < () < p(n(t,z)), ce qui est une contradiction. O

Nous aurons également besoin d’une version légérement modifiée du Lemme 3.18 :

Lemme 4.10. Soit a < 3 et ¢ € CY(X,R) une fonctionnelle ayant la propriété
(KS)8 et soit A un sous-ensemble T-fermé de P disjoint de ©8. Alors, il existe
n e C([0,1] x X, X) satisfaisant les propriétés suivantes :

(1) n(t,x) = x pour tout (t,z) € ({0} x X)U ([0,1] x A).

(2) Pour chaque v € X, Uapplication [0,1] — R : ¢t — @(n(t,z)) est décrois-

sante.

(3) n(1,¢%) C .
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(4) Chaque point (to,z0) € [0,1] x ¢ a un T-voisinage Ny, 1) tel que Uen-
semble
{z—nt,2): (,2) € Nugwo) N ([0,1] x ¢7)}
est contenu dans un sous-espace de X de dimension finie.

(5) n est T-continu sur [0,1] x ¢°.

DEMONSTRATION. Supposons que A # (). Soit V le 7-voisinage de @’ et f: V —
X le champ de vecteurs obtenu au Lemme 3.16. Définissons A : X — R par

B dist, (z, A)
N diStT(fIf, A) + diStT<x7 SDCY) .

A)

Alors 0 < A< 1, Al4 =0, A

va = 1, et X\ est 7-localement lipschitzienne. Soit

h: X — X un champ de vecteurs défini par

h(z) = “Aa)x(2)f(z) sizeV,

0 sinon,
oit x : X — [0,1] est une fonction localement lipschitzienne telle que x|, s =1 et
suppy C V. Par le Lemme 3.16, h est bornée et localement lipschitzienne, donc

pour chaque yy € X, le probléme a valeur initiale

Syt 0) = h(y(t: o)

y(0;90) = vo

(4.2)

admet une unique solution contintiment différentiable définie sur R (voir Théo-
réme 1.18). De plus, le flot ¢ : R x X — X : (t,y0) — C((t,y0) := y(t;y0) est

continu.

Par définition, ¢ vérifie ((0,x) = x pour tout = € X. Et comme h|4 = 0, un

argument d’unicité permet de conclure que ((¢,z) = = pour tout (¢,z) € R x A.

Par un argument analogue au Lemme 3.18, on a que pour u € V quelconque,

¢(t,u) € V pour tout t € R.
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Pour tout € X, on a par (4) du Lemme 3.16 que

9 octt2) = ¢ c(t2) S (t2)

— (Vgp(((t, z)), %C(t, fﬁ))

= =G 2))x(C(t,2))(Vo(C(t, @), f(C(E, ) < 0.
C’est-a-dire que pour chaque z € X, I'application R — R : t — ¢(((t,z)) est
décroissante.
Posons T := ff — a. Soit x € X. il existe ¢ € [0, 7] tel que p({(ty,x)) < «,
on a simplement que ¢({(7,z)) < ¢(((ty,x)) < a en vertu de la décroissance de

©(C(-,x)). Sinon, ¢({(t,z)) € [a, ] pour tout ¢t € [0,7]. Dans ce cas, le théoréme

fondamental du calcul intégral et le Lemme 3.16 impliquent
Td
PCT.0) = plo)+ [ etttz de
0

:wm—A<v¢ammJ«@m»ﬁ
<5—/T1dt
— 5 (B0

:Oé,

ce qui est une contradiction.

Soit (to,x9) € [0,T] x ©P. Posons K := (([0,T] x {x¢}) et montrons qu’il

existe r > 0 tel que
(a) U:=B.(K;r)CV,
(b) Af est T-lipschitzienne sur U de constante L > 0,
(¢) f(U) est contenu dans un sous-espace W de X de dimension finie.

Pour ce faire, notons d’abord que comme ( est continue, ’ensemble K est com-
pact et donc 7-compact. Comme Af est 7-localement lipschitzienne, il existe

pour chaque x € K un 7-voisinage O, de u sur lequel \f est 7-lipschitzienne
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de constante L,. Soit {O,,, ..., O, } un sous-recouvrement fini de K. Posons

N N
O0:=JO0,NV et L:=> L.
=1 =1

Ainsi, K C O C V et A\f est T-lipschitzienne sur O de constante L. Par le Lemme
3.16, pour chaque x € K, il existe V, un 7-voisinage de x tel que f(V,) est contenu
dans un sous-espace de W, de X de dimension finie. Par compacité de K, il existe
un nombre fini {Vur, ..., Vy } des V, qui recouvrent K. Posons

M
Vi= Ve NV et Wi=Wy +... 4+ Wy

T
i=1

Alors clairement, K C V C V et f(V) C W. Finalement, de la 7-compacité de
K, on déduit P'existence d’'un r > 0 tel que K C U := B.(K;r) C ONV.

Maintenant, supposons que z € ¢ et t € [0,T] sont tels que ((s,z) € U
Vs € [0,t]. Dans ce cas, pour tout t' € [0, 7],

t d
— /0 %C(S’ l’g) ds + Zo

— (¢ — o) - / (A5, 2) F(C (5, 7)) — AL, 70)) F(C (5, 20))) ds,

Y d
C(t' @) — ¢t z0) = [/o E((s,m) ds +

et donc on a
NCE 2) — S, zo)lll- < [l[(z — 20)|||-+

/0 HIA(C(s, 2)) F(C(s, ) = A(C(s, 20)) f(C(s, wo))l[ ds

< [l[(z = zo)lll+ + L/Ot 11¢(s, 2) = ¢(s, mo)l[[ - ds.
L’inégalité de Gronwall (Lemme 1.19) implique donc que pour tout t' € [0, 7],
H1CE#, 2) = <t o)l < Il = wol[[-e™ <[]z = ol (4.3)
On affirme que pour tout x € ? N B, (zg;re tT) et t € [0, T[, on a que
((s,x) e U Vs e€l0,t], (4.4)

de sorte que, par ce qui précede, |||C(¢, x) —C(t, xo)|||+ < |||x—zo|||-eXT < r pour

tout ¢ € [0,t]. Mais comme ((t',z9) € K pour tout t' € [0,t], ceci est équivalent
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a dire que ((t',xz) € U pour tout t' € [0,t]. Et donc f(((s,x)) € W pour tout
s € [0,¢]. On obtient alors

td
u=clt) == [ Tt ds

- / A(C (s, 2) F(C(s,2) ds € W.

Ceci est valide pour tout z € ¢? N B, (xg;re tT) veérifiant (4.4) et pour tout
t € [0,T[. Si c’est le cas, comme W est de dimension finie, il est fermé dans X,

donc par continuité, on a en fait que = — ((t,z) € W pour tout t € [0, T].

Finalement, montrons que ¢ est 7-continu en (tg, z¢) € [0, 7] x ¢”. Soit € > 0,
C une borne de f, et posons § := min{re L7 /2 ¢/(eT + C)}, ou L et r sont les
constantes obtenues plus haut. Pour 0 < t < T et x € 7 tels que |t — to| < J et

2 = wolll- < 6, par (4.3), on a

IC(t, 2) — C(to, o)== [I[¢(t, ) — ¢(t, z0) + C(¢, 20) — ((to, xo)]l|-

t
d
—((s,x0) ds
/to s )

< [ll¢(t, =) — C(t,fﬁo)lllmL/t [ £(S(s,z0))l]]- ds

< St ) = ¢t zo)lll- + H

T

t
< llle = aollle” + [ € ds

to

< elT§ + |t —to|C
< (" +C)6
<é

11 suffit de définir n : [0, 1] x X — X par n(t,z) := ((Tt, x). Par ce qui précéde,
n est continu et vérifi (1)-(5). O

Le théoréme suivant généralise le Théoréme 3.20. On peut également le voir
comme 'analogue du Théoréme 2.12 pour le 7-enlacement.

On adopte la convention sup(f)) = —oo et inf(()) = +oc.
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Théoréme 4.11. Soit X =Y & Z un espace de Hilbert comme ci-haut, A C B C
X, PCQCX, etsoit pe C'(X,R) tels que
(1) ¢ est T-semi-continue supérieurement et Vi est faiblement séquentielle-

ment continue;
(2) (B, A) T-enlace (Q, P) via Ngd(B,A) avec A T-fermé;
(3) p(z) < ¢(y) pour tout v € B, y € P;
(4) il existe b € R tel que sup, ¢ < b <infge <suppp =:d;

(5) si {upnen est une suite dans of telle que u, —— u € @}, alors {u, ynen

est fortement bornée.
Soit
c:= inf  su 1,x)).
HENE(B.A) vep SUSER

Si ¢ € R, alors il existe une suite {x,}nen dans X telle que

o(x,) — ¢, @'(x,) — 0.

En particulier, si ¢ satisfait (PS)., alors ¢ est une valeur critique de ¢.

DEMONSTRATION. Remarquons que le Lemme 4.9 et les conditions (2)-(4) im-
pliquent que ¢ € [infg ¢, d]. Supposons par contradiction que pour toute suite
{Zn}nen dans X telle que ¢(z,) — ¢, on a que ¢'(x,) - 0. Dans ce cas, par le
méme argument qu’a la preuve du Théoréeme 3.20, c’est qu’il existe € > 0 tel que
c—e>bet
l¢' (@)l =€ Voep™([e—ectd).

Les conditions (1) et (5) nous assurent que ¢ satisfait la propriété (K.S)2 avec
a = c—ecet f:= min{c+ ¢,d}. Notons que A est disjoint de ¢. Soit 7 une
déformation obtenue en vertu du Lemme 4.10. Par définition de ¢, il existe 1’ €
N2Y(B, A) tel que sup,cp @(1(1,2)) < 3. Définissons 6 : [0,1] x X — X par

"(2t, sitelo, ],
0(t.) = n'(2t, z) [0, 5]

7](2t - 177]/(17‘%‘)) site [%7 ]-]

Montrons que 6 € N24(B, A).
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e Soit (0,z) € {0} x X. Alors, 0(0,z) = 7/(0,2) = x puisque 7’ €

N2(B, A).

e Soit (t,z) € [0,3] x A. Alors, 0(t,z) = n/(2t,z) = z puisque 7' €

2

N2(B, A).

e Soit (t,x) € [3,1]xA. Alors, 0(t,z) = n(2t—1,7/(1,2)) = n(2t—1,2) =

 puisque 7' € N24(B, A) et puisque 7 est obtenu du Lemme 4.10.

Soit (¢,z) € [0,3] x B. Alors 6 est T-continu en (¢,z) car o' est 7-
continu en (2t,z) € [0,1] x B.

Soit (t,z) € [5,1] x B. Alors 6 est T-continu en (t,z) car 7/(1,-) est

T-continu en z € B et 7 est 7-continu sur [0, 1] x ¢°.

Soit (to,z0) € [0,5[xB. Comme 7' € N24(B,A), il existe Iy, un
intervalle ouvert (dans [0, 1]) autour de 2ty et U,, un 7-voisinage de

xq tel que
{Pr(z—n'(t,2)) : (t,2) € Loy, x (Uy, N B)}

est contenu dans un sous-espace de Y de dimension finie. Comme

0(t,z) = n/(2t,x) pour (t,z) € [0,3[xB, on a que
{PY('T - 9<t7$)) : (ta .CE) € %[2150 X (Uxo N B)}

est contenu dans un sous-espace de Y de dimension finie.

Soit (to,z0) €]3,1] x B. Comme 7 vient du Lemme 4.10, il existe
Jot,—1 un intervalle ouvert (dans ]0,1]) autour de 2ty — 1 et Uy (1.4)

un 7-voisinage de n'(1, o) tel que

{ZE - ﬁ(t,x) : (t,.l’) S J%o—l X (Un’(lvxo) N 90,8)}

est contenu dans un sous-espace F; de X de dimension finie.
[application 7'(1,-) : X — X étant 7-continue sur B, il existe un 7-
voisinage Wy, de z¢ tel que 1/(1, )" (Uyy(1,50)) N B = Wy, N B. De plus,
par (3) de la Définition 4.1, on peut supposer sans perte de généralité
que

{r —79'(1,2) : x € W,, N B}
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est contenu dans un sous-espace Fy de X de dimension finie.

Posons V(i z¢) = %(Jzto—l + 1) x Wy, Alors, donné (t,x) € Vigyz) N
(10,1] x B) = 3(Jogg—1 + 1) x (W4, N B), on a que
Py(z —0(t,x)) = Py(z —n(2t — 1,7/'(1,2)))
= PY(U/(L .CL’) - W(Qt - 17 77/(1717»)

+ Py(&? — 77/(171'» € F1 -+ FQ,

un sous-espace de Y de dimension finie.
e Soit (3,20) € {3}xB. Comme ' € N24(B, A), il existe I; un intervalle
ouvert (dans [0, 1]) autour de 1 et U,, un 7-voisinage de zy tel que

{Py(z—n'(t,z)): (t,z) € I x (U, N B)}

est contenu dans un sous-espace de Y de dimension finie.

Comme 7 vient du Lemme 4.10, il existe Jy un intervalle ouvert (dans

0,1]) autour de 0 et U,y (1,4, un 7-voisinage de n'(1,z) tel que
{l’ - n(tv l’) : <t71‘) € Jo x (Uﬂ'(lwo) N ¢6>}

est contenu dans un sous-espace de X de dimension finie. Soit aussi

W, défini comme ci-haut. Alors,
{Py(x—0(t,z)) : (t,z) € (311 U3(Jo+ 1)) X (Up, "1 Wyy)}

est contenu dans un sous-espace de Y de dimension finie.
(4) o Si(t,x) €[0,1] x X, alors o(8(¢,2)) = (/' (2t,2)) < ¢(x) car f €
Ngd(B, A).
e Si(t,z) € [3,1]x X, alors en vertu du Lemme 4.10 (1), (2), ¢(0(t, z)) =
p(n(2t = 1,71, 2)) < (00, 7'(1,2)) = (i (1, 2)) <

Mais par hypothése, n/(1, B) C ”, donc par le Lemme 4.10 (3),

p(z).

supp(6(1,7)) < a = c— ¢,
zeB

contredisant la définition de c. O
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Remarque 4.12. La condition infg ¢ < supg ¢ est une conséquence immédiate

de ce que BN Q # 0.

Remarque 4.13. Une condition suffisante pour que ¢ € R est que supg ¢ < +00.

Corollaire 4.14. Soit X =Y & Z un espace de Hilbert comme ci-haut et soit
o € CY(X,R). Supposons qu’il existe deuz paires (B, A) et (Q, P) telles que
(1) ¢ est T-semi-continue supérieurement et Vi est faiblement séquentielle-
ment continue;
(2) (B, A) t-enlace (P,0) via N34 (B, A) et (A, Q) m-enlace (Q, P) via N2(A, 0)

avec A T-fermé ;

(3) sup, o <infpp;
(4) il existe a < infg ¢ telle que avec d := supg @, si {u,}nen est une suite

dans @2 telle que u, —— u € ¢, alors {u, }nen est fortement bornée.
Soit

c:= inf su 1,z)), d:= inf supe(d(1,x)).
L s, de= | sup g(0(1,)

Sic,d € R, alors ¢ # d et il existe deux suites {x, fnen, {Un}nen dans X telles

que

O(xn) = ¢, @(x,) =0, @(yn) = d, ¢(yn) — 0.

DEMONSTRATION. Le Théoréme 4.11 garantit 'existence des suites {z, }nen et
{Yn }nen- Montrons que les nombres ¢ et d sont distincts. D’abord, comme (B, A)
7-enlace (P,(), le Lemme 4.9 garantit que n(1,B) N P # () pour tout n €
N34(B, A). Donc ¢ > infp . Ensuite, comme ¢(6(1,2)) < ¢(z) pour tout § €
de(A, 0) et tout x € A, on a que d < sup, . D’ou, en vertu de (3), d <c. O

Dans le cas de paires T-enlacées (B, A) et (Q, P) ou A n’est pas T-fermé, on

a les résultats suivants.
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Théoréme 4.15. Soit X =Y ® Z un espace de Hilbert comme ci-haut et soit
¢ € CHX,R). Soit F un fermé de Z et U un ouvert borné de Y ® Z; tels que U
est T-fermé, UNF # 0, OUNF =0 et OUNZ; est un rétract de Z\F. Supposons

que

(1) ¢ est T-semi-continue supérieurement et Vi est faiblement séquentielle-

ment continue;

(2) il existe b € R tel que

supp < b <infy <supp =:d < 4o0;
ou F T
(3) i {un}nen est une suite dans @f telle que u, — u € @f, alors {u, fnen

est fortement bornée.

Alors, il eziste ¢ € [infp ¢, d] et une suite {u,}nen dans X telle que

o(un) — ¢, ¢'(u,) — 0.

DEMONSTRATION. Si la conclusion est fausse, le méme argument qu’au Théo-
réme 3.20 nous permet d’obtenir 'existence de € > 0 tel que a ;== infpp —€ > b

et
' (@) > € Ve .

Les conditions (1) et (3) nous assurent que ¢ satisfait (KS)9. Soit T' > 0 et
f) : [0, +o00[xp? — X la déformation obtenue au Lemme 3.18. Définissons 7 :
[0,1] x U — X par n(t,z) = §(Tt,x). Soit # : Z\F — OU N Z; une rétraction.
Fixons p € U N F' et définissons r : X — Z; par

f(21—|—22) si 21+ZQ¢F,

r(z) =

P sinon,
oU T =y+z1+20,avecy €Y, 21 € Z; et 29 € Zy. Soit a: Z — [0, 1] une fonction
continue telle que a(z) = 0 si et seulement si © € F et a(zr) = 1 si et seulement

sizedUnNZ.



70

Définissons H : [-1,1] x U — Y @ Z; par

Py on(t,z) + a(Pgon(t,x))(r(n(t,z)) —p)  sitel01],

H(t,x) =
(t.2) (t+1)(y+ a(z)(r(z) —p)) — t(x — p) site[—1,0].

Remarquons que H(—1,-) =idg — p avec p € U et
H(l,z) =0 < n(l,z) € F. (4.5)

En procédant comme dans la preuve de la Proposition 4.4, on montre que les
conditions (1), (3) et (4) de la Définition 3.11 sont satisfaites. Pour montrer que
H est o-admissible, il reste a vérifier que 0 ¢ H([—1,1] x 0U). En procédant
comme dans la preuve de la Proposition 4.4, on montre que 0 ¢ H([—1,0] x 9U).

Pour montrer que 0 ¢ H(]0, 1] x 9U), procédons par contradiction. Supposons
que pour (t,z) €]0,1] x OU donné, H(t,z) = 0. Alors c’est que n(to,zo) € F.
Donc, par (2) et les énoncés (1) et (2) du Lemme 3.18, on a

p(n(t, z)) < o(z) < Supp < a < infy < p(n(t, x)),

ce qui est une contradiction.

Il découle du Théoréme 3.12 que
1= degKS(idU - D U) - degKS(H(_l’ ')7 U) - degKS(H(17 ")’ U)

On conclut qu’il existe u € U avec H(1,u) = 0. C’est donc que n(1,u) € F. Mais
notons que 7(1,U) C ¢%, donc on obtient

a <infe < o(n(lu)) <a,

ce qui est une contradiction. [
Remarque 4.16. Notons que ce théoréme est une généralisation du Théoréme 3.20.

Théoréme 4.17. Soit X =Y & Z un espace de Hilbert comme ci-haut et soit
o € CYX,R). Soit P C Q des fermés de Z et U un ouvert borné de Y @& Z; tels
que U est T-fermé, UNP # 0, 0UNP =0, 0UNQ #0, OU N Z; est un rétract
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de Z\P et (OU N Z1)\Q est un rétract de Z. Supposons qu’il existe A, A’ C OU
avec A" T-fermé tels que AU A" = OU. Supposons également que

(1) ¢ est T-semi-continue supérieurement et NV est faiblement séquentielle-

ment continue ;

(2) il existe b € R tel que

supp < b <infy <supyp < infy <supyp =: d < +o0;
A Q U P T
(3) si {up}nen est une suite dans of telle que u, —— u € @f, alors {u, fnen

est fortement bornée.

Alors, il existe ¢ € [infg o, d] et une suite {u,}nen dans X telle que

o(un) — c, QDI(Un) — 0.

DEMONSTRATION. Si la conclusion est fausse, le méme argument qu’au Théo-
réme 3.20 nous permet d’obtenir 'existence de € > 0 tel que a ;== infpp —€ > b

et

le' (@)l > e Vo € .

Les conditions (1) et (3) nous assurent que ¢ satisfait (KS)4. Soit T > 0 et
M : [0, +00[xp? — X la déformation obtenue au Lemme 3.18. Définissons 7 :
[0,1] x U — X par n(t,z) = 7(Tt, z).
Soit # : Z\P — 0UNZ, et § : Z — (OU N Z;)\Q des rétractions telles que
T2 = 8|7\q, et soit p € U N P. Définissons r,s : X — Z; par
s(x) :=38(z) et r(z):= o) sz b
p sinon,
ol x =y + z. Remarquons que s(x) = r(x) dés que z ¢ Q.
Puisque A, Q et P sont 7-fermés et que A'N P = (), il existe o, 3 : X — [0, 1]
des fonctions 7-continues telles que a(z) = 0 si et seulement si x € P, o(z) =1

si et seulement si x € A" et B(x) = 0 si et seulement si x € . Définissons
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H:[-1,1]xU—Y & Z par

Py on(t,z) + (1 — t)a(Pz on(t, x))(r(n(t,z)) — p)
H(t,2) =3 41— a(a)(1 - Bt ) (st 2) —p)  site[0,1],
(14 8)(y + al2)(r(z) ~ ) ~ 1z~ p) it e [1,0]
En procédant comme dans la preuve de la Proposition 4.7, on montre que les
conditions (1), (3) et (4) de la Définition 3.11 sont satisfaites. Pour montrer que
H est o-admissible, il reste a vérifier que 0 ¢ H([—1,1] x OU). En procédant
comme dans la preuve de la Proposition 4.7, on montre que 0 ¢ H([—1,0] x 9U).
Pour montrer que 0 ¢ H(]0, 1] x 9U), procédons par contradiction. Supposons
que pour (t,x) €]0,1] xOU donné, H(t,z) = 0 et étudions les quatres possibilitées
suivantes :
(a) n(t,x) ¢ Q : Dans ce cas, r(n(t,z)) = s(n(t,x)) donc 'équation H(t,x) =

0 devient

(L =t)a(n(t, z)) + (1 — a(x)(1 = B(n(t, ) (r(n(t, x)) —p) = 0.

Mais ceci est impossible car r(n(t,z)) # p, a(n(t,z)) # 0 et B(n(t,z)) # 0.
(b) x € A,n(t,xz) € Q : Par (2) et I'énoncé (2) du Lemme 3.18, on obtiens

p(z) <supp <a < igfso <ot ) < p(x),
A

ce qui est un contradiction.

(c) t €]0,1[,x € A',n(t,z) € Q : Dans ce cas a(z) =1 et B(n(t,z)) = 0 donc

I'équation H (t,z) = 0 s’écrit

a(n(t,z))(r(n(t, x)) —p) =0,
ce qui implique 7(t, z) € P. La condition (2) et 'énoncé (2) du Lemme 3.18
implique la contradiction suivante :

sup ¢ < inf o < p(n(t,z)) < p(x) < sup p.
U P U

(d)yt=1,z€ A n(t,x) € Q: Par (2) et I'énoncé (3) du Lemme 3.18, on ob-

tiens

a <inf < p(n(l,z)) <a,
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ce qui est absurde.
La fonction H est donc une homotopie o-admissible.

Par la théorie du degré de Kryszewski et Szulkin, il suit que
1 = deggg(idy — p,U) = deggg(H(—1,-),U) = deggg(H(1,-),U),

d’ot on conclut qu’il existe u € U tel que H(1,u) = 0. Cette derniére équation
implique que

1= a(w)(1 - B(n(1,u))) = 0.
Ceci force a(u) = 1, mais ¢’est impossible car alors u € a (1) NU = A/ NU =

0. O

Exemple 4.18. Soit X = Y & Z un espace de Hilbert comme ci-haut et soit
V,Q, A, A’ les ensembles définis dans 'Exemple 4.8. Soit aussi ¢ € C'(X,R)
une fonctionnelle 7-semi-continue supérieurement telle que V¢ est faiblement
séquentiellement continue. Appliquant respectivement les Théorémes 4.15 et 4.17,

on obtient les conclusions suivantes.

(1) S'il existe by € R tel que

sup p < by < inf p < supyp :=d < +00
ov 0Q v

et si toute suite {u,}nen dans gogl telle que u, Soue gogl est fortement
bornée, alors il existe ¢; € [infyg, d] et une suite {u, fren telle que p(u,) —

o et ¢ (u,) — 0.

(2) S'il existe by € R tel que

sup ¢ < by < infp <sup <sup <supy :=d < +00
A Q ov 2Q v

et si toute suite {u, }nen dans ¢f telle que u, — u € ¢ est fortement
bornée, alors il existe ¢y € [infg, d] et une suite {u, }ren telle que p(u,) —

co et ¢'(uy,) — 0.



CONCLUSION

Le but premier de ce travail était de dégager une notion d’enlacement et de
formuler & I'aide de celle-ci une généralisation du Théoréme 3.20 di a Kryszewski
et Szulkin. En général, ce but a été atteint mais il reste quelques questions. Tout
d’abord, il est naturel de se demander si la Proposition 2.9 peut étre adaptée au
T-enlacement. Pour cela, il faudrait voir si une propriété analogue a la Proposi-
tion 1.15 sur 'existence d’un continuum de zéros peut étre établie pour le degré de
Kryszewski et Szulkin. Une autre question que je n’ai pas eu le temps d’explorer
concerne les modifications a apporter au Lemme 3.18 qui permettraient d’avoir
¢ € [infg ¢, supyy ] au Théoréme 4.17. Ainsi, les Théorémes 4.15 et 4.17 pour-
raient étre combinés pour obtenir un résultat de multiplicité. Finalement, il sera
intéressant de déterminer la valeur des résultats de ce mémoire en cherchant des
problémes variationnels auxquels nos théorémes généraux peuvent étre appliqués

pour garantir I’existence d’un ou plusieurs points critiques.
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