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SOMMAIRE

La méthode IIM (Immersed Interface Method) permet d’étendre certaines
méthodes numériques a des problémes présentant des discontinuités. Elle est util-
isée ici pour étudier un fluide incompressible régi par les équations de Navier-
Stokes, dans lequel est immergée une membrane exercant une force singuliére.
Nous utilisons une méthode de projection dans une grille de différences finies de
type MAC. Une dérivation trés compléte des conditions de saut dans le cas ou
la viscosité est continue est présentée en annexe. Deux exemples numériques sont
présentés : I'un sans membrane, et I'un ot la membrane est immobile. Le cas
général d’'une membrane mobile est aussi étudié en profondeur.

Mots clés : méthode ITM, méthode de projection, fluide incompressible, équa-

tions de Navier-Stokes, force singuliére, grille MAC
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SUMMARY

The Immersed Interface Method allows us to extend the scope of some nu-
merical methods to discontinuous problems. Here we use it in the case of an
incompressible fluid governed by the Navier-Stokes equations, in which a mem-
brane is immersed, inducing a singular force. We use a projection method and
staggered (MAC-type) finite difference approximations. A very complete deriva-
tion for the jump conditions is presented in the Appendix, for the case where
the viscosity is continuous. Two numerical examples are shown : one without a
membrane, and the other where the membrane is motionless. The general case of
a moving membrane is also thoroughly studied.

Key words : immersed interface method, projection method, incompressible

fluid, Navier-Stokes equations, singular force, MAC grid
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INTRODUCTION

En biologie, la mécanique des fluides regorge de problémes dans lesquels inter-
viennent différentes structures immergées comme des membranes élastiques. Ces
problémes, qui vont de I’é¢tude du flux sanguin dans le coeur a la modélisation
de la nage de certains organismes vivants, ont rendu nécessaire le développement
de nouvelles techniques dont font partie la méthode IB (immersed boundary, in-
troduite par Peskin et McQueen [12]), et la méthode IIM (immersed interface
method, introduite par Leveque et Li [9]). C’est sur cette derniére méthode que

porte ce mémoire.

F1G. 0.1. A gauche, représentation en trois dimensions d'un globule
rouge. A droite, le probléme que nous considérons : une membrane

élastique dans une boite fermée en deux dimensions.

Par ce projet, nous cherchons a mieux comprendre le comportement du sang,
a l’échelle d’un globule rouge. Notre modéle est une grande simplification de la
réalité : nous considérerons une boite carrée fermée en deux dimensions remplie
d’un fluide incompressible (le plasma) dans lequel est plongée une membrane, elle
aussi remplie de fluide incompressible (un globule rouge). Comme notre but est

d’explorer de nouvelles méthodes plutot que d’obtenir des résultats directement
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utilisables, nous ne cherchons pas a modéliser parfaitement ces différents éléments.
La membrane sera simplement une bande élastique sans épaisseur en forme d’el-
lipse, et les fluides considérés auront la méme viscosité p. La pression p(ax,t) et la

vitesse u(x,t) de ces fluides sont décrites par les équations de Navier-Stokes ! :

D
Frl; +Vp=pAu+ G+ F, (équations du mouvement) (0.0.1)

V-ou=0, (incompressibilité du fluide) (0.0.2)

ou G est une force extérieure continue (par exemple : la gravité), et F' est la force
engendrée par 'élasticité de la membrane. Cette force, par conséquent, est nulle
partout sauf sur 'interface définie par la membrane : c’est une force singuliére.
Par conséquent, la solution au probléme n’est pas nécessairement lisse ou méme
continue.

Imaginons, pour illustrer, que I’on place un ballon élastique rempli d’eau dans
un bassin lui-aussi rempli d’eau, et que I'on attende assez longtemps pour que
tout mouvement cesse. La vitesse du fluide est alors nulle partout, mais le ballon,
par son élasticité, cherche a se contracter (force F'). La pression sera donc net-
tement plus élevée & 'intérieur qu’a 'extérieur du ballon : il y a une surface de
discontinuité dans la solution.

Ainsi, les méthodes numériques développées pour des fonctions dérivables,
comme la méthode des différences finies, ne sont plus applicables. Pour contourner
ce probléme, Peskin [12]| a proposé d’approximer F' par une fonction continue
dans ce qu’il a appelé la méthode IB. Cette méthode, aujourd’hui trés répandue,
a 'avantage d’étre assez simple a mettre en ceuvre. Cependant, il est impossible,
avec celle-ci, d’obtenir des résultats reflétant de facon précise les discontinuités de
la solution réelle. De plus, pour des problémes de membrane fermée, la méthode
IB fournit des solutions dans lesquelles le volume du fluide enfermé diminue avec
le temps, ce qui est en contradiction avec le fait que celui-ci est incompressible.

Ces phénoménes sont abondamment abordés dans la littérature, et ont été
étudiés par Marc Conti dans son projet de Maitrise [4], dans lequel il commence

aussi a explorer les possibilités d’utiliser la méthode ITM. Le principe de cette

IDu/Dt = Ou/dt + uV - u est la dérivée matérielle du fluide.
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méthode est le suivant : plutdt que d’éviter ou de contourner les discontinuités du
probléme, nous les utilisons pour corriger le schéma numérique. En déduisant des
équations de Navier-Stokes les conditions de sauts, c¢’est-a-dire une description
précise des différentes discontinuités dans la solution du probléme, nous sommes
en mesure de généraliser le théoréme de Taylor a des fonctions lisses par morceaux
(plutdt que simplement lisses), pour ensuite corriger les schémas aux différences
finies, et les utiliser pour résoudre le probléme. C’est ce qui est présenté dans ce
mémoire.

Ce travail se veut donc la suite de celui qui a été entrepris dans [4], ot une des
idées était d’utiliser les équations du schéma numérique plutot que les équations
de Navier-Stokes pour déduire des conditions de saut appropriées. Ceci simpli-
fierait grandement les calculs et les rendrait plus facilement généralisables a des
problémes plus complexes. Les résultats obtenus a ce sujet, cependant, ne furent
pas tels qu’attendu. Notre objectif était alors de continuer ce raisonnement en
appliquant certaines corrections. Entre autres, nous allions ’améliorer par 'util-
isation d'une grille plus élaborée pour faire les calculs.

Deux problémes plus précis ont servi de motivation a ce projet. Le premier
est celui d’'une membrane fixe dans un fluide stationnaire, initialement sans mou-
vement (u(x,0) = 0). En imposant une force constante en direction purement
normale sur une interface elliptique, on devrait obtenir une solution constante
par morceaux pour la pression, comme dans I'exemple du ballon. Ce probléme
stationnaire nous permet de valider la méthode et d’en mesurer ’efficacité.

Le second probléme est celui d’'une membrane élastique qui, au repos, a la
forme d’un cercle. Imaginons qu’on remplisse celle-ci de fluide, et qu’on I’étire en
forme d’ellipse. En la laissant libre de se déplacer et s’étirer, on devrait la voir
se déformer jusqu’a reprendre la forme d’un cercle. Comme le volume contenu a
'intérieur de la membrane doit rester le méme (par incompressibilité du fluide),
celui-ci peut servir mesure de comparaison avec différentes autres méthodes.

En cours de route, cependant, nous avons réalisé deux éléments importants
qui expliquaient 1’échec de la méthode pour plusieurs problémes qui nous in-

téressent. Le premier est que certaines des hypothéses qui nous auraient permis
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de déduire les conditions de saut a l'aide de notre maniére alternative n’avaient
pas la rigueur estimée au départ. Avant d’aborder le probléme, il fallait donc
comprendre en profondeur la méthode numérique que nous souhaitions modifier.
Cette analyse est présentée au premier chapitre de ce mémoire. Le chapitre 2 est
consacré a la présentation de la méthode IIM, dans le cas simple d’'une membrane
qui ne peut se déplacer. Le deuxiéme élément est que nous avions sous-estimé,
voire méme ignoré, I'impact qu’ont les discontinuités créées par le déplacement de
la membrane : les discontinuités dans ’axe du temps. Cela implique des obstacles
considérables dans la mise en ceuvre de la méthode, qui font ’objet du chapitre
3 de ce mémoire. Comme cette méthode s’appuie sur une connaissance de cer-
taines conditions de saut, leur calcul détaillé, partie importante de ce projet, est

présentée en annexe.



Chapitre 1

METHODES DE PROJECTION POUR LES
EQUATIONS DE NAVIER-STOKES

Le probléme qui nous intéresse dans ce chapitre est I’étude d’'un fluide in-
compressible, de viscosité p, compris dans le domaine en deux dimensions ) =
[0,1] x [0, 1].

La grande difficulté dans la résolution numérique de ces problémes réside dans

le couplage des deux inconnus w et p dans les équations de Navier-Stokes

D
r Vb= pdu+ G, (1.0.3)

V-u=0. (1.0.4)

C’est dans le but de séparer ces équations, de maniére & obtenir indépendam-
ment les solutions de w et de p, qu’ont été élaborées les différentes méthodes de
projection. Avec 'aide de ces méthodes a pas fractionnaires, créées il y a plus
d’une trentaine d’années par Chorin [3] et Témam [14], nous transformons le
probléme en une suite d’équations non-couplées a résoudre.

On calculera p a Pétape fractionnaire n + 1/2, puis on calculera u a Iétape
n + 1. Pour y arriver, nous aurons a établir un prédicteur u* a partir des équa-
tions du mouvement, qu’on corrigera ensuite de maniére a satisfaire la contrainte
d’incompressibilité.

Le nom méthode de projection vient de 'utilisation judicieuse qu’on y fait de la
décomposition de Helmholtz : dans un domaine €2 borné, Lipschitz et simplement
connexe comme celui qui nous intéresse ici, le champ de vecteurs u* peut étre

décomposé en la somme d’un champ irrotationel u; et d'un champ solénoidal u?.
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Ce dernier est alors la projection orthogonale de u* sur ’ensemble des champs
incompressibles. Autrement dit, pour obtenir le champ incompressible u™! le
plus proche de I'approximation w*, il suffit de poser 4" = u*. En exprimant
u} comme le gradient d’un potentiel At¢"*! ot At est le temps écoulé entre les

étapes n et n + 1, cette décomposition s’exprime par ’équation

u* =u" 4 AtV (1.0.5)

1.1. PRESENTATION DE LA METHODE

Les différentes méthodes de projection se distinguent principalement par la
maniére avec laquelle on y évalue la pression et les conditions aux frontiéres pour
le potentiel ¢"*!. En se référant aux noms proposés par Brown et al. dans [2], la
méthode que nous avons choisi d’utiliser est PM2 ( projection method 2). Par un
choix judicieux d’estimation de la pression et de conditions aux frontiéres, selon

[1], cette méthode devrait étre d’ordre 2 pour la vitesse, et 3/2 pour la pression.
1.1.1. Equation du mouvement

Considérons ’équation du mouvement (1.0.3) a I'étape n+1/2 :

1
8un+ 3

ot

et voyons comment faire une approximation adéquate des différents termes y
figurant.
On utilisera le schéma de Crank-Nicholson pour approximer ounts /Ot et

1 R .
Au""2, c’est-a-dire :

wtt —ut Qunts
A S +O(A?).

et
(Au)n+1 + (A’U,)n
2

. 1 1 . .
Finalement, u"*2 - Vu""2 sera approximé par une extrapolation de type

Adams-Bashforth d’ordre 2 :

= Au"t7 4+ O(A#).

g(u V)" — % (w- V)™ = (u- V)"t + O(AR).
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Avec une précision d’ordre deux, on peut alors réécrire 'équation (1.1.1) ainsi :

un+1 —u"

T (w-Vu)" 2 + Vprts = g (Au™' + Au™) + G™3. (1.1.2)

1.1.2. Choix du prédicteur u*

La décomposition de Helmholtz (1.0.5) nous permet de lier le champ incom-

pressible ™" & un éventuel estimateur u* par I’équation
u"t = ut — AtV
ou ¢"*! doit étre choisi de maniére & satisfaire V - ™! = 0. En résumé, on a
Vourt = Veut — AtAGTT = 0,
ce qui implique :
V-ut = AtAGTH
Remplacant ™! par (u* — AtV¢" ™) dans (1.1.2), on obtient :

u* — AtV —
At

+ (u- Vu)"™ 4 vt

=

=5 (A& (u” = AtV + Au”) + G2

qu’on peut réorganiser ainsi :

u —u"

At

i

+(u-Vu)": 4V (p"Jré — "+ 5

A¢n+1>

= g (Au* 4+ Au™) + G"2. (1.1.3)

1.1.3. Estimation de la pression p"+%

Pour éviter d’avoir a résoudre u*, p"T2 et ¢! simultanément, on fait inter-

venir ¢"*2, estimateur de la pression p"2. La méthode PM2 propose’

1 1 At
PE = gt gt N2 Agnt (1.1.4)

e lecteur intéressé & comprendre plus en profondeur la justification de ce choix est invité

a consulter [2].
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comme relation entre ces valeurs, ce qui permet d’éliminer la présence de ¢"*!
dans I’équation (1.1.3). En développant le terme p"+%, on obtient en effet

u* —u" ntl
V) T34 vt = g (Au* + Au") + G (1.1.5)
comme équation a résoudre pour trouver ’estimateur w*.

Une approximation d’ordre 1 sera faite pour la pression en posant

1.2. DIFFERENCES FINIES ET GRILLE DE CALCUL

La méthode des différences finies a été utilisée dans ce projet. L’avantage
justifiant ce choix, par rapport a des alternatives comme celle des éléments finis,
est avant tout la simplicité. L’idée de base est la suivante : nous divisons le
domaine €2 en cellules carrées équidistantes comme l'illustre la figure 1.1. Le point
(4, 7) de la grille correspond au point (ih, jh) du domaine, ou h est la largeur d’une

des cellules.

y=jh h
1=Nh+ =+ =
h
2, . . . .
hc ° ° ° >
T = 1h
O S . .
0 h 2h -+ 1=Nh

FiGc. 1.1. Grille de calcul sur le domaine carré €2 dans le cas d’un

schéma colocatif.

Pour une fonction f € C*(R), par un développement de Taylor autour de =,

on aura :

Fla+ ) = Fl2) + b)) + O



et
h2
[l =h) = f(z) = hf' (@) + - ["(x) + O(1?).
On en tire les opérateurs de différences finies :

fle+h) = flz—h)

f'(w) = 5 +0(n),

Les résultats obtenus dans [4] et [11], cependant, suggérent que pour les prob-
lémes qui nous intéressent ici, les résultats pourraient étre améliorés par I'utilisa-
tion d’une grille de type MAC (Marker and cell), telle qu’introduite par Harlow et
Welch dans [6]. En voici la motivation : les méthodes de projection qu’on souhaite

utiliser nécessitent la résolution du systéme d’équation suivant pour trouver ¢™*! :
V-u"t =0, (1.2.1)

u'" = ut — AtV (1.2.2)

La méthode la plus directe d’effectuer ces calculs serait d’utiliser un schéma
colocatif (figure 1.1), c’est-a-dire qu’en chaque point (7,j) de la grille, toutes les
valeurs (p,u,u* et ¢"!) sont calculées. Dans ce cas, on résoudrait (1.2.2), pour

les deux composantes u" ! et v"*! de u"*! en posant :

ot — gl
wtt =y — A (1.2.3)
2h
et
ntl o ol
o=y = At (1.2.4)

ol uf; est une notation alternative pour désigner u(ih, jh, nAt).

La discrétisation de (1.2.1), avec cette méthode, serait alors

n+1 n+1 + Un—l—l n+1

U L — U ] — ]
i+1,5 4,j+1 2,7—1 —0. (125)

i—1,5

2h

En remplacant les différentes valeurs de w" ™, dans (1.2.5), par celles de (1.2.3)

et (1.2.4), on constante que le probléme de Poisson suivant est & résoudre :

* * * *
Uipyj — Ui T V541 — Vi

2h

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
¢.2.+ T P, — s
— At i+ 5] ? 5] Z7.7+ 1,] 7,] . (1'2'6)

(2h)?
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Le probléme avec ce schéma vient de la forme particuliére que prend 'opéra-
teur discrétisé du membre de droite. Le point (i + 2, j), par exemple, est utilisé
lors du calcul de Agb?jl, mais pas (i+1, 7). Cela entraine que quatre ensembles de
points indépendants sont présents dans ce schéma. Inverser la matrice du lapla-
cien discrétisé est alors équivalent a résoudre 4 problémes indépendants. C’est
ce qui risque de causer une oscillation entre les valeurs de ¢"*!' obtenues dans
chacun de ces quatre ensembles de points.

L’utilisation d’une grille MAC est une solution a ce probléme. Pour saisir ce

concept, considérons I’équation (1.2.6) dans une grille deux fois plus fine :

* * * *
U, 1. —U 1 TV U
Z+%7] 7/_%7‘7 7’7]+% 7’7]_%

h

n+1 n+1 n+1 n+1 ntl
i1 T Py T i + &1 — 40
R Ty

En résolvant cette équation uniquement pour les valeurs entiéres 7 et 7, le probléme
des ensembles de points indépendants disparait. Par contre, on devra connaitre
les valeurs de u* et u™* dans les points (i+ 1, j) et les valeurs de v* et v dans
les points de la forme (7,7 + 3). Les valeurs de p et ¢™™, elles, seront calculées
dans les points de la forme (3, j).

Dans ce cas, les équations (1.2.3) et (1.2.4) deviennent

¢n+1 . ¢n+1
nt+l % . i+1,g .3
Ui T W At—h (1.2.8)
et
n+l ¢n+1
Vije1 = Vijsd At - , (1.2.9)

Le schéma MAC, ou non colocatif, qu’on vient de décrire, est illustré en figure
1.2. Les trois ensembles de points ou sont calculées les valeurs de u, v et p seront
notés u, v et p, respectivement.

Comprendre dans lequel de ces ensembles sont calculées certaines valeurs dans
lalgorithme risque de devenir difficile. Pour clarifier, nous utiliserons la notation
DXy, par exemple, pour désigner un opérateur discret DX prenant ses valeurs dans

la grille p et portant ses résultats a la grille u. On a donc :

DXy :p—u.
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1 )
Ity !
1 : — u
|
7 ?—» [ ] ?—» I v
|
o - [P
)73 ————1———'
1 )
7—5 1 14+ =

FiG. 1.2. Une cellule dans la grille MAC. Les points de p, u et v

servent a représenter les valeurs de p, u et v, respectivement.

(4,7) (4,7)

F1G. 1.3. Dans une grille MAC, deux opérateurs différents peuvent

étre utilisés pour calculer une méme valeur.

A titre d’exemple, les deux opérateurs suivants servent a évaluer la dérivée

partielle 9/0x de u, mais utilisent des grilles différentes (figure 1.3) :

ity T 2h
U; 1 — U,
Z+77.] 1—35,]
P — 2 2
(Dxuu)i,j = h

1.3. CONDITIONS AUX FRONTIERES

Ayant établi que le domaine €) est une boite carrée fermée, la condition de

Dirichlet homogéne

s'impose naturellement. En effet, le fait que la boite est fermée implique que la
vitesse en direction normale sur la frontiére est nulle, et par la condition de non-
glissement, la vitesse en direction tangentielle y est aussi nulle. Les conditions

aux frontiéres pour u* et ¢"*! restent a étre déterminées avec soin.
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La décomposition de Helmholtz
w* =u"t + AtV

entraine

w| = AV
o0 o

oL 1
Or, comme les auteurs le font remarquer dans [2], avec une approximation ¢""2

d’ordre 1 pour la pression p”+%, comme c’est le cas avec la méthode PM2, 'esti-

mateur u* a une précision d’ordre deux, ¢’est-a-dire qu’il satisfait
u* = u"" + O(h?),

ce qui justifie le choix

duquel on déduira

v¢n+1

- =0.
a0

Prenons le domaine 2 = [0, AN] x [0, AN], divisé en N x N cellules de largeur

h ou la pression est calculée au centre. Les frontiéres du domaine correspondent &
des frontiéres de cellules MAC. Pour conserver la convention que les coordonnées
(i,7) entiers correspondent au centre des cellules en méme temps que le fait que

le domaine est le carré [0, 1] x [0, 1], nous définissons qu’un point (i, j) de la grille

(CORGHD

du domaine, comme l’illustre la figure 1.4. Les points de la grille qui sont sur la

correspond au point

frontiére du domaine sont donc les points de la forme (1/2, 5), (i,1/2), (N+1/2,7)
et (i, N +1/2).
L’utilisation d’une telle grille MAC entraine que prés des bords du domaine,

certains opérateurs différentiels demandent une attention particuliére. Par exem-

ou*
895 %j ’

on utilise simplement I'opérateur centré

ple, alors que pour calculer
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N4 : : i :
2 1 1 1
N o o +—» ° :o—» ° :.—» ° — o [
Lodddaiaop
- e +—- ° :o—- ° :0—- ° — o [ .
B R T S R -
e e +—~ ° :.—» ° :.—» ° — o -~
e T e TRl RERITE -
- ° +—» ° :.—» ° :.—- ° — o [ .
Sl b
2 1 1 1
1 Y +—- ° :o—- ° :0—- ° — o [
1 { 3 { ‘ bt : bt b
2 T [ T T [ T [ T 1
1 1 3 N N+§
2 2

F1G. 1.4. Le domaine €2 est divisé en cellules MAC dont les centres
correspondent aux points (7, ) entiers. Les frontiéres du domaine

se trouvent alors sur des points non-entiers.

ou uj Ja,j €st défini par les conditions frontiéres, il faudra utiliser un opérateur

non-centré (comme le montre la figure 1.5) pour évaluer

(5)
0r /i1 '

Voici comment sont traités ces opérateurs non-centrés prés des frontiéres.

Pour v € C?(Q) par exemple, on a :

) 2 92 ;
v(z +h,y) =v(r,y) + h%v(%y) + ?@U(-’B,y) + O(h”)
et
h h o h? 92 ,
v(r — §’y) =v(z,y) — 5@”(%9) + g@v(%y) + O(R”).

En combinant ces deux équations, on trouve que

v(x 4 h,y) 4+ 3v(z,y) —dv(z — 2y) 9.
3h Oz

(z,y) + O(h?)
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1
jel — 0O o
i @ O o
1
i
1 3 5 1 3 5
2 1 2 2 2 2 1 2 2 2

Fi1G. 1.5. Schéma centré (4 gauche) et décentré (a droite) pour

I'opérateur 0/0x pres de la frontiére gauche du domaine.

et
2

(v(:v + h,y) + 2v(x — g, y) — 3v(z, y)) = %v(z, y) + O(h),

4
3h?

d’ou 'on tire directement ces deux opérateurs discrets

<8v) Vg1 301 — vy
Lj+3

ov _ i+3 2
ox 3h + 0O,

0%v 4
<@)1H1 R </02J+% T 2L 3"’1,j+%) +O(h).
? 2

Remarquons que les points (1, j+1/2) et (2, j+1/2) font bien partie de la grille
v ol sont connues les valeurs de v, alors que les points de la forme (1/2,j + 1/2)
font partie de la frontiére du domaine, ot on connait les valeurs des fonctions
u” et u* par les conditions frontiéres. Les opérateurs équivalents, pour les trois
autres frontiéres du domaine, découlent d’un raisonnement similaire.

Nous aurons aussi besoin, dans 1'algorithme, d’évaluer le laplacien de ¢"*!
dont on ne connait pas directement les valeurs au bord. Pour éviter ce probléme,

notons d’abord que

h — _h
Folry) _ 000+ )0 —00te = 5)/2%  oya)

Par différences finies centrées autour du point x + h/2, ceci peut étre approximé

par

¢($ + hay) — ¢(x7y) _ l@gb(x - %7y)
h? h ox

+O(h).
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Prés de la frontiére gauche du domaine, ceci se traduit par I'opérateur

82 ¢2,] ¢1,y 1 a
<@ )1,j 12 - (£¢> N + O(h).

Or les conditions de Neumann imposées font que (8¢/0x)%7j = 0. De plus, les
points de la forme (1, 7) et (2, j) font partie de la grille p ou les valeurs de ¢ sont

connues. Par conséquent, ’opérateur suivant pourra étre utilisé au bord :

@ _ P25 — 1,
2% ), 0

Un raisonnement similaire nous permet de déduire les opérateurs a utiliser sur les
trois autres frontiéres du domaine.

Au sujet des conditions aux frontiéres pour la pression, on remarque qu’il
n’est pas nécessaire de les établir. En effet, il n’est nécessaire de connaitre la
valeur Vp"*é que pour évaluer u* et v*, donc dans les points de u et v qui ne
sont pas sur la frontiére du domaine. Les opérateurs DXJ et DYP utilisés pour ce

calcul ne font donc intervenir aucun point de la frontiére.

1.4. ALGORITHME

A Paide des informations présentées dans ce chapitre, il est possible d’établir

’algorithme & utiliser. A 1’étape n + 1 dans celui-ci, les valeurs
uk> ¢kapk7%7 (u : VU’)IH_% ) (V(])TH_% ’ (Au)k

sont connues pour tout entier £ < n. On souhaite alors obtenir les valeurs de
un—l—l et pn+§
On trouve d’abord u* a aide de

u —u"

(V)" v = D (Au + (Aw)") + G

qu’on résoud numériquement par :

1 % n—1 1 LA ntd
]_: —Iu— —Au * = —Dzx 2 _ . 7’L+2 — A 2
( ; 5 ) P (w-Vu)""2 + — + 3 (Au)" + G4

. 1 v ,LL v % n—1 n+l H’ n+
2: (Ktl —§A> = —Dy 2—(’U,'v7}) +2+ E(Av) +G 2
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Ici, I} et I représentent simplement des matrices identité agissant sur la grille
u et sur la grille v, respectivement.

On doit ensuite résoudre ensuite le probléme de Poisson suivant pour trouver

¢n+1 .

AtAP"T =V - u”,

Cela se fait en deux étapes :

5 (V- u*) = DXPu* + DYPv™;
v o = 1 (V- w);
P At

Dans le cadre de ce projet, nous nous contentons de résoudre numériquement
cette équation en utilisant la fonction mldivide de Matlab. Ce probléme admet
cependant une infinité de solutions. En effet, pour toute constante k, si ¢"*! est
une solution, alors ¢"*! + k ’est aussi. Pour obtenir une solution unique, nous
exigerons que la somme des valeurs du vecteur solution soit 0 en remplacant une

des lignes du systéeme par 1’équation liée a cette nouvelle contrainte.

Une fois ce probléme résolu, on effectue la projection u"™! = u* + AtVert!

par les deux étapes suivantes.
o ut = ut — ADXI"
: vt = ot — ADY; "
La pression est ensuite donnée par

7 pn—i-% — pn—% + ¢n+1 i gv . ’U,*;
La pression et la vitesse du fluide sont maintenant connues. Avant de terminer

I’itération, il reste a trouver les valeurs nécessaires a 1’étape suivante.
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n+i
) (5) oo
T
nti
9: @ ’ — DY'pts-
oy P ’
10: (AU)N-H _ AEun—i—l;
11: 1
(Av)" T = ATt
3 3
(u . vu)n+2 _ 5 (un+1DX3un+1 4 IXU”+1DYEUH+1)
12:
1
—3 (u"DXju" + Ijv"DYsu");
3 3
3 (u . vv)n+2 — 5 (IEU"JADXXU”JA + UnJrlDYXanrl)
' 1
—5 (Iyu"DXjv" 4 v"DYy0") ;

ou Iy et I7 sont simplement des interpolations bilinéaires permettant de passer

d’une grille a 'autre. On aura par exemple :

Uipdj T Wil j T Uigd j1 T Uil i

v )i,j—i—% 4

1.5. RESULTATS NUMERIQUES
Pour tester cet algorithme, nous avons répliqué I’exemple 1 proposé par Li et
Lai dans [11]. La solution du probléme est donnée par :
u(z,y,t) = — sin?(mx) sin(27y) cost,

v(x,y,t) = sin®(7y) sin(27x) cos t,

9¢

p(l’,y,t) = MAQZS - Eu

ou la fonction ¢ est définie ainsi :

¢ = ((z — 2%) sin(mz)(y — y*) sin(mwy)) cost.
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N || [[E(u)]ly |ordre | ||E(p)[l,, | ordre

16 || 1.67x107°2 | — | 1.66x107%%| —

32 || 4.04x107% | 2.04 |8.33x107° | 1.00
64 || 9.94x107% | 2.03 |3.65x107% | 1.19
128 || 2.46x107%4 | 2.01 | 1.37x107% | 1.41
256 || 6.12x107% | 2.01 |4.62x107% | 1.57

384 || 2.72x107% | 2.00 |2.36x107%* | 1.66
TaB. 1.1. Résultats numériques obtenus pour la méthode de pro-

jection PM2.

N [ [[E(u)ll | ordre | |[E(p)ll,, | ordre

32 0.0608 - 3.2871x 10792 -
64 0.0269 | 1.6955 | 9.2432x107%9 | 1.8303
128 0.0109 | 1.8925 | 3.2825x107% | 1.4936

256 0.0045 | 1.9580 | 1.1341x107%* | 1.5333
TaB. 1.2. Résultats numériques obtenus par Li et Lai tels que

présentés dans [11], utilisant une grille de calcul normale plutot

qu’une grille MAC

La force G imposée est déduite des équations de Navier-Stokes. L’analyse de
lerreur est faite au temps ¢t = 10 sur I’ensemble du domaine, en utilisant p = 1
comme viscosité. Les calculs ont été faits sur une grille de N x N cellules, avec
un pas de temps At =h =1/N

L’erreur a été calculée ici en norme oo, c’est-a-dire qu’on considére le max-
imum de l'erreur sur l'ensemble du domaine. L’ordre de convergence, pour la
k-iéme ligne du tableau 1.1, est obtenue en comparant avec les résultats de la

ligne précédente par la formule

log(Ek_l/Ek)
drej = —— -k
orareg log(Nk/Nk_l)

Le tableau 1.2 présente les résultats obtenus par Li et Lai dans [11] pour
le méme probléme. La différence principale entre notre méthode et la leur est

I'utilisation d’une grille de calcul de type MAC.
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Nos résultats confirment les prédictions de performance pour la méthode
choisie. L’ordre 2 est atteint pour la vitesse. Pour la pression, on peut consul-
ter [1] pour constater que I'ordre de convergence attendu est de 1.5. Bien que les
résultats que nous obtenons varient trop pour confirmer cette théorie avec préci-
sion, ils sont assez bons pour nous faire conclure que notre méthode fonctionne
correctement. Une discussion détaillée de la question des ordres de convergence
pour différentes méthodes de projection, incluant celle qui est utilisée ici, est

présentée dans [2].



Chapitre 2

LA METHODE IIM POUR UNE MEMBRANE
FIXE

(VA

Membrane
au repos

FiG. 2.1. On remplit une membrane élastique de fluide. On fera la
distinction entre son état actuel X (s) (en gris) et son état de repos

(en noir) sur lequel est défini le paramétre s.

On plonge maintenant une membrane I' dans le domaine 2. Cette membrane
est imperméable et sans épaisseur. Elle exercera une force singuliére F' sur le
fluide, et c’est cette force qui est a l'origine des discontinuités qui motivent ce
travail. Cette membrane pourrait représenter, par exemple, une cellule plongée
dans le fluide, ou l'interface entre deux fluides distincts comme une goutte d’huile

dans l'eau.
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A lintérieur de ce chapitre, nous imposons que la membrane, et la force qui
lui est associée, restent fixes. Comme la membrane est imperméable, ceci implique
que v = O sur I'. Voila une restriction bien séveére a la quantité de problémes qu’on
peut étudier. Cette restriction, qui sera levée au chapitre suivant, est nécessaire

a un explication accessible du principe de la méthode IIM.

2.1. REPRESENTATION DE LA MEMBRANE

Imaginons qu’on vide la membrane de son fluide. Elle se dégonfle alors jusqu’a
atteindre un état de repos. Notons L la longueur de cette membrane au repos.
En choisissant un point d’origine quelconque sur celle-ci, on définit une variable
s qui mesure la distance entre chaque point et cette origine. Cette longueur est
calculée dans le sens anti-horaire (figure 2.1).

La membrane I' dans son état normal, c’est-a-dire gonflée de fluide, sera
paramétrisée par une fonction X (s) : [0,L] — Q qui associe a chaque point
s € I" une position X € (). La membrane est probablement étirée ou contractée
par rapport & son état de repos. Soit $(s), mesurant la distance, le long de 'in-
terface, entre X (s) et X (0). Alors X ($) est un paramétrisation qui respecte la

longueur d’arc, et on peut mesurer ’étirement de la membrane par

La notation ("), dans ce mémoire, est réservée aux dérivées le long de l'inter-

déi dX
ds || ds

face, tenant compte de la déformation par rapport a ’état de repos. Pour une
fonction quelconque g(s) : I' — R, on aura :

dg _ ,_ dg /|/dX
a5 9 T as/ |as ||

On définira les vecteurs tangent 7 et normal 1 a 'interface en posant

7(s) = X'(s) = Rn(s),

ou R est une rotation de m/2 dans le sens anti-horaire (voir figure 2.2).
Dans ce projet, toutes les fonctions définies sur I, comme X par exemple, sont

représentées par des marqueurs lagrangiens définis par un ensemble fini de points
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F1G. 2.2. Une membrane I', plongée dans le domaine ().

51,82, ..., Sp. Pour une fonction g, par exemple, on garde en mémoire uniquement

les marqueurs
gk = g(sk), pour k =1,...p.

La fonction est alors représentée par des splines cubiques périodiques, c¢’est-a-dire
par une fonction g(s) € C?*(T') périodique (de période L) définie comme :

( ~ .
go(s), si s € [sg,s1],

G1(s), si s € [s1,s9],
g(s) =4 ... (2.1.1)
Gp-1(8), sis € [Sp—hsp]a

\ Gp(s), si s € [sp, so).

ou pour tout j =0, ...,p, g; est un polynéme cubique et §(s;) = g(s;).

Ces fonctions ont I'avantage d’étre tres facilement différentiables. La dérivée
d/ds est en effet obtenue en dérivant directement chaque polynome §; de la spline.
dg/ds est alors représentée par une fonction C'(T') formée de p segments de

polynomes de degré 2.
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2.2. FORCE SINGULIERE ET CONDITIONS DE SAUT

Soit L la longueur de la membrane I' dans son état normal. Alors, cette mem-

brane exerce une force singuliére F'(x) qu’on décrira par

F(x) = / F(&)3( - X(3)) ds,

pour une fonction f a choisir selon les propriétés physiques de la membrane ou
la nature des tests numériques que nous souhaitons effectuer. Dans le cas d’une

membrane élastique hookienne, par exemple, si on définit la tension comme
dX (s) 1
ds ’

pour un facteur 7 constant, alors la force f s’exprime comme

f= d(T(iz)sT<S)) /Hd)fzs(s)

T(s) =T, (

9

ou, plus simplement, en utilisant la notation (') introduite plus tot,

f=T(s)7(s))"

Avec I'introduction de cette nouvelle force, I’équation du mouvement devient :

%—?+u-Vu+Vp=MAU+G+F7 (2.2.1)

ou F' = 0 partout sauf sur l'interface.

Le domaine se divise ainsi en deux parties : O, ensemble des points a I'ex-
térieur de la membrane, et €27, 'ensemble des points a I'intérieur de celle-ci. Les
seuls points ou il peut y avoir une discontinuité dans w, p ou n’importe laquelle
de leurs dérivées partielles sont donc les points de I'. On dira ainsi que la solution

est lisse par morceauz, c¢’est-a-dire :
u,p € C*(Q\T).

La résolution d’un tel probléme en utilisant des opérateurs de différences finies
d’ordre 2 sans corrections exigerait que la force G soit au moins deux fois dériv-
able. Comme nous n’introduirons de termes corrections qu’autour de l'interface,
cette exigence est encore présente a I'extérieur et a I'intérieur de 'interface. On

devra donc avoir G € C*(Q\T).
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[pu] 0
[ -] 0
[ —(f-7)T
[ rr] K(f-T)T
[1ttr] —((f-7)7)
(1] —&(f-m)T+(f-r)n+(f-n)T-[G-T]T
] f-n
-] (f-n)
[Pn) G -n]+(f-7)
[w] = [u]
[uz] [ur]
[uy,] [tn]
[ur,] [trr]
[y [tnr]
[huy,y,) [1tpn] = 2(uw-n)(f - T)T

TAB. 2.1. Conditions de saut pour u et p, lorsque la viscosité p
est continue. La fonction k(s) représente la courbure de I'interface

au point s.

A travers I'interface, des sauts peuvent donc survenir. La condition de saut
pour une fonction g € C(2\ I') est définie comme la différence entre les limites

extérieures et intérieures de g par rapport a I'interface, c’est-a-dire :

91 (s) = lim (g(X(s) +en(s)) — g(X(s) —en(s))). (2.2.2)

e—0t

Les conditions de saut présentées dans le tableau 2.1 peuvent étre obtenues a
partir des équations de Navier-Stokes. L’appendice 1 de ce mémoire est consacré
a ce sujet. A partir de la maniére dont on définit les variables u* et ¢"*!, on sera
aussi en mesure de montrer que les conditions de saut de la fonction ¢"! sont
nuls jusqu’a lordre 2, ¢’est-a-dire que ¢"™! € C?[Q]. On pourra aussi approximer

les sauts de la fonction w*, aussi présentées dans le tableau 2.1.
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Dans ce chapitre, ce sont les sauts des dérivées partielles dans les directions
purement horizontales et verticales qui seront utilisées, plutot que dans les di-
rections normales et tangentes. Celles-ci se déduisent facilement en utilisant par

exemple :

[ug] = [un) ng + [ur] 72

et

[ux:r;] = [unn] ngzg +2 [unr] TeNg + [uTT] 7_;?7

ou n, et 7, sont les composantes horizontales des vecteurs normal et tangent,
respectivement.

Une fois cette information connue, il nous est possible de modifier les opéra-
teurs aux différences finies pour les rendre valides dans le cas lisse par morceaux.

C’est l1a le principe de la méthode I1IM.

2.3. GENERALISATION DU THEOREME DE TAYLOR

ho hi P ha
¢ T T ¢ T T o
xr 1 i) a1 Ty z+h
=Zo =Tr+1

FiGg. 2.3. Une fonction f : R — R continue par morceaux. Les
points de discontinuité z; séparent le segment [z, z + h] en M + 1

intervalles dans lesquels la fonction est continue.

Le théoréme de Taylor est a la base de la méthode des différences finies : pour
une fonction f: R — R, N-fois dérivable, on a :

N

flat+h) =>" gﬂ“) (z) + O(RNTh).

n=0
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Prenons maintenant une fonction f : [z,z + h] — R, N-fois dérivable par
morceaur, dans le sens que f est N-fois dérivable partout sauf sur un ensemble
fini de points 1 < x5 < --- < s dits points de discontinuité. Comme l'illustre la
figure 2.3, le segment est divisé en M + 1 intervalles de longueur h,, = 11 — Ty,
(m=0,..,M).

En appliquant le théoréme de Taylor sur Uintervalle (xj,x + h), on trouve
que

N n

flet by = 301 0 o),

n=0

Posons alors

Uy = 1im (f(war +¢) — flop —€)).

e—0t+

Il s’agit du saut de gauche a droite de la fonction f au point zp;. Avec cette

définition, on peut écrire :

N n
flx+h)= Zn—]‘f wy) + [F],,) + O,
ou encore :
= —M _M (77' N+1
f(z+h) ;n ;n [f™],, +OmN*).

En développant chacun des termes de la forme f™(z},) par le théoréme de

Taylor appliqué sur Uintervalle (xp;_1, ), on aura

N B N hk—n N 8

n=

On peut réorganiser la premiére somme de cette équation en regroupant les

différents termes selon le degré de la dérivée considérée. On peut alors voir que

ST SV TN Ry P
me (i) | =D f" (@) k:oﬂm :
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En multipliant par n!/n! a Uintérieur de cette somme, on peut mettre en évidence

un développement binomial :

N n k n—k

S F0a ) h_fyth_—l'

— — k! (n—k)!

N n n
— Z M n! hk Bk
B n! (n — k)K" M M-

k

n=0

On a donc montré que
N N
O g y) h}h
h) = —(h h M T p(n) O(h™+t
flx+h) nE:D o (har + har-1) +nE:0 o a O,

En utilisant les sauts, on peut passer a gauche de la discontinuité xj;_;. On

obtient dans ce cas :

N ) (p— N T — Ta_q n N n
o) = 32 Ty gy Y SRR o5 S

n.
n=0

et en général, ce raisonnement peut étre répété sur chacun des M + 1 segments.
M PR N
En rappelant que h = ) _, hy,, on trouve alors la forme généralisée du théoréme

de Taylor en une dimension :

n) M N +h—$m) (n) N+1
flz+h) = Zn,f +ZZ w [F],, + O,

m=1 n=0

On remarque que cette expression est la méme que dans le cas N-fois dérivable si
ce n’est de I'ajout du deuxiéme terme dans le membre de droite, qu’on appellera

terme de correction.

2.4. THEOREME DE TAYLOR GENERALISE EN PLUSIEURS DIMEN-

SIONS

Dans le théoréme de Taylor généralisé en une dimension, on a défini le saut
comme une limite de gauche a droite en un point. Cette définition n’est pas tout a
fait en accord avec la définition des conditions de saut (2.2.2). Voyons ici comment

passer au cas multidimensionnel.
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FiG. 2.4. L’interface croise le segment de droite entre « et * + h

en une ensemble fini de points 1, so, ..., Spr, o0t X (s1) est le point

le plus prés de @, suivi de X (s3) et ainsi de suite.

Intéressons-nous a une fonction g € C*(Q\ T'). Comme l'illustre la figure 2.4,
on suppose que les points d’intersection entre 'interface I' et le segment de droite
(x,x + h) sont les points X (s1), ..., X (sar).

Supposons que & soit a 'intérieur de I'interface. Alors le saut [f](s1) a le méme
sens qu’avant (passer de l'intérieur a lextérieur équivaut a passer de gauche a
droite). Le saut suivant, [f](s2), par contre, sera défini inversement (lorsqu’on
passe de gauche a droite, on passe de 'extérieur a l'intérieur). On aura donc une
alternance des sauts par rapport a ce qu’on obtenait avec la définition du saut en

une dimension. On peut ainsi écrire :

Ll 3 ol ="
w+h:Z oM @)Y ()Y [g] () HO( BT
n=0 m=1 n=0

ot ¢™ représente la n-iéme dérivée dans la direction unitaire de h. L’alternance
des sauts est exprimée par le terme (—1)""!,
Par contre, si on a @ a l'extérieur de I'interface, le sens des sauts est inversé.

Définissons la variable o(x) comme
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Alors on peut écrire plus généralement :

N
g(x+h) = Z

n=0 ! m:l

TL

(2.4.1)

Voila la généralisation du théoréme de Taylor adapté au probléme de la membrane
immergée, en plusieurs dimensions.

Introduisons la notation suivante pour pouvoir traiter le terme de correction

plus aisément :

™1 (5m)- (2.4.2)

CN(x, h)=o(x)) (-1 thl

On parle ici du terme de correction d’ordre N, pour la fonction g, sur le

segment [z, x + h]. Mentionnons tout de suite que si I'interface ne croise pas ce

segment, ce terme est tout simplement nul. En posant h = ||h||, on peut écrire :
N pn
glx+h) =Y Fg<”> +CN(z, h) + O ) (2.4.3)
n=0
et
N n
g(x—h) = Z m 9" (@) + CN(z, —h) + O(WV ). (2.4.4)
n=0

Similairement au cas continu, on en tire les opérateurs aux différences finies
corrigés suivants :

g(@+h) —g(x —h)
2h

g(@ +h) - 29(x) + g(x — h)
h2

A titre d’exemple, en gardant les mémes notations qu’au chapitre précédent

=¢'(x) + ﬁ (C’Z(m h) — Cg(m, —h)) +O(h?),

= ¢"(x) + 5 (02(zc h) + C3(z,—h)) + O(h).

pour les opérateurs de différences finies dans des cellules MAC de largeur h, on a

(DXgu)iy1 ;= (g—;) + % (Ci(z, hy) + Cl(z, —hy)) + O(R?),  (2.4.5)

ot h, = (h,0)T.
Le terme

o (€@ h) + Coa, —h))

2) o Z”“h Zoll” [g0] () + ORI,
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est le terme de correction associé a DXju. Pour simplifier les équations, on utilisera
la notation C{DX%u} pour le désigner. On peut donc réécrire (2.4.5) :

DXy = ? + ¢{DX%u} + O(h?).
T

De maniére similaire, pour le laplacien, on trouvera :
1
C{Mju} = h2 (05(337 h,) + Ci(x, —h,) + Ci(z, hy) + Ci(, _hy))

Le terme de correction pour l'opérateur DY: se trouve de la méme maniére.
On remarque aussi que la grille de calcul concernée ne change rien au terme de
correction associé : C{DXu"}, par exemple, est similaire & C{DXVv"}. Par contre,
les opérateurs entre deux grilles différentes devront étre traitées sur des intervalles

deux fois plus petits, c¢’est-a-dire :

C{DXPu} = % <C5 (zc, %) - C? <a:, —;lz>>

Un coup d’eeil au tableau 2.1 nous indique que pour la pression, seules les

conditions de saut jusqu’a ’ordre 1 sont connues. On appliquera donc seulement

les termes de correction d’ordre 1 lorsqu’on traite la valeur p. Par exemple :

1 1 h, —h,
e ty= (6 (o) i (- %))

2.5. ALGORITHME DE PROJECTION MODIFIE

Dans le cas d’'une membrane fixe, la méthode I1IM est assez simple : il suf-
fit d’ajouter les termes de correction partout ou, dans l'algorithme, on utilise
un opérateur différentiel discrétisé spatial. Les opérateurs temporels ne nécessi-
tent aucune attention particuliére, car comme la membrane est fixe, O*u/0tF et
OFp/Ot* existent et sont continues pour tout entier k.

Avant de démarrer les calculs, on utilise X (s) pour déduire tous les termes
de correction C{-} nécessaires. A part ces corrections, I’algorithme présenté ici est
identique a celui du chapitre précédent.

Encore une fois, au début de I'étape n + 1, les valeurs

uk oF pFr (u - V)t (V)" 7 (Aw)



sont connues pour tout entier k£ < n,
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et on souhaite obtenir les valeurs de w"*!

et p"ta.
iIu B}y = —p T (w-Vu)"2 + u
1. At 20 ’ At
+5 (Bu)" + G - Do
iIv N P —pnié —(u-Vo)"2 4 LS
9. At 27 ! At
+5 (80)" + G5 = Sefay):
3 (V- u*) =DXPu* — C{DXPu*} + DYPv* — C{DYPv*};
1
4: n+l _ _— Lk n+1y.
B = o (V- u') +c{apem )
5 u™t = — At (DX — C{DXE¢" 1Y) ;
6: v = o* — At (DYl — c{DYIe" 1))
7 n+l_ n—1 n+1_ﬁ V *\ .
prE=p"i+ ¢ 5 (V-u')s
) ntl
. ntl
9 py = DYip"r —c{DYip e},
o (Bu)™ = g — e

H (B0)"* = ! — cfaye
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3 3
(w-Vu)™s = Eu”“ (DXgu"*! — c{DXiu"*'})
3
12: +§Izvn+1 (DYEun—H o C{DYEun-&-l})
1
—3 (u" (DXju" — C{DXiu"}) + Itv" (DYsu"™ — C{DYyu"}));
3 3 3
(w- Vo)™ = 5131/‘“ (Dxyo™ ! — c{DXTv" '} + Ev"“ (DYyo™t! — c{DYyo"t})
13:

1
—3 (ISu" (DXJ0"™ — C{DXJv"}) + v" (DYyv" — C{DYyv"}));

2.6. INTERPOLATION D’ORDRE 2

Comme le fluide considéré est visqueux, la condition de non-glissement en-
traine que w est continue. Par conséquent, les opérateurs Iy et I dans l’algo-
rithme présenté ici sont des interpolations d’ordre 1 aux points irréguliers, méme
en n’y appliquant aucune correction autour de 'interface.

On peut cependant obtenir un opérateur d’ordre 2 en utilisant correctement les
conditions de sauts. En utilisant (2.4.3) et (2.4.4), c¢’est-a-dire un développement
de Taylor pour une fonction g € C?(Q\ T'), jusqu’a l'ordre 2 , on peut déduire
Iopérateur d’interpolation :

g(x+h/2) +g(x—h/2)
2

= g(@) + 5 (Chlw.h/2) + ), ~h/2)) + O(h?).
(2.6.1)
Avec ce résultat, on peut maintenant trouver le terme de correction pour un
opérateur d’interpolation comme If ou I7, donnant la valeur en un point situé a
mi-chemin entre deux points donnés. En combinant ces deux opérateurs, comme
I'illustre la figure 2.5, on peut définir un interpolateur I d’ordre 2. Le méme

raisonnement nous permet de définir I7 comme combinaison de If et de I7.

2.7. RESULTATS NUMERIQUES

Le probléme que nous avons choisi pour tester la méthode correspond a 1'ex-

emple 2 proposé dans [11]. Le domaine © = [0, 1] x [0, 1] est rempli d’un fluide



33

e 0 e @ °
e« 0K e e °
p v
1% Ip

FiG. 2.5. L'opérateur I} est composé de l'interpolation IE, suivie
de I'interpolation I, auxquelles on a ajouté les termes de correction

appropriés.

de viscosité p = 0.1. L’interface considérée est d’équation

(x —0.5)2 (y—0.5)2
=1.
0.352 + 0.252

Celle-ci exerce une force singuliére constante en direction purement normale, c¢’est-

a-dire :
f(s) = —10n(s).

Aucune autre force autre que F' n’agit sur le probléme. Autrement dit, G = 0.
Comme aucune force n’est appliquée ailleurs que sur I'interface, et que le fluide

est immobile sur I" (selon les hypothéses posées pour ce chapitre), la solution de

ce probléme pour la vitesse sera u = 0. Dans ce cas, les équations du mouvement

se simplifient a la forme :
Vp=F.

Le gradient de p doit donc étre nul partout ailleurs que sur l'interface, ce qui nous
assure que la pression sera constante par morceaux. Se référant au tableau 2.1,
on a [p] = f - n, ol on a imposé la force f-n = —10.

Ainsi, le passage de I'intérieur a 'extérieur de la membrane implique un saut
de hauteur —10. C’est donc dire que pour une constante C', la pression, est donnée

par

C sixz e,
p:
C+10 sizec Q.
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N [[BE(u)]l,  ordre  [[EQ)|l,  ordre

32 1.6412x107% 9.9058x 1079
64 3.9857x107% 2.0418 1.1533x107% 3.1026
128 9.8987x107% 2.0095 1.5946x107% 2.8544

256 1.2367x107% 2.0008 2.4832x107% 2.6830
TAB. 2.2. Résultats obtenus par Li et Lai [11] pour le probléme de 'ellipse

N 12 32 64
|E(u)]],, 1,29x1071% 9,24x10716 2,13x107'
|E(W)]|,, 1,34x107%% 9,22x107'6 4,09x10~'°

IE(p)|l,, 1,78x107'° 1,78x107% 1,78x107*°
TAB. 2.3. Résultats obtenus avec notre méthode, pour le probléme

de lellipse

Pour une grille de N x N cellules, donc pour des cellules de largeur h = 1/N,
le pas de temps utilisé est At = h. Les résultats obtenus par Li et Lai dans |[11],
obtenus aussi avec la méthode IIM, sont résumés dans le tableau 2.2.

A la différence des ceux-ci, nous avons utilisé une série de marqueurs lagrang-
iens pour représenter 'interface, plutot que d’utiliser une fonction level-set, et
surtout, nous avons utilisé une grille MAC plutét qu’une grille de différences
finies standard. Les résultats que nous avons obtenus sont trés encourageants et
sont présentés dans le tableau 2.3.

En fait, les résultats sont si précis, que méme pour une grille aussi grossiére
que 12 x 12, nous obtenons des résultats approchant les limites du calcul en double
précision, c¢’est pourquoi nous avons omis de présenter les ordres de convergence

ici. Les résultats obtenus pour la pression sont portés en graphique a la figure2.6.
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12

F1G. 2.6. Solutions pour la pression obtenues par notre méthode
pour le probléme de ellipse, avec N = 24 (a gauche), et N = 12
(a droite). Pour une grille aussi grossiére que 12 x 12, la méthode
réussit a tenir compte trés précisément de la discontinuité dans la

solution obtenue.



Chapitre 3

LA METHODE IIM POUR UNE MEMBRANE
EN MOUVEMENT

Dans ce chapitre, on s’intéresse au cas plus général ou la membrane est libre
de se déplacer, se contracter et s’étirer. La force singuliére f(s,t), et la position
de la membrane X (s,t) peuvent donc varier dans le temps.

Apreés avoir établi une maniére adéquate de suivre le déplacement de la mem-
brane, nous présentons les difficultés que ce déplacement entraine, et les différentes

techniques qu’il faut combiner pour implémenter la méthode IIM dans ce cas.

3.1. DEPLACEMENT DE LA MEMBRANE

On peut voir que la membrane se déplacera avec le fluide ambiant, ¢’est-a-dire :

0X (s,t)

5 = ulX(s,0).0). (3.1.1)

En effet, 'imperméabilité de T" fait que le fluide ne peut la traverser, donc (3.1.1)
est vrai en direction normale, et comme la membrane est sans épaisseur et le
fluide visqueux, la condition de non-glissement implique que (3.1.1) est vraie en
direction tangentielle.

Par conséquent, la position de la membrane au temps ¢y + At par rapport a

to est donnée par

At
X (s,tg + At) = X (s,t0) + / w(X (s, to+ 1), to+ t)dt.
0
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L’intégrale, dans cette expression, peut étre estimée par une méthode de trapéze :

X (s,t0),to) +u(X (s, to + At), to + At))
5 :

At u
/ w(X (s, to+1t), to+1t)dt =~ At (
' (3.12)
Nous utilisons la méme technique que dans le cas fixe pour modéliser la mem-
brane a chacune des étapes de I’algorithme. I'" est donc représentée par des splines
cubiques définies par une série de marqueurs lagrangiens X' = X (sg, nAt) pour
des valeurs sq, ..., s, fixes. La vitesse de déplacement de chacun de ces marqueurs
est alors donnée par U]' = u(X},nAt), ce qui nous permet d’écrire 1’équa-
tion (3.1.2) sous la forme :
ur+u;t!

Xph = X A

(3.1.3)

Supposant que U;"*" est connue, on peut alors trouver explicitement X;*'. En
réalité, cependant, ces deux valeurs sont interdépendantes. Aprés avoir présenté

n+1

une maniére de calculer U,?“ a partir des valeurs connues de u""", on proposera

donc une méthode implicite pour résoudre (3.1.3).

3.2. APPROXIMATION DE U}

Il est nécessaire d’obtenir une bonne approximation des valeurs U;' pour dé-
placer la membrane correctement. On cherchera a estimer celles-ci a partir des
valeurs de w connues dans les grilles u et v. Comme w est continue, on pourrait
obtenir une approximation d’ordre 1 pour cette fonction en utilisant une inter-
polation bilinéaire. Pour une plus grande précision, nous utiliserons plutét une

approximation d’ordre 2, qu’on obtiendra par la méthode que voici.

De—

FiG. 3.1. On cherche la valeur de u sur les marqueurs lagrangiens
X' a partir des valeurs de la grille u. On trouve d’abord les valeurs
sur les intersections de I'™ et u, puis on utilise ces valeurs pour

construire la fonction u(X (s,nAt), nAt) par splines cubiques.
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Premiérement, on utilise les conditions de saut pour trouver les valeurs de u
sur les intersections entre la membrane I et la grille u. Supposons, par exemple,
que linterface passe par un point &y = (xg,jh) avec j entier. Il s’agit d’une
intersection entre une ligne horizontale de la grille u et l'interface I'". Prenons
alors les deux points de la grille u les plus prés de x, c’est-a-dire ; = (xo—a, jh)
et o = (2o + 5, 7h), ou a, 3 > 0.

Le théoreme de Taylor nous permet d’écrire :
u(@y) = u(@o) — aug(xy) + O(h?),

ou u(xy) est bien défini, rappelons-le, car u est continue. En utilisant le terme de

correction C'; d’ordre 1 approprié, on peut aussi écrire :
(@) = u(zo) — aug(xf) + C1 + O(h?).
Nous allons travailler avec la moyenne de ces deux équations, c’est-a-dire

u(xy) = u(xg) — % (uz(®d) + us(y)) + % + O(h?). (3.2.1)

De la méme maniére, pour u(xs), on aura

u(xg) = u(mg) + g (us(®g) + ua(g)) + % + O(h?), (3.2.2)

Sous forme matricielle, réécrivons (3.2.1) et (3.2.2) :

u(z) |\ [ 1 —a u(xg)
= +
() L g (o () + ua(zg))/2 2\ G

| —
Q

Mais cette équation peut étre réorganisée pour mettre en évidence u(xg) :

w(wo) (1 - A ) 9 Vo
(uz(xg) + ua(20))/2 1 g u(x2) 2\ & '

Finalement, en utilisant le fait que

-1
1l —«o 1 B«

1B S Btal o1

on peut conclure que

Blu(xy) — C1/2) + a(u(xy) — Cy/2)
a—+ 0

u(xg) = +O(h?).
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On est en mesure, grace a cette formule, d’obtenir une approximation de la valeur
de u sur chaque point d’intersection entre l'interface I' et la grille de calcul u.
Comme u(X (s,t),t) est une fonction lisse, on utilisera ces valeurs pour approx-
imer la fonction u(X (s,nAt),nAt). Ceci se fera en utilisant la technique des
splines cubiques, comme on le fait déja fait pour modéliser la membrane I' a
I’aide des marqueurs lagrangiens. La figure 3.2 illustre cette maniére de procéder.

En appliquant ce raisonnement pour u et v, on peut obtenir une fonction
U"(s) = u(X (s,nAt),nAt) + O(h?),
de laquelle on tire les marqueurs U;' cherchés :

Ul = U"(s1,) = u(X (s, nAt), nAt) + O(h?).

3.3. VERSION IMPLICITE DE LA METHODE

Meéme si on peut ainsi déplacer la membrane de maniére adéquate, un prob-
léme se pose : les termes de correction spatiaux calculés dans I’algorithme du
chapitre 2 concernent les sauts & travers la membrane I'"*! qui n’est pas con-
nue au début de I’étape n. Dans le but d’évaluer ces sauts, on se basera sur une

approximation FSH de I'™*! qu’on obtiendra en utilisant
X" = X"+ AtU™ + O(AP?).

Cette équation provient d’'un développement de Taylor d’ordre 2 dans le temps.

On définira donc I'y ™! en posant
X = X" 4+ AtU™

Pour s’assurer que les conditions de saut sont déduites d’'une membrane assez

proche de la membrane I'*! on utilisera une boucle dans laquelle on se base

I'"*! pour déterminer une nouvelle approximation I'/{;'. On considérera cette

sur
estimation satisfaisante dés que F?H et F?jll seront suffisamment proches, c’est-

a-dire lorsque les deux critéres suivants seront satisfaits :
n+1 n+1 . . ,
(1) || X4 - X < g, pour un certain seuil de tolérance e, et

(2) Aucun point de la grille de calcul n’est compris entre I et T (les

: N o108 o n+1 A n+1
points a I'intérieur de I/ sont les mémes que pour I'}}7).
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Cette méthode implicite est détaillée dans I’algorithme 1.

Algorithme 1 Version implicite pour le cas d’une membrane mobile.

1: 2+ 0;

2: Trouver I'y™!, une premiére approximation de I'"*!, en utilisant X" =
X"+ AU,

3: répéter

4: Trouver les termes de correction C{} associés a T/ ;

5. Exécuter les étapes 1 a 6 de la méthode pour obtenir u"*!;

6:  Evaluer U™ A partir des valeurs de u™*!

connues ;
7. Obtenir I} en déplagant la membrane I'™ grace a (3.1.3)

8 i« 1+1;

9: jusqu’a ce que I'"™' et I''"! soient assez proches;

10: Exécuter les étapes 7 a 13 de la méthode de projection, pour trouver les autres

valeurs. ;

3.4. RESULTATS PRELIMINAIRES

En gardant les mémes idées qu’au chapitre 2, mais appliquant l'algorithme
purement implicite proposé ici, nous avons testé cette méthode avec le probléme

suivant : on plonge une membrane d’équation

(r—0.5)* (y—05)?2
a? * b2 =1

dans un fluide immobile (u(x,0) = 0). On choisira a = .35 +¢,b = .25 + ¢, ou
€ est une trés petite valeur choisie de maniére a ce que la membrane initiale ne
croise pas directement des points de la grille au début de I’algorithme (cela nuirait
a ce que nous voulons montrer dans I'exemple qui suit). La membrane exerce une

force purement normale, proportionnelle & sa courbure, c’est-a-dire :

f(S,t) = 6K(S7t)n(87t)v

pour (3 constante.
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Voici un exemple tiré d’un test que nous avons lancé, utilisant ’algorithme
implicite présenté ici, et gardant la méme méthode de projection que dans le cas
d’une membrane fixe. Avec un pas de temps At = 1/32, dans une grille MAC de
16 x 16 cellules, on laisse la membrane libre de se déplacer. Aprés quelques itéra-
tions, la membrane croise une premiére fois certains points de la grille, marqués

par des points noirs sur la figure 3.2.

O b ) | 4 b
0 02 04 06 08 1

F1G. 3.2. La membrane traverse certains points (marqués en noir)

de la grille de calcul.

Notons d’abord que dans I’exemple choisi ici, parmi les 8 points traversés par
la membrane, les 2 points en haut, et les 2 points en bas font partie de la grille
p, ot la pression est calculée. Le résultat que nous obtenons pour la pression, a
la fin de cette étape, est présenté en figure 3.3.

Ce qu’on constate, c¢’est que méme si les 4 points traversés sont maintenant a
I'intérieur de la membrane, la pression a été calculée comme s’ils étaient toujours

a 'extérieur. Pour comprendre cela, rappelons que la pression est évaluée avec



42

25

20

15

10

0, 0o 04 06 08 1

Fic. 3.3. Aux points de p traversés par la membrane, la pression
est nettement sous-évaluée. Les points gris représentent la pression
a lextérieur de la membrane, et les points noirs la pression a l'in-

térieur.

I’équation :

®

V.-u'
5V U

pn—l—% — pn—% + ¢n+1 _

Or, a partir des conditions de saut présentées dans I'annexe 1, on peut montrer
que [V - u*] = O(At), et que ¢"™! est une fonction continue. Par conséquent, les
points ou surviennent les sauts de p ne peuvent se déplacer, d'une étape a ’autre.
Ils resteront a I'emplacement de la membrane initiale, comme on le constate sur
la figure 3.3.

Penchons-nous maintenant sur les 4 autres points traversés par la membrane :
ils font partie de la grille v. La pression n’y est donc pas calculée, mais v*, I'est.
Comme on le constate sur la figure 3.4, la divergence V -u* calculée a cette étape

se trouve grandement déformée autour des 4 points traversés par 'interface.
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F1G. 3.4. Divergence de u*. Comme le fluide est incompressible et
que u* ~ u"!, V- u* devrait étre trés proche de zéro. Ca n’est

pas le cas autour des points qui ont été traversés par la membrane.

De tels phénomeénes introduisent des erreurs d’ordre 0 dans les solutions du
probléme, rendant la méthode inutilisable. Ces erreurs sont engendrées par le fait
que lorsque la membrane traverse un point de la grille, elle crée une discontinuité
temporelle en ce point, alors que nous n’avons appliqué que des corrections spa-
tiales avec la méthode ITM. Nous présenterons donc ici une maniére de traiter les

discontinuités temporelles.

3.5. LE MOMENT D’INTERSECTION

On a vu que les problémes surviennent lorsqu’un point, dans I'une des trois

grilles u, v ou p, est traversé par la membrane dans un intervalle de temps ou
) . ) 1 .

sont effectués certains calculs. Par exemple, pour évaluer du™"2/0t, on utilise

I’approximation
un+1 —u" aunJr%

At o HOBL),

qui n’est vraie que dans le cas ot u, Ou/0t et 9*u/0t> sont continues dans le

segment [nAt, (n + 1)At].
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F1G. 3.5. Le point (7, j), traversé au temps 7. La membrane peut
en effet traverser un point de la grille. Lorsque cela se produit, pour
appliquer les corrections nécessaires, il faut trouver le moment T’

ol cet événement s’est produit.

Pour corriger de tels opérateurs, on peut utiliser la méme stratégie que pour
les discontinuités dans I'espace, présentées au chapitre 2. Il suffit d’en répéter le
raisonnement, dans I’axe du temps. Si on veut y arriver, il nous faudra connaitre
les points de discontinuité temporels tq,1s,...,t,,, c’est-a-dire les moments d’in-
tersection. Ce sont les points d’intersection entre la membrane en mouvement et
la grille de calcul, dans le temps. Malheureusement, en modélisant la membrane
par des splines cubiques successives, aucun lien n’est fait entre les membranes aux
différentes étapes, ce qui nous empéche d’évaluer ces points comme on le faisait
avec les points d’intersection dans ’espace.

Ainsi, nous devrons travailler avec I'hypothése qu’en chaque intervalle de
temps de longueur At, un point de la grille de calcul est traversé au plus une
fois par la membrane. On en déduit qu'un point @, dans un intervalle de temps

[nAL, (n + 1)At], a été traversé si et seulement si @ est passé de 2~ a Q1) ou de

QtaQ.
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A Tétape n+1 de lalgorithme, pour un point (4, §) de la grille de calcul traversé
par la membrane, soit 7' 'unique moment d’intersection (voir figure 3.5). Pour que
les opérateurs temporels que nous allons corriger soient au moins d’ordre O(At),
il nous faut obtenir une approximation d’ordre O(At) pour 7T'. Bien que n’importe
quelle valeur dans [nAt, (n+ 1)At] satisfasse cette condition, nous choisirons une
maniére plus adéquate de faire cette estimation.

La figure 3.6 illustre cette méthode. Supposons que la membrane a traversé le
point (4, j) de la gauche vers la droite. Alors on peut trouver une intersection entre
'™ et la grille de calcul, & une distance de d2 du point traversé, et une intersection
entre T™*1 et la grille de calcul & une distance de d. du point traversé. Dans le
cas ou la vitesse u est restée constante et purement horizontale durant ce trajet,

le moment d’intersection peut étre calculé ainsi :

dO
T:At(n—i_dg—kdi)'

Dans le cas général, on utilisera quand méme cette approximation, dont la pré-

cision sera d’ordre O(At). Si le point n’a pas été traversé horizontalement, alors

on utilisera le méme raisonnement sur un axe vertical :

0

d
T = At v 4 o(a).
(”+dg+d;)+ (A7)

On combinera ces deux méthodes lorsque cela sera possible :

d° /2 dy/2
T = At : v O(A).
<“+dg+d;+dg+d;) O

FiG. 3.6. Selon les distances entre I'", I et le point traversé, on

cherche a estimer correctement le moment d’intersection.
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3.6. CORRECTION DES OPERATEURS TEMPORELS
x — hy x x + hy

n n+1

FiG. 3.7. On considére un développement de Taylor dans le temps,
autour du point © = (21, xq, (n + 1/2)At), pour corriger les opéra-

teurs temporels.

Pour conserver la méme précision que dans le cas d’'une membrane fixe, nous
allons chercher & apporter les termes de correction suffisants pour que les opéra-
teurs corrigés soient O(At) aux point traversés par 'interface. Pour y arriver, nous
il nous suffit d’étendre les résultats du chapitre 2 aux trois dimensions : (x,y,t).
Pour = (z1, %2, (n+1/2)At) et hy = (0,0, At/2), le théoréme de Taylor général-
isé, pour une fonction g € C?[Q \ T'| nous permet d’en faire un développement

d’ordre 1 :
g(x + hy) = g(z) + C (x, hy) + O(At), (3.6.1)
g(x — hy) = g(x) + Co (z, —hy) + O(At). (3.6.2)
Comme nous supposons que la membrane traverse un point de la grille une

fois par intervalle de temps [nAt, (n + 1)At], on peut exprimer les termes de

correction de la forme CY en utilisant les conditions de saut. On trouve que :

—o(x — hy) [g] sile point est traversé dans [(n + 3)At, (n + 1)At],

C’g(a}, ht) =
0 sinon
(3.6.3)
et
(e, —h) — o(x — hy)[g] sile point est traversé dans [nAt, (n + 3)At],

0 sinon

(3.6.4)
Pour la suite, il sera plus simple d’écrire [g];. pour désigner Co(x, hy) et [g];

pour désigner Cf(z, —h;). On a donc
g(x + hy) = g(x) + [g)7 + O(AL), (3.6.5)

g(x — hy) = g(x) + 9] + O(A?). (3.6.6)
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On utilisera aussi le développement a l'ordre 2 :

g(x+ hy) = g(x) + %gt(a:) + Cy(x, hy) + O(AL?), (3.6.7)
g —hy) = g(x) — %gt(m) + Cy(x, —hy) + O(A). (3.6.8)

La maniére dont on avait défini les termes de correction en (2.4.2) reste en

vigueur ici, c’est-a-dire qu’on a

—o(x) ([g] + 1[R[ [g']) siT € [(n+3)At (n+1)At),

Cgl (-’B, ht> =
0 sinon
et
—o(x — ||k N siT € nAt, (n+ L)AL,
O, —h) — (@) (l9] = lhell [g']) [nAt, (n+ 3)At) |
0 sinon
Dans le cas qui nous occupe, précisons qu’on a
1B (n+1)At =T si € [nAt, (n+ 3)At),
tl| — )
T — nAt sinon
et
o(x—hy) si €[nAt, (n+ )AL,
o(x) = :
—o(x — h;) sinon
On conclut donc que

—o(x —hy) ([g] + (n+ DAt =T)[g]) siT € [(n+ 5)AtL, (n+1)At),
C; (ma ht) =

0 sinon
et

. o(x —hy) ([g] + (T —nAt) [g:]) siT € [(n+ 3)At (n+ 1)At),

Og (33, _h’t) =

0 sinon

A T'aide de ces résultats, il sera possible d’appliquer les corrections nécessaires

a chaque opérateur agissant dans le temps.
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3.6.1. Correction de DT

L’opérateur de différences finies associé a d/0t, que nous noterons DT, devra
désormais inclure un terme de correction. On aura alors :

n+1l _ u™ aun—i-% @ ol
BT + C{DTyu""2 } + O(At).

u

D=

DT u"*

Ce terme de correction se déduit directement de (3.6.7) et (3.6.8) :

1

c{DT w2} = N

(Co(x, hy) — Cy(x, —hy)) -

Et C{DT'0""2} est obtenu de la méme maniére.
Pour le calcul de ces valeurs, on aura besoin de la condition de saut pour u;,

dont le calcul est présenté dans I’annexe 1 :
[wi] = —(u-n)[un].
3.6.2. Correction de ’estimateur de Auu”*é.

En appliquant (3.6.5) et (3.6.6) a I’estimation de Au"*2, on conclut que

a

S (Aur! 4 Au) = pdunts 4 g ([Aulf + [Aul}) + O(AL).

3.6.3. Correction de ’extrapolation d’Adams-Bashforth

En utilisant judicieusement les conditions de sauts, il est possible d’obtenir
des termes de correction qui nous permettraient de conserver une extrapolation
d’ordre 2, comme dans le cas d’'une membrane fixe. Nous nous contentons cepen-
dant ici de proposer un opérateur d’ordre 1 aux points traversés par la membrane,
et d’ordre 2 ailleurs, comme c’est le cas pour les autres estimations proposées.

Supposons que la membrane ne traverse aucun point entre les étapes n et
n + 1/2. Alors on peut obtenir une estimation tres simple de (u - Vu)"2 en

posant :
(w- Vu)" 2z = (u- Vu)" + O(At).

Aux points qui ne sont pas non plus traversés entre les étapes n — 1 et n, on

peut évidemment utiliser la méme approximation d’ordre 2 que dans les chapitres
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précédents. Par conséquent, on utilisera :

(u - Vu)™ aux points traversés dans [n — 1, n,

S(w-Vu)" — I(u- Vu)" ! ailleurs.

N

(u-Vu)"*

Pour étendre cette approximation aux points traversés par la membrane entre
les étapes n et n+ 1/2, il nous faut ajouter un terme de correction C' qu’on peut

obtenir directement de (3.6.6). On trouvera :
C=—-[u-Vul; =—u-[Vul,.
3.6.4. Correction de ’estimateur de pression

Dans le cas d’'une membrane fixe, nous avons utilisé le fait que
P = "7 4 O(AL). (3.6.9)

Cependant, en un point (x1,z3) traversé par la membrane entre les étapes n —
1/2 et n + 1/2, cette approximation n’est plus valide. Nous allons appliquer le
méme raisonnement que dans le reste de cette section, en considérant I'intervalle
[(n —1/2)At, (n + 1/2)At] au lieu de [nAt, (n + 1)At].

Soit T € [(n — 1/2)At, (n + 1/2)At], le moment oil le point est traversé dans

cet intervalle. En utilisant & = (z1, 9, nAt), on posera

=C

0
g

S+

[p] (j7 ht)

et
[p]% = Cg(j? —hy).
Alors, le méme raisonnement qu’en (3.6.5) peut étre utilisé pour obtenir la version

corrigée de (3.6.9) :
Pt =p 7+ ([l — [)7) + O(AY). (3.6.10)
La formule corrigée a utiliser dans ’algorithme n’est donc plus
Pt =ptTE gt - g(V -u’),

mais bien

P =y (Dl - Ilr) + 9 - SV ).
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3.7. ALGORITHME CORRIGE DANS LE CAS D’UNE MEMBRANE EN

MOUVEMENT

Pour résoudre le probléme dans le cas d’une membrane libre de se déplacer, on
utilisera l'algorithme implicite 1, combiné avec la méthode de projection PM2 a
laquelle on a appliqué les termes de correction spatiaux et temporels approppriés.

Au début de Pétape n+1 de algorithme, les valeurs u®, ¢*, Au* sont connues

pour tout entier k& < n, ainsi que la valeur intermédiaire (u - Vu)"*z.

1 nol nal _
(Eglﬁ—gﬂﬁ) W= —pl T = (u V)" e [Vl
1: u" P S S u, n
s (Au)"+ G, 2 — EC{AuU }+ c{DTou"}
7 _
D) ([AU]JTr + [AU]T) )
1 - il _
<EI3 - gﬂi) o=y = (u Vo) s [Vl
2: v" K n n+y H v, % v, n
+A_t +5 (Av)" + Gy * — §C{Avv }+C{DTyv"}
W _
9 ([AU]; + [AU}T) )
5 (V-u") =DXPu” — C{DXEu"} + DYPv™ — C{DYZv"};
1
4. n+l __ * n+1y.
A§¢ —E(V"U, )+C{Ag¢ }
5 Wt = ut — At (DX — C{DX2G" 1Y) ;
6: V" = o* — At (DYI"H — c{DYIe" 1))
: nti n—1 - n o *
b P = (ol — [plr) 0T = S (Ve w):
1
s pr 7 =DXip"tE — c{DXip"E )
9 n+3

3 v n+l v n+l
Py = DYppn+2 - C{DYppn+2 })
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H (Bu)" = ! — e
11: n+1 v, n+l v, n+1
(Av)™ = ap0™™ = c{ap™ ™}

Aux points de la grille de calcul qui ne sont pas traversés par 'interface entre

les étapes n et n+ 1, on pose :

3 3
(w-Vu)™s = Eunﬂ (DXgu" ! — c{DXiu"*'})
3
12: —|—§I§Un+1 (DYEun—H - C{DYEun—H})
1

—5 (u" (DXju" — C{DXiu"}) + I o™ (DYsu"™ — C{DYyu"}));

3 3
(w-Vo)""z = ST (DK™ — c{px )
3
13: +§vn+1 (DYyo" ! — c{DYJ0"t'})
1
~3 (Iyu™ (DXjv" — C{DXjv"}) + v" (DYju" — C{DY v"}));

Aux points de la grille de calcul qui ont été traversés par 'interface entre les

étapes n et n+ 1, on pose plutot :

120 (- V)™ = ! (DX — ofDX2u" 1)) + T80 (DY — oDy et} ;
135 (4 W)™ = 12 (X% — c{DXI0" ) + o™ (DY — c{DYi™ ) ;

Nous sommes confiants d’avoir présenté ici une méthode qui fonctionnera pour
le cas général d’'une membrane en mouvement. Cependant, quelques erreurs de
programmation, liées au calcul des termes de correction aux points traversés par
la membrane (termes de correction temporels) n’ont pas pu étre corrigés avant le
dépot de ce mémoire. Pour cette raison, il nous est impossible de présenter des

résultats numériques concluants. La rédaction et la correction de ce chapitre par
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plusieurs lecteurs nous a permis d’identifier les possibles erreurs du programme.
Sur cette base, nous travaillons présentement sur les simulations numériques as-

sociées au probléme.



CONCLUSION

3.8. CONCLUSION

Le probléme considéré dans ce projet : une membrane élastique dans un fluide
visqueux, et la méthode générale utilisée : I’Immersed Interface Method, ont été
étudiés et ont fait 'objet de nombreuses publications. Plusieurs défis restaient
cependant a relever au moment de commencer ces travaux. Faciliter la résolution
du probléme dans le cas ou la viscosité n’est pas la méme a l'extérieur et a
I'intérieur de la membrane, explorer les avantages offerts par l'utilisation d’une
grille MAC, et adapter la méthode IIM a d’autres méthodes de projection que
PM2, étaient les principales motivations de ce projet.

S’inscrivant dans la suite du travail de Marc Conti, nous allions atteindre ces
objectifs en déduisant les conditions de sauts non pas a partir des équations de
Navier-Stokes (comme nous le faisons pour w et p dans ’annexe), mais & partir
des équations du schéma numérique utilisé (d’une maniére semblable & ce que
nous faisons pour u* et ¢"!).

Nous avons jugé que cette stratégie n’était pas valable au fur et & mesure
que nous étions contraints & imposer des hypothéses de plus en plus difficiles
a justifier pour continuer dans cette voie. Il devenait alors plus simple et plus
rigoureux d’utiliser I'approche classique, c’est-a-dire de déduire les conditions de
saut des équations de Navier-Stokes, ce qui a été fait ici.

Cette idée reste néanmoins un des éléments les plus pertinents dans ce mé-
moire. En effet, de tous les articles et ouvrages consultés sur le sujet, aucun n’offre
d’explication claire au choix des conditions de saut pour les valeurs u* et ¢" ™!, qui

pourtant sont nécessaires pour faire fonctionner la méthode IIM. En utilisant les
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équations du schéma numeérique, nous offrons cette explication dans la deuxiéme
moitié de I'annexe 1.

Un autre élément qui distingue ce mémoire des diverses publications sur le
sujet est la place importante qui est attribuée a la correction des opérateurs
temporels. En effet, méme si plusieurs auteurs ont réussi a faire fonctionner la
méthode avec une membrane en déplacement, nous n’en avons pas trouvé qui
expliquent avec clarté comment faire les corrections dans le temps.

D’ailleurs, nous avons nous-mémes été induits en erreur par ce manque de
précision. Croyant que nous pouvions ignorer la petite quantité de points traver-
sés par une membrane en déplacement, nous avons congu un programme d’une
complexité considérable sans méme penser a ce détail. Il devenait donc difficile
de faire demi-tour, et de refaire plusieurs parties du programme pour y intégrer
les corrections temporelles. Le temps requis pour un travail de maitrise ne nous
a donc pas permis d’en arriver a des résultats numériques concluants pour le
chapitre 3.

Le lecteur intéressé a des résultats numériques pour un probléme semblable
est invité a se référer a [13], article dans lequel est résolu le probléme de la
membrane en déplacement dans une grille MAC, et dans le cas ou la viscosité
est différente a lintérieur et a U'extérieur de la membrane. Celui qui voudrait
implanter ou adapter cette méthode pour résoudre un probléme similaire trouvera
dans cet article une bonne idée de ce qui peut étre fait, mais nous croyons que ce
mémoire serait un outil trés pertinent pour comprendre et concevoir le programme
associé. S’il devait y avoir suite a ce projet, concevoir ce programme en y intégrant
les corrections temporelles appropriées, en s’appuyant sur les raisonnements et
informations présentées dans ce mémoire, serait la premiére étape.

Nous croyons étre sur la bonne voie pour apporter une contribution pertinente
et originale au domaine. En particulier, on imagine que la méthode IIM devrait
pouvoir étre appliquée & de nombreux problémes et méthodes, or il semble que ce
soit toujours la méthode de projection PM2 qui soit utilisée pour les équations de
Navier-Stokes avec fluides incompressibles. Ce qui justifie cela, c’est qu’avec cette

méthode, on peut approximer facilement les conditions de saut pour u* et ¢"*1,
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sans fournir d’arguments comme ceux de Iannexe 1. En répétant notre raison-
nement, trouver les conditions de sauts pour une autre méthode de projection
devrait étre assez direct. En général, le méme genre de raisonnement pourrait
étre utilisé a de nombreuses méthodes a pas fractionnaires, et appliqué a de nom-

breux problémes.
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Annexe A

LES CONDITIONS DE SAUT

Dans cet annexe, on présente les dérivations des conditions de saut telles que
présentées dans le tableau 2.1. Des preuves similaires peuvent étre trouvées, pour
les fonctions p et w, dans |9], entre autres. Cependant, la preuve présentée ici pour
les sauts de u* et ¢" "1 est originale, les auteurs des ouvrages en bibliographie se
contentant généralement de supposer que ¢t € C?(Q), et que les sauts de u*

sont similaires a ceux de u™*!.

Fic. A.1. . est une bande de largeur 2¢ autour de la membrane I'.

Les preuves présentées ici reposent en grande partie sur l'idée que voici.
Comme illustré sur la figure A.1, on considére (2., une bande de largeur 2¢ autour
de I'. 092, la frontiére de )., est alors composée de I'." a I'extérieur, et de I'.™ a

Iintérieur. De cette maniére, en rappelant la définition du saut d’une fonction g,



c’est-a-dire

9] (s) = lim (g(X(s) +en(s)) — g(X(s) —en(s))),

e—0t

on remarque que

i [ g(X(s))ds = / 9] (5)d3,

e=0F Jan, r

ou § représente la distance entre X (s) et X (0), mesurée le long de la membrane

actuelle alors que s est la distance entre ces points sur la membrane au repos.
En multipliant certaines équations par une fonction test ¢ € C?(2), et en

y appliquant ce raisonnement, nous serons en mesure de déduire plusieurs sauts

importants.

A.1. CONDITIONS DE SAUT POUR LA PRESSION

Appliquons 'opérateur de divergence a I’équation du mouvement (1.0.3) :

D
V-F;L—FAp:V-,uAu—IrV-G—FV-F. (A.1.1)

Comme p est une constante, I'incompressibilité du fluide nous assure que

V- pAu = pA(V-u) =0.

En multipliant 'équation (A.1.1) par une fonction test p € C?*(Q), et en

considérant la limite de I'intégrale sur {2, on obtient :

, Du
Eli% QE(V-E—l—Ap—V-F—V-G)(pda:—O. (A.1.2)

Nous allons maintenant étudier chacun des termes de cette équation. Pour

commencer, notons que
pAp =V (pVp) —Vp Vp
=V (pVp) = V- (pVe) + pAep.
Cela entraine que

lim eApdx = lim (V- (¢Vp—pVe) + pAy) dx. (A.1.3)
e—0+ Qe e—07+ Qe
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Comme pA¢p est borné, on a lim,_g+ fQ pApdV = 0, ce qui nous permet

d’éliminer le second terme du membre de droite. Il suffit alors d’appliquer le

théoréme de la divergence sur le premier terme pour montrer que

lim eApdx = lim (pVp —pVy) - nds. (A.1.4)
e—0T Qe e—0T 90,

En utilisant la définition du saut, on peut réexprimer ceci comme :

e—0t

lim [ pApde = / [Pn] ¢ — [p] pnds.
Qe N

Etudions maintenant le terme 1i¢ & G. On note que

lim [ (V:-G)pdx = lim (V- (pG) — G -Vy)d. (A.1.5)

e—0t+ Q. e—0t Q.

Le fait que ¢ € C?(Q2) assure que G - Vi est bornée. On a donc

lim G - Vodx = 0.

e—07t Qe
Cela nous permet d’éliminer le terme G-V de (A.1.5). En appliquant le théoréme

de la divergence sur I'autre terme, on a

lim [ (V:¢G)dx = lim ©G - nds.

e—0t o e—07t o

En exprimant cela en utilisant les sauts, on obtient

lim [ (V:-G)pdx = / ¢ G - n]ds.

e—07t Qe T

Comme la membrane est imperméable, aucun saut ne peut survenir en suivant
une trajectoire de fluide. C’est donc dire que la dérivée matérielle Du/Dt n’a pas
de sauts et ainsi, est bornée. Le terme lié a cette dérivée matérielle peut donc étre
traité de la méme maniére que le terme lié¢ & G. On obtient donc :

Du Du
Elir[% ngv-ﬁdm:/rga {En} ds.
Mais comme nous venons de l'expliquer, le saut de la dérivée matérielle est nul.

On a donc
) Du
fm eV =0



Pour étudier le terme lié a la force F', écrivons d’abord

/ oV -Fde= | V-(oF)dx— | F-Vedz.
B Qe Qe

Le théoreme de la divergence, appliqué au premier terme du membre de droite,

entraine

/ V- (oF)dx = / oF - nds.
Q. 09

Or, pour tout € > 0, ceci vaut 0 car la fonction F' est nulle partout ailleurs que
sur I'.

Le second terme, lui, peut étre décomposé ainsi :

F - Vodx = / (F - n)ppde +/ (F - T) prde.
Q. . e

En utilisant la définition de F', c’est-a-dire

F(x) = / F)0(@ — X (5))ds,

on est en mesure d’écrire

/5 (F - n) ppdx = / (/Ff(s)é(m —X(S))dg) i
= /F(f'n)gondé.

De la méme maniére, on peut voir que

| o= [ 7renis

/ (F - 7)ds, (A.1.6)
r
ou () représente la dérivée le long de U'interface, c’est-a-dire

plo = 22X /| 4X G|

ds ds
Ainsi, on pourra intégrer (A.1.6) par parties. Comme la courbe d’intégration

ou encore

[' est fermeée, on trouve :

/F (f -T)p'ds =~ /F (f - 1) pds.

On est alors en mesure de conclure que

lim : ¢V~Fdw:/lj((f-T)/go—(f~n)<pn)d§ (A.1.7)

e—0t
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Maintenant, en réécrivant (A.1.2) a Paide des expressions obtenues pour cha-

cun des termes y figurant, on obtient :

/F (o] =[G -] = (f - 7)) ¢+ (F -1 = [p]) m) d5 = 0. (A1)

Mais la fonction test p(x) € C?*(Q) est arbitraire. Ceci implique que les fonc-
tions (X (s)) et pn(X(s)), dans C*(T'), peuvent étre choisies arbitrairement et

indépendamment. On peut donc conclure que :
pn] =[G -]+ (f- 1), (A.1.9)

et

pl=f n (A.1.10)

A.1.1. Systéme de coordonnées local

) Systeme de coordonnées local

FiG. A.2. On définit un systéme de coordonnées local (1, ) dans
lequel le point X (s) est Porigine, et dans lequel les vecteurs n(s)

et 7(s) coincident avec les axes.

Plagons-nous maintenant dans un systéme de coordonnées local qui nous per-
mettra d’aller plus loin dans le calcul des conditions de saut. Autour de n’importe
quel point s sur I'interface, on peut définir un systéme de coordonnées dans lequel
X (s) est l'origine, et dans lequel les axes (7, &) correspondent aux vecteurs 7(s)

et n(s), respectivement.
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Au voisinage de l'origine, dans ce systéme, il est alors possible d’exprimer
[' comme une fonction qu’on notera x(n). En dérivant une fonction, p(x) par
exemple, le long de l'interface, on aura
d 0 0
P XN et
dn  In 73
p _&p ., \0p &*p 2 0%p
- r_-r e 2 / / —_.
i o X (")ag + X(")ana§+(x (n)) e

Or, on a défini le systéme de coordonnées de fagon a avoir x(0) = x’(0) = 0.
Par conséquent, au voisinage de 1 = 0, les dérivations se simplifient grandement.

En posant k£ = x”(0), la courbure de l'interface, on aura :

dp|  _ 9p

d’f] n=0 877 n=0’
d?p d%p op
) = ﬁ + /18— .
dn n=0 T In=0 3 n=0

En appliquant la premiére de ces dérivations sur la conditions de saut (A.1.10),

on trouvera :

P = (f-n) =[p).

Les conditions de saut pour p, dans ce systéme de coordonnées, se résument

alors ainsi :

bl =f-n, (A.1.11)
[pe] =[G -n]+(f- 1), (A.1.12)
[pg] = (f - m)". (A.1.13)

A.2. CONDITIONS DE SAUT POUR LA VITESSE

Pour obtenir les conditions de saut pour u, on procéde de maniére similaire.
En multipliant directement I’équation du mouvement par une fonction test ¢ €
C?(92), et en considérant la limite de Pintégrale sur €., on obtient :

) Du
611}1& o (E +Vp —pAu — F — G> edx = 0. (A.2.1)
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Comme Du/Dt représente une dérivée le long des trajectoires, il s’agit d'une

fonction bornée. Par conséquent :

) Du
i, / D P =0

De méme, comme G est bornée, on a

lim Godx = 0.

e—0t O

Ecrivons maintenant (Vp) ¢ = V (pp) — pVp. Alors :

lim (Vp) pdx = lim V (pp) de — lim pVdex.

i
e—0* Q. —0t Q. —0t Q.
Comme p et Vi sont bornées, le second terme du membre de droite est 0. On

applique le théoréme de la divergence sur le premier terme pour conclure

lim (Vp) pdx = lim V(pp)dx = lim pends = / [p] npds.
GIeR r

e—0+ Q. e—0t Q. e—0+
Pour le terme associé a pAwu, on procéde comme on I’a fait précédemment

pour ©Ap. On trouve

e—0t

lim pAudr = / [un] p — [u] pnds.
Q. r

Finalement, comme F(x) = [ 0(x — X (s))f(s)ds, on a :

lim F(w)@d:c:/rf(s)apdé.

e—0t o

De (A.2.1), on conclut alors que pour toute fonction ¢ € C?(),

[ (hn = ) = £(5)) ¢+ ol o) 85 =0, (A22)

ce qui entraine que
[pu] =0, et (A.2.3)
[pln — [pun] — f = 0. (A.2.4)

En utilisant le fait que [p] = f - m, on peut réécrire cette derniére équation

comime

—[pun] = f = (f-n)n,

ou encore, dans le systéme de coordonnées (§,7) :

[wue = = (f -7) 7. (A.2.5)
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En considérant la dérivée de ce saut, on aura
) = —((f - 7)) = [pug,) .

Si on remarque que 7' = kn, on pourra développer ce saut de la maniére suivante :

lwugy] = =(f - 7)'T = K(f - T)n. (A.2.6)

De la méme maniére, en dérivant le saut [pu] = 0, on peut trouver

[uu] = 0 = [uu,]
et
[1u]” = 0 = [pa,] + & [pug] .

Mais en utilisant [pue] = — (f - 7) 7, on peut exprimer cette derniére équation

comme la condition de saut

| =K (f-71)T.

Il nous reste maintenant a trouver [puge|. Pour y arriver, considérons directe-

ment le saut dans ’équation du mouvement :

Du
{E} + [Vp] = [pAu] + [F] + [G]. (A.2.7)
Notons que [F] = 0 car la fonction F vaut 0 partout ailleurs que sur la

membrane. De plus, on a déja expliqué que tous les sauts de la dérivée matérielle
Du/Dt sont nuls. Comme c’est au saut [pue] que I'on s’intéresse, présentons

I’équation sous cette forme :
[huge] = — [pug,] + [Vp] — [G]. (A.2.8)
En développant cette expression selon les sauts déja obtenus, on trouvera

pueel = —k(f-m)7+(f-7)n+(f-n)7—[G -T|T. (A.2.9)



Condition de saut dans le temps

Dans le cas ot la membrane se déplace, nous aurons besoin du saut [u;] pour
faire une correction de premier ordre pour certaines approximations temporelles.
Pour trouver cette valeur, on utilise le fait que [u] = 0. En dérivant le long des
trajectoires de fluide de chaque coté de cette égalité, on trouve :

D

ot u - [Vu] = (u - n) [ug, car [u,] = 0. On a donc

[u] = — (u-n)[ug. (A.2.10)

A.3. CONDITIONS DE SAUT POUR L'ESTIMATEUR u*

Dans la littérature publiée sur le sujet, on utilise les mémes conditions de saut

"1 ¢tant donné que par des choix appropriés dans la méthode,

pour u* que pour u
cet estimateur sera d’ordre 2 en précision. Nous allons montrer ici que ce choix
peut étre partiellement justifié en utilisant les équations des schémas numériques
utilisés, mais qu’une précision supplémentaire peut étre obtenue pour le saut
|uge] -
Plagons-nous a I'étape n + 1/2. Par la définition de u* dans la méthode de
projection PM2, 'équation (1.1.5) établit que :
ut—u

At

n
1

+ (’u/“r% : V) w4V = g (Au" + Au*)+F" "2+ G 2. (A.3.1)

Si on appliquait exactement le méme raisonnement que lors de la dérivation

des conditions de saut pour la vitesse u, qui conduisaient a (A.2.3) et (A.2.4), on

obtiendrait :
1 1 1
= (] = 5[] — £ =0 (A.3.2)
et
1, . 1.
— [pu’] + = [pu"] = 0. (A.3.3)

2 2

Pour y arriver, cependant, il faudrait d’abord définir & quel moment ce calcul est
fait. Dans 'expression (A.3.2), par exemple, des sauts pour les fonctions p"_%,

. . _ . _1
u" et u* se cotoient, mais ces sauts sont situés respectivement sur I'"2, I'" et
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['"*+1, Si la membrane se déplace, évaluer le saut de p”_% sur la membrane I *1,
par exemple, n’a pas de sens.

Pour justifier ce raisonnement, nous rappelons que Pexpression (A.3.1) n’est
pas une équation physique, mais plutét un schéma numérique dans lequel la fonc-
tion p”_%, w2 et u” sont des estimateurs utilisés dans le but de calculer la

valeur u™*1. Par exemple, si

1
pi(x, (n — L)At) a Vextérieur de T2,
pl, (n —1/2)At) = :
2

)At) a Iintérieur de I 2,
avec py,p_ € C*(Q), estimateur noté "2 utilisé a I'stape n de lalgorithme,
comme l'illustre la figure A.3, est défini comme

JAt) a Iextérieur de I

JAt) a Uintérieur de Tt

b~

[V}

I
NI N

. 17 .
Ne connaissant pas la valeur exacte de [p” 2} a travers I'™™!, on devra utiliser

I’approximation
_1 n
[p” 2} = [p"] + O(AY).

Dans ce cas, les expressions (A.3.2) et (A.3.3) ont du sens. Comme tous les
sauts seront approximés grace aux valeurs de ’étape n + 1, on peut omettre les
indices de temps dans le raisonnement qui suit. f"*!, par exemple, sera noté f.

En développant (A.3.2) et (A.3.3) a Paide des sauts déja connus, on trouvera

que :

[puf] = —(f -7)7, (A.3.4)
[pu*] = 0. (A.3.5)
et on remarquera que ces sauts sont les mémes que pour [pue] et [pul.
En dérivant (A.3.4) et (A.3.5) le long de l'interface, on obtient :
) = 0= [p],
)" =0 = [pag, |+ [pug]

) = (= f - 7)7) = [y,
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", — I Im‘i'%

/'K/— Fonction & 'etape n

Fonction a I’étape n corrigee
comme estimateur de I’étape
n+1

FiGg. A.3. Une fonction qui existe a ’étape n doit étre légérement
modifiée lorsqu’on veut en calculer le saut & travers la membrane

s,

Réécrivant ces équations sous la forme de conditions de saut, on aura :

[y ] =0, (A.3.6)
(s, = K(f - T)T, (A.3.7)
[pug,] = (=f -7)7)". (A.3.8)

Pour trouver [“E&L finalement, on considére le saut dans I'équation (1.1.2) :

[U*A;tu”] +u - [Vu] + [Vp] = [g (Au + AU*)] + [F] + [G]. (A.3.9)

Cette équation peut étre grandement simplifiée en notant d’abord que

u* +u
o]0

car ces fonctions sont continues, et

car la force F' n’agit que sur l'interface. Notons aussi que

w- [Vu] = (u-7) fuy] + (u-n) [ug

= (u - n) [ug]
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car [u,] = 0. On peut alors réorganiser I’équation (A.3.9) pour mettre le terme

[1ug] en évidence :
[uge] = — [, ] — [pa,] — [puee] + 2 (u-n) [un] +2[Vp] — 2[G]. (A.3.10)
Mais on a déja montré en (A.2.8) que
[nuee] = — [y + [Vp] — [G],

ce qui nous permet d’écrire

[puge] = = [Vp] + [G] — [pu, ] + 2 (uw-n) [ug +2[Vp] —2[G],  (A.3.11)
ou plus simplement, en rappelant que [,uu;km} = k(f-T)T et que [pue] = —(f-7)T,
[hug] = (—2# - /@) (f )7+ Vo] - [G]. (A.3.12)

Dans ce cas, on remarque que

[huge] = [pug] — %(QU n)(f-T)T

Dans ce cas, le saut de w* ne correspond donc pas au saut de u"*!.

A.4. CONDITIONS DE SAUT POUR ¢"*!

On considére habituellement ¢"™!' € C?(Q), c’est-a-dire que ses conditions
de saut sont nulles jusqu’aux dérivées partielles d’ordre 2. Notre survol de la
littérature ne nous a pas convaincu de la rigueur de cette hypothése. Comme
pour uw*, on pourra utiliser la définition de ¢! dans le schéma numérique pour

en déduire les sauts. En effet, ¢"' est défini en (1.1.4) de maniére a avoir
u* =u"t + Atve (A.4.1)
En prenant le saut dans cette équation, on a

[w] = [u] + At [Vo" ]

Or, [u*] = [u] = 0, donc
[0 =0, (A.4.2)
et
(o] =0.. (A.4.3)
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En dérivant ces deux équations le long de l'interface, on trouve :
[¢n+1]

('] =0. (A.4.5)

(A.4.4)

Si on considére la divergence, puis le saut, dans (A.4.1), on obtient
[V-u]=[V-u]l + At [Ag"],
or V-u=0et [uﬂ =0, donc

At [A¢™] = [uf] - n.

n+1

- } = 0, on en déduit que

0] = < [wd] -

Mais on a déja montré que le saut [uz} est en direction purement tangentielle,

Comme on a montré plus tot que [

donc [uZ] -n = 0. Par conséquent, on a
o) =o.

Prenons maintenant le saut dans I’équation (1.1.4) :

bl = )+ [0 — Sl ae].

En remplagant les différents termes de cette équation avec les conditions de saut

déja trouvées, on aura :

[071] = 5 ] -m =0

Considérer que ¢"™' € C?(2) est donc une approximation bien fondée.



