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Sommaire

Soit p un polynéme d’une variable complexe z. On peut trouver plusieurs
inégalités reliant le module maximum de p et une combinaison de ses coeffi-
cients. Dans ce mémoire, nous étudierons principalement les preuves connues
de I'inégalité de Visser. Nous montrerons aussi quelques généralisations de
cette inégalité. Finalement , nous obtiendrons quelques applications de I'in-

égalité de Visser a l'inégalité de Chebyshev.

Mots-clefs : Inégalités - polynémes - fonctions analytiques - polynémes de

Chebyshev - série de puissance - module maximum - inégalité de Visser.
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Summary

Let p be a polynomial in the variable z. There exist several inequalities
between the coefficients of p and its maximum modulus. In this work, we
shall mainly study known proofs of the Visser inequality together with some
extensions. We shall finally apply the inequality of Visser to obtain extensions

of the Chebyshev inequality.

Key words : Inequalities - polynomials - analytic functions - Chebyshev

polynomials - power series - maximum modulus - inequality of Visser.



il

DEDICACE

A MES CHERS PARENTS ABDALLAH ET SALHA,
MON PETIT FRERE FADHEL
ET MES SOEURS AFEF, HAYET, MOUNA ET RABIA
POUR LEUR GRAND SOUTIEN MORAL
A TOUS MES AMIS EN TUNISIE ET AU CANADA
QUI N’ONT JAMAIS CESSE DE M’ENCOURAGER
ET EN SOUHAITANT LA REUSSITE DANS LEUR VIE
AUSSI BIEN PROFESSIONNELLE QUE FAMILIALE

A TOUS LES GENS QUE J’AIME ET QUI M’AIMENT.



v

REMERCIEMENTS

Tout d’abord, je tiens a remercier mon directeur de recherche, monsieur
Richard Fournier, pour son soutien scientifique et moral, pour sa grande
patience et sa disponibilité illimitée.

Je tiens aussi a remercier toute personne qui m’a soutenu, méme si elle
était loin de chez moi.

Finalement,un grand merci au gouvernement tunisien pour m’avoir offert
cette occasion de terminer mes études a I'université de Montréal et aussi pour

son soutien financier indispensable.



Table des matiéres

Sommaire . . . .. ... i
SUMMATY . . . . o o ii
Dédicace . . . . . . . .. iii
Remerciements . . . . . . ... ... Lo v
Introduction 1
1 Deux preuves de ’inégalité de Visser 3
2 Une extension de I’inégalité de Visser 12
3 Quelques inégalités pour les coefficients de séries de puis-
sances 25
4 L’extension de Dryanov et Fournier 35
5 Une application : L’inégalité de Chebyshev 45
6 Conclusion 53

Bibliographie 57



Introduction

Le probleme de borner le module de certaines combinaisons des coeffi-
cients d’une fonction analytique (disons sur le disque unité D du plan com-
plexe) en fonction de certaines propriétés de cette fonction analytique est
assurément aussi ancien que 1'idée méme de fonction analytique; ainsi on a

pour chaque k > 0,

|ay| < sup [f(2)],
|z|<1

. o0 . . A . L L,
si f(2) = >_;a;2’ est analytique sur D; cet estimé est une conséquence

facile de la formule de Cauchy et I'égalité |ax| = sup |f(2)| ne sera valide
|z|]<1

que si f(z) = KzF ot K est une constante complexe arbitraire. Déja , le
probléme de borner une somme de deux coefficients arbitraires admet une

solution intuitivement moins évidente : on a pour 0 < k; < ky < 00

4
|ag, | + lax,| < = sup [f(2)], (1)
T |z|<1

un résultat qu’on attribue parfois & Szasz, parfois & Hayman.
Si on se restreint a des polyndémes de degré fixé plutot qu’a toute la classe
des fonctions analytiques sur D, l'estimé (1) demeure valide mais n’est plus

optimal. En fait, le probléme de déterminer pour 0 < k; < ky < n donnés

’a“kl | + ’ak2|
)
pEP, max |p(2)]
l2|<1
ou P,, désigne la classe des polyndémes a coefficients complexes de degré au

plus n, n’est pas encore a ce jour complétement résolu.



Nous nous proposons dans ce mémoire de présenter quelques tentatives
d’élucider en tout ou en partie ce probléme, en discutant avant tout de I'in-
égalité de Visser qui correspond au cas ky = 0 et bk = n. Nous examine-
rons aussi différentes généralisations de cette inégalité tout en proposant une

preuve nouvelle et inédite et en étudiant une application récente a 'inégalité
de Chebyshev.



Chapitre 1

Deux preuves de I'inégalité de

Visser

Comme indiqué dans l'introduction, dans un article fait avec Van-Der-
Corput et publié en 1946, Visser [12] a présenté un résultat maintenant
nommé Inégalité de Visser et il a précisé aussi les conditions pour avoir
une égalité.

C’est pour cela qu’on va présenter dans cette section et dans un premier
temps, la preuve de Visser et ensuite une deuxiéme démonstration plus au
moins de notre propre cru.

1.1 Théoréme : (Inégalité de Visser) Sip(z) = ap+arz+-- -+ a,2" est

un polynéme en z, a coefficients complexes arbitraires, alors
> .
max|p(z)] = faol + |ax|

L’égalité a lieu si et seulement si p(z) = ag + a,2".

Démonstration 1 du théoréme :

Soit p un polyndéme en z et a coefficients complexes et de degré au plus

n, alors p est de la forme p(z) = ap + a12 + -+ - + a,2", a; € C. Soient
Wy, = e i S =0,---,n—1) les racines n—iéme de 'unité ; on a la propriété




suivante :

= A n si k est un multiple de n
w =
0 g 0 sinon.

=

Alors, si on considére le polynéome ¢(z) = %Zz;é p(w,z), on a
q(z) = ap + a,2"
et donc |g|p = |ag| + |an| et par conséquent,

W@ = 23 pw,e)

n—1
1
< I Ip(we)
n=0
1 n—1
< =) max|p(z)|
n 2|<1
n=0
1
< —n|plp
n
= |plp
et donc
— < .
max|q(z)| = lglb < Iplp
Il suit que
ag| + |an| < [p|p.
Cas d’égalité : On suppose ici que |p|p = |ao| + |an| = |¢|p. Soit zp un point
sur la frontiére du disque unité qui vérifie |¢(2o)| = |¢|p. Donc

|Q|1D> = |CI(ZO)|
n—1

1

n E :p<wu20)
pu=0

1 n—1
=3 p(wao)
n=0

IN

IN



1 n—1
n 2 [p(2)]

= |plp = lglp-

On a donc égalité partout et ceci est possible seulement s’il existe ¢ € R tel

que p(w,zo) = |p|pe'?, (w=0,---,n —1). En effet, on a

n—1

1
=3 Ip(wzo)l = ol

=0

Or on a |w,z| <1, alors |p(w,z0)| < |p|p pout tout x. Donc,

[p(wuzo)| = Iplp,
avec (u=20,---,n— 1), et il suit que

1 n—1 1 n—1 ‘
- > Ip(wuzo)| = Iplp = - > |Iploe®|
#=0 p=0

avec 0, égal a 'argument de w2y pour tout (= 0,---,n — 1). Une égalité
pareille n’est vraie que si tout les w,, 2o ont le méme argument, d’ott le résultat.

Soit Q(z) le polynome de degré au plus n qui s’écrit de la forme Q(z) =
p(2) — |p|pe'® € P,. Pour tout (= 0,---,n— 1), on a toujours Q(w,zo) =
p(w,z0) — |plpe = |plpe'® — |p|pe'® = 0, donc, les w2 sont les zéros de Q

et () peut s’écrire de la forme

Q(Z) = p(Z) = Iplpe”

n—1
= KH(Z — w,2)
n=0
n—1
= Kz"|[(Z% — w,)
n=0

= Kz((Zz)" - 1)
= KZ"— Kz"



avec K € C. Ainsi, p(Z) = (|plpe® — K2") + KZ", i.e., p est de la forme
p(Z) = A+ BZ™ et |p|p = |A| + | B|. D’autre part, si p(Z) = A+ BZ", alors
Iplp = |A| + |B], d’ou le résultat.

Démonstration 2 du théoréme :

Avant de présenter la démonstration que nous croyons originale, on va
énoncer deux lemmes qui seront utiles pour cette démonstration.
1.1.1 Lemme : Soit f une fonction analytique non constante dans D telle

que |f(e%)] = 1 pour tout 0 € R. Alors f peut s’écrire de la forme

fz) =[]

1—apz’
k=1 k

telle que |c| =1 et |ax| <1, (k=1,---,n).

Preuve du lemme

f est une fonction analytique non nulle sur D, alors f admet un nombre
fini de zéros dans D. En effet, si f admet un nombre infini de zéros dans D,
alors elle admet un point d’accumulation des zéros dans D, donc les zéros de
f ne sont pas isolés, ce qui implique que f est nulle, mais ceci est absurde.

Alors, soient ay, (k=1,---,N), les zéros de f dans D et considérons

f(2)

- HN z—ay
k=1 1-ayz

Y

cette fonction est bien définie sur . Il est clair que F' € H(D) et que F(2) # 0

si|z| < 1, puisque |axz| = [axz| < 1 pour tout z € D. De plus, si |z| = 1, alors
_ e 1 _
()] —asl Taa]

~ TN i
[T M—arz] ~ [Tis T—axz|

D’autre part,ﬁ € H(D) et m = 1si |z] =1, alors le)l <1si|z| <1,
par le principe du maximum. De tout ce qui précéde, 1 < |F(z)| < 1 pour

(]z] < 1) et il suit que |F(z)| = 1 pour tout z € D. Alors, encore d’aprés le



principe du maximum, F' est constante de module 1, d’ou

avec |c| =1 et |agx| < 1 pour (k=1,---,N).

1.1.2 Lemme : Soit p un polynome de degré n tel que |p(e?)| = 1, pour
tout 0 € R. Alors, il existe a« € C' de module 1 tel que p(z) = az".

Preuve du lemme

Soit p un polynéme tel que |p(z)| = 1si |z| = 1; d’aprés le lemme (1.1.1),

z—ag

s tel que les

il existe 0 € R tel que p s’écrit de la forme p(z) = €’ []}_,
ay sont les zéros de p dans ID. Comme p est un polyndéme, il suit que ap = 0
pour tout (k=1,---,n), d'ot p(z) = e2".

Retournons a notre théoréme ; soit p(z) = ag + a1z + -+ + a,2" € P, un

polynéme non constant. Soit M = [p|p = Iln‘ax |p(2)|. D’aprés le principe du
z|<1

module maximum, pour tout § € R, p(z) — Me? ne s’annule jamais dans le

disque unité ouvert, sinon p devient constant. Donc,

p(0) — Me¥ = ag — Me? #0

et
p(z) — Me? =ag— Me? +ayz+---+ ap2",
d’ou .
pR)=Me® L w a ,
— Met? ay — Me? ag — Me?
Ce polynome, on peut I’écrire sous la forme Z 1\14\{3 f;e 115 = (1 —(pz) et tel
que ses zéros sont les i ,(B=1,---,n).

Puisque p(z) — Mel9 # 0, pout tout |z| < 1, alors les zéros de Z)—Mj‘f@e se

trouvent a 'extérieur du disque unité ouvert, c’est a dire que | <j o2 1, alors



<1, pour tout (8 =1,---,n). Remarquons que
sl
G u
a — Me H(—Cﬁ),
B=1
et

|an| -
Jap — M| ~ [TIcl<t
B=1
Donc |a,| < |ag — Me¥|, (0 € R), d’ou

|a,| < min |ag — Me"|.
0cR

Pour 6y = arg (ag), on a

anl < Jlaole™ — Me|
= |lao| = M|
= M—|a0|,

ceci est vrai puisque M = Tnlix Ip(2)| > |p(0)| = |ag|. Donc
z|<1

|ao| + lan| < M.
Cas d’égalité : Puisque on a |ag| + |a,| = M, alors il existe 6; € R tel que

jan| = Jag — Me'™| = M — |ag,

|an|
|ap—Meif1| '
(B =1,---,n). Posons K = ay — Me'%1, soit Q un polynéme de degré au

donc, on a = [I5-, ICs] = 1; ceci est possible seulement si |(g| = 1,

plus n et vérifiant p(z) = Me'”' + KQ(z). Les zéros de @ sont sur le cercle
. . _ p(z)—Mel% . 2

unité. En effet, puisque Q(z) = %=, les zéros de @) sont les zéros de

p(2) — Me® | mais on sait déja que les zéros de p(z) — Melt sont les é qui

sont égaux a @ car |(g| = 1, pour (B =1,---,n).



_ p(O)-Me“1 _ ap—Mei1 A
On a Q(0) = = = oo = 1 et on peut donc écrire

Q(z) = [T+ ¢s2).

B=1

Alors )

p\z)

Meior L+ Meitr Q).
Posons p(z) = ]5[2?31 ot K = %, sans perte de généralité, supposons que
M =1, alors p(z) = ’;(;1) =1+ [?Q(z) Notons maintenant par bg, by, - -, b,
les coefficients de p, nous pouvons donc écrire by = 1+ K et b, = K ngl (s,
il suit que

T T Qo Qp,
ol + bl = [1+ K|+ K] = S0+ 52 = Jag| + Jag| = M =1,

ceci est possible seulement si —1 < K <0. alors, p est de la forme p(z) =
1—tQ(2),0 <t <1. Soit z=¢€" §€R, donc1—|1—tQ(e?)]? > 0, pour
tout (/ € R) et ceci est vrai puisque [p(2)] = |1+ KQ(z)| = |p(2)], or on a

1—1—tQ(”) = (1—-tQ(")(1—1tQ("))

= <1 — tz akeikﬂ) (1 —t Za_ke_“w) :
k=0 k=0

il s’ensuit que 1 — |1 — tQ(e'?)|? est un polynome trigonométrique de degré
au plus n et de la forme ), tre*. D’aprés le théoréme de Riesz [8, pp.
410], il existe un polynome algébrique G de degré au plus n qui ne s’annule
jamais dans le disque unité ouvert et qui vérifie 1 — |1 —tQ(e%)|? = |G(e!)|?.
Pour chaque 3 € (1,---,n), posons (s = e % ; puisque les C_j sont les zéros
de Q, alors |G(()]? =1—|1—-tQ((;)|? =1—1=0, d’oit les zéros de G sont
les zéros de @), en plus @) et G sont de méme degré, alors GG est multiple de

@, alors pour un certain 7' > 0, on a

L= 1 =1Q(e")]* = |G(e”)]* = TIQ(") .
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Soit R(Q(z)) la partie réelle de Q(z), donc,
L= 14+ 2R(Q() - £1Q(") = TIQ()P,

ceci implique

(T + )|Q(")[* — 2tR(Q(e)) = 0,

donc,
Q)P — oK) = 0
T+ 2 ’
alors, . .
0y 2 _ 2
|Q(€ ) T+t2| (T+t2) Y
d’ou T
QU 1P =1,
posons v = T%R, il suit que [vQ(e?) — 112 = 1 pour tout (6 € R). D’aprés

le lemme (1.2.2), il existe C' de module 1 et tel que vQ(z) — 1 = Cz", pour

tout z complexe, alors
C 1

Q(Z) = ;Zn + ;7

donc,

pz) = "+ KQ(2)

= €% 4 (ap — 7)Q(2)
o ag—ef ag— e
6101 + 0 + 0 CZn,
v v

i.e., p(z) est de la forme p(z) = A+ Bz" et |p|p = |A|+|B|, A€ Ret B € R.
D’autre part, si p(Z) = A+ BZ", alors |p|p = |A| + |B|, d’ou le résultat.

Comme Visser nous a donné un résultat reliant le coefficient constant et
le coefficient dominant, on essayera dans la suite de trouver une relation entre

le coefficient constant et un coefficient quelconque ag, c’est a dire qu'on va



travailler sur des inégalités de la forme
|ao| + |avl|ar] < |plp

et
|ao| + |ax| < [B]Iplp

avec a et 3 € C.

11



Chapitre 2

Une extension de I'inégalité de

Visser

Dans le chapitre précédent, on a donné deux démonstrations bien dé-
taillées de I'inégalité de Visser. Maintenant, dans cette section, on montrera
une inégalité similaire due a Dryanov et Fournier [4] et telle que I'inégalité
de Visser sera un cas particulier de ce résultat.

2.1 Théoréme :Soit p un polynéme en z a coefficients complexes arbitraires,
p(2) =ag+arz+ -+ ap® + -+ a,2"

Alors,

ol + 5 sec (= lax] < Il

a —sec (———=)|a :

0 5 (%1 o kl > [PIp

Ce résultat est relié au fait de vouloir trouver une constante ¢ telle que

lao|+laa |
|p|p

Alors, on a modifié le probléme et on cherche une meilleure constante «,, qui

< ¢ pour tout p € P,, mais ceci n’est pas résolu jusqu’a maintenant.

dépend de n et qui vérifie
lao| + alai| < |plp.

On essaie ensuite de généraliser ce résultat pour tout coefficient ai. Tout au

long de ce mémoire, [7] désignera la partie entiere de 7.
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Démonstration du théoréme :

Dans cette section, on se restreint au cas 3 < k < n, c’est a dire que
I'inégalité est de la forme |ag| + |ax| < [p|p. On présentera ici la preuve
donnée par Van-Der-Corput et Visser [11], puis le cas d’égalité démontré par
Dryanov et Fournier [4]. Avant de procéder a la démonstration , on va énoncer
un résultat connexe [11] pour les fonctions analytiques.

2.1.1 Lemme :Soient la fonction F(t) = > ..o, are™ et (a,,a,) deux
coefficients arbitraires de F', tels que u < v, et vérifiant a; = 0 si | = u
(mod v — u). Alors

lau| + |a,| < max |F(t)].
teR

Preuve du lemme

Pour deux entiers positifs s et m, on a

[y

S—

—217rpm 27Tp

e (+s) S,Z age

3
Il
o
il
3
=
]
A
N>

En effet,

»
|
—_

—2impm 2 —2iTpm s
S ) o 5 >+
p=0

p=0
s—1 oo )
S gz
p=0 k=0
[e%¢) s—1 (k )
2imwp m
— E akelkt e
k=0 p:(]
Sik—m#0 (mod s), alors
1 .
. 2imp(k—m) 1 — eZim(k—m)
L ——)

2im(k—m)
s

1—e

3
I
o
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21Trp(k m)

etsik—m =0 (mod s), c’est adire, k=m (mod s), e =1, d’ou

—

S—

2imp(k—m)
(& s = S.
p=0
Il suit que
s—1 27_‘_p
—2iTpm
e s Ft+—)=s g ape™

S

p=0 k=m (mod s)

En utilisant ce résultat, on a

)_l

k=m (mod s) p=

et alors

Par conséquent

max | Z ape®| < max |F(t)].

teR
k=m (mod s)

Maintenant, au lieu de travailler avec m et s, on va remplacer m par u et s

par v — u, donc on aura

I?E%XMU P a,e] < maX\F( ).

Il est évident de voir que |a,e™ + a,e’| < |a,|+ |a,|, pour tout ¢ € R. Soient

a € Ret 8 €R tel que a, = |a,|e® et a, = |a,]e’, on a
’aueiut + aveivt| _ Hau‘ei(a+ut) + ‘av‘ei(ﬂ+vt)|’
pour ty = %; on a aussi a + utg = [ + vty et

@™ 4 a, | = |ay| + |a.l.
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Donc

max |a,e™ + ay,e| = [ay| + |a.],
teR

et on a le résultat
lau| + |a,] < max|F(¢)].
teR

Appliquons ce lemme & notre polynéme p, donc pour z = e, si u et v

vérifient les conditions nécessaires, alors

Si on prend u = 0, v = k et puisque £ > 5, alors ay = 0sil =0 (mod k)
pour [ # k, d’ou
|ao| + |ax| < |plp-

On aurait pu aussi utiliser une autre formule donnée par Rahman et
Schmeisser |8, pp. 638]; soit f un polynéme en z tel que f(z) = ag + a1z +
e ap™
Soient v et k deux entiers positifs qui vérifient 0 < v < n, 0 < k < n et
27

m=|k—v|. Lesen (j=0,---,m—1), sont les racines m-iéme de I'unité,

on adeplus,a;=0sil=v (mod k — v). On peut voir directement que

max |a, 2" + ap2"| = |a,| + |ax|
|z|<1
et que
1 w! 2imyj 2i 1 ml 2
S FAE)| < LS|
m = m =
1 m—1
< —
o 2 max|f ()]
= max|f(z)],
|z|=1

d’ou provient le résultat.
Voici une variante due a Van-Der-Corput et Visser [11]. Soient § < k <n

et les w; = e%,(j =0,---,k —1), les racines k-iéme de I'unité. Alors pour
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tout polynome p € Py, si p(z) = > 7 a;z’, on aura
Lk
% Zp(wjz) = ap + a2,
=0

a cause de I'hypothése (§ < k < n). Ainsi

|a0| + |ak| = max |CLQ + akzk|

|z]<1
1 k
=D p(w;2)
=0

= max
[2[<1
1 k
< 52 Illzlglp(wﬂ)\
7=1
= gllfg!p(@!-

Ceci nous donne a la fin
lao| + |ax| < |plp-

Cas d’égalité : Pour le cas § < k < n tel que (n > 1), Dryanov et Fournier

ont montré que si k est pair, alors, on a égalité dans I’expression
[4] ont tré que si k est pair, alors, ¢galité dans I'expressi

1
|ao| + 5 sec( )lar| < |plo

s
2 (2] +2

si et seulement si p(z) s’écrit de la forme
p(2) = IpbGi(1 = a(l = 1) Q(2)),

tel que (; €D, G eIDet Q € P, CPr_qetona

Q2) =14+ Aj(Q)F + A2 + Z A;(Q)24,
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1
1 < g < 9i - -
p o0 0= e < 250

k impair, le résultat sera le méme sauf que Q(z) a la forme

]. Siona

avec Ag(Q) réel, inf R[Q(z)] >

Q) =1+ A(Q)F +> A Q)"
7j=1 7=1

En effet, si on a p un polynéme en z a coefficients arbitraires a, et de

degré N avec N > 2. soit k un entier positif pair tel que & < k < N.

2
2imj . . PN .
Les w; = e %, (j = 1,---,k), sont les racines k-iéme de l'unité. Prenons

pr(z) = %ijlp(wjz) = ag + a2", alors

a0l + lax| = max|p(z)]

k

Zp(wg‘z)

1

— Imax
k |zI<1

IN

IN

kszi}f p52)

1
= EZMD
j=1
= |plp

On travaille en supposant le cas d’égalité, c’est a dire |ag|+ |ax| = |p|p ; alors

il suit du dernier résultat que |px|p = |p|p, et ainsi, il existe zg € D tel que

1Pk (20)| = |pk|p- Donc

|p|]D) = |pk|]D> = \pk(zo)\ =

k

1

7 Zp(wjzo)
j=1

%Z ()

IN

IN

p Zm' p(ess2)
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1 k
= 22 b
j=1

= |plp
d’ou
k k
3 stosa) = Sl
i=1 i=1
Ceci est vrai seulement si pour tout j = 1,---,k, [p(w;zo)| = |p|p et il existe

¢ € R tel que p(w;zy) = |plpel?. Soit le polynome T(Z) = p(Z) — |p|pe'?; il
est de degré au plus N et s’annule en w;z, pour tout (j = 1,---, k), alors on

peut écrire T'(Z) de la forme

k

T(Z) = p(Z) = |ploe® = AJ[(Z — w;20)Q(2),

j=1

avec A € Cet QQ € Py_r C Pr_1. Il est clair que ) ne s’annule jamais dans
le disque unité, sinon, d’apres le principe du module maximum, p devient
constant et ceci est absurde. Puisque |w;2y| = 1 pour tout (j = 1,---,k),

alors on peut écrire
k
k k
H Z —wjz) = (4" — "),

donc
p(Z) = |plpe'® — A(2" = Z%)Q(Z).
Supposons que Q(0) = z* = 1, alors

p(z) = Iplpe” — A(1 - 2M)Q(2).

On a ag = p(0) = |p|pe'® — A; puisque Q(z) s’écrit de la forme
Q(z)=1+a1z+ -+ ap_12F1 alors

p(z) = lplpe” — A1 = 2") (1 + vz + -+ 4 o271,
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et
Ap = A.

Il suit que
|ao| + lax| = [Iplpe’® — Al + |A| = |plp

c’est a dire
|plpe’® — Al = |plp — |A] = [pe’?| — | A].

Ceci est vrai seulement s'il existe un réel a tel que 0 < a < 1 et A = a|p|pe®.
Alors

p(z) = |plpe'® — alplpe®(1 — 2¥)Q(2),
et
p(z) = |plpe[1 — a(1 — 2%)Q(2)].

Sans perte de généralité, on prend |p|pel® = 1; on aura

p(z) =1—a(l-z")Q(2),

avec @ € Pr_1, Q(0) =1 et 0 < a < 1. Tout ¢a nous rameéne a écrire que
ap=1—aet ap = a, alors |ag| + |ag| = |1 —a| + |a|=1—a+a=1=p|p.

On peut voir aussi que %(W > 3 pour tout z € D, ceci se démontre

o)
par le lemme suivant :

2.1.2 Lemme :Si on a |1 — X| < 1, alors

1 1
Rl=|>-=.
preuve du lemme

Pour X € {z:|1 — 2| < 1}, on peut écrire X de la forme X = 1 + pel
avec # € Ret 0 < p<1; alors

1 1 14 pe=i?

X 1+pe® |14 pei?|?’

donc
1 1+ pcost

®(=)= > 1
X)) 1+4p2+2pcosf — 2




Puisque |1 —a(1 —2%)Q(z2)| < 1si |z| < 1, alors Rl

d’ou ) .
. ((1 —zk)@(z)) =y
1

Maintenant, si on prend J = iggi)‘{ (W) alors J > 2 >0, c’est a
1
dire, 2J > a > 0. Pour z € dD, on a grelﬂgi)% ((1 — ei’“’)Q(ei@)) > 0, puisque

k s’écrit de la forme k = 27{?, ke N, on a

1 1
R ((1 _ 6ik6)Q(ei0)) = R (1— 62{159)@(619))

1
ei?éa(efiEe _ ei%e)Q(619)>
N e[
a —2isin (k)| Q(ei?)]2
)

)|
(e )
2sin (k0)|Q(€l)]?

= —3m< eif(;@(eie) )
2sin (k6)|Q(e)?

Jm(Q) est la partie imaginaire de ). Sans perte de généralité, prenons
2|Q(e?)|* = 1; il suit que

1 . e—iEGQ(eie)
2 (i) ‘J‘“< n (h0) )

Maintenant, écrivons Q(z) de la forme Q(z) =1+ sz " A;(Q)27 et tel que
A (Q ) |A ( Q)|€!% et essayons d’identifier les A;(Q), pour tout

je(,---,2k—1). Tout d’abord, on a jm(%) > 0, alors

(1 1 SV A (O) ]l 61
o [0S Q)
sin (k6)
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c’est a dire
oik0 2k—1 i(6,+j6+K6)
+ A Q)]
(T @ Y
sin (k6)

ce qui implique que

smk’9+22k "A;(Q)] sin (8, + 0 + k6) -0
sin k6 B

Ainsi

> 0.

= | sin ((j — k)0 + 0,) cos (2k6)  cos ((j — k) + 6;) sin (2k0)
1+ 14,(Q)] ( sin (£0) + sin (k0) )

Par conséquent,

2k—1
1+2cos (k0) Y [A;(Q)|cos ((j — k)0 +6;) +
j=1
1—25111 k;@ 221 ~
A;(Q)|sin((j — k)0 +0;) > 0. 2.1
0 () ;I )0 +6;) (2.1)

Ici, on considére un polynoéme trigonométrique

01(6) = 1+ 2cos (F0) 3 |A,(Q)] cos ((j — )0 +,).

j=1
donc il est fini pour tout # € R. Par contre, pour l'autre partie

2 2k—1

1—28111 k@ ~
0 A;(Q)|sin((j — k)0 +0;),
92(0) = 0 () > Ay )0 + 0;)

7=1

elle peut tendre vers I'infini, ce qui est absurde. Regardons le polynome trigo-
nométrique t(6) = Z% YA;(Q)]sin ((j — k)0 + 6 ;). 11 est de degré au plus

k— 1, alors il doit avoir au plus 2k —1 zéros, mais remarquons que si 0 tend

mn _ 1-2sin (k)
vers "% | pour tout m € (0, ,2k: 1), in (58) tend vers l'infini, alors,
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pour que ¢o(#) reste finie, il faut que t(#) = 0 pour § = == et cecl pour
tout m € (0, - - ~,2k 1), donc, dans ce cas, on aura 2k zéros pour t et par

conséquent, pour tout 6 € R,
£(6) = 0.

Puisque t(f) = Jm (Zﬁzl Aj(Q)ei(j—E)(%) — 0, alors Z% 1y (Q)ei(j—E)e st
réel pour tout # € R et on aura que 4;(Q) = m, (j=1,---,k). En

effet, si on fait un changement d’indice et on pose [ = j — E, on aura,

2k—1 B k-1
ZAj(Q)ei(j—k)G _ Z AH};(Q)BW
J=1 I=1-k
k—1
= Az+k(Q)elw
I=1—k
k—1
= AZ+E(Q)6_M
I=1—Fk

Par identification, on trouve que A4, 7(Q) = A_, 7(Q); alors

Aj (Q) = AQE—j(Q)a

pour tout j € (1,---, k). Revenons maintenant a (2.1), on a donc
2k—1 _ _
0 < 1+ 2cos (k)] A,(Q)] cos <(j — B0+ ej)
j=1
2k—1 B B
< R|1+ Z 2 cos (k0)A;(Q)eli—P1
j=1
2k—1 2k—1
< R

1+ZA]( lje_‘_ZA ]2k
j=1
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On refait un autre changement d’indice et on prend [ = 2k — j. Ainsi

2k—1 B 2k—1 2k—1
> A =3 A (@ = ST
Jj=1 =1
et
2k—1 2k—1
0 < R| 1+ A[(Q)" + ) A;(Q)e ™
Jj=1 J=1
2k—1
< R{1+2% | D A(Q)e
j=1
Donc
2k—1 A 1
ey @) =L
7j=1
d’ou
k-1 k1 - .
1+ZA]'( 1]9+A (Q) 1k€+ZAj(Q)€i(j—2k)6 > 57
Jj=1 j=1

pour tout f € R. Le résultat suit pour £ pair.
Pour k impair, on refait la méme démarche, mais on aura un nouveau

Q(z) de la forme

2)=14> AQ)F + ) A;(Q)F
j=1 j=1

Avant de terminer ce chapitre, on peut voir un résultat; soit p(z) =

;1
ap + -+ + an,2" et posons My = sec([ 1+2) Sig(z) = p(M,f z) = ap +
o+ apM 2R + - d’aprés Dryanov et Fournier [5, pp. 331-340], on a , en

appliquant au polynéme g 'inégalité centrale de ce chapitre,

|ao| + MilaxM; ' < max|g(z)] = max |p(2)],

j2<1 21
|z|=M,



i.e.,

ol on a 2 cos (

[%1+2

lag| + |ax| < max
o=z 0o (1)

)>1sil<k<3.

ESl

p(2)|
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Chapitre 3

Quelques inégalités pour les

coeflicients de séries de puissances

Dans ce chapitre, on va montrer quelques inégalités pour les coefficients
de séries de puissances un peu analogues a l'inégalité de Visser pour les
polyndmes.

Reésultat 1

Sion a f(z) = poyarz® une fonction holomorphe dans le disque unité

D et telle que f(D) C D, alors pour tout k > 1,

|ax| <1 —lagl?,

avec égalité si et seulement si f(z) = e“’%, tel que |a| <1 ety € R.

Preuve :

Avant de résoudre ce probléme d’une fagon générale, on va essayer de le
1f—(2}?§) : c’est une transformation
de Moebius de la fonction f. Il est clair que F' est holomorphe dans D,
que F(D) C D et que F(0) = 0. Alors, d’aprés le lemme de Schwarz, on a
|F’(0)] <1 et 'inégalité tient si et seulement si F'(z) = ez avec ¢ € R. Or

F/(2) = el f(2), done

faire pour le cas on k = 1. Soit F(z) =

L—la?

Flo)= 1%, - @
O = Tl ™ = T ap
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et | |
F0) = — & <.
|F7(0)] T gl =

Il suit que |a;| <1 — |ag|? et on a égalité si et seulement si

Pl =L EL o o

avec 1 € R. Donc,
iy
ez + ag
z) = ——
f(z) 1 4 agel¥z
_ P + age™ ¥
N 1+ agei¥z’

= ,(J=1,---k), les

telle que |age ™| < 1.
Pour le cas ou k > 1, prenons tout d’abord w; = e*
E z). Elle est holomorphe

racines k-ieme de I'unité. Soit F'(z2) = ¢ ZJ L fe
dans D et on a F(D) C D, alors

2imjt

o
Eatekz

1 t=0

(% Z 2lﬂ > atz

J=1

MZ

M8 X
I

O

t=

217rt
)7, donc on a

k
Posons [ = %ijl(e
I 1 zml—( Dk 0 sit#0 (mod k)
7€ 2imt = .
k 1—e® 1 sinon,

-+, alors F(z%) = ag + apz +

il s’ensuit que F(z) = ag + apz® + agnz?* +
C D, alors en

; cette fonction est holomorphe dans D et F'(D)
1

a2k22 + .
appliquant le résultat du premier cas a la fonction F'(z¥), on a

’ak’ S 1— ‘ao‘z.
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Ensuite, si on travaille en supposant le cas d’égalité, on aura

1 Z+«
F(z¥) =€ ,
(2%) 1+az
avec |a| < 1, ce qui donne
k
w 2 T
F(z) = €Y .
(2) 1+ azk

Maintenant, pour tout u € D, soit la fonction g(u) = f(wj;u), elle est

analytique bornée. Ainsi lim f(wj;u), la limite radiale, existe presque partout
u~> 10

0 € [0,2n], posons f(w;e’) cette limite; il est bien connu |3, pp. 24] que
| f(w;e)| = 1, pour presque tout @ € [0,2n], par conséquent lim F(u) :=

u—sel?
F (") existe presque partout et |F(e?)| = 1. Donc
[F(e”)] = 1
L&
= B3 e
j=1
L&
< 237y
j=1
= 1,
d’out pour tout j, f(w;e?) = € presque partout. De plus lim flop) _

u—eif f(wlu) ’
pour tout j et [. Il est aussi bien connu [3, pp. 22| que f(w;2) = f(w;2) pour

tout |z| < 1 avec jetl e (1,---,k), alors

L&
= EZ fwp2),

pour tout (m =1,---, k), donc

avec |a| < 1et ¢ € R.
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Résultat 11
Si f(z) = > pe axz® une fonction holomorphe dans D et telle que f(D) C
D, alors pour tout k > 1

5
Jaol +lax] < 7.

Preuve :
Commengons par le cas k& = 1; on a d’aprés résultat I, |ag| + |a1] <

lao| + 1 — |ag|?, puisque |ag| < 1, alors la fonction g(|ag|) = —|ag|* + |ag| + 1

atteint son maximum pour |ao] = 1 et on a |ao| + |a1| < 3 +1— 1 =2.

Montrons maintenant que g est la meilleure borne pour cette inégalité :

Si on prend f(z) = €7£=% avec |a| = 3, alors ag = —ae" et |ag| = |a| = 3.
Puisque f(z) = —ae’+¢e7(1—|al*)z+- - -, alors |ag|+|ai| = —|a|*+|a|+1 = 2,

d’ott on a le résultat pour k = 1.
Pour le cas ot k > 1, tout d’abord, on a d’aprés le résultat I, |ag| + |ax| <

|ag|+1—ag|* < 2. Donc pour montrer que 2 est la meilleure borne pour cette

inégalité, on prend f(z) = eilp% et tel que |ag| = ae™ et |ao| = |a| = 1,
ainsi

f(z) =ae” + -+ (1 = |ag*)z" + -,
alors, on a |ao| + |ax| = |o] +1 — |ag|* = |ag| + 1 — |ao|* = 2, dont 2 est la

meilleure borne pour notre inégalité.
Reésultat 111
Soit p(z) = ag + -+ + a,z™ un polynome a coefficients complexes arbi-

traires. Pour tout j, k tels que 1 < j <k <n

4]+ lai] < 2 max |p(2)
a; ak_ﬁz‘r?'z%}l{pz.

Preuve :
Nous reproduisons I’argument trouvé dans [8, pp. 638]. Soit p(z) un poly-

nome de degré au plus n; sans perte de généralité, on prend r|n‘a>1< Ip(2)| = 1.

Soient av et 8 € [—m,7) et tels que aje’® + are*® = (|ag| + |a;])e”, cest a
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dire,

lag| + |a;| = e (a;e7* + ape™™).

On va diviser le travail en deux, on prendra tout d’abord le cas |p(z)| = 1 pour
tout |z| = 1; soient alors ay, -,y les zéros de p avec [ < n et considérons

la fonction g(z) = ZLZ),%.. La fonction g est bien définie dans D et on a

j=11-a;=2

J
lg(2)| = 1 pour |z| = 1 et g(z) # 0 pour |z| < 1, alors, par le principe du

maximum |g(z)| < 1 pour tout |z| < 1. En plus, on a le)l =1si|z| =1,
alors le)l < 1si|z| < 1. Le fait que |g(z)] < 1 et len < 1 pour |z| < 1 nous
donne que |g(z)| = 1 pour tout |z| < 1, donc g(z) = K avec z € D, K € C

et |K| =1, dou

Etant donné que p est un polynome , alors a; = 0 pour tout j € (1,---,1) ,
alors

p(z2) = K2' = a2,

donc pour tout j et k € (1,---,n), avec j # k, on a
4
|aj| + fap] <1 < —.
™

Maintenant , on considére le second cas, ainsi on a |p(¢!®+®))| = X\ < 1 pour
certains 0y € [—m, 7]. Puisque p est continue, alors pour € = % > 0, il existe
d > 0 tel que si |6 — 6y| < 9, alors

1—A

[p(e4) — p(e@r ) < =2,

par conséquent,
. : 1—-A
Ip(e )] = [p(e @) < ==,

donc
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On pose ¢(z) = p(ze') = 377 a;e'* 27 ; la formule de Cauchy donne

i 1 ¢(2)
iak
(0% — - d
e 2mi |z|=1 Zk+1 :
1 i
= 5= p_(ze >dz,
2mi J iy 2Rt
|z|=1
alors
1 : : 1 1
. - —ip i d
1 . . )
_ —ip i —j—1 —k—1
= 5= e Pp(ze®) (2777 4+ 27 N de.
27T1 |z\:1
Puisque (=771 4 ¢(=k=1) = 9 cos (Qj%k)e_iwew, donc
1 i k— 3
la;| + |ar| < —/ e e 0(J+k)p(el(9+“))’ cos — ]H‘de
7r s
1 0o 5+27r kf o
= —/ 9“"))‘ oS JQ‘dQ
T 2
1 Oo—0+2m .
< —/ CoS j@'dé’
s 0p—6 2
1
= —/ cos ‘d@
T
4
= —

En effet, pour le dernier résultat, on a ffﬂ |cos 5520|d0 = [ | cos E526]df.
Posons ( = k — j; tout d’abord, on peut remarquer que la fonction ¥ (0) =

| cos C9| est 2 —perlodlque alors on a pour tout m et n € Z

(m+2)w (n+2)7

0 0
/WFC \cos%|d9:/m ‘ |cos%|d9,

< 3
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encore, si on suppose que ¢ est pair, donc $ s ENetona

2

/ ]cosg—eldH = /C \COSQ\CZ9+--~+/ lcosg—elde
o o7 e 2
g/zc” ¢o
= = cos —|db.
2 ), ool

Cherchons f0< |cos L[df; on asi0 <6< Z alors 0 < < ¢ <, il Sensuit

que
3 ¢ Y
/ \cos—\d& = /CCOSC—dQ—/CCOSC—dQ
= 2w d) 2 @)
B SEl  a P
_ 2.2
¢ ¢
_ 4
c
Donc

2¢ 7

d’otut le résultat. Si on prend le cas ¢ impair, alors

T 4
/ | cos — |d9—€ 2
0

==

/|cos—|d9—/ \cos—|d9+ —i—[{_; |Cos—6\d9+/ |cos—\d9.
c -

i =l 1 < 6 < 7 donc Cgl) < % < %’; ici on prend les deux cas, si (

S ecrlt de la forme ( = 4a + 1 tel que a € N, c’est a dire cos%—e < 0 pour

RS [@,W], donc

(=Dm

g 0 5 0 g 0
/ |cos§;|d9 = /C |cos§—|d0—i—---+/ ‘ |cos—|d9+/ Coside
0 2 0 2 (Gl (Gl 2

o 2] o)
B 2C+C{ }(c—nw
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Maintenant, si on prend le cas ot ( = 4a — 1 avec o € N alors cos &Y > 0

pour 0 € [—),

=, il suit que

27 -~w
T 0 < 0 0 T 0
/ |cos§;|d0 = /< |cos§—|d0—i—~~+/ ‘ |Cosi|d9— coside
0 2 0 2 (Gl 2 (Gl 2
C—14 2 { ger
= 2 —— —— |sin>—

2 (&=L
¢

d’ott on aura le méme résultat pour ¢ impair.
Aprés ce travail, on doit montrer que % est la meilleure borne supérieure

pour cette inégalité. Pour ce faire, on considére g(0) = €'z avec || < 7 et

s . o 400 ind _ 1 7 i¢ o
sa série de Fourier g(0) = >/ c,e’, alors on a ¢y = 5= [7 e2df = 27
_ 1 (T —if . . . 1 ind _ sm(m+ )6
et 1 = 5 f_7r e '2df = 2x. Soit D,, = — —Sin2 le noyau de

Dirichlet , ainsi la m-iéme somme partielle de serie de Fourier de g est

Sp(0) = Z Crmue™? = / (0 — d)do

p=—m

et la moyenne arithmétique des sommes partielles est

op = on(0,9) =

14

So+-+Sn(0) Xm: m+1— |y
m+1 N m+1

On a |g(0)] <1 et alors |0,,(0)| < 1; en effet, soit

m

1 —cos(m+1)0
K, ( D,(0) =
12 A m+1 1 —cosf

n=
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le noyau de Fejér. Il est clair que pour tout § € R, K,,(6) > 0, en plus on a

(1—0080( —1—22 +1—p cosu@)zl—cos(m—l—l)ﬁ

alors .
—1+22(1— cos 0
pn=1
et L
7 K (0)dd =1
On a
S So(0) + -+ Sw(0)
o m—+1
- 277771—1—1(23/_7r nl0 - ¢)d¢>
Y P I VR P
o /Y e
1 ™
- 5| 9@ )do
1 ™
= g/_wg(e ¢ )do
Donc

1 ™
ol < 5 / o0 = )00

1
< 5 K (¢)do

= 1,
d’ou l'inégalité. Alors,

Z m+1— ‘I/l V611/9

m—+1

<1

— )

v=—m
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et ainsi, en posant o, (z) =Y " b,z" tel que b, = m;:'”‘, on aura |a,| <
1 pour tout —m < 0 < 7 et |bo| + |br] = |eo| + 725]ea| = 2 — ﬁ Soit
b, = b,_, tel que 0 < v < 2m, alors

2m

p(z) = 2" (2) = Z b, z"

v=0
est un polynome de degré au plus 2m et on a |[p(z)| < 1 pour |z| = 1 et
L I L w(73+1)'

Tout ceci nous améne a affirmer que pour tout € > 0, on peut toujours
trouver un polynome p de degré au plus 2m tel que |p(z)| < 1 pour |z] < 1
et tel que [b],| + [b),,,| = 2 — €. Alors 2 est la meilleure borne pour notre
inégalité.

Remarque :

On a vu que le Résultat III est vrai pour tout polyndéme, mais c’est

aussi vrai pour toute fonction analytique : il suffit en effet de considérer pour

0 < r < 1 fixe la fonction f(rz) ainsi que ses sommes partielles (qui sont des

polynomes!).



Chapitre 4

L’extension de Dryanov et

Fournier

Dans ce chapitre, on montrera comment on a trouvé la meilleure constante

m = my, telle que si p(z) = ag+ a1z + - -+ + a,2", on ait pour tout 1 <k <n
|ao| + my|ar| < |plp.

Il s’agit d’un résultat di a Dryanov et Fournier |5, pp. 331-340]. La motiva-

tion pour la recherche d’une telle inégalité est le fait que la meilleure borne

(lao|+lakl)
Iplp

4.1 Théoréme : Soit p un polynoéme de degré au plus n et qui s’écrit de

supérieure pour n’est toujours pas connue.

la forme p(z) = ap + a1z + - -+ + a, 2", tel que a; € C. Alors si pour tout
1 <k <n, on définit

A = sup {|A| tels que pour p € Py, on a |ag| + |A||ar| < M,},

™

1
on a A\ = = sec (s
nk <(g1+2

5 ) avec M, = sup |p(z)|. On a l’égalité

|2|<1

|ao| + Anklax| = M,

lorsque 1 < k < 2, si et seulement si pour k =1 etn =1, p € Py ou bien
p(2) = ao(p) sin>2ethk>1.

Démonstration du théoréme :
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Soit p € P, a coefficients complexes arbitraires,
p(z) =ap+arz+ -+ a,z"

Dans notre cas, on va diviser notre travail en deux, tout d’abord commencons
par le cas ou k = 1. La premiére chose qu’on peut voir est que sup B = sup A

s
A = {p > 0 tels que pour p € P, on a |ag| + plai| < M,}
et
B = {p> 0 tels que pour z € D et p € P, on a |ag + paiz| < M,}.

En effet, si p € A, alors |ag| + p]a1| < M, ainsi pour z € D, on a

lap + parz| < ag| + plas 2|
< Jao| 4 play
< M

D)

donc p € B. D’autre part, si on prend p dans B, donc |ag+ payz| < M,. Ceci
est vrai aussi pour z € dD, alors soit zy € D tel que arg (zo) + arg(ay) =

arg (ap) = «, il suit que

lag + parz| = laole™ + pase’

|ao| + plas|
< M

— y2

d’ott p € A; on aura a la fin que A = B, ce qui implique que sup A = sup B.

Maintenant, si on a f(z Zaj 2 et g(z Za] )2/ deux fonc-
j=0 j>0
tions analytiques holomorphes dans le disque unité, alors le produit d’Hada-
mard de f et g est f*xg(z Z a;(f)a;(g)z". Ainsi f* g(2) est holomorphe
3>0

aussi sur D. On a sup A > % : en effet, d’aprés la formule de Herglotz, on a



pour tout k> 1let z€ D

1 1
1+—2'“:/ dp(y).
2 op L — V%2 )

Ainsi

1 1
1+-z= d
+32 /aml—’YZ (),

ol 1 est une mesure de probabilité sur D et

1 1
px (14 12) —/a d(y) * p,

2 pl—"z2
c’est-a-dire .
ao + 5z = /P(VZ)dM(W)y
D
et encore
1
a0 + garz| = p(vz)du(y)
D
< [ oldut
D
< |plp-
Donc

1
sup B =sup A > 7
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Apres ces vérifications, calculons A, ;. Prenons tout d’abord une matrice

carrée (Mp, 1), d’ordre m + 1 sous cette forme

(Mm+1)>\ =

O > =
> = >
> = > O

Puisque dire que

m‘ax lag + Aay 2| < M,
|z]<1
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avec p € P, est équivalent a

r\n@x |(1+ Az +0(2")) *p(z)| < M,,
z|<1
alors dans ce cas, il suffit de montrer que 1 + Az + o(z") est un opérateur

polynomial préservant la norme dans P,. Si on écrit ag + Aa;z de la forme

ag + a1z = Z Ai(n)ag?’,
i=0
tel que Ag(n) =1, A1(n) = Aet A;(n) = 0 pour ¢ > 2, d’aprés le théoréme de
Szasz |5, pp. 330], pour avoir le dernier résultat, il faut et il suffit que la forme
hermitienne (2o, -+, 2,) = >}, _ Av—u(n)2,Z, soit semi-définie positive

( ici, pour tout i, A_;(n) = A;(n)). Pour avoir ceci, on démontre que les

mineurs principaux de notre forme sont positifs. Remarquons que
det ((M})) = det (Mj-1)x) — A* det ((Mj-2)»),

si 3 < 7 <n+ 1. Montrons ce résultat par récurrence, en effet, on a

1 A0
det Mz)y=| A 1 X\ |=1-2)\2
0 X1

et
det (M), = |1] = 1,

alors on a le résulat pour j = 3.

Supposons que c’est vrai pour j, montrons que c’est aussi vrai pour j+ 1.



On a
1 20
1 X ...
det(Mj+1)>\ = O )\ 1 )\
A
1 A ... A0
= AL o =X A1 A
A

= det (Mj))\ — A\ det (Mj_l))\
= det (Mj))\ — )\2 det (Mj—l)/\

d’ou pour tout j =3,---,n+1

det ((Mj)x) = det (Mj—1)) — \* det (Mj_2)»).
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Alors si on écrit det ((M;),) sous la forme det (Mj),) = a; = ¢!, on aura

G = N2
et

A —c+ N =0.
Pour A # {3}, 1}, on a deux solutions ¢; et ¢, alors

72

a; :AC{'-H_'_BC;'—H

avec A et B € C. Ainsi, si on prend A = —— et B=— on aura
c1—c2 Cc1—C2

j+1 j+1
a_ -6

C1 — Co

a; = det (M;j)x) =

Pour A =1 oul= = onac = =1etdet((M;)

) = L En effet,
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par récurrence, pour j = 1, det ((Ml)%) =1= % Supposons que c’est vrai

pour k et montrons 1’égalité pour k + 1; puisque

det (Mit1)1) = det (M) )—idet((Mk—l) )

1 1
2 2

_k+1 1k
T2k 49kt
_ 2k+2-k
- ok+1
_ k+2
T 9k+17
on a S N
—2— s )
det (Mj)a) = { Lo 32
oY sinon.
Ecrivons A de la forme A = @, alors ¢ — ¢ + m =0, donc
e
Cl=C = ——
P 2cose]

ce qui donne

- ‘
2cos ¥ ]—;j sinon,

det ((MJ> 1 ) — { 27 sin 1 (cos 1)J S1 w §£ 0 (mod 71')

si det (( j)2 1%) = 0, donc sin (j + 1)1 = 0 et ceci est équivalent a dire que
) = J’fl avec k € Z. Encore si ¢ = 0, alors det ((Mj11) ;w) = L2 et pour

) = j+2, det ((Mﬁl)ﬁ) =0, donc pour 0 < < m, on a

det (Mj11)_1 ) > 0.

20051/)

<1 1
De plus cos 75 < cosyp < 1, d'ou 5 < <

1
< Seosd —, alors pour tout

+2 2cos 2

det (Mjs1)x) > 0,

et
det (Mj41),_1_) =0.

2 cos itz




Tout ceci implique que
1

-
2C0Sn_+2

)\n,l =
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Avant de passer au cas ol k > 2, voyons pour quels polynomes, on a égalité

dans notre résultat. Tout d’abord, si on a n = 1, alors c’est vrai pour tout

polynome, et pour n > 2, si on suppose que p est un polynéme non constant

de degré au plus n, alors on peut écrire p de la forme p(z) = Z?:o a;z’. On

a |ag| + Anlar| = M, donc il existe ¢ € OD tel que
a0 + AnparC| = M, = |ag| + Anafa],

de plus
ap + An1a1C = p(2) * [+ Ap1z + 0(2")]ja=.

Or pour |z| < 1, R(1 + %z) > 1 et puisque A, > 3, donc

R(1+ M1z +o(2")) >

DN | —

On a det (Mp41)r,,) = 0 et det (Mjt1)x,,) > 0 pour tout j € (1,---

1), alors d’apres [10], on peut écrire 1 + A, 12 + o(2"™) de la forme

n

1+ A1z +0(2") = Z a

=1

1

]l—zjz

avec a; > 0 et z; € JD tel que z; # 2z, si j # k, ainsi

ap + /\n,lalg = p(Z) * [1 + )\nvlz + O(Zn)]\z:g

n

= p(z)* [Z 7 —1z-z]
T o=

j=1

n

= Y a;p(z().

Clest clair que 7, a; = 1; donc

M, = lap+ An1a:1(]

(4.1)
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Z OéjP(ZjC)'
< D aslp(z0)]

< M, i Q;
j=1

= M,

s

alors

Z &jp(sz)‘ = Z a;|p(z;Q)].
= j=1

Donc pour tout j, on a p(z;¢) = M,e'? pour un certain ¢ € R. Sans perte
de généralité, on suppose que ¢ =1 et p(z;) = M, pour tout j. Soit Q(z) =
p(z) — M, ; c’est un polynome de degré n, alors il admet n zéros, mais Q(z)
s’annule en z; pour tout 1 < 5 < n, d'out les z; sont les seuls zéros de Q.
Ecrivons donc Q(z) de la forme Q(z) = K [1= (2 = 2j) = p(2) — M, tel que
K € C, il suit que

p(z) = M,+ KH(Z — 2j)

= M+ K[J(=2)+--+ K"

j=1
Appliquons 'inégalité de Visser a p, on aura donc
| M, + KH(_Zj)| + K| < M,
j=1
ce qui implique
M, + K [ [(=2)1 < M, — |K| = M, — |K ] [(=2)l.
j=1 j=1

Une telle inégalité nous ameéne a dire que [M, + K [[_,(—z;)| + [ K| = M,,
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donc p(z) s’écrit de la forme p(z) = o + (2", c’est a dire |a;| = 0, alors
d’apres (4.1), |ag| = M,, il suit que p est constant ce qui est absurde, donc
on aura comme résultat final : on a égalité dans notre expression pour le cas
oulk=1sipePrsin=1letp=apsin>2

Maintenant,on considére le cas ot 1 < k < . Solent p(z) = >} a;2" et

les w;, (j =1,---,k), les racines k-iéme de I'unité, donc

k
1 n
g(z) = z Zp(wjz) =ag+ akzk 4+t a[%}kz(’“]k;
j=1

et

Sl

Q(z) = g(z

Il est clair que |Q|p = |g9|p < |p|p- Appliquons le résultat pour le cas on k = 1

) — a0+ak2+ +a[%1kz(%w

au polynome @ ; on a alors

1
|aol + 5 sec ( Nar| < [Qlp < |plo-

™
2 (2] +2

Passons au cas d’égalité. Si

1
|ag| + 7 sec ( Nax| = |plp = |Qlp,

2 [2] 42

=3

d’apreés ce qui précéde, on a

e ou bien Q(z) = Q(0) = ag, alors |Q|p = |ag] = |p(0)| mais comme

|Q|p = |p|p, donc |p|p = |p(0)] et ceci implique que p est constant,

e ou bien Q(z) = ag + axz, alors

1
lag| + |ax| = |Q|p = [plp = [ao| + 5866( )al,

s
(2] +2
il suit que

1
x| = 5 see (s laul,

m
(5] +2
et comme [7] > 2, alors |ai| = 0, d’ott Q(2) = Q(0) et ceci donne a la
fin p(z) = p(0).
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Alors tout ce travail nous améne & dire qu’on a égalité dans notre expression
pour n > 2 si et seulement si p est constant.

Le cas ou § < k <n a été é¢tudi¢ au chapitre 2.



Chapitre 5

Une application : L’inégalité de
Chebyshev

Dans ce chapitre, nous discuterons de certaines améliorations de I'inéga-
lité de Chebyshev qu’on peut obtenir en appliquant les variantes de I'inégalité
de Visser démontrées dans les chapitres précédents.

Soit p(z) = Y _, ax(p)z" un polynéme a coefficients complexes ; posons

Ipli—11) = n[lalxl] |p(z)|. L’inégalité de Chebyshev dit que
xe|—1,

|an(p)|
|p|[,1,1] > on—1

et en posant ¢, le n-iéme polynoéme de Chebyshev (i.e., t,(cosf) = cosnb,

pour tout @), on peut écrire pour p comme plus haut

pl[-1,1] S 1 _ |t|[—1,1].
lan(P)| — 2771 an(t)]

Ceci met en évidence la nature extrémale de ¢, pour cette inégalité. Les
résultats de ce chapitre sont tirés d’un papier dit & Dryanov et Fournier [4].

5.1 Théoréme : Soit p un polynome de degré au plus n a coefficients
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n
27

k
Qp—2j Ckfj '
2 : on—2j ~n—2j

J=0

complexes arbitraires. Si on a 0 < k < %, alors

an
Ipl=1,1) = |2—n| +

Cette inégalité est stricte si k >0 et p # 0.

],#lj), si 0 < 7 < n. Il s’agit clairement d'une extension

de I'inégalité de Chebyshev car pour k =0

k
An—2j ~k—j
+ Zzn—zjcnﬂj -

=0

Ici, on a C/, =

|ay|
Ton

Démonstration du théoréme :

1
Soit p € P, tel que p(z) = ap+a1z+---+a,2". Sip(z) = an(z;z) € Pan,

alors

2n
~ . ap, n _2n k
Pz) = gr - ™= ;Ak(@z

et
an
Ao(p) = Aon(p) = on

On a p(e) = ep(£4e) = e¥p(cos6), donce [p(e?)| = [p(cosd)]. 11 suit
que

max |p(e”)| = [plp = max[p(cos )| = max |p(z)].

Si on applique 'inégalité de Visser au polyndéme p, on aura

|an]
2n—1'

Plo = [pli-11 = [Ao(P)] + [A2n(P)] =

Ceci montre bien que I'inégalité de Chebyshev est conséquence de I'inégalité

de Visser; de plus on a égalité si

plz) = Ao(p) + An(p)2™

Qp n
= Eﬁ(l'+'z2 %
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et
. |an|
o 2n—1'

In max(1 + z*")

|p|[—1,1} = on 1o

C’est le cas d’égalité pour l'inégalité de Chebyshev et ceci est vrai seulement

pour les multiples complexes du n-iéme polynéme de Chebyshev. En effet,

a z+1 a PR A
_nl 2ny _ n z — n_"n )
R = (57) =0 (5)

Pour z = €%, on a

on a

Qp

p(cost) = (

2n—1

efinH + eina
2
= I osnb
2n—1
= K cosnd
= Kt,(cosb),

ou K € C, d’ou le résultat.

Maintenant, montrons que pour tout 0 < k < Z,

k
Ap—2i Jo—i
Aok (p) = Agp_2k(p) = Z 2n_;§ CZ—JQj'
=0

z—l—%)

Tout d’abord, voyons pourquoi Ag(p) = Agn—ok(p); on a p(z) = 2"p(—

de degré au plus 2n avec p € P, ; alors

1 1 [(z+1 z4 1
Iz TN - L2n z — N z — 7
2y = (F52) = (T3 =)

donc
1

() = Be)

Posons p(z) = S i, apz”, il suit que z2"5(1) = Y77 axz?**. Faisons un
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changement d’indice et écrivons ¢t = 2n — k, donc

2n
1
ZQ"p(;) = ) g2
t=0

alors pour tout k, oy = an,_p, donc

Ao (p) = Agn—ai(p),

our 0 < k < Z. Maintenant, montrons que
p 2

k
Qi
Ak (P) = Asn-24(P) = Y 5ot CnThy

n—2j
=0

si0§k<§.0na

Z+l A aﬁ 5 P 1 At CLB B . 23
agz ( 5 ) =z 2?;052 (;) :27;@52 :

On veut trouver Ay, (p), c’est a dire chercher les i qui vérifient 2"~ 2%~ = 22k,
On an— g =2(k—1), donc il faut que § ait la méme parité que n. Posons
f=mn—2javec 0 < j < [7], alors n — (n —2j) = 2(k — i), il suit que

1=k —j pour j <k, dou
k

Qp—2i Jori
Aoi(P) = Aon—ai(P) = > 52 Cr

In—2j

J=0

pour 0 < k < 3.

Maintenant, si on applique le résultat du théoréme (2.1) du chapitre 2



49

au polynome p et les coefficients Ag(p) et Ag,_or(p), on aura I'égalité

Pl = [Plo = [Ao(P)] + [Azn-2k(P)]

k
|an<p)| an—Qj k—j
mn 2n—2j n—2j
7=0

Y

si p(z) s’écrit de la forme

1

) = = (T3 ) = a1 - al1 = ™))

tel que (1 € D , (o € ID et Q € Pop, C Pop_ox_1 €t on a

Q(Z):1+ Z Aj(Q)Zj+An_an—k+ Z Aj(Q)ZQn_%_j,

n—k—1 n—k—1
J=1 J=

1

1

. . 1 .
avec A,_(Q) réel, inf R[Q(2)] > 5et 0<a < 2;161]1%9%[(1 — 22”—2’“)62(73)]'
pl
Si p # 0, on suppose que |plp = ¢ = (o = 1, c’est a dire 2"p( J;Z) =1
si 22772 = 1. Soient w;, (j = 0,---,n — k — 1), les racines (n — k)-ieme
de 'unité, donc pour tout j € (0,---,n — k — 1), w; = enti. Tl suit que
wi ™t = (enk)n=k = (en-% )22k = 1 Posons z; = enF ; ainsi, pour tout j,
Z.p =
J 2
et
T _im
cos = ¢ 'n-k
p(eos ——)
De méme, on a
— 1
Zj + =
)" L) =1
( J) p( 2 > )
ce qui implique
v im
p(cos ) =¢'nk
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Alors, pour tout (j =1,---,n—k—1)

ijTrn _:Jmn
en—-k — ¢ n-k

?

Il ]7rn

d’ou si =0, c’est a dire ka = ar avec a € Z. Alors n — k divise jn or

n—=k> %, donc n — k divise j mais ceci est absurde, ainsi, on en déduit que
si p # 0, on a une inégalité stricte seulement pour k > 0.
5.2 Théoréme : Soit p un polynome de degré au plus n et a coefficients

complezes arbitraires. Si n est pair, alors,

n
|an| ~ 2
pl-1,1 = ZQn 2 n—
=0

L’inégalité est stricte si p # 0.

Démonstration du théoréme :

Pour montrer ce théoréme, on procéde de la méme maniére que dans le
théoréeme (5.1); dans ce cas, on a p € P, et p(z) = 2 p( ) donc si on
applique le théoréme (4.1) sur p, on a pour tout 1 <k < %

- 1
[Plo = [Pl = [Ao(D)] + 5 sec (mﬂA%@)I
Prenons k = % puisque n est pair; on a
Pl > 22l 4 Ly tont 6.
— 9n n—2j ~n—2j|" '
2 V2 = 2n=2j

Dans ce cas, on a une égalité dans (5.1) si et seulement si p est constant,

alors, il existe ¢ € C tel que pour tout z € D, p(2) = c. Pour z = €, avec

0 €R,ona
ﬁ(eie) = e”‘ep(cos 0) =

donc

—nif

p(cosf) = ce
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De méme , pour z = e % on a

p(cos(—0)) = p(cosh) = ce™?,

ainsi, pour tout # € R

Cem@ — Cefm6’7

alors ¢ = 0. On a p est nul sur [—1, 1] mais p est holomorphe sur C et admet
un point d’accumulation des zéros sur [—1, 1], ce qui implique que les zéros
de p ne sont pas isolés. Alors, d’aprés le principe des zéros isolés, on a p =0
d’otl , on a une inégalité stricte si p # 0.

5.3 Théoréme : Soient p € P, et 0 < k < 5. Pour tout nombre complexe €

tel que |e] < 3, on a

k

Ap—24 k—j
|p|[ 11] > 2n +EZO 2n_2j‘cn—
]:

k
z : Qp— 2]
n— 2]

7=0

et on a égalité si et seulement si p est multiple du n-iéme polynéme de Che-
byshev t,,.
Démonstration du théoréme :
ol
Soient p € P, et p(z) = 2"p( J;

). Pour obtenir 'inégalité, on va appliquer

un lemme énoncé par Ruscheweyh [9].

1
5.3.1 Lemme :S0it ) € Pa,—1 avec Q(0) = 1 et inf R(Q(z)) > 3 alors

|z|<1
pour tout polynome p € P, et pour tout z € ID

2n—1

bl = A0@+2Ak )Ax(p) ="

2n—1

+ | A2 (P) + Z Ak(Q)AZn—k(ﬁ)Zk ,

et on a égalité si et seulement si p(z) = Ao(D) + Aan (D)2
Alors, si on prend Q(z) = 1 + e2?* tel que [e] < § et
O0<k<3

puisque pour tout

k

AQk(@ = A2n72k Z on— 2] n 2]7
=0
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on aura

k
Ap—2j
P11 = [Plp > 2— Z on— 2; n— zj

7=0

k
Ap—25 ~k— J
2n+ez In— 2]C" 2j

J=0

+

Le cas d’égalité est possible si et seulement si p(z) s’écrit de la forme

;) - Ao + A2n22n

ainsi comme dans le théoréme (5.1), p est un multiple du n-iéme polynome
de Chebyshev.



Chapitre 6
Conclusion

Nous souhaitons conclure ce mémoire en examinant quelques résultats
supplémentaires évidemment reliés a l'inégalité de Visser. Soit p un polynéme

de degré n et ¢ € P, tel que pour tout |z| < 1

p(2)] < lg(2)]. (6.1)

Remarquons que cette derniére inégalité signifie que le polynéme ¢ aura, s’il
Y
y a lieu, tous ses zéros a l'extérieur du disque unité. Sous ces hypothéses,

Rahman a montré dans [7] que

|ao(p)] + an(p)] < lao(q)] (6.2)

Il s’agit clairement d’une extension de l'inégalité de Visser qui correspond
au cas ol par exemple ¢ = 1. Considérons maintenant des polynémes P et

() définis de la maniére qui suit : on choisit des nombres complexes z; sur

n

le cercle unité et on pose W(z) = [[;_;(1 — 2;2); on choisit en outre des
nombres réels [; € [0,1] avec Y7 [; = 1, € [0,1] et un nombre complexe

Ay # 0. Posons maintenant, avec || = 1,

Q(z) = AW (2)

93
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et
P(z) = ((Q(z) — tAW(2)).
I est clair que @) € P,,_1 et P est un polynéme de degré n. On a aussi pour

tout |z| <1

[P(2)] < 1Q(2)]
si et seulement si pour |z]| < 1

n

L.
Z 1—]2’]-2 -t

J=1

n

.
Z 1 —]ij ’

J=1

<

et cette derniére condition est évidemment réalisée car lorsque |z] < 1,

S & 1 1t
- l; L>_ >
%<Zl—zjz) ;’m(1—zjz>>z2—2—2

j=1 j=1

Un calcul simple montre en outre que

|ao(Q)] = | Ao]

et
lao(P)| = [((Ag — tAg)| = (1 — )| Ao

ainsi que

an(P)] = | = t¢A [ T | = t|Aol.
j=1

Donc les polynomes ainsi définis vérifient I'hypothése (6.2) du résultat de

Rahman avec
|ao(P)| + [an(P)| = |ao(Q)].

Fournier [6] a en fait montré que ces polynomes P et @) sont les seuls pour
lesquels on aura ’égalité dans (6.2). Il est donc vrai que le résultat de Rahman
est une extension valable de l'inégalité de Visser, méme si cette extension
admet de fort nombreux cas d’égalité!

Nous avons étudiés au chapitre 3 des bornes supérieures pour des expres-
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sions du type

] + am|

o 0 <1 < m < oo pour des fonctions f(z) = Y ;- axz" analytiques dans
le disque unité. Il existe des résultats similaires pour les polynomes; ces
résultats sont trés partiels et ¢’est pourquoi nous avons décidé de n’en discuter
que dans cette conclusion. Ces résultats sont essentiellement diis & Brickman,
Rahman et Ruscheweyh et proviennent des articles [1] et [2] ot on retrouvera

les références appropriées. On pose pour 0 < s <t < mnet p(z) = >, ax2",
Culs1) = mase o + [

et
C, = max C,(s,t).

0<s<t<n

4
Nous avons vu au chapitre 3 que supC,, = —. Il est connu qu’en posant
n T

sn= (52— Cy)n* ona

2
(1+2r/2)
liminf s,, > ~—+— %~

n— 00 m

=1.49...

alors que

limsup s, < ?ZTW = 2.35...;

n—o0
on ne sait méme pas montrer si lim s, existe! Il existe bien quelques estimés

n—oo
pour C),(s,t) essentiellement dus & Rahman [7] :

tels que 0 < s <t, s+t <netm=1+ =2, mais en général, ces estimés ne

sont pas optimaux. Il vaut cependant la peine de mentionner

2 T
1) = <
(0, 1) ﬁ%§|a0’+|a1’ Sar1 e (2(n+1)>

qui est trivialement optimal lorsque n = 1 (il s’agit alors de l'inégalité de
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Visser) mais aussi lorsque n = 2 ou n = 3! Remarquons cependant que
I'inégalité ne saurait étre optimale pour une infinité d’indices ny : on aurait

alors 5 A
T
lim (), (0,1) = li t = —=1.27...
e ACRY Ko n, + 1 0 2ng +1) =«

et on sait d’aprés un résultat du chapitre 3 que

limsup C,(0,1) < — = 1.25...

n—0o0

] Ot

Nous remarquons finalement que la méthode appliquée pour démontrer
I'extension de Dryanov et Fournier [5, pp. 331-340] de 'inégalité de Van-der-

Corput-Visser, c’est a dire,
a0l + 1 ( T
a —sec | ———=
o9 BEr

faisait appel & la détermination de certaines fonctions admettant une repré-

)|ak| < Iplo.

sentation [, ﬁdu(g ) ol v était une mesure de probabilité sur OD. Tel que
remarqué par Brickman et Ruscheweyh [1], la détermination de la quantité

C,(0,1) impliquera des représentations de la forme

1 1 1
o = [ e
M M oD 1-— CZ
avec des mesures complexes v sur D (et non plus seulement des mesures de
probabilité). Comme on peut le voir en lisant leur papier (par ailleurs assez
méconnu) cela complique la situation assez singuliérement ; ils ont cependant

pu obtenir le résultat suivant
Co(0,1) = inf 3 fres=| (6.3)
p

ou l'infimum est pris sur la classe de tous les polyndémes p € P,, ayant n zéros
différents sur 0D et tels que p(0) = |p'(0)| = 1 et la somme est prise sur tous
les résidus de %. On voit mal, comment utiliser ce résultat pour obtenir une

représentation plus explicite de C),(0, 1) ; il est cependant remarquable que le



o7

. _ 1—pntl .
choix de p(z) = 5%~ et quelques calculs montrent que le membre de droite
dans (6.3) est borné supérieurement par n%lcot m; c’est a dire que ce

résultat de et Brickman et Ruscheweyh contient celui de Rahman que nous

avons rencontré plus haut !
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