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SOMMAIRE

Soit G un groupe algébrique semi-simple sur un corps de caractéristique 0. Ce
mémoire discute d’un théoréme d’annulation de la cohomologie supérieure du faisceau D
des opérateurs différentiels sur une variété de drapeaux de G. On démontre que si P est
un sous-groupe parabolique de G, alors H' (G/ P, D) = 0 pour tout i > 0.

On donne en fait trois preuves indépendantes de ce théoreme. La premicre preuve
est de Hesselink [He|] et n’est valide que dans le cas ou le sous-groupe parabolique est
un sous-groupe de Borel. Elle utilise un argument de suites spectrales et le théoréeme
de Borel-Weil-Bott. La seconde preuve est de Kempf [Ke|] et n’est valide que dans le
cas ou le radical unipotent de P agit trivialement sur son algebre de Lie. Elle n’utilise
que le théoréeme de Borel-Weil-Bott. Enfin, la troisieme preuve est attribuée a Elkik.
Elle est valide pour tout sous-groupe parabolique mais utilise le théoréme de Grauert—
Riemenschneider.

On présente aussi une construction détaillée du faisceau des opérateurs différentiels

sur une variété.

Mots clés : Faisceau des opérateurs différentiels, variétés de drapeaux, fibré cotangent,
algebre des opérateurs différentiels, algebre de Weyl, groupe algébrique, cohomologie des

faisceaux, théorie de la représentation



SUMMARY

Let G be a semisimple algebraic group on a field of characteristic 0. This thesis
discusses a vanishing theorem for the higher cohomology of the sheaf D of differential
operators on a flag variety of G. We show that if P is a parabolic subgroup of G, then
H'(G/P,D) =0foralli > 0.

In fact, we give three independent proofs of this theorem. The first proof, due to
Hesselink [He|], only works if the parabolic subgroup P is a Borel subgroup. It uses a
spectral sequence argument as well as the Borel-Weil-Bott theorem. The second proof,
due to Kempf [Ke||, only works if the unipotent radical of P acts trivially on its Lie algebra.
It only uses the Borel-Weil-Bott theorem. Finally, the third proof, due to Elkik, is valid
for any parabolic subgroup. However, it uses the Grauert—Riemenschneider theorem.

We also present a detailled construction of the sheaf of differential operators on a

variety.

Keywords : Sheaf of differential operators, flag variety, cotangent bundle, algebra of
differential operators, Weyl algebra, algebraic groups, sheaf cohomology, representation

theory
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INTRODUCTION

Quoique nous nous bornerons dans ce mémoire a discuter des faisceaux des opéra-
teurs différentiels, leur principal intérét réside plutdt dans leurs modules. Ces modules,
communément appelés D-modules, ont d’abord été développés au début des années 1970
par entre autres M. Sato, M. Kashiwara et J. Bernstein pour construire une théorie algé-
brique des équations différentielles. Les D-modules se sont cependant rapidement avérés
d’une grande utilité dans plusieurs autres branches des mathématiques. De nombreuses
applications existent en particulier en théorie de la représentation. En guise de motivation
pour la suite, on discute brievement de deux de ces applications : la correspondance de
Riemann-Hilbert et la localisation de Beilinson—Bernstein.

Soit une équation différentielle linéaire sur CPP! avec des singularités régulieres
aux points day, ..., dy, alors la monodromie de 1’équation différentielle donne une re-
présentation du groupe fondamental ;(CP! \ {ay,...,a,}). La solution du 21¢ pro-
bleme d’Hilbert donne la réciproque : si on commence avec une représentation de
71 (CPY\ {ay,...,ay}), alors il existe une équation différentielle linéaire avec des singu-
larités régulieres dont la monodromie est la représentation prescrite. La correspondance de
Riemann—Hilbert [Ka, Me] est une généralisation de ce théoreme établie pour les variétés
complexes, ou encore les variétés algébriques non singulieres. Dans ce cas, les D-modules
jouent le role des équations différentielles.

Plus précisément, soit X une variété algébrique non singuliere sur C et D son faisceau
d’opérateurs différentiels. La correspondance de Riemann—Hilbert donne une équivalence
de catégories entre d’une part les D-modules holonomes a singularités régulieres et d’autre
part la catégorie des faisceaux pervers. Les faisceaux pervers sont certains objets de la
catégorie dérivée bornée a cohomologie constructible des faisceaux sur X munie de
la topologie complexe. Malgré cette définition un peu technique, il s’agit d’invariants

topologiques naturels munis d’excellentes propriétés formelles.
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Un second exemple des applications des D-modules est la localisation de Beilinson—
Bernstein [BB]. Un peu comme le théoreme de Borel-Weil-Bott, la localisation de
Beilinson—Bernstein permet de donner une construction géométrique de certains g-
modules.

Plus précisément, soit G un groupe algébrique semi-simple, g son algebre de Lie
et U(g) I’algebre enveloppante de g. Un U(g)-module M est dit de caractére central
trivial s’il satisfait z - m = O pour tout m € M etz € Z(U(g)), le centre de U(g). Soit
aussi B C G un sous-groupe de Borel, G/ B la variété de drapeaux et D le faisceau des
opérateurs différentiels sur G/ B. La localisation de Beilinson—Bernstein affirme que le
foncteur de sections globales I'(G/ B, -) est une équivalence de catégories entre d’une part
les D-modules quasi-cohérents comme Ox-modules et d’autre part les U(g)-modules de
caractere central trivial. Le foncteur inverse est alors donné par D Qg (g) ().

On peut en fait généraliser ce résultat : si M est un U(g)-module de caractere central
X, alors on peut utiliser I’homomorphisme de Harish—Chandra pour réécrire y en terme
d’un poids A € X(T') dominant, ot 77 C G est un tore maximal. On dira alors que
M est de caractere central x;. On peut également se servir du poids A pour définir
une légere généralisation du faisceau des opérateurs différentiels : le faisceau D, des
opérateurs différentiels rordus. Dans ce cas, la localisation de Beilinson—Bernstein affirme
que le foncteur de sections globales I'(G/ B, -) donne une équivalence de catégories
entre d’une part les D) -modules quasi-cohérents comme Oy -modules et d’autre part les
U (g)-modules de caractere central y;. Encore une fois, le foncteur inverse est donné par
Dy, ®u(g) ()-

Cette technique est particulierement utile a I’étude des modules de Harish—Chandra ou
encore des modules de Verma. La correspondance de Riemann—Hilbert et la localisation
de Beilinson—Bernstein sont toutes deux importantes dans la résolution des conjectures de
Kazhdan—Lusztig [BB].

Une étape majeure de la preuve de la localisation de Bernstein—Beilinson est la
démonstration que, pour tout D-module quasi-cohérent comme (O-module sur une variété
de drapeaux d’un groupe algébrique G semi-simple sur un corps de caractéristique 0,
le foncteur de sections globales est exact. Il revient au méme de dire que pour chaque
D-module quasi-cohérent M et sous-groupe parabolique P, ona H'(G/P, M) = 0 pour
i > 0. Le principal théoréme de ce mémoire peut tre vu comme un cas particulier de

cette propriété. On démontrera 1’annulation des groupes de cohomologie supérieurs pour



le faisceau des opérateurs différentiels D lui-méme, plutdt que pour tous les D-modules

quasi-cohérents. Plus précisément, on montrera le théoréme suivant.

Théoreme (3.4.1). Soit G un groupe algébrique semi-simple sur un corps de caractéris-
tique 0, P un sous-groupe parabolique de G et D le faisceau des opérateurs différentiels
sur la variété de drapeaux G/ P. Alors les groupes de cohomologie supérieurs sont tous

nuls ¢’est-a-dire que pour i > 0,

H'(G/P,D) = 0.

On décrit maintenant le contenu de ce mémoire.

Dans le chapitre 1, on donne une construction soignée du faisceau des opérateurs
différentiels sur une variété. On commence par donner une définition plutdt abstraite et on
s’affaire ensuite dans les sections suivantes a donner une description plus concrete pour
des variétés progressivement plus générales. On établit aussi au passage la plupart des
propriétés élémentaires de ces faisceaux.

Dans les premicres sections, on considere une variété affine X ol I’on peut se conten-
ter de travailler avec 1’algebre des opérateurs différentiels plutdt qu’avec un faisceau.
On définit cette algebre comme une sous-algebre des endomorphismes de I’anneau de
coordonnées k[ X] en se servant de ’ordre d’un opérateur différentiel, qui est lui-méme
défini par récurrence avec une relation de commutation. En particulier, 1’algebre des
opérateurs différentiels est non commutative et munie d’une filtration donnée par 1’ ordre.

Dans le cas de I’espace affine, 1’algébre des opérateurs différentiels est 1’algébre de
Weyl ; une algebre bien connue des physiciens en raison de son utilité en mécanique
quantique. Il s’agit d’une algébre non commutative, simple et noethérienne. Pour les
autres variétés affines, on peut encore donner une description de I’algébre des opérateurs
différentiels a I’aide de 1’algebre de Weyl.

On considere ensuite la localisation de 1’algebre des opérateurs différentiels afin de
pouvoir recoller les algebres d’opérateurs différentiels sur des variétés affines pour former
le faisceau des opérateurs différentiels sur une variété quelconque. Dans le cas ou la variété
est non singuliere, le faisceau des opérateurs différentiels est tres li€ au fibré cotangent.
On pourra donc par la suite travailler avec le fibré cotangent pour démontrer certaines
propriétés du faisceau des opérateurs différentiels.

Le chapitre 2 est essentiellement un survol des constructions de géométrie et de

groupes algébriques qui seront nécessaires par la suite. On discute en peu de pages
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d’un grand nombre de résultats importants. En fait, ce chapitre sert davantage a fixer les
notations et donner des références détaillées a la littérature qu’a donner une exposition
satisfaisante de ces notions.

Enfin, le dernier chapitre contient trois preuves indépendantes du théoréme princi-
pal cité ci-haut. La premiere preuve est de Hesselink [He| et ne fonctionne que dans
le cas particulier ou le sous-groupe parabolique P est un sous-groupe de Borel. On peut
alors démontrer le résultat en utilisant des méthodes algébriques, a savoir un complexe de
Koszul puis un argument de suites spectrales. On doit aussi calculer quelques groupes de
cohomologie auxiliaires en se servant du théoreme de Borel-Weil-Bott.

La seconde preuve est de Kempf [Ke] et on doit supposer que le radical unipotent
V' du sous-groupe parabolique P = LV agit trivialement par I’adjointe sur son algebre
de Lie v. Cette hypothese est notamment satisfaite lorsque G/ P est un espace projectif
ou plus généralement une grassmanienne. Encore une fois, la preuve est algébrique et
n’utilise que le théoreme de Borel-Weil-Bott.

La dernicre preuve est attribuée a R. Elkik et est publiée dans [KP]. Elle traite du
cas général ol P est un sous-groupe parabolique arbitraire. Cependant, elle fait appel
au théoreme de Grauert—Riemenschneider. 11 s’agit d’un théoréme issu de la géométrie

analytique qui généralise le théoréme d’annulation de Kodaira.

Conventions : Sauf mention contraire, k& désigne un corps commutatif algébriquement
fermé et de caractéristique 0. Par anneau, on entend un anneau muni d’une identité et par
algebre on entend une algebre associative munie d’une identité. Sauf mention contraire,
on désigne par module un module a gauche. Il ne sera pas nécessaire de supposer que les

variétés sont irréductibles.



Chapitre 1

GENERALITES SUR LES FAISCEAUX DES OPERATEURS
DIFFERENTIELS

Dans le chapitre 1, on donne une construction soignée du faisceau des opérateurs
différentiels sur une variété, qui sera 1’objet du reste de ce mémoire. On commence par
une définition abstraite de I’algeébre des opérateurs différentiels sur une variété affine et
puis donner une description plus explicite des opérateurs différentiels sur des variétés
progressivement plus générales. Dans le cas des variétés non singulieéres, on montrera a la
section|1.7|que cette définition est équivalente a 1’algebre engendrée par les dérivations et
les multiplications par des fonctions.

La premiere section donne la définition abstraite de I’algebre des opérateurs différen-
tiels sur les variétés affines et quelques-unes de leurs propriétés élémentaires. Les sections
2 et 3 discutent de I’algebre des opérateurs différentiels sur 1’espace affine A”. On la
caractérise comme 1’algebre de Weyl et on établit ses propriétés, notamment qu’il s’agit
d’une algebre noethérienne. La quatrieme section revient sur les variétés affines et utilise
I’algebre de Weyl pour donner une description plus explicite de I’algebre des opérateurs
différentiels. On s’intéresse aussi a la localisation de ces algebres.

A la quatridme section, on passe au cas des variétés pas nécessairement affines et
de leur faisceau d’opérateurs différentiels. La section 5 donne quelques définitions et
propriétés des variétés non singulieres. On se sert de ces propriétés a la section 6 pour
expliquer le lien entre le faisceau d’opérateurs différentiels et le fibré cotangent des

variétés non singulieres.



1.1. ANNEAU D’OPERATEURS DIFFERENTIELS

Soit X une variété affine sur un corps k de caractéristique nulle, Oy son faisceau
structural et R(X) = I'(X, Oy ) I’algébre des fonctions régulieres sur X . Les endomor-
phismes k-linéaires de R(X) forment une k-algebre, notée End R(X'), avec I’addition
et la composition. On fait de End R(X) une algebre de Lie avec comme crochet le
commutateur [P, Q] = PQ — QP,ou P, Q € End R(X).

L’anneau R(X) s’injecte dans End R(X') en appliquant r € R(X) sur I’endomor-
phisme de multiplication a gauche par r défini comme f + rf pour f € R(X).On
pourra ainsi voir R(X) comme un sous-ensemble de End R(X) en identifiant R(X) avec
son image dans End R(X).

Définition 1.1.1. Un opérateur différentiel sur X d’ordre 0 est un endomorphisme P €
End R(X) tel que [P, f] = 0 pour tout / € R(X).

Sin > 0, un opérateur différentiel sur X d’ordre (au plus) # est un endomorphisme
P € End R(X) tel que [P, f] est un opérateur différentiel d’ordre n — 1, pour tout
f € R(X). En particulier, un opérateur différentiel d’ordre n est aussi un opérateur
différentiel d’ordre m si m > n.

Un opérateur différentiel désigne tout opérateur d’ordre fini. On notera D(X) les
opérateurs différentiels et D, (X) les opérateurs différentiels d’ordre 7. Enfin, on convient
que D_;(X) = {0}.

Les prochaines propositions établissent que les opérateurs différentiels forment une
algebre filtrée par I’ordre des opérateurs. Cette filtration sera constamment utilisée par la
suite. On rappelle d’abord la définition.

Définition 1.1.2. Soit R une k-algebre. Une filtration de R est une suite {Fj}icz

croissante de sous-espaces
{0y CFpCFiCF,C---

telle que
i) Uiez, Fi = R,
(ii)) Fp-Fy C Fpqq pourtout p,q € Zy,
(iii) 1 € Fy.
Si R est une k-algebre filtrée par { Fj}icz, , on définit aussi une filtration d’un R-

module M comme une suite {I';};ez, croissante de sous-espaces

{O}CF()CF]CFzC"'



telle que
(1) Ui€Z+ Fi =M
(i) Fp-Ty CTpyq pourtout p,q € Zy.

Proposition 1.1.3. Soit P et Q des opérateurs différentiels sur X. Si P est d’ordre p et

Q est d’ordre ¢, alors
(1) P+ Q estd’ordre max{p,q};
(i) PQestd’ordre p + ¢q;
(iii) [P, Q]estd’ordre p +¢g — 1;
DEMONSTRATION. On démontre tous ces énoncés par récurrence sur p + ¢. On vérifie

aisément les énoncés dans le cas ot p ou ¢ est nul. Sinon, soit /' € R(X).

Pour (i),
[P+ O, f1=1[P. f1+1Q. /]

est une somme d’opérateurs d’ordre respectif p —1 et ¢ — 1. Par I’hypothese de récurrence,
[P+ O, f]lestd’ordre max{p — 1,q — 1} etdonc P + Q est d’ordre max{p, q}.

Pour (ii), on a

[PQ. f1=POf —PfQ+ PfQ— fPQ = P[O. f]+[P. f]0.

Par I’hypothese de récurrence, les opérateurs a droite sont d’ordre p + ¢ — 1. Il suit que
[PQ, f]estaussid’ ordre p + g — 1 etdonc PQ estd’ordre p + g.

Pour (iii), il suit de I’identité de Jacobi que

[P. QL f1=[P.[Q. fI - [Q.[P. f].

Par I’hypothese de récurrence, les opérateurs a droite sont d’ordre p + g — 2. Il suit que

[P, O], flestd’ordre p + g — 2 et donc que [P, Q] estd’ordre p + g — 1. O
Corollaire 1.1.4. L’ ordre des opérateurs fait de D (X)) une algebre filtrée.
DEMONSTRATION. Le résultat suit des énoncés (i) et (ii) de la proposition[1.1.3] O

Définition 1.1.5. Etant donnée une algebre R filtrée par {F;}, son algebre graduée

associée est définie comme

GrR= P GriR= P Fi/Fi_,

i€Z i€Z
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ou I’on convient que F_; = {0}. La multiplication y est définie de telle sorte que pour

X+ Fp_1 €Grp Rety + Fy_1 € Grg R, on ait
(x+ Fp—1)(y + Fg—1) = xy + Fpiq-1 € Grp4q .

Pour chaque x € Fj non nul, il existe ununique 0 < p < i telque x+ F,_; € Grp R
n’est pas nul. En appliquant x sur x + F},_; on obtient une surjection y : R — Gr R. On
appelle y (x) le symbole principal de x. Plus généralement, on appelle le p-symbole la
surjection naturelle y, : F, — Fp/Fp_1.

De maniere analogue, le Gr R-module gradué associé d’un R-module filtré M est

défini comme

GrM =@ G M = P Ii/Tiy

i€Z i€Z
ou I’on convient que I'_; = {0}. L’action de Gr R est définie de telle sorte que pour

X+ Fp_1 €Grp Retm+T'y_1 € Grg I', on ait
(x+ Fp—)m+Tyg—1) =xm+ Tpig-1.

Le symbole principal et les p-symboles sont définis sur les modules filtrés comme sur
les algebres filtrées.

Plusieurs propriétés de D(X) peuvent se déduire de celles de Gr D(X), algébre dans
laquelle il est parfois plus commode de travailler. Par exemple D(X) n’est visiblement
pas commutatif, toutefois on a le corollaire suivant.

Corollaire 1.1.6. L’algebre graduée Gr D(X') associée a D(X) est commutative.
DEMONSTRATION. Il suffit d’utiliser 1’énoncé (iii) de la proposition O

On termine cette section en donnant une description explicite des opérateurs d’ordre
Oetl.
Définition 1.1.7. Soit A une k-algébre et M un A-module a gauche. Une dérivation
de A dans M est une application k-linéaire d : A — M vérifiant la régle de Leibniz,

c’est-a-dire que pour @, b dans A4, on doit avoir
d(ab) = ad(b) + ba(a).

On note Dér(A, M) les dérivations de 4 dans M et lorsque A = M = R(X), on écrira
simplement

Dér R(X) = Dér(R(X), R(X)).

Dans ce cas, Dér R(X) est une sous-algebre de Lie de End R(X).



Proposition 1.1.8. Les opérateurs d’ordre O et 1 sont respectivement donnés par
(i) Do(X) = R(X),

(i) D;(X) = R(X) ® Dér R(X).

DEMONSTRATION. Les opérateurs d’ordre O vérifient [P, f] = Pf — fP = 0, c’est-a-
dire qu’ils sont R(X)-linéaires et Endg(x) R(X) = R(X).
Pour les opérateurs d’ordre 1, on a R(X) + Dér R(X) C D;(X) puisque pour une

dérivation P, on a

[P.f1(g) = P(fg) — fP(g) = P(f)g + fP(g)— fP(g) = P())eg.

Donc [P, f]1 = P(f) € R(X) = Dy(X). Pour I’autre inclusion, on peut se contenter
de montrer que si P’ € D{(X), alors P = P’ — P’(1) est une dérivation. En notant que

P(1)=0,ona

P(fg) = fP(g)+ P(fg)— fP(g)
= fP(g) +1P. fI(g)
= fP(g) + glP. f1(1)
= JP(g) +gP())+gP(1)

= fP(g) +gP()f).

1.2. OPERATEURS DIFFERENTIELS SUR L’ESPACE AFFINE

On s’intéresse d’abord a un exemple important, celui de 1’espace affine A”. Les
fonctions régulieres y sont les polyndmes en n variables k[xy, X2, ..., xp]. On écrira
d’ailleurs dans cette section R plutdt que k[xy, x2,. .., Xz].

Le principal résultat est le théoreme qui établit que 1’algebre des opérateurs
différentiels sur A” est I’algebre de Weyl. De bonnes références sont les chapitres 1,2,3,7,8
de [Co|] ou encore les sections §1.1 et §1.2 de [Bj]].

Définition 1.2.1. L’algébre de Weyl, notée W (n), est la sous-algebre de End R générée
par R et les dérivées partielles formelles d; = d/dx;,oui = 1,...,n.
Les dérivées partielles formelles sont des dérivations. Elles satisfont donc la regle de

Leibniz. En particulier, quel que soit f € R,

0i (xi f) = x;0; (f) — f0i(xi) = xi0; () — [,
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c’est-a-dire qu’on a la relation [d;, x;] = 1. On note également les relations évidentes

[8,',)(]']:0 1<i,j<n,i#]j.

On verra au corollaire que ces relations engendrent I’idéal de toutes les relations.

Lemme 1.2.2. Les identités suivantes sont vérifiées dans W (n) pour tout entier p > 0 et

(1) [04, f]1= 0i(f), pour tout f € R;

p—1,
i b

(i) [3;, x7] = px
(iff) [x;, 871 = —pdl ™",

DEMONSTRATION. L’identité (i) est une conséquence de la regle de Leibniz. Pour n’im-

porte quel g € R,ona

[0:. f1(g) = 0i(f8) — [3i(g) = f3i(g) + gdi(f) — fi(g) = 0i(f)g.

Pour (i), il suit de I'identité (i) qu’il suffit de calculer 3,~(xl.p ). On procede par
récurrence sur p. Si p = 1, il ne s’agit que de ’identité [0;, x;] = 1. Si p > 1,
8 (x) = xidi (<™ + 5710 (i)
=xi(p — l)xip_2 + xl.p_1
P

= px!
Pour (iii), on procede par récurrence sur p. Si p = 1, il ne s’agit que de I’identité
[x;,0;] = —[0;,xi] = —1.Si p > 1, on suppose [x;, 3" 1] = —(n — 1)8;’_2 et alors pour
n’importe quel f € R,
[xi. 971(/) = xi 9} () — 97 (xi f)

= x; 07710 f) = N (xi 0 (f) + £0i(xi))

=[x, 87710 f) — 07 (f 9 (xi))

= —(n =132 /) =9 (S)

= —nd?~'(f).
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Afin d’alléger les notations, on utilisera des multi-indices. C’est-a-dire qu’on pose

o = (a1,0z,...,ap) € Z% et B = (B1, B2, .., Bn) € Z" pour écrire x23P plutdt que
XXy X" 8? ! 8’232 ... 8% On adopte aussi les conventions suivantes :

@ laf = ai,
(i) a! = ajlas! ... ay!,
(i) af = (a1, a2, ..., %, B1.B2. ... Bn) € Z3".

Lemme 1.2.3. Supposons que |a| < |B], alors 3#(x*) = B!'si@ = B et 0 sinon.
DEMONSTRATION. Il suit de la régle de Leibniz et des identités du lemme que

0P (x) = 0 (x5 002 (x --- 0fn (xn) -+-).
On peut évaluer cette expression en appliquant plusieurs fois d; (x') = nxlf’_l. On obtient

o;! ai—Bi o p. )
9bi (x{1) = (@ —B)1i si pi <
l l

0 sinon.

Si|a| < |B|eta # B, alors il existe un indice i tel que o; < B;, ¢’est-a-dire un terme nul

dans le développement de 3#(x?). Sinon, & = B et le résultat suit. g
Proposition 1.2.4. Une base de W(n) comme k-espace vectoriel est donnée par

(x%0 o, p ez}

DEMONSTRATION. En se servant des commutateurs du lemme on peut réécrire
tout élément de I’algébre de Weyl comme une combinaison linéaire ) ¢, gx® 3B 11 suffit
donc de montrer que les x“ 98 sont linéairement indépendants.

Supposons qu’on a une somme D = ) c,gx* 38 avec un coefficient cys 7 0;0n
doit montrer que dans ce cas, D # 0. On peut supposer que yJ est tel que ¢, 5 # 0 mais
cqp = 0 pour tout « et B tel que |B| > |§]. Alors, on a par le lemme

D(x%) = anﬂxo‘aﬂ(x‘s) = Z Z caﬂxo‘aﬂ(xs) = an,gx“S!.
B o B:Bl=l8l o
Ce polyndme est non nul puisque Cys n’est pas nul. Il suit que D est non nul. Les

{x*98Y sont donc linéairement indépendants. O

Corollaire 1.2.5. L’algébre de Weyl est isomorphe a I’algebre libre sur les 2n générateurs

X1s...,Xn,01,...,0, avec les relations engendrées par

@) [xi.xj]=0,1<i,j <n;
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(i) [0;,0;]]=0,1<i,j <n;
(iii) [0;,xj] =6;5, 1 <i,j <n.

Ou §;; désigne le delta de Kronecker.

DEMONSTRATION. Soit 4 1’algebre libre sur les 2n générateurs xq,..., Xy, 01,...,0p
et I I’idéal engendré par les relations (i), (ii) et (iii). En appliquant les générateurs x;
et §; sur les éléments correspondants de 1’algebre de Weyl, on obtient une surjection
A — W(n) qui se factorise en une surjection ¢ : A/I — W(n). L'ensemble {x®3# + I},
qui génére A /1, est appliqué par ¢ sur la base de la proposition[I.2.4] On conclut que ¢

est injective. O

Le prochain corollaire nous dispensera de démontrer certains résultats deux fois : une
fois pour les W(n)-modules a gauche et une fois pour les W (n)-modules a droite.

Corollaire 1.2.6. 1.’ algebre de Weyl W(n) est isomorphe a son algebre opposée W(n)°.
DEMONSTRATION. L’anti-automorphisme est donné par x; + 0; et d; — Xx;. O

Il reste 2 montrer que 1’algebre de Weyl est effectivement 1’algebre des opérateurs
différentiels sur A”. Il faudra d’abord deux lemmes.
On pose
Cp={PeDA"):P=> cupx0" 8| < p}.
a.p
Les d; sont des dérivations et donc des opérateurs différentiels d’ordre 1. En écrivant

P € Cp4 1 dans la base de la proposition|1.2.4, on obtient
Cp = Cptr1 N Dp(A").

On montrera au théoréme qu’on a en fait C, = D, (A").
Lemme 1.2.7. Soit f, € R pour chaque multi-indice « tel que || < p. Alors il existe

P e Cptelque P(x%) = fq.

DEMONSTRATION. On procede par récurrence sur p. L’affirmation est évidente pour
p = 0, alors supposons que p > 0. Il existe par I’hypothese de récurrence un Q € Cp,_4

tel que Q(x%*) = fu pour |@| < p — 1. On pose

/ f3—0(xP)
0 = Z ﬂTaﬂ'
B:1Bl=p
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11 suit alors du lemme|1.2.3|que Q' (x%) = 0si |a| < p— 1, et
/s — 0GP .
Q)= ), ﬁTa%“) = fu— O(x%)
B:1Bl=p )
si || = p.
On conclut que I’opérateur P = Q + Q' a toutes les propriétés désirées. Il est d’ordre

p puisque Q est d’ordre p — 1 et Q’ est d’ordre p et

Jou+0 sial < p
P(x*) = Q(x*) + Q'(x*) = {**
O(x*) + (Jo — Q(x%)) sila| = p.
O
Lemme 1.2.8. Soit P € D,(A") et Q € Cp,. Si P(x¥) = Q(x%) pour tout « tel que
|e| < p,alors P = Q.

DEMONSTRATION. On procede par récurrence sur p. Laffirmation est évidente si p = 0;
alors supposons que p > 0. Quel que soiti = 1,...,netatelque || < p—1,0ona
[P, xi](x*) = P(xix%) — x; P(x%)
= 0(xix®¥) — x; Q(x%)
=[Q. xi](x%).
Par I’hypothese de récurrence, [P, x;] = [Q, xi].

Maintenant, on démontre que P = @ en montrant que P(xP) = 0(xP) quel que
soit B € Z'} . On procede par (une autre) récurrence sur |«|. Si || < p, I'affirmation est
vraie par hypothése. Sinon, on observe que pour n’importe queli = 1,...,n,

P(xix®) = [P, xi](x¥) + x; P(x®)
=[Q. xi](x*) 4 x; P(x®)
= Q(xix%) + x;(Px* — 0x%)

= Q(xix®).
Le résultat suit par récurrence. U

Théoreme 1.2.9. L’algebre des opérateurs différentiels sur A" est W(n), 1’algebre de
Weyl. De plus, Dy(Ay) = Cp.
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DEMONSTRATION. Il suffit de montrer que D,(A,) C C,. Soit P € D,(A"). Par le
lemme|1.2.7} il existe un Q € Cp tel que Q(x%) = P(x%) pour || < p. Le résultat suit
du lemme [L2.8] O

Corollaire 1.2.10. Quel que soit p € Z 4, le R-module D,(X) est finiment engendré.

DEMONSTRATION. Un ensemble générateur est {38 : |8| < p}. g

1.3. PROPRIETES DE L’ALGEBRE DE WEYL

On démontre maintenant deux propriétés de 1’algebre de Weyl : elle est simple et
noethérienne. On verra au théoréme que les opérateurs différentiels sur une variété
affine non singuliere ont toujours ces propriétés.

Il est commode d’introduire une nouvelle filtration sur W(n), dite la filtration de

Bernstein

By={PeWn):P=)Y cex*d®:|a|+|B] < p}.
o.B

On convient de plus que B_, = B_; = {0}.

On remarque que les B, sont tous des espaces vectoriels de dimension finie sur
k, contrairement a la filtration par 1’ordre, pour laquelle on a par exemple Wy(n) =
k[x1,...,Xn]
Proposition 1.3.1. La filtration de Bernstein est une filtration de W (n). Plus précisément,

pour tout p,q € Z 4,

(i) Usez, Bi = W)

(i) Bp + By C Biax{p.g} >

(iii) BpBy C Bpiq;

(iv) [Bp. B4l C Bptq—2-
DEMONSTRATION. On se contente de montrer (iii) et (iv), le reste étant clair. On procede
par récurrence sur p + ¢. Les résultats sont clairs si p = 0 ou g = 0. Soit donc
p.q > ltelsque p + q = i, et des opérateurs P € Bj et Q € B;. On peut supposer
sans perte de généralité que P et Q sont de la forme P = x%38 et O = xV 9% avec
le| + |B] + || + 8] = i. Alors

PO = x*9Px7 9’
= x%(x? 08 + [P, x7])d°

= x0TV b+d L xo9f x719%.
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Nous allons montrer que [08, x¥] est d’ordre ||+ || —2. Cette affirmation impliquera
(iii) puisque dans ce cas, PQ est du méme ordre que x*17 3843 qui est d’ordre ;.
On procede par récurrence sur |B|. Le résultat est clair si || = 0. Sinon, on peut

écrire 98'9; avec |B’| = |B| — 1. On a alors
(08, x¥] = [0%'0;, x7] = 9;[0F . x¥] + [0;, x" ]9

L’hypothese de récurrence donne [98', x?] € Bg4|y|—3 et [0i,x¥] € Bjy—1. 1l suit
[08,x7] e B\, |+|8—2 ce qui termine la preuve de (iii).

Un calcul identique donne QP = x¥T*35+8 4 x¥[3% x]98. 11 suit que
[P, 0] = x*[08, x719% — xV[8%, x¥]9"

On a montré que les opérateurs [08, x¥] et [8%, x¥] sont respectivement d’ordre |8+ |y |—2
et |§] + |a| — 2. On conclut que [P, Q] est d’ordre i — 2, ce qui termine la preuve de

(@iv). U

Proposition 1.3.2. L’algebre graduée associée Gr W (n) pour la filtration de Bernstein est
isomorphe a I’anneau de polynémes en 27 variables k[X, ..., Xy, 51, e 5,,], ou Xx; et 8_,-

sont respectivement les symboles principaux de x; et de 0;.

DEMONSTRATION. Comme X1, ..., Xy, 01, ...,0, génerent W(n) comme algebre, les

X1yeeryXn,01,...,0n doivent générer I’algebre Gr W(n). Il suffit donc de montrer qu’il
n’y a pas de relation linéaire non triviale entre les monémes de Gr W (n).

Par contradiction, supposons qu’on a une relation linéaire disons Za’ B CapX® 3 =o.
Soit 7 I’entier maximal tel que pour des multi-indices y, § on ait [y| + |§] =i et cy,5 # 0.
On considere I’opérateur différentiel P =}, B CapX® 3# € B; dont le symbole principal
dans Gr W(n) est y(P) = Z(x,ﬂ:la|+|/3|=i CapX® 3. Comme il s’agit d’une composante
homogene d’un polynéme nul par hypothése, on a y(P) = 0, c’est-a-dire P € B;_1. On
peut donc écrire

P= > dpx*0P.
o, B:lal+|Bl<i

On devrait avoir ¢,g = dopg pour tout « et B étant donné que les {x¢ 38} forment une

base. Ce serait cependant absurde étant donné que pour le multi-indice yJ, ona ¢, 5 # 0

et dy5 =0. O

L’algebre associée graduée de W(n) filtrée par I’ ordre est aussi isomorphe a un anneau

de polyndmes en 2n variables, comme on pourra aisément le déduire du théoréme
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Par le dernier théoréme, on sait que Gr W(n) est noethérien. Pour en déduire que
W (n) est aussi noethérien, il faut une définition.
Définition 1.3.3. Soit 4 une algebre filtrée par { F;}icz, et M un A-module filtré par
{li}iez . . Lafiltration {T';};ez, est dite bonne si Gr M est finiment engendré comme
Gr A-module.
Proposition 1.3.4. Soit A un anneau filtré par { F; };cz_ . Si M estun A-module admettant

une bonne filtration, alors M est finiment engendré comme A-module.

DEMONSTRATION. Comme Gr M est finiment engendré comme Gr A-module, il suit
que Gr, M est finiment engendré comme Grg A-module pour n’importe quel p. En

utilisant la suite exacte
0—>Tp 4y —>Tp—>GCrp M —0,

on démontre par récurrence que I', est aussi finiment engendré comme Gry A-module
pour tout p.

Comme Gr M est finiment engendré, on peut choisir un nombre fini de générateurs
{mj} de Gr M comme Gr A-module. Soit p tel que tous ces générateurs soient de degré
plus petit ou €gal a p. Nous allons montrer que I',, géneére M, ce qui impliquera le résultat
puisque I'p est finiment engendré.

Supposons qu’il existe x € M qui n’est pas généré par I',. On peut supposer que
x € I'; avec ¢ minimal, dans ce cas y(x) = y4(x). Comme Gr M est généré par les
mj,onay,(x) = Y cjmj pour des ¢; € GrR. Si ¢j et ii1; sont tels que y(¢j) = ¢;j
et y(mj) = mj, alors on a y,(x) — Y y(¢j)y(m;) = 0 dans Ty, ce qui implique que
x — Y ¢jmj € T'y_y. On obtient donc un élément de I';_; qui n’est pas généré par 'y,

ce qui contredit la minimalité de g. O

Un anneau A est noethérien a gauche si chaque idéal a gauche I C A est fini-
ment engendré comme A-module, c’est-a-dire qu’il existe un nombre fini d’éléments
ai,...,ay € Atelsque I = Aa; + --+ + Aay. L’anneau A est noethérien a droite s’il
vérifie la condition analogue pour les idéaux a droite.

Proposition 1.3.5. L’algeébre de Weyl W(n) est noethérienne a gauche (et a droite).

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer qu’il est noethérien a gauche en vertu de
Soit 7 un idéal a gauche qu’on voit comme un W (n)-module a gauche. La filtration de

Bernstein sur W(n) induit une filtration sur / donnée par I; = B; N I. Les inclusions
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I; — B; se factorisent en injections /; /I;—1 — Bj/B;_1. On obtient donc une injection
Gr I — Gr W(n) qui nous permet de voir / comme un sous-module de Gr W (n).

On a vu a la proposition que Gr W(n) est un anneau de polyndmes en 2n
variables. Un tel anneau est noethérien en vertu du théoréme de la base d’Hilbert. 11 suit
que Gr [ est finiment engendré comme Gr W(n)-module, ¢’est-a-dire que {/;};cz, est

une bonne filtration. Le résultat suit de la proposition [I.3.4] O

Avec considérablement plus d’efforts, on pourrait plus spécifiquement montrer que
chaque idéal a gauche de W(n) est généré par au plus 2 éléments. On lira a ce sujet
I’article original [St] ou encore la section §1.7 de [Bj].

Proposition 1.3.6. L’ algebre de Weyl W (n) est simple, c’est-a-dire que ses seuls idéaux

bilateres sont {0} et W(n).

DEMONSTRATION. Supposons que / est un idéal bilatére contenant un opérateur P non
nul. Dans ce cas, [P, Q] € I pour tout Q € W(n). Si P € B, avec p > 0, I’identité

Uou [x;, 7] = —nB;’_l permet d’obtenir un élément P’ de I tel que

(01 x}] = nx""
P’ € Bp_;. Par récurrence, on conclut que / doit contenir un élément de By = k. Cet

élément est alors inversible ce qui force I = W(n). O

1.4. OPERATEURS DIFFERENTIELS SUR LES VARIETES AFFINES

On utilise I’algebre de Weyl pour donner une description plus explicite de I’anneau
des opérateurs différentiels sur les variétés affines. On discute ensuite de la localisation
de ces anneaux, qui sera un outil essentiel pour le cas des variétés pas nécessairement
affines. De bonnes références pour ces constructions sont les notes [Mi]] ou [Be] ainsi que
les livres [B1]] ou [Bj].

Dans toute cette section, X est une variété affine qu’on ne suppose pas nécessairement
irréductible. Soit Oy son faisceau structural et R(X) = ['(X, Oy ) I’algebre des fonctions
régulieres sur X .

On peut voir X comme un sous-ensemble fermé de A", dans ce cas R(X) =
k[x1,...,xn)/1(X) ou I(X) est I’idéal des polyndmes qui s’annulent sur X'. On no-
tera v la surjection naturelle k[x1, ..., x,] > R(X).

On considere la sous-algebre

A={PeWm): PUX)) C I(X)}.
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L’algebre A4 est munie de la filtration induite 4; = 4 N W;(n), ou {W;(n)}icz, estla
filtration par 1’ordre de W (n).
Un opérateur P € A se factorise uniquement en un endomorphisme ¢(P) de R(X)

tel que le diagramme suivant commute

P
k[xX1,...,xn] — k[x1,...,Xn]

@(P)

R(X) R(X).

On obtient ainsi un morphisme ¢ : A — End R(X). Son noyau est
J={PeWm): P(klxy,...,xs]) C I(X)}.

En factorisant ¢ on obtient un morphisme injectif ¢ : A/J — End R(X'). Nous montre-
rons a la proposition que ¢ est un isomorphisme de A/J sur D(X).
Lemme 1.4.1. L’image de A par ¢ est contenue dans D(X). De plus, ¢ respecte les

filtrations, c’est-a-dire que A, est appliqué dans D, (X).

DEMONSTRATION. On procede par récurrence sur p, 1’ordre de la filtration. Si p = 0, il
suffit de noter que pour f € k[xy,...,Xz],ona@(f) = v(f).Sip > 0,s0it P € 4.
Quel que soit f € R(X),ilexiste f € k[xq,...,xu]telque v(f) = f Dans ce cas,

[e(P). f1=1le(P),o(/)] = ¢((P. f]).

Par I’hypothese de récurrence, ¢([P, f]) est d’ordre p — 1, et donc ¢(P) est d’ordre
p. O

L’algebre A/J est aussi munie d’une filtration induite par celle de W(n). Elle est
donnée par
(A/J)i = Ai/(4i 0 J) = (Wi(n) 0 A)/(Wi(n) N J).
11 suit du dernier lemme que ¢ respecte aussi cette filtration.
Lemme 1.4.2. Soit P € Dy(X) et Q € Wy(n). Si P(v(x%)) = v(Q(x*)) pour tout o

tel que || < p, alors Pv = vQ.

DEMONSTRATION. Il s’agit d’une 1égere généralisation du lemme [1.2.8] et la méme

preuve fonctionne. 0

Proposition 1.4.3. L’application ¢ : A/J — D(X) est un isomorphisme d’algébres

filtrées.
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DEMONSTRATION. Il ne nous reste qu’a démontrer la surjectivité de ¢. Soit P un opé-
rateur différentiel dans D,(X). On peut choisir des polynémes fo € k[xi,...,X]
tels que P(v(x%)) = v(fy) pour tout |@| < p. Par le lemme [1.2.7] il existe un opé-
rateur Q@ € W(n) d’ordre p tel que Q(x%) = f, pour tout || < p, ce qui im-
plique P(v(x¥)) = v(Q(x%)). Par le lemme [1.4.2] on conclut Pv = vQ. On conclut
¢(Q) = P. 0

Corollaire 1.4.4. Soit X une variété affine. Alors D, (X) est un R(X)-module a gauche

(et a droite) finiment engendré.

DEMONSTRATION. On peut voir X comme un fermé de A”, dans quel casona R(X) =
k[x1,...,x4]/I1(X). On sait que W(n) est noethérien, alors A N W, (n) est finiment

engendré comme k[xq, ..., xy]-module. Il suit que le k[x1, ..., x,]/1(X)-module

AN Wy(n)/1(X) N Wiy (n)
est aussi finiment engendré. Mais par la proposition il s’agit du R(X)-module
Dy(X). 0

Pour chaque f € R(X), on peut définir I’ouvert affine

Xp={xeX: f(x)#0}

Alorsona R(Xy) ~ R(X)y, lalocalisation de R(X') par I’ensemble multiplicativement

fermé { f¥ : i € Z}. Dans le reste de la section, on démontre que 1’on a aussi D(Xy) ~

D(X)y ; ce sera le théoreme

La premicre étape est de construire un morphisme p : D(X) — D(Xf). Ce sera fait
a I’aide du lemme suivant pour X = A" et a ’aide du lemme dans le cas général.
Lemme 1.4.5. Soit P € D,(A"), et f € k[xy,...,x,]. Il existe un unique opérateur

Q€ D, (A}) tel que le diagramme suivant commute.

P
k[xX1,...,xn] — k[x1,...,X5]

klxi,....xn]f —Q> klxi,...,xn]f

Les fleches verticales désignent 1’application naturelle g +— g/1.
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DEMONSTRATION. Les dérivées partielles formelles d; s’étendent uniquement a des
dérivations du corps des fonctions rationnelles k(x1, ..., x5). Cela résulte de la regle de
Leibniz qui force les d; a vérifier la régle du quotient

5. (g) _ 99i(p) — pdi(q)
"\q 72

pour p,q € k[xq,..., Xy

En particulier, on a

" (i) _ 9i(e)S — mgdi (/)
Iz s
Il suit que P s’étend uniquement a un opérateur différentiel de k(xy, ..., x,) qui applique
k[xy ..., xn]r dans lui-méme. Par la propriété universelle de la localisation, I’extension de
P induit un unique endomorphisme Q de k[x1,. .., Xu]s qui fait commuter le diagramme
de I’énoncé. Il reste a montrer que Q est un opérateur diftérentiel d’ordre p, ce qu’on

peut faire avec le méme argument qu’au lemme|1.4.1 U

Lemme 1.4.6. Soit P € D,(Xy) tel que P(g/1) = 0 pour tout g dans I'image de R(X)
dans R(XF). Alors P = 0.

DEMONSTRATION. D’abord si /€ R(X) est nilpotent, alors R(Xy) = O etiln’y arien
a prouver. Sinon, on procede par récurrence sur I’ordre de P. Si p = 0, le résultat est clair

alors supposons que p > 0. Pour n’importe quel g € R(X), on a dans D(Xy),

[P. f1(g) = P(fg)— fP(g) =0—0.

Comme [P, f]estd’ordre p — 1, il suit de I’hypothese de récurrence que [P, f] = 0. On
conclut que P commute avec f.
Pour chaque 7 € R(Xy), on peut trouver des entiers i et j tels que f ih = pet

/7 P(h) = q ou p et g sont dans I'image de R(X). On a alors

fiP(hy=P(f'h) = P(p) =0,

et donc
ffqg 0

1
11 suit que pour un entier k, ona fXg = 0 dans R(X). Comme f n’est pas nilpotent, on

conclut P (k) = 0 pour tout /, et donc P = 0. O
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Lemme 1.4.7. Soit P € Dy(X), et f € R(X). Alors il existe un unique opérateur

0 € Dy(Xy) tel que le diagramme suivant commute.

R(X)

R(X)

R(X)s Q. R(X)s

Les fleches verticales désignent 1’application naturelle g +— g/1.

DEMONSTRATION. En supposant que X est un sous-ensemble fermé de A", on peut

choisir un polynéme f tel que v( f ) = f, ol v est la surjection naturelle
vik[xt, ..., xn] = k[x1, ..., xx]/1(X) = R(X).

On a alors A’} N X = Xy. Il suit de la proposition qu’il existe un opérateur
Pe Wy (n) tel que (p(f’) = Pet P(I) C I.Parle lemme , P s’étend a un opérateur
d’ordre p de A’}, disons Q.

Nous allons montrer que Q induit un endomorphisme Q de k[x1, ..., X;] f/ 1(X) i=
R(X)z. 11 suffit pour cela de montrer que Q(/(X) f) Cc I(X) ee qu’on fait par récur-

rence sur I’ordre p de Q Si p = 0, laffirmation est claire ; alors supposons que p > 0.

L’hypothése de récurrence donne pour tout g € 1(X),

5 L[ & 5[ & I 5[ 8
y = — - po - =" — IX e
[Q f} (fm) Q(fm“) 7 Q(fm)e 7

On peut alors procéder a une (autre) récurrence sur 7 pour montrer que Q( g/ f m e

I(X)f quel que soit m.
Par le méme argument qu’au lemme|1.4.1} O est un opérateur différentiel d’ordre p

de R(X)s. De par sa construction, Q fait commuter le diagramme. En vertu du lemme

O est unique avec cette propriété. O

On conclut qu’il existe un morphisme d’algebre filtrée p : D(X) — D(Xy) associant
a un opérateur P € Dy(X) I'unique Q € Dy(Xy) faisant commuter le diagramme du
lemme précédent.
Lemme 1.4.8. Soit f et f’ dans R(X) tels que Xy et Xy soient disjoints. Alors
D(Xyy ) = D(Xy) ® D(Xy/).
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DEMONSTRATION. Soit y, x' € R(Xf4 #/) les fonctions caractéristiques de respective-

ment X¢ et X/, c’est-a-dire

f 1 sixeXf
X@%=f+fxﬂ=
0 sixEXf/
f/ 1 SixeXf/
X (x) = erf,(X):
0 sixeXf

Les fonctions yx et x’ vérifient les identités suivantes :

(1) XZ =X, X/2 — X/;

(i) xx" = x"x = 0;
(i) x+ x' =1L
Soit P € D(Xy4 s), nous montrerons par récurrence sur I’ordre p de P que [P, x] =

[P, x'] = 0. L affirmation est claire pour p = 0, alors supposons que p > 0. Comme

[P, x] est d’ordre p — 1, il suit de ’hypothése de récurrence que

[P.x. X1=[P.xIx — X'[P.X) = —xPx' — X' Px = 0.

En multipliant & gauche par x, on obtient x Py’ = 0. En multipliant plutdt par x’, on

obtient x’ Px = 0. Il suit les identités suivantes :

Px=(x+x)Px= xPx
xP = xP(x+ x') = xPx.

On conclut comme désiré que [P, x] = 0, et un argument similaire donne [P, x'] = 0.
Maintenant, on a R(Xr4 r/) = R(Xy) & R(Xy/) etdonc P agitsur g € R(Xy) C
R(Xyyy). Comme x = 1 sur Xg, ona P(g) = P(xg) = xP(g). 1l suit que
P(R(Xr)) C R(Xf). Pour la méme raison, on a aussi P(R(Xy/)) C R(Xy/). On
conclut que P induit des opérateurs différentiels Py et Pys sur respectivement Xy et Xy

tels que P = Pr + Pyr. U

Théoreme 1.4.9. Soit D(X)s = D(X) lalocalisation de D(X) comme R(X)-module.
L’application p : D(X) — D(Xy) dulemme|l.4.7|induit un isomorphisme 5 : D(X)s —
D(Xy).

DEMONSTRATION. On sait que D(Xy) est un R(Xy)-module, c’est-a-dire un R(X)z-

module. Comme p : D(X) — D(Xy) est un morphisme de R(X )-module, la propriété
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universelle de la localisation donne le morphisme de R(X)s-module p : D(X)s —
D(Xy) de I’énoncé. Il reste a montrer qu’il s’agit d’un isomorphisme.

Dans un premier temps, on suppose que X est dense dans X. Dans ce cas, I'inclusion
Xy — X est un morphisme dominant et donc I’application naturelle r : R(X) — R(Xy)
est injective.

On commence par montrer que p est injectif. Supposons que

Par la construction de p, onar o P = p(P) o r. On peut donc trouver pour n’importe

quel g € R(X), un entier i tel que

HHE = e (§) =0
Par I’injectivité de r, il suit alors f? P(g) = 0 et donc P(g) = 0. Comme g est arbitraire,
P = 0 et on a I’injectivité.

Pour la surjectivité, on peut se contenter de montrer que pour chaque P € D(Xy), il
existeuni € Z4 tel que (f* P)(R(X)) C R(X). Dans ce cas, on peut voir f* P comme
un opérateur sur R(X) eton a

([P _pfP) _
g ( /i ) T

On procede par récurrence sur p, I’ordre de P. Si p = 0, I’affirmation est évidente

P.

alors supposons que p > 0. Soit g1, ..., g, des générateurs de R(X) comme k-algebre.
Par I’hypothése de récurrence, il existe i € Z tel que [P, gil(R(X)) C R(X) pour
tout j = 1,...,n. En particulier, on doit avoir f?P(1) € R(X). Maintenant on montre
que fPP(g%) C R(X) al’aide d’une deuxieéme récurrence, cette fois sur |a|. Si on
suppose que pour f!P(g%) C R(X), alors on a
STP(gig%) = [P, gil(g*) + ' ¢i P(g*).

11 suit de I’hypothése de récurrence sur p que f*[P, gi](g%) € R(X) et il suit de I’hypo-
these de récurrence sur |a| que /7 g; P(g%) € R(X). Ce qui termine la démonstration de
la surjectivité.

Maitenant, supposons que Xy n’est pas dense dans X . Dans ce cas, il existe f; €
R(X) tel que Xr et Xy, sont disjoints, et donc Xy s, = Xr U Xp,. En répétant cet
argument un nombre fini de fois, on construit [/ = f; 4+ .-+ + fi tel que Xy p =

Xy U Xy est dense dans X'. La premiere partie de la preuve donne alors un isomorphisme

D(X)f4fr — D(Xy4 v). Par le lemme|1.4.8| on obtient le résultat. O
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1.5. OPERATEURS DIFFERENTIELS SUR LES VARIETES

Sans I’hypothese que X est une variété affine, la définition des opérateurs différentiels
de la section [I.T] peut donner une algebre triviale. Par exemple, sur la droite projec-
tive, CIP!, les seules fonctions régulieres sont les fonctions constantes. On aurait donc
D(CP!) =C.

On évite cet inconvénient en définissant un faisceau d’opérateurs différentiels sur X.
L’algebre des opérateurs différentiels sur X sera alors définie comme les sections globales
de ce faisceau.

On suppose pour I'instant que X est vari€té affine. Alors les ouverts affine Xy =
{x € X : f(x) # 0} forment une base ‘B de la topologie de X

Etant donné un R(X)-module M, on peut lui associer un Oy -module qu’on notera M.
Ses sections sont données sur la base B par M (Xr) = My etle morphisme de restrictions
pour Xy C Xg est le morphisme canonique Mg — My obtenu en agrandissant la partie
multiplicative servant a la localisation. Un faisceau construit de cette maniere est quasi-
cohérent. Il est de plus cohérent si le module M est finiment engendré. On verra la section
1.1.3 de [EGA1] pour plus de détails.

Définition 1.5.1. Le faisceau des opérateurs différentiels noté Dy sur une variété affine
X est le Oy-module associé au R(X)-module D(X).

Le théoreme donne immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 1.5.2. Le faisceau Dy est tel que pour chaque ouvert affine U C X, on a

Dy (U) = D(U).

DEMONSTRATION. Si U = Xy pour un f € R(X), il s’agit du théoréme. Sinon, soit

S € R(X) telque Xy C U. Alors on a Ug|, = Xy, et donc

Dy (Uy),) = D(Uy,) = D(Xy) = Dx(Xy).

Comme les Xy forment une base de la topologie de X, les X tels que Xy C U
forment une base de la topologie de U. On conclut que Dy |7 et Dy sont deux faisceaux

sur U égaux sur une base de la topologie. Ils sont donc égaux partout. U

On peut enfin supposer que X est une variété pas nécessairement affine. Soit {U; };jer
un recouvrement de X par des ouverts affines et F; un faisceau sur U;, pour chaque i € I.
On aimerait pouvoir recoller les faisceaux F; en un faisceau F sur X tel que F|y, = F;.

I1 nous faut pour cela des isomorphismes ¢;; : F;(U; N U;j) — F;(U; N Uj), pour tous
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les indices i, j € I qui vérifient la condition de recollement ¢j o ¢;; = @;; pour tous
les indices i, j,k € 1.

Définition 1.5.3. Soit X une variété et {U; } un recouvrement de X par des ouverts affines.
Le faisceau des opérateurs différentiels de X est le faisceau D(X') obtenu en recollant les

faisceaux Dy, a I’aide des isomorphismes identit€s
id
®ij - 'DU,.(U,' n Uj) =DU; N Uj) — D(U; N Uj) = D(]j(Ui N Uj).

Notre premiere préoccupation sera de transférer la filtration par I’ordre des opérateurs
différentiels sur le faisceau Dy .
Définition 1.5.4. Soit F un faisceau de k-algebres. Une filtration de F est une suite
{Fitiez. croissante de sous-faisceaux d’espaces vectoriels 0 C Fo C Fy C Fp C -+

telle que
(1) Ui€Z+ E =F
(ii)) Fp - Fq C Fpyqgpourtout p,q € Z .

Définition 1.5.5. Soit U un ouvert dans X et P € Dy (U). L’opérateur P est d’ordre
p s’il existe un ouvert affine V' C U tel que pyy(P) est d’ordre p au sens de la
définition [LT.1l

On construit avec cette définition le sous-faisceau F, Dy des opérateurs différen-
tiels d’ordre p, et donc une suite croissante de sous-faisceaux d’espaces vectoriels
{FiDx}iez, -
Proposition 1.5.6. La suite croissante de sous-faisceaux {F,Dx }iez + estune filtration

de DX.

DEMONSTRATION. On se contentera de montrer que | J FiDy = Dy, le reste étant

i€Zy
clair.

Soit P € Dx(U), on doit montrer que P est d’ordre fini. Soit {U;};cs un re-
couvrement de X par des ouverts affines. Soit un entier p tel que pour tout i € I,
puu; (P) € Dp(Uj).

Soit maintenant V' C U un ouvert affine quelconque et Q = pyy (P). Quelles que

soient les fonctions fy, ..., f1 € R(V), I’opérateur

R=[..[10. fol. fl..... /p]

est nul sur V' N U;. 1l suit que R = 0, et donc que p(U V')(P) est d’ordre p. Comme V

était arbitraire, on conclut que P est d’ordre p. O
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Avec cette définition, on a F,Dx(U) = D,(U). On peut alors définir le faisceau

associé gradué Gr Dy comme

GrDy = @ Gr; Dy = € FiDx/Fi1Dx
i€Z i€Z
ol I’on convient que F_; = {0}. Il s’agit d’un faisceau de k-algebre grice au produit
discuté a la définition [1.1.5]

Corollaire 1.5.7. Soit X une variété.
(i) Le faisceau D(X) est un Oy -module quasi-cohérent ;
(ii) Le faisceau Dp(X) est un Ox-module cohérent, pour tout p € Z 4 ;

(iii) Le faisceau Grp D(X) est un Ox-module cohérent, pour tout p € Z .

DEMONSTRATION. Pour (i), il suffit de couvrir X par des ouverts affines {U;} et de noter
que Dy |y, est le Oy-module associé au R(U )-module D(U).
Maintenant, (ii) suit du corollaire [1.4.4]et (iii) suit de (ii). O

1.6. VARIETES NON SINGULIERES

Nous considérerons a 1’avenir des variétés non singulieres. Cette hypothése garantit
aux opérateurs différentiels des propriétés commodes qui ne sont pas vérifiées en général.
Par exemple, 1’anneau des opérateurs différentiels D(X') pour X le cdne cubique c’est-
a-dire la variété affine des zéros de xl3 + x% + xg dans C3 n’est pas noethérien [BGG].
Nous verrons cependant au corollaire[1.7.7|que D(X) est noethérien lorsque X est non
singuliere. Sous cette hypothese, on peut aussi donner une description plus commode de
D(X) (corollaire et de Gr D(X) (théoreme . Etant donné que les variétés de
drapeaux sont non singulieres, on pourra utiliser ces résultats dans les chapitres suivants.
Dans cette section, on donne quelques définitions et propriétés des variétés non singulieres.
Comme il s’agit essentiellement de fixer les notations, la plupart des démonstrations sont
omises.

Définition 1.6.1. Soit X une variété. Un point x € X est non singulier si Oy , est un
anneau régulier local. Une variété X est non singuliére si tous ses points le sont.

Un anneau régulier local est un anneau local noethérien A avec idéal maximal m tel

que la dimension de 7/ m? comme A /m-espace vectoriel est la dimension de Krull de 4.
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1.6.1. Faisceau des différentielles et faisceau tangent

On rappelle maintenant quelques définitions sur le faisceau des différentielles et le
faisceau tangent. On regardera la section §4.4.16 de [EGA4] ou encore la section §I1.8
de [Ha| pour plus de détails.

Définition 1.6.2. Soit A une k-algebre. Le module de différentielles de A est un module
Q4 et une dérivation d : A — Q4 vérifiant la propriété universelle suivante : pour
chaque dérivation d’ : A — M dans un A-module M, il existe un unique morphisme de

A-module ¢ : Q4 — M tel que le diagramme suivant commute.

p— Q4
d/
%
M

Le faisceau des différentielles, noté Qx, est un faisceau tel que sur chaque ouvert
affine U C X,onaQyl|y = Q R(U)- On peut définir ce faisceau sur toute variét€, mais
lorsque X est non singuliére, on a le théoreme suivant.

Théoréme 1.6.3. Une variété X est non singuliére de dimension 7 si et seulement si Qy

est un Oy-module localement libre de rang #.
DEMONSTRATION. Théoreme I1.8.15 de [Hal. O

Il existe une équivalence de catégories entre les faisceaux localement libres de rang
fini et les fibrés vectoriels sur une variété (§111.2 de [Mul]). On commence par rappeler la
définition des fibrés vectoriels.

Définition 1.6.4. Soit X une variété. Un fibré vectoriel de rang n sur X est une variété
Y et un morphisme de variétés p : Y — X appelé la projection vérifiant les propriétés

suivantes.

(i) Pour chaque point x € X, la fibre p~!(x) est un k-espace vectoriel de dimension

de n.

(ii) La variété X est munie d’un recouvrement ouvert {U; };c; appelé un recouvrement
trivialisant tel que pour chaque i, il existe un isomorphisme ¢; : p~1(U;) —

U; x A" qui commute avec la projection.
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(iii) Pour toute intersection non vide U; N Uj avec i, j € I, il existe un morphisme de

variétés M;; : U; N U; — GL(k") tel que I’application ¢; o goi_l est donnée par
gj o (UiNUj) x k" — (U; N U;) x k™
(x,y) = (x, Mij(x)y)

11 suit du théoréme précédent que si X est une variété non singuliere, alors le faisceau
des différentielles est localement libre. Le fibré vectoriel correspondant est appelé le
fibré cotangent, noté w : T*X — X. Il s’agit d’une variété non singuliere de dimension
2dim X.

La fibre au point x € X, notée Ty X est I’espace cotangent au point x. Si on note 71
I’idéal maximal de Oy, alors 7% X est isomorphe au k-espace m /m?2.

Etant donné f € Ox x,ona f — f(x) € myx. Ladifférentielle de f a x est I'image
de f — f(x) dans T X, on la note df .

Définition 1.6.5. Le faisceau tangent, noté Ty est défini comme Homop, (x, Oyx),
c’est-a-dire comme le dual du faisceau des différentielles.

Si X est non singuliere de dimension 7, alors Ty est aussi un Oy -module localement
libre de rang 7. Pour n’importe quel ouvert affine U C X, le faisceau Ty |y est le faisceau
associé au R(U) module (2¢7)*. On vérifie facilement en utilisant la propriété universelle
de Q4 que (24)* est canoniquement isomorphe a 1’algebre des dérivations Dér A. Ainsi,
sur chaque ouvert affine U, on a Ty |y = Bér\R(U/).

On obtient en particulier une version de la proposition [I.1.8|pour les faisceaux.

Corollaire 1.6.6. Soit X une variété algébrique non singuliere. Alors
(i) FoDx = Ox;
(i) F1Dx = Ox & Tx.

Comme avec le faisceau des différentielles, on peut utiliser le faisceau tangent pour
définir un fibré vectoriel sur X . Ce fibré est appelé le fibré tangent,noté p : TX — X.
Il s’agit d’une variété non singuliere de dimension 2dim X. La fibre au point x € X,
notée Tx X est I’espace tangent au point x. Si on note my 1’idéal maximal de Oy x,
alors Ty X est isomorphe au k-espace (my/m2)*. Cet espace est aussi I’espace des dé-
rivations a x, ¢’est-a-dire des applications linéaires D : Oy x — k vérifiant D(fg) =
f(x)D(g) + g(x)D(f). Une telle dérivation s’annule sur m2 et défini donc une ap-
plication de (my/ mfc)*. Inversement, si ¢ € (my/ m)zc)*, alors on peut vérifier que

f = @(df) est une dérivation a x.
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Une dérivation D € Dér(R(X)) définit une dérivation a x pour tout x € X et donc
application linéaire 77X — k.Siw = df € T;X pour f : Ox x — k, cette application

est donnée par (x,w) — D(f)(x)

1.6.2. Systéme de coordonnées locales

Proposition 1.6.7. Soit X une variété non singuliere de dimension #. Pour chaque x € X,

il existe un voisinage affine U de x, des fonctions régulieres x1, ..., x, € Ox(U) et des
dérivations 01, ...,0, € Ty (U) vérifiantpour 1 <i,j <n
(i) [0;,0;] =03

(i) 9i(xj) = &ij 5
(ii)) Tx (U) = @j—; Ox (U)d;.

(iv) x1,...,x, génerent I'idéal maximal m, C Oy x.

DEMONSTRATION. Comme Oy  est régulier et local, 1’idéal m, est généré par n fonc-
tions X1,..., X, € my. Alors dxy, ..., dx, estune base du Oy x-module Qy  puisqu’il
s’agit du k-espace vectoriel m /m?. On peut donc choisir U ot dx1, ..., dx, générent
Qx (U) comme Oy (U)-module libre. On a alors la base duale 9;, ..., 9, € Ty (U) qui
satisfait d;(x;) = §;;. Enfin, il faut montrer que les d9; commutent entre eux. On peut

écrire [0;, 0;] = > k— gf‘jak. Onaalors Y 7_, gzkjak(xl) — gl{j et donc
gl =105, 9;10xx) = 00 (xxe) — 0;0i(x) = 0.

Ce qui implique [0;, dj] = 0. On regardera dans I’annexe A.5 de [HTT] pour plus de
détails. H

Définition 1.6.8. On appelle un ensemble de xq, ..., Xy, d; ..., d, comme dans la pro-
position un systéme de coordonnées locales.

Remarquons que ces coordonnées locales ne sont pas des coordonnées locales au sens
de la géométrie différentielle : I’application U — A" obtenue des coordonnées locales par
x = (x1(x),...,xn(x)) n’est bien sir pas un isomorphisme de U sur A”. Cependant,
cette application est un morphisme étale (théoreme I11.6.1 de [Mu]]). Un tel morphisme

induit des isomorphismes des espaces tangents, ce qui nous sera suffisant.

1.7. FIBRE COTANGENT

Dans cette section, on démontrera que si X est une variété non singuliere, alors

I’associé gradué Gr Dy est isomorphe a 77, O+ xy. Ce résultat nous sera utile étant donné
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que la cohomologie de ce dernier faisceau est connue. Nous suivons essentiellement la
démonstration de [Mi].
Soit X une variété non singuliere et U C X un ouvert affine. On peut supposer que U
est assez petit pour admettre un systeme de coordonnées locales x1, ..., Xy, d1,..., 0y.
Soit P € D,(U), alors pour chaque entier ¢ tel que 1 < ¢ < p, on définit un

morphisme

04(P) : R(U) = Dp—_4q(U)

f'—>%-[[---[[P,f]f],---,f],f]-

g crochets

Lemme 1.7.1. Soit P € D,(U) ou p > 0. Alors 0, (P) est une dérivation de R(U).

DEMONSTRATION. On démontre par récurrence que pour ¢ = 1,..., p, I’application

composée

Uq(P) v

ol v est la surjection sur le quotient, est un élément de Dér(R(U), Grp—y D(U)). Dans le
cas de ¢ = p, la surjection v : Do(U) — Grg D(U) n’est que I’identité. On pourra donc
conclure que 0, (P) est une dérivation de Gro D(U) =~ R(U).

D’abord si ¢ = 1, on a I’identité

01(P)(fg) = fo1(P)(g) + go1(P)(f) +[[P. gl [

Le dernier terme, [[ P, g], f], est un opérateurs différentiel d’ordre p — 2. 1l est donc nul
dans Gr,_; D(U). Il suit que I’identité de Leibniz est vérifiée dans Gr,_; D(U) et donc
on a comme désiré que v o o1 (P) € Dér(R(U), Grp—; D(U)).

Sig > 1, alors on sait par I’hypothese de récurrence que
vooy_1(P) eDér(R(U),Grp—q41 DU)).
Il existe donc un Q € D,_4(U) tel que

0q-1(P)(/8) = foq-1(P)(g) + gog—1(P)(f) + Q.
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Pour montrer que o4 (P) vérifie I'identité de Leibniz, on considére la différence

0g(P)(f2) — (foq(P)(g) — 804 (P)(/)
- é[aq_l(m(fg), fel - fé[aq_uP)(g), gl- g}][aq_m(f), /]

= ;][Uq—l (P)(fg) — 0q—1(P)(g) — ag—1(P)(/). f&]

= 0. 141
q

Le dernier terme, é[Q, fg], est un opérateur différentiel d’ordre p — ¢ — 1, il est donc nul
dans Gr,—4 D(U). Il suit que I’identité de Leibniz est vérifiée dans Gr,—, et donc on a

comme désiré que v o 04 (P) € Dér(R(U), Grp—g D(U)). U

Supposons que P € D,(U). Comme o,(P) est une dérivation de R(U), elle définit
une application linéaire O‘I/,(P) : T*U — k. Dans le systtme de coordonnées locales,
si on dit que (x,&q,...,&) > (x,)_&dx;(x)) est un isomorphisme U x k" — T*U,

alors cette application s’écrit

(1) o 0p (P (D i) (o),

Il s’agit d’une fonction réguliere sur U x k" et on conclut que JI/,(P) est une fonction
réguliere sur 7*U . Sur une fibre 7,7 X, il s’agit en fait d’un polyndme homogene de degré
p dans les &;.

On notera m+Op+y I'image directe de Op«y par w : T*X — X. Sur les fibres
T} X, les fonctions régulieres sont des polyndmes. La graduation obtenues sur les fibres
par les polyndmes homogenes passe a O+ x qui devient un faisceau gradué.

En utilisant les applications o/, on définit une famille de morphismes de faisceaux
F,Dy — m+«Or=x.On anoté que o, (P) est nulle si P est d’ordre p — 1, il suit donc
que ce morphisme se factorise en un morphisme Gr, Dy — m+Or=* y. Finalement, on
peut regrouper ces morphismes pour en obtenir un o : Gr Dy — 7+O7=*x.

Nous montrerons au théoreme[I.7.4 que o est un isomorphisme. Nous aurons d’abord
besoin de deux lemmes.

Lemme 1.7.2. Soit U C X unouvert, P € F,Dy(U) et Q € F;Dx(U). Alors

0p+q(PQ) = 0p(P)og(Q).
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DEMONSTRATION. Avec un argument de récurrence qui n’est pas sans rappeler le théo-

reme du bindme, on peut montrer que

om(PQ) =Y 0i(P)om—i(Q).

i=0

On a donc
p+q
0p1q(PO)(S) = D 0i(P)0op1q-i(Q).

i=0
Or,o;(P)estnulpouri = p+1,...,p+qetopig—i(Q)estnulpouri =0,...,p—1.

On conclut que le seul terme non nul est celui ot i = p et donc

0p+q(PQ) = 0p(P)og(Q).

11 suit que o est un morphisme de Oy -algébres graduées.

Lemme 1.7.3. Soit P € F,Dx (U). Alors 0,(P) = 0 si et seulement si P est d’ordre

p—1.

DEMONSTRATION. Il est clair que si P estd’ordre p — 1, alors 0, (P) = 0. On démontre

la réciproque. Soit f, g € Ox (U) et A € k. On peut vérifier par récurrence 1’identité

om(P)(f +4g) =Y A oi(om—i(P)(/))(2)
i=0

=y ML [P f].... fl.gl.... gl
S— S——

=0 m—i fois f  ifoisg

Maintenant on procede par récurrence sur 1’ordre de p. L’affirmation est claire si
p = 0, alors on peut supposer que p > 0. Si on suppose que 0,(P) = 0, on a en
particulier que 65, (P)(f + Ag) est nul pour A € k arbitraire. Mais dans ce cas, il
suit de I’identité que o;(0,—i (P)(f))(g) = 0 pour tout i. En particulier, quel que soit
/€ Ox(U),
op—1([P. [D(g) = pop-1(a1(P)(/))(g) = 0.

Par I’hypothese de récurrence, on conclut que [P, f]est d’ordre p — 2 et donc que P est

d’ordre p — 1. O

Théoreme 1.7.4. L’application 0 : Gr D — m,.Or+y est un isomorphisme de Oy -

algebres graduées.
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DEMONSTRATION. 11 suit du lemme [1.7.2]que o est un morphisme de faisceaux gradués
et du lemme que o est injectif. Il reste 2 montrer la surjectivité. Etant donné que
7O x est généré par les composantes homogenes de degré O et 1, on peut se contenter
de montrer que o et oy sont surjectifs.
Avec le corollaire[I.6.6, on a Gro Dy = Oy et o n’est alors que I’identité sur Gro Dy .
Encore par[1.6.6| Gr; Dy = Tx. D’autre part, 7+Or+y s’identifie avec 1’algebre
symétrique S 7y dont la premiére composante homogene est aussi 7y . Pour x € X et U
un voisinage ouvert affine, si P € 7x (U) = Dér(R(U)), alors pour f € R(X),
o1 (P)(x,df) =[P, f1(x) = P(f)(x).
On conclut que O'i (P) est un isomorphisme sur la premiere composante homogene de
7« Or*x. O
Corollaire 1.7.5. Soit X une variété non singuliere et U un ouvert affine admettant un
systéme de coordonnées locales x1, ..., X, d1, ..., 0p.
(i) FpDy(U) est généré comme Oy (U)-module libre par {3% : |a| < p}
(i) Dx (U) est généré comme Oy (U)-module libre par {0% : || € Z" }

En particulier, Dy est localement libre.

DEMONSTRATION. Soit & = 0(0;). Alors wxO7*x (U) est un Ox (U )-module libre

généré par {£% : |a| € Z% }. Le résultat suit. g

Corollaire 1.7.6. Soit X une variété affine non singuliere. Alors Gr D(X) est finiment

engendré.
DEMONSTRATION. Comme 7 est un morphisme affine,
GrD(X)=T(X,GrDy) =T (X, 7O7+x) =T (T*X,Or+x) = R(T*X)
qui est finiment engendré. O

Corollaire 1.7.7. Soit X une variété affine non singuliére. Alors D(X') est une anneau

noethérien.

DEMONSTRATION. Le corollaire précédent établit que D (X') admet une bonne filtration.

On n’a plus qu’a utiliser le méme argument qu’a la proposition [1.3. U



Chapitre 2

GENERALITES SUR LES GROUPES ALGEBRIQUES

Dans ce chapitre, on énonce les résultats généraux dont nous aurons besoin pour
discuter de la cohomologie du faisceau des opérateurs différentiels sur une variété de
drapeaux. Les preuves seront omises mais on donne des références précises pour tous les
résultats importants. On donne également ici des références plus générales pour chacune
des sections.

Les deux premieres sections portent sur 1’algébre homologique, notamment le com-
plexe de Koszul [Sel IV.A] et les suites spectrales d’un double complexe [BT, 14] [Mc,
2.4].

La section [2.3] définit la cohomologie des faisceaux avec les foncteurs dérivés a
droite [Hal III.1]. On énonce aussi quelques résultats utiles, notamment le théoréme de
Grauert—Riemenschneider. On définit aussi la cohomologie de Cech [Ha, II1.4].

La section [2.4] porte sur les systeémes de racines abstraits [HI| 9,10,13] qui serviront
ensuite a décrire la structure des groupes algébriques.

Les sections et[2.7)discutent directement des groupes algébriques [B2,H2/Sp].
On décrit en particulier leur algeébre de Lie, leurs représentations et les sous-groupes
paraboliques. On définit aussi les variétés de drapeaux qui seront considérées au chapitre
suivant.

La section discute de certains fibrés vectoriels sur les variétés de drapeaux [J,

L.5] [AC]. On énonce en particulier le théoréme de Borel-Weil-Bott.

2.1. COMPLEXE DE K0OSZUL

Soit xq, ..., x, des éléments d’un anneau commutatif 4. On considere le A-module

libre A" généré par ey, ..., e,. Dans ce cas la p-iéme puissance extérieure /\’ A” est un
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A-module libre généré par
{ei, AN Nej, i1 <ip <o <ip < r}.
Pour tout p > 0, soit I’application A-linéaire
dp: N ar > N7 ar

donnée sur les générateurs de N\’ A” par

14
k+1 s
dp(eil /\---/\eip) = Z(—l) + Xig€iy N+ N €jy /\---/\e,'p.
k=1

Ici, é;, désigne 1’omission du terme ¢;, dans le produit extérieur.
Les applications d vérifient d o d = 0, c’est-a-dire que nous avons construit un
complexe

d -1 2
s N BN S N A A A
Ce complexe s’appelle le complexe de Koszul, noté Ke(x1,...,X,).

Si M est un A-module, on construit un complexe similaire en prenant le produit
tensoriel de chaque terme /\’ A" avec M pour obtenir \? A” ® 4 M. On définit alors
pour p > 0 I’application A-linéaire

-1
dy: N a7eM - N 4 oM
donnée sur les générateurs de NP A" par

p
k+1 ~
dp(é’jl /\"'/\eip ®m) = Z(—l) eil /\.../\eik /\.../\eip ®xik -m.
k=1

On a encore d o d = 0, et donc nous avons un autre complexe
by dp p=l r
-~-—>/\A®M—>/\ A QM —.---—A"M — M — 0.

On I’appelle aussi le complexe de Koszul, noté Ke(x1,...,x,; M).
Le théoréme suivant décrit les modules d’homologie
kerdy : NP A" @M — N71 A" @ M
imdyy 1 : NPT' AT @M > N A" @M

HP(K(xl,...,Xr;M)) ==
Proposition 2.1.1. Si x; n’est pas un diviseur de zéro dans M/(0, xq,...,x;—1)M pour
touti =1,...,r,alors

(1) Hoy(K(x1,....xps M) = M/(x1,...,x,)M ;

(i) Hp(K(x1,...,x,; M)) =0, pour p > 0.
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DEMONSTRATION. Proposition IV.A.2 dans [Se]. [l

Nous utiliserons surtout le complexe de Koszul dans le cas particulier suivant. Soit

une suite exacte d’espaces vectoriels de dimension finie
0—U—V—W-—0.

Soit SU et SV les algebres symétriques de U et V' respectivement. L’application U — V
permet de voir SV comme un SU-module. On fixe une base {u1,...,u,} de U et alors
les u; € U s’identifient avec des éléments homogenes de degré 1 dans SU.

Avec les notations du paragraphe précédent, on construit le complexe de Koszul
Ke(uy,...,ur; SV) avec SU comme anneau et SV comme SU-module. Le p-ieéme

terme de ce complexe est
p , p
/\ SU)Y @su SV~ \ Usy SV.

Maintenant on arrive a la particularité importante de cet exemple : la graduation de
SV nous permet de graduer le complexe de Koszul. On définit la graduation en posant
que les éléments de AP U ® SV sont homogenes de degré p + q.

Sur ces éléments, la différentielle est donnée par
p
k+1 ~
df(uiy Ao Ay, ® ) = ) (D Flug A Ay A, @ g s,
k=1

Etant donné que s est homogene de degré ¢ et que chaque u; est homogene de degré 1, on

aque u;, -s est homogene de degré g + 1. Il s’agit donc d’une application
-1
di: Nvesiv- N Uegsity.

11 suit que le complexe de Koszul se sépare en complexes K¢ (u1, ..., u,;SV) donnés

pour g > 0 par
—1
s NUesy — N Uestrty —
2
= NURSTY — U®ST'V — STV — 0.

Enfin, les hypotheses de la proposition [2.1.1] sont vérifiées de telle sorte que le seul

module d’homologie non nul est

Ho(K(uy,... . ur;SV)) ~ SW.
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En fait, on a plus précisément que pour chaque complexe K< (uy,...,u,; SV), le seul

module d’homologie non nul est

H()(Kq(ul, .. .,ur;SV)) ~ STW.

2.2. SUITES SPECTRALES D’UN DOUBLE COMPLEXE

Définition 2.2.1. Un double complexe est une famille de groupes abéliens {C 79}, ;<7

munie pour chaque paire d’entiers (p, ¢) de deux morphismes

dl . cpri - crtla
dll . cra — crat!
vérifiant
i) dlod! =0;
(i) dT od® =0;
(i) df od + dT o dl = 0.

On illustre un double complexe a I’aide d’un diagramme :

.. CcPat2 _, cptla+t2 | op+2.9+2 .

1
.. Cp,q+1 . Cp+17q+1 i, Cp+23q+1 —_— e

cp4 chtla » CPt24 ..

Un tel diagramme n’est pas commutatif ; on a plutot la propriété (iii) de la définition
qu’on appelle I’anticommutativité. Dans le cas ol un tel diagramme commute, ¢’est-a-dire
o dl o d = d o d’, on peut se ramener a un double complexe en remplagant la
différentielle 47 par (—1)2d " .

Etant donné qu’on a deux différentielles, on peut prendre la cohomologie de deux

facons : par rapport a d! et par rapport 2 df. Commencons par la cohomologie par
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rapport a d 1| ¢’est-a-dire qu’on considere les groupes H;’I (C?) donnés par

kerd? : cP4 — CPatl

q Dy _—
Hy(C€7) = imdd : Cra—1 - Cpr4a’

L autre différentielle, ¢/, induit des morphismes d! surles groupes de cohomologie :
d' . H(C?) — HL(CPT.

Les morphismes induits d! vérifient aussi df o d? = 0. On peut donc encore prendre la

cohomologie, cette fois par rapport a d’. On obtient les groupes H;I H 5 (C) donnés par

kerd : HPY(C) — HET1(C)
imd! : Hp971(C) — H}(C)

H}HJ(C) =

De fagon parfaitement analogue, on aurait pu d’abord considérer la cohomologie par
rapport aux morphismes d/ et ensuite la cohomologie par rapport aux morphismes d
induits par ¢ . On aurait obtenu des groupes H II; H}I ().

Le prochain théoréme permet de lier H 11; H;’ (C) et H}I H 5 (C). Nous aurons besoin
d’une autre construction.

Définition 2.2.2. Etant donné le double complexe {C -9} p,qeZ» On construit le complexe
total T*® en posant, pour k € 7Z,
Th= P cra.
pt+q=k
La différentielle est donnée par d = d + d ™.

Le complexe total est un complexe puisque 1’anticommutativité de d! et de d
implique d o d = 0. On peut maintenant énoncer le théoréme.

Théoréme 2.2.3. Soit {C 7?9}, ,c7 un double complexe. Il existe deux suites spectrales,

IE:" et HE.'", telles que
Ippq _
EY? = HIHj(C)
Iy p,
EY? = HpHI(C).

Si CP4 = 0 pour p,q < 0, alors les deux suites spectrales convergent vers H?14(T),

ou T'* est le complexe total.
DEMONSTRATION. Théoréme 14.14 de [BT]. O

On pourra relacher les hypotheses du théoréme et conclure que les suites spectrales

convergent dés qu’il existe un entier r tel que C?*9 = 0 pour p,q < r.
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2.3. COHOMOLOGIE DES FAISCEAUX

Soit X une variété. Dans cette section, un faisceau désigne un faisceau de groupes
abéliens sur X.
Définition 2.3.1. Un faisceau Z est injectif si Hom(-,Z) est un foncteur exact. Une

résolution injective d’un faisceau JF est une suite exacte
0 4% 2
0—-F—1" —1T —TI°—---

telle que Z? est un faisceau injectif pour chaque p > 0.

La catégorie des faisceaux compte assez d’injectifs, ce qui signifie que chaque faisceau
JF admet une résolution injective. Nous utilisons maintenant ces résolutions pour définir
les foncteurs dérivés a droite.

Soit F est un foncteur exact a gauche sur les faisceaux et F un faisceau. On commence

par choisir une résolution injective de F,
r 0 4% 1 2
0 I I I e

puis on applique le foncteur F a la suite exacte

0 — F(F) — F(I° F@, F(I"Y — F(I?) —> -

et enfin on enleve le terme F(F)

0 — FI% L9 prty — F@?) — -
Le résultat n’est pas une suite exacte en général, cependant il s’agit d’un complexe. Si
on suppose que F est un foncteur vers la catégorie des groupes abéliens ou encore des
faisceaux, on peut considérer la cohomologie de ce complexe.
Définition 2.3.2. Le i-eme foncteur dérivé a droite de F, noté R’ F, est le i -eme foncteur
de cohomologie appliqué au complexe construit ci-haut.
On a pour les objets

ker F(d') : F(T') — F(Z*1)
im F(di=-1) : F(ZTi-') - F(Ti)’

R'F(F) =

Cette construction ne dépend pas du choix de la résolution injective de . Pour ce qui
est des morphismes, supposons que F et G sont des faisceaux et que ¢ : F — G est un

morphisme. Soit Z* et 7* des résolutions injectives de F et G respectivement. On peut



construire des morphismes ¢, : Z? — J 7 tels que le diagramme suivant commute.

0 F 7° 7!
% Po ?1

On peut alors définir R’ F(p) comme I’application induite sur la cohomologie

RF'(p) = @i : H'(Z) — H'(J).
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Ces applications ne dépendent ni du choix des résolutions injectives ni des applications

@; construites. Avec ces définitions, les foncteurs dérivés a droite sont effectivement des

foncteurs [Hal I1I1.1.1A].

Les foncteurs dérivés a droite sont de plus des §-foncteurs, ce qui signifie notamment

qu’étant donné une suite exacte courte de faisceaux
0—F —F—F"—0,
il existe des morphismes pour i > 0
8 : R'F(F") — RV F(F)
tels que la suite suivante est exacte :

0
0 —> ROF(F') — ROF(F) — ROF(F") = R'F(F') —> -

. — RIF(F) — RF(F") 2 RIHVF(F) — RIHVF(F) — -

Cette suite exacte est appelée suite exacte longue.

Maintenant qu’on a discuté des foncteurs dérivés a droite, la cohomologie d’un

faisceau se définit facilement.

Définition 2.3.3. Soit X une variété. Le i-eme foncteur de cohomologie est le i-€me

foncteur dérivé a droite du foncteur de sections globales

H'(X,) = R'T(X,").

En particulier, si F est un faisceau, alors le i-8me groupe de cohomologie H' (X, F) est

RIT (X, F).

On utilisera aussi fréquemment les foncteurs dérivés a droite d’un autre foncteur.

Définition 2.3.4. Soit X et Y des variétés, f : X — Y un morphisme et fx(-) le foncteur

d’image directe par /. Le i-eéme foncteur d’image directe supérieure R’ fi(-) est le i-me

foncteur dérivé a droite du foncteur fi(-).
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Les propriétés générales des foncteurs dérivés a droite donnent déja des propriétés
importantes de la cohomologie des faisceaux, comme 1’existence des suites exactes
longues. Pour le reste de cette section, on discute de quelques autres résultats utiles

concernant les images directes et la cohomologie des faisceaux.
2.3.1. Formule de projection

Théoreme 2.3.5. Soit X et Y des variétés, f : X — Y un morphisme, F un Oy -module

et £ un Oy -module localement libre de rang fini. Il existe un isomorphisme naturel

R fi(FQ f*E) ~ R fu(F)QE.

DEMONSTRATION. Proposition 0.12.2.3 de [EGA3J]. O
2.3.2. Suite spectrale de Leray

Théoreme 2.3.6. Soit X et Y des variétés, /' : X — Y un morphisme et F un faisceau

de groupes abéliens sur X . Il existe une suite spectrale Eq°° telle que
EY? = HP(Y, RY f4+F)

qui converge vers

HPYI(X, F).

DEMONSTRATION. Section 5.8.6 de [W]]. O

2.3.3. Théoréme de Grauert—Riemenschneider

Soit X une variété non singuliere. On a déja discuté du faisceau des différentielles

Qy ala section Maintenant, on définit le faisceau canonique comme
n
wyxy = /\ Q X

ou n est la dimension de X .

On donne un cas particulier de la formulation de Kempf du théoreme de Grauert—
Riemenschneider.
Théoreme 2.3.7. Soit X une variété non singuliere et Y une variété. Si f : X — Y est
un morphisme propre, surjectif et dont les fibres sont génériquement finies, alors pour tout
i>0,

R frwy = 0.

DEMONSTRATION. Théoréme 4 de [Ke]. O
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2.3.4. Cohomologie de Cech

Il est souvent plus commode pour les calculs de travailler avec la cohomologie de
Cech plutdt qu’avec la cohomologie des faisceaux. Sous certaines hypothéses, ces deux
constructions sont les mémes.

Soit X une variété et Ll = {U;};<s un recouvrement ouvert de X, ot / est un ensemble
d’indices bien ordonné. Si F est un faisceau, alors on définit pour chaque p > 0 le groupe
abélien

cPwr = [] FW,n---nU,.
i <-<ip

On peut voir un élément w de C? (4, F) comme une fonction qui assigne a chaque

de F(U;, N-- -ﬂU,'p).

intersection U;, N---NUj, de p ouverts une section, disons wj ...,

On construit pour p > 0 un morphisme
dP . CP (U, F) — CPTI(L F)

en définissant la section de d”w dans F(U;; N--- N U;,, ) comme

p+1

R § _1)k R
Aiy,...ipy1 = =D wil,-..,ik,---,ip—i-l|Uiln"'mUip+1’
k=0

Ces morphismes font de C*(4l, F) un complexe qu’on appelle le complexe de Cech.
La cohomologie de Cech H? (4L, F) est la cohomologie de ce complexe

kerd? : CP(8l, F) — CP+I (8L, F)
md?P=1: CP-1(8, F) > CP (L, F)’

HP (U, F) = -
1

En général, la cohomologie de Cech differe de la cohomologie des faisceaux. Par
contre, on a le théoréme suivant.
Théoreme 2.3.8. Soit X une variété, { un recouvrement par des ouverts affines et F un

faisceau quasi-cohérent. On a des isomorphismes naturels pour p > 0

HP? U, F) ~ HP (X, F).
DEMONSTRATION. Théoréme I11.4.5 de [Hal. [l

2.4. SYSTEME DE RACINES ET POIDS

Un espace euclidien E est un espace vectoriel réel de dimension finie muni d’une

forme (-,-) bilinéaire, symétrique et définie positive. Il sera commode pour la suite de
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définir une autre forme (-, -) donnée pour « et 8 dans E par

(8.a) = 2%

S (@)

Cette forme n’est pas symétrique et n’est linéaire que dans la premiere variable.

Etant donné un vecteur « € E, la réflexion T4 est 1'unique transformation linéaire qui
applique « sur —« et fixe I’hyperplan {8 € E : (8,«®) = 0} des vecteurs orthogonaux a
a.

Définition 2.4.1. Un systéme de racines dans un espace euclidien E est un sous-ensemble

@ de E vérifiant les propriétés suivantes :
(i) P est fini, génere £ comme espace vectoriel et ne contient pas 0 ;
(i) Sia € ®, alors £« sont les seuls multiples entiers de o dans P ;
(iii) Si o € @, la réflexion 1, laisse P stable ;
(iv) Si« et B sont dans D, alors (o, B) est un entier.

Les éléments o € @ d’un systeme de racines sont appelés racines.
Définition 2.4.2. Une base d’un systeme de racines ® est un sous-ensemble A C ®
vérifiant

(i) A estune base de £ comme espace vectoriel ;

(i) Chaque racine o € ® se décompose comme une somme finie

o= E Cal

ou les ¢, sont des entiers qui sont soit tous positifs ou nuls, soit tous négatifs ou

nuls.

Les racines o € A qui font partie d’une base sont appelées racines simples.

On peut donner une description de toutes les bases d’un systeme de racine ®. Si
« est une racine, on considere I’hyperplan P, orthogonal a o. Lespace E — | Jycq Pa
est partitionné en un nombre fini de composantes connexes qu’on appelle chambres de
Weyl. Pour chaque chambre de Weyl C, nous allons construire une base A(C) de . On
commence par choisir un vecteur v € C, alors I’hyperplan P, sépare les racines en deux
sous-ensembles @ = {o € @ : (v,a) > 0} et —®T. La base A(C) est donnée par les

racines « telles que
() € dT;

(ii) Il n’existe pas de racines B, B> € ®T telles que @ = B + Bs.
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La base A(C) ne dépend pas du choix du vecteur v € C, seulement de la chambre de
Weyl. Toutes les bases de ® sont de la forme A(C) pour une chambre de Weyl C.

Dans le paragraphe précédent, les racines de @ sont appelées les racines positives
par rapport 2 la base A(C). Si ®T sont les racines positives, alors —®™ sont appelées les
racines négatives. On peut donner une autre caractérisation des racines positives.
Définition 2.4.3. Les racines positives de ® par rapport a une base A sont les racines
o = ) ,ecA Cal Ol les entiers ¢, sont tous positifs ou nuls.

On peut se servir d’une base pour donner un ordre partiel au systeme de racines P : si

o, B € ©,on définit @ < B si B — « est une racine positive ou si ¢ = f.

2.4.1. Poids

Pour le reste de cette section, on fixe un systeme de racines ® dans un espace euclidien
E muni d’une base A.

Définition 2.4.4. Un poids est un vecteur A € E tel que (A, o) est un entier pour toutes
les racines o € .

L’ensemble des poids A est un réseau dans E, c’est-a-dire qu’il s’agit d’un Z-module
généré par une base de E. Il contient comme sous-réseau le réseau généré par les racines.
Définition 2.4.5. Un poids A est dominant par rapport a A si (A, «) est un entier positif ou
nul pour tout @ € A. On note A™ I’ensemble des poids dominants. Si C est une chambre
de Weyl et A = A(C), on peut caractériser les poids dominants comme ceux qui sont
dans I’adhérence de C.

On peut se servir d’une base pour donner un ordre partiel aux poids A :si A, u € A,
on définit A < p si  — A est dominant.

Définition 2.4.6. Un poids A € A est régulier s’il est dans un chambre de Weyl, ¢’est-
a-dire si (A, o) # 0 pour toutes les racines & € ®. Si A n’est pas régulier, alors il est dit

singulier.

2.4.2. Groupe de Weyl

Définition 2.4.7. Le groupe de Weyl W de @ est le sous-groupe de GL(E) qui est

engendré par les réflexions 7, poura € @ :
W = (14 :a € D).

Comme W C GL(E), le groupe de Weyl agit sur ’espace euclidien E. Le systeme

de racines ® est stable sous cette action, le groupe de Weyl agit donc aussi sur les racines.
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Similairement, le groupe de Weyl agit sur les poids A. L’action de W sur A est telle que
pour chaque poids A, il existe un w € W telle que w - A est dominant [H1, 13.2.A]. La
forme (-, -) est invariante sous I’action du groupe de Weyl, ¢’est-a-dire que pour tout poids
ApeANetwe W,ona{w-A,w-u) = (A, u.

Les réflexions 7, pour les racines simples « € A forment un autre ensemble générateur
pour le groupe de Weyl. On peut donc donner la définition suivante.

Définition 2.4.8. La longueur de w € W par rapport a A, notée /(w), est ’entier n
minimal tel que w s’écrit comme un produit w = Ty, - - Ty, OU chaque o; € A est une
racine simple.

La longueur de w € W est aussi le nombre de racines positives « telles que w - o
est une racine négative, c’est-a-dire la cardinalité de {w - ®+ N —®*} [H1, 10.3.A]. En
particulier, si & est une racine simple, alors la réflexion 7, applique o sur —¢ et permute
les autres racines positives. Il existe de plus un unique élément wq qui applique toutes les
racines positives dans les racines négatives, et donc qui est de longueur maximale.

On utilisera fréquemment un poids particulier : la demi-somme des racines positives

1
p=3 Y w
aedt
Pour n’importe quelle racine simple @ € A,ona 1ty - p = p — « étant donné que 7,

permute ®* \ {a}. Par I'invariance de (-,-), on a
(p.a) = (ta - p. 7 - @) = (p—.—a) = —(p, &) + 2.
et il suit que (p, ) = 1 pour toutes les racines simples. En particulier, p est un poids
dominant. Il est aussi régulier.
2.5. GROUPES ALGEBRIQUES

Un groupe algébrique est une variété algébrique G munie d’une structure de groupe

telle que les deux applications
GxG—~G G—>G
(g.h) — gh grg !

sont des morphismes de variétés.
Un groupe algébrique est linéaire si sa variété sous-jacente est affine. Un exemple
important est GL(%, k), le groupe multiplicatif des matrices # x n inversibles a coefficients

dans le corps k. Il s’agit d’un exemple important notamment parce qu’un groupe algébrique
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est linéaire si et seulement si il est isomorphe a un sous-groupe fermé de GL(n, k) [B2,
1.10].
A Pavenir, il sera sous-entendu que tous les groupes algébriques considérés sont

linéaires.
2.5.1. Algebre de Lie

Soit un groupe algébrique G et k[G] les fonctions régulieres sur G. La translation
a gauche par g est 1'endomorphisme de k[G] donné par Ag f(h) = f(g~'h), pour
f €k[G]etg,h € G.Lalgebre de Lie de G, notée g, est 1’algebre de Lie des dérivations
de k[G] (cf. définition invariantes par translation a gauche

g =1{d e Dérk[G]: d\g = Lgd pour tout g € G}.

En composant les dérivations avec I’évaluation a I’identité, on obtient un isomor-
phisme d’espace vectoriel de g vers 1’espace tangent a 1’identité 77 G. Cet isomorphisme
permet de transporter la structure d’algebre de Lie de g vers 717G [H2, 9.1]. On obtient
ainsi une description souvent plus commode de g.

Un morphisme de variété ¢ : G — G’ détermine, pour chaque g € G, une application
linéaire des espaces tangents dgg : TgG — T,)G’. En particulier, si on considere
les espaces tangents 771G et TG’ identifiés avec les algebres de Lie g et g, on a une

application linéaire
dpi:g—¢.

Cette application est appelée la différentielle de ¢, qu’on notera simplement d¢. Si ¢ est

un morphisme de groupes algébriques, alors dg est un morphisme d’algebres de Lie.

2.5.2. Groupes réductifs et semi-simples

Une application x dans GL(n, k) est semi-simple si elle est diagonalisable, c’est-a-dire
si k" admet une base de vecteurs propres de x. Une application linéaire x dans GL(n, k)
est unipotente s’il existe un entier positif p tel que a? = 1.

On aimerait étendre les définitions des éléments semi-simples et unipotents a un
groupe algébrique arbitraire . On peut pour cela simplement fixer un isomorphisme
¢ vers un sous-groupe fermé de GL(n, k) et définir que g € G est semi-simple (resp.
unipotent) si ¢(g) est semi-simple (resp. unipotent). Cette définition ne dépend pas de

I’isomorphisme ¢ choisi [Spl 2.4.9].
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Dans un groupe algébrique G, il existe un unique sous-groupe fermé, connexe, normal,
résoluble et maximal pour I’inclusion ; on appelle ce sous-groupe le radical de G, noté
R(G) [H2, 19.5]. Le radical unipotent, noté R, (G) est le sous-groupe de G des éléments
unipotents de R(G).

Définition 2.5.1. Un groupe algébrique connexe G est réductif si R,(G) = {1}. Le
groupe G est de plus semi-simple si R(G) = {1}.

Les groupes que nous considérerons au chapitre suivant seront tous semi-simples. On

peut cependant se passer de cette hypothese pour la plupart des résultats qui suivent et on

ne supposera pas inutilement que les groupes sont semi-simples.

2.6. REPRESENTATIONS DES GROUPES ALGEBRIQUES REDUCTIFS

Soit G un groupe algébrique connexe.
Définition 2.6.1. Soit V' un espace vectoriel. Une représentation de G est un morphisme

de groupes algébriques
p: G — GL(V).

Dans ce cas, on dira aussi que V' est un G-module étant donné que G agit sur V par

g-v=p(g),ouveV.

2.6.1. Poids d’une représentation

Définition 2.6.2. Un rore est un groupe algébrique isomorphe a la somme directe d’un
nombre fini de groupes multiplicatifs k.

Pour un groupe algébrique G, un fore maximal est un sous-groupe fermé de G qui est
isomorphe a un tore et qui est de dimension maximale. Les tores maximaux de G sont
tous conjugués [H2, 21.3.A].

Soit 7" un tore maximal de G. Un caractere de T est un morphisme de groupe
algébrique x : T — k™. Si x et ¢ sont deux caracteres de 7', on peut les multiplier pour
obtenir un autre caractere ¢ +— x(¢)¥(t), out € T. Avec cette opération, I’ensemble
des caractere devient un groupe abélien, noté X (7). Il est plus conventionnel de noter

I’opération dans X (7") comme une addition, on aura donc pour ¢ € T,

(X +v)(O) = xOy ).

Soit V un G-module de dimension finie. On obtient une action de 7" sur V en

restreignant celle de G. Cette action de T est diagonalisable. On peut donc séparer V' en
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se servant des caractéres de T : si A € X(T'), on définit le sous-espace de V'
Viy={veV:A(t)v=t-vpourtouts € T}

et alors

V= P W.

AeX(T)
Les A € X(T) non nuls tels que V) # 0 sont appelés les poids de V.

2.6.2. Systeme de racines

On suppose pour le reste de cette section que le groupe G est réductif. Le systeme
de racines de G sera construit a I’aide des poids d’une représentation particuliere, la
représentation adjointe.

Le groupe G agit sur lui-méme par conjugaison, c’est-a-dire que pour un g € G

donné, on a un morphisme de groupe algébrique

G—-G

hv> ghg™!.
La différentielle de ce morphisme est une application de GL(g) que I’on note Adg. On
obtient ainsi la représentation adjointe :

G — GL(g)

g — Adg.

Les poids de la représentation adjointe sont appelés les racines de G par rapport a 7'.

On note ®(G, T'), ou simplement ®, ’ensemble des racines de G par rapport a 7. On

obtient une décomposition de 1’algebre de Lie de G

g=1te (EDga)

axcd

ou t est ’algebre de Lie de T et chaque g, est de dimension 1.
Théoreme 2.6.3. Soit G un groupe algébrique réductif, 77 C G un tore maximal et

®(G, T') les racines de G par rapport a 7.

(i) L’ensemble des racines ®(G, T') est un systeme de racines dans 1’espace euclidien

E =R ®z X(T) au sens de la définition [2.4.1};

(i1) Le groupe de Weyl W de la définition |[2.4.7|est isomorphe au quotient du normali-

sateur de 7" par T', c’est-a-dire W >~ N(T)/ T ;
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(iii) L’ensemble des caracteres X (7") est un réseau de E tel que A, C X(T) C A, ol

A, estle réseau généré par les racines et A le réseau des poids de ®.

DEMONSTRATION. Théoréme 27.1 de [H2]. O

On peut aussi utiliser les racines pour construire des sous-groupes de G. Plus préci-
sément, il correspond a chaque racine @ € ® un unique sous-groupe Uy de G' connexe,
T -stable et dont I’algebre de Lie est gq. [B2, 13.18]. Le groupe U, est isomorphe au
groupe additif & et en particulier il est de dimension 1. De plus, si n € N(T) représente

un élément w du groupe de Weyl, alors on a wUpw ™! = Uy.q.

2.6.3. Représentations irréductibles des groupes réductifs

On suppose encore dans cette section que le groupe G est réductif.

Si V est un G-module, un sous-espace W C V est dit G-stable si G- W C W. Un
G-module V' de dimension finie est irréductible si ses seuls sous-espaces G-stables sont 0
et V.

Ces G-modules sont importants puisque tout G-module de dimension finie peut
s’écrire comme une somme directe de G-modules irréductibles [H2, 14.3].

Soit 7" un tore maximal, ® le systéme de racines de G par rapport a 7" et A une
base de ®. On obtient en particulier un ordre partiel sur les caractéres X (7). Si V est
un G-module irréductible, alors il existe un poids A € X(7") de V qui est maximal pour
I’ordre partiel, on 1’appelle le plus haut poids de V. Un G-module irréductible V est
A est le plus haut poids d’un G-module irréductible V', alors A est un poids dominant.
Réciproquement, pour chaque caractére dominant A € X (7)™, il existe un G-module
irréductible de plus haut poids A. On pourra construire explicitement ces G-modules a
I’aide du théoreme de Borel-Weil-Bott a la section 2.8.3

L’action de W permute les poids d’un G-module irréductible. [H2, 31.3]

Définition 2.6.4. Soit V un G-module irréductible et IT I’ensemble des poids de V. Le
caractére de V est
x(V) =Y dimV,e*
nell
ou I’exponentielle n’est qu’une expression formelle.
On se servira de la formule de caractere de Weyl pour décrire les poids d’un G-module

irréductible.
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Théoréme 2.6.5. Soit V le G-module irréductible de plus haut poids A € X (7). Alors

ZweW(_l)l(w)ew()»er)
Zwew(_nl(w)ewﬁ

x(V) =

Le dénominateur de cette expression est le dénominateur de Weyl, on a I’égalité

D (D)Wt = TT (1—e™).

wew aedt

DEMONSTRATION. Section 24.3 de [H1] et section 13.4 de [Kal]. O

2.7. SOUS-GROUPES DE BOREL ET SOUS-GROUPES PARABOLIQUES

Soit G un groupe algébrique connexe.

Définition 2.7.1. Un sous-groupe de Borel est un sous-groupe B C G fermé, connexe,
résoluble et maximal pour I’inclusion.

Définition 2.7.2. Un sous-groupe parabolique est un sous-groupe fermé P C G tel que
G/ P est une variété complete. La variété G/ P est appelée variété de drapeaux.

La principale particularité des sous-groupes de Borel est qu’il s’agit des plus petits
sous-groupes paraboliques. Plus précisément, un sous-groupe est parabolique si et seule-
ment si il contient un sous-groupe de Borel [B2, 11.2]. Les variétés de drapeaux G/ P
seront notre principal objet d’étude au chapitre suivant.

Théoreme 2.7.3. Soit G un groupe algébrique connexe et B un sous-groupe de Borel.
(i) Tous les sous-groupes de Borel sont conjugués a B ;

(ii) Le sous-groupe B est son propre normalisateur, Ng(B) = B.

DEMONSTRATION. Théorémes 11.1 et 11.16 de [B2]. O

Le théoréme permet de donner une autre description de la variété de drapeaux G/ B.
Comme les sous-groupes de Borel sont tous conjugués, G agit transitivement par conjugai-
son sur I’ensemble B de tous les sous-groupes de Borel. Le stabilisateur d’un sous-groupe
B € B est son normalisateur, et donc seulement B. Il suit que si on choisit un sous-
groupe de Borel B € B, on peut identifier B avec la variété G/B par I’application
gBg™! € B+ gB. On donne ainsi 4 BB une structure de variété qui ne dépend pas du

sous-groupe de Borel B choisi [B2} 11.18].
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2.7.1. Racines positives

Nous supposons pour le reste de cette section que G est un groupe réductif. On peut
décomposer un sous-groupe de Borel B C G comme un produit semi-direct B = 7 x U,
ou 7 est un tore maximal de G et U est le radical unipotent de B [H2, 19.3]. On a une
décomposition analogue des algebres de Lie : b = t @ u, ou b, t et u sont respectivement
les algebres de Lie de B, T et U. Dans ce cas, il existe une base A du systéme de racines

® de G telle que u se décompose en la sommes des go pour les racines « positives :

u= @ fs PR

acdt

Conséquemment, le choix d’un sous-groupe de Borel B € B revient a choisir une base A
de © [H2, 27.4].

On discute d’abord d’une application de cette base aux représentations irréductibles
d’un groupe réductif G (cf. [2.6.3). Soit B un sous-groupe de Borel. N’importe quel
G-module de dimension finie V' contient un sous-espace de dimension 1 qui est stable
sous I’action de B [H2| 31.3]. Un élément non nul v de cette droite est appelé un vecteur
maximal. 11 s’agit d’un vecteur non nul de V' qui est dans un sous-espace V) pour un
certain poids A de V. Dans ce cas, le poids A est un poids dominant par rapport a la base
de ® déterminée par B. De plus, le G-module V' généré par le vecteur maximal v est en
fait le G-module irréductible de plus haut poids A.

Le choix d’un sous-groupe B, et donc d’une base de ®, détermine un unique élément
wy de longueur maximale dans le groupe de Weyl W = N (T')/ T . Soit W un représentant
de wgo dans N(T). Le sous-groupe B~ = u')oBu')(;1 est appelé le sous-groupe de Borel
opposé a B. 1l s’agit de ’'unique sous-groupe de Borel tel que B N B~ = T'. Si on écrit
B~ = T U™, alors I’algebre de Lie de U™, disons u™, se décompose comme la somme

de go pour les racines « négatives :
= D
ae—dt

2.7.2. Décomposition de Bruhat

Soit B = T U un sous-groupe de Borel, w un élément du groupe de Weyl W =
N(T)/T etw € N(T) un représentant de w. Les translatés w B et les translatés doubles
Bw B ne dépendent que de w et pas du choix du représentant w. On pourra donc noter

ces translatés comme wB et BwB.
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Théoreme 2.7.4. Soit G un groupe réductif, B C G un sous-groupe de Borel et W le

groupe de Weyl. Alors G se décompose comme une union disjointe

G = | BwB.
wew
DEMONSTRATION. Théoréme 28.3 de [H2] [l

La décomposition d’un élément g € G comme g = bwb’ avec b,b’ € Betw € W
n’est pas unique. On décrira cependant a la section un raffinement de la décomposi-

tion de Bruhat qui permet d’obtenir une décomposition unique.

2.7.3. Sous-groupes paraboliques

Soit B un sous-groupe de Borel et A la base des racines qu’il détermine. Un sous-
groupe parabolique qui contient B est dit standard par rapport a B. On peut décrire
tous les sous-groupes paraboliques standards a 1’aide du systeme de racines. Soit 6 C A
un sous-ensemble de racines simples et Wy le sous-groupe de GL(E) engendré par les
réflexions 74, ol @ € 6. On obtient alors un sous-groupe parabolique standard Py en
posant Py = J,, ew, BwB [H2, 30.1]. On a en fait une bijection entre les sous-groupes
paraboliques standards et les sous-ensembles 6 C A.

Chaque translaté wWy € W/ Wj contient un unique représentant de longueur mi-
nimale, on I’appelle un représentant distingué. Un élément w € W est un représentant
distingué pour le translaté wWj si et seulement si il satisfait w - § C ®* [C1, 2.3.3].

Ces constructions permettent une donner une variation de la décomposition de Bruhat.
Théoreme 2.7.5. Soit G un groupe réductif, B C G un sous-groupe de Borel, P = Py
un sous-groupe parabolique standard et D un systeme de représentants distingués pour
W/ Wy.On pose aussi Uy = U NdU~d~!. Alorson a

G = | Uqap.
deD

et chaque g € G s’écrit uniquement comme g = udp avecu € Uy, d € Det p € P.
DEMONSTRATION. Théoréeme 5.2.1 de [[C1]. O

2.7.4. Décomposition de Levi

Chaque sous-groupe parabolique P admet une décomposition de Levi, c’est-a-dire
qu’il s’écrit comme un produit semi-direct P = L x V, ol V est le radical unipotent de

P et L est un sous-groupe réductif qui contient 7" [H2| 30.2].
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On a une décomposition analogue des algebres de Lie : p = [ @ v ou p, [ et v sont
respectivement les algebres de Lie de P, L et V. Si P est un sous-groupe parabolique
standard P = Py, on note W les racines de ® qui sont une combinaison Z-linéaire des

racines de 6. On peut alors décomposer [et v :

[=t®<@ga)

acvy

b= @ o

acdt\¥

Similairement, on peut se servir des groupes définis a la section [2.6.2] pour écrire L et

V' comme des produits semi-directs [B2} 14.5] :

T-l_[Ua:L

oy

2.7.5. Exemple

On considere le groupe algébrique GL(n, k). 11 s’agit d’un groupe réductif, ce qu’on
peut démontrer en notant que son action sur k" est irréductible [Sp), 2.4.15].

Par le théoréeme de Lie—Kolchin [B2, 10.5] tout sous-groupe connexe et résoluble
est formé apres un changement de base approprié de matrices triangulaires supérieures.
Il suit qu’on peut prendre comme sous-groupe de Borel, disons B, toutes les matrices
triangulaires supérieures inversibles. On note que B contient le tore maximal, disons 7,
formé de toutes les matrices diagonales dans GL(n, k).

Ce tore maximal nous permettra de décrire les racines de GL(n, k). Soit ¢t € T la

h
et x; le caractere de 7' donné par

51
Xi: . = .
Iy

Soit aussi £;; la matrice dont toutes les entrées sont nulles a I’exception de I’entrée de la

matrice diagonale

ligne i et de la colonne j qui est 1.
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Sii # j,D’action adjointe de ¢ sur E;; est simplement
i
Ade Eij =+ Eij = (xj = xi) Eij.
l

On peut donc conclure que les racines de GL(n, k) sont données par y; — x;, ou j # i,
et que I’espace gy; —y, est engendré par la matrice Ejj. On voit de plus que le groupe
Uy, —x; discuté a la section est donné par I 4 kE;j, ou I est la matrice identité.
Une racine y;j — x; est positive par rapport a la base déterminée par B si Uy, —y, C B,
ce qui se produit si et seulement si E;; est triangulaire supérieure. On conclut que les
racines positives sont les x; — x; avec i < j. On peut écrire n’importe quelle telle racine

comme

Xi—Xi =G —xj—1)+ =1 — xj—2) + -+ Xit1 — Xi)-

et donc les racines x;4+1 — xj,oui = 1,...,n — 1, sont les racines simples.

Etant donné un sous-ensemble de racines simples, on peut désormais aisément
construire le sous-groupe parabolique standard associé ainsi que sa décomposition de Levi.
Par exemple, on considere le groupe GL(7, C) et le sous-groupe parabolique standard
déterminé par le sous-ensemble de racines simples {x3 — X2, X4 — X3, X5 — X4}- On a

alors

Xa—x2=(xa—x3) +(x3—x2)
X5 — X3 = (x5 — x4) + (x4 — x3)

xs—x2= (x5 = xa) + (xa = x3) + (X3 — x2)-
11 suit que les racines qui sont une combinaison Z-linéaires de ces racines simples sont

{0 — x2), (x4 — x3)» (x5 — x4), £(xa — x2), £(x5 — x3), £(x5 — x2)}-

En utilisant les décompositions en produit semi-direct de la section[2.7.4] on conclut

que le sous-groupe parabolique standard associé a cet ensemble de racines simples est
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donné par les matrices inversibles de la forme

S O O o o o

le facteur de Levi est donné par les matrices inversibles de la forme

0)

(« 00 0 0

0

0  » » » 0 0

0  » » » 0 0
L=10 » » » » 0 0
0  » » » 0 0
00 00 0 % 0

\000000*)

et le radical unipotent est donné par les matrices inversibles de la forme

/1******

01 00 0 * =
001 0 0 » =
V=10 0 0 1 0 *x =
00 0 0 1 » =
0000 0 I =

0 000 01

\O
2.8. FIBRES VECTORIELS G-EQUIVARIANTS

Pour toute cette section, on suppose que G est un groupe algébrique réductif. Soit
P C G un sous-groupe parabolique. Nous utiliserons un P-module V' de dimension finie
pour construire un fibré vectoriel sur G/ P (cf. définition[1.6.4) et son faisceau de sections.
On commence par considérer ’espace G x V sur lequel on définit la relation d’équi-

valence

(gp,v) ~(g,p-v)pourtoutg e G,pe€ Petv eV,
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On note G x¥ V I’espace des classes d’équivalence muni de la topologie quotient. La

projection
p:G xPyv - G/P
(g.v) > gP

fait de G x* V un fibré vectoriel sur G/ P [J, 1.5.16].

Les ouverts de la décomposition de Bruhat (cf. théoréme forment un re-
couvrement trivialisant pour G x¥ V, ¢’est-a-dire que pour chaque d € D, on a
p~ YW UzdP) ~ UgzdP x V.

De plus, G agit sur le fibré G xP V par g(h,v) = (gh, v) (|AC, Chapitre 3], [J, 1.5]).
Définition 2.8.1. Un fibré vectoriel p : X — G/ P est G-équivariant s’il est muni d’une

action de G vérifiant
(i) g-Xpp = Xgpp,pourtout g,h € G;
(i) 'application X3 p — Xgj p donnée par I’action de g est un isomorphisme linéaire.

Les fibrés vectoriels G x V construits a partir de P-modules sont G-équivariants.
Réciproquement, si p : X — G/ P est un fibré vectoriel G-équivariant, on obtient un

P-module en considérant 1’action de P sur la fibre de I’identité X p.

2.8.1. Faisceau des sections

Etant donné un fibré vectoriel p : G x¥ V — G/P, on peut construire un Og/ p-
module localement libre de rang fini, noté £(V), en considérant les sections de G xPv.

Plus précisément, si U C G/ P est un ouvert, alors on pose
LV)U) = {s € Hom(U,G xF V) : pos =idy}.

On obtient ainsi un foncteur £ des P-modules de dimension finie vers les O, p-modules
localement libres de rang fini. On écrira aussi £ p plutdt que £ s’il y a risque de confusion
sur le sous-groupe parabolique considéré.

Le foncteur £ est exact et commute avec le dual, le produit tensoriel, la somme directe
et les algebres symétriques et extérieures [J, [.5]. On a de plus une action de G sur les
sections globales de £(V') donnée par g-s(hB) = s(g~'hB), pours € H*(G/ P, L(V))
etg,hed.

Enfin, il suit de [EGA2, 2.1.7.9] que pour un fibré vectoriel p : G xf V — G/B, on
a pxOgypry = L(SVF).



57

2.8.2. Formule de projection

Supposons que V' est un G-module, alors V' est aussi un P-module par restriction et
on peut construire le fibré G x® V. On a alors un diagramme commutatif :

GxPVv ——~Gx%v=v

G/P —f> G/G = Speck

Supposons que F est un Og, p-module quasi-cohérent, alors on peut se servir du mor-

phisme f et de la formule de projection (théoreme |2.3.5) pour conclure que
HY(G/P,F® Lp(V)) = HI(G/P,F)® V.

2.8.3. Théoréme de Borel-Weil-Bott

Soit P = LV un sous-groupe parabolique de G et sa décomposition de Levi. Soit
aussi A € X(7T') un poids dominant par rapport au systeme de racines de L. On peut
considérer comme 2 la section [2.6]le L-module irréductible de plus haut poids A qu’on
note Vg ;. On peut faire de V7, 3 un P-module ou I’action de V' est triviale. On notera
Vp, ce P-module et Lp; son faisceau de sections. On écrira aussi simplement £
lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion a propos du sous-groupe parabolique considéré.

Dans le cas ou P est un sous-groupe de Borel, les modules irréductibles de L = T
sont simplement les caracteres de 7'. En particulier, ils sont sont tous de dimension 1.

Le théoréme de Borel-Weil-Bott décrit complétement les groupes de cohomologie
H'(G/P, L3 ,)-

Théoréme 2.8.2. Soit G un groupe algébrique réductif, P un sous-groupe parabolique,

T un tore maximal de P, A un poids de X (T') et p la demi-somme des racines positives.

(1) Si A + p est singulier, alors pour tout i > 0,
H'(G/P.L} ;) =0.

(i) Si A + p est régulier, alors il existe un unique w dans le groupe de Weyl tel que
iw = w- (A + p) — p est dominant par rapport aux racines de G. Soit Vf le
G-module irréductible de plus haut poids u, alors

VG*,[L sii = Il(w)

H'(G/P.L};) =
0 sii # [(w).
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DEMONSTRATION. Théoréme 2 de [D] ou [AC]. [l

2.8.4. Fibré cotangent d’une variété de drapeaux

On a déja discuté du fibré cotangent des variétés non singulieres a la section[I.6] On
s’intéresse maintenant spécifiquement au fibré cotangent d’une variété de drapeaux.
D’abord, G agit sur G/ P par multiplication a gauche. On a donc pour chaque g € G

un morphisme

g:G/P—>G/P

hP +— ghP
En considérant la différentielle, on obtient une action de G sur le fibré tangent
G x Typ(G/P) = Tgnp(G/P)
g (hP.x) > dgpp(x).
Cette action fait de 7 (G/ P) un fibré G-équivariant. La fibre a ’identité est T,(G/P) =
g/p, il s’agit d’un P-module tel que T7(G/P) = G xF (g/p). L’action de P sur g/p est
I'adjointe : p - (x 4+ p) = Adp(x) + p.
En considérant les applications duales, on obtient une action de G sur 7*(G/P) :

G x Typ(G/P) > T}y, p(G/ P)

g+ (hP,x) > dgy 1) p(x).

Le fibré cotangent est aussi G-équivariant avec cette action et on a T(G/P) = G xF
(8/p)* [CG, 1.4.3]. L'action de P sur (g/p)* est la coadjointe : p-(x +p) = Ady(x) +p.
Définition 2.8.3. Soit X une variété non singuliere. Une forme symplectique est une

2-forme w € /\2 Qx non-dégénérée et fermée c’est-a-dire une forme vérifiant
(1) sixe X,veTxyXetw(v,w) =0pourtoutw € Ty X, alorsv = 0;
(ii) dw = 0, ou d est la dérivée extérieure.
Le fibré cotangent 7*(G/ P) d’une variété non singuliere est naturellement muni

d’une forme symplectique w [CG, 1.1.3]. Conséquemment, la forme

2dimG/P o
WA Aw E T*(G/P) = WT*(G/P)

dim G/ P termes

est une section jamais nulle du fibré canonique. L’existence d’une telle section sur un

fibré vectoriel de rang 1 implique que le fibré est trivial. On conclut en particulier que

ot+G/P) = Or*(G/P)-



Chapitre 3

FAISCEAU DES OPERATEURS DIFFERENTIELS SUR
UNE VARIETE DE DRAPEAUX

Dans ce chapitre, on démontre le principal théoréme de ce mémoire, a savoir un théo-
reme d’annulation de la cohomologie supérieure du faisceau des opérateurs différentiels
sur une variété de drapeaux. Plus précisément, on démontre que si G est un groupe algé-
brique semi-simple, P un sous-groupe parabolique de G et D le faisceau des opérateurs
différentiels de G/ P, alors on a H'(G/P, D) = 0 pouri > 0.

On montrera d’abord un théoréme analogue pour 1’associé gradué de D, a savoir que
H'(G/P,GrD) = 0 pouri > 0. En vertu de I’identification de Gr D avec 7w+ O1+(G/ P)
du théoréme on pourra travailler avec le fibré cotangent = : 7*(G/P) — G/ P et
montrer que H!(G/ P, 7+ Or+G/p)) = 0 pouri > 0.

On donne en fait trois preuves indépendantes de ce théoréeme. La preuve de la sec-
tion3.T]est de Hesselink [He] et ne fonctionne que dans le cas particulier ot le sous-groupe
parabolique P est un sous-groupe de Borel. La preuve de la section[3.2]est de Kempf [Ke]
et on doit supposer que le radical unipotent V' du sous-groupe parabolique P = LV agit
trivialement par I’adjointe sur son algebre de Lie v. On peut aisément vérifier que cette
hypothese est satisfaite lorsque G/ P est un espace projectif ou plus généralement une
grassmanienne. Enfin, la preuve de la section est attribuée a R. Elkik et est publiée
dans [KP]. Elle traite du cas général ou P est un sous-groupe parabolique arbitraire en
faisant appel au théoreme de Grauert—Riemenschneider.

Dans la derniére section, on conclut finalement que H*(G/P, D) = 0 pouri > 0.
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3.1. PREMIERE PREUVE

Soit G un groupe algébrique semi-simple, B = T U un sous-groupe de Borel et
g, b, t,u les algebres de Lie correspondant respectivement a G, B, T et U. Soit ® le
systeme de racines de G et A la base de ® telle que les racines positives soient celles de 1.
Le fibré cotangent 7*(G/ B) s’identifie avec G x B (g/b)* (cf. section . On peut

de plus identifier (g/b)* avec u, ot B agit sur u par I’action adjointe. On a alors
T*(G/B) ~ G xPu
7O+ By = L(Su™).
Nous montrerons au théoréme [3.1.8|que pour i > 0,
H'(G/B, L(Su*)) = H'(G/B, mxO1+G/B)) = 0.
Dans la preuve, on utilisera le complexe de Koszul (cf. associé a la suite exacte
0— (g/w*~b— g" —u*— 0.

On construira un double complexe en considérant un complexe de Cech pour chacun des
termes A? b ® S”g* du complexe de Koszul. Nous utiliserons ensuite un argument de
suites spectrales.

Nous aurons en particulier besoin de connaitre la cohomologie des termes du complexe
de Koszul c¢’est-a-dire de calculer H?(G/B, L(/\? b ® S”g*)). La principale difficulté
est en fait de calculer H?(G/B, L(/\! b)). Nous rassemblons ces calculs dans la sous-

section
3.1.1. Lemme sur la cohomologie de £ (/\? b)

Soit x4 € uun vecteur qui génere go. Comme u est la somme directe des g pour

o € ®T, I’ensemble {xy}ycqp+ €st une base de u. On peut construire une base de A u :

A:{/\xa:0C®+et|9|:s}

ael

ou | - | désigne la cardinalité. On peut faire de /\’ u un B-module avec 1’action donnée sur

la base A par

Bx/\su—>/\su

g.(xal/\.../\xa‘y);_)g.xal/\.../\g.xas
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Pour chacun des vecteurs /\, ¢y X € A, on obtient un poids de ' u :

t‘(xdl /\"'/\.xas) :t'x“l /\"'/\t'x“s
= a1 (H)Xq; A A as(t)Xa,

= (o + -+ F o) () gy Ao A Xap).

Comme A est une base de /\’ u, on obtient tous les poids de cette maniere. On conclut

que I’ensemble des poids de A\’ u est

{Za:@c®+et|9|=s}.
o€l

Similairement, on a b = t @ u et donc si on choisit une base T' = {#1,...,1,} de t,

on obtient une base de N\’ b :

{(/\xa)A(/\z):ecq>+,rcTet|9|+|r|:S},
ach tel

Les poids de t sont tous nuls et il suit que les poids de /\’ b sont

{Za:@cd>+,FCTet|0|+|1"|=s}.

ael

Avant de continuer, on fixe quelques notations. Si 8 C ®, on écrit (0) pour la somme
des racines de 0, c’est-a-dire (0) = Y, g @. Siw € W, on écrit (w) pour w-d+N—P+,
I’ensemble des racines positives qui sont appliquées par w dans les racines négatives. On
a en particulier |6(w)| = I(w) (cf. section[2.4.2).

Lemme 3.1.1. Le groupe de Weyl permute les poids de la forme p — (6), ou 6 C .

DEMONSTRATION. Etant donné que W permute les poids d’un G-module irréductible,
il suffira de montrer que les poids p — (6) pour # C ®T sont précisément les poids du
G-module irréductible V' de plus haut poids p. On utilise pour cela la formule de caractere
de Weyl (théoréme [2.6.5)). On aura aussi besoin d’une légere variante du dénominateur de

Weyl

Z (_l)l(w)erp — e2p 1_[ (1 _e—Za).

wew aedt
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On a alors
Zwew(_l)l(w)ew-(pﬂ)
Swew (1/@ew?
_ er [Tocop+(1— e %)
el [[yep+(l —e %)

=P 1_[ (1+e7).

acdt+

x(V) =

En développant le dernier produit comme une somme, on obtient comme désiré

xvy= 3 0.

fcd+
O

Lemme 3.1.2. Un poids p — (#), o1 § C &7, est régulier si et seulement si il est dans la

W -orbite de p.

DEMONSTRATION. D’un c6té, on sait que p et toute son orbite sont des poids réguliers.
Réciproquement, supposons que p—(6) est régulier. Alors il existe un w tel que w-(p—(6))
est régulier et dominant. Comme W permute les poids de la forme p — (6), on peut écrire
w - (p—(0)) = p— (6") pour un " C ®*. Nous allons montrer que (§') = 0, ce qui
établira le résultat.

Pour toute racine positive « € ®*, on a

Il suit que ((f’),) < 0. On peut écrire (0') = > ,cqp+ kot Ol kg est 0 ou 1 et en
particulier ko > 0. Maintenant on a

(8).(0) = > ka((6').) <0.

aedt

11 suit que ((0), (#’)) = 0 et donc que (') = 0. O

Lemme 3.1.3. Soit w € W. Si w # 1, alors on peut écrire w = w'tq avec o € A et

[(w") = l[(w) — 1. Dans ce cas, on a O(w) = 14 - O(w’) U {a}.

DEMONSTRATION. Pour I’inclusion 6(w) D 14 - 8(w’) U {a}, il suffit de montrer que si
B € 1o - 0(w') U{a}, alors B est une racine positive et w - § est une racine négative. Nous
considérerons séparément deux cas : soit B = « ou encore 8 € 74 - O(w').
Commencons par le cas § = «. On a déja que o € A, et en particulier que «
est positive. Maintenant, si w’ - o était une racine négative, on pourrait construire une

décomposition de w en réflexions simples de longueur /(w’) — 1 (cf. [H1, 10.2.C]). Il
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n’existe cependant pas de telle décomposition puisque /(w) = /(w’) + 1. Il suit que w’ -«
est positive et donc w - @ = w'ty - @ = —w’ - « est une racine négative.

Supposons maintenant que 8 € 14 - O(w’), ¢’est-a-dire qu’il existe un /' € 6(w’)
tel que B = 74 - B’. Comme B’ est une racine positive et que 7, permute les racines de
@1 \ {a}, on a que B est une racine positive. Il reste & montrer que w - B est négative. Par
hypothese, w’ - B est une racine négative et on a

w-B=wig-p =wrtgg-p=w-p.

On a démontré que 74 - 0(w’) U {a} C 6(w). Ce sont respectivement des ensembles
de cardinalité /(w’) + 1 et /(w). Comme /(w’) + 1 = I(w’), on conclut que ce sont des

ensembles de méme cardinalité et donc 0(w) = 14 - O(w') U {a}. O
Lemme 3.1.4. Si 6 C &% esttel que (8) = (6(w)), alors 6 = O(w).

DEMONSTRATION. On démontre le lemme par récurrence sur la longueur de w € W.
Si l(w) = 0, alors w = 1 et le résultat suit. Si /(w) > 0, on peut écrire w = w'z,
aveca € Aetl(w') = I(w) — 1. Soit § C ®* tel que (#) = (A(w)). 1l suit alors du
lemme que O(w) = 14 - 0(w’) U {a} et en particulier que

(0(w)) = - (W) + . ()

On montre que « est dans 6. Si ce n’est pas le cas, ' = {a} U 14 - 0 est un sous-

ensemble des racines positives. En utilisant (), on obtient
(0') =a+ - (0)
= o+ 7 (B(w))
=a+ 10 (g (0(W)) + @)
= (0(w")).

Par I’hypotheése de récurrence, on a f(w’) = 6’, ce qui est absurde puisque « est dans 6’
mais n’est pas dans 6(w’). On conclut que @ € 6.

Pour terminer la preuve, on pose 8" = 7, - (6 \ {«}). En utilisant (), on obtient
(0") = @ - ({0) — )
= 70 - ((8(w)) — )
= 1474 - (B (W)

= (B(w").
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Par I’hypothese de récurrence, on conclut que 6” = 6(w’). Finalement, on a comme
désiré
O(w) = 1 - O(w') Ut} = 1o - (ta - (0 \ {a})) U {ar} = 6.
O

Théoréme 3.1.5. Soit § C ®. Le poids p — (6) est régulier si et seulement si § = 6(w)

pour un w € W. Dans ce cas, p — (B(w)) = w - p.

DEMONSTRATION. Par le lemme [3.1.2] les poids réguliers sont w - p = p — (8(w)). Par
le lemme|3.1.4, ona p — (8) = p — (6(w)) pour & C &7 si et seulement si 6 = O(w).
L’argument qu’on vient de donner est essentiellement celui de [Mal], une autre preuve
est donnée dans [Ko] (et [C2]). [l
Lemme 3.1.6. Soit § C ®T. Alors
(1) S’il existe w € W tel que 8 = 6(w), alors
; k sii=1l(w)
H'(G/B, Lgy) =
0 sinon.

(i) S’il n’existe pas de w € W tel que 6 = 6(w), alors pour tout i > 0,

H'(G/B, L)) = 0.

DEMONSTRATION. Il suffit d’appliquer le théoréme de Borel-Weil-Bott (théoreme|2.8.2).

O
Lemme 3.1.7. Pour tout p > ¢,
H? (G/B,C (/\" b)) — 0.
DEMONSTRATION. Il existe donc une filtration de £ ( N b)
0=FoCFICFCCFu=L(N\b)
telle que pour touti = 1,...,m,ona F;/F;_y = Ly, ot {Ay,..., Am} sont les poids de

/\? b dans un certain ordre.
On démontre par récurrence sur i que H?(G/B,F;) = 0 pour p > ¢.Sii = 1, alors
F1 = Ly, etle résultat suit du lemme@

Sii > 1, on considere la suite exacte

0_)‘7:14_>‘7:l’+1_)£)\i_>0'
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On obtient une suite exacte longue en cohomologie
... —> HP(G/B, F;) — HP(G/B, Fiy1) — HP(G/B,Ly,) —> - .

Quel que soit A;, il suit du corollaire que H?(G/B, L;,) = 0 pour p > q. Par
I’hypothese de récurrence, on a de plus que H?(G/B,F;) = 0 pour p > ¢. La suite

exacte devient donc pour p > ¢
vvr—>0— H’(G/B, Fiy1) —> 0 —> -+ .
On conclut comme désiré que H?(G/B, Fi+1) ~ 0 pour p > q. 0

Remarque. L argument du lemme peut étre adapté pour montrer que la cohomologie
de £ (/! u) est diagonale c¢’est-a-dire H? (G/B, /\l u) = 0 pour p # q. En fait, une
induction un peu plus méticuleuse démontre que si on note #, le nombre d’éléments dans

le groupe de Weyl de longueur r, alors on a

e (6rmc(Nw) =1 P

0 sinon.

Si on travaille sur C, on peut se servir de ce résultat pour calculer la cohomologie
complexe de G/ B. Comme Q’é /B~ 911, il suit de la décomposition de Hodge [GH, 0.7]

que

H”(G/B.C)~ @D H” (G/B,E (/\q u)) —
p+q=2r
et que

H**1(G/B.C) = 0.

3.1.2. Démonstration du théoréme

Nous sommes maintenant préts a démontrer le principal théoréme de cette section.

Théoreme 3.1.8. Pour p > 0,

H”(G/B, L(Su*)) = 0.

DEMONSTRATION. On a la suite exacte
0—u—g—g/u~b*—0
et en dualisant la suite exacte

0—b—g" —u"—0.
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On considere le complexe de Koszul (cf. [2.1)) associé
p—r * p—r—l +1 _* roox
—>/\ b® SPg —>/\ b SPTlg* — ... — S"g* — 0.

Soit 4 un recouvrement de G/B par des ouverts affines. Pour chaque terme du

complexe de Koszul A’"" b ® SPg*, on considere le complexe de Cech

cre=c* (u, c (/\’H b® ng*)) .

Les différentielles du complexe de Koszul induisent des différentielles

dl e (u,z (/\”_’ b® SPg*)) NVl (u,z (/\”—’_1 b® Sp+lg*)) .

Les différentielles des complexes de Cech, disons d , commutent avec les d7 . 11 suit que

I’on obtient un double complexe en définissant ¢ comme —14 d.

.. CcPat2 _, cptlg+2 . L cordt2 Lo, ...

e v CPatl _, cptlg+l __ . [ cratl Lo, ...

dH

1
.. CPY ., Ccp+ia r

.M ...

On considere les suites spectrales du double complexe. Pour /E ;', on considere
d’abord la cohomologie par rapport a d . Comme chaque colonne est un complexe de

Cech (2 un signe pres), on a
HY(CP) = HY (u, c (/\”_' b® Sl’g*)) :

Comme 4 est un recouvrement par des ouverts affines et que les faisceaux sont tous
quasi-cohérents, la cohomologie de Cech est la méme que la cohomologie des faisceaux

(théoreme [2.3.8)) c’est-a-dire

HY(CP) = HY (u, c (/\’H b® S”g*)) .
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Enfin, comme S?g* est un G-module, la formule de projection (section 2.8.2) donne
p—r
HT(CP) = HY (u,c (/\ b)) ® SPg*.

En vertu du lemme , on a que HIqI (CP) =0sig > p—r.On en déduit que
TEP et donc EL;? sont nuls pour ¢ > p — r. On conclut que TES; est triangulaire,

c’est-a-dire de la forme suivante :

o — Tgr=33 0 0 0 0
.. IE(ZO—:’},Z . IESQ—Z,Z 0 0 0
.. IESO_S’I . IEgO—Z,l . IEgo—l,l O O

.. IEC’;O_3’0—’IE;O_Z’O—’IEC’;O_I’O—’IE&)O O ..

On considére maintenant ZE ; ** Etant donné que U € {l est un ouvert affine et que
les faisceaux sont quasi-cohérents, les foncteurs de sections I'(U, -) sont exacts. On peut
conséquemment se servir de la proposition [2.1.T|concernant les complexes de Koszul pour
calculer la cohomologie par rapport 2 d!. On obtient que le seul groupe de cohomologie

HIP(C‘I) non nul est
H{(C?) = CIU, L(S"uY)).

Le complexe Hy(C*®) est alors le complexe de Cech C*(U, £(S"u*)) (2 un signe
prés). Etant donné que {l est un recouvrement par des ouverts affines et que le faisceau
L(S"u*) est quasi-cohérent, on a 1’égalité entre la cohomologie de Cech et la cohomologie

des faisceaux. On obtient donc le terme 7E f ! de 1a suite spectrale. Visiblement, il s’agit
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aussi du terme TEZ?.

i —— 0 — H*(G/B,L(S"u*) — 0 — ---

i— 00— HY(G/B,L(S"u*)) — 0 — ---

o— 00— H%G/B,L(S"u*)) — 0 — ---

Comme le double complexe est tel que C#9 = 0 pour p < r —dimbetg <0, le
théoreme donne que Ig et Igp o convergent toute deux vers H*(T'), ou T est le
complexe total. En comparant les suites spectrales et en notant que TES:" est triangulaire,
on conclut que H?(G/B, L(S"u*)) = 0 pour tout p > 0.

Enfin, comme la somme directe commute avec L et la cohomologie, on a pour p > 0,

HP?(G/B.L(Su*) = @ HP(G/B.L(S"u*)) = 0.

r=0

Corollaire 3.1.9. Pour p > 0,

HP(G/B,T[*OT*(G/B)) = 0.

DEMONSTRATION. Comme 74+Or+g/py =~ L(Su*), ce n’est que le théoréme m
O

3.2. DEUXIEME PREUVE

Soit G un groupe algébrique semi-simple et P un sous-groupe parabolique de G.
Soit aussi P = LV la décomposition de Levi de P. On peut supposer que P est un
sous-groupe parabolique standard pour un sous-groupe de Borel B = 7'U. On écrira g et
v pour les algebres de Lie de G et V' respectivement. Soit ® les racines de G et A la base
de @ telle que les racines positives soient celles de 1.

Théoreme 3.2.1. Soit P = LV tel que V agit trivialement sur v. Alors pour i > 0,

HP(G/ P, L(Sv*)) = 0.
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DEMONSTRATION. Si V agit trivialement sur v, alors il suit que V' agit aussi trivialement
sur le P-module S?v. Dans ce cas, P agit comme L qui est un groupe réductif. On peut

donc décomposer S?b comme une somme directe de P-modules irréductibles de la forme

Vp.a (cf. section2.8.3) :
n
Sy = @ VP,)”..

i=1
Comme chaque poids A; est un plus haut poids pour un certain L-module irréductible,
les poids A; sont tous dominants par rapport au systeéme de racines de L. Nous montrons
maintenant qu’ils sont aussi dominants par rapport au systeme de racines de G.
Etant donné qu’on a une inclusion v C g, il existe un morphisme surjectif k[g] — k[v].
Cette application est en fait un morphisme de B-modules. En identifiant k[g] avec Sg* et
k[v] avec Suv* et en ne considérant que les éléments homogenes de degré ¢, on obtient

une morphisme surjectif de B-modules
Sg* — S7p*,

En dualisant, on obtient aussi un morphisme injectif de B-modules
j 8% — S9g.

Le P-module Vp ;. contient notamment un sous-espace de dimension 1 stable sous
I’action de B (cf. section , et donc un vecteur maximal de poids A;. Cette droite
B-stable est appliquée par j sur une droite B-stable dans S?g. Il suit donc que S%g
contient aussi un vecteur maximal de poids A;. Etant donné que S?g est un G-module,
on conclut que A; doit aussi étre dominant par rapport au systéeme de racines de G (cf.
section [2.7.1).

Etant donné que A; est dominant par rapport au systéme de racines de G, il suit du
théoréeme de Borel-Weil-Bott que H? (G/ P, £(V}’f’ . )) ne peut &tre non nul que si p = 0.

En particulier, on a pour p > 0
H?(G/P, ﬁ(Vl;k,A,-)) = 0.

Comme la somme directe commute avec la cohomologie, on a pour p > 0

H? (G/P,L(S9v*)) = H? (G/P, D (V;:,M)) =@ H?(G/P.L(VE,)) = 0.

i=1 i=1
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Enfin, en utilisant encore une fois que la somme directe et £ commutent avec la

cohomologie

HP?(G/P,L(Su") = @ H?(G/P. L(S"w*)) = 0.

r=0

3.3. TROISIEME PREUVE

Soit G un groupe algébrique semi-simple et P un sous-groupe parabolique de G.
Soit aussi P = LV la décomposition de Levi de P. On peut supposer que P est un
sous-groupe parabolique standard pour un sous-groupe de Borel B = T'U. On écrira
g,p,[, 0,0, tet ules algébres de Lie correspondant respectivementa G, P, L, V, BetU.
Soit ® les racines de G et A la base de ® telle que les racines positives soient celles de
u. Soit § C @7 tel que P = Py, W les racines qui sont une combinaison Z-linéaire des
racines de 6. Soit Wy le sous-groupe du groupe de Weyl engendré par les racines de 6 et
enfin, soit D un systeme de représentants distingués de W/ Wjy.

Si w € N(T) représente un élément du groupe de Weyl, on écrira pour alléger les
notations V¥ plutdt que w—' Vw, YV plutdt que wVw ! et Vy, plutdt que VN ¥V .

Pour montrer que H'(G/P, 7xOr+/p)) = 0 pour i > 0, nous utiliserons le

théoreme de Grauert—-Riemenschneider avec le morphisme de variétés

f:T*G/P)=GxPv—g

(g.x) — Adg(x).

Il faudra en particulier montrer que f* est projectif (lemme [3.3.3) et que ses fibres sont
génériquement finies (lemme [3.3.2)).
Lemme 3.3.1. Soitd € D. Alors dim(V N V¥) < dim V — I(d).

DEMONSTRATION. On a

v= ] U

aedH\W

vd = [[ U

d-acdt\w
11 suit que

voved=T]Us

aeS
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ou
S={acdt\Wetd -ac ®T\ V.

On pourra donc se contenter de montrer que | S| < dim V — I(d).

On peut séparer I’ensemble des dim V racines de V' comme une union disjointe
facdtT\ W ={acdT\Vetd - ac—dT}U{acdT\Wetd -ac dT).

Appelons respectivement ces ensembles A et B.
Etant donné que d est un représentant distingué, les racines positives o telles que

d -o € —®T ne sont pas dans W. On a donc
A={aecdTetd -a e -0t} =06(d)

et la cardinalité de A4 est /(d). L’ensemble B est donc de cardinalité dim V' — /(d) et il

contient proprement S. On conclut |S| < dim V — [(d), comme désiré. O

Lemme 3.3.2. 1l existe un ouvert dense v C v tel que, pour tout z € vp, la fibre f~1(z2)

est finie.

DEMONSTRATION. La décomposition de Bruhat (cf. théoreme[2.7.5) donne une décom-

position de G/ P et donc une décomposition du fibré 7 : G xF v — G/ P :

GxPo = | Jr ' WUudP/P)
deD
T
G/P = | J Uaap/P
deD

Le recouvrement ouvert donné par les Uzd P/ P est trivialisant pour le fibré G x© v, alors
onanx ' (UgdP/P) ~ Uyd x v. Pour chaque d € D, on considere la restriction du

morphisme f sur Uzd X v :

f~d . Udd X0 —9g
(ud, y) = Adya(y)

Comme il n’y a qu’un nombre fini de d € D, on pourra se contenter de montrer qu’il
existe un ouvert dense vp C b tel que pour tout z € vp et d € D, la fibre j;,_l (z) est
finie.

Soitz e vet(ud, y) € ]’:1_1 (z), alors on a Ad,4(y) = zetdonc y = Ady—1,-1(2).

Comme Ady, v C v, on conclut que y € v N Ady—1 0.
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On pourra conséquemment se contenter de montrer qu’il existe un ouvert dense
vp C vtel que pourtout z € vp et d € D, la fibre fd_l(z) est finie, ou fy est le

morphisme suivant :

Ja:Ugx(0NAdy—10) >0

(u, x) — Ady(x).

On commence par choisir un d € D et a considérer seulement f;. Si f; est dominant,

alors il existe un ouvert dense, disons v, ou pour chaque z € vz, on a
dim f;!(z) = dim(Uy x (0 N Adg-1 v)) — dimv.

Comme V¥ =4 V, il découle du lemmquue dim(v N Ady-10) < dimv —/(d).

On a donc pour tout z € vy,

dim £, (z) = dim Uy + dim(v N Ady—1 v)) — dim v

< dimUy + dimv — /(d) — dimv

Comme dim U; = /(d), on conclut que dim fd_l (z) < 0 et donc que dim fd_l (z) =0.
Il suit que f d_l (z) est finie.

Si f; n’est pas dominant, alors on pose by = v\im f;. Comme dans le cas précédent,
v, est un ouvert dense tel que pour tout z € vy, la fibre f d_l(z) est finie (ou plus
précisément vide).

Posons maintenant

bp = ﬂ [
deD

Comme v est irréductible, il s’agit aussi d’un ouvert dense. De plus, on a comme désiré
que pour tout z € vp etd € D, la fibre de fd_l (z) est finie.

L’argument qu’on vient de donner est celui de [[C1} 5.2.3]. U
Lemme 3.3.3. Le morphisme f est projectif, et en particulier propre.
DEMONSTRATION. On a un isomorphisme

GxPg—>G/Pxg

(g, x) > (gP, g x).
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On peut conséquemment factoriser f

GxPove—nGxPg—s G/Pxg—s PN xyg

Il suit que f est un morphisme projectif. U
Théoreme 3.3.4. Pour p > 0,

HP(G/P, ”*OT*(G/P)) =0.

DEMONSTRATION. Le morphisme de variétés
f:T*G/P)~GxPov—>imfcCg
(8. x) = Adg(x)

est surjectif sur son image im f, projectif (lemme [3.3.3)) et ses fibres sont génériquement
finies (lemme [3.3.2)). 11 suit du théoréme de Grauert—Riemenschneider (théoréme

que Rif*a)T*(G/P) pour i > 0. Comme wr+g/p) = Or+*(G/p) (cf. section , on a

pouri > 0,
R f,Or+/p) = 0.

Comme im f est I’image d’un morphisme propre, il s’agit d’un fermé. Comme g est
affine, on conclut que im f est aussi affine. Il suit que R? fOr+ (g, p) est un faisceau

quasi-cohérent pour tout ¢ > 0, on a pour p > 0,

Hp(imf, qu*OT*(G/P)) = 0.

11 suit que la suite spectrale de Leray (théoreme|2.3.6) est dégénérée E ; * = EX eton

conclut pour i > 0
H'(T*(G/P).Or+Gpy) = H(im f. R' xOr+G/P)) = 0.

Maintenant on considere la projection = : T*(G/P) — G/P. 1l s’agit d’un mor-

phisme affine et donc pour ¢ > 0,

HP(G/P, Rqﬂ*OT*(G/P)) = 0.
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Encore une fois, il suit que la suite spectrale de Leray est dégénérée E5° = Egg’. On

conclut que pour i > 0,
H'(G/ P, 7.Or+(G/p)) = H(T*(G/P), Or=(6/p)-
En particulier, pour i > 0, on a

Hi(G/P, T[*OT*(G/P)) =0.

3.4. THEOREME PRINCIPAL

On a démontré dans les sections et que H (G/ P, Gr Dg/p) = 0 pouri > 0.
Dans cette section, on obtient la méme conclusion pour D¢, p plutdt que pour son associé
gradué.

Théoréme 3.4.1. Soit G un groupe algébrique semi-simple et P C G un sous-groupe

parabolique. Alors pour i > 0,
H'(G/P,Dg/p) = 0.
DEMONSTRATION. On démontre le théoréme par récurrence sur p, 1’ordre de la filtration
{FpDg)p}pez+- Onadéja que pour i > 0,
H'(G/ P, FoDg/p) = H'(G/P,Gro Dgyp) = 0.

Supposons que H*(G/ P, FpDg/p) = 0pouri > 0et p > 0. On considere la suite

exacte courte
0 — FpDg/p —> Fp+1Dg/p —> Grpy1 Dg/p —> 0.

On a déja montré que H'(G/P, Grp41Dgyp) = 0 pour i > 0 et par I'hypotheése de
récurrence, on a aussi H'(G/ P, FyDgp) = 0 pouri > 0.1l suit que pour i > 0, la suite

exacte longue obtenue en cohomologie est de la forme
v+ —> 0 —> H(G/P, Fy41Dg/p) —> 0 —> +-+.

On conclut que H (G/P, F, »+1Dg/p) = 0 pour i > 0. Par récurrence, on a montré que

pour touti > Oet p > 0,

H'(G/P, FyDg/p) = 0.
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Maintenant, on peut faire de la filtration { F, DG/ P},cz+ un systtme inductif en
prenant simplement I’inclusion comme morphisme F,DG/P — F,;DG/P lorsque
p < ¢q.On aalors

lim F,DG/ P = \J F»DG/P =Dgp.
peZt
Comme les limites inductives commutent avec la cohomologie (cf. [Ha, I11.2.9]), on

conclut pour i > 0,

H'(G/P,Dg/p) = H (G/P,lim F,DG/P) = lim H (G/ P, F,DG/P) = 0.
/ A Ep — p
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