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RESUME

L’informatique quantique, brievement introduite au chapitre [I} exploite
les corrélations quantiques et en particulier l'intrication. Ces corrélations
sont difficiles a maintenir car un systeme quantique n’est habituellement pas
fermé, mais en interaction avec son environnement. Le traitement formel
d’un systeme quantique ouvert requiert des outils spécifiques, introduits au
chapitre 2] En utilisant ces notions, nous montrerons au chapitre [3] que I'in-
teraction entre le systeme et son environnement aura pour effet de privilégier
certains états, qualifiés de quasi-classiques, suggérant ainsi I’émergence d’un
monde classique a partir d’'un monde quantique. De plus, 'intrication qui se
crée entre le systeme et son environnement détruira la cohérence d’'une super-
position d’états quasi-classiques. Il s’agit du phénomene de décohérence dont
les mécanismes seront mis en évidence dans notre étude originale d’un gyro-
scope quantique au chapitre [4 Nous montrerons qu’une particule de grand
spin servant a mesurer le moment angulaire d’électrons perd sa cohérence
en un temps tres court par rapport au temps caractéristique de relaxation.
Afin de protéger la cohérence d’un systeme, essentielle pour I'informatique
quantique, plusieurs techniques de protection ont été développées. Nous les
rappelerons brievement en début de chapitre [5], avant d’introduire une ap-
proche originale qui consiste a préparer l’environnement. Notre étude [47]
nous permet de caractériser 'existence d’états initiaux de ’environnement
permettant une évolution sans décohérence du systéme dans une gamme
de modeles ou le systeme interagit avec un environnement présentant une

dynamique propre.

Mots clés: Décohérence, systéeme quantique ouvert, informa-

tique quantique, transition quantique-classique.
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ABSTRACT

Quantum information processing, briefly introduced in Chapter [I], relies on
quantum correlations, namely on entanglement. Those correlations are diffi-
cult to maintain since a typical quantum system is not closed, but interacting
with its environment. The analysis of an open quantum system requires spe-
cific tools which we introduce in Chapter [2] Using these concepts, we show
in Chapter |3 that the interaction between the system and its environment
will distinguish certain quasi-classical states, suggesting the emergence of a
classical world from a quantum one. Furthermore, the entanglement created
between the system and its environment will destroy the coherence of a su-
perposition of such quasi-classical states. This phenomenon of decoherence
exhibits mechanisms which we highlight in our original study of a quantum
gyroscope in chapter 4l We demonstrate that a particle with large spin,
used to measure the angular momentum of electrons, loses its coherence on
a timescale much shorter than the characteristic timescale of relaxation. To
protect the coherence of a system, essential to quantum information process-
ing, several techniques have been developed. We briefly review them at the
beginning of Chapter |5, before introducing a novel approach based on the
preparation of the environment. Our analysis [47] characterizes the existence
of initial states of the environment allowing for decoherence-free evolution
of the system in a large class of models in which the system interacts with

a dynamical environment.

Keywords: Decoherence, open quantum system, quantum in-

formation, quantum-to-classical transition.
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NOTATION

Ensemble des entiers naturels (contient 0)
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Ensemble des rationnels
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Intervalle entier entre a et b

Intervalle réel entre a € Ret b € R

Conjugué de a

Module de a € C

Espace de Hilbert associé au systeme A

Ket : vecteur d’'un espace de Hilbert

Bra : forme linéaire continue sur un espace de Hilbert
Norme hermitienne du vecteur ¥

Ensemble des opérateurs linéaires de ‘H dans H

Ensemble des opérateurs densité sur H

Espace vectoriel engendré par les combinaisons linéaires des vec-

teurs {|¢x)}

Espace vectoriel des vecteurs que 'opérateur linéaire A envoie sur
le vecteur nul. KerA = {|¢)) Aly)) = 0}
Fonction erreur définie par Erf(z) = \% IN e dt
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AVANT-PROPOS

L’informatique quantique est un domaine de recherche a la jonction de
I'informatique et de la physique qui étudie les possibilités nouvelles de traite-
ment de I'information offertes par la mécanique quantique. Du point de vue
d’un physicien, il s’agit d’étudier des systemes physiques non pas seulement
en terme des grandeurs physiques habituelles telles que I’énergie, mais aussi
en terme de transfert d’information. Ce domaine pluridisciplinaire permet
donc a un physicien d’explorer de nouveaux horizons et propose de mettre a
profit les aspects les plus étranges de la mécanique quantique, par exemple
I'intrication. Au-dela de la potentielle mise au point expérimentale d’un or-
dinateur quantique, ce domaine pose des questions fondamentales sur notre
compréhension méme de la physique quantique.

La décohérence est non seulement un probleme théorique, mais aussi le
probleme central qui retarde la réalisation expérimentale d’'un ordinateur
quantique. En effet, la décohérence entraine une fragilité extréme des cor-
rélations quantiques essentielles au calcul quantique. Il est donc nécessaire
de mieux comprendre la décohérence pour mieux lutter contre ses effets. La
décohérence suggere également des mécanismes permettant 1’émergence de
propriétés classiques pour des systemes fondamentalement quantiques.

Ce projet de maitrise s’est articulé autour de deux axes principaux. Le
premier consiste a étudier la décohérence d’un gyroscope quantique. Il
s’agit d’'un modele jouet qui permet de mettre en évidence les propriétés
générales de la théorie de la décohérence. Le second est la proposition d’une
nouvelle méthode afin de lutter contre la décohérence : préparer ’état de
Ienvironnement afin de permettre au systéeme d’évoluer sans perdre de co-
hérence. Cette idée, a priori farfelue, a germé a la lecture des articles fon-
dateurs de la théorie de la décohérence qui mentionnent ’existence de tels
états mais les rejettent aussitot comme étant “négligeables”. J’ai voulu en
avoir le cceur net et le principal apport original de ce travail de maitrise est

d’avoir exploré a fond l'existence et l'intérét de ces états particuliers.
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Chapitre 1

Physique et informatique

quantiques

Is information the key ?

—Gilles Brassard, article inaugural de Nature Physics [18]

Les objectifs de ce chapitre sont multiples. Il s’agit dans un premier temps
de réinterpréter les postulats de la mécanique quantique en les évaluant du
point de vue de 'information. Ceci nous amenera a évoquer plusieurs points
problématiques qui seront abordés en détail dans les chapitres suivants, en
particulier la description d’un sous-systeme d’un systéme intriqué. Dans un
second temps, nous introduirons les bases de I'informatique quantique afin
de montrer I'importance du principe de superposition (qui donne naissance
au parallélisme quantique) et de la cohérence (qui permet l'interférence).
L’objectif n’est pas d’étre exhaustif dans notre introduction a l'informatique
quantique, mais plutot de présenter les notions essentielles de ce domaine
de recherche pluridisciplinaire, a la rencontre de la physique quantique et de
I'informatique. Cette introduction sera entierement axée sur une approche
théorique qui n’accorde certainement pas tout le mérite qui leur revient
aux expérimentateurs oceuvrant dans le domaine. Pour un tour d’horizon des

implémentations expérimentales de l'informatique quantique, voir [53].



2 CHAPITRE 1. PHYSIQUE ET INFORMATIQUE QUANTIQUES
1.1 Rappels de mécanique quantique

Nous allons rapidement rappeler ici les postulats simplifiés de la méca-
nique quantique en suivant la présentation qui en est donnée dans 'ouvrage
de C. Cohen-Tannoudji, B. Diu et F. Laloé [25]. Pour chacun des postulats,
une discussion critique suivra.

Le premier postulat définit comment la mécanique quantique décrit un

systeme physique.

Postulat [Description de I’état d’un systéme] A un instant to, I'état d’'un
systéme physique est défini par un ket |1(¢y)) appartenant & un espace

de Hilbert H.

La description de I'état quantique d'un systéeme repose donc sur la notion
d’espace de Hilbert qui est un espace vectoriel complexe, muni d’un produit
hermitien noté (... |...) et complet pour la norme issue du produit hermitien.
Dans toute la suite, nous utiliserons les notions de kets (vecteurs de I’espace
H) et de bras (forme linéaire continue sur H) introduites par Dirac.

Ce postulat pose probleme dans le cas ol un systeme physique est consti-
tué de plusieurs sous-systemes. En effet, dans ce cas, méme si I’état du sys-
teme peut étre décrit par un ket, il peut étre impossible de décrire 1’état
de chacun des sous-systemes par un ket. Un tel phénomene est appelé intri-
cation : nous reviendrons en détail sur cette notion en section [[.2.2.11 Par
contre, méme si 1’état d'un systéeme ne peut étre décrit par un ket, il est
toujours possible d’agrandir le systeme considéré en lui adjoignant un autre

systeme physique, habituellement désigné comme son environnement, afin
que le systeme global soit décrit par un kelﬂ (voir section [2.1.3.3]).

Postulat [Principe de correspondance| Toute grandeur physique mesurable

O est décrite par une observable O.

Ce postulat s’intéresse a la description d’'une grandeur physique. Il s’agissait

d’un probléme essentiel au début de la mécanique quantique puisque les phy-

1T’existence de cet environnement en tant qu’objet physique ou comme abstraction
mathématique reste sujette a interprétation.
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siciens voulaient savoir comment décrire les grandeurs physiques habituelles
(position, vitesse, énergie. ..) dans le formalisme quantique.

Rappelons qu’une observable est un opérateur auto-adjoint. Nous ne nous
attarderons pas a cette notion délicate qui nécessite I'introduction d’un for-
malisme qui nous sera inutile par la suite. Pour les lecteurs intéressés a en
savoir plus sur le formalisme mathématique de la mécanique quantique, nous
suggérons toutefois I'ouvrage [3] qui constitue une bonne introduction. Nous
allons immédiatement nous placer en dimension finie qui sera dorénavant le
cadre de ce mémoire, sauf mention explicite du contraire. En dimension fi-
nie, les notions d’opérateur auto-adjoint et d’opérateur hermitien coincident.
L’opérateur T est alors définit par la transconjugaison, c’est-a-dire que la re-
présentation matricielle de OT s’obtient & partir de celle de O grace & la
relation OZj = (0;i)*. Un opérateur hermitien est alors un opérateur linéaire
O qui vérifie O = O. Le théoréme spectral affirme quun tel 'opérateur O
est diagonalisable, que ces valeurs propres sont réelles et que les vecteurs
propres correspondant a des valeurs propres différentes sont orthogonaux.

La notion d’observable, incontournable en physique, est liée a la notion de
mesure projective ou mesure de von Neumann. En effet, grace au théoreme

spectral, tout observable O peut étre décomposé sous la forme

O= > I, (1.1)

AeSp(0)

ou Sp(O) sont les valeurs propres de O et II, est le projecteur sur le sous-
espace propre associé a A, qui peut étre dégénérdﬂ Cette décomposition per-
met de mieux comprendre les prochains postulats qui concernent la mesure

d’une grandeur physique.

Postulat [Principe de quantification| La mesure de la grandeur physique O

ne donne comme résultat qu’une valeur propre de I'observable O.

2Un sous-espace propre est dit dégénéré s’il est de dimension k > 1. Dans ce cas,
le projecteur sur ce sous-espace s'écrit IT = . |u;)(u;| ot {|ug)}iequ;n) est une famille
orthonormale du sous-espace.
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Postulat [Regle de Born] Quand on mesure la grandeur physique O sur
un systeme dans I’état |¢(t)), la probabilité P(\) d’obtenir la valeur

propre A est donné par
P(A) = @ (6)[A|e(2)). (1.2)

Postulat [Réduction du paquet d’onde] L’état du systeme immédiatement
apres la mesure de A est la projection (normalisée) de [i(t)) sur le

sous-espace propre associé a la valeur propre résultant de la mesure :

ﬁnnw». (13)
Ce postulat peut sembler étrange puisqu’une mesure a souvent pour effet de
détruire 'objet physique mesuré. Par exemple, la mesure de la polarisation
d’un photon détruit habituellement ce photon. En informatique quantique,
I'opération de pseudo-mesure (effectuée dans la base de mesure) permet de
contourner ce probleme en ajoutant un systeme auxiliaire. Les deux systemes
sont alors fortement corrélés et une mesure sur le systeme ancillaire va révéler
I'information tout en laissant le systeme original dans 1’état .
Finalement, le dernier postulat gouverne I'évolution de I’état du systeme

grace a I'équation de Schrodingerf’]

Postulat [Equation d’évolution] L’évolution dans le temps de I'état [¢)(t))

est donnée par I’équation de Schrodinger

.d
13 1¥(O) = HOl(t) (1.4)

ou H(t) est l'opérateur hamiltonien, qui est 'observable associée a

I’énergie totale du systeme.

Le caractere hermitien de H(t) implique l'unitarité de 'opérateur d’évolu-

3L’équation de Schrodinger n’est valable que dans le cadre non-relativiste. Sauf mention
explicite, nous nous placons dans le cadre de la mécanique quantique non-relativiste pour
tout le reste du mémoire.
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tion. Rappelons qu'un opérateur linéaire O est dit unitaire s’il est inversible

et que son inverse est son transconjugué, autrement dit
00" =1. (1.5)

En dimension finie, un opérateur linéaire O vérifiant (1.5)) est inversibld]

Souvent, nous nous intéresserons a 1’évolution d’un état quantique sur
une durée finie t. Nous cherchons donc a exprimer l'opérateur d’évolution

U(t) qui décrit la transition entre [1(0)) et [1)(t))

[¥(2)) = U@)[4(0))-

L’équation de Schrodinger montre que la norme de |¢(t)) se conserve, ce qui

est une conséquence directe du caractére hermitien du hamiltonien H (¢)

d CdA(y(t)] dly(t))
3 (WO = =T 0®) + @)=,
= () [H[(6) — ()| H]w ()
= 0.

Cette conservation de la norme entraine l'unitarité de l'opérateur d’évolution

puisque la relation suivante doit étre vérifiée pour tout état initial [1(0)) :

(WO)l(t) = (¥(0)|UTT[(0)).

Ainsi, l'opérateur d’évolution U (t) vérifie la relation d’unitarité (L.5).
L’opérateur d’évolution est la solution de I’équation différentielle Z'%U (t) =

H(t)U(t) avec condition initiale U(0) = 1. Dans le cas particulier ou 'ha-

miltonien ne dépend pas du temps, 'opérateur d’évolution est simplement

donné par
U(t) = e "1t

4En dimension infinie, un opérateur linéaire O peut étre inversible & droite, c.-a-d. tel
qu'il existe O qui vérifie OO = 1, sans pour autant étre inversible a gauche.
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Nous verrons dans la suite que les informaticiens quantiques préferent rai-
sonner en termes d’opérateurs unitaires plutot qu’en termes d’hamiltoniens.
Notons aussi au passage qu'une évolution hamiltonienne maintient I’entropie

et implique donc une préservation de 'information.

1.2 Notions d’informatique quantique

Nous introduirons ici les notions de base d’informatique quantique en
nous restreignant a ce qui est strictement nécessaire pour la suite de ce mé-
moire. Pour une introduction plus complete, 'ouvrage de référence dans le
domaine est celui de Nielsen et Chuang [54]. Les notes de cours de John
Preskill, physicien théorique a CalTech, constituent aussi une bonne intro-
duction [62] et sont disponibles & 'adresse suivante http://www.theory.

caltech.edu/~preskill/ph229/#lecture.

Finalement, de nombreux ouvrages sont apparus dans les dernieres an-

nées, dont voici une liste non-exhaustive [11], 43}, [45] [50].

1.2.1 Qubit

Le qubit (pour quantum binary digit) est I'unité de base de l'informa-
tique quantique. Il s’agit d’un systeme quantique a deux niveaux, c’est-a-dire
évoluant dans un espace de Hilbert a deux dimensions. Dans ce mémoire,
le qubit sera traité comme un objet mathématique. En particulier, nous ne
nous intéresserons pas au support physique du qubit. Mentionnons toutefois,
pour fixer les idées, que la polarisation d’un photon ou le spin d’un électron

constituent des qubits.


http://www.theory.caltech.edu/~preskill/ph229/#lecture
http://www.theory.caltech.edu/~preskill/ph229/#lecture
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1.2.1.1 Etat d’un qubit

L’état d’un qubit peutﬂ étre représenté par un vecteur dans un espace
de Hilbert H. De plus, ce vecteur doit étre normalisé de telle facon que sa
norme soit égale a 1. En choisissant une base orthonormale notée {|0), |1)}

qui sera dorénavant appelée base de calcul, ’état d'un qubit s’écrit

[¥) = al0) + 5]1) (1.6)

olt v et 3 sont des nombres complexes qui vérifient |a|*+|G]*> = 1 (condition
normalisée).

Or, nous savons que les états quantiques ne sont définis qu’a une phase
globale prés puisqu’aucune mesure ne permet de distinguer [t)) et e®|q))
selon la régle de Born. Il est donc possible de choisir la phase afin que (¢(0)

soit réel afin d’obtenir :
0 i 0
|¢) = cos 5\0) + e'?sin §|1> (1.7)

ou § € [0;7] et ¢ € [0;7]. Cette écriture donne lieu & une interprétation géo-
métrique ou I'état d’un qubit sera représenté par un point sur une sphere :
la sphére de Bloch (figure . Dans cette représentation, ’angle 6 est la
colatitude et ’angle ¢ la longitude d’un point de la sphere unité. En parti-
culier, les états |0) et |1) sont respectivement représentés par le pole Nord
et le pole Sud. La visualisation sur la sphere de Bloch permet de rendre plus
tangible I’état d’un qubit.

La sphere de Bloch permet aussi de visualiser la norme du produit scalaire
entre deux états. Plus précisément, elle permet de visualiser I'angle v € [0; 7]

entre deux états [1) et |¢) qui est défini par

cosy = [(pl¢)].

5Ceci n’est possible que si le qubit est dans un état pur. Pour des raisons pédagogiques,
dans tout ce chapitre, nous nous restreindrons a des états purs. Le chapitre [2| reviendra
en grand détail sur cette notion.
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Figure 1.1 — Sphere de Bloch

En effet, 'angle géométrique entre les vecteurs normalisés représentant [i)
et |¢) sur la sphere de Bloch est le double de 'angle v dans l'espace de
Hilberﬂ. En particulier, deux états sont orthogonaux si et seulement s’ils
correspondent a des points aux antipodes 'un de I'autre.

Notons finalement que les informaticiens quantiques ont une caractérisa-
tion tres intéressante de 'orthogonalité en terme d’information : deux états
sont orthogonaux si et seulement s’il existe une mesure permettant de les
distinguer a tout coup et avec certitude. Pour un physicien, cela revient
a dire qu’a deux états orthogonaux correspond toujours un observable et
ce dernier permettra de distinguer les deux états. Le cas de 'orthogonalité
n’est qu’'un exemple particulier du travail important effectué sur la notion

de distinguabilité.

1.2.1.2 Mesure d’un qubit

Une question intéressante est de déterminer la quantité d’information
contenue dans un qubit. Puisque ’état d’un qubit est déterminé par la don-
née de deux nombres réels, un qubit semble contenir autant d’information
que ces deux nombres. Il ne faut toutefois pas perdre de vue que la me-

sure d’un qubit par un observable quelconque n’a que deux issues possibles

6Cette propriété est libe au fait que le groupe SU(2) est un recouvrement double du
groupe SO(3)
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et ne fournira donc qu'un bit (classique) d’information]| En informatique

quantique, le qubit est généralement mesuré dans la base de calcul.

Proposition 1.1. Un qubit dans l’état donné par l’équation [1.6 est mesuré

dans Uétat |0) avec probabilité |a|? et dans U'état |1) avec probabilité |3]2.

Cette mesure correspond simplement & un observable dont la décompo-
sition spectrale se ferait sur la base de calcul. Une mesure dans une base
quelconque peut toujours se faire en appliquant d’abord la matrice corres-
pondant au passage de cette base vers la base de calcul puis en mesurant

dans la base de calcul.

1.2.1.3 Portes quantiques

L’évolution apres mesure est un cas tres important mais néanmoins parti-
culier de I’évolution d’un qubit. Toute autre évolution d’un qubit est donnée
par un opérateur d’évolution U qui est unitaire. Une facon intéressante de ca-
ractériser un opérateur unitaire est d’exiger qu’il préserve le produit scalaire
(Y|UTU|¢) = (|#), ce qui équivaut & ce qu'il envoie une base orthonormale
sur une autre base orthonormale. Ainsi, un opérateur unitaire maintient la
distinguabilité de deux états quantiques.

En informatique quantique, la notion d’opérateur d’évolution sera rem-
placée par celle de porte quantique. Ces portes décrivent le passage d’un
état quantique en entrée a un autre état quantique en sortie. Les matrices
de Pauli constituent des exemples de portes quantiques a un qubit. Dans
la suite de ce mémoire, elles seront notées de plusieurs fagons et parfois

regroupées dans un vecteur o = (01, 09, 03) ol

1 0
or=0,=X = oy =0y =Y =1XZ o3=0,=2=
10 0 -1

"Ce raisonnement n’est plus valable si la mesure effectuée sur le qubit n’est pas une
mesure projective, mais plutot une mesure généralisée. Toutefois, le théoreme de Holevo
affirme que la transmission d’un qubit entre deux parties initialement non intriquées ne
fournit pas plus de un bit d’information classique.
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Introduisons aussi la porte de Hadamard notée traditionnellement H,
mais que nous noterons H afin d’éviter toute confusion avec 'opérateur ha-
miltonien. La porte de Hadamard transforme les états de la base de calcul
en des superpositions de méme amplitude de ces états avec une phase bien

définie :

HIo) = 4[0)+ L) (18)
HIL) = 4[0)— %) (L.9)

La représentation de la porte de Hadamard sous forme matricielle dans la

base de calcul est

(1.10)

et son expression dans une base quelconque est obtenue par linéarité.

1.2.2 Registre quantique

Maintenant que nous savons décrire ’état d’un qubit, intéressons-nous au
cas de deux qubits. Nous allons voir que plusieurs phénomenes extrémement
différents apparaissent alors. Le passage d’un qubit & deux qubits est donc
un excellent exemple de phénomene émergent, idée souvent résumée par la
formule de P.W. Anderson : “more is different” [2].

Avant d’aller plus loin, nous allons devoir introduire le formalisme per-
mettant de représenter ’état d’un systeme physique composé de plusieurs
sous-systemes. Nous allons raisonner sur deux qubits, mais la construction
est tres générale. Soient deux qubits distinguables étiquetés A et B. A cha-
cun des qubits est associé un espace de Hilbert H de dimension 2. L’espace
de Hilbert associé au systeme physique constitué des deux qubits sera le
produit tensoriel HAP = HA ® HP qui sera donc de dimension 4 = 2 x 2.
La base de calcul associée a cet espace est donnée par le produit tensoriel

des bases de calcul associées aux qubits A et B. La base de calcul a deux
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qubits est donc {|00), |01), |10),|11)} ou

00) est une notation condensée qui
signifie que le qubit A est dans I’état |0) et que le qubit B est dans I’état
|0}, autrement dit [00) = |0} ® [0)Z. L’état de deux qubits est donc un état

normalisé de la forme
IT') = «|00) + 3|01) + ~|10) + d|11). (1.11)

1.2.2.1 Intrication

Une question essentielle est de déterminer si un état a deux qubits |I')

peut étre mis sous la forme d’un produit tensoriel d’états a un qubit.

Définition 1.2. Un état & deux qubits [I) € HABZ = HA @ HP est dit
séparable s'il existe deux états a un qubit |p4) € HA et [P) € HE tels que
IT) = |¥4) @ [¢P). Un état non séparable est dit intriqué.

Autrement dit, un état est séparable si chacun de ses sous-systeémes est
dans un état bien défini. Au contraire, I'intrication concerne un état a deux
qubits qui est bien défini sans que I'on puisse associer un état a chacun
des qubits qui le constituent. Au passage, notons que la notion d’intrication
est liée a la division du systeme en plusieurs sous-systemes. Or, il est facile
d’exhiber des états qui ne sont pas séparables. Par exemple, les états sui-
vants, communément appelés paires EPR ou états de Belf, sont intriqués

(et forment une base orthonormale) :

[T*) = Z5|01) £ 55[10) (1.12)
[@%) = J5100) + 5[11). (1.13)

Les états intriqués sont intéressants a plusieurs égards. En particulier, en
effectuant des mesures sur chacun des qubits d’une paire EPR, il est possible
d’obtenir des corrélations qui ne peuvent étre reproduites par aucune théorie

a variable cachée locale, résultat théorique prouvé par John Bell [10]. Cette

8en référence aux articles de A. Einstein, B. Podolsky et N. Rosen [30] et de J.S. Bell
[10]
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découverte a par la suite donné naissance a plusieurs inégalités (dites de
Bell) qui contraignent les corrélations locales et peuvent étre violées par
la mécanique quantique. Citons en particulier l'inégalité CHSH qui a été
proposée en 1969 [23] et dont la violation a été vérifiée expérimentalement
en 1982 [5]. Ces corrélations non-locales font 'objet de plusieurs recherches

a I’heure actuelle.

1.2.2.2 Etat an qubits

Finalement, nous allons étre appelés a utiliser dans la suite des états a n
qubits ol n peut étre arbitrairement grand. Dans ce cas, 'espace de Hilbert
associé sera de taille N = 2". Un état a n qubits sera habituellement repré-
senté dans la base de calcul constitué des états |z) ou x est la représentation
binaire d’un nombre entre 0 et 2" — 1. Ainsi, un état a n qubits sera de la

forme

N= 3 ol (114)

z€{0,1}"

Comme nous 'avons déja mentionné, tout opérateur d’évolution sur un
qubit est un opérateur unitaire U. Plus généralement, un opérateur d’évolu-
tion sur un état a n qubits est un opérateur unitaire sur un espace de Hilbert
de dimension N = 2". Il est possible de montrer que n’importe quelle porte
unitaire a n qubits peut étre engendrée par le produit tensoriel et la compo-
sition de certains sous-ensembles de portes a 1 et 2 qubits. En fait, il suffit
d’une seule porte a 2 qubits et de portes a 1 qubit pour obtenir cette univer-
salité. La porte a 2 qubits est nécessaire afin de créer de l'intrication, ce qui
ne peut pas étre fait par le produit tensoriel de portes a 1 qubit. La porte a
2 qubits la plus utilisée est appelée CNOT. Son expression dans la base de

calcul est

CNOT =

o o O =
o O = O
_ o O O
S = O O
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Ainsi, son effet sur les états de la base de calcul consiste a prendre la négation
du second qubit quand le premier qubit est dans I’état |1) et a ne rien faire
si celui-ci est dans ’état |0). Son action sur un état quelconque est ensuite

obtenu par linéarité.

1.3 Algorithmes quantiques

Nous allons brievement introduire le modele des circuits quantiques avant
de présenter 'algorithme de Grover. Il ne s’agit que d’un exemple particulier
d’algorithme quantique, mais il utilise plusieurs des éléments clés qui consti-
tuent les algorithmes quantiques connus a ce jour. De plus, notre objectif
n’est pas de donner une revue exhaustive des algorithmes quantiques, mais
plutot d’avoir un exemple type afin de montrer dans la suite du mémoire
I’effet catastrophique de la décohérence sur un calcul quantique. Le modele
des circuits quantiques, largement utilisé par la communauté informatique,
n’est pas tres naturelle pour un physicienﬂ Nous incluons en annexe |A| la
présentation d’un autre point de vue, peut-étre plus conforme a l'intuition

d’un physicien et qui a permis de développer de nouveaux algorithmes.

1.3.1 Circuits quantiques

Dans un circuit quantique, chaque fil quantique correspond a un qubit.
Celui-ci évoluera sous l'action de différentes portes quantiques (voir figure
représentant des opérateurs unitaires sur un ou des qubits.

Il est important de noter que le produit tensoriel et la composition d’opé-
rateurs unitaires est encore un opérateur unitaire. Ainsi, durant ’exécution
d’un algorithme quantique, un registre de n qubits préparé dans un état ini-
tial [0)®™ va évoluer sous l'action d’un opérateur unitaire qui se décompose
en produits tensoriels et en composition de m portes quantiques a 1 ou 2

qubits. En fin d’exécution, une mesure projective sera effectuée afin d’ex-

9Pourtant, ce modele a été introduit par le physicien David Deutsch !



14 CHAPITRE 1. PHYSIQUE ET INFORMATIQUE QUANTIQUES

10 1 0
01 0 1
S
(E] Hol=3%110 -1 o
01 0 -1
0100
YZX@X=ileX=i| o oo
0 001
X 0010
—— CNOT
——

Figure 1.2 — Portes quantique

traire une information classique. Nous allons maintenant décrire en détail

les différentes étapes d’'un algorithme quantique.

1.3.1.1 Oracle

Plusieurs problemes quantiques font intervenir un oracle, ¢’est-a-dire une
boite noire qui évalue une fonction. Dans ce qui va suivre, nous allons nous
restreindre & une fonction de n bits dans 1 bit, c.-a-d. f: {0,1}" — {0,1}.
Ainsi, aux composants précédents d’un circuit quantique, nous rajoutons une
porte unitaire notée C dont ’action dans la base de calcul est de transformer
|z) ®1b) en |2) ® |bD f(z)) ot @ est I'addition modulo 2 (voir figure[1.3)). De
fagon équivalente, nous nous donnerons une opération unitaire Uy qui inscrit

l'action de f sur P’entrée classique z € {0,1}" dans la phase en transformant

lz) en (—1)@)|2) (voir figure .

o) — . I

2 — U (L)@
0) () ) f (=1)/®)|x)

Figure 1.3 — Oracle ou boite noire
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1.3.1.2 Parallélisme quantique

Un des outils essentiels des algorithmes quantiques repose sur la linéarité
de la mécanique quantique. Classiquement, chaque appel a ’oracle ne calcule
que l'image f(x) d’une seule entrée x. Par contre, un oracle quantique peut
étre appelé en superposition. Un algorithme quantique utilise typiquement

une superposition de méme amplitude des entrées classiques

s) =% > |a). (1.15)

ze{0,1}"
Cette superposition est obtenue simplement en initialisant chacun des n
qubits dans I’état |0) puis en appliquant une porte de Hadamard sur chacun
d’entre eux. L’action de l'oracle sur une telle entrée permet d’obtenir, par

linéarité, ’action de la fonction f sur chacun des N entrées classiques

ClHo) = = D vy @|f(2) (1.16)
ze{0,1}"

Ul = de X ()9, (117)
z€{0,1}"

1.3.1.3 Interférence quantique

Le calcul quantique semble disposer d'une immense puissance de parallé-
lisation. Toutefois, la mesure du registre de n qubits ne fournit qu’une sortie
classique = € {0, 1}" ne contenant que n bits classiques d’information. Une
idée (naive) serait de cloner I’état (1.16)) afin de pouvoir extraire plus d’infor-
mation. Or, Zurek et Wootters ont montré que la linéarité de la mécanique
quantique interdit le clonage de l'information quantique [75]. Ce résultat est

fondamental dans la distinction entre information classique et quantique.

L’état obtenu, I'interférométrie est utilisée pour ne garder que 'infor-
mation pertinente, qui sera révélée par la mesure. Un ordinateur quantique
est donc un gigantesque interférometre et l'interférométrie est sans doute

I’étape la plus délicate dans le développement d’algorithmes quantiques.
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1.3.2 Algorithme de Grover

Afin de mettre en oeuvre les notions introduites précédemment, intéressons-
nous au probleme qui consiste a chercher un élément particulier dans une

liste dépourvue de structure.
Probléeme

Soit f: {0,1}" — {0,1} tel que Ilw € {0,1}" tel que f(w) = 1.
Déterminer w € {0,1}" parmi les N = 2™ possibilités.

D’un point de vue informatique, il s’agit d'un probleme pour lequel la
fonction f est calculée par un oracle, notion introduite en [1.3.1.1] Ainsi, la
fonction f n’est connue qu’a travers des appels a cet oracle. Classiquement,
le nombre moyen d’appels a 'oracle nécessaires afin de déterminer w vaut
N/2. Autrement dit, le nombre d’appels est proportionnel a N et grandit
donc linéairement avec la taille du probleme. En 1996, L. Grover a exhibé un
algorithme quantique permettant de déterminer w avec un nombre d’appels

a loracle proportionnel & v/N [38].

1.3.2.1 Opérateurs de P’algorithme de Grover

Cet algorithme repose sur l'utilisation de deux opérateurs unitaires. Un
de ces deux opérateurs n’est autre que I'opérateur unitaire Uy correspondant
a l'oracle. Dans le cas simple ou w est unique, cet opérateur se réécrit sous

la forme

Up =1 — 2|w){wl. (1.18)

Insistons sur le fait qu’il n’est pas nécessaire de construire Uy, qui est donné
par une boite noire. Par contre, la structure de Uy est connue, dans la mesure
ou il est connu que Uy est de la forme de ([1.18) sans que la valeur de w €

{0,1}" ne soit connuell|

10Par exemple, supposons que nous disposions de N = 2" ions dont un et un seul dans
son état excité alors que les autres sont dans leur état fondamental. L’interaction entre
un électron et un des ions durant une durée fixée 7 va permettre de distinguer ’ion excité
des autres. En effet, le fait que I'ion soit excité introduit une différence d’énergie AE qui
se traduit par un déphasage e *AFT,
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L’autre opérateur correspond a l'inversion par rapport a la moyenne. Il
n’est pas défini directement dans la base de calcul, mais plutot introduit dans

sa base propre avant de le ramener dans la base de calcul. Soit I'opérateur

|z)  sixz=0"

P ]a:)t—>

—|x) sinon.

qui se réécrit P = 2/0)(0] — 1. L’opérateur d’inversion par rapport a la
moyenne est défini par

Up = HE" PH®" (1.19)

ou H est la porte de Hadamard. L’opérateur d’inversion par rapport a la
moyenne Up se réécrit

Up = 2|s)(s| — 1. (1.20)

Dans l'algorithme de Grover, une itération est définie par UpUy.

1.3.2.2 Description de l’algorithme

La premiere étape de I'algorithme consiste a initialiser les n qubits dans
Iétat |0)®™ . Cette étape est cruciale afin de pouvoir effectuer un calcul quan-
tique. Expérimentalement, pouvoir initialiser un systeme quantique dans un
état bien déterminé est hautement non-trivial. Une fois cet état initialisé,
I’application de portes de Hadamard sur chacun des qubits permet d’obtenir
état [s) = - >0 cronyn [2)-

Le coeur de ’algorithme consiste a effectuer m itérations de Grover, c’est-
a~dire d’appliquer m fois 'opérateur UpUy. Ainsi, nous nous intéressons a
I'état [1;) en sortie de la iéme itérations de Grover. Mathématiquement,

nous étudions donc la suite {|v;) }icjo;m) définie par

|%bo) = |s)
[Yit1) = UpUys|thi).
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L’analyse mathématique de l'algorithme se fait simplement dans le sous-
espace engendré par |w) et >, [z) puisque pour tout i, 'état |¢);) évolue

dans ce sous-espace et s’exprime donc sous la forme

i) = kilw) + &) |2).
TFW
L’objectif est alors de minimiser ¢;. Un calcul simpleE] montre que

ars) = (NJ;Qki . 2(NN— 1)&) ) + (__k LN-2 ) 3" ).

TFW

Ceci définit les relations de récurrence de deux suites réelles {k;} et {¢(;}

dont la solution est

k; = sin((2i + 1))

l = cos((2i + 1)0)

1
VvVN-1

ol § €]0; 2] est défini par sin® 6 = +. En se souvenant que m est restreint a

étre un entier, la valeur optimale de m est m = H\/W J afin que |¢) soit
tres proche de |w), c’est-a-dire qu'une mesure dans la base de calcul de ’état
quantique obtenu apres m itérations fournit w € {0, 1}™ avec grande proba-
bilité. La probabilité de mesurer un autre état que |w) est alors inférieure a

1/N.

1.3.3 Remarques sur le calcul quantique

Contrairement a certaines idées répandues, rien ne prouve a ’heure ac-
tuelle la supériorité théorique du calcul quantique par rapport au calcul clas-
sique. En effet, nous savons seulement que par rapport a certains oracles,

le calcul quantique est plus puissant (cas de Grover) et que certains algo-

N1 approche utilisée ici reprend celle du cours “Introduction & I'informatique quantique”
enseigné par Gilles Brassard & ’Université de Montréal. Son approche est reprise dans un
livre & paraitre [17].
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rithmes quantiques sont plus efficaces que le meilleur algorithme classique
connu (cas des algorithmes de Shor [69] et NAND tree [34]). Un autre bémol
est lié au nombre limité d’algorithmes quantiques qui ont été découverts jus-
qu’a maintenant. Cet état de fait est sans doute lié a la difficulté de trouver
des problemes pour lesquels I'algorithmique quantique apporte un avantage
par rapport a l'algorithmique classique. Pour une discussion intéressante sur

ce dernier point, lire l'article de Peter Shor [70].

Algorithmes quantiques et décohérence

L’exemple de I'algorithme de Grover a mis en évidence deux phénomenes
cruciaux : le parallélisme et I'interférence quantiques. Le parallélisme est in-
timement lié a la linéarité de la mécanique quantique. Cette linéarité se
manifeste par le principe de superposition et par la linéarité de I’évolution.
En particulier, le principe de superposition affirme que si [¢1) et [1)2) sont
des états possibles du systéme alors toute combinaison linéaire «|v1) 4+ B|1)s)
est aussi un état possible (& la normalisation pres). Il traite donc sur un pied
d’égalité tous les états possibles du systeme. Or, nous allons montrer que
Iinteraction du systeme avec son environnement induit des regles de super-
sélection qui privilégient certains états. En particulier, cela aura pour effet
de détruire la cohérence d’une superposition d’états arbitraires avec toutes
les conséquences dramatiques que cela entraine pour le calcul quantique. En
effet, une fois la cohérence éliminée ou a tout le moins réduite, le processus
d’interférence sera alors inefficace puisque les corrélations quantiques auront
été converties en corrélations classiques.

Le prochain chapitre va introduire les outils nécessaires a la description
d’un systeme quantique en interaction avec son environnement. En particu-
lier, nous y montrerons qu’un sous-systeme ne peut pas toujours étre décrit
par un vecteur d’état dans ’espace de Hilbert et que la notion de ket doit

étre généralisée a celle d’opérateur densité.
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Chapitre 2

Systeme quantique ouvert

Comme nous l'avons vu dans le chapitre [I| un systéeme quantique, dont
I’état est décrit par un vecteur de ’espace de Hilbert, peut étre constitué
de plusieurs sous-systemes intriqués les uns par rapport aux autres. Dans ce
cas, il n’est pas possible de décrire I’état de ces sous-systemes par un vecteur
dans leurs espaces de Hilbert respectifs. Il faut alors faire appel a la notion

d’opérateur densité.

Une fois capable de décrire I’état d’un sous-systeme, nous nous intéres-
serons a la description d'une évolution quantique du systeme global, mais
du point de vue du sous-systéme. Cette description fera intervenir la notion
de superopérateur ou canal quantique qui décrit I’évolution d’un opérateur
densité. De plus, nous nous attarderons a la description d’une mesure effec-
tuée sur le systeme global, toujours du point de vue du sous-systeme. Ceci
nous amenera a introduire la notion de POVM qui généralise les mesures

projectives.

Equipés de ce formalisme, il nous sera alors possible de s’attaquer a la
théorie de la décohérence dont l'intérét, voire méme la nécessité, seront mis

en évidence dans le prochain chapitre.
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2.1 Opérateur densité

2.1.1 Cas pur

Ce paragraphe s’inspire du cours « Cohérence quantique et dissipation »
enseigné par Jean Dalibard a I’Ecole Normale Supérieure, rue d’Ulm a Paris.
Les notes [27] de ce cours sont disponibles & 1’adresse suivante http://www.
phys.ens.fr/~dalibard/Notes_de_cours/magistere_2006.pdf.

Soit un systeme dont ’état est décrit par un vecteur [p) € H. Il est
également possible de décrire 1’état par le projecteur associé a ce vecteur,
qui n’est autre que p = |¢)(¢p|. Ceci peut paraitre superflu, mais notons que
cette description a déja ’avantage d’éliminer la phase globale puisque pour
toute phase ¢, les états e?®|y)) seront tous associés au méme projecteur. Il
est maintenant possible de reformuler les postulats concernant la mesure et
I’évolution d’un systeme physique en termes d’opérateur densité.

Soit O une observable dont la décomposition spectrale est O = >, AIl,.
La probabilité de mesurer A est donnée par P(X) = >, [{¢x|e)|* ol {|dx)}
est une famille orthonormale formant une base du sous-espace propre associé
a A. Or, cette probabilité se réécrit simplement P(\) = >, (dr|v) (¥|or) =
> w(@rlplor) = TrIlnp. Ainsi, la probabilité de mesurer X est donnée par

P(A) = Trlp. (2.1)
En particulier, 'espérance de la mesure de O est
(O) = TrpO.
Finalement, ’état du systeme apres mesure de la valeur propre A est
BRI (2.2)
p - P()\) >\p A .

Ainsi, I'utilisation de 'opérateur densité est tout particulierement adaptée


http://www.phys.ens.fr/~dalibard/Notes_de_cours/magistere_2006.pdf
http://www.phys.ens.fr/~dalibard/Notes_de_cours/magistere_2006.pdf
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a la description d’une mesure quantique.
Qu’en est-il de 1'équation d’évolution? Soit H(¢) I'hamiltonien du sys-

teme. Calculons la variation infinitésimale de p

dp dfy) N

il ZTWPFZ'WT
= H|y) (| — [} (p|H
= [H,p].

Ainsi, I’équation de Schrodinger se réécrit simplement

Solt) = LH(D), p(0)] (2.3)

Si U(t) est Popérateur d’évolution tel que |¢(t)) = U(t)|1(0)), alors
p(t) = Up(0)U".

Nous voyons donc que les postulats habituels de la mécanique quantique
se réexpriment facilement en terme de 'opérateur densité. Pour les vecteurs
d’état, la structure d’espace vectoriel mene a la notion de superposition.

Est-il possible de donner un sens a une combinaison linéaire de projecteurs ?

2.1.2 Intrication et trace partielle

Nous avons vu en qu’un systeme est dit intriqué lorsqu’il n’est
pas possible de décrire 'état de chacun des sous-systemes par un vecteur
d’état dans ’espace de Hilbert. Est-il toutefois possible de donner une des-
cription partielle de 1’état d’un tel sous-systeme ?

Supposons que nous ayons entre les mains une moitié de paire EPR. Le
résultat d’une mesure sur notre moitié sera tres fortement corrélé avec le ré-
sultat obtenu sur I'autre moitié. Or, il est concevable que ’autre moitié nous
soit, a toute fin pratique, inaccessible. D’ou la question suivante : comment

décrire ’état d’un sous-systeme intriqué si 'on se restreint a des mesures lo-
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cales sur ce sous-systéme sans avoir acces au reste du systeme intriqué ? La
réponse a cette question fera naturellement intervenir la notion d’opérateur

densité réduit et fournira un sens physique a cet objet.

Soit un systeme divisé en deux sous-systemes désignés par A et B. Un tel
systeme sera dorénavant qualifié de biparti. L’espace de Hilbert associé a ce
systeme s’écrit H = HA @ HP et supposons que son état initial soit [1)48) =
S cinlit) @ [kB) ot {|iY) }ier et {|kP)}rex sont des bases orthonormales

de HA et HE. Son opérateur densité s’écrit donc

AB x A\ /A B\ /1B
PP = epclit) (5 @ [KP) (1), (2.4)
ijkl
Supposons maintenant que seul le sous-systeme A soit accessible, c.-a-d. qu’il
nous est donc seulement possible d’effectuer une mesure sur A. Une telle
mesure sera décrite par une observable de la forme O# ® 1. La probabilité

de mesurer une valeur propre A de O4 est alors

PO = [ ©1%)"]
©-4) * : ;
> e T [I71i%) (54 @ [KP) (7]
ijkl

> ey Tr [IRi) (4] Tr [IK7) (17]

ijkl
Hf (Z CiCi10k1 i) <jA|> ]

ijkl
= Tr[Igfp?]. (2.5)

= Tr

Ainsi, la probabilité de mesure ne dépend que d’un opérateur sur H4, noté
p?, qui est obtenu grace & une opération linéaire dite de trace partielle qui

est définie par

LHARHE) o L(HA)

Trp :
190 @ 10P) (Xl = (XPleP)le?) (€4,

(2.6)
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L’ opérateur densité réduit p* = TrgpB, appelé trace partielle de pAP
sur B, contient donc toute 'information qui peut étre extraite par mesure
sur le sous-systeme A. En ce sens, cet opérateur représente l’état du sous-
systeme A pour un observateur qui n’a pas accés au sous-systéme Bl

Le résultat que nous venons de démontrer peut étre généralisé grace au

lemme suivant, qui nous sera fort utile dans la suite :

Lemme 2.1. Soit un systéme biparti AB dans ’état pAB. Pour tout opéra-

teur linéaire O agissant sur le sous-systéme A, on a
Trg [(0* ® 17) p*P] = 04 Trg [p*?] . (2.7)

Démonstration. Par linéarité, il suffit de montrer le résultat pour pAZ de la

forme pAB = |y4) (¢?| @ |€B) (xB]. On a alors

Trp (01 ®17) p**] = Trp [(0* ®@17) ([v*) (¢ @ 1€7)(x"])]
= Trp [(0*™")(e"]) ® (167)(x"])]
= (O™ (o) (X"1€7)
= O ((XPIEP) [ ™) (0™))
= O"'Trp [p""].

]

Ce résultat signifie que, du point de vue du sous-systéme A, 'application
de O4 n’agissant que sur A suivie de la perte du systeme B est équivalente
a la perte du sous-systeme B suivie de I’application de O4 sur A.

Attardons-nous aux propriétés d’un opérateur densité réduit.

1. pA est hermitien car

;
(pA)T = (Z Cikc;k’iA><jA|> = Zcfkcjk!jAﬂiA] =Trp (,OAB)T = p.

ijk ijk

1Pour un opérateur linéaire O défini sur sur H4, la trace partielle de O sur A correspond
a la définition habituelle de la trace, autrement dit Tr4O = TrO.
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Autrement dit, (TrB [pABDT = Trp [(pAB)T].
2. Sa trace vaut 1 car
Tea 3 eucili) (4 = 3 lewl” = Trapp® = 1.
ijk ik
Autrement dit, Tr 4 [TrB [pABH = Trup [pAB].

3. p* est positiiﬂ car pour tout vecteur |i)4) € HA

WAptw?t) = Tra [[94)@%p"]
2.5)

= Trap [(’¢A><wA| ®1B) ,OAB] ‘ 0.

Le postulat selon lequel tout systéeme quantique est décrit par un vecteur
d’état dans ’espace de Hilbert n’est pas cohérent si on accepte qu’un sous-
systeme d’un systeme quantique est lui-méme un systeme quantique. En
effet, des que le systeme quantique est dans un état intriqué par rapport a ses
sous-systemes, 1’état de ces derniers est en général décrit par un opérateur
densité qui ne correspond pas a un vecteur d’état. Schrodinger, des 1935,
affirmait que « la caractérisation complete d’un systeme n’implique pas la
caractérisation de chacune de ses parties » E] Par exemple, soient deux qubits

dans un état singulet |[¥~) = \/LQ|01> - \/LE|10> dont 'opérateur densité est
PP = [T) (7] = 3[01)(01] — 5/01)(10] — 3[10){01| + 3[10)(10]
L’état de 'un des deux qubits est décrit par un opérateur densité
pt = Trpp"® = 310)(0] + 3 1)(1 (2.8)

Cet opérateur densité n’est clairement pas un projecteur car p? # p.

2Nous suivons ici la terminologie francaise selon laquelle un réel a est positif s’il vérifie
a > 0 et négatif s’il vérifie a < 0.

3Traduction libre de Pauteur & partir de la traduction de I’allemand & ’anglais réalisée
par John D. Trimmer [71] & partir de l'article original de Schrodinger [68].
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2.1.3 Etat quantique

La discussion précédente a montré, qu’en général, I’état d'un systeme
quantique ne peut pas étre décrit par un ket dans un espace de Hilbert,
mais seulement par un opérateur densité. Un tel état est appelé état miztd]
ou €tat mélangé en raison de l'interprétation qui peut étre donnée de ces
états. Au contraire, les états décrits par un ket sont nommés états purs.

Donnons maintenant une définition formelle a la notion d’état quantique.

2.1.3.1 Définition formelle

Définition 2.2. [Etat quantique| L’état quantique d’un systeme quantique
auquel correspond un espace de Hilbert H est décrit par un opérateur den-
sité p, c’est-a-dire un opérateur linéaire de ‘H dans lui-méme qui vérifie les

propriétés suivantes
1. p est hermitien, c.-a-d. pf = p.
2. Trp=1.
3. p est positif, c.-a-d. pour tout |¢) dans H (|p|) > 0.

L’ensemble des opérateurs densité sur un espace de Hilbert H est noté D(H).

Cette définition est cohérente avec les propriétés auxquelles obéit un
opérateur densité réduit obtenu par trace partielle. Nous allons d’ailleurs
voir qu'un systeme dans un état mixte peut toujours étre vu comme un

sous-systeme d’un systeme plus grand dans un état pur.

2.1.3.2 Etatal qubit : boule de Bloch

Dans le cas d'un qubit, un état peut étre représenté graphiquement.
Notons qu’un état pour un qubit est décrit par un opérateur densité p sur
un espace de Hilbert a deux dimensions, que nous confondrons avec son

expression dans la base de calcul. La matrice p est hermitienne et peut donc

4L’emploi de ce terme va malheureusement (& l’heure actuelle) a l’encontre de l'usage
courant en frangais.
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étre décomposée sur la base constituée de I'identité et des trois matrices de
Pauli. Or, les trois matrices de Pauli sont de trace nulle et p doit étre de

trace unité. Donc, la décomposition de p est de la forme

pP=73 (1 + Zpi0i> - (2.9)

De plus, p est une matrice positive. La somme de ses valeurs propres vaut 1
(car Trp = 1). 1l faut et il suffit donc d’imposer que le produit des valeurs
propres soit positif pour que p le soit. Or, le produit des valeurs propres de

p est son déterminant qui vaut
detp = 1 (1~ [plP).

Ainsi, p est un opérateur densité a 1 qubit si et seulement p a une décom-
position du type de (2.9) avec un vecteur p = (p1,p2,p3) qui est de norme

inférieure a 1. De plus, un calcul immédiat montre que
pP=i1+pl)1+3p-0

qui permet de conclure qu'un état est pur si et seulement si ||p|| = 1. Or,
nous savons que les états purs a un qubit peuvent étre représentés sur la
sphére de Bloch. Il est alors cohérent de représenter un état quelconque par

un point de la boule de Bloch (voir figure , repéré par le vecteur p.

10){0]

(1)1

Figure 2.1 — Boule de Bloch
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2.1.3.3 Interprétations

Comment interpréter I’état d’un systeme quantique décrit par un opé-
rateur densité? Un élément de réponse est donné par le théoreme de dé-
composition spectrale qui permet d’écrire tout opérateur densité de la facon

suivante

p="> pulths) (] (2.10)

ou les p, sont des nombres réels et les |t),) forment une famille orthonor-
mée. De plus, la positivité montre que Vx p, > 0 et la normalisation impose
> . Pz = 1. Ces propriétés suggerent fortement une interprétation des fac-
teurs p, en terme de probabilité. Nous allons proposer deux interprétations
possibles : I'une est liée a un manque d’information accessible a ’observateur
qui décrit I’état quantique tandis que dans ’autre, I’état du systeme global
est parfaitement connu, mais ’observateur n’a acces qu’a un sous-systeme.
Nous verrons que les deux interprétations sont équivalentes en raison de la

possibilité de purifier un état mixte.

Mélange statistique et manque d’information Un systeme quantique

dont 1’état est mixte peut étre interprété comme un mélange statistique

d’états purs {(|vx), pr)} ot

Vkpr € [0;1] et Y pr=1,
k

c’est-a-dire un systéme dans un état pur qui est |¢;) avec probabilité py.
Dans ce cas, il existe une incertitude sur I’état initial qui se traduit par une
description en tant que somme pondérée d’états purs. L’incertitude sur un

tel état est habituellement quantifiée par ’entropie de von Neumann.

Définition 2.3. L’entropie de von Neumann d’un systeme quantique dans

I’état p est donnée par

S(p) = —Tr[plog, o . (2.11)
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Un calcul immédiat montre que si p a pour valeurs propres {p, }, son entropie

de von Neumann vaut

S(p) = —sz log, P (2.12)

Proposition 2.4. Pour un systeme quantique de dimension N, [’entropie
de von Neumann vaut 0 pour un état pur et atteint son mazimum log, N

pour l’état dit completement mélangé %1.

Un qubit dans I'état completement mélangé est un qubit qui, lorsque
mesuré par n’importe quelle observable, fournira n’importe quelle valeur
propre de fagon équiprobable. Ainsi, seul, il ne contient aucune information

utile.

Une description en terme de mélange statistique intervient par exemple
lorsqu’un qubit dans 1’état pur |¢)) a été mesuré par rapport a l'observable
O = > Me|or) (Pr|, mais que le résultat de la mesure n’est pas connu. L’état

sera alors décrit par

o= 3 1(wl6e) Pl n- (2.13)

Une telle description est tres différente d’une superposition linéaire des |¢y)
car dans le cas de l'opérateur densité, il n’y a aucune cohérence de phase

entre les |¢y) alors que ces phases sont bien définies pour une superposition.

Notons qu'un opérateur densité p correspond a 1’état de plusieurs mé-
langes statistiques et que ces mélanges statistiques sont donc indistinguables.
Par exemple, I'état completement mélangé & deux qubits £]0)(0[+3|1) (1] cor-
respond au mélange statistique {(|0), %) , (|1), %)} mais aussi & tous les mé-
langes statistiques {(|v), 1), (X[¥), 1), (Z|¥), 1), (XZ[¢), 1)} ou [¢) est
un état pur a 1 qubit auquel est appliqué les matrices de Pauli X et Z.
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Vérifions ce résultat en prenant |¢) = a|0) + b|1)

1 1 1 1
p = N+ XN WIX + L2 (012 + S X2 (v ZX
1 [ la]* a*b 1 [b? ab*
e — _l_ —
4\ ab* b 4\ a*b |af?
1| l|a* —a* 1{ [p —ab
4 ab*  |b|? 4\ —a*b |af?
1( 10
—- - (2.14)
01

Finalement, notons que pour un état pur, la décomposition de I’opérateur
densité est unique. Ceci justifie le terme pur puisqu’il n’y a aucune incerti-
tude sur I’état. D’un point de vue géométrique, les états purs correspondent

aux points extrémaux de ’ensemble des opérateurs densité.

Systeme intriqué et purifications Un systeme quantique dont 1’état
est mixte peut toujours étre considéré comme un sous-systeme d’un systeme
plus grand qui est dans un état pur. Ainsi, partant d’un systeme A dont
I'état est donné par p?, il est toujours possible de lui adjoindre un systeme
de référence noté R de telle fagcon que le systeme AR soit dans un état pur
|UAR) et que p? = Trg|UAR) (UAE|. Un tel état est appelé une purification de
p?. Une méthode permettant d’obtenir une purification consiste & calculer

la décomposition spectrale de p? = >, pi|1) (43|, puis de considérer I'état
[OARY = Ve [9d) @ k) (2.15)
k

ot {|k%)} est une famille orthonormée de H=. La trace partielle sur R fournit

un opérateur densité réduit

Pt = pel) (). (2.16)
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Ainsi, tout mélange statistique peut étre interprété comme un sous-
systeme d’un systeme qui est dans un état pur. Ainsi, la connaissance li-
mitée de 'observateur est due au fait qu’il n’a acces qu’a un sous-systeme
intriqué d’un systeme global dont I’état global est parfaitement déterminé.
Une question métaphysique est alors de savoir si le systeme de référence R

existe au-dela de la construction mathématique que nous avons présentée.

Lien entre les deux interprétations Les deux interprétations reposent
sur des hypotheses distinctes : la premiere suppose une indétermination de
I’état du systeme alors que la seconde postule que le systéme est intriqué
avec un autre systeme auquel il n’est pas possible d’avoir acces. Nous allons
montrer que la seconde interprétation mene a la premiere. En fait, les deux
interprétations sont équivalentes si on accepte que la mesure est la seule
source d’indétermination en mécanique quantique.

Afin de discuter d'un systeme qui se décompose en deux sous-systemes
A et B, il est tres pratique d’introduire deux personnages nommés Alice
et Bob, en accord avec la tradition des informaticiens’} Chacun détient un
des deux sous-systemes quantiques. Soient donc Alice et Bob qui possedent

chacun une partie d’un systéme dans un état intriqué |¥)
) =Y Vplit)®). (2.17)
ij

ou {[i*)}icr et {|j®)}jes sont des familles orthonormées. Alice et Bob
connaissent tous les deux 1’état |¥) qu’ils partagent. Alice cherche mainte-
nant & décrire 'état p? de son sous-systéme. Elle peut le calculer directement
en effectuant une trace partielle sur B.

Elle peut aussi faire le raisonnement suivant :

Si Bob mesure son systéeme dans la base {|jZ)} et qu'il obtient

jo, mon état (non-normalisé) sera alors |¢;) = >, \/Dijo]i”). La

5Le physicien David Mermin a affirmé qu’une des contributions fondamentales de I'in-
formatique & la physique au sens large est I'introduction d’Alice et Bob!
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probabilité pour Bob d’obtenir j est Pj, = >, pij,- Or, je ne
connais pas le résultat de la mesure de Bob donc mon systeme
sera un mélange statistique {(ij ﬁ|¢jo> }ioess c-a-d. un
mélange statistique pondéré ou jo peut prendre n’importe quelle

valeur dans J.

Faut-il vraiment que Bob mesure son systéme pour que cette description
soit correcte du point de vue d’Alice? Si c’était le cas, autrement dit si
le fait que Bob ait mesuré son systeme entraine une différence mesurable
chez Alice, Alice pourrait déterminer instantanément si Bob a effectué une
mesure et ce indépendamment de la distance entre eux. Autrement dit, Bob
pourrait envoyer un signal a Alice aussi rapidement qu’il le désire. Afin
d’éviter ce paradoxe, il faut que la description de [’état d’Alice comme un
mélange statistique soit correcte indépendamment du fait que Bob ait mesuré
(et en particulier de la base de mesure qu’il aurait utilisé).

Ainsi, 'intrication est une source d’incertitude pour un observateur qui
n’a pas acces a une partie du systeme intriqué. En admettant que la seule
source fondamentale d’incertitude soit liée a la mesure, les deux interpréta-
tions d’un opérateur densité sont alors réconciliées.

La notion d’opérateur densité réduit trouve une application dans la com-

préhension du protocole de téléportation quantique, décrit en annexe [B]

2.2 Mesure généralisée et superopérateur

La section ([2.1) a montré que I'état d’un systéeme quantique est généra-
lement donné non pas par un vecteur d’état dans I’espace de Hilbert, mais
plutot par un opérateur densité. Les postulats de la mécanique quantique
réécrit en ([2.1.1) restent valables pour un état mixte.

Toutefois, ces postulats ne permettent pas de décrire I’évolution d’un
sous-systeme quantique faisant partie d’'un systeme quantique plus grand
évoluant sous I’action d’une mesure ou d’une évolution unitaire. Nous allons

donc introduire la notion de mesure généralisée et celle de superopérateur.
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2.2.1 Mesure généralisée
2.2.1.1 Observable sur un grand systeme

Soit un systeme quantique A dont 1’état est décrit par un opérateur den-
sité p. Nous cherchons a obtenir de I'information sur ce systéeme quantique.
Au lieu de mesurer sur A, il est possible d’adjoindre & A un systeme auxiliaire
R, qualifié d’ancillaire dans le jargon de 'informatique quantique, puis de
mesurer le systeme conjoint. Une telle mesure est appelée mesure généralisée.
Nous allons voir que dans ce cas, la mesure résultante sur le sous-systeme A

n’est pas toujours décrite par une mesure projective.

2.2.1.2 POVM

Pour décrire une mesure généralisée, nous nous plagons dans I'espace de
Hilbert H = H” ® H. Nous allons mesurer le systéme conjoint grace a une

observable O € L(H) dont la décomposition spectrale est
O => MI,. (2.18)
A
L’état initial du systeme AR est
pt = pt @ pt (2.19)

puisque les deux systemes ne sont pas intriqués initialement. La probabilité

P(\) de mesurer la valeur propre \ est

P(N) = Trar [HAPAR]
= Tea [Trr [(p* @ 17) (14 @ pP) T,
Lemme Tea [pATes [(14 ® p7) 10,

= Tra [p"E)] (2.20)
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et prend donc la méme forme que 1'équation (2.1) ou le projecteur a été

remplacé par un opérateur linéaire sur H4 défini par
E)\ = TI'R [(]_A X pR) Hk} . (221)

Quels sont les propriétés vérifiées par un tel opérateur ?

1. E) est hermitien.

B = (T [(1* @7 L)’
= T [t @M )’
SN (2.22)

2. E) est positif.

WAEY?Y) = Tra [[0)(W?Ey]
Trag [T (1) (4 @ p)] > 0. (2.23)

3. Les {E\} vérifient la relation de fermetured ", Ey = 14.
ZE)\ = ZTI'R [(1A®pR) H)\:I
A A

= TI‘R

(1A ® pR) Z H)\
A

= Trg [(1‘4 & ,OR) 1AR]

= 14 (2.24)

Ainsi, alors qu'une mesure projective est définie par un ensemble de projec-
teurs {II,} donné par la décomposition spectrale de I’observable, une mesure
généralisée est définie par un ensemble {E,} d’opérateurs hermitiens. Une
telle mesure est nommée POVM (Positive Operator Valued Measure) dans
le jargon de 'informatique quantique. Un exemple de situation ou une telle

mesure généralisée est utile est donné en annexe [C|
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En conclusion de cette section sur les mesures généralisées, énoncons sans
démonstration un résultat qui présente une réciproque a notre approche.
Nous avons introduit les POVM en tant que formalisme décrivant une mesure
effectuée sur un systeme augmenté d’un systeme ancillaire. Un théoreme [35]
nommé d’apres le mathématicien russe M.A. Naimark (parfois orthographié
Neumark) indique que tout POVM sur un espace de Hilbert H peut étre vu

comme une mesure projective sur un espace de Hilbert plus grand.

2.2.2 Superopérateur

Dans cette section, nous allons chercher a décrire ’évolution quantique
d’un sous-systeme qui fait partie d’un plus grand systeme qui évolue de fagon
unitaire. Nous allons voir que I’évolution induite sur le sous-systeme n’est pas
unitaire mais doit respecter plusieurs contraintes afin de toujours envoyer un
état quantique valable vers un autre état quantique valable. Ainsi, une telle
évolution sera décrite par un opérateur linéaire A sur I’espace des opérateurs
densité D(HA). N est couramment appelé superopérateur puisqu’il s’agit

d’un opérateur linéaire agissant sur des opérateurs linéaires.

2.2.2.1 Evolution unitaire sur un grand systeme

Soit un systeme S qui nous intéresse. Habituellement, ce systeme n’est
pas fermé, mais en interaction avec un grand nombre de degrés de liberté qui
constituent son environnement £. Initialement, supposons que le systeme et

I’environnement ne soient pas intriqués. L’état initial est donc de la forme

P8 = p° @ |€5)(¢°] (2.25)

ou ’environnement peut étre pris dans un état pur sans perte de généralité.
Le systeme S& étant en interaction, il va évoluer de fagon unitaire et

aboutir a ’état global

Up*UT = U (p° @ [€5)(€°]) U™, (226)



2.2. MESURE GENERALISEE ET SUPEROPERATEUR 37

Toutefois, si 'opérateur U n’est pas séparable, I’évolution du sous-systeme

S ne sera pas unitaire. Formellement, I’évolution de p® est donnée par
p° = N(p®) = Tre [U (0° © [€)(6°]) U] (227)

qui ne peut pas, en général, s’écrire sous la forme Vp®VT ot V est unitaire.

Théoreme 2.5. Cette équation peut étre mise sous la forme

N(e%) = 3 N (2.28)
k
ou les
Ny, = (K*|U|€%) (2.29)

sont des opérateurs linéaires sur HS dits de Kraus qui vérifient
> N[N =1. (2.30)
k

Démonstration. La preuve est calculatoire. Décomposons 'opérateur U sous
la forme de produit tensoriel d’opérateurs agissant d’une part sur H® et

d’autre part sur HE, ce qui revient & choisir une base {|k)} sur I'espace H®
U=> Vi ®wulk®) (. (2.31)
Kkl
Calculons alors

N@E®) = Tie [U(p° @ [€5)(€°]) U]

= Tre | SOVS @ wlkE) ] (0° @ €5)(EF]) S0 Vi @ wi |1E) (K|
kl k'l
= 0w (1)) (VS VS) © Tre [I°) (K]

Kkl k'

= Z (Z wkl<l£|€€>vl£> p° (Z Vk‘?sz}i/zr<£5|l’g>> :
l v

k

|
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En définissant les opérateurs Ny par Nj, = (k¢|U|¢8) = Y, wu(l6|€5)VS,
nous obtenons la relation ([2.29)).

Vérifions maintenant la relation de fermeture

STNING = S (elutr) kU le)

k

€Ut (Z \k><k|> Ul€)

= ([EUTU¢)
= 1. Il

Une décomposition du type de 1’équation est appelée une décom-
position en somme d’opérateurs. Analysons les propriétés vérifiées par une

telle décomposition

1. N préserve le caractere hermitien de p.
t £\
W) =3 (NeoNL) = N o). (2.32)
k

2. N préserve la trace de p.

Tr [N (p)] = Tr Z NI Nip| = Trp. (2.33)
!
3. N préserve la positivité de p.
WIN ) =T | 3 Nep NI ]| = Tr |32 (1) (N,I|w>)] >0
k

(2.34)

Ces trois propriétés sont tres intuitives puisqu’elles correspondent aux
propriétés d’un superopérateur N qui envoie un opérateur densité vers
un autre opérateur densité. Toutefois, N présente une propriété plus
forte que la propriété (3). Il s’agit de la propriété de positivité com-

pléte : pour toute extension de H° & H® @ H”, I'opérateur N ® 1® est
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positif. Physiquement, cette propriété tient compte du fait que le sys-
teme S peut étre intriqué avec un systeme de référence R qui n’évolue
pas. Ainsi, il ne suffit pas que I’état du systeme S demeure un état
quantique valide, il faut aussi que 'état de SR reste un état quantique

valide. Ceci se traduit par la propriété de positivité complete.

4. N préserve completement la positivité de p.
Nous allons vérifier la propriété sur la décomposition de Schmidt d’un

état quelconque |USR) = 3" c;|pf ).

A= (TN (o) @ [TRNIR]) [2°F)
= DR (NN @ TR (TR ) [0SR,

k
= Y cie; (65| (N Nf @ [TR)(T7]) [¢507)
%5,k
= Y lal @S] (NN ) 167) (2.35)
’i,k - ~ /

>0

Maintenant que nous avons vu quelles sont les propriétés vérifiées par un
superopérateur obtenu en appliquant une évolution unitaire sur le systeme
et son environnement, nous allons évoquer sans le démontrer le résultat

réciproque, tiré de [46].

Théoréme 2.6. [Représentation de Kraus] Un opérateur linéaire vérifiant

les propriétés 1, 2 et 4 posséde une décomposition en somme d’opérateurs.

2.2.2.2 Canal a amortissement de phase

En informatique quantique, les superopérateurs sont souvent utilisés pour
modéliser la transmission imparfaite d’information quantique. Ils sont alors
appelés canauzr quantiques. Nous allons en présenter un : le canal a amortis-
sement de phase. Il nous servira de transition puisque ce canal présente un
modele extrémement simple qui contient malgré tout les éléments essentiels

de la théorie de la décohérence qui fera I'objet du prochain chapitre.
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La présentation que nous donnons ici du canal a amortissement de phase
s’inspire largement de celle donnée dans les notes de cours de John Pres-
kill [62]. Soit un qubit S en interaction avec un autre systéme quantique
&, son environnement. L’environnement est un systeme quantique a 3 ni-
veaux| et une base orthonormale de son espace de Hilbert H¢ sera notée
{]0%),]1¢), |2¢)}. Initialement, le systéme S est dans un état quelconque
[9) = a|0%) + b|1°) tandis que 'environnement est dans ’état [0%). Dans le
cas ol S est dans ’état de base |05), il perturbe I’environnement avec pro-
babilité p. La perturbation fait passer 'environnement de I’état |0°) dans
'état |1¢). De fagon similaire, dans le cas ot S est dans I'état excité |15),
il fait passer 'environnement dans I’état |2¢) avec probabilité p. Une repré-

sentation unitaire de ce canal est donc la suivante :

0%)10%) = /1 =p[0%)[0%) + v/p|0%)[1%)
19)10%) = /1 —p[1%)[0%) + v/p[1%)]2°). (2.36)

Notons que la base de calcul {|0%),[15)} joue un réle privilégié dans cette
évolution. En effet, si S est initialement dans ’état [0°) ou I'état |15), il
demeure dans cet état. Il en sera autrement pour une superposition de ces
deux états. En effet, I'’évolution d’un état quelconque [¢S) = a|0%) + b[1°)

sera

[4)[07) = /1 = ple°)|0%) + /b (al0)[1%) + B[1°)|2%)) . (2.37)
Une trace partielle sur ’environnement va fournir ’état

N (%) = Tre [U[*)|0°) (v (0°|UT]
= (L=p)l¥7) W +p (la*07){0°] + [b]*|17)(17]) . (2.38)

Notons I'importance de I'orthogonalité de |1¢) et de |2f). En effet, leur or-

6Dans le jargon de Iinformatique quantique, il s’agit donc d’un qutrit.
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thogonalité, dont nous avons montré qu’elle était équivalente a leur distin-
guabilité parfaite, détruit les termes croisés |0°)(15| et [15)(0°]. Un calcul
utilisant la relation (2.29)) permet d’évaluer les opérateurs de Kraus, qui sont

aussi visibles sur la relation (2.38)). Leurs expressions sont :
No=+/1-p1, Ni=.,/pl0)(0], N2=/p|1)(1]. (2.39)

Ainsi, I’état final du systeme S est un mélange statistique ou

— avec probabilité 1 — p I'état quantique initial [¢)S) n’est pas affecté (ce
qui est indiqué par le fait que 'opérateur de Kraus Ny soit proportion-
nel & l'identité)

— avec probabilité p, ’état initial est transformé en un mélange statis-

tique {(0%), [af?) , (|11%), [b*)}.

Ce canal quantique admet une autre décomposition n’utilisant que deux

opérateurs de Kraus qui sont

M,=+/1—p1 et M, =+/po.

ot p = £. Le canal s’écrit alors

p = ﬁo-zpo-z + (1 - ﬁ)p

ce qui veut dire qu’avec probabilité p, le qubit subit une erreur de phase
alors qu’avec probabilité 1 — p, il n’est pas affecté.

Comparons I'état N (p°) avec 'état quantique initial %) = a|0%) +
b|1°). Pour ce faire, le plus simple est de comparer leurs opérateurs densité

dans leur représentation matricielle dans la base de calcul :

S S\ S la]*  ab* S |a|? (1—p)ab*
rERnWT=1 L, o ) @) (1-p)(ad)  [b]?

Les termes diagonaux sont identiques alors que les termes hors-diagonale ont
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été réduits par un facteur 1 — p. Or, ces termes hors-diagonale, désignés par
le terme « cohérences » dans [25] caractérisent la cohérence de phase entre

les états |05) et |[1°). Le canal a donc affaibli la cohérence de phase.

— Avec probabilité 1 — p, il agit comme un canal parfait et ’état est
transmis sans modification tandis qu’

— avec probabilité p, le canal détruit la cohérence de phase en laissant
une trace dans 'environnement de ’état du systeme S. En effet, un
observateur ayant acces a l’environnement pourrait déterminer 1’état

du qubit S en mesurant si ’environnement est dans I'état [1¢) ou |2¢).

Notons par contre que le canal n’a aucun effet sur un qubit initialement dans
’état [0°) ou |1%). L’environnement a donc privilégié une base de I'espace

de Hilbert, ici la base de calcul.

L’évolution du qubit sous l'effet du canal & amortissement de phase se
visualise dans la boule de Bloch. En effet, en écrivant p5 = % (1+p-o)oun
p-o= Z?:l p;0;, action du canal s’écrit

N(@®) = (1 —=p)p° + posp’os

3 3
1 1 P P
= 31+ 5(1 - 5) ;piai +3 ;pi030¢03

3 2
1 1 p p p
= ;1+;(1—-735 0 — = 00 + =
5 "‘2( 2);170 4;1?0 +4p303
(1—p)p1
= 21+ | A=pp |- o|- (2.40)
D3

Ainsi, en terme de vecteur polarisation qui repere ’état dans le boule de

Bloch, 'action du canal est

D1 (1—p)p
P=|p |~ | (I—pp |- (2.41)
D3 D3
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Géométriquement, la sphere est envoyée sur un ellipsoide de révolution au-
tour de l'axe 2. En particulier, nous retrouvons que les états |[05) et [1°)
correspondant aux poles Nord et Sud ne sont pas affectés. Apres plusieurs
applications du canal, les points de la sphere sont projetés sur l'axe z, re-
streignant ainsi la boule de Bloch au segment de droite entre les deux poles.

Sous l'action du canal a amortissement de phase, trois régions distinctes

10)

A
/4
-
]
;‘

V'

Figure 2.2 — Action du canal a amortissement de phase

apparaissent dans la boule de Bloch.

1. Les poles correspondent aux états |0°) et |15) qui ne sont pas perturbés

par le canal et sont appelés états pointeurs
2. L’axe z correspond au mélange statistique d’états pointeurs.

3. Le reste de la boule de Bloch est inaccessible apres quelques applica-

tions du canal a amortissement de phase.

Le canal a amortissement de phase est un modele jouet pour plusieurs phé-
nomenes entrainant la décohérence d’un qubit. Cette notion de décohérence

fera ’objet du prochain chapitre et du reste de ce mémoire.
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Evolution des systemes ouverts et décohé-

rence

Ce chapitre a permis d’introduire des outils essentiels au traitement ma-
thématique des systémes quantiques ouverts. Nous avons montré que 1’état
d’un systeme quantique est généralement décrit non pas par un vecteur de
I’espace de Hilbert, mais plutot par un opérateur densité. De fagon similaire,
une mesure ne se limite pas a un ensemble de projecteurs, mais est généra-
lement donnée par un ensemble d’opérateurs positifs (POVM). Finalement,
bien que I’équation de Schrodinger implique une évolution unitaire du sys-
teme global, I’évolution d’un sous-systeme ouvert est le plus souvent donnée
par un superopérateur qui transforme l'opérateur densité du sous-systeme
en un autre opérateur densité.

Dans le prochain chapitre, nous allons introduire la théorie de la décohé-
rence. Elle repose sur le constat qu’'un systeme quantique n’est habituelle-
ment pas fermé mais en interaction avec une multitude de degrés de liberté
qui constituent son environnement. Comme nous ’avons montré dans ce cha-
pitre, de tels systemes ouverts peuvent avoir une évolution non-unitaire alors
que le systeme global tenant compte de ’environnement présente une évo-
lution unitaire. Cette évolution fait apparaitre des regles de supersélection,
tel le caractere privilégié accordé a la base de calcul par le canal a amortis-
sement de phase. Ce phénomene va distinguer des états robustes qualifiés de
quasi-classiques des autres états quantiques beaucoup plus fragiles. Ainsi,
la décohérence entraine une fragilité extréme des corrélations quantiques

essentielles au calcul quantique.



Chapitre 3
Théorie de la décohérence

The “paradox” is only a conflict between reality

and your feeling of what reality “ought to be”.
—Richard Feynman, cité par M. Schlosshauer [66]

La mécanique quantique et en particulier le principe de superposition sont
difficiles a réconcilier avec notre expérience sensible. Alors que 'espace des
états possibles est extrémement vaste, les objets macroscopiques semblent
restreints a un sous-ensemble limité d’états et présentent certaines grandeurs
physiques bien définies : position, vitesse. .. Ce décalage pose la question de
I’émergence d’'un monde classique a partir d’'un monde quantique.

Dans ce chapitre, nous introduirons les bases de la théorie de la décohé-
rence. Elle met 'accent sur le role joué par ’environnement d’un systeme
quantique, c’est-a-dire tous les degrés de liberté susceptibles de se coupler
avec ce systeme. Nous montrerons que cette interaction crée de I'intrication,
ce qui entrainera ’apparition d’états privilégiés qui correspondent aux états
classiques. Pour un observateur n’ayant pas acces a l'intégralité de I’environ-
nement, un systeme initialement dans un état de superposition perdra alors
sa cohérence pour aboutir dans un état de mélange statistique. Ainsi, la
théorie de la décohérence, tout en se maintenant strictement dans le cadre
de la mécanique quantique, propose des mécanismes afin de réconcilier la

mécanique quantique a notre expérience sensible.
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3.1 Transition quantique-classique

Le principe de superposition affirme que si un systeme physique peut
étre dans chacun des deux états |¢) et |p) alors toute combinaison linéaire
(normalisée) ali) + B|p) est un état possible du systéme. Ce principe a été
vérifié expérimentalement au niveau microscopique. Toutefois, ’application
de ce principe au monde macroscopique semble entrainer des conséquences en
contradiction avec notre expérience sensible. En particulier, les états macro-
scopiques dont nous avons ’habitude sont des exceptions par rapport a tous
les états possibles dans I’espace de Hilbert. Comment réconcilier ’étendue
de l'espace de Hilbert avec 'observation empirique d’un tres petit nombre
d’états macroscopiques “classiques” définis par un nombre restreint de gran-

deurs bien déterminées (position, vitesse...)?

3.1.1 Limite quantique-classique

Historiquement, ce probleme se pose deés les premiers temps de la méca-
nique quantique. Bohr proposait de tracer une limite entre les “objets quan-
tiques” (atomes, électrons. . .) et les “objets classiques” (appareils de mesure,
observateurs. . .) et de suspendre le principe de superposition pour les “objets
classiques”. Cette proposition se heurte toutefois a la question suivante : ou
placer la limite, est-elle fixe, comment est-elle définie ?

Fondamentalement, tout objet est formé de constituants aux propriétés
quantiques. De plus, des expériences effectuées sur des objets de plus en
plus “grands” ont confirmé 'existence d’états en superposition via 1'obser-
vation de phénomenes d’interférence. Citons en particulier les expériences
d’interférométrie sur des molécules de plus en plus grosses (fulleréenes Cg
[4], molécules Crq [39], fluofullerenes CgoFyg, molécules organiques CyqHzoNy
[40]) et les expériences sur des systemes opto-mécaniques [73]. Il parait diffi-
cile de croire qu'une telle limite existe. La proposition de Bohr d’introduire
une limite entre les mondes microscopique et macroscopique ne parait donc

pas satisfaisante.
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De plus, si les lois de la mécanique quantique, autres que le principe
de superposition, continuent de s’appliquer au niveau macroscopique, il est
possible de faire remonter la “bizarrerie quantique” depuis le niveau micro-
scopique grace a l'intrication. Donnons un exemple, qui correspond schéma-
tiquement a une expérience menée au NIST en 1996 [52] : soit un ion dans
une cavité dont on considere deux degrés de liberté, son état interne et sa
position. Son état interne est un degré de liberté microscopique. L’ion peut
étre dans son état fondamental |0) ou son état excité |1) ou encore toute
combinaison linéaire de ces deux états, par exemple |+) = —=|0) + \%H)
Dans la vision de Bohr, un tel état de superposition microscopique est tout
a fait valable. Par contre, la position de l'ion est un degré de liberté ma-
croscopique et a ce niveau, le principe de superposition n’est pas applicable
(toujours selon Bohr). Pour simplifier, supposons que l'ion soit dans une
cavité et puisse étre dans la moitié gauche |G) ou la moitié droite |D) de
la cavité. Ces deux positions sont séparées de 90 nm, une grande longueur
a 1’échelle atomique. Soit alors une transformation unitaire U qui a effet

suivant

0)G) = [0)IG)  [DIG) = [1)|D)
0)[D) = [0)[D)  [1)[D) = [1)|G). (3.1)

Cette transformation est tout a fait 1égitime dans la vision de Bohr. Suppo-
sons maintenant que nous préparions ’état |+)|G), ce qui est permis puisque
le principe de superposition est valide au niveau microscopique, avant d’ap-
pliquer U

) = U (|16)) = L510)|G) + 25 [1)|D). (3:2)

2

Cet état va mettre en évidence une contradiction dans la vision de Bohr, tel

que souligné par Schrodinger des 1935 [67]. En effet, 1’état se réécrit

0) = 3514 (HIG) + D)) + 51-) (HIG) - HID)) . (33)
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Il suffit alors de mesurer I’état interne dans la base {|+),|—)} pour faire ap-
paraitre la position dans un état non-classique \%]G} + \/i§|D> Cet exemple
montre que grace a une transformation créant de 'intrication, il est possible
de faire remonter le principe de superposition du monde microscopique au
monde macroscopique. Il s’agit d’une réalisation expérimentale de ’expé-
rience du chat de Schrédinger ou le caractere vivant ou mort du chat est
représenté par la position de l'ion. Schrodinger affirme en effet que l'intri-
cation permet qu’« une indétermination provenant au départ du domaine
atomique est ensuite transformée en indétermination macroscopique » [f| La
vérification expérimentale de ce phénomene montre que, en raison de l'intri-
cation, nous devrions rencontrer des objets macroscopiques dans des états de
superposition. La signature d’un tel état en superposition est l'interférence
quantique. Un probleme particulier se pose alors : comment expliquer que
nous n’observons pas d’interférence pour des objets macroscopiques ? Autre-
ment dit, pourquoi certains états quantiques sont-ils privilégiés aux dépens

des autres ?

3.1.2 Probleme de la mesure

La transition quantique-classique est souvent discutée dans le cadre du
probleme de la mesure quantique. Il s’agit d’un formalisme qui tente de
rendre compte de la mesure d’un systeme quantique par un appareil de

mesure sans faire intervenir le postulat de réduction du paquet d’onde.

3.1.2.1 Mesure quantique

Nous allons maintenant présenter le schéma de mesure idéale, introduit
par von Neumann en 1932 [74)]. Soit donc un systéme S associé a I’espace de
Hilbert H° dont une base orthonormée est {|s,)}. De méme, soit un appareil

de mesure A associé a l'espace de Hilbert H* dont une base orthonormée

ITraduction libre de ’auteur & partir de la traduction de I’allemand & I’anglais réalisée
par John D. Trimmer [71] & partir de l'article original de Schrodinger [68].
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est {|an)}. Des états orthonormés étant parfaitement distinguables, les états
|a,,) correspondent & des états macroscopiques bien identifiables de 'appareil
de mesure. Supposons que I'appareil mesure I'observable O = 3" A, [s,)(s,|
du systéme. On aimerait que chaque |a,) corresponde a un et un seul état
|sn) afin qu'il soit possible d’affirmer que le systéeme S est dans l'état |s,,)
si et seulement si appareil est dans 'état |a,). Les états |a,) sont alors

appelés états indicateurs.

Initialement, ’appareil de mesure est dans un état |prét) qui correspond
a I’état de 'appareil quand il est prét a effectuer une mesure. Au contraire,
le systeme S est dans un état pur quelconque ) = > c,|s,) qui va étre
mesuré. L’interaction entre ces deux systemes correspond a une transfor-
mation unitaire U qui associe |s,)|prét) (ou |prét) est I’état de l'appareil
prét a mesurer) a |s,)|a,), ce qui correspond au fait que I’appareil mesure

le systeme S dans la base {|s,)}. Par linéarité, nous avons donc

) [prét) = > cnlsn)|an). (3.4)

n
Une telle décomposition, ou les familles {|s,)} et {|a,)} sont orthonormales,
sera dorénavant appelée une décomposition biorthogonale. Une telle évo-
lution est appelée pseudo-mesure (ou prémesure). Bien que 'on aimerait

I'interpréter comme une mesure, deux problemes surgissent.

1. Une décomposition biorthogonale n’est pas unique. Il est possible qu’il
existe deux décompositions biorthogonales pour un état donné [¥S4) =
Y enlsn)|an) =" c|sh)|al) faisant en sorte qu’il serait impossible de
distinguer la pseudo-mesure par 'appareil A et la pseudo-mesure par

Pappareil A’. 1l s’agit du probléeme de la base privilégiée.

2. Pourquoi avons-nous l'impression de ne percevoir ’appareil que dans
un seul état |a,) plutdt que dans un état de superposition des |a,) ?
Autrement dit, pourquoi avons-nous l'impression que le résultat d’'une

mesure est unique ?
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3.1.2.2 Base privilégiée et unicité du résultat

Base privilégiée L’importance du probleme de la base privilégiée a été
soulignée par Zurek en 1981 [77] qui a de plus distingué ce probleme de celui
de I'unicité du résultat. En effet, avant de se poser la question de I'unicité du
résultat, il faut pouvoir savoir quels sont les résultats possibles. Toutefois, ce
probleme est moins reconnu, peut-étre parce son importance n’a été réalisée
qu’au moment ou la théorie de la décohérence fournissait déja une solution
viable.

Le probleme de la base privilégiée est étroitement lié a la décomposition

de Schmidt.

Théoréme 3.1. [Décomposition de Schmidt] Tout état pur |¥) € HA @ HP

d’un systeme biparti admet une décomposition biorthogonale
[U4E) =D v/ i) i) (3.5)

ot les familles {|i)} et {|i'B)} sont orthonormales et les p; € RT™ vérifient

> kb =1.

Démonstration. Soit pA = Trp|WAB)(UAB|. L’opérateur p# étant hermitien,

il existe une base {i*} tel que
o= it (3.

Soit alors une base orthogonale quelconque de HP, notée {|k%)}. L’état

|U4B) se décompose sur la base {|i4) ® [kP)}

042) = D7 calik®) = D1

ik

olt nous avons défini une nouvelle base {|i'%)} par |i'%) = 3", cir|k?). Cal-
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culons alors p# par trace partielle

pt = Teg|UAP) (U8 = Tap Y [ [EP) (A1) = Y G212 (7
’ ’ (3.7)
Or, p* est diagonal dans la base {|i*)} donc (j'2|i'®) = p;6ijs, autrement
dit la base {|7’P)} est orthogonale. Il suffit alors de normaliser la base par

1B

i"B) = \/pi|i"B) pour obtenir la décomposition désirée. O

Ce théoreme garantit donc ’existence d’une décomposition biorthogonale
pour tout état pur biparti. Ainsi, tout état pur biparti peut étre interprété
comme le résultat d’'une pseudo-mesure. Toutefois, le probléeme intervient
quand il faut identifier I’observable qui a été mesurée par I'appareil : en

effet, la décomposition biorthogonale n’est pas unique.

Proposition 3.2. Un état pur |¥) € HAQHE admet une décomposition de
Schmidt (3.5) unique si et seulement si p* = Trg|U)(¥| n’a pas de valeurs
propres non-nulles dégénérées. Autrement dit, la décomposition de Schmidt

est unique st et seulement si tous les p, sont distincts.

Démonstration. La décomposition spectrale de p? = Tr,|UAB) (45|
est pP = 3" p;|i"®) (i"B|. Les opérateurs p” et p® ont donc les mémes valeurs
propres non-nulles. S’il n’y a pas dégénérescence, il suffit de diagonaliser p?
et pP et de jumeler les vecteurs propres associés & la méme valeur propre
pour obtenir la décomposition de Schmidt.

S’il y a dégénérescence, p” et pP présentent des sous-espaces propres
de méme dimension associés a une méme valeur propre. Sur de tels sous-
espaces de H* et de HE, toute base orthonormale convient pour la décom-

position de Schmidt. O

Notons que s’il existe deux valeurs py, et px, non-nulles alors ’état pur
|¥) est forcément intriqué. Ainsi, pour un état pur biparti intriqué, la dé-
composition biorthogonale peut étre ambigué. Donnons un exemple, tiré de

I'ouvrage de M. Schlosshauer [66]. Supposons que 'on veuille mesurer la
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composante z du spin d’un électron S et que I’on dispose d’un appareil dont
I’état |04) est un état indicateur pour 1’état |05) (spin vers le haut dans
la direction z) tandis que I’état |14) est un état indicateur pour I’état |1°)
(spin vers le bas dans la direction z).

Supposons qu'’initialement I’état de ’électron soit \/L§|OS )+ \%HS ). Par
linéarité, apres pseudo-mesure, 1’électron et 'appareil de mesure sont dans
'état

|®F) = 2[0504) + J%|151A>. (3.8)

Il s’agit bien d’'une décomposition biorthogonale. Or, il est possible de ré-
écrire cet état en faisant apparaitre les états |+°) = \%|05 == \%HS) qui
sont les états propres de l'opérateur o” et correspondent donc a des spins
alignés suivant la direction z. L’état |®*) se réécrit

[87) = Z51 +° +) + 51 =7 =) (3.9)

qui est aussi une décomposition biorthogonale. Par contre, cette décomposi-
tion correspondrait a la pseudo-mesure de la composante du spin suivant x.
Ainsi, 'appareil de mesure semble avoir mesuré a la fois 'observable o* et
I’observable o*. Or, ces deux observables ne commutent pas et une telle ob-
servation violerait donc les regles de la mécanique quantique. L’ambiguité de
la décomposition orthogonale empéche donc d’interpréter la pseudo-mesure
comme une mesure. Autrement dit, le mécanisme de von Neumann ne per-
met pas de privilégier une base par rapport a une autre.

Le probleme de la base privilégiée va au-dela du contexte de la mesure
quantique. En effet, I’expérience sensible indique que les objets ont souvent
tendance a étre dans des états de position plutot que dans des superpositions
de tels états. Il parait donc important de mieux comprendre pourquoi la
position joue un role privilégié.

Nous verrons dans la suite que la théorie de la décohérence fournit un

mécanisme explicatif qui repose sur le fait que le systeme global, composé
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du systeme S et I’appareil de mesure A, ne constitue pas un systeme fermé
mais plutot un systeme ouvert. L’introduction d’un troisieme systeme, 1’en-

vironnement, va modifier profondément la situation.

Unicité du résultat Notre expérience sensible montre que la mesure
d’une quantité physique fournit un résultat unique. A cette observation
pratique correspond le postulat de “réduction du paquet d’onde”. Il peut
paraitre étonnant que toute évolution quantique obéit a I’équation de Schro-
dinger sauf 1’évolution via mesure qui nécessite un postulat particulier. De
nombreux efforts ont été consacrés a mieux comprendre ce postulat et a
déterminer s’il est vraiment nécessaire. Le schéma de mesure de von Neu-
mann semble étre une tentative raisonnable afin d’expliquer la mesure via

Iinteraction entre un systeme et un appareil de mesure. Toutefois,

1. pourquoi avons-nous l'impression que ’appareil de mesure se trouve

dans un état |a,,) et non pas d'un état de superposition ?
2. quel mécanisme sélectionne un état |a,,) plutét qu'un autre ?

Ces questions laissent la porte ouverte a un multitude d’interprétations. Nous
utiliserons le terme “interprétation” afin de désigner un schéma explicatif qui
accorde une signification a la mécanique quantique, mais qui n’induit pas
de différences mesurables. Autrement dit, privilégier une interprétation par
rapport a une autre est un choix métaphysique.

De multiples interprétations ont été proposées afin de répondre au pro-
bleme de l'unicité du résultat. Citons, en vrac, l'interprétation de Copen-
hague, 'interprétation multi-monde, les histoires consistantes, la mécanique
bohmienne, I'interprétation avec intervention de la conscience et les interpré-
tations avec mécanisme d’effondrement. Citons aussi une attitude possible,
en vogue dans la communauté de 'informatique quantique. Elle consiste a
devenir adepte de I’Eglise de 'espace de Hilbert étendu. Ses commandements
sont les suivants (cf. la présentation de Matt Leifer disponible sur son blog

http://mattleifer.info/research/talk-slides/) :


http://mattleifer.info/research/talk-slides/
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1. L’Univers tout entier est décrit par un état pur qui intrique tous les

sous-systemes de 1’Univers.

2. Toute évolution quantique est unitaire. En particulier, il n’y a pas de

réduction du vecteur d’onde.

Cette attitude est tres proche des idées de H. Everett [32] et peut mener a
une interprétation type multi-monde. Nous ne nous attarderons pas plus sur
le probleme de 'unicité, qui constitue le coeur du probleme de la mesure.
A Theure actuelle, il ne s’agit pas d’un probleme physique, mais bien d’un
probleme métaphysique puisque les différentes interprétations ne donnent
pas lieu a des tests expérimentaux. Notons toutefois que cela pourrait bien
changer, a 'image de la non-localité qui n’est devenue un probleme physique
qu’avec le travail de John Bell et les inégalités type CHSH.

Nous verrons dans la suite de ce mémoire que la théorie de la décohérence

ne fournit pas de mécanisme explicatif au probleme de 'unicité.

3.1.3 Intrication et importance de ’environnement

Notons que l'intrication joue un role crucial dans ce que nous venons
de présenter. En effet, 'intrication permet de faire remonter la bizarrerie
quantique au niveau macroscopique (expérience type chat de Schrodinger).
De plus, l'intrication est essentielle au phénomene de pseudo-mesure puisque
les états distinguables de ’appareil de mesure sont en correspondance avec
les états du systeme mesuré grace a l'intrication. Est-il alors étonnant que
la théorie de la décohérence propose des mécanismes explicatifs a différents
problemes évoqués plus haut en remarquant qu'un systeme quantique n’est
pas habituellement isolé, mais plutot en interaction avec un environnement
avec lequel il va s’intriquer ?

Donnons pour cela un exemple, inspiré de ’expérience de pensée décrite
dans le cours “Cohérence quantique et dissipation” [27] de Jean Dalibard a
I’Ecole Normale Supérieure, rue d’Ulm a Paris, et de la mise en évidence

expérimentale décrite dans [21].
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Il s’agit d’une expérience, du type de celle des « fentes de Young », réalisée
avec un atome dont on considere deux degrés de liberté : son état interne,
qui peut étre soit excité |e) ou fondamental |f), et sa position x sur '’écran
d’observation, correspondant a ’observable X. L’atome peut se désexciter
en émettant un photon lors de son passage dans la cavité électromagnétique
située apres la fente a (& droite de la fente dans la figure [3.1). L’état de la
cavité sans photon est |0) et son état apres la désexcitation de l'atome est
|1). Ces deux états sont parfaitement distinguables donc (0|1) = 0. De plus,
on suppose que la cavité détecte toujours le passage de ’atome.

Initialement, ’atome est émis par la source dans I’état excité |e) ; la cavité
ne contient aucun photon et est donc dans 1’état |0). Dans l'expérience clas-
sique des fentes de Young, c.-a-d. en absence de cavité, I’état apres passage

dans les fentes serait

(5la) + 1)) @ [0)]e) (3.10)

ou |1,) représente I’état d’un atome passé par la fente a et |ip) celui d'un
atome passé par la fente b. La probabilité de mesurer ’atome & une position

x serait alors

P(z) = 51va(@)* + 1n(2)[* + Re (V;1)s) (3.11)

en adoptant la notation traditionnelle ¢,(x) = Tr [X |¢),){(1),]]. En particu-

lier, le terme d’interférence Re (¢%1);) apparait.

4

Figure 3.1 — Expérience des fentes de Young avec détecteur
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La présence de la cavité modifie I'expérience habituelle. En effet, apres

passage dans les fentes, I’état sera plutot

0) = L)L) + Ll 0)e). (3.12)

La position = de 'atome sur 1’écran est alors mesurée par un détecteur qus
n’est pas sensible a l’état interne de ’atome. Ainsi, ’observable mesurée est

X @1 avité @ Lgtat- La probabilité de mesurer 'atome a une position z est

Plx) = Tr[X @ leayite @ Lggat YY)
= 3T [X[tha) (Wal] + $Tr [X[0) (4]
+5 T [X[tha) (9] (011) (elg) + 3T [X]ts) (¥al] (110)(gle)
= 3lva(@)? + gln() . (3.13)

Le terme d’interférence a donc disparu en raison de la présence de la ca-
vité. Plus précisément, le degré de liberté qui nous intéresse, la position de
I’atome, s’est intriqué avec deux autres degrés de liberté, qui constituent son
environnement. L’un d’entre eux est un degré de liberté interne a ’atome :
son état d’énergie tandis que l'autre est un degré de liberté externe, I’état
de la cavité. Puisque l'information qui nous intéresse ne porte que sur la
position de I'atome, 'influence de ces deux degrés de liberté est « effacée »
par 'opération de trace partielle. Or, 'orthogonalité des états de I’environne-
ment permettrait de déterminer la fente par laquelle ’atome est passé. Ainsi,
le couplage avec I’environnement transforme la superposition, dont 'interfé-

rence manifestait la cohérence, en mélange statistique sans cohérence.

Cet exemple simple présente 1'idée de base de la théorie de la décohé-
rence : le systéeme quantique qui nous intéresse n’est habituellement pas
fermé mais en interaction avec un environnement. La prise en compte de
cet environnement et son couplage avec le systeme va permettre de faire
apparaitre une base privilégiée et de transformer une superposition d’états

de cette base en mélange statistique.
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3.2 Modeles de décohérence

Avant d’introduire les avancées théoriques de la décohérence, nous allons
présenter plusieurs modeles d’interaction entre un systeme quantique et son
environnement qui menent a une décohérence du systeme quantique. En
particulier, nous introduirons un modele qui nous servira d’exemple-type

pour la suite : le modele introduit par Zurek dans son article de 1982 [78].

3.2.1 Modele de Zurek

3.2.1.1 Description du modele

Dans le modéle de Zurek (voir figure , deux systemes interviennent :
le systeme quantique S et son environnement €. Le systeme S est un systeme
quantique a deux états : physiquement, il peut étre vu comme une particule
de spin-% et il sera traité mathématiquement comme un qubit. Son espace
de Hilbert associé est HS. L’environnement &£ est constitué de n spins-3 et
son espace de Hilbert associé est #¢ de dimension N = 2",

L’interaction entre S et son environnement a pour hamiltonien

n
Hge = ngagal‘i (3.14)
k=1
ol
— 0% est lopérateur z de Pauli agissant dans H®
~ 0 =11®...1;,_1®0;®141 ...®1, est 'opérateur z de Pauli agissant
sur le sous-espace lié au kieme spin de I’environnement dans H¢

— {9k }rep;n] sont des constantes de couplage réelles.

Figure 3.2 — Modele de Zurek
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Autrement dit, chaque spin de I’environnement interagit avec le spin cen-
tral via une interaction faisant intervenir la composante z de son spin. La
force du couplage entre le kieme spin de ’environnement et le spin central
est caractérisée par g € R. Les spins qui forment l’environnement n’in-
teragissent pas. L’environnement ne présente donc pas d’évolution propre.
Cette remarque est au cceur d’une des contributions originales de ce mé-
moire, qui sera présentée dans la section [5.3] De plus, le systeme S n’a pas
d’évolution propre bien que le modele présenté en section introduira

une évolution non-triviale.

Il est souvent utile d’exploiter la structure de produit tensoriel de cet

hamiltonien. En effet, celui-ci peut s’écrire
Hse = 05 ® Hi o0t Hiy = Y gi0}. (3.15)
k

Dans toute la suite, nous nous placerons dans la base des états propres
de ¢* en notant |0) et |1) les états propres de o et |Og)et |1;) les états
propres de o;. Cette base sera appelée base de calcul par analogie avec
I'informatique quantique. L’état |0) ® |z) avec z € {0,1}" représente donc
un état de HS @ HE pour lequel S est dans 1'état |0) et le kieme spin de
I'environnement est dans I'état du kieme bit z;, de la chaine de bit x. Cette

base joue un role particulier car I’hamiltonien d’interaction y est diagonal.

Proposition 3.3. L’hamiltonien d’interaction (3.14) a pour vecteur propre
les états |0)|z) et |1)|z) ou x € {0,1}" représente les n spins de € dans un

état propre de @ _, o%. Les valeurs propres associées Ey, et Ey, sont

Eoe = B =w, = »_(—1)"gj. (3.16)
k

Cette propriété va nous permettre de calculer facilement 1’évolution d’un

état dans le temps en I’écrivant dans la base de calcul.
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3.2.1.2 Evolution dans le temps

Initialement, le systeme S est dans un état pur quelconque
[(t =0)) = al0) + b|1). (3.17)

L’environnement est dans un état correspondant a un produit tensoriel d’état

pur de chacun des spins

3

le(t =0)) = (ar|Ox) + Br|1x)) - (3.18)

k=1

Nous verrons que le choix de cet état peut jouer un grand réle dans 1’évolu-
tion. L’état global initial |¥se(t = 0)) = |(t = 0)) ® |e(t = 0)) va évoluer
sous l'action de I’hamiltonien d’interaction. En raison de la structure de

produit tensoriel de 'hamiltonien, son évolution a ¢t > 0 sera donnée par
[Wse(t)) = al0) & [eo(t)) + b|1) @ [e1(2)) (3.19)

ou les états |go(t)) et |e1(t)) vérifient les équations de Schrédinger

i%]so(t» = Hmt‘EO(t»

! (3.20)
igler(t) = —Hinelea (1))
avec les conditions initiales |go(t = 0)) = |e1(t = 0)) = |e(t = 0)).
La résolution de ces équations fournit le résultat suivant.
Proposition 3.4. L’évolution des états |eo(t)) et |e1(t)) est
N N
le0(t)) = lex(=t)) = @ are™(0)+8ke |1y = € ) (arl0)x + B [1)y) .
k=1 k=1
(3.21)

Remarquons que le systeme S sera le plus souvent intriqué avec son

environnement, ce qui va induire un déphasage entre les états |0) et |1).
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3.2.1.3 Opérateur densité réduit de S

Dans cette section, nous allons décrire ’évolution du systeme S du point
de vue d’un observateur qui n’a pas acces a ’environnement. Comme nous
'avons montré en[2.1.2] I’état du systeme S sera alors décrit par un opérateur
densité p(t) défini par

p(t) = Tre|Use) (Psel. (3.22)

Un calcul simple montre que
p(t) = [al*|0){0] + [B*[1) (L] + ab™r(£)*]0) (L] + a*br()[1)(0] (3.23)
ou le facteur de cohérence

r(t) = {eo(t)|er (1)) (3.24)

mesure la distinguabilité entre les états |go(t)) et |e1(2)).

Dans la base de calcul, ’évolution du systeme S est donc

2 *h 2 *h % t
T T B I A FR
ab*  |b]? ab* x r(t)* |b|?

Bien que les composantes |0)(0] et |1)(1| ne soient pas affectées, les termes
hors-diagonale sont réduits par un facteur r(t). Essayons de mieux com-
prendre 'impact de ce facteur en considérant les différentes valeurs qu’il
peut prendre. Si r(t) = e, Popérateur densité correspond & l'état pur
al0)+be|1) : la cohérence du qubit a été préservée et il n’a subit qu'une évo-
lution unitaire. Au contraire, si 7(t) = 0, la superposition initiale a|0) + b|1)
est devenue un mélange statistique |al?|0)(0| + [5]*|1)(1] qui a perdu toute
cohérence de phase. Plus généralement, la pureté de p, définie par Trp? s’ex-

prime simplement en fonction de r(t)

Trp? =1 — 2]al?|b]*(1 — |r(t)]?). (3.26)
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Nous sommes donc logiquement amenés a nous intéresser a 1’évolution

dans le temps du facteur r(¢).

Proposition 3.5. L’évolution du facteur de cohérence est donnée par

r(t)= Y pee®t (3.27)
ze{0,1}™
ot p, = [(z|e(t = 0))|* = Ik, (Jak|*(zk|0) + |Be|*(xx|1)) est la probabilité de

mesurer l’état initial de l’environnement dans l’état propre |x).

La fonction ¢ — r(t) est donc une somme d’exponentielles. Toutefois, il
ne s’agit pas en général d’une fonction périodique, puisque rien ne garantit
que les rapports :’—j soient rationnels. Une telle fonction est appelée presque
périodique, une notion introduite par le mathématicien Harald Bohr, le frere
de Niels E] Un des résultats importants sur les fonctions presque périodiques

est qu’elles admettent une valeur moyenne définie par
_ |
ft) = lim = [ f(¢)dt. (3.28)

Or, la valeur moyenne de t — r(t) n’est pas simple a calculer. Puisque la

pureté est plutot fonction de ¢ — |r(¢)|? et pour des raisons pratiques, nous
allons plutot nous intéresser a la valeur moyenne de la fonction presque

périodique ¢ — |r(¢)|?. Un calcul simple montre que

rOP = > PL4 D papycos2(ws — wy)t. (3.29)

z€{0,1}" xFyY

Proposition 3.6. La valeur moyenne de t — |r(t)|* est

P = Y . (3.30)

ze{0,1}7

2Harald Bohr fut aussi joueur de football pour I’équipe du Danemark et remporta la
médaille d’argent aux Jeux Olympiques de 1908.
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Comment cette grandeur varie-t-elle avec la taille de ’environnement ?
La taille de ’environnement sera caractérisée par le nombre n de spins qu’il
contient. En admettant que les probabilités p, soient toutes du méme ordre
de grandeur, c’est-a-dire que 'amplitude de chacun des états propres de
I’hamiltonien d’interaction H;,; est du méme ordre dans 1’état initial de
’2

I'environnement |e(t = 0)), la valeur moyenne de ¢ — |r(t)|* est

r@)? =27" (3.31)

qui décroit donc exponentiellement avec la taille de I’environnement.

Remarque 3.7. Dans le cas particulier ou &£ est initialement préparé dans un
état propre de ’hamiltonien d’interaction H;,;, la cohérence est maintenue. . .

Nous reviendrons en grand détail sur ce phénomene dans le chapitre 5.

L’évolution de p(t) peut étre représentée dans la boule de Bloch. Les

coordonnées cartésiennes du vecteur polarisation p défini en sont

z(t) = 2Re (ab*r(t))
y(t) = 2Im (ab*r(t)) (3.32)

2(t) = laf* — [b.

Ainsi, en raison des coefficients diagonaux constants, le point représentant
p(t) dans la boule de Bloch évolue dans le plan z = |a|* —|b|. Cette intersec-
tion est un disque de rayon 2|a||b|. En normalisant les coordonnées par les
termes constants |a| et |b| et en effectuant une rotation du repere afin que le

point initial soit de coordonnées (1,0), on obtient une évolution donnée par

(1) = Re (r(1) o

qui n’est autre qu’'une courbe paramétrique dans le disque unité du plan

complexe (voir figure [3.3).
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2Im{ab*r(t) -

Im[r(t)] -
| 1
Re[r(t)] t=

-1

Figure 3.3 - Evolution d'un état dans la boule de Bloch

L’évolution de r(t) peut étre simulée numériquement (voir figure [3.4).
Elle présente plusieurs propriétés intéressantes, particulierement a temps
court d’une part et a temps longs d’autre part.

Initialement, le point 7(0) est sur le cercle. S’ensuit alors une phase de
décroissance. J.M. Cuchietti, J.P. Paz et W.H. Zurek ont montré [26] que la

décroissance initiale était le plus souvent gaussienne, c.-a~-d. que pour ¢ petit

1
maxg gi ’

par rapport a I’évolution est de type

r(t) = efteont"/? (3.34)

ou s, est ’écart-type des variables aléatoires z, qui valent +g¢g; avec proba-

bilité |ax|? et —gr avec probabilité |Gx|?, sous réserve que cet écart-type soit

défini. Sinon, la décroissance initiale peut étre exponentielle
r(t) = e, (3.35)

A temps longs, la fonction t — |r(t)| est presque périodique. Elle admet

donc des e-presque périodes T', aussi appelée période de Poincaré, telles que

sup||r(t+ T2)| — [r(t)|]| < e. (3.36)
teR
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( )
Parametres de simulation n=10

G=[9.7178, 5.7820, 3.9263, 1.9507, 6.4986,
8.0092, 4.8110, 1.8174, 3.3982, 2.3829]

la|* =[0.2810, 0.4401, 0.5271, 0.4574, 0.8754,
0.5181, 0.9436, 0.6377, 0.9577, 0.2407]

A 0.006] T

A
Y

—

7= 0.005|
L 0.004
—— 0.003]

0.002)
0.001

100 200 300 400 500 600 700 800 900

J

Figure 3.4 — Simulation numérique de I’évolution du facteur de cohérence

En particulier, la cohérence initiale caractérisée par |r(t = 0)] = 1 est re-
trouvée, a ¢ pres, apres un temps 7. Ce retour de la cohérence est considéré
comme un artefact du modele. En effet, quand la taille de I’environnement
augmente, les presque périodes T, varient avec n!. Ainsi, pour des environ-
nements de taille réaliste, les presque périodes pour € petit sont plus longues

que ’age de 1’Univers.

L’interaction entre I’environnement et le spin a donc pour effet de sélec-
tionner une base privilégiée. Il s’agit ici de la base {|0),|1)} puisque si I’état
initial du spin S est |0) ou |1), l'interaction avec ’environnement n’aura
aucun effet. Si I’état initial est une superposition a|0) + b|1), I'interaction va
réduire la cohérence. Pour un environnement de grande taille et pour la plu-
part des état initiaux de l’environnement, la superposition initiale est ainsi

transformée en un mélange statistique dont ’état est tres proche de

Pdecoherence = 1al*10)(0] + [b*[1)(1]. (3.37)
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3.2.1.4 Caractéristiques générales

Le modele de Zurek présente les caractéristiques générales d'un modele
de décohérence, qui distingue plusieurs ensembles d’opérateurs densité qui
sont ici facilement identifiables dans la boule de Bloch.

L’interaction systeme-environnement privilégie une base particuliere. 11
s’agit ici des états purs |0) et |1). Ceux-ci sont sélectionnés par la structure
de 'hamiltonien Hsg = 0% ® H;ys : 'hamiltonien est un produit tensoriel et
les états |0) et |1) sont les états propres de o%. Ce modele est toutefois tres
simple puisque ces états ne sont pas du tout affectés par 'interaction. Plus
généralement, les modeles de décohérence exhibent des états purs qui sont
peu affectés par la décohérence. Ces états sont qualifiés d’états indicateurs
en référence au probleme de la mesure quantique ou encore d’états quasi-
classiques puisqu’ils correspondent habituellement aux états sélectionnés au
niveau macroscopique.

La décohérence va aussi transformer une superposition d’états indica-
teurs en un opérateur densité presque diagonal dans cette base. Les états
mixtes de la forme |a|?|0)(0] + |b]?|1)(1| sont situés sur la droite z (voir fi-
gure et correspondent a des distributions de probabilité classiques : le
systéme est dans I’état quasi-classique |0) avec probabilité |a|* ou dans 1’état
quasi-classique |1) avec probabilité |b|2. Plus généralement, les modeles de

décohérence vont isoler une région correspondant aux probabilités classiques.

10) {0

‘0> <0’ Etats
‘1><1’ indicateurs

Distribution
classique de

1
probabilités y

Secteur
inaccessible de
la boule de Bloch

AN
AN

I

Figure 3.5 — Représentation simplifiée des domaines
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Finalement, tout le reste de I’espace de Hilbert est interdit par la déco-
hérence. Il s’agit de tous les états non-classiques théoriquement atteignables
selon la mécanique quantique. Or, ’acces a ces états est primordial en infor-
matique quantique. Il faudra donc mettre en place des stratégies pour lutter

contre la décohérence, ce qui sera ’objet du chapitre

3.2.1.5 Evolution propre du systéme

Le modele de Zurek a été étendu par F.M. Cucchietti, J.P. Paz et W.H.
Zurek en 2005 [26] en ajoutant une dynamique propre au systéme & ’hamil-
tonien (13.14])

n
H=Ac%®1e+305® > gioj. (3.38)
k=1
Cet ajout permet de faire varier 'importance relative de 1’évolution propre
par rapport a ’évolution liée a I'interaction avec I’environnement.

Dans la limite ou I’évolution propre domine, c.-a-d. A > s, ou s, est

Iécart-type des niveaux d’énergies, et a temps long, c.-a-d. t > s, et t >

A~! les composantes du vecteur polarisation p sont données par

pe(t) =7 (5-) 22 (0)
py(t) = \/g [Py (0) cos (2At + 5 ) — p.(0) sin (2At + F)]

p.(t) ~ p.(0) (1 — (ﬁ)) + \/% [p-(0) cos (2At + %) + p,(0) sin (2At + T)]
(3.39)

ot v(x) = v/mze*” (1 — Erf(z)) dont 'expansion asymptotique & Vinfini vaut

() R # + o(x%). A partir d’une superposition d’états propres de o*

) = a (510) + 511 +b(Z510) = HI0) =al+) +5-)  (3.40)
I’état est transformé en un mélange statistique

p=(1—35) (lal?|4) (+] + [B2|=)(~]) + S&Re (a*b) (|+)(~| + =) (+]).
(3.41)
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Les états propres de o%, c.-a-d. les états propres de 'hamiltonien du sys-
teme, sont donc les états indicateurs. Cette conclusion tirée ici d’un exemple
peut étre rendue tres générale : dans la limite ou la dynamique propre du
systeme ’emporte sur I'interaction entre le systeme et I’environnement, les
états privilégiés sont les états d’énergie [59]. Cela justifie en partie l’attention
particuliere portée aux états d’énergie en mécanique quantique. Il est impor-
tant de noter que ce cas limite ou 'interaction est faible devant la dynamique
du systeme n’est pas équivalente au cas ou l'interaction est completement
négligée puisque l'état quantique donné par n’est pas un état pur.
En effet, les amplitudes des termes hors-diagonale |+)(—| et |—)(+| ont été

réduites. En particulier, sa pureté vaut Trp? = (1—22—%2)(1—2|a|2|b|2)+0(2—§§).

3.2.2 Autres modéles

De nombreux autres modeles de décohérence existent. Toutefois, leur
résolution emprunte habituellement une méthode différente de celle de notre
exemple. En effet, dans le modele de Zurek, Phamiltonien était assez simple
pour permettre de calculer ’évolution du systeme total puis effectuer une
trace partielle afin d’obtenir 'opérateur densité réduit du systeme. Une autre
voie (cf. figure consiste a d’abord effectuer une trace partielle pour
obtenir une équation sur l’évolution du systeme puis de ne calculer que

’évolution du systeme. Ces modeles seront évoqués dans I’annexe D]

modéle de Zurek

) lcul de I’évoluti
Z%psg — [Hsg, pse] calcul de I’évolution pse(t)
1
trace partielle trace partielle
! 1
. lcul de 1’évoluti
Z%ps — Trg[Hse, pse] calcul de lévolution ps(t)

équation pilote

Figure 3.6 — Alternative pour résoudre un modele
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3.3 Roles de ’environnement

Le role de I'environnement est essentiel pour la théorie de la décohérence.
Dans cette section, nous mentionnerons les différents roles joués par 'envi-
ronnement. Tout d’abord, il permet de privilégier une base dans 1’espace
de Hilbert : ce phénomene de supersélection est nommé einselection pour
environment-induced superselection. De plus, il détruit la cohérence d’une
superposition d’états de cette base privilégiée, transformant le plus souvent
une superposition cohérente en mélange statistique : il s’agit ici du phéno-
mene de décohérence proprement dit. Ces deux roles, intimement liés, font
de I’environnement un censeur qui restreint les états quantiques accessibles.
En ce sens, I'environnement joue un role négatif. Il est toutefois possible de
percevoir ’environnement comme un agent qui multiplie les copies de 'in-
formation classique et les rend disponibles aux observateurs : il s’agit du

paradigme de I’environnement en tant que témoin [55].

3.3.1 Supersélection induite par ’environnement

Comme nous Pavons vu dans le modele de Zurek, interaction entre le
systeme et I’environnement permet I’émergence d’une base particuliere de
I’espace de Hilbert. Les états du systeme ouvert ne sont pas traités sur un
pied d’égalité, contrairement a ce que laisserait croire ’application naive du

principe de superposition.

3.3.1.1 Mesure étendue de von Neumann

Dans le modele de mesure quantique de von Neumann, le systéeme S in-
teragit avec un appareil de mesure A afin de s’intriquer et d’aboutir dans un
état de pseudo-mesure. Or, un tel état présente des difficultés d’interpréta-
tion en raison de la possibilité de réécrire une décomposition biorthogonale
dans une autre base. Ainsi, il n’est pas possible d’assigner une observable a

I’état apres pseudo-mesure.



3.3. ROLES DE L’ENVIRONNEMENT 69

L’introduction d’un environnement &£ qui interagit avec le systeme
conjoint SA va changer radicalement la situation puisque I'interaction avec
Ienvironnement va privilégier une observable entre S et A. De plus, un

théoreme affirme 1'unicité d’une décomposition triorthogonale

Théoréme 3.8. Si un état pur [p54) € HS @ HA @ HE s'écrit

[W54E) =) " eilsidai)es) (3.42)
ot les familles {|s;)} C HS {|a;)} C HA sont libres et les |e;) € HE sont

non-colinéaires, alors cette décomposition est unique [20, 24, [31)].

Ce théoreme n’affirme pas l'existence générale d’une telle décomposition
mais permet de montrer que l'interaction avec un troisieme systeme permet
de lever 'ambiguité dans la décomposition biorthogonale. Par contre, ce
théoreme ne fournit aucun moyen de déterminer la base privilégiée.

Nous allons toutefois présenter certaines limites ot il est possible de savoir
quelle est cette base privilégiée. Pour simplifier, nous traiterons le systeme
SA comme un seul systéme quantique que nous nommerons S E] L’hamilto-

nien total sera de la forme
H=Hse+Hs®1g+15® He. (3.43)

3.3.1.2 Limite de la mesure quantique

La limite de la mesure quantique s’intéresse au cas ou l'interaction entre
le systeme et 1’environnement, représentée par Hge, domine les dynamiques
propres. Les états indicateurs sont alors des états |s;) € HS tels que pour
tout état initial de l’environnement |eg), ’évolution subséquente n’intrique

pas |s;) avec I’environnement, c.-a-d.

Vleo) Isi)leo) = e ([si)]eo)) = [si)lei(t))- (3.44)

3Ce choix revient & écrire un état >, |s;)|a;)|e;) sous la forme >, |s;)|e;).
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Dans le cas particulier ot 'hamiltonien est un produit tensoriel
H=Hss=S®FE, (3.45)

ce qui souvent le cas, il suffit de choisir les états propres de l'opérateur

hermitien S comme états indicateurs [77]. En effet, pour de tels états
e si)lea) = [si)e” M e eg) = |si)lei(t) (3.46)

ou il est clair que le systeme ne s’intrique pas avec ’environnement. Autre-

ment dit, 'observable privilégiée est

0= Zoi]si)<si| (3.47)
qui commute avec I’hamiltonien d’interaction

O ®1¢, Hse] = 0. (3.48)

Ce cas amene un élément de réponse au fait que la position des objets semble
jouer un role privilégié par rapport aux autres observables. En effet, plusieurs
hamiltoniens d’interaction sont de la forme X ® E ou X est 1’observable liée
a la position. Dans ce cas, les états indicateurs seront les états propres de

X, c.-a-d. les états de position définie.

Plus généralement, I’hamiltonien d’interaction peut toujours se décom-

poser comme une somme de produits tensoriels d’opérateurs hermitiens
Hse =) Sk ® By (3.49)
k

Dans ce cas, le choix d’une base indicatrice est plus compliqué puisque les
bases propres des opérateurs Sy ne coincident pas. Des criteres plus élaborés

ont été proposés afin de déterminer la base indicatrice [29].
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3.3.1.3 Limite quantique de la décohérence

La limite de la mesure quantique s’intéresse au cas ou la dynamique
propre du systeme, représentée par Hgs, domine. Nous ’avons déja évoqué
en section [3.2.1.5] Ce cas, fréquent pour les systémes microscopiques qui
interagissent faiblement avec d’autres degrés de liberté, a été étudié en détail
par J.P. Paz et W.H. Zurek [59]. Les états indicateurs sont alors les états
propres de ’hamiltonien d’interaction propre S. Cela permet d’expliquer le

role privilégié des états d’énergie pour les systéemes microscopiques.

3.3.1.4 Cas intermédiaires

Dans le cas général, les états indicateurs résultent de la compétition entre
I’hamiltonien propre Hs et 'hamiltonien d’interaction Hsg. Dans ce cas, il
faut avoir recours a des criteres plus sophistiqués. L'un d’entre eux, introduit
par Zurek, est le crible de prévisibilité [79, 81] : pour chaque état initial pur
|1} du systeme, la perte d’information résultant de ’évolution subséquente
est mesurée sur opérateur densité réduit p(t) en calculant 'entropie de von
Neumann S(p) = —Tr[plogp] (ou une autre mesure, par exemple
la pureté Trp?). Les états indicateurs sont ceux qui minimisent S(p) apres
une durée 7 et pour lesquels ce minimum est robuste devant une variation

raisonnable de 7.

Ce critere permet de déterminer les états pointeurs du mouvement brow-
nien quantique (dont le modele est défini en section D.1.1)). Le calcul de
. g , o 2 s . 2 5 .
la variation de pureté {(p) = Trp* sur une période T' = T de oscillateur

harmonique de la particule donne

£(p(T)) = —2D <Aa:2 + ﬁf&) (3.50)

ou Ax et Ap sont les dispersions en position et en impulsion de 1’état initial.

Or, la relation d’incertitude de Heisenberg impose AzAp > % La perte de
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pureté est alors minimisée pour

1

AxAp = % et Az’ =

c’est-a-dire pour un état cohérent d’incertitude minimale. Ainsi, ces états
sont des états qui se rapprochent le plus d’états classiques dans I’espace des
phases (z,p). Ils représentent un compromis entre 'interaction avec Ienvi-
ronnement qui privilégie les états de position définie et I'interaction propre

du systeme qui privilégie les états d’impulsion définie.

3.3.2 Décohérence induite par ’environnement

Comme nous ’avons montré, la décohérence privilégie certains états, les
états indicateurs {|s;)}, qui ne s’intriquent que peu, voire pas, avec l’environ-
nement. Un phénomene complémentaire accompagne cette supersélection :
il s’agit de ’atténuation des termes de cohérence liés a ces états indicateurs.

Une superposition cohérente d’états pointeurs
) = Zcz"Si) (3.52)
i
correspond a un opérateur densité

Zyczy [si) (sil + ) ¢;¢5lsi) (s (3.53)

7]

qui contient des termes |s;)(s;| appelés cohérences. Ceux-ci se manifestent
par des phénomenes d’interférence, par exemple 'interférogramme caracté-
ristique de l'expérience des fentes de Young. Or, en raison de l'interaction

avec l'environnement, 1'état [¢)) va s’intriquer avec £

[U5¢) = Zci|3i>|€i>‘ (3.54)

%

Plus les états |e;) et |e;), associés aux termes de cohérence |s;)(s;|, sont
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distinguables, plus I'information contenue dans ’environnement est corrélée
avec 1’état du systéeme. Du point de vue de 'observateur qui possede S, les
degrés de liberté de I’environnement étant le plus souvent a toute fin pratique
inobservables, il va décrire I’état quantique du systéeme S par un opérateur

densité réduit

ps = Tre[ TSN (T = "JeiPlsi) (sil + > cieilsi) (sl (eiles)  (3.55)

i i#]
ou les termes de cohérence sont donc réduits par un facteur (e;|e;). Or, ces
produits scalaires, pour la plupart des modeles physiques, décroissent de

422
/7 gur des

facon exponentielle (e;|e;) = e ¥/7 ou gaussienne (e;le;) = e
J J

échelles de temps tres courtes. Ainsi, encore une fois a toute fin pratique,

pour une durée grande devant le temps caractéristique de décohérence T,

I’état quantique du systeme devient
Pdéc = Z lcil?]s:) (si- (3.56)

Pour fixer les idées, donnons 'exemple d’'une particule soumise au mouve-
ment brownien quantique (décrit en|D.1.1)) qui est initialement préparée dans

un état de superposition

V) =5l —a)— 5l+a) (3.57)

ou | + a) correspondent a des paquets d’onde gaussiens centrés en x = *+a,
de la forme ¢(z F a) = e~ @F*/(27*) Pour qu’il s’agisse bien d’un état “chat
de Schrodinger”, on impose a > o. La distribution en impulsion d'un tel

état est

2

P(p) = |TF | Lo(z—a) - Jola +a)]
- % )Qz(p)e"‘p“ — d(p)ere|”

= 2sin’ palé(p)|® (3.58)
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ol ¢(p) est la transformée de Fourier de ¢(z). Ainsi, la distribution en impul-
sion est une enveloppe gaussienne qui contient une modulation de fréquence
spatiale a. Cette oscillation est responsable des phénomenes d’interférence
et constitue une signature de la cohérence de 1’état.

Aux temps courts, I’évolution de la particule dans le mouvement brow-
nien est dominée par I’échange d’impulsion avec les molécules de ’environ-
nement et il est possible de montrer que

O falosls’) = ~Dla— ' (alpsla’ (3.59)

ou D € R caractérise la dispersion en impulsion. Nous en déduisons que
(zlps(t)]a’) = e PE= 0 z|ps(t = 0)). (3.60)

La décroissance est donc exponentielle par rapport au carré de la séparation
spatiale (z — /)%

Le temps caractéristique de cohérence 7.}, pour réduire les termes de

cohérence de type | = 4a)(x = —a| est donc
Tcoh — W (36 )
qui peut étre réécrit en terme du coefficient de friction v = M,?BT dont

I'inverse caractérise le temps de relaxation du systeme et de la longueur

d’onde thermique de la particule Ay = (20 M kBT)fl/ ? pour obtenir

2
Teoh =7 (ﬁ) (3.62)

a

un résultat obtenu par J.P. Paz, S. Habib et W.H. Zurek en 1993 [58]. Une
application numérique montre que pour une séparation macroscopique a de
1 cm, une masse macroscopique M de 1 g, la longueur d’onde thermique vaut
Ar = 1,3 x 1072° cm, soit Teon ~ 1074y~ L. Ainsi, le temps de décohérence

est plus petit de 40 ordres de magnitude devant le temps de relaxation !
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3.3.3 Environnement en tant que témoin

Jusqu’ici ’environnement a joué un role de censeur en restreignant ’acces
a ’espace de Hilbert. Essentiellement, il constitue un ensemble de degrés de
liberté intriqué avec le systeme qui est inaccessible a toute fin pratique a
un observateur. Ainsi, I’environnement est presque une décharge qui sert a

vidanger I'information.

Or, un observateur acquiert habituellement de I'information sur le sys-
teme non pas en interagissant directement avec lui, mais plutot en intercep-
tant des fragments de l’environnement qui joue alors le role d'un témoin.
Par exemple, nous déterminons la position des objets en interceptant des
photons qui ont interagi avec I’objet. De plus 'information obtenue via l’in-
terrogation de I’environnement semble classique : elle peut étre acquise sans
perturber ’état du systeme et elle est redondante permettant a plusieurs

observateurs de s’accorder sur l’état du systeme.

L’environnement joue donc non seulement le role de diffuseur d’infor-
mation, mais de plus il sélectionne une partie de I'information a propos du
systeme qu’il va stocker de facon redondante et encoder de fagon robuste.
Ce role particulier de ’environnement et le changement de paradigme qu’il
entraine a été mis en évidence par H. Ollivier, D. Poulin et W.H. Zurek [55).
La sélection de 'information qui sera stockée de facon robuste et donc ac-
cessible aux observateurs a été qualifiée de darwinisme quantique, un theme
repris et étudié en particulier par R. Blume-Kohout et W.H. Zurek [14, [80]

et appuyé expérimentalement [19].

Ce changement de paradigme a permis de mettre en évidence plusieurs
caractéristiques importantes sur I'information stockée par ’environnement.
En particulier, I'observable sur le systeme qui laisse le plus de traces dans
I’environnement coincide avec ’observable correspondant aux états indica-
teurs. Ce résultat permet de faire le lien entre les deux paradigmes. De plus,
une mesure a été proposée afin de quantifier la classicalité des corrélations

entre deux systémes physiques : la discordance quantique [56].
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Théorie de la décohérence et transition
quantique-classique

La théorie de la décohérence propose des mécanismes pour I’émergence
d’un monde classique a partir d’'un monde quantique. Elle repose essentielle-
ment sur le constat qu'un systeme quantique n’est habituellement pas fermé
mais en interaction avec un grand nombre de degrés de liberté qui constitue
son environnement. L’interaction systéeme-environnement va mener a de I'in-
trication qui privilégie certains états du systeme, les états indicateurs. Or, a
toute fin pratique, les degrés de liberté de ’environnement sont inaccessibles
a un observateur qui décrit alors ’état du systeme comme un opérateur
densité réduit. Cet opérateur sera souvent diagonal dans la base des états
indicateurs apres un temps de décohérence, habituellement tres court devant
les autres temps caractéristiques du systeme et de l'interaction. Ce phéno-
mene entraine une forte atténuation, voire la disparition, de corrélations
quantiques qui sont essentielles au calcul quantique ou plus généralement au
traitement de 'information quantique.

Dans le prochain chapitre, nous nous intéressons a une tache bien précise :
la transmission et ’emploi d'un gyroscope quantique. L’étude de ce scénario,
qui constitue un des deux apports personnels principaux de ce mémoire, nous
permettra de mettre en application tous les outils introduits dans le chapitre
2 et de montrer que le gyroscope décohere de fagon conforme aux résultats

généraux énoncés dans ce chapitre 3.



Chapitre 4

Décohérence d’un gyroscope

quantique

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons a la transmission d’un gyro-
scope quantique. Plus spécifiquement, nous étudierons son évolution apres
qu’il ait été utilisé pour mesurer le moment cinétique de plusieurs parti-
cules. L’étude de cette situation permettra d’utiliser et de mettre a profit
les notions de superopérateurs et de mesure généralisée introduites dans le
chapitre [2l Bien que basé sur des travaux antérieurs, une grande partie du
travail présenté ici est original. Un soin particulier sera porté a distinguer le

travail propre a cette maitrise des résultats tirés de la littérature.

4.1 Motivation

Le partage d’un gyroscope quantique entre Alice et Bob leur permet de
partager la connaissance d’une direction particuliere dans ’espace. Ainsi,
un gyroscope quantique est un cas particulier du formalisme des références
quantiques étudié par S. Bartlett, T. Rudolph et R. Spekkens [8]. Notre
travail se rattache plus précisément a la théorie des ressources quantiques
développée par G. Gour et R. Spekkens [37]. Dans ce formalisme, la pré-

paration d’états quantiques est restreinte par une régle de supersélection
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habituellement associée a un groupe de symétrie. Par exemple, I’absence de
référence dans 'espace est associée au groupe SU(2). Dans de telles théo-
ries, certains états quantiques peuvent étre préparés tandis que d’autres sont
interdits par la regle de supersélection. Ces états interdits permettent sou-
vent de réaliser des taches qui seraient autrement impossibles et sont alors
qualifiés de ressource. Dans le cas SU(2), un état quantique constitue une
ressource s’il permet a Alice et Bob de se mettre d’accord sur une direction
privilégiée dans 1’espace. Nous n’entrerons pas dans les détails de cette théo-
rie tres élégante mathématiquement. Il nous paraissait toutefois important
de mentionner ce formalisme général dont découle le travail présenté ici.
Une autre motivation, plus pragmatique, pour la nécessité d’'un gyro-
scope quantique est liée aux taches de traitement de l'information. Ainsi,
les protocoles de communication quantiques demandent souvent a Alice et
Bob de mesurer dans des bases particulieres, par exemple dans le protocole
de distribution quantique de clé BB84 [12]. Or, il faut qu’ils soient capable
de se mettre d’accord sur ces bases. Ce probleme est aussi crucial pour les
objets manipulant de I'informatique quantique et est déja présent dans des
dispositifs expérimentaux [65], [76]. En effet, souvent pour des raisons de mi-
niaturisation, les systemes physiques qui serviront de référence seront de
taille microscopique. Ils seront alors sujets a des fluctuations et des effets de

décohérence similaires a ceux que nous évoquerons dans la suite.

4.2 (Gyroscope quantique

L’utilisation et plus particulierement la longévité d'un gyroscope quan-
tique a d’abord été étudiée dans [9]. Notre travail reprendra plus spécifique-
ment 'approche de D. Poulin et J. Yard [61] et toute la suite de cette section
[4.2] reprend leur modele.

L’objectif est de mesurer le moment angulaire de particules de spin %
suivant une certaine direction indiquée par une référence au comportement

quantique : un gyroscope quantique.
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4.2.1 Systeémes en présence

Physiquement, le gyroscope est un objet quantique qui présente un grand
moment angulaire dans une direction privilégiée. Mathématiquement, le gy-
roscope quantique sera décrit comme une particule de spin-£ et son état sera
donné par un opérateur densité noté p de dimension d = 2¢ 4 1. Dans toute
la suite, d représentera la taille du gyroscope et nous nous intéresserons au

régime £ >> 1. Une base habituelle pour un spin-¢ est {|¢,m) }imec[—e:+e]-

Bien que 'objectif méme du modele suppose qu’il n’existe a priori aucune
direction privilégiée, il est essentiel d’introduire un référentiel (z, y, z) afin
de pouvoir décrire mathématiquement les phénomenes. En particulier, au
moment angulaire du gyroscope est associé I'observable L = (L, L,, L)

qui vérifie les relations habituelles de commutation
[Li, Lj] = ie* Ly, (4.1)

Idéalement, p correspond a un état cohérent de SU(2), c’est-a-dire un état
dont le moment angulaire pointe maximalement dans une direction de coor-
données polaires (6, ¢)

e~k 0Ly|p p). (4.2)

Le gyroscope servira a mesurer le moment angulaire de particules de

spin 4 qui seront toutes dans le méme état décrit par un opérateur densité

€.

Au moment angulaire d’une particule de spin % est associé I'observable
S = (S;, Sy, S;) oules S; sont proportionnels aux matrices de Pauli S; = %ai

et obéissent donc a la relation

1 Y
SiSj = Z—l(sl] + %8ijSk. (43)
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4.2.2 Mesure induite sur la particule

Afin de mesurer le moment angulaire des particules de spin %, la seule
mesure non trivialeE] qui soit invariante par rotation est la mesure conjointe

du moment angulaire total. Elle correspond & 'observable J?
J?=(L+S)> (4.4)

La mesure de J? aura pour effet de projeter le systéme total {R + S} sur
un espace propre de J? associé¢ & la valeur propre j(j 4+ 1) ot j = £ £ . Les

projecteurs correspondants sont

1

M, =~ <1R5i

. —) . (4.5)

d

Caractérisons maintenant la mesure du point de vue de la particule S en
utilisant la notion de POVM introduite au chapitre 2 en section [2.2.1.2 Les
éléments de POVM A sont donnés par 1’équation (2.21))

Ay =Trg [Ile (p® 1s)] = ! <18 + (4.6)

4(L)-S+1
p (1o M)

d

ou (L) est 'espérance du moment angulaire de la référence, défini par(L); =

Trr [Lip]. En définissant le vecteur n, par
n, = —(L), (4.7)

les éléments de POVM se réécrivent

f+1 {
A+: —g 13+np~S A,Zalg—np-s. (48)

Dans la limite quasi-classique £ — oo, on retrouve

1
Py = sls & n,-S (4.9)

1En effet, les opérateurs L2 = {({+ 1)1r ®1s et S? = 1z ® %13 agissent trivialement.
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qui sont les opérateurs associés a la décomposition spectrale de 1’observable
n,-S ou
. (L)

T (4.10)

est un vecteur unitaire indiquant la direction selon laquelle le spin & est

mesuré.

Ainsi, les éléments de POVM {A.} sont des approximations imparfaites
des projecteurs Pfi pour £ fini. Autrement dit, pour une taille du gyroscope
quantique finie, la mesure conjointe du gyroscope et de la particule de spin
1 se traduit par une mesure bruitée du moment angulaire suivant le vecteur
n, = 2(L). Le bruitage est d’autant plus important que la norme ||n,|| est
petite devant 1. Dans le cas extréme olt n, est nul, la mesure répond + ou
— de facon presque équiprobable. Ainsi, la norme ||n,| détermine la qualité

de la mesure.

Nous avons donc montré que la mesure conjointe induit une mesure gé-
néralisée sur la particule. La qualité de cette mesure dépend de I’état de la
référence via n, = 2Trg [Lp]. Il est donc essentiel de caractériser I'état de
la référence. Or, I’état de la référence va évoluer apres chaque mesure d’une
particule de spin 4. Cette rétroaction quantique va entrainer une dégradation

de la référence.

4.3 Evolution du gyroscope

Dans cette section, nous allons tout d’abord introduire le canal quantique
décrivant ’évolution de la référence, tel que calculé dans ’article de D. Poulin
et J. Yard [61]. Dans un second temps, nous allons démontrer que leur modele
est équivalent & un autre modele ou les particules de spin % interagissent
une apres l'autre avec le gyroscope via une interacton de Heisenberg L - S.
Les techniques utilisées pour démontrer ce résultat original pourraient étre

utilisées pour décrire des interactions avec spins d’ordre supérieur a %
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4.3.1 Canal quantique

Dans le modele introduit précédemment, apres la mesure conjointe de la

référence et de la particule de spin 4, I’état global est
I (p@&)TL + T (p@ &) IT- (4.11)

en supposant que le résultat de la mesure n’est pas conserwﬂ L’état global
est alors intriqué et lors de la prochaine utilisation de la référence, son état

sera décrit par

Ec(p) = Trs [T (p@ &) I, + 11 (p@ )11 (4.12)

puisque la particule de spin 4 sera inaccessible. L’évolution de 1’état de la
référence est donc donnée par un canal quantique £. Ce superopérateur peut
étre réécrit

)= (5 + 58 ) P T [(L-8) (0@ € (L S)+ 5 (L (8) + (L (1))

d2
(4.13)

ou (S) = Trs [SE] est espérance du moment angulaire de la particule.

4.3.2 Interaction de Heisenberg

Considérons un modele ou la mesure conjointe est remplacée par une
interaction entre la particule de spin 4 et la référence. A t = 0, une particle
de spin 3, dans un état décrit par 'opérateur densité £, commence & interagir

avec la référence via une interaction de Heisenberg

Hps=L-S. (4.14)

2Nous nous placons dans le cadre d’un schéma de mesure non-adaptatif.
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At= 77, linteraction se termine et la particule de spin % est rejetée. Ceci

définit un nouveau superopérateur £ qui s’écrit formellement
E'(p) = Trs [e =7 (p @ £)etIRsT] (4.15)

Nous allons montrer que ce superopérateur est presque équivalent au super-

opérateur (4.13) pour un temps d’interaction bien choisi.

4.3.3 Equivalence des modeles

Afin de calculer une formule explicite pour £’, nous devons d’abord cal-

culer I'opérateur d’évolution

U(r) = e Hrsm =3~ (_2! T (L-S). (4.16)

Cet opérateur d’évolution peut étre exprimé analytiquement.

Lemme 4.1. (L - S)* est une combinaison linéaire de 1 et de L - S.
VekeN  (L-S)F=a;1+b(L-8S). (4.17)

Démonstration. Par récurrence
Initialisation : trivialement, la propriété est vérifiée pour k£ = 0,1 avec
ap=1 by=0
a; =0 b =1
Le cas k = 2 est essentiel pour appliquer 'hypothese de récurrence. Un

calcul simple montre que

2:w1_1[ﬂs.

(L-S) 5

Hérédité : soit k € N\{0,1} et supposons que (L-S)* = az1+b; (L-S).
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(L-S)™ = LS +b(L-8S)? selon ’hypothese de récurrence
00+1

00+ 1 b

1—%L-S> selon le cas k = 2

]

Ceci définit donc deux suites (ax)ren €t (bg)ren via une relation de ré-

Uiy = e+ p
1 .
currence dont les valeurs initiales sont ag =1 by = 0.

b
bry1 = ar — %

Lemme 4.2. Les termes génériques des deux suites sont pour tout k € N

(4.18)

Démonstration. La relation de récurrence permet d’écrire la relation de ré-
£(6+1)
Ok

. 7 . b
currence linéaire by o = —% +

£(4+1)

— =0 dont les solutions

Son équation caractéristique est r? -+ r—

sont r, = g et r_ = —“Tl. Ainsi, 'expression générale de by est
by = A (g)k + p(—1)k (471>k avec
%)\ Zglu—a —%0:1
. N . . 2
La solution de ce systeme est A = —p = 2. [

Il est alors possible d’exprimer 'opérateur d’évolution

+00 . 400 . 400 .
(i)t (i)t (it
U(r) = ZT(L S)k = a1y b (LeS) (4.19)
k=0 k=0 k=0
a(7) b(r)

ce qui permet ensuite d’exprimer 1’évolution unitaire du systeme total.
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Lemme 4.3. L’opérateur d’évolution U(1) = e *HRs™ yaut a(1)1+b(7)L-S

£ £ irttl

a(r) = Hlemms 4 Leim s

o et I’évolution unitaire de prs est
b(r) =2 (e’”% — e”HTl)
prs(t+71) = a(t)a(—7) prs + b(7)b(—7) L - SprsL - S
+a(7)b(—7) prsL - S+ a(—7)b(T) L - Sprs  (4.20)

Une fois 'opérateur densité du systeme total obtenu, il suffit d’effectuer

une trace partielle sur la particule pour obtenir ’expression du superopéra-

teur.

Proposition 4.4. Le superopérateur ' s’exprime sous la forme

2 7d
_ o Td  SIn” F 4 5, 7d
g/(p) = (COS I -+ d2 ) p+ ﬁ Sin Z{p,L . <S>}
1 d 2 d
+di2 sin? TZ TrsL-S(p@&)L-S + Sisin %[p, L-(S)] (4.21)

Pour 7 = 75, I'expression se réduit a

) = (5+3p) 0+ @il ©)

+ 3 gL S (@)L 8]+

> LipL(s)  (422)

ﬁl

Ainsi, le superopérateur décrivant I’évolution de la référence apres inter-
action de Heisenberg est le méme superopérateur que celui décrivant 1’évo-
lution apres une mesure conjointe, si ce n’est le terme —%[L.(S),p] qui
correspond & une rotation d’un angle —2 ||(S)|| autour de I'axe (S). Si on
néglige cette précession autour de I’axe de polarisation privilégié des parti-
cules de spin %, les deux superopérateurs sont identiques. Ce résultat suggere
que, au moins dans ce cas particulier, une mesure induit la méme rétroac-
tion quantique qu’'une interaction entre ’appareil de mesure et le systeme

mesuré.
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4.4 Régime quasi-classique

Dans la section qui suit, nous allons nous intéresser au modele avec me-
sure dans le régime quasi-classique pour lequel le moment cinétique de la
référence est grand devant le moment cinétique de la particule de spin 3.
Autrement dit, nous nous intéressons au cas ou la taille de la référence vé-
rifie £ > 1. Nous allons rappeler le résultat de D. Poulin et J. Yard qui
met en évidence le role particulier joué par les états cohérents de la réfé-
rence avant de retrouver ce résultat par une approche plus systématique qui
permet de prolonger leur analyse. Ces états correspondent aux états quasi-
classiques. Finalement, nous montrerons qu’'une superposition de tels états

quasi-classiques décoherent conformément a la théorie de la décohérence.

4.4.1 Choix des axes

Afin de pousser plus loin ’analyse, nous allons choisir un systeme d’axes

de référence, en accord avec le choix fait dans [61].

— L’axe z correspond & la polarisation des particules de spin 3, de telle

facon que leur état s’écrive

¢ = %1 +2(8,)8,. (4.23)

— L’axe x est choisi de telle fagon qu’initialement, I’espérance du moment
cinétique de la référence (L) soit dans le plan zz.

— Finalement, ’axe y est choisi de facon a compléter le triedre direct.

Plutot que de travailler avec les opérateurs L, Ly, L., il est commode d’ef-

fectuer une rotation d’un angle 6 autour de ’axe y et d’utiliser les opérateurs

Lz =cosf L, —sinf L,
(4.24)

LZ =sinf L, +cosf L,.
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L’angle 6(t) sera choisi de telle fagon que

(L2 () =0, (4.25)
c.-a-d. que le moment cinétique est nul en moyenne sur axe z?®, et que
(L2O(6)) = Ir(1) (4.26)

ot r(t) € [0,1], c’est-a-dire que I'axe 2°() est ’axe de polarisation privilégié
du gyroscope et sa polarisation est quantifiée par r(t). Toutes ces définitions

sont représentées sur la figure 4.1}

\
(L)
0(t) A
P %\ .
\\/
|

Figure 4.1 — Choix des axes

4.4.2 Evolution quasi-classique
4.4.2.1 Etat cohérent

D. Poulin et J. Yard ont mis en évidence le role particulier des états
cohérents. Il s’agit d’états dont le moment cinétique est maximal dans une

direction donnée. Avec notre choix d’axes, ces états sont de la forme
0) = e~"0¢, 0) (4.27)

et ont donc une polarisation maximale, c.-a-d. r(t) = 1.
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Afin de montrer que les états cohérents jouent un role privilégié, D. Poulin
et J. Yard ont tout d’abord écrit le superopérateur & sous la forme d'une

décomposition de Kraus &(p) = 32, E;pE] ot les opérateurs de Kraus sont

1 2
\/7271\/d2 +1-4(S.)21 ‘df (Lﬁ +2i(S.) sin 0Ly + (S.) cos 0)
*{fi 1— 4(S.)2L, *f (Lg +2i(S.) cos 0L, — (S.) sin 0) . (4.28)

Un développement en puissance de % leur permet alors de montrer que, a

I’ordre dominant en %, le superopérateur se rédui a

Ee(p) ~p+ ZT<?Z> sin 0Ly, p|. (4.29)

i . S5:) o
Le second terme n’est rien d’autre qu’une rotation d’angle % sin # autour

de laxe y. L’angle 0(t) vérifie alors ’équation

do
dt

() <%> sinf + 0(512). (4.30)

De plus, une analyse numérique montre que pour un état initial cohérent,

r(t = 0) = 1, la polarisation reste trés proche de 1 pour toute I’évolution.

Or, I'équation différentielle %9 = —% sin @ a pour solution

tanﬁ = 6_<Sé>ttang. (4.31)
2 2
Physiquement, ce résultat indique que le gyroscope initialement préparé dans

un état cohérent va s’aligner progressivement avec la direction de polarisation

des particules de spin 3. Cette relaxation a pour temps caractéristique

relaxation — . 4.32
Trelaxat <Sz> ( )

3Cette expression n’est qu’approchée. En particulier, elle n’est pas positive.
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4.4.2.2 Equations du mouvement

L’article de D. Poulin et J. Yard ne fournit pas d’équation différentielle
sur la polarisation r(t). Nous allons présenter une méthode plus systématique
afin d’obtenir un couple d’équations différentielles sur 6(t) et r(¢) dans la
limite ¢ > 1.

Pour ce faire, il suffit d’exprimer les valeurs moyennes <Lg(t) (t+1)) et
(LDt + 1)) @ l’z’nstan t + 1 en fonction de ((L§)2>, <(Lg)2> et (LOLY)

a linstant t. Plus précisément, en utilisant la décomposition de Kraus

4.28] nous calculons (Lf;(t)(t +1) = Tr [Lz(t)gf(p)} et (Lz(t)(t +1) =

w1040

Proposition 4.5. L’évolution des valeurs moyennes est donnée par

(LD +1)) = _4<ds;> sin (1) (z(u 1)_<(Lg<t>)2>)+cos9(t)<Lg<t>Lg<t>>}
(LAt +1)) = 4<dS;> [cose(t) <€(€+1)<(Lz(t))2>>+sin0(t)<L2(t)L§(t)>}
0 (1 - d22> r(t). (4.33)

Démonstration. Le résultat découle d’un calcul long et pénible, sans difficul-
tés particulieres. Il suffit de calculer chaque terme en utilisant a outrance la
cyclicité de la trace et les relations de commutation [L;, L;] = ic¥*L;. Par

ailleurs, ces formules ont été vérifiées numériquement. ]

Ces expressions, exactes pour toute valeur de £, peuvent maintenant étre

développées en puissance de % pour fournir les équations de mouvement sur

r(t) et (t). I suffit d’écrire

1 (L2 (t41))
o) (L2 (t41)) (4.34)

2+ 1) = (<LZ<” (t+ 1)>)2 + <<L‘Z“) (t+ 1)>)2

4Attention, la valeur moyenne (Lg(t)(t + 1)) a linstant ¢ + 1 est prise pour 6(t) a
linstant ¢. En effet, <Lg(t+1)(t + 1)) est nul par définition de 6 et n’aurait donc aucun
intérét.
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et de développer ces expressions en puissances de 1/¢.

Théoreme 4.6. Les équations du mouvement quasi-classiques sont
% =\ 1;_,2 cosO(t) + O(3)

¢ (4.35)

D — _Xr(t)sinf(t) + O(%)

ou A\ = @ fixe U’échelle de temps de la relazation.

Ces équations mettent en évidence le role essentiel joué par le facteur
A qui n’est autre que le ratio entre les moments cinétiques moyens de la
particule et de la référence. Il s’agit donc du rapport des propriétés quasi-
classiques des deux objets en présence et il parait donc logique que ce soit
leur rapport qui dicte la vitesse de la relaxation.
Par rapport a 'approche de D. Poulin et J. Yard, notre approche permet
de

non seulement de retrouver 1’équation quasi-classique sur a0 mais aussi d’en

dr

obtenir une sur & qui justifie 'approximation r(t) ~ 1 si r(t = 0) = 1.

4.4.3 Superposition d’états cohérents

Les équations de mouvement quasi-classiques confirment le statut pri-
vilégié des états cohérents, qui vérifient r(t = 0) = 1. Un état cohérent
demeure cohérent durant toute ’évolution et relaxe afin de s’aligner avec la
polarisation des spin 4.

Nous allons maintenant nous intéresser a une référence initialement pré-

parée dans une superpositon d’états cohérents de la forme

[¥) = ala) +b5) (4.36)

oil |a) = e""Lv|( ¢) et |B) = e~Lv|¢, £). Nous connaissons déja I’évolution
quasi-classique des termes |a){a| et |3)(5|. Par contre, il est intéressant

d’évaluer I’évolution des termes de cohérence |a) (5| et |B)(a|. Un calcul



4.4. REGIME QUASI-CLASSIQUE 91

sans difficulté particuliere montre que

(€ (la)(BI) |8) = cos® =

2
_é cos(a — ) + %fg’z) (cos o+ cos 3)
+% (cos2 a 3 b_ 2(32)2) . (4.37)

Ainsi, les termes de cohérence décroissent d’autant plus vite qu’ils corres-

pondent a des états cohérents classiquement éloignés, c.-a-d. d’autant plus

vite que |a — G| est grand (cf. figure .

(@|€(]e) (0])]0)

1

0.8

0.6+

0.4

0.2+

0

| N
0 /4 /2 3 /4 T

Figure 4.2 — Evolution numérique de («|€ (|a)(8 = 0|) |8 = 0)

La superposition [i) évolue selon

E)) 2 lalPla+ da){a + da] + 62| + dB)(8 + B
T ( “~Bla) 81+ x> La' ( Bl +e@:’)s>

ouda = —Asina et x = & (|a)(B|)— ((a|€ (|a)(B]) |5)) |) (5] est un “résidu”
quantique, essentiellement lié a la préservation de la trace par £. Des analyses
numériques montrent que 'opérateur y ne joue pas de role dans I’évolution.
En effet, la norme dite de trace, définie par || Ay, = Trv/ATA, de £ (x(av, 0))
devient négligeable pour ¢ petit (cf. figure . Autrement dit, quelques

applications du canal quantique suffisent a faire disparaitre 'opérateur y.
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1€7 (x (e, 0) [l a=m/3
0.07 ‘ ‘ ;

— (=20] |

—r=40| |

. 0=60 |

3‘5 40 4I5 50t
¢ =20
T T
_a:ﬂ'/ﬁ i
-~ a=7/3| |
a=7/2 | |
— a=21/3
-~ a=5m1/6| |
a=m 7

Figure 4.3 — Simulation numérique de 1’évolution de 'opérateur x

A toute fin pratique, dans un temps exponentiellement rapide en |6 — ¢|,

la superposition ) = alf) + b|¢) est transformée en mélange statistique

lal*fe()){a(®)] + [BI*|B()) (B(2)]. (4.39)

Cet exemple illustre donc bien le phénomene de décohérence et souligne
I'efficacité et la rapidité avec lesquelles ce phénomene agit. Par ailleurs, le

mélange statistique va dans un second temps se relaxer jusqu’a atteindre

|6, 6)(¢, |

{82)

apres un temps proportionnel a A = 5

. La relaxation agit donc sur une
échelle de temps beaucoup plus grande que la décohérence. Cette distinction

entre décohérence (tres) rapide et relaxation lente est typique.



Chapitre 5
Lutte contre la décohérence

Dans ce chapitre, nous montrerons rapidement 'impact catastrophique
de la décohérence sur le calcul quantique avant de nous intéresser aux dif-
férentes stratégies disponibles afin de lutter contre ce phénomene. L’une
d’entre elles est d’utiliser des codes correcteurs d’erreur. Cette voie est 1’ob-
jet de recherche intensive a I’heure actuelle et semble incontournable pour
la mise au point d’'un ordinateur quantique de taille raisonnable. Il ne s’agit
toutefois pas de la seule option. D’autres approches, souvent qualifiées de
passives, protégent le systeme quantique soit en exploitant des symétries
des processus physiques menant & la décohérence (sous-espaces protégés de
la décohérence) ou encore en agissant ponctuellement sur la dynamique de
I'environnement (contrdle quantique). Finalement, nous proposons une nou-
velle approche qui consiste a préparer [’état initial de [’environnement. Nous
présentons des résultats analytiques qui encadrent les résultats qui peuvent

étre obtenus par une telle technique.

5.1 Deécohérence et calcul quantique

5.1.1 Décohérence et interférométrie

La puissance du calcul quantique repose sur ’exploitation de corrélations

quantiques. Afin d’avoir acces a ces corrélations, il est essentiel de pouvoir
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préparer des états en superposition.

Fondamentalement, la plupart des algorithmes quantiques répondent a
un gabarit qui fait apparaitre deux grandes étapes, comme nous l’avons
montré dans le chapitre [I} La premiere consiste a exploiter le parallélisme
quantique (voir section tandis que la seconde consiste a faire inter-
férer les différentes branches de calcul entre elles (voir section [I.3.1.3)). Le
parallélisme permet a partir d’une superposition d’entrées classiques d’obte-

nir

Z \/%m\mH 3 le_n\wﬂf(:v)%

z€{0,1}" z€{0,1}
L,/ 9. f/ z . z . L \ 1
étape d’interférométrie permet de réduire cette superposition a un seu

terme

1
> el @) e fao)lf (wo))

ze{0,1}"
Ainsi, un ordinateur quantique peut étre per¢cu comme un gigantesque inter-
férometre. Or, la décohérence a justement pour effet de détruire la cohérence
des différentes branches de calcul. Tres grossierement, une décohérence com-
plete juste apres 1’étape de parallélisme aura pour effet de transformer la
superposition des entrées/sorties classiques en mélange statistiques des en-

trées/sorties classiques

1 décohérence 1
>, @) f(2)) CEE o= Y ) (e @ |f(2))(f(x)].
VT 2
ze{0,1}" ze{0,1}7
L’étape d’interférométrie est d’autant plus inefficace que la cohérence de la
superposition a été atténuée.

Dans la prochaine section, nous allons nous attarder a un modele plus
réaliste de décohérence et a son impact sur I'algorithme de Grover présenté
en section Notre approche reprendra les grandes lignes de 'article de

Hiroo Azuma [6].
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5.1.2 Algorithme de Grover avec décohérence

5.1.2.1 Modeéle d’erreur

Nous allons analyser 'algorithme de Grover, introduit en [1.3.2] en sup-
posant pour simplifier que I’état |w) que nous cherchons & identifier est [0)®™
qui sera noté |0). Rappelons que I’algorithme de Grover consiste a appliquer

M fois une itération de Grover définie par
UpUy = (H*"PH®") U;.

Rappelons que P = 2]0)(0| — 1 et que H est la porte de Hadamard. De plus,
sous I'hypothese que |w) = |0), nous pouvons écrire que Uy = —P.

Le modele d’erreur que nous utiliserons s’appuie sur le canal a amortis-
sement de phase, déja introduit en section [2.2.2.2] Rappelons qu’il consiste
a appliquer 'opérateur o, avec probabilité p et a ne rien appliquer avec
probabilité (1 — p)

p > po.po. + (1 —p)p.

Ce superopérateur est appliqué a chaque qubit de facon indépendante avant
chaque application de l'opérateur P, dit d’inversion de phase, de 1’algo-
rithme. Puisque le canal a amortissement de phase contient les éléments
fondamentaux de la théorie de la décohérence, ce modele d’erreur est raison-

nable et souvent utilisé [

5.1.2.2 Impact sur Palgorithme de Grover

L’analyse de I'algorithme de Grover en présence de décohérence présenté
dans l'article [6] est mené dans la limite ou le nombre n de qubits est grand.
Elle permet de déterminer le nombre minimal M,.,; d’itérations de Grover
qui permette de déterminer |w) avec probabilité au moins pgq,,;- En absence

de décohérence, c.-a-d. pour p = 0, le nombre minimal d’itérations de Grover

1Un autre modele d’erreur est d’appliquer le canal dépolarisant p P14 (1—p)p.
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est donné par

1
M, seuil — arcsin seui
1 9 \/Q—H v/ Pseuil

ce qui permet de retrouver la valeur de Moy = #27 lorsque pgeuir €st proche

de 1. L’introduction de décohérence va avoir deux effets.

1. Mseun sera maintenant une fonction croissante de p : Meu(p). Ainsi,
plus la décohérence est importante, plus le nombre d’itérations de Gro-
ver sera grande afin d’obtenir une réponse garantie avec la méme pro-

babilité. Si p est inconnu, il n’est pas possible de déterminer Mo (p).

2. Au-dela d’une valeur critique de p, notée pe;(Pseuir ), il n’est plus possible
d’obtenir la bonne réponse avec probabilité pgu; (transition de phase).
Ainsi, si la décohérence est trop importante, 'algorithme de Grover
ne sert plus a rien. Par exemple, pour la valeur peenn = %, la valeur

critique de p est p., ~ 0,00589.

5.2 Différentes stratégies possibles

Comme nous venons de l'illustrer, la décohérence est un probleme ma-
jeur, sinon 'obstacle essentiel a la mise au point d’un ordinateur quantique
de grande taille. Notons que vouloir éviter a tout prix la décohérence ris-
querait de mener a des dispositifs sans intérét pour le calcul quantique. En
effet, le substrat physique des qubits répond a deux exigences contradic-
toires. D’un coté, afin de bénéficier de la puissance du calcul quantique,
il est nécessaire d’utiliser des portes a deux qubits, telle la porte CNOT,
afin de créer de l'intrication. Les systemes physiques qui encodent les qubits
doivent donc permettre a ceux-ci d’interagir entre eux. Or, d’un autre coté,
ces mémes systemes ne doivent pas s’intriquer avec leur environnement pour
éviter la décohérence. Ainsi, d’un point de vue pratique, le choix du support
physique des qubits résulte d’'un compromis délicat entre la facilité pour les
qubits d’interagir entre eux tout en les protégeant de l'interaction avec leur

environnement.
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5.2.1 Correction d’erreur

La perspective de construire un jour un ordinateur quantique a long-
temps été assombrie par ’apparente impossibilité d’utiliser des techniques
de correction d’erreur pour un ordinateur quantique. Or, Shor et Steane ont
indépendamment montré en 1995 qu’il n’en était rien en exhibant chacun
un code correcteur d’erreur quantique. La correction d’erreur quantique est
aujourd’hui un secteur de recherche tres actif.

Toutefois, afin de pouvoir utiliser la correction d’erreur, il faut étre ca-
pable d’effectuer certaines taches élémentaires, par exemple les opérations
nécessaires a l’encodage et au décodage, sans introduire de nouvelles erreurs.
En particulier, il faut a tout prix éviter de propager les erreurs. Pour ce faire,
il faut mettre en ceuvre les portes quantiques de fagon robuste (fault tolerant
en anglais). Sans entrer dans les détails du calcul robuste, notons que cet
effort débouche sur un résultat essentiel : le théoréme-seuil, dont la premiere
version a été démontrée par D. Arahonov et M. Ben-Or en 1996 [1]. Il montre
que si la correction d’erreur est mise en ceuvre de facon robuste et que le taux
d’erreur par porte quantique élémentaire est inférieure a un certain seuil, il

est possible de réaliser des calculs quantiques de taille arbitraire.

5.2.2 Prévention de la décohérence

La correction d’erreur quantique est souvent qualifiée de stratégie active
contre la décohérence. En effet, il ne s’agit pas de réduire le niveau de déco-
hérence, mais plutot, étant donné un modele d’erreur, de lutter contre elle.
D’autres stratégies existent pour essayer de limiter la décohérence et sont
alors qualifiées de stratégie passive. Nous mentionnerons ici deux grandes

familles : les espaces protégés de la décohérence et le controle quantique.

5.2.2.1 Espace protégé de la décohérence

L’idée au cceur de cette technique est de stocker ou encore de calculer

dans des sous-espaces de ’espace de Hilbert dont tous les vecteurs sont af-
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fectés de la méme fagon par la décohérence. Par exemple, pour un systeme
en interaction avec son environnement, ’hamiltonien d’interaction peut tou-
jours s’écrire

Hse =Y  So® Eq.

S’il existe un sous-espace dégénéré commun a tous les S,, autrement dit, s’il

existe au moins deux états |s;) € HS qui vérifient
Salsk) = A¥|s,) pour tout « et tout k,

il est possible d’encoder un qubit dans le sous-espace Vect{|sg)}. En effet,
quel que soit ’état initial de I’environnement, I'interaction aura pour effet

de ne pas intriquer le systéme et I’environnement :

e Hsel |y | By) = e tHset (ch|3k>> | Eo)
k

DI e (PATo)
k

—3 (@)
) (ch|sk>>e Y
k

_ |w> e*iza )\(“)1®Eat|EO> .

|E(#))

Ainsi, I'état |¢)) du qubit n’est pas affecté puisque tout le sous-espace “dé-

cohere” de la méme fagon.

L’exemple introduit ici est tres simplifié. La théorie des espaces protégés
de la décohérence est beaucoup plus générale et, en particulier, peut tenir
compte de la dynamique propre du systeme. Pour un apercu plus complet,
l'article de D.A. Lidar, I.L. Chuang et K.B. Whaley [4§] constitue un ex-
cellent point de départ.
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5.2.2.2 Controle quantique

Une autre approche afin de limiter la décohérence consiste a agir directe-
ment sur I’environnement. Or, par sa nature méme, I’environnement ne peut
étre que partiellement controlé : sinon, il suffirait de détruire I'intrication
entre 'environnement et le systeme pour éviter toute décohérence !

Une premiere stratégie, proche de l'idée des sous-espaces protégés de
la décohérence, est appelée “Ingénierie de I'’environnement”. Elle consiste a
modifier la dynamique de l'interaction entre le systeme et 1’environnement
afin de faire apparaitre ou d’accentuer les symétries [28], souvent de fagon &
faire apparaitre des sous-espaces protégés.

Une autre approche consiste a agir sur le systéme via un hamiltonien
dépendant du temps, par exemple en controlant le systeme par des impul-
sions laser. Lorsque réalisé de fagon efficace, ces perturbations permettent
de compenser l'action de I’environnement et de préserver la cohérence du
systeme. Une telle méthode est surtout efficace si le controle du systeme est
possible sur une échelle de temps petite devant celle de la décohérence. Or,
comme nous ’avons vu, la décohérence agit habituellement extrémement ra-
pidement. La mise en ceuvre d’un tel « contrdle quantique » [72] constitue

un formidable probleme expérimental.

5.3 Préparation de ’environnement

Dans cette section [5.3] nous allons présenter le travail original qui consti-
tue 'apport majeur de ce mémoire a la recherche sur la décohérence. Un
article résumant cet apport a été accepté pour publication dans le jour-
nal Physical Review A [47]. Une version en ligne est disponible a l’adresse
http://arxiv.org/abs/0908.0958. L’idée de base de cette contribution est
de creuser l'idée, a prime abord farfelue, de préparer I’environnement afin
de supprimer ou a tout le moins minimiser la décohérence du systeme lors

de I’évolution subséquente.


http://arxiv.org/abs/0908.0958
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5.3.1 Motivation

La théorie de la décohérence repose essentiellement sur 'interaction entre
un systeme quantique et 1’ensemble des degrés de liberté qui interagissent
avec lui et qui constituent son environnement. L’intrication induite par 'in-
teraction aura pour effet que ’état du systeme ne sera plus décrit par un
état pur, mais plutot par un opérateur densité. En plus de l'interaction, la
décohérence introduite est fonction de ’état initial |{)¢ de 'environnement

puisque ’état du systeme au temps t est donné par

ps(t) = Tre [U(2) (14) (Wl ® [€)(€le) U]

Or, linteraction systéme/environnement n’est souvent qu'un produit tenso-

riel. Par exemple, dans le modele de Zurek, Iinteraction est de la forme
H SE — 0, ® FI

ol o, agit sur le qubit S et H agit sur I'environnement. Si I'environnement
est préparé dans un état propre |A) de H (associé & la valeur propre A € R),

le systeme va évoluer de facon unitaire puisque

e GA) = e e NA) = (U(0)]) )

Ainsi, le systeme évolue en évitant la décohérence. Or, ces états initiaux par-
ticuliers de ’environnement sont habituellement négligés, soit en affirmant
qu’ils ne risquent pas d’apparaitre dans des cas réalistes [66] ou encore en
supposant que 1’évolution propre de ’environnement va interdire ’existence
de tels états [60]. Dans le cadre de cette maitrise, nous nous sommes donc
intéressés a une classe de modeles ou le systeme interagit avec un environne-
ment présentant une dynamique propre. Notre travail a permis d’obtenir un
critere mathématique permettant de déterminer s’il existe des états initiaux

de 'environnement qui entrainent une évolution unitaire du systeme.
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5.3.2 Modeles étudiés

Nous nous intéressons a un modele ou ’hamiltonien total s’écrit
H=S®H+1s5® He.

L’opérateur hermitien S agit sur 'espace de Hilbert du systéeme qui est
supposé de dimension 2. Autrement dit, notre systeme quantique est un
qubit. Les opérateurs hermitiens H et He agissent sur ’espace de Hilbert de
I’environnement sur lequel il n’est fait a priori aucune hypothese. Sans perte
de généralité, il est possible de supposer que S = o, puisqu’il suffit d’écrire
S dans sa base propre et de choisir le zéro d’énergie pour le ramener a o,.

0) et

L’état initial de S sera un état pur quelconque |1(0)) = a|0) + b|1) ou
|1) sont les états propres de o, associés a 1 et —1. L’état initial du systeme

global est alors

(W (0) = [4(0)) ® |I)
ou |I) est I’état initial de I’environnement.

A un temps t quelconque, I’état global s’écrit
[W(t)) = al0) ® leo(t)) + [1) © [e1(2))
ou les états |go(t)) et |e1(t)) vérifient les équations de Schrédinger
d
z&|€k(t)> = Hyler(t)) k=0,1 (5.1)

avec les conditions initiales |eg(t = 0)) = |e1(t = 0)) = |I) et ou nous avons

défini Hy= He + H et H, = He — H.

Comme pour le modele de Zurek original, la décohérence sera caractérisée

par le facteur de cohérence

r(t) = (eo(t)]e1(2))-
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5.3.3 Etats initiaux de l’environnement permettant

une évolution unitaire du systeme

Nous allons maintenant nous intéresser aux états initiaux de ’environne-
ment qui permettent au systeme d’évoluer de fagon unitaire, autrement dit
tel que

Ir(t)| = [(eo(t)|er(t))] =1 pour tout t. (5.2)

5.3.3.1 Condition d’existence

Tout d’abord, remarquons que puisque |¢(%)) et |e1(f)) sont normalisés,
la condition (5.2)) équivaut a l'existence d’une fonction infiniment continue

et dérivable t — 6(t) telle que
leo(t)) = €Wy (1)) pour tout ¢ (5.3)
selon le cas d’égalité de I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Cette remarque pré-

liminaire nous permet de démontrer le lemme suivant

Lemme 5.1. L’ezistence d’un état |I) qui permet de vérifier la condition

(5.2) implique que
Vk e N HEe(0)) € Ker(H — A1) N Ker([H, He)).

Autrement dit, toutes les puissances HE maintiennent |I) dans un espace

propre de H et dans le noyau du commutateur de H et He.

Démonstration. Selon la relation (/5.3), nous avons

d A i0(t d
Fleo(®) = ibleo(®)) + " e (1)),
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En substituant dans I’équation de Schrodinger ([5.1]), nous obtenons

—i (B He ) leot)) = ifleo(t)) — i (—F + He) |eof)
Oleo(t)) = —2H|eo(1)).

Le vecteur |go(t)) est donc un état propre de H lié & la valeur propre \ et

0(t) = —2At. Son expression s’écrit pour tout ¢

‘80(75)) _ G_Mte_ngt|]>.

Puisque [go(t)) = e 3,20 ﬁz—f)chg]D est un état propre de H pour tout

temps ¢, nous en déduisons que chaque terme est un état propre de H
Vk e N HEI) € Ker(H — \1).
Ceci implique que Yk € N HHE|I) = NHE|I) = HEH|I). Do,
Vk e N HEI) € Ker([H, He)). O

Ce lemme va permettre de singulariser un sous-espace de l’espace de

Hilbert de ’environnement. Ce sous-espace contient 1’état initial |I).

Lemme 5.2. L’existence d’un état |I) qui permet de vérifier la condition
(5.2) implique que |I) est une combinaison linéaire de vecteurs propres de
H¢ qui sont chacun des états propres dégénérés de H associés & la méme

valeur propre.

Démonstration. Soit E = Vect{ HZ|I) n € N}. Autrement dit, E est le sous-
espace vectoriel qui contient toutes les combinaisons linéaires des puissances
de Hg appliquées sur |I). E est un sous-espace vectoriel de l'intersection
Ker(H — A1) N Ker([H, H¢]) selon le lemme précédent. De plus, E contient
au moins |I) et est donc de dimension k£ > 1.

E est stable sous laction de H puisqu’il est un sous-espace d’un espace

propre de H. Il est aussi stable sous l’action de He par définition. Ceci
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permet d’assurer que les restrictions de H et Hg sur E sont bien définies.
Or, selon le lemme précédent, ces restrictions commutent. Il existe donc une
base propre commune & H et Hg sur le sous-espace vectoriel E et |I) est une

combinaison linéaire de ces états propres. O

Le lemme 5.2 affirme donc que 'existence d’un état |I) qui permet de
vérifier la condition n’est possible que s’il existe un état propre commun
4 H et & He. Réciproquement, si un tel état propre |A) associé & A pour H
et p pour Hg existe, alors il suffit de préparer cet état pour vérifier (5.2))

puisque dans ce cas

ey = e (FHHRNA) = Oy
|61> _ e—i(—f{—O—Hg)t|A> _ 6—i(—>\+u)t|A>
et
r(t) = e*.

Pour résumer, nous avons donc démontré le théoreme suivant.

Théoréme 5.3. L’existence d’un état initial |I) qui permet de vérifier la
condition (5.2)) est équivalente a ’existence d’un vecteur propre commun de

]j[ et Hg.

Toutefois, bien que 'existence d’un état initial adéquat soit équivalente
a existence d’un état propre commun, 1’état initial adéquat n’est pas né-
cessairement un état propre commun. En effet, toute combinaison linéaire
d’états propres de H et H associés & la méme valeur propre dégénéreé \ de

H convient.

5.3.3.2 Rareté

Nous venons de montrer que 'existence d’états initiaux de I’environne-
ment qui permettent au systeme d’évoluer de facon unitaire n’est possible

que si les hamiltoniens d’interaction H et d’évolution propre Hg partagent
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un vecteur propre. Nous allons montrer, en dimension finie, que les couples
d’hamiltoniens (H, H¢) qui présentent cette propriété particuliere sont tres
rares grace a des arguments topologiques. En dimension finie, nous assimi-

lerons les hamiltoniens H et Hg & des matrices hermitiennes de dimension

N.

Lemme 5.4. Les paires de matrices hermitiennes qui n’ont pas de vecteurs
propres en commun sont denses dans [’espace des paires de matrices hermi-

tiennes.

Démonstration. Nous allons prouver que tout couple (G, H) de matrices
hermitiennes est la limite d’'une suite de paires de matrices hermitiennes
(G., H.) sans vecteur propre commun.

Trivialement, si G et H ne partagent pas de vecteur propre commun, il
suffit de choisir G, = G et H. = H pour tout €.

Sinon, il va falloir construire la suite (G, H.). Tout d’abord, levons la
dégénérescence éventuelle de G. La matrice G étant hermitienne, il existe
une base orthonormale {|n) n € [1; N]} dans laquelle G est diagonale et
peut présenter des dégénérescences. Ces dégénérescences peuvent étre levées
en ajoutant une matrice de perturbation V. = 27]:[:1 ne|n)(n|. Pour € petit
devant la plus petite des différences des valeurs propres de Gﬂ la matrice
G + V. n’a plus de dégénérescence. Toutefois, H et G. partagent toujours
des états propres puisque les états propres de G sont aussi ceux de G..
Supposons que ces vecteurs propres communs correspondent aux £ < N
premiers vecteurs |n) associées aux valeurs propres p,. Afin d’éviter que
ces vecteurs demeurent des vecteurs propres de H, nous allons utiliser une
autre matrice de perturbation définie W, = ¢ X521 [n)(n + 1| + |n + 1)(n
pour obtenir H. = H + W.. Nous avons alors H.|n) = p;|n) + W.n) =
wiln) +eln+1) +¢e|n—1). Ainsi, |n) n’est pas un vecteur propre de H. alors
qu’il est un vecteur propre de G. (qui ne présente pas de dégénérescence pour

e petit). Nous en concluons que pour € petit H. and G. ne partagent pas de

2La condition & < min AX\/N? suffit.
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vecteur propre commun bien que la suite (G., H.) converge vers (G, H). [

Autrement dit, il existe toujours une perturbation infinitésimale sur I’ha-
miltonien d’interaction H et 'hamiltonien d’évolution propre He qui va em-

pécher le systeme quantique d’évoluer unitairement.

Lemme 5.5. Les couples de matrices hermitiennes qui ne partagent pas un

vecteur propre sont un ensemble ouvert.

Démonstration. Soit (G., H.) une suite convergente de paires de matrices
hermitiennes possédant un vecteur propre en commun. Elle converge vers
une paire de matrices hermitiennes (G, H). Pour montrer que 'espace des
paires de matrices hermitiennes qui partagent un vecteur propre est fermé,
il faut et il suffit de montrer que G et H possede un vecteur propre commun.
Ce résultat est appelé caractérisation séquentielle de la fermeture.

Pour ¢ petit, les opérateurs Ag(e) = G. — G et Ag(e) = H. — H sont
des perturbations, autrement dit Ag(e) est tres petit devant G et de méme
pour H. Dans ce cas, la théorie des perturbations [44] montre qu'il existe
une famille orthonormée de vecteurs propres {|¢x(¢))} de Ge et {|px(e)} de

H. qui peuvent étre développés en série entiere de

66(e)) = [oe) +eldi) +*167) + Zgnm
ou Ve > 0 |¢r(e) est un vecteur propre de G. (et de méme pour H.)

et |¢x) est un vecteur propre de G (de méme pour H). Puisque pour tout
e > 0, les matrices G.et H.partagent un vecteur propre commun, il existe

ko et kj tel que

|6ko (€)) — Loy (€)) = D €™ (!qﬁko ’WECZ))) =0.
n=0

Pour que cette égalité soit vraie pour tout € > 0, chacun des termes de la
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somme doit s’annuler. En particulier,
é) = lei)

autrement dit, les matrices G et H partagent un vecteur propre. O

La combinaison des deux lemmes démontrés jusqu’a présent aboutit au

théoréme suivant.

Théoreme 5.6. Les couples de matrice hermitiennes qui partagent un vec-
teur propre commun constituent un ensemble fermé d’intérieur vide. En par-

ticulier, cet ensemble n’est dense nulle part.

Autrement dit, les couples de matrices hermitiennes avec un vecteur
propre en commun sont tres peu courants. Toutefois, ce théoreme ne permet
pas d’affirmer que cet ensemble est de mesure zéroE] Néanmoins, le résultat
mathématique obtenu indique que les hamiltoniens d’interaction et d’évo-
lution propre partagent rarement une structure permettant ’existence d’un
état initial de I'environnement permettant une évolution sans décohérence
du systeme. De plus, méme si les hamiltoniens partagent cette structure
délicate, la plupart des perturbations la détruiront.

Nos résultats peuvent-ils étre étendus a un environnement de dimension
infinie 7 Au moins un probleme surgit. La théorie des perturbations ne s’ap-
pliquent pas si le spectre des opérateurs non perturbés est continu. Un tel

cas de figure empécherait notre démonstration de s’appliquer.

5.3.4 Perturbation due a la dynamique de
Penvironnement
Dans cette section, nous allons nous intéresser au régime dans lequel

I’hamiltonien total est dominé par I’hamiltonien d’interaction Hsg = S ®

E et 1’évolution propre de l'environnement Hg n’est qu’une perturbation.

3Par exemple, ’ensemble de Smith—Volterra-Cantor est dense nulle part mais de me-
sure strictement positive.
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Puisque Hge domine, nous allons préparer l’environnement dans un état
propre de E et chercher a quantifier ’erreur introduite par 1’évolution propre
de l'environnement.

Nous allons répondre a cette question dans un modele particulier, qui
n’est autre que le modeéle de Zurek, auquel nous ajoutons un terme d’évolu-

tion propre de la forme

He = A Z ) (Y|

z,y€{0,1}m

ol A\ est un parametre de perturbation. Notons que cet hamiltonien est

proportionnel au projecteur sur |®) = \/Lﬁ Y zefo1yn |T) puisque

He = AN|®)(D).

'“"‘!]k_n

Figure 5.1 — Modele de décohérence avec environnement dynamique (n = 5)

Les hamiltoniens He et H = 3. gro¥ (dont on supposera que le choix
des coefficients g; ne fait pas apparaitre de dégénérescence) n’ont pas de
vecteurs propres en commun puisque les vecteurs propres de H sont les |)
avec x € {0,1} qui ne sont pas des vecteurs propres de Hg.

Supposons que l’environnement soit préparé dans 1’état
n
10) = @) [0) (5.4)
k=1

qui est un état propre de H associé a la valeur propre wy.

Calculons le facteur de décohérence pour cet état initial de I'environ-
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nement. Un calcul standard en théorie des perturbations jusqu’au second

ordre, valable pour A < ming yeo,13» |we — wy|, montre que

)P =1-16)3) ———2 2

x#0 <w0 - ww)Q

La valeur moyenne de cette quantité vaut
rP=1-6)) -
(wo — wy)?’

x#0

Ainsi, la moyenne de |r(t)|? est réduite par un facteur proportionnel &
dow ¢0m qui caractérise a quel point les niveaux d’énergie (non-
perturbés) sont proches autour du niveau d’énergie (non-perturbé) wy de

P’état initial.

5.3.5 Préparation imparfaite de I’environnement

Replacons nous maintenant dans le modéle original de Zurek pour lequel
il existe des états initiaux de ’environnement permettant une évolution sans
décohérence du systeme. Toutefois, supposer la capacité de pouvoir préparer
parfaitement l’environnement est irréaliste et nous allons donc quantifier
I'impact d’une préparation imparfaite de I’environnement dans le modele
de Zurek. Supposons que nous voulions préparer I'état . Ceci revient a
préparer chaque qubit de 'environnement dans 1'état «|0), + (B|1)x, avec
ar = 1 et B, = 0. Notre capacité limitée de préparation se traduit par
'assurance que |(;]? < € < 1. Autrement dit, chaque qubit est préparé avec

une petite erreur. Dans ce cas, une borne inférieure sur la valeur moyenne

de |r(t)]? est

FOF > (1—¢)? + )" =51 — 2ne

qui est atteinte pour |(8x|? = € pour tout k. En conclusion, pour des erreurs
faibles et indépendantes sur chacun des n spins de I’environnement, la perte

de pureté moyenne du systeme est proportionnelle au nombre de particules
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dans I'environnement. Cet exemple particulier illustre bien que, méme si un
état initial de ’environnement permet une évolution unitaire du systeme,
I’erreur introduite par une préparation imparfaite grandit linéairement avec

la taille de 'environnement.

5.3.6 Controle imparfait de ’environnement

Jusqu’ici, nous nous sommes intéressés a l'existence d’états initiaux de
I’environnement qui permettent d’éliminer toute décohérence. Nous avons
obtenu un critere analytique qui permet de déterminer l’existence de tels
états a partir de la structure des hamiltoniens d’interaction et d’évolution
propre. Posons-nous maintenant une question plus générale : étant donné des
hamiltoniens d’interaction et d’évolution propre qui ne partagent pas de vec-
teur propre commun, quel est le choix optimal d’état initial d’environnement

afin de minimiser autant que possible la décohérence ?

Afin de répondre a cette question, il faut tout d’abord définir une notion
d’optimalité. Deux options paraissent naturelles. L'une d’elle consiste a mi-
nimiser la décohérence en moyenne. Elle permettra toutefois que le systeme
subisse ponctuellement de fortes baisses de cohérence. L’autre option est de
demander a minimiser la décohérence en pire cas, c.-a-d. d’exiger que le plus
haut niveau de décohérence atteint durant ’évolution soit le plus faible pos-
sible. Cette notion d’optimalité rejettera toutefois un état qui entraine une
évolution dans laquelle la cohérence subit une important baisse de cohérence
de fagon ponctuelle bien que la cohérence soit tres bonne en moyenne. Dans
la suite, nous utiliserons la notion d’optimalité en pire cas, simplement parce

qu’elle semble plus maniable mathématiquement.

Nous allons répondre a la question du choix optimal du vecteur initial
de 'environnement sur un exemple. Il s’agit d'un exemple particulierement

simple, voire le plus simple, d’une situation ou aucun vecteur propre commun



5.3. PREPARATION DE L’ENVIRONNEMENT 111

n’existe. Considérons un hamiltonien de la forme
H=¢10,80,+e31lsR 0,

ou €7 et g3 caractérisent 'importance relative de I’hamiltonien d’interaction
H = £,0, et d’évolution propre He = £30,. Dans ce modele, il est possible
de définir |eo(t)) et |e1(t)) qui obéissent aux équations de Schrodinger (/5.1)).

Il est possible de réécrire

avec €2 = €7 + ¢3 afin que les vecteurs 7o soient unitaires. Il est alors

possible de réécrire ces vecteurs sous la forme
mo = (sina, 0,cosa) 1y = (—sina, 0, cos a)

ou 0 < a < m/2. Ceci va permettre de réécrire le probleme du choix de I’état
initial |I) de 'environnement en un probléme ol un spin 1/2 interagit avec
deux champs magnétiques de méme intensité dont la direction est donnée par
mg et my. Le spin 1/2; initialement dans une direction I va alors précesser
autour de g, ce qui définit Iy(¢), ou autour de 7, ce qui définit I;(¢). Ces

deux vecteurs obéissent a

d1.(t) = g x Io(t)

de
AL (1) = i x L, (1)
La norme du facteur de cohérence |r(t)| = [(eo(t)|e1(t))| = cosv(t)/2 ou

v(t) est angle entre Iy(t) et I;(¢). Ainsi, nous voulons déterminer le choix
de I tel que 'angle maximal entre Iy(¢) et I;(¢) au cours d’une période est
minimisé. Une idée qui parait raisonnable est de préparer un état propre de

Hy ou Hi, c’est-a-dire de choisir I = my ou I = my. Dans ce cas, ’angle
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maximal est le minimum entre 4« et 2m — 4« atteint apres une demi-période
de précession. Toutefois, ce choix n’est pas optimal pour toute valeur de a.

Trouver 1’angle maximal entre Iy(¢) et I;(¢) pour un I arbitraire est une
tache non-triviale analytiquement. Nous avons donc numeriquement balayé
toute la sphere pour différentes valeurs de « afin de déterminer la valeur mi-
nimale de la décohérence en pire cas, que nous noterons |ry,iy, |- Les résultats

numériques sont représentés sur la figure (5.2]).

" minl
1
0.75
0.5} | cos(a)
—— cos(m — 2a) /_/ -
0.25+ |— Numerical results e ]

00 71'712 /6 71';4 7'("/3 57‘("/12 7T/2a

Figure 5.2 — Résultats numériques

Pour a > 7/3, le choix intuitif est optimal. Un état initial optimal est

I =my ouI=m,. L’angle maximal est alors ymax = 27 — 4« qui fournit
|7 minl = cos (7 — 2a) .

Toutefois, pour a < 7/3, le choix intuitif n’est pas optimal. L’état initial
optimal est I = ¢ qui correspond a ’état \/Li 0) +z’\/i§|1>. L’angle maximal est

alors ymax = 2« atteint apres un quart de période de précession et fournit
|7 min| = cos .

Ainsi, pour a < 7/3, I’état initial optimal n’est pas vecteur propre d’aucun
des hamiltoniens en présence (Hy, Hy, He, H ). Nous allons maintenant tenter
de comprendre pourquoi dans le cas a < /3, le choix de I’état initial optimal
est non-trivial alors qu'’il semble intuitif dans le cas o > 7/3.

Dans le régime o > 7/3, 'interaction entre le systéme et 'environnement
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domine et ’évolution propre de I’environnement n’est qu’une perturbation.
En particulier, le systeme et ’environnement jouent des roles presque sy-
métriques. Réduire la décohérence revient alors a minimiser 'intrication qui
se crée entre le systeme et son environnement. Les états initiaux optimaux
de I'environment sont alors les états indicateurs de ’environnement, ce qui
est conforme a la théorie de la décohérence. Au contraire, dans le régime
a < /3, 'hamiltonien d’évolution propre domine I’hamiltonien H. Toute-
fois, ’évolution du systeme quantique se fait exclusivement via 'interaction
entre le systéeme et ’environnement. Ainsi, du point de vue de ’évolution du
systeme, ’hamiltonien H ne peut pas étre considéré comme une perturbation
de Hg, et ce aussi petit soit-il. Dans ce cas, ’évolution de I’environnement est
dominée par sa dynamique propre, mais 'impact sur le systeme quantique
est transmis via Phamiltonien d’interaction H. Trouver un critére analytique
caractérisant un état initial de I’environnement qui minimise la décohérence
du systeme lors de son évolution est une tache difficile puisque ce critere
doit tenir compte du compromis délicat entre les hamiltoniens d’évolution

propre et d’interaction qui agissent sur I’environnement.

Préparation de I’environnement : conclusion

Dans la section [5.3], nous avons proposé une méthode originale afin de
protéger un systeme quantique de la décohérence. Il s’agit de préparer I’état
de I'environnement initialement afin de forcer 1’évolution subséquente du
systeme a maintenir la cohérence du systeme. Notre analyse, dans la section
5.3.3.1, a permis de déterminer sous quelles conditions de tels états existent
dans une classe de modele ou le systeme interagit avec un environnement
dynamique. Cette classe est vaste, mais n’est pas la plus générale puisque le
systeme n’a pas de dynamique propre et ’hamiltonien d’interaction est un
produit tensoriel (plutét qu'une somme de produits tensoriels). Les couples
d’hamiltoniens permettant l'existence de ces états particuliers forment tou-

tefois un sous-ensemble tres réduit des couples d’hamiltoniens, au moins en
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dimension finie (section[5.3.3.2)). Toutefois, de tels états initiaux existent sys-
tématiquement si ’environnement est statique, mais une faible dynamique de
I’environnement entraine une perte de cohérence liée a la densité des niveaux
d’énergie proches du niveau d’énergie initialement préparé (section. De
plus, méme dans le cas ou un état de I’environnement convient, la prépara-
tion imparfaite de cet état, qui parait inévitable en pratique, entraine dans
le modele de Zurek une perte de pureté proportionnelle au nombre de par-
ticules dans I'environnement (section [5.3.5)). Finalement, nous nous sommes
attardés au cas général dans lequel il n’existe pas d’état permettant d’éviter
completement la décohérence n’existe pas. Nous avons étudié un exemple
afin de déterminer I’état optimal a préparer sur 'environnement afin de mi-
nimiser la décohérence du systéme (section [5.3.6). Cette étude a permis de
mettre en évidence la non-trivialité de cette tache, en particulier dans le ré-
gime ou la dynamique propre de I’environnement domine. En effet, dans ce
cas, la dynamique de I’environnement est dominée par son évolution propre,
mais I'impact de cette évolution sur le systeme se fait grace a l'interaction
entre le systeme et ’environnement, aussi faible soit-elle. L’état optimal est
donc déterminé par cet équilibre délicat. La mise en place d’outils afin de

caractériser un état optimal reste donc un défi ouvert.
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Conclusion

Ce mémoire comporte trois chapitres qui mettent en place les notions et
les outils nécessaires a la compréhension du travail original présenté dans
les deux derniers chapitres. L’intérét de protéger un systeme quantique de
la décohérence est motivé par le domaine de l'informatique quantique, brie-
vement introduit au chapitre [I} La décohérence, qui repose sur l'interaction
entre un systéeme et son environnement, s’appuie fortement sur la notion
de systeme quantique ouvert. Le traitement mathématique d’un tel systeme
requiert des outils spécifiques, introduits au chapitre 2l Munis de ces outils,
nous avons présenté les caractéristiques générales de la décohérence au cha-
pitre[3] Rappelons que les deux avancées fondamentales de cette théorie, qui
reste dans le cadre du formalisme traditionnel de la mécanique quantique
sont I’émergence d’états privilégiés et la destruction de la cohérence d’une

superposition de ces états.

Le travail novateur de ce mémoire s’articule autour de deux grands
thémes. Le premier est 1'étude d’un gyroscope quantique au chapitre 4 Notre
étude a permis de mettre en évidence que cet objet subit une décohérence via
des mécanismes conformes aux résultats généraux de la théorie de la décohé-
rence. Plus précisément, nous avons obtenu un résultat d’équivalence entre
un modele de mesure et un modele d’interaction, suggérant qu’une mesure est

une forme particuliere d’interaction. De plus, nous avons montré qu’une par-
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ticule de grand spin servant a mesurer le moment angulaire d’électrons perd
sa cohérence en un temps tres court par rapport au temps caractéristique
de relaxation. Le second apport original de ce mémoire est 'introduction
d’une approche originale afin de lutter contre la décohérence dans le cha-
pitre [5 Celle-ci consiste a préparer I’environnement afin de réduire la perte
de cohérence du systeme lors de I’évolution subséquente. Notre étude nous a
permis d’obtenir une caractérisation formelle de ’existence d’états initiaux
de 'environnement permettant une suppression complete de la décohérence
du systeme dans une gamme générale de modeles ou le systeme interagit
avec un environnement dynamique. Toutefois, nous avons prouvé des résul-
tats topologiques qui suggerent que les conditions d’existence de tels états
sont rarement respectées. Ce constat nous amené a tenter de caractériser les
états optimaux afin de minimiser la décohérence lorsqu’il n’est pas possible
de I’éviter. Sans parvenir a cette caractérisation, nous avons mis en évidence

les raisons pour lesquelles elle constitue un défi de taille.
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Annexe A
Algorithmes a la physicienne

Jusqu’a présent, nous avons introduit les algorithmes quantiques dans le
modele des circuits quantiques. Nous allons maintenant envisager ces algo-

rithmes d’un autre point de vue, plus intuitif pour un physicien.

A.1 Oracle hamiltonien

Comme nous 'avons déja mentionné, la plupart des algorithmes quan-
tiques font intervenir un oracle représenté par un opérateur Uy. Dans la
nouvelle approche que nous sommes en train de décrire, nous allons nous
intéresser a une version hamiltonienne de ces oracles (voir [51] pour une
discussion exhaustive des oracles hamiltoniens). Ainsi, un oracle sera défini
par un hamiltonien H;. Afin de réconcilier les deux approches, imposons
que pour une durée d’interaction 7, I’évolution sous 'action de H; durant 7

corresponde a ’évolution sous l'action de la porte unitaire Uy , c’est-a-dire
e*leT — ezgon

ol ¢ est une phase arbitraire.

A titre d’exemple, nous allons définir une version hamiltonienne de

loracle de Grover [64], défini par Us|z) = (—1)f®|z). Considérons I’ha-
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miltonien

Hy =1 w){w

Son action dans la base de calcul vérifie

e*int|x> — |'T> r=w

e |z) Vr#w.
Ainsi, pour une durée d’interaction 7 = 7, nous obtenons

6—inT — _Uf

A.2 Algorithme hamiltonien

Décrivons maintenant la construction et ’exécution dun algorithme
quantique général dans ’approche hamiltonienne.

La construction d’'un algorithme commence par la prise en main du pro-
bléme. Celui-ci est habituellement défini par un oracle hamiltonien Hy. Cet
hamiltonien varie donc en fonction de ’exemplaire du probleme. Tout le tra-
vail du concepteur de 'algorithme consiste alors a construire un hamiltonien
total H de la forme H(t) = a(t)Hf + Hp(t), qui se réduit &8 H = Hy + Hp
dans le cas ou H ne dépend pas du temps. La difficulté est donc de trou-
ver un hamiltonien pilote Hp (driving hamiltonian) qui ne dépend pas de
I’exemplaire et qui va entrainer ’évolution voulue. Le choix de Hp est inti-
mement lié au choix d’un état initial |¢)(t = 0)), d’'une durée d’évolution T’
et d’'une mesure M (liée & un observable M). Ainsi, I'algorithme quantique
est défini par le quadruplet (Hp, [¢(0)), T, M).

L’exécution de ’algorithme quantique se déroulera alors en 3 étapes :
1. la préparation de ’état initial [1(0)) ;
2. I’évolution durant un temps 7" sous 'action de H ; et

3. la mesure de M sur [¢(T)).
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Nous allons maintenant présenter la version hamiltonienne de ’algorithme
de Grover, introduite par Fahri et Gutmann [33]. Nous avons déja présenté
la version hamiltonienne de 'oracle. Est-il possible de trouver un hamilto-
nien qui corresponde a l'inversion par rapport a la moyenne ? Considérons

I’hamiltonien
Hp =H®" (1 —[0){0]) H*" = 1 — [s)(s|.
Il est facile de montrer que pour une durée d’interaction 7 =
A

L’état initial de la version hamiltonienne sera |s) = \/LN > zefo1yn [T) comme
dans la version circuit de l'algorithme de Grover. Laissons cet état initial

évoluer sous l'action de

H=Hp+ Hy

L’état résultant peut étre calculé dans le sous-espace engendré par |w) et

Ir) = \/% Y 22w |). Nous obtenons alors
(r) = et
o (cos el + i) )
= e cos ——|s) + isin —|w
N VN
Ainsi, pour 7 = g\/ﬁ , nous obtenons alors
7T\/—
WGVE)) o o).

Il suffit alors de mesurer I’état quantique apres une durée $v N afin

d’obtenir w avec probabilité 1.
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Annexe B

Téléportation quantique

L’utilisation de la notion d’opérateur densité réduit trouve une magni-
fique application dans la compréhension du protocole de téléportation quan-
tique. L’objectif de ce protocole est de permettre a Alice qui possede un qubit
dans un état pur |¢) inconnu de 'envoyer a Bob sans toutefois transporter
le systeme physique lui-méme. Ce protocole a été proposé théoriquement en
1993 [13] avant d’étre testé expérimentalement a maintes reprises, d’abord
avec des photons [15] [16], puis des atomes [7, [63]. 11 fait toujours l'objet de
recherche expérimentale [57]. Nous allons rapidement décrire ce protocole en

trois étapes afin de nous intéresser a la description du protocole du point de

vue de Bob.

B.1 Partage d’intrication

La premiere étape consiste a partager de l'intrication entre Alice et Bob.
Plus précisément, ils créent une paire EPR dans l'état |®T) = \%|OO> +
\/ig|11) et gardent chacun un qubit de la paire. Alice part alors en exploration
spatiale alors que Bob demeure sur la terre. L’intrication qu’ils partagent va

se révéler une ressource importante dans la suite du protocole.
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0) S

[&7)

0) H

Figure B.1 — Partage d’intrication

B.2 Mesure de Bell chez Alice

Alice et Bob sont maintenant éloignés I’'un de ’autre. Ils ne peuvent alors
qu’effectuer des opérations locales sur leur qubit respectif et communiquer
de facon classique, c’est-a-dire avec des bits classiques. Dans le jargon de
I'informatique quantique, ils sont limités & des LOCC (local operations and
classical communication). Au cours de son voyage intersidéral, Alice récu-
pere alors un qubit dans un état [¢) inconnu que l'on supposera pur par
commodité (bien que ce ne soit pas nécessaire). Elle veut maintenant ’en-
voyer a Bob, mais ne peut envoyer I'objet physique lui-méme. Elle va donc
intriquer le qubit inconnu avec sa moitié de paire EPR en appliquant une
opération CNOT suivie d'une porte de Hadamard sur le qubit inconnu. Pour
les besoins du calcul, on écrit |[¢)) = a|0) + b|1), bien qu’Alice ne possede
aucune information sur a et b. Au niveau global, 'opération locale d’Alice

aura pour effet de créer ’état

(1000) + [011) + [100) + |111>)+g (|001) + [010) — [101) — |110)). (B.1)

N

Alice mesure alors les deux qubits qu’elle possede et obtient deux bits clas-

siques. Quatre possibilités équiprobables se présentent :
1. Alice mesure 00 et sait donc que Bob possede maintenant un qubit
dans I'état a|0) + b|1) = [¢))
2. Alice mesure 01 et sait donc que Bob posseéde maintenant un qubit
dans I'état b|0) + a|1) = X))
3. Alice mesure 10 et sait donc que Bob posséde maintenant un qubit

dans I'état a|0) — b|1) = Z|¢)
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4. Alice mesure 11 et sait donc que Bob possede maintenant un qubit

dans I'état —b|0) + a|l) = X Z|¢)

Ainsi, apres mesure, Alice connait l'opérateur unitaire que Bob doit appli-
quer sur son qubit afin d’obtenir un qubit dans I’état |¢)). Notons toutefois

qu’Alice n’a rien appris sur I'état [1)) lui-méme.

B.3 Signal classique et correction

Alice communique le résultat de sa mesure a Bob a l’aide d'un canal
de communication classique. Bob recoit alors deux bits d’information clas-
sique. Ce n’est qu’a la réception de ces deux bits que Bob peut décrire son
qubit comme étant le qubit |) auquel a été appliqué une opération unitaire
Ue{l, X, Z, XZ}. L’information regue d’Alice permet de plus d’identifier
Iopérateur U. Bob applique alors ’opération unitaire adéquate afin d’obtenir

un qubit dans I'état |)).

Mesure de Bell

o)

Communication
et correction

Figure B.2 — Représentation en circuit du protocole de téléportation

Avant de recevoir le message classique d’Alice, les actions d’Alice ne
peuvent pas avoir d’influence mesurable par Bob. Assurons-nous que ce

soit bien le cas. Initialement, Bob possede une moitié de paire EPR dont
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lopérateur densité est %1, voir équation (2.8). Toutefois, a lissue de la
phase durant laquelle Alice intrique 1’état inconnu avec sa moitié de paire
EPR, Bob semble obtenir de l'information sur [¢). En fait, il n’en est
rien : avant d’avoir recu le résultat de la mesure d’Alice, la descrip-
tion de I'état de Bob, du point de vue de Bob est un mélange statis-
tique {(|¢), 1), (X[¥), 1), (Z]¥), 1), (XZ|¥),%)}. Or, nous avons montré
en que l'opérateur densité de ce mélange statistique est p = %1 et
ce quel que soit Iétat [¢)). Ainsi, tant que Bob n’a pas recu d’information

classique d’Alice, sa description de son état quantique ne change pas.



Annexe C
Mesure généralisée

Nous allons donner ici un exemple de I'utilité d’une mesure généralisée et
montrer qu'un POVM permet de faire mieux qu’une mesure projective. Cet
exemple est tiré du cours “Introduction a I'informatique quantique” enseigné
par Gilles Brassard a I’Université de Montréal. Son approche est reprise
dans un livre a paraitre [17]. Supposons que Bob regoive des qubits de la part
d’Alice qui lui assure que chacun d’entre eux est soit dans 1’état |0), soit dans
Iétat |[+) = LZ|O> + \/L§|1> et que ces deux possibilités sont équiprobables a
priori. L’objectif de Bob est de déterminer dans lequel des deux états chacun
des qubits se trouvent et ce de fagon optimale. Or, que veut dire optimal

dans un tel scénario ?

Une option est d’obtenir un résultat probabiliste, c.-a-d. effectuer une
mesure qui permette d’induire ’état du qubit avec une certaine probabilité,
et maximiser cette probabilité. Une telle mesure est qualifiée de mesure de
Helstrom. Dans le scénario proposé ici, il peut étre démontré que la mesure
optimale dans ce sens est une mesure projective qui consiste a mesurer dans
la base {sin Z|0) + cos %|1), cos Z|0) — sin £|1)}. Un raisonnement bayésien
montre alors que la probabilité que le qubit soit dans 1’état |+) sachant que le
résultat de la mesure est sin £ |0) +cos §|1) est cos” . Les autres probabilités

se déduisent par symétrie.

Supposons maintenant que Bob ne se satisfasse pas d’un résultat proba-
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biliste : il veut a tout prix connaitre 1’état du qubit de fagon concluante! Il
est prét a accepter que parfois le résultat de la mesure ne lui apprenne rien
sur I'état du qubit. Toutefois, il insiste pour qu'un résultat significatif lui
permette de conclure sur 1’état du qubit. Dans ce cas, une stratégie naive
est de mesurer dans la base de calcul : si Bob obtient |1), il saura que ’état
du qubit n’était pas |0) et qu'il était donc |+). De fagon équivalente, Bob
pourrait mesurer dans la base {|+),|—) = \/L§|0> — \/L§|1>} Il peut aussi me-
surer dans une des deux choisie au hasard chaque fois qu’il recoit un qubit

d’Alice. Cette stratégie sera concluante avec probabilité i.

Bob peut-il faire mieux, c.-a-d. augmenter cette probabilité ? S’il est li-
mité a des mesures projectives, cette stratégie est optimale. Il peut toutefois
faire mieux en utilisant un systeme ancillaire. Il suffit alors d’adjoindre un
qubit initialisé dans 'état |0) au qubit recu d’Alice pour former |7) ® |0) puis

d’appliquer la transformation unitaire

a —b*/a®* bv?/a 0
b b b 0 a=2"14
U= fa ol . (C)
0 b/a bla®> 0 b—/1—a2
0 0 0 1

Deux cas de figure se présentent selon 1’état du qubit d’Alice

— ¢'il est dans ’état |0), U transforme |00) en «|00) + b|01).
— ¢’il est dans létat |+), U transforme |+) @ |0) en a|00) + b[10).

Ainsi, si Bob mesure 00, ce qui arrive avec probabilité \/Li’ il n’obtient aucune

information. Au contraire, s’il mesure 01 (ou 10), il peut conclure que le qubit
d’Alice était dans ’état |0) (ou |+)). La stratégie de Bob est concluante avec
probabilité 1 — iz ~ 29% qui est mieux que la stratégie précédente et peut

étre démontré optimal.

Dans le formalisme des POVM, la mesure généralisée précédente corres-
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pond a un POVM a 3 éléments qui sont

b2 —p? 0 0
Eog = =207V (—|  Ej = 20*1)(1| =
—bv* b2 0 20v2
az b2
Ego = =1—26°|-)(—| — 26°[1)(1].
v bt/a?

La mesure de I'élément FEpy permet de conclure que 1'état inconnu est |0)
puisqu’il correspond & un projecteur sur I'état |—) qui est orthogonal & |4).
Un raisonnement similaire indique que la mesure de E1g permet de conclure
que ’état inconnu est |+). Pourquoi alors se contenter de multiplier ces
projecteurs par 2b* = 2 — v/2 plutét que par un autre facteur plus proche
de 17 Un calcul montre que pour assurer la positivité de Fyg = 1— Ey; — E1o,

le facteur multiplicatif maximal admissible est 2 — /2.
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Annexe D

Modeles de décohérence avec

équation pilote

Ces deux voies permettent toutes deux de calculer ps(t) et paraissent
donc équivalentes. Pourtant, la voie qui consiste a écrire une équation dif-
férentielle sur ps est plus pratique lorsque vient le temps d’introduire des
approximationsﬂ Une telle équation sur pgs est appelée équation pilote. Les
équations pilotes provenant de différents modeles peuvent étre regroupées
dans plusieurs grandes familles. Nous en mentionnerons rapidement deux :
les équations pilotes avec approximations de Born-Markov et les équations

de Lindblad.

D.1 Equation pilote avec approximation de

Born-Markov

Les systemes en jeu sont ’environnement £ et le systeme S. L’hamilto-

nien total H est composé de trois termes

H=Hs®1s+15s® He + Hs¢ (Dl)

1Or, n’est-ce pas le travail de tout physicien d’introduire des approximations et de les
justifier afin de donner une solution approchée valide dans le cadre des approximations ?
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— Hg est 'hamiltonien d’évolution propre du systeme
— Hg est 'hamiltonien d’évolution propre de ’environnement
— Hgg est I’hamiltonien d’interaction entre le systeme et son environne-

ment.

Pour simplifier, nous allons considérer une interaction de la forme Hge =

S ® E, mais les résultats obtenus se généralisent & Hse = Y So @ E,.

Ce type d’équation pilote repose sur deux approximationf]. Nous allons
nous contenter d’expliciter ces approximations et d’esquisser le raisonnement

qui permet d’obtenir I’équation pilote.

L’approximation de Born repose sur I’hypothese que le couplage entre
I’environnement et le systeme est faible et ’hypothese que la taille de 1’en-
vironnement est grande devant celle du systeme. L’approximation consiste
alors a négliger 1’évolution de I'environnement £ due au couplage avec le
systeme S et a négliger les corrélations d’ordre supérieur qui s’établissent

entre S et £. Cette approximation se traduit par la propriété suivante

stat
pse(t) =~ ps @ pg ) (D2)
ol p(;tat) est 1’état stationnaire de ’environnement s’il n’interagissait pas

avec le systeme. Le plus souvent I’environnement sera un bain d’oscillateurs
et p((;tat) correspondra a ’état d’équilibre thermique. De fagon plus formelle,
I’approximation consiste en un développement limité en puissance de 1’opé-

rateur d’interaction.

L’approximation de Markov repose sur 'hypothése que les effets de mé-

moire se dissipent dans I’environnement sur une échelle de temps petite de-

?Bien évidemment, il existe des cas ol une approche similaire peut étre employée
sans avoir recours a des approximations. Un exemple bien connu est celui du mouvement
brownien quantique qui peut étre résolu exactement [42] bien que le recours aux approxi-
mations de Born et de Markov donne une solution approchée tres satisfaisante dans la
plupart des cas. L’équation pilote pour le mouvement brownien quantique et en parti-
culier sa limite pour un bain & haute température, I’équation de Caldeira-Leggett [22],
constitue un des modeles de référence pour I’étude des phénomenes de dissipation.
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vant celle de I'interaction entre ’environnement et le systeme. Formellement,

cela revient a supposer le terme de corrélation intra-environnement
g(r) = Tr |[E@)B(t - 7)of™" | (D.3)

ne prend des valeurs non-nulles que sur une échelle 7, petite devant le temps
d’interaction entre S et &£.

L’application de ces deux approximations dans la représentation d’in-
teraction permet d’aboutir [27] & une équation pilote qui s’écrit dans la
représentation de Schrodinger

dps

g = s ps@)] + Ups(t)S + Sps(t)UT = SUps(t) — ps(t)UTS (D.4)

ot U = [ g(r)e #s7SeillsT dr.

D.1.1 Mouvement brownien quantique

Une application particulierement importante de cette approche est
I’équation pilote du mouvement brownien quantique qui s’intéresse a une
particule de masse M dans un potentiel harmonique, couplée harmonique-

ment avec N molécules légeres. L’hamiltonien total est alors

H = Hs®1lg+ Hse +1s® He

1 2 1 2 1 2 2

1
j J

L’application des approximations de Born-Markov fournit 1’équation-pilote

d [ P? :
&,03 = —1 |:m, p3:| — Z% (X, Pps + psP| — D[X, [X, ps]] (D.6)
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ou D € R est le coefficient de dispersion en impulsion.

D.2 Equation de Lindblad

En raison des approximations qui entrent en jeu dans sa dérivation, rien
ne garantit qu'une équation pilote avec approximation de Born-Markov ne
préserve la positivité de ps. Les équations pilotes avec approximation de
Born-Markov qui préservent la positivité de ps sont appelés équations de

Lindblad [36], 49] et ont la forme suivante

dps i f f
i —i[Hs, ps(t)] + Z%ﬁ < aPs(t)Sh — 555Saps(t) — %Ps(t)sgsa)

(D.7)
ou les opérateurs S, sont les opérateurs apparaissant dans la décomposition
Hgse =3, Sa® E,. Les coefficients 7,3 € C contiennent toute 'information
sur les phénomenes de décohérence et de dissipation. La matrice I' = (7,5)

est de plus positive et peut donc étre diagonalisée afin de fournir

dps

dr —i[Hs, ps(t)] + Znu Lups(t u %LLLMPS(t) - %pg(t)LLL“)

(D.8)
ou les opérateurs L, sont les opérateurs de Lindblad ou opérateurs de sauts
quantiques et H§ est un opérateur hermitien qui peut étre différent de Hg.

En effet, I'équation est invariante sous la transformation [41]

L,— L,+c,

H; — Hg — % ZunM<CZLN - CMLL)

(D.9)

donc I’hamiltonien du systeme peut recevoir une contribution de I'interaction
avec ’environnement qui a pour effet de renormaliser son hamiltonien propre

et modifier ses niveaux d’énergie. Un tel phénomene est appelé Lamb shift.
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Une interprétation d’une équation de Linblad est alors possible en terme
d’évolution stochastique, qui revient grosso modo a dire que le passage de
ps(t) & ps(t + dt) est
— avec probabilité ép, = 7,0tTr [Lupg(t)LL], le systeme subit un saut
quantique et passe dans I'état ps(t + dt) mLups(t)LL
— avec probabilité 1 — )" i dpy, le systeme ne subit pas de saut quantique

et évolue sous 'action du pseudo-hamiltonien
~ 1
H=Hs— > muLiL. (D.10)
o

Pour ceux qui seraient intéressés par cette approche, voir [27].

Les équations pilotes ne seront pas beaucoup utilisées dans ce mémoire,
sauf a titre d’exemple pour appuyer notre propos. Il paraissait toutefois
important de les introduire puisqu’elles constituent ’outil essentiel de des-

cription de la décohérence dans des modeles complexes.
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Annexe E

Correction d’erreur

La perspective de construire un jour un ordinateur quantique a long-
temps été assombrie par I'apparente impossibilité d’utiliser des techniques
de correction d’erreur pour un ordinateur quantique. En effet, contrairement
a la correction d’erreur classique, son équivalent quantique semble vouer a

I’échec pour au moins trois raisons.

E.1 Correction d’erreur classique

Tout d’abord, la correction d’erreur classique repose lourdement sur 1’idée
de redondance : toute information utile est copiée et stockée en multiples
exemplaires. Or, Zurek et Wooters ont montré des 1982 [75] que le clo-
nage d’information quantique est impossible. Plus précisément, il n’existe
pas d’évolution unitaire U qui prend en entrée un qubit dans un état quan-
tique pur quelconque [¢)) (et un autre qubit initialisé dans un état |0)) et
qui retourne deux copies sous la forme |¢) @ |¢). Ainsi, la redondance est
une option interdite a la correction d’erreur quantique.

De plus, la correction d’erreur classique utilise des mesures afin de détec-
ter les erreurs. Or, toute mesure sur un systeme quantique va le perturber.
Ainsi, il n’est pas possible de simplement observer les erreurs en mesurant le

systeme lui-méme. La correction d’erreur quantique doit trouver un moyen
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pour détecter les erreurs sans mesure les systémes eux-mémes.

Finalement, pour un bit classique qui ne peut prendre que deux valeurs,
la seule erreur possible est de complémenter la valeur du bit, autrement dit
d’envoyer 0 sur 1 ou 1 sur 0. Au contraire, pour un gqubit, un état pur est
caractérisé par deux nombres réels qui peuvent varier contintiment. Ainsi,
il ne s’agit plus d’une erreur discrete, mais plutot d’'un ensemble continu

d’erreur qu’il semble falloir détecter et corriger.

Toutes ces raisons ont longtemps laissé croire que la correction d’erreur
quantique était impossible. Heureusement, Shor a montré en 1995 qu’il n’en
était rien en exhibeant un code correcteur d’erreur quantique. Présenter ce
code correcteur dans son intégralité nous amenerait trop loin. Toutefois, nous

allons présenter les idées qui lui permettent de fonctionner.

E.2 Correction d’erreur quantique

E.2.1 Numérisation de ’erreur

Comme nous l'avons mentionné, la correction d’erreur quantique semble
s’attaquer a un ensemble continu d’erreurs. Il est toutefois possible de mon-
trer que toute opérateur correspondant a une erreur est une combinaison
linéaire d’opérateurs élémentaires. Par exemple, tout opérateur sur un qubit

est une combinaison linéaire de matrices de Pauli

3 3
U= Col + E CiO; = E CuOy-
i=1 u=0

Afin de ramener I’ensemble continu d’erreur & un ensemble discret, 1’idée est

d’intriquer le qubit avec un systeéme auxiliaire de facon a ce que

3
)| prét) HZCH (ou]¥)) |au)
pn=0
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de telle facon que les |a,) soient orthogonaux. Une mesure des |a,) aura

alors pour effet de projeter la combinaison linéaire sur un terme

0#0‘¢>|au0>'

Le résultat de la mesure permet alors d’identifier laquelle des erreurs élémen-
taires a été appliquée sur le qubit et de corriger cette erreur en appliquant

Iopérateur inverse

(Uuo)_l Tue V) = ).

Il est tres important de noter qu’a aucun moment nous n’avons appris quoi

que ce soit sur I’état |1) du qubit. Ceci permet de ne pas perturber cet état.

E.2.2 Code a 3 qubits

Nous allons donner ici I’exemple d’un code qui corrige les renversements
de bit, c.-a-d. les opérateurs o,. La premiere étape consiste a intrique le
qubit & protéger, initialement dans un état pur |¢) = a|0) + b|1), avec deux

qubits auxiliaires de facon a obtenir
(I|0>L + b| 1>L

ou [0), = |000) et |1), = |111). Cette étape, dite d’encodage, permet de
délocaliser I'information d’'un qubit sur trois qubits. Notons que cet état
semble contenir de la redondance, bien qu’aucune information quantique

n’est en fait été copiée.

Supposons maintenant qu'un opérateur o' soit appliqué sur le qubit .
Bien évidemment, nous ne savons pas lequel des qubits a été perturbé. Il faut

alors procéder a ’étape de décodage, qui consiste essentiellement a mesurer
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deux observabledl
rl®c?e1® et 1'®o’®0°.

La valeur de ces deux observables, appelés syndromes, va permettre de corri-
ger lerreur introduite. En effet, 'application d’un opérateur of sur le sous-
espace {|0)r,|1)L} va envoyer I’état quantique vers un autre sous-espace
orthogonal. Autrement dit, les 4 sous-espaces {|0)z,|1)z}, {}|0)z,0l1)1},
{c}|0)z,0l|1)p} et {01]0)r,0L|1)L} sont tous orthogonaux. La mesure des
syndromes va permettre de savoir sur lequel des sous-espaces I'état quantique
a été envoyé, puis de corriger 'erreur introduite. Ainsi, apres correction, nous
retrouverons notre qubit dans I’état initial 1)) = a|0) + b|1) bien que nous

n’ayons acquis aucune information sur a et b.

E.2.3 Calcul robuste et théoréme-seuil

La mise en évidence de code correcteur d’erreur a été une percée fon-
damentale vers la mise au point d’un ordinateur quantique. Toutefois, pour
utiliser la correction d’erreur, il faut étre capable d’effectuer certaines taches
élémentaires, par exemple les opérations nécessaires a I’encodage et au dé-
codage, sans introduire de nouvelles erreurs. En particulier, il faut a tout
prix éviter de propager les erreurs. Pour ce faire, il faut mettre en ceuvre les
portes quantiques de fagon robuste (fault tolerant en anglais). Sans entrer
dans les détails du calcul robuste, notons que cet effort débouche sur un
résultat essentiel : le (ou plutot les) théoreme-seuil, dont la premiére version
a été démontrée par D. Arahonov et M. Ben-Or en 1996 [I]. Il montre que
si la correction d’erreur est mise en ceuvre de fagon robuste et que le taux
d’erreur par porte quantique élémentaire est inférieure a un certain seuil, il

est possible de réaliser des calculs quantiques de taille arbitraire.

! Attention, ces observables ne doivent pas étre mesurées en mesurant ol, puis o2 et
enfin 02, ce qui reviendrait & mesurer chacun des trois qubits et & détruire I'informa-
tion quantique. Il faut se contenter de mesurer ces deux observables, sans chercher a en
apprendre plus.
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