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Résumé

Le "modèle standard" actuel de la cosmologie est celui de ΛCDM, décrivant un Univers en expansion

accélérée ainsi qu’une structure de matière sombre froide formée en halos, sur lesquels s’assemblent

les galaxies. Malgré les nombreuses confirmations observationnelles de ses prédictions, il existe

d’importantes tensions entre les mesures de la distribution de structure sombre aux petites échelles

de l’Univers et ce qui serait attendu de ΛCDM. Cependant, ces halos légers de matière sombre,

qui sont prédit d’abonder à travers le cosmos, n’hébergent pas de galaxies lumineuses et sont donc

très difficiles à observer directement. Leur présence peut toutefois être détectée dans les lentilles

gravitationnelles fortes de type galaxie-galaxie, un phénomène se produisant lorsque la lumière

d’une galaxie d’arrière-plan est fortement déviée par le champ gravitationnel d’une galaxie d’avant-

plan, formant des images multiples et des arcs étendus. Les halos distribués en ligne de visée de

tels systèmes, ainsi que ceux imbriqués dans la galaxie lentille, peuvent causer des perturbations

gravitationnelles dans les images de galaxies lentillées. La détection de ces effets infimes dans des

observations de lentilles gravitationnelles est faite par des méthodes statistiques Bayésiennes, qui

nécéssitent des centaines de milliers de simulations de la contribution de ces perturbateurs à la

déflexion de la lumière. Traditionnellement, la modélisation du lentillage par les halos en ligne de

visée s’est faite avec le formalisme du lentillage à plans multiples, qui souffre d’une nature récursive

peu efficace. De plus, il est prédit par le modèle ΛCDM que la majorité des systèmes de lentilles

gravitationnelles comporteraient davantage de halos en ligne de visée que de sous-halos imbriqués

dans la galaxie lentille, motivant une modélisation détaillée des effets de ligne de visée. Dans un

contexte d’analyse Bayésienne, l’approche du lentillage à plans multiples représente une échelle de

temps de plusieurs jours pour l’analyse d’un seul système. En considérant que des grands relevés

du ciel comme ceux de l’Observatoire Vera Rubin et du télescope spatial Euclid sont projetés de

découvrir des centaines de milliers de lentilles gravitationnelles, l’effort de contraindre la distribution

de matière sombre aux petites échelles se voit confronté à ce qui pourrait être un insurmontable

problème de temps de calcul.
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Dans ce mémoire, je présente le développement d’un nouveau formalisme de modélisation du

lentillage gravitationnel par halos en ligne de visée accéléré par des réseaux de neurones, motivé

par les lacunes du lentillage à plans multiples et l’importance scientifique de la modélisation de

ces effets. Les architectures de ces réseaux, conçues dans le cadre de ce travail, sont basées sur

le mécanisme d’attention, et peuvent être conditionnées sur des ensembles de modèles de halos en

ligne de visée afin de produire les angles de déflexion leur étant associés. Ce formalisme offre la

flexibilité requise pour remplacer celui du lentillage à plans multiples, laissant à l’usager la liberté

de spécifier un modèle de lentille principale et étant compatible avec des grilles de pixels de taille

quelconque. Notre formalisme permet d’accélérer la modélisation du lentillage de ligne de visée

par presque deux ordres de grandeur lorsque comparé au lentillage à plans multiples, et promet

d’atteindre une exactitude lui étant comparable dans des développements futurs. Il s’agit d’une

contribution significative à l’étude de la matière sombre aux petites échelles, qui permettra soit de

réconcilier ΛCDM et les observations, ou mènera à l’adoption d’un modèle cosmologique alternatif.

Mots-clés: Lentilles gravitationnelles — Matière sombre — Cosmologie — Simulations astro-

physiques — Réseaux de neurones
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Abstract

The current "standard model" of cosmology is that of ΛCDM, describing a Universe undergoing

accelerated expansion with a structure of cold dark matter formed into halos, onto which are

assembled galaxies. Despite the numerous observational confirmations of its predictions, there

remains some important tensions between measures of the distribution of dark structure on small

scales of the Universe and what would be expected from ΛCDM. However, these light dark matter

halos, predicted to be adundant throughout the cosmos, are not hosts of luminous galaxies and are

therefore very difficult to observe directly. Yet, their presence can still be detected in galaxy-galaxy

type strong gravitational lenses, a phenomenon occuring when the light of a background galaxy is

strongly deflected by the gravitational field of a foreground galaxy, forming multiple images and

extended arcs. Halos distributed along the line-of-sight of such systems, as well as those nested

within the lens galaxy, can introduce gravitational perturbations in images of lensed galaxies. The

detection of such infinitesimal effects in strong lensing observations is made with methods relying on

Bayesian statistics, which require hundreds of thousands of simulations of the contribution of these

perturbers to the deflection of light. Traditionally, modeling the lensing from line-of-sight halos

has been done with the multi-plane lensing framework, which suffers from its inefficient recursive

nature. Morevoer, the ΛCDM model predicts that most gravitational lens systems would host

a larger amount of line-of-sight halos than subhalos nested within the lens galaxy, motivating a

detailed modeling of line-of-sight effects. In a Bayesian analysis context, the multi-plane lensing

approach represents a timescale of multiple days for the analysis of a single system. Considering

that large sky surveys such as those of the Vera Rubin Observatory and the Euclid space telescope

are projected to discover hundreds of thousands of gravitational lenses, the effort of constraining

the small-scale distribution of dark matter is confronted to what might seem like an insurmountable

problem of computation time.
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In this thesis, I present the development of a new neural-network-accelerated framework for

modeling the gravitational lensing by line-of-sight halos, motivated by the shortcomings of multi-

plane lensing and the scientific importance of modeling these effects. The architectures of these

networks, conceived as part of this work, are based on the attention mechanism, and can be

conditioned on sets of line-of-sight halo models in order to produce their associated deflection

angles. This framework offers the flexibility required to replace that of multi-plane lensing, leaving

up to the user the freedom to specify a main lens model and being compatible with pixel grids of

any size. Our framework allows to accelerate the modeling of line-of-sight lensing by nearly two

orders of magnitude relative to multi-plane lensing, and promises to reach a comparable accuracy

in future developments. This constitutes a significative contribution to the study of dark matter on

small scales, which will either lead to the reconciliation of ΛCDM and observations, or the adoption

of an alternate cosmological model.

Keywords: Strong gravitational lensing — Dark matter — Cosmology — Astronomical sim-

ulations — Neural networks
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Chapitre 1

Introduction

En cette ère de la cosmologie de précision, une multitude de mesures astrophysiques sont venues

appuyer les prédictions du modèle cosmologique de concordance, ΛCDM. Or, la plupart de ses

succès soulèvent à leur tour d’importantes questions auxquelles le Modèle Standard de la physique

des particules n’offre toujours pas de réponses. Notamment, quelle est la nature particulaire et

l’origine de la matière sombre, cette composante inconnue n’interagissant pas avec la force élec-

tromagnétique qui compterait pour 80% de la masse dans l’Univers? Cette dernière est essentielle

à notre compréhension du fond diffus cosmologique, et est centrale aux arguments de formation

de structure de ΛCDM (Planck Collaboration et al., 2020). Ceux-ci stipulent que des halos, soit

des nuages de matière sombre liés gravitationnellement, forment le squelette cosmique sur lequel

naissent les galaxies et les amas de galaxies. La distribution de cette structure de matière sombre

est très bien contrainte par les observations aux plus grandes échelles de l’Univers, c.-à-d. au-delà

de l’ordre de ∼ 1 Mpc, où elle tisse une toile cosmique sous la forme d’immenses filaments galac-

tiques séparés de grands vides. Toutefois, c’est aux échelles sous-galactiques que les mesures et les

prédictions de ΛCDM semblent être en désaccord (Bullock et Boylan-Kolchin, 2017).

Selon ce modèle, d’innombrables halos de matière sombre aux plus petites échelles de masse

parsèment le cosmos, la plupart de ceux-ci étant trop légers pour abriter des galaxies. Cependant,

seul un infime nombre de ces halos légers ont été détectés jusqu’à présent. Cela impliquerait que

ces halos dévoués de matière lumineuse sont soit trop obscurs pour être détectés directement, soit

ils n’existent tout simplement pas. Certains modèles alternatifs à ΛCDM prédisent que les halos ne

se forment pas sous une certaine échelle de masse, échelle qui dépend des propriétés particulaires de

la matière sombre. Ainsi, une non-détection de cette population de halo légers invaliderait ΛCDM,

favorisant ces autres modèles et renversant le paradigme cosmologique actuel. Alternativement, la

confirmation de l’existence de ces halos irait à appuyer l’une des prédictions principales de ΛCDM.



Fig. 1.1. Gauche: simulation du lentillage gravitationnel fort d’une galaxie source lointaine par
le halo de matière sombre d’une galaxie lentille (GL) entre la source et l’observateur. Centre:
lentillage de la même source par le même modèle de galaxie lentille, cette fois ci incluant les effets
d’une population de sous-halos dans le plan lentille et de halos distribués en ligne de visée. Droite:
différence entre les deux simulations de lentille. Image de galaxie source provenant du recensement
COSMOS (crédit: ESA/Hubble & NASA).

Dans ces deux éventualités, il s’agirait de l’une des plus importantes contraintes sur la nature de

la particule de matière sombre à ce jour.

Cela étant dit, il est alors question d’avoir un moyen de détecter la signature de cette structure

de matière sombre (ou son absence) dans des observations astronomiques. Puisque cette particule

hypothétique n’interagit que par la force de gravité, la présence de halos de matière sombre peut

être trahie par leurs effets gravitationnels. Notamment, la relativité générale prédit que la gravité

dévie la trajectoire de la lumière; dans certaines circonstances, l’immense potentiel gravitationnel

de halos massifs donne lieu au lentillage gravitationnel fort. Un exemple d’une modélisation de

ce phénomène est illustré en figure 1.1, où l’image de gauche affiche la déviation extrême de la

lumière d’une galaxie d’arrière-plan par la gravité d’une galaxie lentille d’avant-plan. En mesurant

la géométrie de la déviation de la lumière de la source, il est possible d’inférer la masse et même la

forme du halo de matière sombre de la lentille. Dans les dernières décennies, une série d’observations

de systèmes lentillés ont été analysées afin de détecter avec confiance ces halos galactiques massifs.

De son côté, la signature de halos légers dans des systèmes lentillés est bien plus subtile, mais

toutefois détectable. Par la sensibilité des images d’arcs étendus aux perturbations introduites par

les halos légers, le lentillage gravitationnel fort représente également l’une des meilleures sondes de

la distribution de structure sombre aux petites échelles. Les populations de structure d’un système

de lentille peuvent être séparées en deux catégories: les sous-halos, se trouvant imbriqués dans

l’étendue du grand halo galactique, ainsi que les halos de champ, indépendants de la galaxie lentille

et distribués en ligne de visée. Les effets de ces deux populations dans une lentille gravitationnelle
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Fig. 1.2. Schéma d’une population de halos légers dans un certain système de lentille gravitation-
nelle. La source se situe du côté gauche, émettant des rayons de lumière représentés par les traits
rouges. Les trajectoires de ceux-ci sont principalement déviées par la galaxie lentille se trouvant
dans le disque central, mais aussi par une multitude d’autres halos, avant de converger vers l’obser-
vateur du côté droit. Des halos de champ, distribués le long de la direction de décalage vers le rouge
(redshift), sont représentés par des cercles, comme le sont les sous-halos dans le plan de la lentille.
La taille et la couleur des cercles varie de façon proportionnelle à la masse et la concentration des
halos, respectivement. Figure tirée de Gilman et al. (2022).

sont illustrés en l’image centrale de la figure 1.1, et un exemple de leur distribution spatiale typique

est schématisé à la figure 1.2. Bien que cette simulation implique plus d’une dizaine de milliers

de halos légers, la différence avec le modèle comprenant uniquement la galaxie lentille est à peine

perceptible à l’oeil nu.

L’exemple de la figure 1.1 met en évidence la difficulté de détecter la structure aux petites

échelles dans les lentilles gravitationnelles. Une multitude de différentes populations de halos lé-

gers peuvent mener à des observations semblables, et il faut surtout parvenir à la déceler parmi

les configurations possibles de lentille et de source. Puisque l’effet de ces halos sur l’image ob-

servée est si faible, l’analyse de la structure dans une seule lentille nécessite une énorme quantité

de simulations. Hors, un très grand échantillon statistique de lentilles est requis pour contraindre

des modèles de matière sombre de cette façon. Qui plus est, il a été projeté que des expériences

observationnelles à venir telles que le télescope spatial Euclid (Refregier et al., 2010; Laureijs et al.,
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2011) et le recensement LSST de l’Observatoire Rubin (LSST Dark Energy Science Collaboration

(LSST DESC) et al., 2021) vont découvrir des centaines de milliers de nouvelles lentilles gravita-

tionnelles (Collett, 2015). Dans ce régime de volume de données, l’étude de la structure sombre

aux petites échelles dans les lentilles gravitationnelles devient possible, mais présente un imposant

défi d’analyse statistique.

De tels problèmes statistiques se cadrent généralement dans le contexte d’inférence Bayésienne,

où l’on cherche à obtenir la distribution à posteriori sur des paramètres d’intérêt conditionnée sur

un ensemble d’observations. Les méthodes Bayésiennes exigent de pouvoir modéliser les données

avec des simulateurs détaillés, mais aussi exacts. Dans les dernières années, l’étude de la structure

aux petites échelles s’est principalement concentrée sur la détection de sous-halos dans le plan de la

galaxie lentille, qui peuvent facilement être modélisés grâce au lentillage à plan unique. Dans le cas

de la simulation du lentillage par de la structure en ligne de visée, on doit généralement faire appel

au formalisme du lentillage gravitationnel à plans multiples. Cette approche, qui a servi a modéliser

la seconde lentille de la figure 1.1, opère en traçant les rayons de lumière à travers l’entièreté du

volume dans lequel sont distribués les halos de champs. On peut s’imaginer de trancher le volume

en figure 1.2 le long de l’axe horizontal en plusieurs plans de lentille, et de tracer les rayons de

lumière à travers une tranche de décalage vers le rouge à la fois. Cela prodigue une modélisation

détaillée du lentillage par les halos de champ, au prix d’une dispendieuse opération récursive sur

une multitude de plans de lentille. Cette nature récursive est une importante entrave aux problèmes

d’inférence, qui nécessitent des centaines de milliers de simulations, et explique l’absence relative

de littérature sur la détection de structure en ligne de visée dans les lentilles gravitationnelles.

Motivés en partie par cette difficulté, plusieurs auteurs ont développé différentes méthodes

pour modéliser la contribution de la structure en ligne de visée dans les lentilles gravitationnelles.

Certains approximent les inhomogénéités en ligne de visée avec un plan unique, les traitant comme

des perturbations par effets de marée (Kovner, 1987; Bar-Kana, 1996; Schneider, 1997; Birrer et al.,

2017a) sous la forme d’une convergence externe et d’un cisaillement supplémenté à la galaxie lentille

principale, ou bien en concevant un stratagème permettant de projeter les halos de champ dans

le plan de lentille principal en adaptant leurs paramètres (Şengül et al., 2020). D’autres ouvrages

ont introduit des formalismes hybrides, rejoignant des aspects du lentillage à plans multiples et des

perturbations par effets de marée (McCully et al., 2014; Schneider, 2014; Fleury et al., 2021a,b).

Hélas, pour ce que ces formalismes approximatifs offrent en efficacité, ils souffrent en leur exactitude.

Tel que remarqué par McCully et al. (2017), le lentillage à plans multiples introduit des effets non-

linéaires qui ne peuvent pas être reproduits par les approximations à plan unique. Pour leur part,
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les approches hybrides demeurent moins exactes que le véritable lentillage à plans multiples, tout

en maintenant une certaine forme de récursion.

Dans ce mémoire, je présente une méthodologie alternative pour la simulation des effets de halos

en ligne de visée dans les lentilles gravitationnelles. Ce nouveau formalisme permet de modéliser

ces effets à un niveau de détail comparable au véritable lentillage gravitationnel à plans multiples,

tout en étant accéléré par des modèles d’apprentissage profond. L’efficacité et l’exactitude de

ce simulateur lui confèrent la viabilité requise pour les difficiles problèmes d’inférence ciblant la

structure sombre aux petites échelles qui, grâce à l’énorme volume d’observations attendu dans la

prochaine décennie, ont le potentiel de révéler les propriétés fondamentales de la matière sombre.

1.1. Description du mémoire

L’objectif principal de ce mémoire est de développer un formalisme permettant d’accélérer la simu-

lation du lentillage gravitationnel à plans multiples grâce à des modèles d’apprentissage profond,

dans le but de rendre plausibles les efforts d’inférence à venir concernant la structure de matière

sombre aux petites échelles.

Le chapitre 2 est une introduction à la matière sombre, avec une perspective historique et un

bref aperçu du problème contemporain de la structure aux petites échelles. Le chapitre 3 est une

introduction à la théorie du lentillage gravitationnel fort et à son formalisme à plans multiples. Le

chapitre 4 présente les fondements de l’apprentissage automatique, ainsi qu’une classe particulière de

modèles du nom de réseaux autoattentifs. Enfin, le chapitre 5 présente en détails la méthodologie

développée dans le cadre de ce mémoire, ainsi que des comparaisons de ses résultats à ceux du

véritable lentillage à plans multiples.

1.2. Déclaration de l’étudiant

Je, Charles Wilson, déclare que l’entièreté du travail présenté dans ce mémoire est le mien. J’ai

effectué la revue de littérature de ce mémoire et rédigé les chapitres introductifs 1, 2, 3 et 4. Les

figures provenant de sources externes sont clairement identifiées.

Pour l’article présenté au chapitre 5, j’ai mené le développement d’une nouvelle architecture de

réseau de neurones avec l’aide de Yashar Hezaveh, Adam Coogan, Daniel Gilman et Kyunghyun

Cho. Ma contribution à ce projet est l’implémentation de cette architecture originale, la simulation

de populations de halos et d’angles de déflexion effectifs, la production d’ensembles d’entraînement

pour des modèles d’avant-plan et d’arrière-plan, le développement du code d’entraînement pour ces
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modèles, leur entraînement même ainsi que la recherche d’hyper-paramètres et d’architectures, la

production des résultats et finalement la rédaction de l’article.
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Chapitre 2

Matière sombre

La matière sombre ça existe pas

Alice Luscher

S’agirait-il simplement de la poursuite d’une chimère, de l’éther de notre époque? Comme il en

a été le cas pour tant d’autres frontières passées de notre compréhension de l’Univers, la matière

sombre n’est aujourd’hui qu’une théorie parmi plusieurs autres cherchant à expliquer les mesures

de l’astrophysique contemporaine. Certaines propositions alternatives à cette particule inconnue

viennent modifier la loi universelle de la gravitation de Newton, telles que MOND et sa généra-

lisation relativiste TeVeS. Cependant, aucune de ces théories n’arrive à expliquer une aussi vaste

gamme d’observations astronomiques que celle de la matière sombre. Cette particule hypothétique

est l’un des ingrédients principaux du modèle standard de la cosmologie, ΛCDM. L’étude de sa na-

ture fondamentale demeure l’un des efforts principaux de la physique moderne, avec une multitude

d’expériences cherchant à détecter sa signature dans des détecteurs souterrains sur la Terre comme

aux échelles extragalactiques. Ce chapitre présente un bref aperçu de l’historique de la matière

sombre en section 2.1, ainsi qu’une introduction au problème des petites échelles dans le modèle

cosmologique actuel en section 2.2.

2.1. Historique

Les premières stipulations de l’existence d’une certaine matière sombre au sein de la communauté

scientifique datent de plus d’un siècle, bien que ce à quoi l’on fait référence par le terme ait considé-

rablement évolué au fil du temps. Dans une lettre portant sur les mouvements propres des étoiles

Procyon et Sirius, Bessel (1844) commente que la lumière n’est pas une propriété intrinsèque à la



matière, et que l’existence d’innombrables étoiles visibles n’interdit pas en soi l’existence d’innom-

brables étoiles invisibles. Les astronomes Secchi (1877) et Barnard et Ranyard (1894) ont proposé

au 19e siècle l’existence de nuages ou structures sombres distribués en l’espace, qui masqueraient

des champs d’étoiles lumineux d’arrière-plan. Avec les premières analyses de dynamique stellaire

dans la Voie Lactée par Lord Kelvin (1904), Öpik (1915) et Kapteyn (1922) au début du 20e siècle,

le terme matière sombre en est venu à faire référence à toutes formes de nuages de gaz froid ou

d’étoiles peu brillantes dans la galaxie. Leur masse s’ajouterait donc à celle des étoiles visibles pour

expliquer les observations de dispersion des vitesses stellaires.

Ce sont les travaux révolutionnaires de Fritz Zwicky dans les années 1930 qui sonnèrent le glas

de cette définition archaïque de la matière sombre. Dans un article étudiant les amas de nébuleuses

extragalactiques (galaxies d’autrefois), Zwicky (1937) énumère plusieurs méthodes novatrices per-

mettant l’estimation de leurs masses, en opposition aux estimés de l’époque principalement basés

sur la comparaison de leur luminosité à L⊙, celle du Soleil, et leur courbes de rotation képlériennes.

Notamment, il emploie le théorème du viriel dans une analyse de l’amas de Coma pour obtenir une

masse moyenne minimale par galaxie membre de l’amas d’au moins 4.5× 1010 M⊙. Prenant pour

luminosité moyenne de galaxie d’amas une valeur de 8.5 × 107 L⊙, cela indiquerait un immense

rapport masse/luminosité d’environ Υ = 500. Cette valeur1 est difficile à avaler pour les contem-

porains de Zwicky; un aussi grand rapport masse/luminosité serait une indication que la majorité

de la masse des galaxies ne serait pas contenue en sa matière brillante, mais devrait plutôt être

attribuée à une composante sombre2, répandue entre les corps lumineux.

Dans ce même article de 1937, Zwicky propose une seconde méthode d’estimation de masse

reposant sur une prédiction qui s’avérera à être remarquablement presciente. D’après des calculs

publiés par Einstein l’année précédente (Einstein, 1936), la théorie de la relativité générale prédit

la possibilité de formation d’images multiples d’une étoile par un effet de lentillage gravitationnel

d’une étoile d’avant-plan. La quantité de déflexion de la lumière d’arrière plan (un angle θE dans

le plan du ciel, qui vint à prendre le nom de rayon d’Einstein) serait directement proportionnelle à

la masse de l’étoile lentille:

θE =

√︄
4GM

c2D
≃ 3

(︃
M

M⊙

)︃1/2 (︃
D

Gpc

)︃−1/2
µas, D = DsDℓ

Dℓs
(2.1.1)

1Malgré que cet estimé soit fondé sur une valeur primitive de H0, la constante de Hubble, une analyse avec une valeur
de H0 plus actuelle mène à un Υ d’environ 60, qui est toujours plus grand qu’attendu pour la matière lumineuse
observée.
2Zwicky utilise toutefois encore matière sombre dans cet article pour référer à des étoiles froides, des corps solides
micro- et macroscopiques ainsi que du gaz.
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Einstein considérait très improbable l’observation de cet effet, les étoiles étant trop peu massives

pour produire des déflexions pouvant être résolues par les instruments de l’époque. Le point de

vue de Zwicky était bien plus optimiste, soutenant que l’observation de lentilles gravitationnelles

impliquant des galaxies, corps célestes beaucoup plus massifs que des étoiles, était une certitude.

De plus, cet effet de la théorie d’Einstein prodiguerait une méthode de mesure directe et précise

des masses de galaxies. Cela s’est avéré prophétique quarante ans plus tard, avec la découverte de

la première lentille gravitationnelle (Walsh et al., 1979): le Quasar Jumeau QSO 0957 + 561, à un

décalage vers le rouge de z = 1.41, doublement lentillé à une séparation angulaire de 6” par une

galaxie à z = 0.355. Suite à 1979, le phénomène de lentillage gravitationnel a été cimenté comme

un formidable outil naturel ayant permi un nouvel essor de découvertes en astrophysique extraga-

lactique, et qui est aujourd’hui central à l’étude de la matière sombre. Le lentillage gravitationnel

est traité en de plus amples détails au chapitre 3.

Reculant momentanément d’une décennie, les années 1960 ont vu s’accumuler des observations

éliminant le gaz comme explication de la "masse manquante" dans les amas de galaxies (Penzias,

1961; Meekins et al., 1971). Si l’on porte en graphique la relation entre la vitesse orbitale de

la matière visible d’une galaxie et sa distance radiale du centre de cette galaxie, la mécanique

newtonienne prédit que l’on devrait observer la vitesse décroître avec la distance. Bien entendu,

cela suppose que la majorité de la masse d’une galaxie se trouve sous la forme d’étoiles et de gaz

dans son bulbe central. Les travaux de Vera Rubin étudiant un échantillon de galaxies spirales,

effectués à l’observatoire de Kitt Peak au fil des années 1970, menèrent à la découverte que ces

courbes de rotation étaient surprenamment plates (Rubin et al., 1978), une mesure révolutionnaire

dont on peut voir des exemples en figure 2.1. Ces observations représentent l’une des premières

indications convaincantes que la plupart des galaxies seraient imbriquées dans de grands halos de

matière invisible, tel l’avait proposé Zwicky en 1933. Afin d’expliquer la platitude systématique

des courbes de rotation galactiques, ces halos devraient s’étendre bien au-delà du rayon galactique

et leur masse devrait largement dépasser celle de la matière lumineuse. Tout ce remue-ménage fait

sortir les théoriciens de leurs tanières et donne naissance à leur nouvelle activité de choix: proposer

des candidats expliquant la nature de la matière sombre. Une foulée d’objets astronomiques poten-

tiellement responsables sont éventuellement réfutés à leur tour, tout semblant indiquer une nature

non-baryonique à la matière sombre.

Parallèlement à ces développements a lieu la montée en prominence de la cosmologie physique,

propulsée par la découverte fortuite du fond diffus cosmologique (CMB, de l’anglais cosmic mi-

crowave background) par Penzias et Wilson (1965). Dans ce qui est aussi la renaissance de la
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Fig. 2.1. Vitesses orbitales moyennes dans
le plan galactique en fonction de la distance
radiale du noyau pour un échantillon de 21
galaxies spirales de type Sc, arrangées en
ordre croissant de rayon galactique. On y re-
marque que les courbes de vitesse deviennent
"plates" au-delà de la région du bulbe central.
Figure tirée de Rubin et al. (1980).

Fig. 2.2. Image composite de l’amas de la Balle,
montrant le résultat d’une collision frontale entre
deux amas de galaxies. Le gaz chaud de ma-
tière baryonique des amas est représenté en rose,
imagé en rayons X par le télescope Chandra. Les
halos de matière sombre de chaque amas, détec-
tés par le lentillage gravitationnel faible d’objets
d’arrière-plan, sont représentés en bleu. L’image
dans le visible des galaxies de champ et membres de
l’amas provient des télescopes Magellan et Hubble.
Crédit: rayons X: NASA/CXC/CfA/Markevitch
et al. (2002); lentillage: NASA/STScI, ESO WFI,
Magellan/U.Arizona/Clowe et al. (2006); visible:
NASA/STScI, Magellan/U.Arizona/Clowe et al.
(2006)

relativité générale, plusieurs efforts sont fait pour estimer la fraction prise par la matière dans la

densité d’énergie totale de l’Univers (Ostriker et al., 1974; Einasto et al., 1974), et la physique des

particules s’en mêle en cherchant dans le Modèle Standard ou ailleurs des particules candidates de

matière sombre. Une variété éclectique de tels candidats existe aujourd’hui dans la littérature, avec

des propriétés et échelles énergétiques vastement différentes, mais partageant le trait commun de

ne pas interagir avec la force électromagnétique (ou très peu). C’est à cette particule inconnue qui

n’interagit pratiquement que par la gravité3 que l’on attribue le sens moderne du terme matière

sombre.

3Certaines particules candidates de matière sombre nommées WIMPs (Weakly Interacting Massive Particle) pour-
raient également interagir via la force nucléaire faible.
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L’une des preuves empiriques les plus probantes à ce jour en appui de l’existence de la matière

sombre est parvenue en 2004, avec l’analyse de la distribution de masse dans l’amas de la Balle

(Clowe et al., 2004). Comme il se voit en figure 2.2, les vestiges d’une titanesque collision entre

deux amas de galaxies révèlent que leurs halos de matière sombre non-collisionnelle se seraient

mutuellement traversés, alors que les nuages de gaz collisionnel du milieu intra-amas se seraient

percutés de plein fouet pour être ralentis et séparés de leurs halos respectifs. En l’absence de halos de

matière sombre, la majorité des effets de lentillage gravitationnel de cet amas seraient attribuables à

ces nuages de gaz chaud, alors que les mesures indiquent hors de tout doute l’existence des énormes

halos de chaque côté de ce système. Les théories alternatives de gravité modifiée telles que MOND

et TeVeS, ayant été développées pour expliquer les courbes de rotation plates, ont beaucoup de

difficulté à expliquer le décalage entre les deux maxima de lentillage faible et ceux de lumière en

rayons X dans l’amas de la Balle. Supposant l’absence des halos de matière sombre dans l’amas,

l’alignement fortuit de structures en ligne de visée pourrait expliquer ce phénomène, malgré que

cette interprétation ne soit pas favorisée. Angus et al. (2006) parvient à réconcilier les observations

de l’amas de la Balle avec MOND en invoquant la présence de matière non-collisionnelle sous

la forme de neutrinos stériles4. Avec MOND ayant été initialement théorisée pour remédier au

problème des courbes de rotations aux échelles galactiques, l’hypothèse d’une supplémentation par

ces neutrinos stériles vient soulager les importantes tensions de MOND aux grandes échelles des

amas de galaxies. Or, une publication récente (Banik et al., 2023) étudiant les orbites de systèmes

d’étoiles binaires larges dans les données galactiques de Gaia DR3 (Gaia Collaboration et al., 2023)

favorise à 19σ des dynamiques Newtoniennes plutôt que MOND aux petites échelles sous-galactiques

à l’étude, c.-à-d. de l’ordre de 10 kAU.

Ainsi, le débat cosmologique entre la matière sombre et MOND est loin d’être terminé, et

une discussion détaillée de son état actuel dépasse le cadre de cet ouvrage. Chacune des théories

connaissent un certain succès à expliquer des observations astrophysiques, mais à des échelles de

distance vastement différentes. Il demeure toutefois que l’opinion scientifique actuel est majori-

tairement en faveur de la proposition de la matière sombre. Cependant, notre compréhension des

systèmes astrophysiques étudiés pour mettre à l’épreuve ces théories demeure limitée en plusieurs

aspects, par exemple la dynamique des galaxies. Les théories de la matière sombre et de MOND

4Les neutrinos stériles, tout comme la plupart des particules candidates de matière sombre, sont des particules
hypothétiques n’ayant pas été détectées à ce jour. Ce type de neutrino est dit stérile car il n’interagirait qu’avec la
gravité, contrairement aux neutrinos connus que l’on dit actifs, qui interagissent également avec la force faible.
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sont toutes deux incomplètes et possèdent plusieurs degrés de liberté pour s’ajuster à des observa-

tions. À l’aube de cette nouvelle génération d’observatoires, seul l’avenir dira quelle théorie survivra

aux découvertes à venir, et sous quelle forme.

2.2. La cosmologie moderne en crise

Suite à la découverte de l’expansion accélérée de l’Univers par Riess et al. (1998), le portrait gé-

néralement accepté de l’Univers se cadre dans le paradigme de ΛCDM (Carroll et al., 1992). Ce

modèle décrit un Univers doté d’une constante cosmologique positive Λ associée à une énergie

sombre gouvernant l’accélération cosmique, de matière sombre froide (Cold Dark Matter, référée

par CDM dans le reste du texte) et de matière baryonique ordinaire. Selon les résultats de 2018

de la collaboration du satellite Planck (Planck Collaboration et al., 2020), la matière sombre froide

compte pour 26% du bilan énergétique total de l’Univers, alors que l’on en attribue 5% à la matière

baryonique et 68% à l’énergie sombre. ΛCDM a été célébré pour la confirmation observationnelle

d’une multitude de ses prédictions, telles que la distribution de la structure aux grandes échelles de

l’Univers, le spectre de puissance du CMB et la formation des galaxies. Cependant, de nombreuses

remises en question du modèle persistent à ce jour, particulièrement que nous ne savons pas expli-

quer la nature de la constante cosmologique Λ ni de la CDM. D’autre part, il existe également une

multitude de tensions observationnelles avec les prédictions de ΛCDM, qui menacent de remplacer

ce paradigme par un modèle alternatif. En particulier, il sera ici question de la crise aux petites

échelles.

J’identifie deux classes principales de modèles de matière sombre particulaire, soit celle de

la CDM, matière sombre froide, et de la WDM, matière sombre tiède (de l’anglais Warm Dark

Matter). Ces modèles se distinguent principalement par la formation de structure dans le jeune

Univers à travers les effets de la quantité λFS, l’échelle de dérive libre (free-streaming length). Cette

échelle est définie comme la distance comobile caractéristique qu’une particule de matière sombre

aurait pu parcourir depuis son découplage du plasma primordial5 jusqu’à l’époque d’égalité matière-

radiation teq, environ 50 000 ans plus tard, sans être significativement affectée par des interactions

gravitationnelles (Schneider, 2012):

λFS =
∫︂ teq

0

σ(t)
a(t) dt (2.2.1)

où a(t) est le facteur d’échelle caractérisant l’expansion de l’Univers, et σ(t) est la dispersion de

vitesse d’une particule de matière sombre. C’est à cette époque que la structure de matière sombre

5qui s’approxime à t = 0, étant quelques instants après le Big Bang.
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croît par instabilité de Jeans, s’effondrant gravitationnellement pour former des halos. Cependant,

l’échelle λFS est associée à la masse de Jeans à teq:

MJ = 4π

3 ρm

(︃
λFS
2

)︃3
(2.2.2)

où ρm est la densité de matière sombre à teq. Au-deçà de l’échelle λFS, les perturbations de densité

sont stables selon le critère de Jeans. La dispersion de vitesse a ainsi pour effet d’amortir ou

de supprimer entièrement la croissance de structures. Cela entraîne une troncation au spectre de

puissance primordial de la structure, indiquant une masse minimale MJ à laquelle des halos de

matière sombre auraient pu être formés.

Dans les théories de type CDM, les particules candidates ont généralement des masses de l’ordre

du GeV6. Ces masses importantes correspondent à des dispersions de vitesse σ (et conséquemment

λFS, par (2.2.1)) négligeables. Du côté de WDM, il est sujet de particules de l’ordre du keV,

maintenant des vitesses thermiques au-delà de l’époque dominée par la radiation et ayant des

dispersions σ petites mais non-négligeables, d’où la description de matière sombre tiède. En somme,

ces arguments indiquent des effets négligeables de λFS pour les théories CDM, alors qu’ils sont

significatifs pour celles de type WDM.

L’abondance de halos de matière sombre dans un volume comobile en fonction de leur masse

est décrite par la fonction de masse, et c’est principalement en cette fonction que les modèles CDM

et WDM divergent. La fonction de masse de CDM démontre une certaine invariance d’échelle,

alors que l’effacement de fluctuations aux petites échelles du spectre primordial par λFS a pour

effet d’introduire un point tournant dans la fonction de masse de WDM, supprimant la puissance

à partir des échelles de masse correspondant aux halos de galaxies satellites (Lovell et al., 2014).

Nombre de simulations cosmologiques à N corps de modèles CDM comme WDM ont démontrées

que les halos massifs sont hôtes d’une certaine quantité de sous-halos (Ghigna et al., 1998; Lovell

et al., 2014), des halos de plus faible masse ayant survécu au processus de fusion hiérarchique lors

de la formation de structure. Ces sous-halos sont distribués selon leur propre fonction de masse

dépendante de la masse du halo hôte, eux-mêmes distribués selon une fonction de masse globale.

Toutefois, les effets de λFS affectent de façon semblable ces deux types de fonctions de masse,

entraînant un écart important entre les abondances de sous-halos de faible masse entre CDM et

WDM. Cette différence est illustrée dans la figure 2.3. J’utiliserai à partir d’ici le terme "halos
6C’est le cas des candidats de type WIMP comme le neutralino. Or, un autre candidat pour CDM est l’axion, une
particule possiblement ultra-légère (les principales expériences étudient des axions de masses allant de 10−22 eV/c2

à 1 eV/c2). Cette particule hypothétique pourrait perdre assez d’énergie cinétique lors d’une époque inflationnaire
pour former un condensat de Bose-Einstein, lui conférant les propriétés de la matière sombre froide malgré sa petite
masse.
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Fig. 2.3. Gauche: réalisation de sous-structure dans un halo massif comparable à celui de la Voie
Lactée (∼ 1012 M⊙), selon une fonction de masse correspondant à CDM. Droite: réalisation de
sous-structure dans le même halo, cette fois selon une fonction de masse de WDM ayant un point
tournant de troncation vers 108 M⊙. Crédit: Gilman (2020)

légers" pour faire référence aux halos de matière sombre de masse inférieure à 1010 M⊙, que ceux-ci

soient des sous-halo d’un halo hôte plus massif ou bien des halos de champ indépendants.

Par sa dépendance à λFS, contraindre la fonction de masse de halos est l’une des approches

les plus prometteuses pour contraindre les modèles particulaires de matière sombre. Pour ce faire,

il est toutefois nécessaire d’avoir la capacité de détecter et mesurer les masses de ces halos légers.

L’approche standard de correspondance d’abondance (de l’anglais abundance matching) repose sur

l’hypothèse des modèles de formation de galaxies postulant que les celles-ci se forment à l’intérieur

de halos de matière sombre. On peut alors mettre en correspondance l’abondance prédite de halos

de masse Mh à l’abondance observée de galaxies de luminosité L⋆ par une relation luminosité/masse

de halo (Vale et Ostriker, 2004), ou bien à l’abondance observée de galaxies de masse m⋆ par une

relation masse stellaire/masse de halo (Behroozi et al., 2013). Cependant, il existe d’importantes

tensions entre les prédictions théoriques de CDM et les observations vers les échelles des galaxies

naines; on voit dans la figure 2.3 que des simulations de CDM prédisent l’existence de milliers de

sous-halos à travers une multitude d’échelles de masse dans des halos comme celui de la Voie Lactée,

alors que les recensements observationnels n’ont identifié qu’une cinquantaine de galaxies satellites

orbitant à l’intérieur du rayon de viriel de notre galaxie (Drlica-Wagner et al., 2015) - il s’agit là

du problème des satellites manquants.
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Supposant que la matière sombre soit véritablement décrite par CDM, cette lacune serait

une indication que l’efficacité de formation d’étoiles ϵ⋆ devrait varier de façon non-linéaire en

fonction de Mh, et que ces halos de matière sombre seraient trop peu masssifs pour entraîner

la formation d’étoiles (Sawala et al., 2016). Alternativement, cela pourrait aussi indiquer qu’il

n’existe tout simplement pas de halos de matière sombre à de telles échelles de masse, favorisant

un modèle de type WDM. Les difficultés inhérentes à l’observation de matière lumineuse comme

proxy pour tracer la distribution de matière sombre aux échelles sous-galactiques, telles que

les effets incertains de perturbations par forces de marée et de rétroaction baryonique sur la

structure de sous-halos (Despali et Vegetti, 2017), sont des importantes faiblesses de ce genre de

méthodes dans l’efffort de contraindre la nature de la matière sombre. Il y a ainsi un besoin criant

pour des méthodes alternatives d’étudier la matière sombre aux petites échelles, afin de répondre

à plusieurs des problèmes principaux auxquels le modèle cosmologique ΛCDM fait face aujourd’hui.
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Chapitre 3

Lentillage gravitationnel fort

Passing paths that climb halfway into the

void

As we cross from side to side, we hear the

total mass retain

Jon Anderson

Le lentillage gravitationnel fort représente une sonde indépendante et bien plus directe de la dis-

tribution de matière sombre aux petites échelles. Par son couplage à seule la force de gravité, ce

phénomène est sensible à la détection de structure même si celle-ci est complètement dépourvue

de baryons sous forme d’étoiles ou de gaz (Cyr-Racine et al., 2016). Dans des systèmes de lentilles

galaxies-galaxies, l’immense potentiel gravitationnel du halo de la galaxie d’avant-plan va dévier

la lumière de la source d’arrière-plan, en produisant plusieurs images magnifiées et distordues en

anneau ou en arcs, selon l’alignement du système. En raison de cet effet de magnification, les

images lentillées couvrent une plus grande région des environnements riches en sous-structure que

sont les halos galactiques. Cela rend les images multiples d’une source lentillée susceptibles à des

petites perturbations gravitationnelles locales par la sous-structure dans la galaxie lentille, faisant

des systèmes de lentilles gravitationnelles fortes des laboratoires de choix pour l’étude des halos

légers.

La détection de sous-halos individuels est possible par leur effet perturbatif sur les images

d’arcs étendus caractéristiques de ce phénomène (Vegetti et al., 2010, 2012; Hezaveh et al., 2016).

Par exemple, la présence d’un sous-halo près d’une des images lentillées peut être trahie par une

perturbation gravitationnelle n’apparaissant pas dans les contre-images de la source. D’autre part,



l’inférence de population des perturbations introduites par des sous-halos dans un échantillon de

galaxies lentillées permet de placer des contraintes sur la fonction de masse de la sous-structure

(Vegetti et al., 2014), un effort crucial vers la réconciliation des mesures aux petites échelles avec les

prédictions de ΛCDM. Ces approches permettent également l’étude des halos de champ distribués

en ligne de visée de lentilles galaxie-galaxie, comme le démontre la première découverte d’un halo

de champ dans une lentille gravitationnelle par Şengül et al. (2022). Néanmoins, ce champ d’étude

repose sur la modélisation de lentilles par le formalisme du lentillage à plans multiples, qui est

significativement plus complexe que celui du lentillage à plan unique.

Ce chapitre présente plus formellement le lentillage gravitationnel fort et les équations qui le

gouvernent. En section 3.1, le principe de Fermat est employé afin de déterminer la trajectoire

d’un photon traversant l’espace-temps à proximité d’un potentiel gravitationnel. Cela permet

de dériver l’expression des angles de déflexion, la quantité principale derrière le formalisme du

lentillage gravitationnel. En section 3.2, l’équation de lentille est dérivée pour décrire un système

de lentille galaxie-galaxie à plan unique. Enfin, la section 3.3 présente le formalisme de lentillage

gravitationnel à plans multiples, généralisant l’équation de lentille pour décrire plusieurs plans de

déflexions consécutives.

3.1. Principe de Fermat et angles de déflexion

Dans un référentiel de Lorentz local typique, la longueur d’onde de la lumière est significativement

inférieure aux échelles de distortion de l’espace-temps; cela implique que les effets associés à la nature

ondulatoire de la lumière - tels que sa diffraction par des distortions d’espace-temps - peuvent être

ignorés. Cela justifie un traitement du lentillage gravitationnel fort reposant sur l’approximation de

l’optique géométrique. Dans cette approximation, les équations décrivant la déviation de la lumière

par une distribution de masse peuvent être dérivées à l’aide du principe de Fermat. Cette dérivation

est largement inspirée de celles des manuels de Petters et al. (2001) et Meneghetti (2021).

Supposons qu’un photon émit par une source distante en un point de départ A est dévié par

un potentiel gravitationnel, Φ, en se propageant dans l’espace-temps, avant d’atteindre un point

d’arrivée B. De façon analogue à la géométrie optique, on introduit ici un indice de réfraction n

associé à la lentille gravitationnelle. Le principe de Fermat stipule que le photon doit suivre une

trajectoire q(λ) telle que la durée du parcours soit stationnaire, où λ paramétrise la trajectoire. En

calcul des variations, cela correspond à des extrema de la durée de parcours:

δT = δ

∫︂ B

A
n(q(ℓ))dℓ

c
= 0, (3.1.1)

18



où ℓ est un élément de longueur sur la trajectoire. Il s’agit alors de trouver une forme appropriée

pour l’indice de réfraction. À cette fin, on fait appel au formalisme de la relativité générale pour

décrire la métrique de l’espace-temps à proximité de la lentille. Supposons un Univers décrit par

une cosmologie de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (FLRW) de courbure nulle. Une lentille

gravitationnelle représente une perturbation locale à la métrique FLRW par un potentiel newtonien

Φ(q) considéré faible (|Φ|/c2 ≪ 1). La géométrie de l’espace temps près de la lentille est alors

approximée par la métrique de "champ faible":

ds2 = gµν dqµ dqν = −
(︃

1 + 2Φ
c2

)︃
c2 dτ2 + a2

L

(︃
1− 2Φ

c2

)︃
dq2 (3.1.2)

où aL(t(τL))) est le facteur d’échelle à la coordonnée de temps tL, qui correspond au temps propre

τL où la trajectoire du photon traverse la lentille, et dq2 est l’intervalle métrique euclidien en R3.

Le principe de Fermat est un cas particulier du principe de moindre action pour les particules sans

masse. Les trajectoires physiques de telles particules, des photons par exemple, sont des géodésiques

nulles, correspondant à un intervalle d’espace-temps ds = 0:(︃
1 + 2Φ

c2

)︃
c2 dτ2 = a2

L

(︃
1− 2Φ

c2

)︃
dq2 . (3.1.3)

La célérité efficace de la lumière dans ce champ gravitationnel est donc

v =
⃓⃓⃓⃓
a(τ)dq

dτ

⃓⃓⃓⃓
= c

⌜⃓⃓⎷1 + 2Φ
c2

1− 2Φ
c2
≈ c

(︃
1 + 2Φ

c2

)︃
(3.1.4)

où la limite de champ faible |Φ|/c2 ≪ 1 a été supposée. L’indice de réfraction est donc simplement

n = c

v
= 1

1 + 2Φ
c2
≈ 1− 2Φ

c2 . (3.1.5)

Réécrivant l’élément de longueur dℓ en fonction d’un élément de paramètre de trajectoire dλ, nous

avons

dℓ =
⃓⃓⃓⃓dq
dλ

⃓⃓⃓⃓
dλ. (3.1.6)

Revenant à la condition d’extrema (3.1.1),

0 = δ

∫︂ λB

λA

n(q)
⃓⃓⃓⃓dq
dλ

⃓⃓⃓⃓
dλ (3.1.7)

On reconnait ici la forme d’une variation de la fonctionnelle de l’action δS(q) = δ
∫︁ λB

λA
L(q, q̇; λ)dλ,

où le lagrangien du photon s’écrit L = n(q)
√︁

q̇2. La trajectoire du photon qui minimise l’action,
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satisfaisant (3.1.7), est également une solution de l’équation d’Euler-Lagrange:

d
dλ

∂L
∂q̇ −

∂L
∂q = 0 (3.1.8)

Pour le lagrangien d’intérêt, celle-ci se développe à

d
dλ

(︃
n

q̇
|q̇|

)︃
− |q̇|∇n = 0 (3.1.9)

La quantité q̇ est un 3-vecteur tangent à la trajectoire du photon en tout point λ. Nous avons un

degré de liberté de choisir la paramétrisation de la trajectoire de sorte à ce que |q̇| = 1 en tout

point de celle-ci. Reprenant (3.1.9),

d
dλ

(q̇n) = ∇n

q̈n = ∇n− (∇n · q̇) q̇

q̈n = ∇n−
(︂
∇n · e∥

)︂
e∥ (3.1.10)

où on a définit le vecteur unitaire e∥ = q̇ parallèle à la trajectoire.

Nous allons ici invoquer l’approximation de Born du premier ordre, qui suppose les trajec-

toires de photons dans un système de lentille gravitationnelle galaxie-galaxie comme des lignes

droites entre les perturbations de masse (c.-à-d. des géodésiques nulles dans la métrique FLRW

non-perturbée d’arrière plan) qui sont déviées instantanément lorsqu’elles traversent de telles per-

turbations. Cela correspond à l’approximation de la lentille mince, où les distributions de

masse tridimensionnelles déviant les trajectoires de photons sont projetées dans un plan de len-

tille perpendiculaire à la ligne de visée depuis un observateur, tel qu’illustré en fig. 3.1. Cette

approximation est justifiée puisque les distances cosmologiques de l’ordre du Gpc qui séparent une

source d’arrière-plan d’un plan lentille, et un plan lentille d’un observateur, sont bien plus grandes

que l’échelle d’étendue d’une distribution de masse le long de la ligne de visée, qui est plutôt de

l’ordre du kpc. Cela permet d’approximer que la distribution de masse est entièrement contenue

en un plan de lentille.

Suivant ce raisonnement, la déviation du photon par Φ, c.-à-d. son accélération instantanée q̈,

est contenue dans le plan de directions perpendiculaires à celle tangente à sa trajectoire. Le second

terme du membre de droite de l’équation (3.1.10) est la projection du gradient de n en direction e∥,

qui est soustrait au gradient complet pour ne laisser que le gradient en direction perpendiculaire
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∇⊥. En introduisant la forme de n trouvée en (3.1.5),

q̈⊥ = 1
n

∇⊥n = ∇⊥ log n = ∇⊥ log
(︃

1− 2Φ
c2

)︃
q̈⊥ ≈ −

2
c2 ∇⊥Φ (3.1.11)

L’angle de déflexion du photon s’écrit alors

α̂ = −
∫︂ λB

λA

q̈⊥dλ = 2
c2

∫︂ λB

λA

∇⊥Φdλ (3.1.12)

Les angles de déflexion caractéristiques pour des lentilles à l’échelle de galaxies sont de l’ordre

de la seconde d’arc, ou de 1/3600◦ dans le plan du ciel. Cela est cohérent avec la limite de champ

faible, valide pour les petits angles de déflexion. Au moment du périapse du photon par rapport à la

lentille, c.à-d. le point de sa trajectoire ou leur distance est minimale, le vecteur séparant le photon

du centre de la distribution de masse sera toujours perpendiculaire à la direction instantanée du

photon. En fait, ce vecteur sera contenu dans le plan défini par les directions perpendiculaires à

la trajectoire du photon. Dans la limite de champ faible et de lentille mince que nous utilisons, ce

plan peut être approximé à être le même que le plan de lentille. On peut ainsi intégrer (3.1.12)

supposant une trajectoire non-perturbée, le long de la coordonnée comobile ζ parallèle à la ligne

de visée entre la source et la lentille:

α̂ = 2
c2

∫︂ +∞

−∞
∇⊥Φdζ (3.1.13)

On construit maintenant un système de coordonnées comobiles q = (x, y, ζ), avec (x,y) les deux

axes de coordonnées sur le plan de lentille, ayant pour origine le point où l’axe de la ligne de visée

ζ traverse le centre de la distribution de masse. On introduit ici le paramètre d’impact ξ = (x,y),

définit comme le vecteur séparant le photon de la lentille lorsqu’il traverse le plan (voir fig. 3.1).

D’après l’équation de Friedmann pour notre métrique FLRW perturbée (3.1.2), la perturbation de

masse de la lentille satisfait l’équation de Poisson

∇2Φ = 4πGρ. (3.1.14)

Supposons que la lentille à l’étude soit une masse ponctuelle, avec une densité associée s’écrivant

ρ(q) = Mδ3(q), où δ est la fonction delta de Dirac. Le potentiel gravitationnel généré par cette

densité qui satisfait l’équation de Poisson (3.1.14) est Φ(q) = −GM
|q| = − GM√

ξ2+ζ2
. L’angle de
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déflexion au paramètre d’impact ξ se trouve alors par (3.1.13):

α̂(ξ) = −2GM

c2

∫︂ +∞

−∞

∂

∂ξ

1√︁
ξ2 + ζ2 dζ

α̂(ξ) = 4GM

c2ξ2 ξ (3.1.15)

Il s’avère que le résultat de la relativité générale trouvé ci-haut excède d’un facteur 2 ce qui s’ob-

tiendrait par une dérivation newtonienne.

Il est particulièrement intéressant de remarquer que par la linéarité en M de α̂ dans (3.1.15), on

peut superposer linéairement les déflexions d’une multitude de lentilles se trouvant dans le même

plan lentille. De plus, cette propriété permet de généraliser (3.1.15) à des distributions de masses

étendues. À cet effet, il est utile de définir la densité surfacique

Σ(ξ) =
∫︂
R

ρ(ξ, ζ)dζ (3.1.16)

où ρ est une densité de masse tridimensionnelle qui se voit projetée dans le plan lentille. Dans

l’approximation de lentille mince, l’angle de déflexion total en un point ξ est le résultat d’une

somme sur tous les éléments de masse dM = Σ(ξ′)d2ξ′, correspondant à la convolution

α̂(ξ) = 4G

c2

∫︂
R2

(ξ − ξ′)
|ξ − ξ′|2

Σ(ξ′)d2ξ′ (3.1.17)

3.2. Équation de lentille

Dans un système de lentille gravitationnelle ayant une source à un décalage vers le rouge zs, une

lentille à zℓ et un observateur à zo = 0 (zs > zℓ > zo), l’angle de déflexion représente une trans-

formation non-linéaire entre les coordonnées angulaires du plan de source (β) et celles du plan de

lentille (θ), aussi appellé plan image. Par la nature angulaire des coordonnées, elles peuvent être

reliées à des distances physiques sur leurs plans respectifs par des distances de diamètre angulaire.

Ainsi, le paramètre d’impact d’un photon sur le plan de lentille serait ξ = Dℓθ, où Dℓ est la distance

de diamètre angulaire de zo = 0 à zℓ dans la métrique d’arrière-plan FLRW de courbure nulle1:

Dℓ = c

H0(1 + zℓ)

∫︂ zℓ

0

dz′√︂
Ωr,0(1 + z′)4 + Ωm,0(1 + z′)3 + ΩΛ,0

(3.2.1)

1Les relations angle-distance de la forme ξ = Dℓθ demeurent valides dans un espace-temps courbe par des modifica-
tions appropriées à l’expression de distance de diamètre angulaire (3.2.1).
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où la constante de Hubble H0 est le taux d’expansion actuel de l’Univers et les quantités Ωr,0,

Ωm,0 et ΩΛ,0 sont les paramètres de densité actuels de la radiation, la matière et l’énergie sombre,

respectivement. Les valeurs des paramètres du modèle cosmologique ΛCDM telles que mesurées par

la Planck Collaboration et al. (2020) sont présentées dans l’annexe A. Cette mesure de distance est

également définie du point de vue de plans à z ̸= 0 en changeant de borne inférieure d’intégration,

p. ex. pour la distance de diamètre angulaire entre le plan de lentille et le plan source: Dℓs ↦→
∫︁ zs

zℓ
.

Il est utile d’établir un formalisme de lentillage gravitationnel entièrement en coordonnées an-

gulaires, en particulier pour la forme (3.1.17) des angles de déflexion. À partir d’ici, les relations

seront exprimées en terme de coordonnées angulaires. À cet effet, on définit une densité surfacique

adimensionnelle κ nommée convergence:

κ(θ) = Σ(Dℓθ)
Σcr

, Σcr = c2

4πG

Ds

DℓDℓs
(3.2.2)

où Σcr est une densité surfacique critique, dépendant de la géométrie d’un système de lentille.

Généralement, il peut être dit qu’avec un alignement suffisant entre source et lentille, la condition

de supercriticalité κ > 1 est suffisante pour mener à la formation d’images multiples de la source2.

C’est par cette propriété que le lentillage gravitationnel fort se distingue du lentillage gravitationnel

faible, qui ne fait que déformer une unique image de source sans la multiplier. La convergence

permet de décrire entièrement la distribution de masse d’un plan de lentille, et conséquemment

l’angle de déflexion total en tout point du plan:

α̂(θ) = 1
π

Ds

Dℓs

∫︂
R2

κ(θ′) θ − θ′

|θ − θ′|2
d2θ′ (3.2.3)

Une source à une position angulaire véritable β qui subit un effet de lentillage produira une

image qui sera observée à la position θ. Dans l’approximation des petits angles, on peut se référer

2Pour des distributions de masse axisymmétriques, la condition κ > 1 est suffisante et nécessaire pour la formation
de plusieurs images. Dans le cas de lentilles plus réalistes non-axisymmétriques, cette condition est suffisante mais
pas nécessaire, puisque des effets de cisaillement peuvent contribuer à la formation d’images multiples (Congdon et
Keeton, 2018).
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observateur plan de lentille plan source

ξ
η

η′

source

image

zo zℓ zs

θ
α

β

α̂

Dℓ Dℓs

Ds

Fig. 3.1. Schéma d’une lentille gravitationnelle galaxie-galaxie dans l’approximation de la lentille
mince. Le trait noir épais représente la trajectoire d’un photon qui se fait dévier par la lentille du
plan en zℓ.

au schéma en figure 3.1 pour relier ces positions par un simple argument de géométrie euclidienne:

Dsβ = η

Dsθ = η′

Dℓsα̂ = η′ − η

Dsβ = Dsθ −Dℓsα̂

=⇒ β = θ − Dℓs

Ds
α̂ (3.2.4)

En définissant l’angle de déflexion réduit α = Dℓs
Ds

α̂ par rapport à l’observateur, on obtient l’équa-

tion de lentille à plan unique

β = θ −α(θ) (3.2.5)

3.2.1. Traçage de rayons inverse

La relation (3.2.5) est l’équation maîtresse du lentillage gravitationnel fort, permettant la simula-

tion d’images lentillées par le traçage de rayons inverse. Puisque θ ne peut être mis en évidence

dans (3.2.5) du point de vue de l’observateur, cet algorithme trace les rayons de lumière sur une

grille pixellisée à partir de l’observateur jusqu’à la source, soit dans le sens inverse à la véritable tra-

jectoire des photons. Tous les photons observés doivent obligatoirement converger à l’observateur,

correspondant à un unique point dans l’espace. Ainsi, tracer les rayons dans leur sens véritable

depuis la source à l’observateur impliquerait de pouvoir prédire quels chemins vont mener à l’obser-

vateur. Il est bien plus simple de plutôt tracer les rayons qui partent de l’observateur et frappent

le plan de source, une cible pouvant être rendue arbitrairement grande.
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En pratique, les rayons sont lancés depuis l’origine à zo pour définir une grille de positions

angulaires θ, et sont ensuite fléchis par l’équation de lentille (3.2.5) pour obtenir une grille de

positions angulaires distordues β. Un profil de lumière de la source peut ensuite être évalué sur ces

coordonnées pour produire l’image lentillée.

3.3. Lentillage gravitationnel à plans multiples

Bien que la plupart des systèmes de lentilles gravitationnelles peuvent être être modélisés adéqua-

tement par un unique plan de lentille contenant une galaxie massive et possiblement des sous-halos,

la réalité implique aussi la contribution de toute la structure distribuée en ligne de visée à la dévia-

tion entière de la lumière. Ces halos de champ légers sont isolés de halos galactiques et donc moins

susceptibles aux effets de rétroaction baryonique (Duffy et al., 2010). Ils devraient avoir un effet

significatif sur les observables de lentillage (Chen et al., 2003), pouvant même dominer le signal

de sous-structure dans certains régimes (Li et al., 2017). La caractérisation des effets de halos en

ligne de visée dans les lentilles gravitationnelles, en conjonction avec ceux des sous-halos, permet

Fig. 3.2. SDSS J1148+1930, aussi appelée le fer à cheval cosmique, est un exemple impressionant
d’une lentille gravitationnelle galaxie-galaxie. La distante galaxie bleue à zs = 2.381 apparaît
en plusieurs images fortement distordues, formant un anneau presque parfait d’un énorme rayon
d’Einstein d’environ 5”. La galaxie rouge à zℓ = 0.444 est responsable de cet effet de lentillage;
avec une masse estimée de 5.2× 1012 M⊙ (Schuldt et al., 2019), il s’agirait de l’une des galaxies les
plus massives jamais observées. Composite d’images en visible et infrarouge prises par l’instrument
WFC3 de HST. Crédit: ESA/Hubble & NASA
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de sonder les plus petites échelles massiques de la structure, ce qui en fait une des méthodes les

plus probantes pour contraindre les modèles particulaires de matière sombre.

Dans l’approximation de lentille mince, les sous-halos distribués en périphérie d’une lentille

principale à un certain z sont considérés comme faisant partie du même plan de lentille que cette

dernière. Par la propriété de superposition de masses démontrée avec l’équation (3.1.15), un tel

système de lentille gravitationnelle peut être traité avec le formalisme du lentillage à plan unique.

Hors, le lentillage par la structure en ligne de visée ne peut être traité de la même façon que

celui par la structure dans le plan de la lentille. Dans un tel cas, les rayons de lumière sont

déviés à une multitude de plans de lentilles distribués à différents z, ce qui nécessite un traitement

mathématique plus méticuleux. Le formalisme du lentillage gravitationnel à plans multiples

est une généralisation de celui à plan unique élaboré aux sections 3.1 et 3.2, où plusieurs plans de

lentilles minces3 parallèles parsèment l’axe de visée, chacun pouvant être hôte d’un nombre indéfini

de halos. Le traitement qui suit est tiré de près de celui du manuel de Congdon et Keeton (2018).

Considérons en premier lieu le lentillage à plans doubles, l’extension naturelle du lentillage à

plan unique. Supposons deux plans de lentille aux décalages vers le rouge z1, z2 (z1 < z2) et

distances de diamètre angulaire associées D1, D2 par rapport à zo. Invoquant le traçage de rayons

inverses décrit en 3.2.1, un rayon de lumière tracé depuis l’observateur avec une direction initiale

θ1 subira d’abord une déflexion α̂1(D1θ1), suivie d’une déflexion α̂2(D2θ2), avant d’atteindre le

plan source en zs à la position β. Généralisant les arguments géométriques illustrés par la figure

3.1 et ayant mené à (3.2.4), on obtient la relation

Dsβ = Dsθ1 −D1sα̂1(D1θ1)−D2sα̂2(D2θ2)

β = θ1 −
D1s

Ds
α̂1(θ1)− D2s

Ds
α̂2(θ2)

β = θ1 −α1(θ1)−α2(θ2) (3.3.1)

où on a invoqué la définition de l’angle de déflexion réduit, ici définit respectivement à chaque plan.

Pour le lentillage à plans multiples, on définit le plan image comme celui au plus petit z avant

l’observateur à zo. Dans ce cas-ci, cela ferait de θ1 la coordonnée de l’image observée sur le plan

image. De son côté, la coordonnée θ2 serait celle de l’image observée en l’absence du plan de lentille

en z1; on peut alors imaginer θ2 comme étant la position de la source dans l’équation de lentille à

3L’approximation de lentille mince demeure valide dans ce scénario à condition que les distances inter-plans soient
plus grandes que l’échelle des lentilles individuelles.
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zo zℓ zsz1 z2 . . . zℓ−1 zℓ+1 . . . zN

β

θ1

θℓ

α̂ℓ(θℓ)

Fig. 3.3. Schéma du lentillage à plans multiples pour une lentille gravitationnelle galaxie-galaxie
avec de la structure en ligne de visée. Le trait noir épais représente la trajectoire d’un photon.

plan unique (3.2.4) qui subirait une déflexion α̂1(D1θ1):

D2θ2 = D2θ1 −D12α̂1(D1θ1)

θ2 = θ1 −
D12
D2

α̂1(θ1) (3.3.2)

D’après cette relation entre les coordonnées θ2 et θ1, il se voit que l’on peut retrouver en (3.3.1)

l’équation de lentille à plan simple lorsque la distance entre les deux plans est nulle, e.g. D12 =

0, donc θ2 = θ1. Alors, les déflexions dans (3.3.1) se superposeraient linéairement à la même

coordonnée angulaire.

Dans l’élaboration du formalisme de lentillage gravitationnel à plans multiples, nous nous in-

téressons au cas général de N plans lentille aux décalages vers le rouge zi, avec i = 1, 2, . . . , N et

zi < zj pour i < j. Le plan source à zs est identifié par l’indice s ≡ N + 1, et l’observateur est

toujours en zo = 0. Ce scénario est illustré à la figure 5.1, où l’on a placé qu’une seule lentille par

plan à des fins de présentation. La généralisation des équations à plans doubles (3.3.1) et (3.3.2)

mène aux équations du lentillage gravitationnel à plans multiples:

β = θ1 −
N∑︂

i=1

Dis

Ds
α̂i(θi) (3.3.3)

θi = θ1 −
i−1∑︂

m=1

Dmi

Di
α̂m(θm) (3.3.4)

La relation récursive (3.3.4) fait en sorte que les coordonnées θi à un certain zi dépendent des

déflexions par la structure à tous les plans précédents. On peut penser du phénomène décrit par

l’équation (5.2.4) comme analogue à regarder à travers une loupe à travers la lentille d’une autre

loupe, elle-même à travers d’une autre loupe, et ainsi de suite.
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Cet aspect itératif présente une difficulté intrinsèque à ce formalisme, qui a des implications

importantes pour l’algorithme de traçage de rayons inverse à plans multiples. Par exemple, afin de

simuler les déflexions causées par une certaine population de halos en ligne de visée d’une lentille

galaxie-galaxie, il serait nécessaire de traçer les rayons de lumière entre chaque plan de lentille en

ordre croissant de z, un à la fois. De plus, le fait de changer ne serait-ce qu’un seul halo à un zi près

de zo impliquerait de devoir recalculer toutes les trajectoires des rayons au-delà de ce zi. Si l’on

suppose une grille carrée de coordonnées angulaires de n2 pixels, en plus de choisir de modéliser le

système de lentille avec N plans, la complexité de l’opération de traçage de rayons inverse à plans

multiples serait en O(Nn2). Comparativement, l’algorithme de traçage de rayons inverse à plan

unique a une complexité en O(n2). Pour la modélisation détaillée d’effets de ligne de visée dans des

lentilles galaxie-galaxie typiques, N est généralement autour de 100. Dans des contextes nécessitant

un nombre de simulations montant dans les centaines de milliers, voir les millions (par exemple des

problèmes d’inférence Bayésienne), la complexité du traçage de rayons inverse à plans multiples

devient excessivement prohibitive, malgré le fait que cette modélisation détaillée soit nécessaire

aux efforts futurs de l’étude des halos légers de matière sombre.
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Chapitre 4

Apprentissage automatique

The numbers don’t decide

Your system is a lie

Thom Yorke

Loin d’être une qualité d’un androïde au coeur de circuits froids qui se voit contempler le but de son

existence synthétique, on utilisera ici le terme intelligence artificielle (IA) pour décrire la discipline

académique de la théorie et du développement de modèles mathématiques et statistiques pour la

résolution de problèmes. Par exemple, un système décisionnel basé sur une séquence de règles

précises pour répondre à une certaine question tomberait sous l’égide de l’IA. Ce champ est intime-

ment lié à celui de la science des données, la construction générale de modèles d’IA étant faite sur

des machines digitales comme des ordinateurs capable du traitement efficace de données. Le terme

apprentissage automatique réfère à une branche de l’IA où l’entraînement de modèles leur permet

de développer leurs propres "règles" par l’extraction de motifs et régularités des données, apprenant

à généraliser par l’expérience. Ce genre de modèle est construit par une hiérarchie de concepts

simples permettant la compréhension et la représentation de concepts complexes. La visualisation

de tels modèles comme des graphes de concepts interreliés en plusieurs couches de complexité, ce

que l’on appelle réseaux de neurones, décrit l’approche connue comme l’apprentissage profond. Ce

chapitre présente en section 4.1 une brève introduction aux modèles linéaires ainsi qu’une descrip-

tion des élements constitutifs des réseaux de neurones. La section 4.2 décrit les principes derrière

l’entraînement de tels réseaux. Enfin, la section 4.3 présente le mécanisme d’attention et les réseaux

autoattentifs d’ensembles.



4.1. Fondements de l’apprentissage automatique

Il sera d’abord utile d’établir la notion clé d’un espace de données. Supposons qu’on ait un jeu de

données D ∈ Rd dans l’espace des images RGB de 32 × 32 pixels. La résolution en pixels de ces

images et leur nombre de canaux de couleur détermine la dimension de cet espace, dans ce cas-ci

Rd = R3×32×32 = R3072. Un exemple x ∈ D tiré de ce jeu données est un vecteur correspondant à un

point en cet espace de très haute dimension. Hors, si D rassemble des images "naturelles" d’objets,

de scènes ou de sujets vraisemblables, la chance qu’un point tiré au hasard dans R3072 ressemble en

quoi que ce soit à une image qui pourrait appartenir à D est infime; il aurait probablement l’allure

d’une image sur une télévision à tubes cathodiques aux antennes mal alignées. En fait, l’hypothèse

de la variété (manifold en anglais) veut que D existe sur une variété latente de basse dimension dans

l’espace de haute dimension Rd. Par exemple, le sous-espace où D existe favoriserait surement les

corrélations spatiales entre les pixels adjacents. La motivation derrière l’apprentissage automatique

est de développer des modèles capable d’apprendre à naviguer et organiser les variétés complexes de

ces espaces de données afin d’en extraire les informations leur permettant d’accomplir des tâches.

J’invite le lecteur à consulter les manuels de Bishop et Nasrabadi (2006) et Goodfellow et al. (2016)

pour d’excellentes discussions sur ces sujets.

4.1.1. Modèles linéaires

Considérons un problème de régression simple, où l’on connait les valeurs y(1:N) d’une fonction

inconnue f(x) : Rd → R à un échantillon de points x(1:N), avec y ∈ R et x ∈ Rd. On souhaite

modéliser cette fonction avec une famille paramétrique gθ afin d’estimer ses valeurs à des nouveaux

points. Une des approches les plus simples pour ce genre de problème serait celle d’un modèle

linéaire

ŷ(x; w) = gw(x)

=
M−1∑︂
j=0

wjϕj(x)

= w⊤ϕ(x) (4.1.1)

où la notation ŷ représente un estimé de la cible y pour un point x. Les poids w = (w0, . . . , wM−1)⊤

pondèrent différentes fonctions de base ϕ = (ϕ0, . . . , ϕM−1)⊤, qui peuvent être des fonctions non-

linéaires des entrées x. Par exemple, le cas univarié où x = x ∈ R et ϕj(x) = xj correspond à

un modèle de régression polynomiale d’ordre M . Il est courant de définir ϕ0 = 1 et d’identifier le

poids w0 comme étant un paramètre de biais au modèle. Bien que les fonctions de base ϕj soient
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non-linéaires en x, on réfère tout de même aux fonctions de la forme (4.1.1) comme des modèles

linéaires de par leur relation linéaire entre ϕ et y. Ces modèles peuvent être ajustés à un jeu de

données x(1:N) en trouvant les poids w qui minimisent une certaine fonction d’erreur, ou fonction

objectif. Le choix canonique de fonction d’erreur est la moyenne des différences carrées

L(x, y; w) = 1
2

1
N

N∑︂
i=1

⃦⃦⃦
ŷ(i)

(︂
x(i); w

)︂
− y(i)

⃦⃦⃦2

2
, (4.1.2)

écrite ci-haut en toute généralité, pour des entrées x de dimension arbitraire, y ∈ RM et ∥ · ∥2
la norme ℓ2. Comme cette fonction d’erreur est quadratique en w, sa dérivée par rapport aux

paramètres est linéaire en w. Cela implique qu’il existe une fonction gw∗ correspondant à l’unique

minimum de L qui peut être trouvée analytiquement. Cette propriété est particulièrement utile

d’un point de vue d’optimisation, et l’utilisation de fonctions non-linéaires des entrées x confère

à cette famille de modèles un certain degré d’expressivité, tout dépendant de M , le nombre de

fonctions de base utilisées.

Cependant, la limitation principale des modèles linéaires provient du fait que les fonctions de

base ϕj(x) sont fixées indépendamment des données x. Dans la plupart des applications, x est de

très haute dimension. La taille de M doit donc croître exponentiellement pour capturer toutes les

interactions entre différents points et généraliser adéquatement. Il s’agit là d’une manifestation du

fléau de la dimension, où les points de données deviennent de plus en plus épars et isolés à mesure

que leur nombre de caractéristiques — c.-à-d. la dimension de l’espace de données — augmente.

4.1.2. Réseaux de neurones à propagation avant

Héritiers des perceptrons, des modèles mathématiques développés au 20e siècle cherchant à repré-

senter le traitement d’information dans les systèmes biologiques (Rosenblatt, 1961), les réseaux de

neurones tels qu’ont les connaît aujourd’hui sont une classe de familles de fonctions paramétriques

qui évitent les lacunes principales des modèles linéaires en apportant une modification importante

à la forme (4.1.1): ils admettent des fonctions de base ϕ qui dépendent de paramètres ajustables à

un jeu de données D = {x(1:N)}.

D’abord, il est utile de considérer la forme mathématique d’un perceptron. Celui-ci agit comme

un classificateur binaire, qui a pour forme

gw(x) = H
(︂
w⊤x + b

)︂
(4.1.3)
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x1
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x3

a
(1)
1
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a
(1)
3

a
(1)
4

a
(2)
1

a
(2)
2

a
(2)
3

a
(2)
4

ŷ1

ŷ2

W(1)W(1) W(2)W(2) W(3)W(3)couche
d’entrée

couches cachées
couche

de sortie

Fig. 4.1. Schéma d’un réseau de neurones à trois couches. Dans ce choix de nomenclature, "trois
couches" fait référence aux deux couches cachées avec paramètres W(1) et W(2) ainsi qu’à la couche
de sortie W(3). La couche d’entrée n’est pas comptée dans le nombre de couches.

où H (·) est la fonction de Heaviside, retournant 0 pour un argument négatif et 1 pour un argument

positif. Le perceptron sous sa forme originale ne pouvait que résoudre des ensembles de données D

étant linéairement séparables. C’est cette importante limitation qui motivera le développement de

familles de fonctions plus expressives, comme les résaux de neurones. La forme archétypique d’un

réseau de neurones est une composition de plusieurs fonctions en couches, avec chacune d’entre-

elles rappellant celle d’un perceptron. Par exemple, le réseau à 3 couches illustré en figure 4.1

s’écrirait gw(x) = (g(3) ◦ g(2) ◦ g(1))(x), où la notation g(i) identifie la fonction de la i-ème couche

du réseau. Cette forme simple de réseau de neurones prend le nom de perceptron multicouche.

Ces modèles sont désignés comme étant à propagation avant, puisque l’information se propage

depuis les entrées x par les couches g(i) jusqu’à la sortie ŷ sans connection inverse, leur donnant la

forme de graphes orientés acycliques. On appelle neurones les unités qui construisent les couches

de ces réseaux.

Dans le réseau de la figure 4.1, les neurones de la première couche opèrent d’abord des combinai-

sons linéaires de toutes les composantes du vecteur d’entrée x ∈ Rd, produisant les préactivations

h
(1)
k =

d∑︂
j=1

w
(1)
k,jxj + b

(1)
k (4.1.4)

où j = 1, . . . , d identifie les composantes de x et k = 1, . . . , K1 identifie les neurones. On reconnaît

encore une fois les poids w
(1)
k,j et les biais b

(1)
k , qui sont les paramètres de ces neurones. Les activations

a
(1)
k des neurones sont ensuite obtenues en passant ces préactivations dans une fonction non-linéaire
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différentiable agissant indépendamment sur chaque neurone, appellée fonction d’activation:

a
(1)
k = σ(h(1)

k ) (4.1.5)

En pratique, une composante x0 = 1 est ajoutée au vecteur entrant dans la couche, afin de pouvoir

regrouper le biais d’un neurone parmis les poids et le faire émerger par le produit w
(1)
k,0x0 = b

(1)
k .

Les paramètres de la première couche peuvent ainsi être organisés en forme de matrice W(1) ∈

R(d+1)×K1 , permettant d’écrire l’opération entière de la première couche comme

a(1) = σ
(︂
W⊤

(1)x
)︂

(4.1.6)

Jusqu’à présent, la forme atteinte en (4.1.6) ressemblant à a(1) = ϕ(x) n’est pas encore exac-

tement comparable à celle de (4.1.1). C’est lorsqu’on ajoute une seconde couche que l’on remarque

leur similitude, et qu’émerge une propriété fondamentale à l’apprentissage automatique, qui sera

discutée plus loin. De façon semblable à la première couche, chaque neurone de la seconde couche

équivaut à une combinaison linéaire de chaque élément de la couche précédente, suivie d’une acti-

vation non-linéaire. Le tout s’écrit

a(2) = σ
(︂
W⊤

(2)a
(1)

)︂
= σ

(︂
W⊤

(2)σ
(︂
W⊤

(1)x
)︂)︂

(4.1.7)

où W(2) ∈ R(K1+1)×K2 , une composante a
(1)
0 = 1 ayant encore une fois été introduite. La forme

entière du réseau de la figure 4.1 serait

ŷ(x; w) = h(3)
(︂
a(2)

(︂
h(2)

(︂
a(1)

(︂
h(1) (x)

)︂)︂)︂)︂
= W⊤

(3)σ
(︂
W⊤

(2)σ
(︂
W⊤

(1)x
)︂)︂

(4.1.8)

avec W(3) ∈ R(K2+1)×K3 , et w l’ensemble de tous les poids du modèle. Il est également possible

d’ajouter une fonction d’activation après la couche de sortie, ce qui est commun pour des tâches

de classification. Le choix de fonction d’activation interne σ, du nombre de neurones par couches

(largeur) et du nombre de couches (profondeur) sont tous des aspects faisant partie du choix

d’architecture d’un réseau de neurones. Voici quelques exemples de fonctions d’activation σ(x)

typiques, toutes définies avec des dérivées continues:

sigmoid(x) = (1 + e−x)−1
, ReLU(x) =

{︄
x si x > 0
0 sinon.

, ELU(x) =
{︄

x si x > 0
a (ex − 1) sinon.

où a est un hyper-paramètre à être déterminé pour un problème donné.
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Sous la forme (4.1.8), il se voit que les réseaux de neurones sont définis par des fonctions de

base pondérées qui dépendent de façon non-linéaire des paramètres et des données, ce qui rend ces

fonctions de base adaptives. Cette propriété confère aux réseaux de neurones un important avantage

sur les modèles linéaires par rapport au fléau de la dimensionalité. Leurs fonctions de base adaptives

peuvent exploiter l’hypothèse de la variété, en adaptant leurs paramètres selon une fonction objectif

comme (4.1.2) de sorte à ce que les régions de l’espace de données de haute dimension où varient

les fonctions de base correspondent à la variété de cet ensemble de données (Bishop et Nasrabadi,

2006). Cependant, la dépendance non-linéaire de ces modèles en leurs paramètres w rend les

fonctions objectif non-convexes et sans solution analytique, signifiant que les fonctions optimales

trouvées en pratique correspondent généralement à des minima locaux de la fonction objectif.

Ce compromis entre une famille de fonctions extrêmement flexibles et le problème d’optimisa-

tion difficile qui leur est associé est souvent justifié par le théorème d’approximation universelle

(Cybenko, 1989; Hornik et al., 1989). Ce théorème stipule qu’un réseau de neurones gw à une

couche cachée1 et des fonctions d’activation non-linéaires peut approximer une fonction continue

f sur un domaine compact à un degré de précision arbitraire, à condition qu’il soit doté de suffi-

samment de neurones. L’existence d’une telle fonction optimale gw∗ est garantie par ce théorème,

mais il ne décrit pas comment trouver ses paramètres w∗. À cet effet, il est nécessaire d’utiliser des

méthodes d’optimisation séquentielles à base de gradients pendant la phase d’entraînement d’un

modèle.

1c.-à-d. un réseau à deux couches selon la nomenclature utilisée dans ce texte

34



4.2. Entraînement d’un modèle

Dans le contexte du développement d’un modèle d’apprentissage automatique gw pour le problème

de régression présenté en section 4.1.1, on se munit d’un jeu de données d’entraînement consistant

d’entrées x(1:N) et de cibles associées y(1:N). Comme ce problème comporte des cibles, on dit qu’il

s’agit d’un problème supervisé. Une métrique de performance du modèle, telle que la moyenne

des différences carrées (4.1.2), est employée comme fonction objectif à minimiser dans un processus

d’optimisation, que l’on appelle l’entraînement du modèle. Les paramètres w∗ correspondant à un

minimum de cette fonction L sont trouvés de façon itérative par un algorithme de descente par

gradient, où les poids à une étape t− 1 sont mis à jour en suivant la direction de variation négative

de la fonction objectif:

w(t) ← w(t−1) − η∇wL(x, y; w(t−1)) (4.2.1)

où le paramètre η > 0 est le taux d’apprentissage, généralement inférieur à 1. La dépendance

de cette méthode sur le gradient de la fonction objectif p.r.a. paramètres du modèle est ce qui

motive la construction des réseaux de neurones à partir de fonctions aux dérivées simples, comme

des produits matriciels et des fonctions d’activation. Cependant, il est aussi nécessaire d’avoir

une méthode efficace de calculer et d’évaluer les gradients d’une fonction objectif p.r.à tous les

paramètres d’un modèle.

4.2.1. Rétropropagation des gradients

Le passage avant d’un exemple dans la structure d’un réseau de neurones construit un graphe de

calcul, identifiant les opérations reliant toutes les composantes du modèle et leurs dépendances

fonctionnelles. Par exemple, la figure 4.2 illustre le graphe de calcul du modèle de la figure 4.1. Le

gradient de L p.r.a. paramètres du réseau peut être facilement obtenu par la règle de dérivation en

chaîne en se référant au graphe de calcul, et ses composantes s’expriment sous des formes simples

grâce au calcul matriciel. On considère la mise à jour des paramètres W(2) de la seconde couche

cachée du réseau de la figure 4.1, avec une fonction objectif de la forme (4.1.2) évaluée à un seul

point de données x. La forme de la dérivée en chaîne s’obtient en passant à reculons au travers de

x h(1)(x)

W(1)

a(1)(x) h(2)(x)

W(2)

a(2)(x) ŷ(x)

W(3)

L (ŷ(x), y)

Fig. 4.2. Graphe de calcul associé au réseau de neurone de la figure 4.1. Les vertex impliqués
dans le gradient de L p.r.à W(2) sont identifiés en bleu.
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tous les vertex du graphe en aval de celui de la quantité d’intérêt, tel qu’identifiés en figure 4.2. Le

gradient de L p.r.à ces poids prendrait donc la forme

∂L
∂W(2)

= ∂L
∂ŷ

∂ŷ
∂a(2)

∂a(2)

∂h(2)
∂h(2)

∂W(2)
. (4.2.2)

On trouve les expressions des dérivées individuelles:

∂L
∂ŷ = 1

2
∂

∂ŷ ∥ŷ− y∥22

= ŷ(x)− y (4.2.3)

∂ŷ
∂a(2) = ∂

∂a(2) W⊤
(3)a

(2)

= W⊤
(3) (4.2.4)

∂a(2)

∂h(2) = ∂

∂h(2) σ
(︂
h(2)

)︂
= σ′

(︂
h(2)(x)

)︂
(4.2.5)

La 4e dérivée est celle d’un vecteur p.r.à une matrice, nécessitant un traitement plus méticuleux.

On procède en notation indicielle, dérivant un élément du vecteur par un élément de la matrice:

∂
(︂
h(2)

)︂
i

∂
(︂
W(2)

)︂
mn

= ∂

∂w
(2)
mn

(︂
W⊤

(2)a
(1)

)︂
i

= ∂

∂w
(2)
mn

(︂
w

(2)
ji a

(1)
j

)︂
= δjmδina

(1)
j

= δina(1)
m

=
(︂
Jnma(1)

)︂
i

(4.2.6)

où la convention de sommation d’Einstein est employée pour les indices répétés et δ est le delta de

Kronecker. La relation atteinte à la dernière ligne ci-haut (Petersen et al., 2008, éq. 75) introduit

la matrice à entrée unique Jnm ∈ RK2×(K1+1), avec valeur 1 en (n, m) et 0 ailleurs. La présence de

3 indices libres dans (4.2.6) indique que le résultat de cette dérivée est un tenseur d’ordre 3:

∂h(2)

∂W(2)
= T (2)

(︂
a(1)(x)

)︂
∈ RK2×(K1+1)×K2 (4.2.7)

qui correspond simplement à une réorganisation des composantes de a(1) dans un tenseur épars,

prenant des valeurs non-nulles seulement où il y a dépendance entre une composante de h(2) et

un poids de la matrice W(2). Revenant au produit matriciel de dérivées (4.2.2), on y accumule
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le gradient en commençant à la fin du graphe de calcul et en remontant le courant, opérant les

produits de gauche à droite. En y rassemblant (4.2.3), (4.2.4), (4.2.5) et (4.2.7),

∂L
∂W(2)

= (ŷ(x)− y) W3
⊤ ⊙ σ′

(︂
h(2)(x)

)︂
T (2)

(︂
a(1)(x)

)︂
= T (2)

(︂
a(1)(x)

)︂
×1

[︂
(ŷ(x)− y) W3

⊤ ⊙ σ′
(︂
h(2)(x)

)︂]︂
(4.2.8)

où ⊙ est le produit de Hadamard2 et ×1 est le produit mode-13 entre le tenseur T (2) et le vecteur

entre parenthèses carrées, ce qui est l’équivalent du produit matriciel pour des tenseurs selon une

dimension spécifiée du tenseur (la première dans ce cas-ci). Le résultat du produit (4.2.8) est une

matrice de dimension R(K1+1)×K2 , c.-à-d. la même dimension que la matrice W(2). Ce gradient

peut alors être utilisé dans l’équation (4.2.1) pour mettre à jour les paramètres de la seconde couche

du réseau. Les gradients de la fonction objectif par rapport aux paramètres des autres couches du

modèle s’obtiennent de la même façon, c.-à-d. en remontant aux vertex associés dans le graphe de

calcul 4.2.

L’algorithme de rétropropagation des gradients tire avantage du fait que les gradients de la

fonction objectif dépendent principalement des activations et préactivations des neurones du réseau.

En conservant en mémoire ces quantités obtenues lors de la propagation avant d’exemples dans

le réseau, les gradients p.r.a. paramètres sont facilement obtenus par la propagation arrière des

gradients depuis la fonction objectif, selon des opérations dictées par un graphe de calcul. Or, on voit

par l’exemple ci-haut qu’il devient rapidement encombrant de trouver manuellement l’expression de

ces dérivées en chaînes, surtout pour des réseaux de neurones profonds. C’est en cet aspect que la

méthode de dérivation automatique implémentée dans des librairies d’aprentissage automatique

telles que PyTorch (Paszke et al., 2019) et TensorFlow (Abadi et al., 2015) devient particulièrement

utile. Cette approche exploite le fait que les fonctions utilisées dans les réseaux de neurones peuvent

être réduites à des compositions d’opérations arithmétiques simples. Par l’application répétée

de la règle de dérivation en chaîne, il est ainsi possible d’obtenir la dérivée exacte de fonctions

complexes. Ces librairies permettent également la construction automatisée du graphe de calcul,

et sont optimisées pour les opérations vectorielles en hautes dimensions.

2Le produit de Hadamard, aussi apellé produit élément-par-élément, opère comme suit: pour deux matrices A, B ∈
Rm×n, le produit de Hadamard A ⊙ B ∈ Rm×n a les composantes (A ⊙ B)ij = (A)ij(B)ij . Ce produit apparaît parce
que σ(·) est une fonction élément-par-élément.
3Le produit mode-n d’un tenseur T ∈ RI1×I2×...×IN avec une matrice U ∈ RJ×In s’écrit T ×n U et est de dimensions
I1 × . . . × In−1 × J × In+1 × . . . × IN . Ses composantes s’expriment comme

(T ×n U)i1 ... in−1 j in+1 ... iN
=

In∑︂
in=1

τi1i2...iN ujin
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4.2.2. Algorithmes d’optimisation

On note que la fonction objectif dans (4.2.1) est évaluée pour le lot du jeu de données. En raison

de limitations computationnelles prévenant l’évaluation simultanée de tous les exemples ainsi qu’à

des fins de dynamique d’entraînement, il est généralement avantageux d’effectuer des mises à jour

des paramètres avec des estimés de la fonction d’erreur du jeu de données entier. En pratique,

cette fonction est évaluée pour des sous-ensembles de points de données choisis au hasard, apellés

mini-lots (mini-batch en anglais). Cela donne lieu à la descente par gradient stochastique

(SGD), où la mise à jour des poids s’obtient à partir du gradient de la moyenne de la fonction

objectif pour un mini-lot b = x(1:m) de taille m:

w(t) ← w(t−1) − η∇wEb

[︂
L(x, y; w(t−1))

]︂
(4.2.9)

Bien qu’il utilise une approximation du véritable gradient, cet algorithme permet généralement

de converger à une petite valeur de la fonction objectif. Cependant, un choix judicieux du taux

d’apprentissage η est nécessaire pour atteindre une dynamique de convergence adéquate. Il est

commun d’employer un régime de variation de η, débutant généralement à une valeur élevée et

diminuant selon un certain profil au cours de l’entraînement. La limite extrême du SGD est celle

d’un mini-lot d’un seul exemple, ce qui ralenti généralement la convergence en raison des déplace-

ment erratiques dans l’espace de paramètres que cela entraîne. Un mini-lot comprenant quelques

dizaines d’exemples est préférable, puisque le moyennage des gradients mène à des déplacements

plus lisses vers un minimum de la fonction objectif.

Populaire pour sa simplicité, l’algorithme SGD est vastement utilisé en apprentissage auto-

matique. Toutefois, il souffre de plusieurs désavantages, notamment son comportement dans des

régions irrégulières de l’espace de paramètres. Heureusement, il existe une littérature très riche sur

l’optimisation en apprentissage automatique, offrant une panoplie d’algorithmes plus sophistiqués

basés sur SGD et visant à améliorer l’optimisation dans les espaces en hautes dimensions. La mé-

thode du momentum (Polyak, 1964) s’inspire du concept physique de l’impulsion, en introduisant

la quantité de vélocité v. Cette dernière représente la direction et vitesse à laquelle une "particule"

se déplace à travers l’espace de paramètres. La forme de la règle de mise à jour consiste en une

combinaison linéaire des gradients aux pas précédents par décroissance exponentielle:

v(t) ← αv(t−1) − η∇wEb

[︂
L(x, y; w(t−1))

]︂
w(t) ← w(t−1) + v(t) (4.2.10)
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Fig. 4.3. Courbes de niveau de la fonction objectif (4.1.2) et trajectoires de différents algorithmes
d’optimisation dans l’espace des paramètres à deux dimensions d’un problème de régression linéaire.
Chacun des panneaux illustre 20 pas d’entraînement à partir des mêmes paramètres initiaux, pour
des mini-lots de 2 exemples. Les courbes de niveaux de la fonction objectif L correspondent aux
valeurs de L évaluée pour l’ensemble de données entier de 100 exemples.

où α ∈ [0,1) est un hyper-paramètre déterminant l’importance que prennent les gradients précédents

dans la direction de la mise à jour. Cette inclusion de l’historique des gradients permet un partage

de l’information entre les mini-lots pour une mise à jour des poids donnée, accélérant la convergence

vers un minimum de la fonction objectif par rapport à SGD.

La performance d’un réseau de neurones est très sensible au taux d’apprentissage η, ce qui en

fait l’un des hyper-paramètres les plus difficiles à déterminer. Le régime de réduction graduelle

de η mentionné plus tôt présente déjà un net avantage sur un η fixe quant à la convergence d’un

modèle vers une bonne solution, malgré que le choix de ce régime représente un hyper-paramètre

en soi. C’est pourquoi les algorithmes d’optimisation modernes les plus répandus reposent sur une

approche où des taux d’apprentissage peuvent être adaptés automatiquement selon la sensibilité de

la fonction objectif aux différents paramètres. L’un des plus utilisés est celui d’AdaMax (Kingma et

Ba, 2014), qui pondère la mise à jour de paramètres individuels de façon inversement proportionnelle

à la norme infinie de leur gradients présents et passés. Cet algorithme incorpore des aspects de SGD

et du momentum, par son estimation du moment de premier ordre du gradient. Cette quantité est

initialisée à m(0) = 0, tout comme la norme infinie u(0) = 0. La règle de mise à jour prend la forme
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g(t) ← ∇wEb

[︂
L(x, y; w(t−1))

]︂
(gradient de L pour un mini-lot)

m(t) ← β1m(t−1) + (1− β1)g(t) (estimé du moment de premier ordre)

u(t) ← max
(︂
β2u(t−1), |g(t)|

)︂
(mise à jour de la norme infinie)

w(t) ← w(t−1) − η

1− βt
1
· m(t)

u(t) (mise à jour des paramètres) (4.2.11)

où les hyper-paramètres β1, β2 ∈ [0,1) sont les taux de décroissance exponentielle du premier mo-

ment et de la norme infinie, respectivement. Il s’observe en figure 4.3 que la trajectoire d’opti-

misation avec AdaMax est bien plus lisse que celles avec SGD ou momentum. Effectivement, les

estimés du véritable gradient par ces deux autres algorithmes sont visiblement biaisés par la petite

taille des mini-lots, alors qu’Adamax parvient à bien estimer la direction du minimum global de la

fonction objectif convexe.

4.3. Réseaux autoattentifs

Aussi connus sous le nom de Transformeurs, les réseaux de neurones autoattentifs (Vaswani et al.,

2017) révolutionnent depuis quelques années le champ du traitement automatique de la langue

naturelle, détrônant les réseaux de neurones récurrents à des tâches comme la traduction et la

compréhension du language. L’exemple récent le mieux connu d’un grand modèle de langage à base

de Transformeurs est ChatGPT (OpenAI, 2023). Plus généralement, ce type de modèle excelle à

la modélisation de données séquentielles, ayant la capacité de capturer les interactions entre tous

les éléments indépendamment de leur séparation à l’intérieur d’une séquence. Cela s’avère à être

particulièrement utile à l’extraction de représentations cachées significatives, un aspect crucial pour

les capacités d’abstraction et de synthèse des modèles d’apprentissage automatique.

4.3.1. Mécanisme d’attention

Le fonctionnement des réseaux autoattentifs repose sur le mécanisme d’attention, une fonction

mettant en correspondance des vecteurs requête (query) et des paires de vecteurs clé-valeur (key-

value). En général, les requêtes sont extraites d’une séquence d’entrée de longueur s, et les paires

clé-valeur d’une autre séquence de longueur nv, construisant les matrices Q ∈ Rn×dq , K ∈ Rnv×dq

et V ∈ Rnv×dv . La fonction d’attention s’exprime

Attention(Q, K, V ; ω) = ω
(︂
QK⊤

)︂
V (4.3.1)
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où ω est une fonction d’activation, prenant généralement la forme d’un softmax normalisé: ω( · ) =

softmax( · /
√︁

dq), avec softmax(z) = ezi∑︁
i

ezi
. Le résultat de (4.3.1) est une somme pondérée des

valeurs V , avec des poids provenant d’une fonction de compatibilité entre les requêtes Q et les clés

K associée aux valeurs. Une valeur prendra plus d’importance s’il y a une forte correspondance

entre sa clé et la requête dans le produit scalaire QK⊤. On appelle autoattention un scénario

où les vecteurs Q, K, V proviennent tous de la même séquence. Une couche d’autoattention a la

capacité de capturer les interactions entre chaque paire d’éléments d’une séquence d’entrée, ce qui

représente un atout crucial en modélisation du language où le sens d’une phrase peut changer si

une certaine paire de mots y apparaît.

Vaswani et al. (2017) ont introduit l’attention à têtes multiples (multi-head attention), une ex-

tension marquante du mécanisme d’attention où l’on dénombre h "têtes" d’attention plutôt qu’une

seule. D’abord, les quantités Q, K, V sont projetées h fois par des paramètres appris sur des vecteurs

aux dimensions respectives dM
q , dM

q , dM
v . Chacune des h têtes applique une fonction d’attention in-

dépendante à l’une de ces h projections, ce qui est finalement concaténé et subit une transformation

linéaire:

Multihead(Q, K, V ; θ, ω) = concat(O1, . . . , Oh)W O, (4.3.2)

où Oj = Attention(QW Q
j , KW K

j , V W V
j ; ωj) (4.3.3)

où θ = {W Q
j , W K

j , W V
j }hj=1 sont les paramètres appris servant de matrices de projection, avec

W Q
j , W K

j ∈ Rdq×dM
q , W V

j ∈ Rdv×dM
v et W O ∈ RhdM

v ×d. Les choix typiques pour les hyper-

paramètres dimensionnels sont de dq = dv = d, dM
q = dM

v = d/h, avec d la dimension d’un des n

éléments de la séquence. La méthode d’attention à têtes multiples est particulièrement avantageuse

puisque les h têtes peuvent opérer de façon parfaitement parallèlle, et permettent d’extraire une

variété de différentes représentations d’une même séquence.

4.3.2. Réseaux autoattentifs d’ensembles

Plusieurs applications de l’apprentissage des représentations concernent le traitement de données

sous forme d’ensemble, un regroupement d’un nombre arbitraire de vecteurs de dimension com-

munes mais où l’ordre n’a pas d’importance. Un modèle capable d’extraire des représentations de

dimensions fixes à partir d’entrées structurées en ensembles doit satisfaire deux conditions reliées

à la définition même d’un ensemble. En premier lieu, ce modèle doit être invariant sous permuta-

tions, c.-à-d. que son résultat ne doit pas dépendre de l’ordre des éléments dans l’ensemble d’entrée.

D’autre part, il doit avoir la capacité de traiter des ensembles de taille arbitraire.
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Lee et al. (2019) ont introduit les réseaux autoattentifs d’ensembles (RAE), un type de mo-

dèle à base d’attention satisfaisant les conditions ci-haut. L’architecture d’un RAE suit la forme

d’un encodeur-décodeur, où l’encodeur produit un ensemble de représentations cachées à partir de

l’ensemble d’entrée de taille n, et le décodeur agrège cet ensemble de caractéristiques pour pro-

duire la sortie désirée. L’avantage d’un RAE par rapport à d’autres modèles d’ensembles est par

son architecture d’encodeur en plusieurs couches d’autoattention consécutives et son mécanisme de

sous-échantillonage par autoattention dans le décodeur. Cela lui permet de capturer des interactions

d’ordre supérieur entre les éléments d’un ensemble afin d’en produire une meilleure représentation.

Les auteurs définissent certaines couches neuronales adaptées pour la construction d’un RAE.

Ayant deux matrices X, Y ∈ Rn×d représentant deux ensembles de vecteurs d-dimensionnels, le bloc

d’attention à têtes multiples (MAB) aux paramètres θ est défini comme

MAB(X, Y ) = LayerNorm(H + rFF(H)), (4.3.4)

où H = LayerNorm(X + Multihead(X, Y, Y ; θ)), (4.3.5)

rFF est un réseau à propagation avant quelconque opérant par rangées, traitant chaque instance

de façon identique et indépendante, et LayerNorm est la normalisation de couche (Ba et al., 2016).

Cette normalisation opère sur chaque élément d’un ensemble pour standardiser ses caractéristiques,

et est couramment utilisée dans les modèles d’autoattention. Le bloc (4.3.4) sert à définir le bloc

d’autoattention d’ensembles (SAB)

SAB(X) = MAB(X, X). (4.3.6)

Ce bloc opère l’autoattention entre les éléments d’un ensemble d’entrée, produisant un ensemble

de taille égale. C’est par l’enchaînement de plusieurs couches de SAB qu’un RAE extrait d’un

ensemble ses interactions d’ordre supérieur.

Les auteurs remarquent que la complexité temporelle en O(n2) du SAB peut devenir prohibitive

dans le cas d’ensembles de grande taille n. Pour y remédier, ils introduisent le bloc d’autoattention

d’ensemble induite (ISAB). Cette modification au SAB nécessite un ensemble de taille m < n de

vecteurs d-dimensionnels I ∈ Rm×d, appellés points d’induction. Contrairement à un ensemble

d’entrée X, ces points font partie du ISAB même et sont des paramètres à entraîner. Un bloc ISAB
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avec m points d’induction est défini comme

ISABm(X) = MAB(X, H) ∈ Rn×d, (4.3.7)

où H = MAB(I, X) ∈ Rm×d. (4.3.8)

Plutôt que d’opérer une véritable autoattention entre X et lui-même, ce bloc applique d’abord

l’attention à têtes multiples entre X et le plus petit ensemble de points d’induction I pour produire

H. Cet ensemble de caractéristiques encode de l’information au sujet de l’entrée X, et est utilisé

dans une seconde application de l’attention avec X pour produire un ensemble de représentations de

taille n. Il est raisonnable de croire que les points d’induction I servent à extraire de l’information

globale de X pour en produire la quantité de dimension réduite H, dont la seconde attention avec

X permet de produire des représentations utiles. Dans le cas du SAB où la complexité O(n2) était

quadratique, celle du ISAB est de O(nm). La valeur de m est un hyper-paramètre à choisir de

sorte à ce que l’efficacité du modèle soit améliorée sans sacrifier sa performance.

À travers les couches de l’encodeur d’un RAE composées de SAB ou ISAB consécutifs, l’en-

semble de représentations internes demeure de taille n. C’est à l’arrivée au décodeur que cet

ensemble doit subir un certain mécanisme d’aggrégation afin de produire une représentation de

dimension fixe de l’ensemble d’entrée X. Les exemples les plus simples de tels mécanismes sont

la moyenne ou le maximum par dimension des caractéristiques, des choix couramment employés

par d’autres type de modèles d’ensembles. Pour sa part, le mécanisme d’aggrégation introduit

avec les RAE repose sur une attention à têtes multiples entre l’ensemble de représentations cachées

Z ∈ Rn×d issu d’un décodeur et un ensemble appris de k vecteurs germes S ∈ Rk×d. L’opération

d’aggrégation par attention à têtes multiples (PMA) avec k vecteurs germes s’exprime

PMAk(Z) = MAB(S, rFF(Z)). (4.3.9)

Le résultat de cette opération est lui-même un ensemble de k éléments, mais dans la plupart des

cas une valeur k = 1 est utilisée pour qu’un RAE produise une seule représentation d’un ensemble

X. L’aggrégation de caractéristiques par attention est avantageuse car il est fort probable que

l’influence de différents membres d’un ensemble Z sur l’objectif d’un problème d’apprentissage

automatique ne soit pas égale. Le mécanisme PMA peut ainsi être plus attentif à certains éléments

qui affectent davantage la cible.
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Une architecture typique de RAE pour le traitement d’ensembles X de grande taille suivant la

forme encodeur-décodeur peut être exprimée par une composition des blocs présentés ci-haut:

Encodeur(X) = ISABm(ISABm(X)) ∈ Rn×d (4.3.10)

Décodeur(Z) = rFF(SAB(PMAk(Z))) ∈ Rk×d (4.3.11)

où Z est la sortie de l’encodeur. Cette architecture représente une structure générale, et fait

donc abstraction d’un choix de fonction objectif, qui serait déterminée en fonction du problème

d’apprentissage. Un exemple de fonction objectif pour une tâche de régression serait une moyenne

des différences carrées, telle (4.1.2), comparant la sortie Z d’un RAE ayant pris X en entrée à

l’étiquette associée y.
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Résumé

La modélisation des effets de structure en ligne de visée dans les lentilles gravitationnelles fortes

a été historiquement limitée par son importante complexité de calcul. Or, l’analyse de l’immense

volume de nouvelles lentilles fortes projetées à être découvertes par l’Observatoire Vera Rubin et

le télescope spatial Euclid exige des simulateurs d’effets de ligne de visée plus efficaces que le

traçage de rayons à plans multiples, et plus exacts que les approximations à plan unique. Dans cet

ouvrage, nous développons un formalisme de modélisation à base de réseaux de neurones servant à

la génération d’angles de déflexion multiplans effectifs, conditionnés sur une population de halos en

ligne de visée ainsi qu’un profil de lentille principale déterminé par l’usager. Notre pipeline permet

une accélération importante de la production de déflexions multiplans, tout en modélisant les effets

de milliers de halos en ligne de visée avec exactitude. Les réseaux de neurones qui composent notre

pipeline sont compatible avec des entrées sous la forme d’ensembles (des listes de halos de champ de

longueurs variables), permettant l’inférence Bayésienne hiérarchique de paramètres de population.

Lorsque comparé au formalisme traditionnel de lentillage à plans multiples, notre pipeline accéléré

par GPU est plus rapide par presque deux ordres de grandeur à une résolution semblable à celle

d’HST, et peut reproduire des lentilles gravitationnelles à plans multiples avec exactitude, ce que

l’on démontre par le lentillage d’images de galaxies véritables provenant du recensement COSMOS.

Mots-clés: Lentilles gravitationnelles — Matière sombre — Simulations astrophysiques —

Réseaux de neurones

Abstract

Modeling the effects of line-of-sight structure in strong gravitational lenses has historically been

limited by its high computational complexity. Yet, the analysis of the immense volume of strong

lensing data expected from the Vera Rubin Observatory and the Euclid space telescope calls for

simulators of line-of-sight effects that are more efficient than multi-plane ray-tracing, and more pre-

cise than single-plane approximations. In this work, we develop a neural-network-based modeling

pipeline for the generation of effective multi-plane deflection angles, conditioned on a population of

line-of-sight dark matter halos and a user-defined main lens profile. Our pipeline allows to signif-

icantly accelerate the production of multi-plane deflections, while accurately capturing the effects

of thousands of line-of-sight halos. The pipeline’s neural network components are compatible with

set-structured inputs (variable-length lists of interloping halos), allowing for hierarchical Bayesian

inference of population-level parameters. When compared to the traditional multi-plane lensing
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framework, our GPU-accelerated pipeline is nearly two orders of magnitude faster at an HST-like

resolution, and can accurately reproduce multi-plane gravitational lenses, which we demonstrate

by lensing real galaxy images from the COSMOS survey.

Keywords: Strong gravitational lensing(1643) — Dark matter(353) — Astronomical simula-

tions(1857) — Neural networks(1933)

5.1. Introduction

The widely successful ΛCDM paradigm of cosmology is supported by a wealth of cosmological

measurements at the largest scales in the universe, be it of the clustering of galaxies, baryonic

acoustic oscillations or the cosmic microwave background. However, a number of issues at small

scales persist with this model, first among them being the missing satellites problem. This refers to

the observed paucity of detected dark matter halos at sub-galactic scales (M < 1010M⊙) relative

to their predicted abundance from ΛCDM.

This dearth could signify that these halos do not exist, implying a cut-off scale in the halo mass

function characteristic of alternative dark matter models such as WDM or SIDM. Conversely, it

could just as well be indicative that they have as of yet escaped detection. A number of baryonic

processes have been suggested for suppressing star formation efficiency in low-mass halos, indicating

that they would harbor too little luminous matter that could serve as a tracer for their detection

through observations of satellite galaxies. Constraining dark matter at small scales is difficult, but

it is in this low-mass regime that observables can discriminate between different theories and could

upheave the standard model of cosmology.

Strong gravitational lensing represents the best probe for the detection of dark matter halos,

making it an invaluable tool for discovering the particle properties of dark matter. As lensing only

couples to the force of gravity, it is sensitive to distortions in extended arcs introduced by dark

substructure within the haloes of massive lens galaxies, also known as subhalos. Galaxy-scale strong

lensing has successfully been used in this way to detect individual subhalos in lens galaxies (Vegetti

et al., 2010, 2012; Hezaveh et al., 2016) and constrain their position and mass, a method known as

gravitational imaging (Koopmans, 2005). The statistical analysis of a sample of lens galaxies by

Vegetti et al. (2014) has also allowed to place constraints on the subhalo mass function. However,

only substructure down to mass scales of 108− 1010 M⊙ can be directly detected by this approach,

with the effect of lighter halos being too faint to be individually resolved.
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Another approach relies on quadruply-lensed quasars, a different type of lensing system where

the observables are image positions and flux ratios rather than extended arcs. Anomalies between

these flux ratios can be associated to the presence of individual subhalos or the combined lensing

effect of substructure populations, probing subhalo masses down to 107 M⊙. Past analyses of

simulations of such systems have shown them to be promising for constraining the abundance of

substructure (Metcalf et Zhao, 2002; Chiba, 2002; Xu et al., 2009; Gilman et al., 2018). Studies

of observed lensed quasars have been favorable to models including a single subhalo (Fadely et

Keeton, 2012; MacLeod et al., 2013; Nierenberg et al., 2014) and populations of subhalos (Birrer

et al., 2017a).

While the works mentioned above have focused on the study of substructure within the main

lens, a number of authors have highlighted that intergalactic dark matter halos, i.e. isolated small-

scale structure distributed in the line-of-sight (LOS) of a strong lensing system, should have a

significant effect on lensing observables and even dominate the substructure signal (Chen et al.,

2003; Metcalf, 2005; Amara et al., 2006; Xu et al., 2012; Li et al., 2017; Despali et al., 2018).

Neglecting to model the contribution of LOS structure in strong lensing leads to biased inference in

areas such as mass modeling, mass function constraints and time-delay cosmography. Intergalactic

halos have historically been overlooked in the lensing literature save for recently, e.g. in lensed

quasar flux ratio anomalies (Inoue et al., 2015; Hsueh et al., 2020; Gilman et al., 2019, 2020a,b;

Gilman et al., 2021; Gilman et al., 2022; Laroche et al., 2022), low-mass halo detection in samples

of strong lenses (Ritondale et al., 2019), contribution of LOS halos to the surface mass density

power spectrum in strong lenses (Şengül et al., 2020), constraints on dark matter through joint

analysis of strong lensing observables and the Milky Way satellite population Nadler et al. (2021),

distinguishing between LOS halo and substructure signal in the two-point function of the effective

lensing deflection field (Dhanasingham et al., 2022), or reanalysis of the subhalo detection of Vegetti

et al. (2012) to identify the perturber as an interloping extragalactic halo (Şengül et al., 2022).

Bayesian inference methods for data analysis require data modeling with accurate simulators.

Generally, the modeling of gravitational lensing by structure in the LOS of a strong lensing system

calls for multi-plane lensing (Blandford et Narayan, 1986), an extension of the single-plane lensing

framework used for modeling subhalo lensing. However, the multi-plane formalism is much more

difficult to treat, as the lens equation describing the deflection of light becomes recursive. This

makes the complete modeling of lensing by LOS structure quite computationally expensive, a

significant hindrance for inference problems requiring thousands upon thousands of simulations.

Motivated in part by this difficulty, other methods have been developed to model the LOS lensing
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contribution. Some approximate the matter inhomogeneities in the LOS as tidal perturbations

(Kovner, 1987; Bar-Kana, 1996; Schneider, 1997; Birrer et al., 2017a) in the form of added external

convergence and shear to the main lens, or construct a scheme for projecting LOS halos to the

main lens with rescaled parameters (Şengül et al., 2020). Other works have introduced hybrid

frameworks, combining aspects of multi-plane lensing and tidal perturbations (McCully et al., 2014;

Schneider, 2014; Fleury et al., 2021a,b). Moreover, Gilman et al. (2019) have devised a perturbative

algorithm for multi-plane lensing in the background LOS of a main lens galaxy, specifically tailored

for the inference of dark matter model parameters with flux ratio statistics. Even so, what these

approximate frameworks grant in efficiency, they lack for in accuracy. As noted by McCully et al.

(2017), multi-plane lensing introduces non-linear effects that cannot be reproduced by single-plane

approximations. With regards to hybrid approaches, they remain less accurate than full multi-plane

lensing while still introducing some form of slow recursion.

New and upcoming telescopes and surveys such as JWST (Gardner et al., 2006), Euclid (Re-

fregier et al., 2010; Laureijs et al., 2011), ELT (Simon et al., 2019), LSST (LSST Dark Energy

Science Collaboration (LSST DESC) et al., 2021) and SKA (Koopmans et al., 2004) are poised to

discover hundreds of thousands of new galaxy-galaxy strong lenses (Collett, 2015) in the coming

decade and deliver very high-precision imaging in follow-ups, allowing to resolve the impact of mat-

ter inhomogeneities on lensing observables. The analysis of this wealth of data will require accurate

lensing simulators. However, the immense volume of incoming data will render the analysis of these

systems through traditional methods unfeasible on human timescales.

Major advances in machine learning in recent years along with the pressing need for efficient

models and inference pipelines have ushered in a new era for the field of strong gravitational lensing.

A multitude of novel deep learning methods are proving to be extremely successful at accurate lens

modeling (Hezaveh et al., 2017; Perreault Levasseur et al., 2017; Morningstar et al., 2018; Wagner-

Carena et al., 2021; Legin et al., 2021; Adam et al., 2023), source reconstruction (Morningstar

et al., 2019; Mishra-Sharma et Yang, 2022; Karchev et al., 2022; Adam et al., 2022, 2023), low-

mass halo inference (Brehmer et al., 2019; Coogan et al., 2020; Wagner-Carena et al., 2023), time

delay cosmography (Park et al., 2021) and population-level inference (Legin et al., 2022; Anau

Montel et al., 2023). These developments are laying the groundwork for tackling the analysis of

the overwhelming amount of incoming astronomical data, although only a few fully model the LOS

lensing contribution. Furthermore, the often intractable likelihoods associated to strong lensing
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inference problems has led to a recent surge of interest in the development and use of simulation-

based inference methods (Cranmer et al., 2020) in strong lensing. However, the viability of such

approaches is critically dependent on fast and accurate simulators.

In this work, we present AlphaGen: a neural network-based pipeline for the acceleration of

multi-plane lensing simulations in the context of galaxy-galaxy strong lenses at a resolution com-

parable to HST. The original network architecture we propose in this work leverages the complete

information content of a halo population in the LOS of a galaxy-galaxy strong lensing system to

generate the associated deflection angles, all while leaving the halo parameters and main deflector

model completely up to the user. Our model then acts as a function producing the equivalent of

multi-plane gravitational lensing with two evaluations of feed-forward neural networks, bypassing

the need for expensive recursive computations. The implementation of this framework is set to be

released as a module in the upcoming strong gravitational lensing software caustics.

This paper is organized as follows. Section 5.2 gives an introduction to the mathematical

framework of single-plane and multi-plane gravitational lensing. In Section 5.3, we present the

architecture of the neural network components of the pipeline, as well as the pipeline’s workflow.

In Section 5.4, we detail the procedure for the production of training data. In Section 5.5, we

briefly discuss the training strategies for our models. In Section 5.6, we report our results on test

halo populations, and present speed benchmarks for our pipeline. We conclude in Section 5.7 and

discuss future avenues of development for our pipeline.

5.2. Lensing formalism

5.2.1. Lens equation and lensing quantities

In the archetypal strong lensing system involving a bright background source at redshift zs

and a single massive foreground galaxy at zℓ, an observed angular position θ in the image plane

measured relative to the optical axis is related to an angular position β in the source plane by the

lens equation

β = θ −α(θ), (5.2.1)

where α is the deflection angle. This deflection occurs in a very short span relative to the complete

path of a light ray, while it is passing in the vicinity of the mass distribution of the lens galaxy. This

justifies the thin lens approximation, where the distribution of matter in the lens is approximated

to be projected to a plane. The deflection of light then occurs instantaneously at this lens plane,
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and only depends on the projected mass density through the integral

α(θ) = 1
π

∫︂
R2

κ(θ′) θ − θ′

∥θ − θ′∥2
d2θ′ (5.2.2)

where κ(θ) = Σ(θ)/Σc is the dimensionless projected surface density, also known as convergence.

It is normalized by a critical surface density

Σc = c2

4πG

Ds

DℓDℓs
, (5.2.3)

a function of angular diameter distances between differents segments of the observer-lens(ℓ)-

source(s) system. The notation Dij represents an angular diameter distance to a plane at zj

seen from zi, and where a single subscript (e.g. Ds) implies an angular diameter distance seen

from the observer plane. In standard strong gravitational lensing frameworks, such cosmological

distances are usually defined with respect to a reference Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker

(FLRW) spacetime, with lenses being perturbers in an otherwise homogeneous Universe.

When modeling the effect of strong lenses, the deflected coordinates β are generally obtained

through the backward ray-tracing algorithm. This procedure involves "shooting" rays from zero-

deflection initial conditions at the observer plane, going out at angles θ towards a lens plane. These

rays are then deflected by the lens at zℓ to land on the deflected coordinates β at the source plane,

as related through the lens equation (5.2.1).

5.2.2. Multiplane lensing

A more complete description of strong gravitational lensing should include the effect of multiple

deflections along the line-of-sight, in addition to that of a main lens galaxy. We then model a galaxy-

galaxy strong lensing system with interlopers as N + 1 consecutive lens planes orthogonal to the

optical axis at redshifts zi, where i = 1, 2, . . . , N +1 such that zj < zk for j < k. The redshift zo = 0

denotes the observer plane, zℓ the main deflector plane and zs the source plane, with s ≡ N + 1.

Such lens planes represent redshifts bins of widths defined by the redshift interval between adjacent

planes. A given plane can thus hold an arbitrary number of deflectors falling within its redshift

bin.

The single-plane lens equation (5.2.1) can be extended to N planes of deflections to assume the

form

β = θ −αeff, αeff =
N∑︂

i=1

Dis

Ds
α̂i(θi) (5.2.4)
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β
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θℓ

α̂ℓ(θℓ)

Fig. 5.1. Multi-plane lensing, shown here with a single deflector per lens plane. The dotted
horizontal line is the optical axis, and its intersection with each of the N + 1 lens planes is the
origin for their angular coordinates θi. The thick solid line represents the trajectory of a light ray.
In backward ray-tracing, the ray comes in through the lens plane at zℓ at the angular position
θℓ, and is deflected by an angle α̂ℓ relative to the plane. This deflection determines the angular
position θℓ+1 at the next lens plane through eq. (5.2.6).

where αeff is the effective deflection angle, compounding the deflections of every lens plane between

observer and source. We will refer to the first lens plane (i = 1) as the image plane. The notation

α̂i identifies a "physical" angle, relative to the reference frame of a lens plane i. The "reduced"

angle, relative to the observer plane, is defined as

αi = Dis

Ds
α̂i (5.2.5)

The deflection field of multiple halos on a single plane is simply the linear addition of deflections

from individual halos. However, the same does not hold for the case of multiple lens planes, where

deflections at different redshifts become coupled through a recursive equation for the lens plane

coordinates:

θi = θ −
i−1∑︂

m=1

Dmi

Di
α̂m(θm) (5.2.6)

It is by this very recursion that αeff depends not only on the image plane coordinates θ as is the

case in the single-plane lens equation (5.2.1), but on the coordinates at every lens plane. Therein is

the foremost efficiency bottleneck of full multi-plane ray-tracing (MPRT) computations, motivating

the development of an accelerated framework for MPRT that can bypass this recursion.

5.3. The AlphaGen Pipeline

Designing a machine learning model for the simulation of MPRT can be thought of as tackling

two separate problems. First, we require a model capable of mapping from a grid of observed

angular coordinates to deflection angles, conditioned on a population of dark matter halos in the

line-of-sight. Second, the information of such a population should be encoded as a compressed

52



statistic, summarizing the compounded effect of a multitude of halos on effective deflection angles.

Thus, different halo populations would correspond to different encodings, to be used for mapping

to their corresponding deflection angles.

In this section, we present the two main components of our model, as well as the end-to-end

pipeline for effective deflection angle generation. The Set Model, providing an lower-dimensional

encoding of a set of halo parameters, is described in section 5.3.1. The Map Model, whose ar-

chitecture is presented in section 5.3.2, maps from this encoding along with some coordinates to

effective deflection angles at some redshift. Finally, the components and intended workflow of the

generation pipeline are presented in section 5.3.4. All networks were implemented using modules

from pyTorch (Paszke et al., 2019).

5.3.1. Set Model

A common approach for modeling strong gravitational lenses is to ascribe a parametric function

to the mass profile of a lens galaxy and its dark matter halo. Such a function can generally be

described by a few lens parameters, and can be related to the galaxy’s lensing effect through

deflection angles computed from eq. (5.2.2).

In the context of multi-plane lensing, one would generally wish to model an arbitrary number of

LOS perturbers at different redshifts in a given comoving volume. Provided that all these halos are

described by the same type of functional mass profile, a population of halos can be represented as

a set of equal-dimension vectors, where a given vector holds an individual halo’s lens parameters,

position and redshift, making the order of the vectors of no importance. From a machine learning

perspective, this calls for a permutation invariant model capable of processing a list of unknown

length to extract its information to an encoding of fixed dimension. Most importantly, the length of

this encoding should be chosen so to induce data compression, as the model can learn to represent

global information about the set and disregard elements that have little impact on the objective.

This aspect already gives the machine learning approach an edge in efficiency over true MPRT,

which will involve equal computations for each individual halo, no matter how negligible its effect

may be in the deflection angles.

Moreover, the paths of rays travelling through multiple planes of deflections are determined by

a non-linear coupling between planes, as highlighted by the recursion in eq. (5.2.6). Therefore,

the effect of different halos on effective deflection angles depends not only on their mass, but their

relative positions in three-dimensional comoving space. In addition to being able to process sets,

53



the encoding model should then also benefit from the capacity to capture pairwise and higher-order

interactions between halos in the set. Such criteria are met by a class of permutation invariant,

attention-based neural networks known as Set Transformers (Lee et al., 2019).

A mainstay in the field of natural language processing, the Attention mechanism is particularly

well-suited for sequential data. For example, applying Attention between an input sentence and

itself (known as self-attention) allows to capture long-range dependencies between words, which

is crucial for text comprehension and language translation tasks. More formally, the Attention

mechanism is a mapping from input query vectors to outputs using a set of key-value vector pairs,

allowing to capture global dependecies between input and output. The Transformer architecture

(Vaswani et al., 2017) introduces Multi-head attention, where the query-key-value vectors Q, K, V

are linearly projected multiple times to lower dimensional vectors, onto which Attention functions

are independently applied and the outputs are concatenated. Using multiple attention heads allows

the Transformer to capture more diverse interactions than single-head attention.

A Set Transformer makes use of attention-based set operations to apply multi-head self-attention

to a set of inputs, and then aggregates a set of learned representations by an attention-based pooling

operation. This casts the architecture in a typical encoder-decoder structure, where stacks of Set

Attention Blocks (SAB) encode high order interactions between set elements, a Pooling by Multi-

head Attention layer (PMA) pools these to a single representation, and linear layers decode this to

a fixed-size vector providing a summary of the input set.

For an input set of length n, the self-attention computed by SABs is of O(n2) complexity.

This proves to be prohibitively expensive in the case of large sets, as can be the case for our large

halo populations. To this effect, Lee et al. (2019) define the Induced Set Attention Block (ISAB),

where m learnable inducing points I are defined as part of the ISAB, with hyperparameter m < n.

Multi-head attention is applied between these I and the input set rather than direct self-attention,

improving the time complexity to O(mn).

From these components, the architecture of our Set Model can be described as follows

sϑ(h) = FC (PMA (ISABm (ISABm (h)))) (5.3.1)

where h is an input set of halos, FC is a fully-connected linear layer and ϑ are the parameters of the

Set Model. This model serves to compress the information of h, i.e. the parameters and positions

of a variable-size population of halos, to a fixed size encoding.
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5.3.2. Map Model

The functional role of the Map Model is to learn an R2 → R2 mapping from observed angular

coordinates on the sky to the deflection angles, given a set of halos represented by an encoding

provided by a Set Model. This is simply achieved by a fully connected multi-layer perceptron

(MLP) that receives as input angular coordinates θ, redshift z at which to predict angles and the

halo population encoding sϑ(h). Its output is a vector of effective deflection angles α(z).

Most use cases of a ray-tracer for strong lensing call for computing deflection angles on a

pixelated grid. In light of this, we design the Map Model as a convolutional neural network (CNN)

with 1 × 1 convolutions, which is analogous to an MLP where the number of neurons per layer

corresponds to the number of kernels per convolutional block. Such 1 × 1 convolutions forgo any

spatial correlation in the feature maps, and make the Map Model a pixel-wise function compatible

with grids of any size. This greatly simplifies batching over pixels. A single input to this CNN

then begins with a grid of angular coordinates θ, with the horizontal and vertical components split

between two channels. The Set Model’s encoding sϑ(h) and conditioned redshift z are split across

additional channels and repeated over all pixels.

5.3.3. Objective function

Given a set of halo parameters h, angular coordinates θ (and optionally outgoing ray directions

α̂ℓ) and ground truth effective deflection angles α(z) at redshift z, we aim to minimize the mean

squared error over pixels,

Lφ,ϑ(h, θ, α(z)) = 1
M

M∑︂
j=1

(︂
mφ (sϑ(h), θj , z)−α

(z)
j

)︂2
, (5.3.2)

where the index j labels corresponding pixels in the input and output, M is the total number of

pixels and mφ, sϑ are neural networks representing the Map and Set models, respectively.

5.3.4. Generation pipeline

The main design requirement for our pipeline is that it should only provide the deflection

contribution from LOS structure, while having the freedom to choose any lens model for the main

deflector plane. However, from the recursive nature of eqs. (5.2.4) and (5.2.6) for MPRT, any

deflections in the background of the main deflector plane depend on all previous deflections. This

implies that the pipeline must be broken up into two parts: one for the foreground and another for

the background, while leaving it up to the user to define a main deflector model in the middle.
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Fig. 5.2. Diagram of our network architecture for the Foreground Model. The network shown
on top is a Set Model, which operates layers of self-attention and pooling on an input set of halo
parameters. On the bottom is a Map Model, receiving an encoding of the halo population along
with initial ray angles at zo and a conditioned redshift z to produce effective deflection angles at
said redshift. Shown below the 1×1 convolution blocks of the Map Model are the number of filters,
and along their depth is the side dimension of the square feature maps. The Background Model’s
architecture is identical to this except for two additional channels in the Map Model input for the
outgoing ray angles α̂ℓ at zℓ.

Thus, the AlphaGen pipeline is composed of two independently trained, albeit near-identical

models. The Foreground Model produces effective deflection angles at zℓ conditioned on a popu-

lation of halos in the foreground of the main deflector plane. The Background Model, however,

produces a vector field of "angles" ∆αbg that represent the contribution of the background halo

population to the total effective deflections at zs, removed from the deflections of the foreground

and main deflector. This quantity is defined as follows:

β = θ −αeff (θ)

= θ −
(︁
αeff (θ)−αeff, no bg (θ)

)︁
−αeff, no bg (θ)

= θ −∆αbg (θ)−αeff, no bg (θ) . (5.3.3)
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In the above, αeff, no bg are effective deflection angles at zs, but having been ray-traced through

a background volume devoid of halos. These thus still contain the contribution of the foreground

population as well as the main deflector plane, but not of the background halos. By itself, the

quantity ∆αbg has no physical meaning, as it is implicitely defined from previous deflections and

not equivalent to raytracing through a volume that only contains the background1 halos. The

intent of this scheme is to design a Background Model that only targets the deflection signal of

a background halo population, as this signal would otherwise be buried under the much stronger

deflections of the main deflector model. The Background Model is conditioned on a population

of halos in the background, as well as the outgoing ray angles and deflected coordinates after the

main deflector plane. These two quantities depend on the foreground deflections as well as those of

a user-defined main deflector. Both the Foreground and Background models are composed of a Set

Model coupled to a Map Model. The architecture of one such network is illustrated in Figure 5.2.

As the purpose of our pipeline is to act as an accelerated stand-in for full MPRT, its intended

workflow is designed somewhat analogously to the multi-plane lensing equation. Drawing from the

form of eq. (5.2.6), the role of the Foreground Model comes in to obtain the angular coordinates

at zℓ:

θℓ = θ −
ℓ−1∑︂
i=1

Diℓ

Dℓ
α̂i(θi)

= θ − F (hF , θ, zℓ) (5.3.4)

and the Background Model, drawing from eq. (5.2.4), appears as part of the expression to obtain

the angular coordinates at zs:

β = θ −
N∑︂

i=1

Dis

Ds
α̂i(θi)

= θ −∆αbg(θ)−αeff, no bg(θℓ, α̂ℓ)

= θ −B(hB, θℓ, α̂ℓ, zs)−αeff, no bg(θℓ, α̂ℓ) (5.3.5)

where F and B identify the Foreground and Background models, with hF and hB their respective

halo sets, and α̂ℓ are the physical deflection angles of the main deflector at zℓ. The generation

pipeline is then simply laid out with the following steps:

(1) Sample a population h of LOS halos from a halo mass function

1"Background" only refers to the redshift interval of the volume here, as it loses its sense if there is no main deflector
plane.
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(2) Forward pass the foreground set hF = h(z < zℓ) and the image plane coordinates θ through

F

(3) Evaluate a main deflector model α̂ℓ on the main deflector plane coordinates θℓ, obtained

through eq. (5.3.4)

(4) Forward pass the background set hB = h(z > zℓ), the outgoing angles α̂ℓ and coordinates

θℓ through B.

(5) Raytrace from the main deflector plane through an empty background volume, starting

from coordinates θℓ and outgoing angles α̂ℓ. This single-plane operation allows to obtain

αeff, no bg

(6) Effective deflection angles at the source plane are produced through αeff = B + αeff, no bg

This simple pipeline then yields effective deflection angles at the source plane through two evalu-

ations of GPU-accelerated neural networks, bypassing an expensive recursion over multiple inter-

loping lens planes, while accurately simulating the LOS structures’ lensing effect.

5.4. Data

This section describes the necessary components for simulating multi-plane deflection angles by

ray-tracing through populations of line-of-sight halos. We first describe the analytic mass profile of

individual halos in section 5.4.1, the sampling of line-of-sight halo populations in section 5.4.2, and

finally the ray-tracing procedure to produce the ground truth effective deflections in section 5.4.3.

5.4.1. Halo mass profile

We model the radial density profile of individual halos with NFW profiles (Navarro et al., 1997)

ρ(R) = ρ0
(R/Rs)(1 + R/Rs)2 (5.4.1)

where ρ0 is a characteristic density in units of M⊙/Mpc3, R is the radial distance from the halo

center in units of Mpc and Rs is a scale radius in units of Mpc. Instead of parameterizing our NFW

profiles with their mass and concentration, we choose to describe them with parameters in angular

units with rs and αs, respectively defined as:

rs = Rsu

Di
(5.4.2)

αs = 4ρ0R2
s(1− log 2)u
ΣcDi

(5.4.3)
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given here in arcseconds, with u a rad-arcsecond conversion factor, Di the angular diameter distance

to a NFW halo h(i) and Σc the critical surface density as described in eq. (5.2.3). A given halo h(i)

is then represented in the set h by the row of values (r(i)
s , α

(i)
s , x

(i)
0 , y

(i)
0 , z(i)), where x0, y0 are the

angular coordinates of the halo’s center. Computing the projection integral of the three-dimensional

density profile yields the projected surface density – or convergence – κ(θ). From this quantity, the

deflection angles are obtained through an analytic solution to the convolution of the convergence,

as in equation (5.2.2). This then yields a functional form for NFW deflection angles that can be

evaluated on any angular coordinate grid.

5.4.2. Sampling halo populations

We use the open-source software pyHalo (Gilman et al., 2021) to sample populations of LOS

halos by drawing masses from a redshift-dependent halo mass function in a given comoving volume,

and to relate these masses to NFW parameters using a mass-concentration relation. pyHalo draws

LOS halos in discrete redshift bins of width ∆z from a Sheth-Tormen mass function (Sheth et al.,

2001). Throughout this paper, we assume a flat ΛCDM cosmology, using parameters from the

Planck 2018 results (Planck Collaboration et al., 2020). Our comoving volume is described by a

double-cone geometry, opening out from redshift zo by some opening angle up to the main deflector

plane at zℓ, then closing in towards the source plane at zs. The cone in the background of the main

deflector plane does not close exactly at zs, but further behind it. This allows halos to be sampled

up to the source plane. For this work, we have fixed the main deflector redshift at zℓ = 0.5 and the

source redshift at zs = 1.5. We choose the cone’s opening angle to be larger than the span of the

first image plane; this ensures that the volume traversed by the rays overlaps with the rendering

volume containing LOS halos. This can be visualized as a square pixel grid of some angular size

being completely contained within a circular cross section of the cone.

It must be noted that the angular diameter distances between lens planes are computed as-

suming a flat Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (FLRW) background cosmology, which itself

supposes homogeneity. However, the sampling of a halo population will add mass to these lens

planes, causing the double-cone geometry to be locally overdense with respect to the mean density

of the FLRW universe. If not taken into account, this will introduce an artificial focusing of the

light rays towards the center of the cone. pyHalo corrects for this by adding sheets of negative

convergence along the LOS that compensate the overdensity and bring the average surface density

at each plane to the background value of our flat cosmology, as proposed by Birrer et al. (2017b).

The need for this procedure adds to the computational toll of full MPRT, and further motivates the

59



development of an accelerated approach. Indeed, if the training data of our network is composed

of sets of halo parameters without negative convergence sheets and their associated deflection an-

gles, themselves computed by full ray-tracing including these sheets’ corrections, the network will

implicitely learn to produce deflection angles that conserve the mean background FLRW density

just by being conditioned on an input halo population.

5.4.3. Producing datasets

The training sets for the Foreground model are constructed by sampling populations of LOS

halos at z < zℓ and ray-tracing through them up to zℓ, starting from zero-deflection initial conditions

at zo. We used the open source software lenstronomy (Birrer et Amara, 2018; Birrer et al., 2021)

for the multi-plane lensing computations. For a given training example, the halos are saved as a

list of NFW parameters and halo redshift, and ground truth effective deflection angles are saved at

zℓ.

As one of the design requirements of the pipeline is to leave the choice of main deflector up to the

user, careful considerations must be taken when constructing training datasets for the Background

Model. Since all backround light ray trajectories depend on previous deflections from the foreground

and the main deflector through the recursion in eq. (5.2.6), the nonzero-deflection initial conditions

at zℓ need to be defined as to reflect the possible realm of main deflectors that could be chosen

in all use cases of the pipeline. In the RD (with D = 2npix) space of outgoing ray angles after

zℓ that serves as part of the input to the Background model’s Map Model, a general approach is

to choose pixel values randomly drawn from a uniform distribution in some symmetric and zero-

centered range of plausible angle values. We can afford to employ this scheme because the Map

Model has been defined as a pixel-wise function, therefore there need not be any spatial correlation

in the input or output spaces of the Map Model. Choosing this training regime for the Background

model makes it generalizable to any reasonable choice of main deflector. The smooth outgoing rays

associated to the lensing from a realistic galaxy represent a manifold in RD that is exceedingly

unlikely to have been sampled among the randomized initial conditions, but the individual pixel

values will be sure to have been covered by the random sampling scheme, given a training dataset

of sufficient size.

A single training example for the Background model is thus constructed by the following steps:

(1) Sample a population of LOS halos in the full span of the geometry, i.e. zo < z < zs

(2) Ray-trace through the foreground halos up to zℓ

60



(3) Obtain the deflected coordinates θℓ from the effective foreground deflections, and the out-

going ray angles α̂ℓ from the randomized prescription outlined above

(4) Use these coordinates and ray angles as starting points for ray-tracing through the back-

ground halos up to zs, to obtain αeff

(5) Use these same coordinates and ray angles as starting points for ray-tracing through an

empty background up to zs, to obtain αeff, no bg

(6) Produce the training example’s label ∆αbg = αeff −αeff, no bg

The full halo population is then saved as a list of NFW parameters and halo redshifts, along with

the outgoing ray angles and deflected coordinates at zℓ. The vector field ∆αbg is saved as the

associated label.

Two independent datasets of 25 000 examples were produced at 128× 128 pixels for the Fore-

fround and Background models respectively. For both datasets, LOS NFW halos were sampled

from a Sheth-Tormen mass function in the 107 − 1010 M⊙ interval within a fixed double-cone ge-

ometry at an opening angle of 11.0”, then ray-tracing in a 7.68” field of view. This corresponds

to a 0.06” pixel resolution, comparable to that of HST’s ACS instrument. Due to technical limita-

tions preventing the batching of pyTorch tensors of variable lengths2, the halo sets were sampled

at a fixed size ⟨Nhalo⟩ corresponding to the expected total number of halos in our comoving vol-

ume. The pixel values in units of arcseconds for the α̂ℓ inputs of the Background Model were

sampled from the distribution U(−5, 5). A standard 80/20 split was used for separating datasets

into training/validation subsets.

5.5. Training

5.5.1. Feature normalization

In order to stabilize and facilitate the training of our networks, feature normalization was

employed for both datasets. For any given dataset, we record in a file the minimum and maximum

values across all examples for the input features, i.e. halo parameters and lensing quantities, and

the absolute maximum values of the ground truth effective deflections at their respective redshifts.

Feature-wise min-max scaling to the interval [−1, 1] using dataset bounds is applied to selected

NFW parameters, namely (rs, αs, x0, y0), while leaving the halo redshifts unchanged as they are of

order unity. For rs and αs, this scaling is applied to the log of their values, as they are strictly

positive and can vary across many orders of magnitude for different halos. The input lensing
2As of pyTorch v1.11, which was used for the implementation of this pipeline
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quantities θ, α̂ℓ and θℓ are also normalized by min-max scaling to [−1, 1] using dataset bounds.

Lastly, the ground truth quantities αeff and ∆αbg are divided by their absolute maximum values

at their respective redshift, taken from the dataset. To avoid computing such normalizations at

every batch during training, an entire dataset is loaded, normalized, then saved in a temporary file

at the start of training. These transformations and their inverses are defined as part of a "model"

object, so that any quantity of interest can be readily re-scaled for use cases of the pipeline.

5.5.2. Foreground Model

The architectures of both components of the Foreground Model were grid-searched to identify

a set of relevant hyperparameters. In a Set Transformer of the form (5.3.1), Lee et al. (2019)

recommend the use of a SAB after the aggregation of the PMA only when producing k > 1

outputs, in order to capture interactions between elements. However, our Set model only outputs

a single encoding of a halo set. In our experiments comparing the use of a SAB and FC layer in

the decoder end of the Set Model to a FC layer only, we found the latter to lead to a lower value

of the objective function (5.3.2) while being more efficient.

Table 5.1. Detailed architecture of the Fore-
ground and Background models.

Set Model Map Model
ISAB128(128, 8) Conv2D(512, 1, 1, ELU)
ISAB128(128, 8) Conv2D(384, 1, 1, ELU)
PMA1(128, 8) Conv2D(256, 1, 1, ELU)

FC(256,−) Conv2D(256, 1, 1, ELU)

Table 5.2. Training hyperparameters of the
Foreground and Background models

Parameter Value
Optimizer Adamax

Learning rate 10−3

Batch size 64 (F ) / 32 (B)

We report the best performing architectures for the Foreground Model’s Set and Map models

in Table 5.1, and other hyperparameters in Table 5.2. The terminology for the layers listed in Table

5.1 is as follows: in the Set Model, ISABm(d, h) denotes an ISAB with d units, h heads and m

inducing points, PMAk(d, h) denotes a PMA with d units, h heads and k seed vectors, FC(d, f)

denotes a FC layer with d units and activation function f . In the Map Model, Conv2D(d, k, s, f)

is a 2D convolutional layer with d output channels, kernel size k, stride s and activation function

f . We trained this model for 6000 epochs, amounting to approximately 9 days wall time in batch

parallel on 4 Nvidia V100 GPUs.
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5.5.3. Background Model

A less extensive grid-search was conducted for the Background Model’s architecture and hy-

perparameters, as the best configuration found for the Foreground Model proved to be effective

here as well. We trained the Background Model for 8500 epochs, amounting to approximately 22

days wall time in batch parallel on 4 Nvidia V100 GPUs. The larger halo sets in the background

segment of the lensing system account for the longer time per epoch.

5.6. Results and Discussion

In this section, we present the performance of AlphaGen in various aspects. In section 5.6.1,

we discuss the performance of our pipeline on randomly sampled test examples of halo populations

never seen by the network in training. Section 5.6.2 discusses how our pipeline compares to true

MPRT through the lensing of source galaxies. Finally, section 5.6.3 highlights the speed gain from

our pipeline relative to true MPRT.

Table 5.3. Main deflector model parameters.

Parameter Distribution
EPL

Halo mass log10(M/M⊙) U(11.7, 12.0)
Negative power-law slope γ U(1.8, 2.0)
Complex ellipticity moduli e1, e2 U(−0.2, 0.2)
Halo position x0, y0 (”) U(−0.1, 0.1)

Shear
Shear components γ1, γ2 U(−0.2, 0.2)

5.6.1. Test set performance

Figure 5.3 shows some sample reconstructions of foreground effective deflection angles and

background halo contributions to total deflection angles, respectively produced by Foreground and

Background Models. We model the main deflectors as elliptical power law (EPL) mass profiles

(Tessore et Metcalf, 2015) with added external shear, with parameters drawn from distributions

listed in Table 5.3. All deflector models parameters sampled from the distributions in Table 5.3

for these results led to values of outgoing angles α̂ℓ contained within the bounds chosen for the

Background Model’s training set. Furthermore, the test halo sets were sampled from the same

mass function as well as comoving volume, zℓ and zs as for the training sets described in section

5.4.3. Without sacrificing generality, these tests do not model subhalo populations in the main
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Fig. 5.3. Foreground (left column) effective deflection angles αeff and background (right column)
halo contribution ∆αbg to total deflection angles associated to four test halo populations and
main deflector models (along rows), comparing angles computed from true MPRT and from the
Foreground and Background models of the AlphaGen pipeline. The background angles are typically
of a higher amplitude than those of the foreground, due to the larger comoving volume and number
of halos. Reconstructions of angles at a pixel size of 128 × 128, corresponding to the size of these
models’ training labels.
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deflector plane, as the pipeline is compatible with any main deflector model. We observe in the

left column of Figure 5.3 that the predicted foreground angles are in excellent agreement with the

true angles at large scales, and that there is good correspondence between the positions of halos

responsible for the largest perturbations in the deflection field. However, the general smoothness

of the predicted angles as well as the high-frequency residuals show that the model struggles to

capture the smallest scale perturbations, symptomatic of the known spectral bias (Rahaman et al.,

2018) of neural networks. This behavior is to be expected from the data compression induced by

the Set Model. As it learns to summarize a large halo set to an encoding that will minimize the

loss function, compression necessarily implies that the halos with the least impact on the effective

deflection angles, be it because of their small mass or disfavorable relative position in z, might be

overlooked in the encoding. Furthermore, we observe that the mean absolute scale of the residuals

is generally around 2% that of the ground truth angles. The worse pixels in the residuals often

correspond to the positions of some smaller deflections from halos that were missed by the model,

with the absolute maximum of the residuals generally being around 20% that of the ground truth

angles.

The background halo effective deflection angle contributions output by the Background Model

are compared to the true ∆αbg values in the right column of Figure 5.3. Our model can gener-

ally reproduce the true ∆αbg accurately at large scales, and we can observe some correspondence

between the positions of individual deflectors. Nonetheless, the residuals indicate a poorer perfor-

mance than the Foreground Model. This is to be expected, since the diversity of its input features

make the task of the Background Model a more difficult problem. Ray-tracing in the foreground

starts from zero-deflection initial conditions, whereas the background ray-tracing depends on co-

ordinates deflected by the foreground as well as deflections from the main lens. In the context of

this neural network, this implies that the gradient flow from the objective function is more evenly

divided between the (θℓ, α̂ℓ) inputs of the Map Model and the halo encoding from the Set Model,

while the unchanging θ input of the Foreground Model’s Map Model carried much less weight in

its predicted values. In the case of the Background Model, the mean absolute residual scale is

generally around 20% that of the ground truth angles, with the absolute maximum of the resid-

uals typically being more than 50% that of the ground truth values. The complex input feature

space of the Background Model could warrant training with a larger dataset in order to improve

performance, or devising an alternative scheme for the production of training examples instead of

the one presented in section 5.4.3.
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Fig. 5.4. Example of the reconstruction of foreground angles associated to a test halo population
of a different size than the training halo populations. While the intricate spatial distribution of the
angles is well reproduced, there is a manifest directional bias in the residuals.

The test halo populations associated to the reconstructions shown in Figure 5.3 were sampled

at the same fixed set size ⟨Nhalo⟩ as the training sets, which is the expected number of LOS halos

for this geometry. Even so, our models are capable of processing halo sets of sizes they have not

been trained on. Figure 5.4 displays one such example, where the test set size Nhalo is drawn from

a Poisson distribution with mean ⟨Nhalo⟩. Although the predictions capture the general features of

the angles well, there appears to be a coordinate-aligned bias in the difference between true and

predicted angles. These residuals indicate that the predicted angles fall off in amplitude relative

to the true angles along the coordinate directions. Although we observe this behavior for the

particular example of Figure 5.4, it is not systematic, as we have observed the opposite to occur

(i.e. a relative directional increase in amplitude) for other generations of test halo sets. We have

found neither correlation or anticorrelation between Nhalo > ⟨Nhalo⟩ and a directional increase in

amplitude, or vice-versa for Nhalo < ⟨Nhalo⟩. This bias likely stems from the PMA block’s pooling

operation within the Set Model as described in (5.3.1), whose weights were consistently trained to

extract an encoding from internal representation sets of identical size. We believe that this bias

could be readily addressed by training the models on halo sets of varying size.

5.6.2. Lensing performance

As the definitive test of AlphaGen’s performance is in its application to reproducing observ-

ables, we use the pipeline to model observations of gravitational lenses including LOS halos. For
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the background source brightness distributions, we use processed galaxy images from the Cosmic

Evolution Survey (COSMOS; Scoville et al., 2007) taken by the Hubble Space Telescope’s (HST)

Advanced Camera for Surveys (ACS). The images have been preprocessed to 128×128 pixel postage

stamps, normalized to pixel intensities in the range [0, 1] and denoised according to the procedure

described in Adam et al. (2023). We choose a 4” field of view for the source plane, and otherwise

use the same geometry and mass function parameters as described in section 5.4.3. We also model

main deflectors with the same mass profile as in section 5.6.1, with parameters sampled from the

distributions of Table 5.3.

As an additional point of comparison, we also model LOS halos following the prescription

from Şengül et al. (2020). In this approximation for multi-plane lensing, LOS halos are treated

as effective subhalos by modifying the scale radius and mass parameters of their density profiles.

This projection of thousands of interloping halos to the main lens plane reduces the system to a

single-plane lens, making for effective computations, but doing away with the non-linear effects

that arise in MPRT. We also use these models to produce mock gravitational lenses of COSMOS

background sources, referring to this modeling approach as the LOS projection scheme.

Figure 5.5 shows samples of these simulated lenses, comparing those produced by MPRT to

those by the AlphaGen pipeline and by LOS projection. The MPRT, AlphaGen and LOS projection

lenses share identical LOS halo populations and main deflector models, meaning that they only differ

in their simulation of LOS effects. In galaxy-galaxy strong lenses, the contributions of LOS halo to

the deflections are of the order of tens of milliarcseconds; they are thus buried under the deflections

from the main lens, which are at the arcsecond level. Hence, the lenses from the different modeling

schemes can hardly be distinguished by eye. In order to quantify the accuracy of the AlphaGen

modeling pipeline, we take the residuals between the MPRT and AlphaGen lenses and scale them

by some assumed noise level σ. Collett (2015) defines a signal-to-noise ratio (SNR) of at least 20 to

be a required detectability criteria for finding strong lenses in upcoming optical imaging surveys.

As such, we choose σ = 0.05, so that the peak SNR of our lensed galaxies in the [0, 1] range would

be pSNR ∼ 1/σ = 20. We follow the same procedure when taking the residuals between the

MPRT and LOS projection lenses, to provide a reference in accuracy from this multi-plane lensing

approximation.

The AlphaGen residuals in Figure 5.5 indicate that the errors introduced by AlphaGen are

mostly localized on and around the multiple source images, as is to be expected. Some shifts of a

few pixels in the deflections can displace the brightest regions of the observed lens and lead to ∼ 2σ

errors in the residuals, as can be observed in the case of some lenses. For problems where the target
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Fig. 5.5. Simulated lensing of COSMOS sources of normalized intensity including deflections from
LOS halos, with effective multi-plane deflection angles computed with true MPRT (first column) and
the AlphaGen pipeline (second column). The residuals between these two models (third column)
are expressed in terms of a noise level σ = 0.05, so that the pSNR the observations would be ∼ 1/σ.
Also shown are lensed COSMOS sources modeled with the LOS projection scheme (fourth column)
and their associated residuals (fifth column) with respect to the true MPRT lenses.
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signal can be at the level of individual pixels, such errors are likely to lead to biased inference.

However, Figure 5.5 also indicates that the errors incurred by the LOS projection method are much

more significant and systematic across all examples than that from AlphaGen, often exceeding 8σ.

This could stem from the absence of non-linear lensing effects in this single-plane approximation

to gravitational lensing from LOS halos. Comparing the residuals in the third and fifth columns of

Figure 5.5 demonstrates that AlphaGen is more faithful to true MPRT than the LOS projection

approximation.

Nevertheless, taking these shortcomings in accuracy into consideration, the current applicability

of AlphaGen as a simulator for LOS structure inference problems is somewhat limited, especially

for medium-to-high-SNR observations. As shown by the simulated deflection angles of Figure 5.3,

AlphaGen’s modeling error is largely dominated by the Background Model inaccuracy, with errors at

the scale of the lensing signal itself. Since the background volume of a double-cone lensing geometry

is typically greater than the foreground’s, more LOS halos will be sampled in the background on

average and lead to stronger deflections. This implies that the Background Model is the most

important component for the accurate reproduction of MPRT deflection angles. Therefore, further

improvements to this model’s performance must be made before the pipeline can be applied to such

use cases.

5.6.3. Acceleration

Figure 5.6 compares runtimes for the generation of multi-plane deflection angles between our

pipeline and the true MPRT formalism described in section 5.2.2. As our pipeline is composed of

pixel-wise neural networks, it is compatible with grids of any number of pixels, allowing to test how

its runtime scales when varying the pixel count. Changing the pixel resolution in this fashion implies

that the Foreground Model might receive as input angular coordinates it has not seen in training.

Yet, we observe it to interpolate adequatly between training coordinates, be it for producing angles

at a pixel size lesser or greater than the training size of 128× 128.

The benchmarks in Figure 5.6 indicate that our pipeline accelerates the generation of multi-

plane deflection angles by 1 to 2 orders of magnitude relative to the MPRT formalism, over the

range of pixel counts tested. Additionally, the speedup scales up with pixel size, with our pipeline

producing angles over 100 times faster at a size of 256 × 256. It is also important to note that

the AlphaGen benchmarks shown in Figure 5.6 were calculated for a single model input at a time.

Leveraging the efficiency of batching together multiple halo sets to simultaneously simulate their

deflection angles could drastically increase the speedup provided by AlphaGen. These significant
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Fig. 5.6. (Top) Runtime of the generation of multi-plane deflection angles as a function of the
number of pixels in the field of view, for the true MPRT computation (red) and the forward passes
of our pipeline’s networks (blue). For each pixel size, 10 generations of test halo populations of
variable size were sampled and the production of their deflection angles was timed for both methods.
The points above mark the mean runtimes across these 10 generations, and barely visible errorbars
correspond to the standard deviation of the runtimes. Note that the time axis is in log-scale.
(Bottom) Ratio of the mean runtimes between true MPRT and our pipeline.

advantages in efficiency illustrate the usefulness of our pipeline as a stand-in for true MPRT.

Nevertheless, as discussed in section 5.6.2, AlphaGen’s accuracy is still not up to par for the

exceedingly strict error budget required for unbiased inference of LOS structure in strong lenses.

5.7. Summary and Conclusion

In this work, we have presented AlphaGen, a neural network-accelerated simulation pipeline

for the deflections of line-of-sight halos in strong gravitational lenses. Our method bypasses the

main efficiency drawbacks of the traditional multi-plane ray-tracing framework by minimizing the

number of recursions with a two-step approach. One model produces deflection angles for all halos

in the foreground of a main lens plane simultaneously, and a separate model can be conditioned

on these deflections as well as those of a main deflector to similarly produce the deflections of all

background halos at once. This efficient pipeline is flexible, leaving the choice of mass profiles in

the lens plane (main lens and subhalos) entirely up to the user.
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Furthermore, the design of our neural network components as set-based models is of high value

to small-scale structure modeling. AlphaGen is compatible with random populations of halos

sampled from a halo mass function, whose sizes vary across different generations. Moreover, only

CDM halo population were considered in this work, but one could construct a training dataset

containing populations of halos associated to multiple different dark matter models, such as WDM,

for which the number of low-mass halos is drastically suppressed. AlphaGen’s Map Models are also

fully conditioned on the lensing geometry, implying that the pipeline would be compatible with

more diverse geometries than the fixed configuration chosen for this work. With such expansions of

the training domain, along with its compatibility with any pixel grid size, AlphaGen could become

a general-purpose stand in for multi-plane ray-tracing.

This being said, the AlphaGen pipeline is still currently limited by its accuracy in the reproduc-

tion of deflection angles from multi-plane ray-tracing. Our tests in section 5.6 demonstrate that the

Background Model introduces significant errors that could lead to biased inference of LOS structure

in strong lenses, which is particularly sensitive to pixel-level brightness perturbations. We believe

that this lackluster performance could be remedied by devising an alternative training scheme for

the Background Model, or revising the manner of training label production altogether. We plan

to explore such avenues in future works, as the development of efficient and accurate simulators of

LOS structure effects in strong lensing for Bayesian inference problems is paramount for placing

constraints on dark matter models.

Software

The AlphaGen pipeline is still in active development, but its source code as well as various as-

sociated scripts and trained network parameters will eventually be made available as a standalone

open-source software, and will be implemented within the upcoming open-source strong gravita-

tional lensing package caustics. This research made use of pyTorch (Paszke et al., 2019), pyHalo

(Gilman et al., 2021), lenstronomy (Birrer et Amara, 2018; Birrer et al., 2021), NumPy (Harris

et al., 2020), Matplotlib (Hunter, 2007), h5py (Collette et al., 2023), TensorBoard (Abadi et al.,

2015), colossus (Diemer, 2018) and Astropy (Astropy Collaboration et al., 2013, 2018, 2022).
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Chapitre 6

Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons exploré le développement d’un nouveau formalisme basé sur l’ap-

prentissage profond pour l’accélération de simulations du lentillage gravitationnel par des halos de

matière sombre en ligne de visée de lentilles galaxie-galaxie. Les réseaux de neurones qui com-

posent notre pipeline de simulation ont été développés afin de satisfaire l’exigence de conception

d’avoir la capacité du traitement d’entrées sous forme d’ensembles. Cela offre à notre formalisme

la capacité de modéliser complètement les effets de lentillage d’une population variable de halos

de matière sombre tirés d’une fonction de masse, connectant directement les propriétés d’un mo-

dèle particulaire de matière sombre aux observables. De plus, nos modèles opèrent sur des grilles

de pixels de taille arbitraire, peuvent être entièrement conditionnés sur la géométrie du système

observateur-lentille-source, et sont compatibles avec n’importe quel modèle de masse dans le plan

de lentille principal.

Nos expériences mettant à l’épreuve la performance de notre simulateur ont démontré qu’il

permettait une accélération de presque deux ordres de grandeur p.r.a lentillage à plans multiples.

La performance de notre Modèle d’Avant-plan (Foreground Model) sur des exemples tests de po-

pulations de halos est excellente dans sa reproduction des angles véritables provenant du lentillage

à plans multiples, malgré qu’il échoue à reproduire les perturbations aux plus petites échelles pro-

venant des halos légers. Des travaux futurs iraient à caractériser l’impact de ces erreurs sur la

simulation d’images de lentilles gravitationnelles, et d’étudier le biais introduit en relation à des

populations de halos tirés d’une fonction de masse de WDM, pour lesquelles l’abondance de halos

légers est fortement supprimée.

Dans le cas du Modèle d’Arrière-plan (Background Model), sa performance sur des exemples

tests laisse à désirer. Tel que discuté dans l’article, le problème d’apprentissage de l’arrière-plan

est plus complexe, puisque le modèle doit apprendre à capturer les interactions subtiles entre la



population de halos et les angles sortant du plan de lentille principal afin de reproduire l’objectif

correctement. Or, nous hypothétisons que les tâches de ce modèle et de celui de l’avant-plan

pourrait être facilitées en révisant notre moyen de produire les angles de déflexions effectifs qui sont

les objectifs de ces modèles.

Une inspection de la Figure 5.3 identifie une caractéristique systématique à travers tous les

champs de déflexion calculés par lentillage à plans multiples. On y remarque la séparation direc-

tionnelle rouge-bleu, représentant un dipôle à grande échelle de valeurs positives à négatives. Nous

croyons que cette caractéristique n’a pas de véritable provenance physique, et qu’elle soit sympto-

matique de la procédure de modélisation des halos et des calculs de lentillage à plans multiples. En

effet, comme nous générons des halos dans un certain volume de l’Univers, cela viole le principe

cosmologique d’homogénéité et d’isotropie en créant une surdensité de matière dans ce volume par-

ticulier. Certes, nous employons une procédure servant à équilibrer cette surdensité dans chaque

plan de lentille afin d’y retrouver la densité moyenne de l’Univers, tel que décrite en section 5.4.2.

Or, cette procédure ne compense pas (ou pas suffisament) pour l’absence artificielle de halos hors

du volume de génération, dont le potentiel gravitationnel servirait à annuler l’accumulation de dé-

flexions observée près des extrémités des champs de vision carrés en Figure 5.3. Dans des travaux

futurs, nous prévoyons développer un formalisme mathématique apportant des modifications au

lentillage à plans multiples afin de corriger ces effets. De plus, nous croyons que le choix de modèle

de halos de champ peut y jouer un rôle; les modèles de masse NFW employés dans cet ouvrage

ont un profil radial de densité diminuant asymptotiquement vers zéro, mais ont tout de même

une masse intégrée totale infinie. Il est alors possible qu’il y aille une accumulation artificielle de

déflexions provenant de ce surplus de masse en s’éloignant du centre du volume. Cet effet pourrait

être contourné en utilisant des profils avec masse intégrée finie, tels qu’un NFW tronqué (Baltz

et al., 2009). Ce dipôle non-physique dans les angles de déflexions représente une part importante

de l’intensité des pixels de l’objectif, et vient certainement masquer des véritables déflexions de

halos. Cela nous porte à croire que de se débarasser de cet effet viendrait faciliter l’entraînement

et améliorer la performance des modèles.

Ce travail vient porter une contribution importante au champ d’étude de la structure légère de

matière sombre en ligne de visée des lentilles gravitationnelles. Il s’agit d’une branche émergente

en cosmologie, et la littérature à ce sujet est encore très jeune. Avec la prochaine génération de

télescopes qui verront première lumière dans cette décennie, l’explosion attendue du nombre de

systèmes candidats de contenir la signature de ces halos légers va stimuler une multiplication des
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publications scientifiques sur le sujet. Parallèlement à cela, cette nouvelle ère de l’intelligence artifi-

cielle entraîne le développement de modèles puissants qui trouvent des multitudes d’applications en

astrophysique et stimulent un essor de nouvelles découvertes scientifiques. Il s’agit alors du moment

opportun pour établir un cadre de modélisation rigoureux et efficace du lentillage en ligne de visée,

préparant le terrain pour ce qui promet de devenir l’un des meilleurs moyens de contraindre la na-

ture de la matière sombre. Mes objectifs de recherche sont maintenant d’amener notre formalisme

à son plein potentiel, afin de pouvoir l’appliquer à des problèmes d’inférence visant à détecter des

populations de halos perturbateurs dans des données de lentilles gravitationnelles.
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Annexe A

ΛCDM

Tableau A.1. Paramètres du modèle ΛCDM mesurés à partir d’observations du fond diffus cos-
mologique prises par le télescope Planck (Planck Collaboration et al., 2020)

Paramètre Description Valeur

Ωr,0 Densité de radiation ∼ 10−4

Ωm,0 Densité de matière 0.3111
Ωc,0h2 Densité de matière sombre 0.11933
Ωb,0h2 Densité de matière baryonique 0.02242
ΩΛ,0 Densité d’énergie sombre 0.6889
Ω0h2 Densité totale ≡ 1

h Constante de Hubble h ≡ H0
100 km s−1 Mpc−1 0.6766
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