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SOMMAIRE

Nous présentons dans cette these des théoréemes d’existence pour des systéemes
d’équations différentielles non-linéaires d’ordre trois, pour des systémes d’équa-
tions et d’inclusions aux échelles de temps non-linéaires d’ordre un et pour des
systémes d’équations aux échelles de temps non-linéaires d’ordre deux sous cer-

taines conditions aux limites.

Dans le chapitre trois, nous introduirons une notion de tube-solution pour
obtenir des théorémes d’existence pour des systémes d’équations différentielles
du troisiéme ordre. Cette nouvelle notion généralise aux systémes les notions de
sous- et sur-solutions pour le probléme aux limites de I’équation différentielle du
troisiéme ordre étudiée dans [34]. Dans la derniére section de ce chapitre, nous
traitons les systémes d’ordre trois lorsque f est soumise a une condition de crois-
sance de type Wintner-Nagumo. Pour admettre I'existence de solutions d’un tel
systéme, nous aurons recours a la théorie des inclusions différentielles. Ce résultat

d’existence généralise de diverses fagons un théoréme de Grossinho et Minhos [34].

Le chapitre suivant porte sur l'existence de solutions pour deux types de sys-
témes d’équations aux échelles de temps du premier ordre. Les résultats d’exis-
tence pour ces deux problémes ont été obtenus grace a des notions de tube-solution
adaptées a ces systémes. Le premier théoréme généralise entre autre aux systémes
et & une échelle de temps quelconque, un résultat obtenu pour des équations aux
différences finies par Mawhin et Bereanu [9]. Ce résultat permet également d’obte-
nir I'existence de solutions pour de nouveaux systémes dont on ne pouvait obtenir

'existence en utilisant le résultat de Dai et Tisdell [17]. Le deuxiéme théoréme de
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ce chapitre généralise quant a lui, sous certaines conditions, des résultats de [60].
Le chapitre cinq aborde un nouveau théoréme d’existence pour un systéme d’in-
clusions aux échelles de temps du premier ordre. Selon nos recherches, aucun
résultat avant celui-ci ne traitait de l'existence de solutions pour des systémes
d’inclusions de ce type. Ainsi, ce chapitre ouvre de nouvelles possibilités dans le
domaine des inclusions aux échelles de temps. Notre résultat a été obtenu encore

une fois a ’aide d’une hypothése de tube-solution adaptée au probléme.

Au chapitre six, nous traitons l’existence de solutions pour des systémes
d’équations aux échelles de temps d’ordre deux. Le premier théoréme d’existence
que nous obtenons généralise les résultats de [36] étant donné que 'hypothése
que ces auteurs utilisent pour faire la majoration a priori est un cas particulier
de notre hypothese de tube-solution pour ce type de systémes. Notons également
que notre définition de tube-solution généralise aux systémes les notions de sous-
et sur-solutions introduites pour les équations d’ordre deux par [4] et [55]. Ainsi,
nous généralisons également des résultats obtenus pour des équations aux échelles
de temps d’ordre deux. Finalement, nous proposons un nouveau résultat d’exis-
tence pour un systéme dont le membre droit des équations dépend de la A-dérivée

de la fonction.

Mots clés :
Analyse non-linéaire, Systémes d’équations différentielles, Systémes d’équa-

tions aux échelles de temps, Majoration a priori des solutions.



SUMMARY

In this thesis, we present existence theorems for systems of third order nonli-
near differential equations, for systems of first order nonlinear time scales equa-
tions and inclusions and for systems of second order nonlinear time scales equa-
tions under some boundary conditions. In chapter three, we introduce a concept
of solution-tube to get existence theorems for systems of third order differential
equations. This new definition generalizes to systems the notions of lower- and
upper-solution to third order differential equations introduced in [34]. In the last
part of this chapter, we study third order systems when the right member f sa-
tisfies a Wintner-Nagumo growth condition. To obtain an existence result in this
case, we use the theory of differential inclusions. This result generalizes in many

ways a theorem due to Grossinho and Minhos [34].

The next chapter concerns the existence of solutions for two kind of systems of
first order time scales equations. Existence results for these problems are obtained
with new notions of solution-tube adapted to these systems. Our first theorem ge-
neralizes to systems and to an arbitrary time scale a result for difference equations
due to Mawhin and Bereanu [9]. Our result permits to deduce the existence of so-
lutions for systems which could not be treated in a result of Dai and Tisdell [17].
The second theorem of this chapter generalizes under few conditions some results
of [60]. The fifth chapter presents a new existence theorem for a system of first
order time scales inclusions. As far as we know, there is no result in the littera-
ture for this kind of system of inclusions. Therefore, this chapter opens new doors

in the branch of time scales inclusions. Again, our new result is obtained with
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the introduction of an hypothesis of solution-tube adapted to the problem studied.

In the last chapter, existence of solutions for systems of second order time
scales equations are obtained. The first result of this chapter generalizes theo-
rems of [36] since the hypothesis used by these authors to get a priori bounds
for solutions is a particular case of our definition of solution-tube for this type
of problems. Let us mention also that our notion of solution-tube generalizes to
systems the definitions of lower- and upper-solution used for second order time
scales equations by [4] and [55|. We also generalize to systems, results obtained
for second order time scales equations. Finally, we conclude this chapter with a
new existence result for systems of second order time scales equations with a right

member depending on the A-derivative.

Keywords : Nonlinear Analysis, Systems of differential equations, Systems

of time scales equations, A priori bounds for solutions.
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INTRODUCTION

Nous présentons dans cette these des théoréemes d’existence pour des systéemes
d’équations différentielles non-linéaires d’ordre trois, pour des systémes d’équa-
tions et d’inclusions aux échelles de temps non-linéaires d’ordre un et pour des
systémes d’équations aux échelles de temps non-linéaires d’ordre deux. L’intérét
pour l'existence de solutions d’équations différentielles non-linéaires ne date pas
d’hier. Beaucoup de résultats connus sur le sujet font appel a la technique appelée
majoration a priori des solutions. Cette méthode consiste & modifier le probléme
initial et & supposer que si une solution du probléme modifié existe, toute solution
possible de ce probléme est bornée. Le fait qu’il existe une borne uniforme pour
toute solution du probléme modifié permet ensuite de démontrer 1’existence d’une
solution a ce probléme en ayant recours & des outils d’Analyse non-linéaire tel un
théoréme de point fixe. L’objectif est de modifier le probléme initial judicieuse-
ment de sorte que si 'on prouve qu’une solution du probléme modifié existe, elle

est aussi solution du probléme initial.

Une méthode de majoration a priori des solutions largement utilisée pour des
équations fut introduite par Picard en 1893 [50] et réellement développée par
Scorza Dragoni [53]. Cette technique consiste a introduire des notions de sous-
et sur-solutions pour ’équation considérée et & transformer le probléme de sorte
que si une solution du probléme modifié se trouve entre la sous-solution et la sur-
solution, elle est aussi solution du probléme initial. L’objectif reste donc a définir
convenablement les sous- et sur-solution pour le probléme de fagon a pouvoir dé-
montrer que toute solution du probléeme modifié se trouve entre celles-ci. Depuis

les travaux de Scorza Dragoni, plusieurs résultats d’existence pour des équations
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différentielles non-linéaires ont été obtenus par le biais de cette technique, en par-

ticulier pour les équations du premier et du second ordre.

Dans le cas des systémes d’équations différentielles, les notions de sous- et de
sur-solution ont été généralisées pour celle de tube-solution par Frigon [25] lorsque
le systéme est du deuxiéme ordre. L’objectif recherché était de pouvoir supposer
que si une solution z € W21([0,1],R") du systéme existe, alors elle est incluse
dans un tube-solution, i.e. on peut trouver des fonctions v € W2([0, 1], R") et
M € W#1([0,1],]0,00)) telles que ||z(t) —v(t)| < M(t), pour tout t € [0, 1]. Avec
cette notion, elle a obtenu des théorémes d’existence pour des systémes d’ordre
deux et plus tard, Mirandette [45] a adapté cette nouvelle notion aux systémes
d’équations et d’inclusions différentielles d’ordre un pour obtenir des résultats

d’existence dans cette voie.

0.1. SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES D’ORDRE TROIS

Nous étudierons dans le troisieme chapitre les systémes d’équations différen-

tielles d’ordre trois de la forme suivante.

2"(t) = f(t,x(t),2'(t), 2" (), pp.t€[0,1],

z(0) = xo, 2" € (BCO);

(0.1.1)

Ici f:[0,1] x R* — R™ est une fonction de Carathéodory, zo € R™ et (BC)

représente une des conditions aux bords suivantes :

Apz(0) — pox’ (0) = 1y,
(0.1.2)
Arz(1) + pra’ (1) = rq;

(0.1.3)

ou pour i = 0,1, A; est une matrice n x n telle qu’il existe une constante «; > 0

satisfaisant (z, A;x) > «;||z||* pour tout x € R™; p; =0 ou 1; a; + p; > 0.
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La littérature étant assez riche sur 'existence de solutions pour des systémes
d’équations d’ordre un et deux, elle ne compte pourtant que quelques articles sur
I'existence de solutions pour les problémes aux limites de systémes d’ordre trois,
d’ou la pertinence d’en avoir fait un volet de la thése. Les articles existant sur ce
théme touchent surtout aux systémes généraux du N-iéme ordre pour (N > 2)
tel [44] qui a fait appel a des notions de sous- et sur-solutions généralisées ou
tels [40] et [42]|. Par contre, mentionnons que pour les équations non-linéaires
d’ordre trois, plus de résultats ont été obtenus. Nous référons entre autre le lec-

teur a [14, 20, 22, 48, 51, 52, 54, 61| et aux notices contenues dans ces textes.

Dans ce chapitre, nous introduirons une définition de tube-solution pour des
systémes du troisiéme ordre. Cette nouvelle notion fut inspirée par celle qui avait
été introduite dans [25]| pour les systémes d’ordre deux. Cette notion généralise
aux systéemes les notions de sous- et sur-solutions pour le probléme aux limites
de I’équation différentielle du troisiéme ordre étudiée dans [34]. Rappelons cette

définition pour (0.1.1), (0.1.2) lorsque n = 1.

Définition 0.1.1. Pour n = 1, les fonctions @ < 3 € W3([0,1]) sont respecti-

vement appelés sous- et sur-solutions de (0.1.1) et (0.1.2) si
(i) o/(t) < F'(t) pour tout t € [0, 1];

(i) () = f(t, a(t), a'(t),a"(t)) p.p- t € [0,1];

(i) B"(t) < f(¢,8(0), B'(¢), "(1)) p-p- t € [0,1];
) f

f(t,B8(),y,2) < flt,x,y,2) < f(t,a(t),y,z) pour tout t € [0,1] et tout
(7,9,2) € R? tel que a(t) <z < B(t);

(v) Apc(0) — poc’(0) <19 < ApB(0) — po”(0);

(vi) Are/(1) + pra”(1) < < AS(1) + pu 57(1).

(iv

Mentionnons que d’autres auteurs ont tenté de généraliser la méthode des
sous- et des sur-solutions pour les systémes d’ordre supérieur comme par exemple
dans [44|. Cependant, notre notion de tube-solution est plus simple que les autres

approches. C’est a partir de cette notion que nous avons obtenu les résultats
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d’existence du chapitre trois. Dans la derniére section de ce chapitre, nous trai-
tons le systéme (0.1.1) lorsque f est soumise & une condition de croissance de type
Wintner-Nagumo. Pour admettre I'existence de solutions d’un tel systéme, nous
avons eu recours a la théorie des inclusions différentielles. Ce résultat d’existence
généralise de diverses fagons un théoréme de [34] qui avait été obtenu pour une
équation d’ordre trois. Ce chapitre a fait 'objet d’un article soumis en collabo-
ration avec notre directrice de recherche qui sera publi¢ dans Dynamic Systems

and Applications en 2010.

0.2. EQUATIONS AUX ECHELLES DE TEMPS

Les problémes étudiés dans les trois derniers chapitres portent sur des systémes
d’équations et d’inclusions aux échelles de temps. Une échelle de temps T est un
sous-ensemble fermé arbitraire de R. Par exemple, les ensembles N, Z et I’ensemble
triadique de Cantor sont des échelles de temps. On sous-entend que la topologie
de T est induite par celle de R. La théorie des équations dynamiques aux échelles
de temps a été introduite en 1988 par Stefan Hilger [38] dans sa thése de doctorat

ot il a notamment définie la A-dérivée de la fagon suivante.

Définition 0.2.1. Soient f : T — R™ une fonction et t € T". On dira que f
est A-dérivable en t §'il existe un vecteur f2(t) € R" tel que pour tout e > 0, il

existe un voisinage U de ¢ ou

I(f(a() = f(s) = F2O)(a(t) = s))I| < elo(t) — 5]

pour tout s € U. On appelle f2(t) la A-dérivée de f en t. Si f est A-dérivable
en ¢ pour tout ¢ € T*, alors f2 : T® — R" est appelée la A-dérivée de f sur T*.

Ici, o(t) =inf{s € T: s > t}, p(t) =sup{s € T: s < t} et

- T\(p(supT),supT] sisupT < oo,

T sisupT = oc.
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C’est a partir de cette définition qu’ont été introduites les équations aux
échelles de temps qui ont la méme forme qu’une équation différentielle & 1'ex-
ception que par exemple, dans une équation du premier ordre, la dérivée d’une

fonction x (z') est remplacée par la A-dérivée () de cette fonction.

Nous verrons plus loin dans le texte que si T = R, la A-dérivée équivaut a
la dérivée au sens classique et les équations aux échelles de temps deviennent
des équations différentielles. Si T = Z, les équations aux échelles de temps de-
viennent des équations aux différences finies. D’ailleurs, l'intérét pour ce dernier
type d’équations a connu un essor considérable au cours des derniéres années
pour expliquer plusieurs phénomémes discrets notamment en économie, psycho-
logie et génie. Qui plus est, 'informatique fait appel aux ensembles discrets et
donc, les équations aux différences finies sont abondamment utilisées pour faire
avancer cette science. En plus de Z et R, il est possible d’utiliser toutes sortes
d’autres échelles de temps comme par exemple, pour une constante ¢ > 0, I’échelle
T :={qz : z € Z}. Pour cette derniére échelle, les équations aux échelles de temps
sont appelées les équations aux q-différences (g-difference equation) et elles sont
utilisées en physique. Ainsi, la théorie des équations aux échelles de temps vient
dans un premier temps unifier ce qui peut étre fait dans les domaines des équations
différentielles et les équations aux différences finies. En travaillant sous ’angle
d’une échelle de temps générale, il est possible de faire progresser simultanément
ces deux champs des mathématiques. Dans un deuxiéme temps, la théorie déve-
loppée autour des échelles de temps permet 1’étude de phénomeénes se modélisant
d’une fagon qui fait appel simultanément au discret et au continu. Ainsi, une
équation définie sur une échelle de temps de la forme J;- [2n,2n + 1] est tres
utile pour décrire des phénoménes saisonniers. Par exemple, ce pourrait étre pour
I’étude d’une population d’insectes qui aprés un certain temps disparait, pour
réapparaitre ultérieurement apreés avoir été pendant un certain temps sous forme

de larve.
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0.3. SYSTEME D’EQUATIONS AUX ECHELLES DE TEMPS DU PRE-

MIER ORDRE

Nous étudierons au quatriéme chapitre les problémes suivants.

z2(t) = f(t,x(t)), pour tout t € T*,
(0.3.1)

2 (t) = f(t,z(o(t))), pour tout t € T
(0.3.2)
x € (BC).

Ici, T est une échelle de temps bornée, f : T* x R® — R" est une fonction

continue et (BC') désigne une des conditions de bord suivantes :

z(a) = wo; (0.3.3)

x(a) = x(b). (0.3.4)

Depuis la création des équations aux échelles de temps, ces types de pro-
blemes pour n = 1 ont été passablement étudiés tant pour une échelle de temps
générale que dans le cas particulier ol ’échelle de temps est un ensemble discret
(équations aux différences finies). Certains résultats obtenus dans le cas discret
font appel & la méthode des sous- et des sur-solutions comme dans [9] et [23].
Dans ce chapitre, nous avons voulu trouver une hypothése qui allait généraliser
les notions de sous- et de sur-solution. Nous avons donc introduit des notions de
tube-solution pour les systémes (0.3.1) et (0.3.2). Ces notions nous ont permis
d’obtenir des résultats d’existence pour ces deux problémes ot le théoréme relatif
a (0.3.1) généralise entre autre aux systémes un résultat de [9]. D’autres avant
nous ont abordé l'existence des systémes d’équations aux échelles de temps du
premier ordre. Des résultats d’existence ont été obtenus dans [17] et [60] en fai-
sant appel a des hypotheéses différentes de la notre pour obtenir la majoration a
priori des solutions. Cependant, certaines hypothéses introduites dans [60] sont
dans certaines conditions des cas particuliers de notre hypothése de tube-solution

et deviennent donc des corollaires du théoréme d’existence obtenu pour (0.3.2).
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De plus, nous montrerons que I’hypothése utilisé dans [17] pour obtenir un résul-
tat d’existence pour (0.3.1) a ses limites et que notre hypothése de tube-solution

permet d’obtenir 'existence de solutions pour de nouveaux systémes.

0.4. SYSTEME D’INCLUSIONS AUX ECHELLES DE TEMPS DU PRE-

MIER ORDRE

Au chapitre cing nous nous attaquerons au systéme d’inclusions suivant.

z2(t) € F(t,z(o(t)), A-p.p.teT,,
(0.4.1)
x € (BC).

Ici, F': Tyg x R® — R”™ est une fonction multivoque semi-continue supérieure-
ment par rapport & la deuxiéme variable, a valeurs convexes, compactes, non-vides
et satisfaisant d’autres conditions qui seront énumérées dans ce chapitre. De plus,

(BC) désigne une des conditions de bord suivantes :

z(a) = @o; (0.4.2)

z(a) = z(b). (0.4.3)

Le seul résultat d’existence que nous avons trouvé pour les inclusions aux
échelles de temps du premier ordre se trouvre dans [6]. De plus, selon nos re-
cherches, aucun résultat avant celui-ci ne traitait de I'existence de solutions pour
des systémes d’inclusions de ce type. Ainsi, ce chapitre ouvre de nouvelles pos-
sibilités dans le domaine des inclusions aux échelles de temps. Nos résultats ont
été obtenus encore une fois a I’aide d’une hypothése de tube-solution adaptée au

probléme.

0.5. SYSTEMES D'EQUATIONS AUX ECHELLES DE TEMPS DU DEU-
XIEME ORDRE
Finalement, dans le dernier chapitre, nous obtenons des résultats d’existence

pour deux types de systémes d’équations aux échelles de temps du deuxiéme

ordre. Tout d’abord, nous traitons le probléme suivant.



xAA(t) _ f<t7$(0-(t)))’ A-p.p. t e Tg27
(0.5.1)
€T € (BC)

Ici, f : T§" x R" — R™ est une fonction A-Carathéodory et (BC') désigne une

des conditions de bord suivantes :

z(a) = x(b);
(0.5.2)
2%(a) = 2%(p(b))
apr(a) — 70$A(a) = To;
(0.5.3)

ar1z(b) + nz*(p(b)) = 1.
ou ag, ai,Yo,y1 > 0, max{ag, v} > 0 et max{as,y1} > 0.

Depuis quelques années, ce type de probléme a intéressé plusieurs chercheurs
lorsqu’il s’agit d’'une équation. Tout d’abord, Akin [4] utilisa avec succés la mé-
thode des sous- et sur-solution pour obtenir un résultat d’existence pour (0.5.1)
soumis & une condition aux bords de Dirichlet. De plus, Stehlik [55] obtint un
résultat d’existence pour (0.5.1) et (0.5.3) en utilisant la méme technique de ma-
joration a priori. Pour d’autres articles portant sur le probléme (0.5.1) lorsque
n = 1, mentionnons entre autre [49, 56, 59| et les références s’y rattachant.
Notons aussi que l'utilisation de la méthode des sous- et sur-solution pour les
équations aux différences finies d’ordre deux a donné naissance a de nombreux
résultats dont nous évitons ici la liste exhaustive étant donné que les équations
aux échelles de temps englobent ce type d’équation. En revanche, pour les sys-
témes comme le probléme (0.5.1), le premier résultat d’existence a été obtenu
récemment (voir [36]) avec des conditions aux bords de type (0.5.3) et trés peu
ont été obtenus par la suite ([5] et [21]). Nous montrerons que le théoréme d’exis-
tence que nous obtenons pour (0.5.1) et (0.5.3) généralise les résultats de [36]
étant donné que I’hypothése utilisée par ces auteurs pour faire la majoration a
priori est un cas particulier de notre hypothése de tube-solution pour ce type de
systémes. Notons également que notre définition de tube-solution généralise aux

systémes les notions de sous- et sur-solutions introduites pour les équation d’ordre
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deux par [4] et [55]. Ainsi, nous généralisons également des résultats obtenus pour

des équations aux échelles de temps d’ordre deux.

Nous terminons ce dernier chapitre de la thése en étudiant 'existence de

solutions pour le probléme suivant.

T2() = f(ta(o(t), 2(), A-pp. teTS,
(0.5.4)

aor(a) — 7 (a) = w0, ara(b) + iz (p(h)) = a1
Le fait que la fonction f dépende de 2® contrairement au probléme (0.5.1)
représente une difficulté beaucoup plus grande dans le cas d’une échelle de temps
T quelquonque que dans le cas d’un systéme d’équations différentielles classique
du deuxiéme ordre. C’est sans doute pour cette raison que trés peu d’articles
abordent des résultats d’existence pour (0.5.4) pour les équations |7, 43] et pour
les systémes [37|. Nous proposons donc une contribution pour ce type de systéme
en utilisant encore une fois un tube-solution qui est une hypothése différente de
celle utilisée dans [37]. De plus, dans ce dernier article, les auteurs ont di suppo-
ser que ’échelle de temps utilisée est soit un intervalle réel fermé ou une échelle

de temps discréte, restriction que nous n’avons pas eu besoin d’ajouter.

Aprés avoir rappelé dans le premier chapitre quelques résultats de base sur
I’Analyse non-linéaire et les fonctions multivoques servant a obtenir 1’existence de
solutions pour les problémes qui seront étudiés, le second chapitre est une présen-
tation détaillée des équations aux échelles de temps et des résultats se rapportant
a ce champ que nous utiliserons. Nous en avons fait un chapitre détaillé car ce
domaine est encore peu connu et donc peu de lecteurs risquent d’étre familiers
avec les notations, la terminologie et les résultats de base qui ont été développés
au cours des derniéres années. De plus, notons qu’aucun texte en francais sur les
échelles de temps et les équations aux échelles de temps n’a été trouvé dans la
littérature. Il nous a donc semblé approprié de bien résumer toute la base pour
en faire bénéficier la communauté universitaire montréalaise et également ame-

ner des chercheurs d’ici a élargir leur champ d’intérét avec des problémes faisant
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intervenir les échelles de temps. Méme si le deuxiéme chapitre peut étre classé
comme en étant un de rappels, il contient tout de méme de nouvelles propositions
qui pourront sans doute aider dans des recherches futures portant sur ’existence
de systémes d’équations aux échelles de temps. Les contributions originales de
ce chapitre se trouvent entre autre dans la derniére section portant sur les prin-
cipes du maximum. Egalement, les deux derniéres propositions présentées dans

la section 2.3 sont de nouveaux résultats.



Chapitre 1

NOTATIONS ET PRELIMINAIRES

1.1. NOTATIONS ET RAPPELS

Dans le texte, nous utiliserons les notations suivantes pour désigner les espaces

suivants :
(i) C([0,1],R™) = {2z : [0,1] — R™: x est continue} muni de la norme usuelle

notée || - [|o-

(i) Ca, ([0,1], R") = {z € C([0, 1], R") : 2(0) = w0}

(iii) C*([0,1],R") = {z : [0,1] — R™: z est contintiment différentiable
jusqu’a 'ordre k} muni de la norme ||z||, = max{||z||o, [|z'lo; ..., |2* |0}

(iv) C&([0,1],R") = {x € C*([0,1],R") : z € (BC)} on BC désigne des condi-
tions aux limites qui seront considérées plus loin.

(v) Co (0.1, RY) = {z € C*1([0,1],R") = 2(0) = 2o, 2™ € (BO)}.

(vi) LP([0,1],R™) est l'espace des fonctions mesurables x telles que |z||P est

intégrable.

(vii) W*P([0,1],R") = {x € C*1([0,1],R") : 2 € LP([0,1],R")} est l'espace
de Sobolev des fonctions z € C*71([0, 1], R") dont la dérivée d’ordre k au
sens des distributions est dans LP([0,1],R™). Cet espace est muni de la

norme usuelle

][ = Z ||9U HLP [0,1],R")

0<5<k
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(viii) WEP([0,1],RY) = {z € W*r([0,1],R") : = € (BC)}
(ix) Werg?((0,1],R") = {x € WEL2([0, 1], R") : 2(0) = 0,2 € (BC)}
Si E et I sont des espaces topologiques et f : EE — [F est une fonction
continue, on dit que f est compacte si m est compact. Si en plus, E est un

espace normé, on dit que f est complétement continue si f(B) est compact pour

tout sous-ensemble borné B C E.

Définition 1.1.1. Une fonction f : [0,1] x R™ — R™ est une fonction de Cara-

théodory si
(i) pour tout z € R™, la fonction ¢ — f(t,x) est mesurable;
(ii) presque pour tout t € [0, 1], la fonction x +— f (¢, x) est continue;

(iii) pour tout R > 0, il existe une fonction hr € L'([0,1],[0,00)) telle que
| f(t,2)|| < hg(t) presque pour tout ¢ € [0, 1] et pour tout = tel que ||z|| <
R.

Définition 1.1.2. On dit quune fonction F : C*([0, 1], R")x[0, 1] — L([0, 1], R")
est intégrablement bornée sur les bornés si pour tout ensemble borné
B c C*([0,1],R"), il existe une fonction intégrable hy € L*([0,1],[0,00)) telle

que

| F(x, A\)(®)|| < hp(t) p.p- t €[0,1] et tout (x,A) € B x [0, 1].
A F:Ck(J0,1],R") x [0,1] — L(]0,1],R™), on associe 'opérateur
Ny : C5([0, 1, R") x [0, 1] — Co([0, 1], R")

défini par :

Np(2)(t) = /0 F(w, \)(s)ds.

Le résultat suivant établit que cet opérateur est continue et complétement
continue lorsque F satisfait des conditions appropriées. Sa démonstration est une

légere modification de celle du théoréme 1.3 de [33].
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Théoréme 1.1.3. Si F : C*([0,1],R") x [0,1] — L([0,1],R") est continue et
intégrablement bornée sur les bornés, alors l'opérateur associé Nx est continu et

completement continu.

Rappelons également le théoréeme de point fixe de Schauder dont le lecteur
pourra trouver une démonstration dans [32] et le lemme de Banach dont une

démonstration se trouve dans [47].

Théoréme 1.1.4. Soit C' un sous-ensemble convere d’un espace normé E. Si

f:C — C est une fonction compacte, alors f posséde au moins un point fize.

Lemme 1.1.5. Soient E un espace de Banach et : [0,1] — E une fonction abso-
lument continue. Alors la mesure de I’ensemble {t € [0,1] : u(t) =0 et u/(t) # 0}

est nulle.

La régle du changement de variable suivante sera un outil essentiel dans cette

thése. Le lecteur intéressé pourra trouver une preuve dans [24].

Lemme 1.1.6. Soit f € WhI([a, b)) telle que f([a,b]) C [c,d] et soitg: [c,d] — R
mesurable au sens de Borel telle que g € L*([c,d]) et g(f)f € L'([a,b]). Alors

f(b) b
/ g(s)ds = / () ().
f a

(a)
Nous terminons cette section en rappelant le théoréme de Dunford-Pettis

énoncé sous une forme que nous utiliserons plus loin. On peut trouver une dé-

monstration de ce résultat énoncé de fagon plus générale dans [19].

Théoréme 1.1.7. (Dunford-Pettis) Soit { fn }nen une suite de fonctions de L*([a, b]).
Sl existe une fonction g € L'([a,b]) telle que |f,.(t)] < |g(t)| p.p. t € [a,b] et
pour tout n € N, alors {f,}nen posséde une sous-suite convergeant faiblement

dans L'([a,b]).
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1.2. FONCTIONS MULTIVOQUES

Rappelons maintenant quelques définitions et résultats classiques pour les
applications multivoques. Nous en aurons besoin lorsque nous travaillerons avec
des inclusions différentielles. Soient XY des espaces topologiques et G : X — Y
une application multivoque. G est semi-continue supérieurement (s.c.s) si {x €
X : G(x)NC # 0} est fermé pour tout ensemble fermé C' C Y. Elle est compacte
si G(X) = U,cx G(2) est relativement compact. Soit 2 un espace mesuré, on dit
alors que I'application multivoque G :  — X est mesurable (resp. faiblement
mesurable) si {t € Q : G(t) N C # (O} est mesurable pour tout ensemble fermé
(resp. ouvert) C' C X.

Définition 1.2.1. Soit X un sous-ensemble de R™. Une fonction G : [0, 1] X
X — R™ multivoque, a valeurs convexes, fermées et non-vides est une fonction

de Carathéodory si
(i) pour tout € X, la fonction ¢ — G(t,x) est mesurable;

(ii) presque pour tout ¢t € [0,1], la fonction z +— G(t,x) est semi-continue

supérieurement ;

(iii) pour tout R > 0, il existe une fonction hr € L'([0,1],[0,00)) telle que
|G(t,z)|| < hg(t), ie. |[v]] < hg(t) pour tout v € G(t,x), presque pour
tout ¢ € [0, 1] et pour tout x tel que ||z]| < R.

On peut trouver les démonstrations des cing résultats suivants dans [39].

Proposition 1.2.2. Soit {G,, },en une suite de fonctions multivoques mesurables
Gy : Q — X. La réunion dénombrable |, .y Gy, : Q@ — X définie par (U, cy Gn) (t)
= Unen Gn(t) est mesurable.

Proposition 1.2.3. La fonction multivoque G : Q) — X est faiblement mesurable
si et seulement si, la fonction multivoque G : Q0 — X définie par G(t) = G(t) est

faiblement mesurable.
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Théoréme 1.2.4. Soit X un espace métrique et G : Q — X une fonction multi-
voque a valeurs compactes. G est mesurable si et seulement si, G est faiblement

mesurable.

Théoréme 1.2.5. Soient X un espace métrique séparable et {G,}nen une suite
de fonctions multivoques faiblement mesurables G,, : @ — X a valeurs compactes.
L’intersection dénombrable (o Gn : Q — X définie par ((,cn Gn) (t)

= Nnen Gn(t) est mesurable.

Théoréme 1.2.6. (Kuratowski-Ryll-Nardzewski) Soient X un espace de Banach
séparable et F' : Q — X une application multivoque mesurable ; alors il existe une

fonction mesurable f: Q — X telle que f(t) € F(t) presque pour tout t € €.

Voici une généralisation du théoréme de point fixe de Schauder aux fonctions

multivoques. Le lecteur intéressé pourra trouver une démonstration dans [32]

Théoréme 1.2.7. (Kakutani) Soit C un sous-ensemble conveze d’un espace normé
X. SiT : C — C est une fonction multivoque semi-continue supérieurement, com-
pacte et a valeurs convezes, compactes et non vides, alors T admet un point fize

(i.e. il existe v € C tel que x € T(x)).
La proposition suivante découle directement des Lemmes 2.3, 2.7 et 3.5 de [27].

Proposition 1.2.8. Soient G : [0,1] x R™ x [0,1] — R™ une fonction de Ca-
rathéodory multivoque a valeurs convexes, fermées et non-vides alors [’opérateur
associé

Ng : C([0,1],R™) x [0,1] — Co([0, 1], R?)

défini par
NG(iL‘, /\) =

{w e Cy([0,1],R"™) : w(t) = /0 v(s)ds ot v(t) € G(t,x(t),\) a.e. t €[0,1]}

est completement continu, semi-continu supérieurement et a valeurs convezes,

fermées, non vides.
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1.3. DEGRE DE LERAY-SCHAUDER

Pour établir nos résultats d’existence dans le chapitre trois, nous aurons besoin
de la théorie du degré de Leray-Schauder. Dans cette section, nous en rappelons

les axiomes que 1'on peut trouver dans [32].

Soient E un espace de Banach et U C E un ouvert borné. On note Ky (U, E)
I’ensemble des applications f : U — E compactes et sans point fixe sur oU.
Considérons CK (U), I'ensemble des applications g : U — E telles que g = I—f ol
f € Kou(U, E) et o I est la fonction identité. A chaque application g € CK(U),
on associera un entier noté d(7T, U, 0) appelé le degré de Leray-Schauder de g sur

U et vérifiant les axiomes suivants :
(i) (existence) Si d(g,U,0) # 0, alors il existe x € U tel que g(x) = 0.

(ii) (normalisation) Sic € E et g = I — c alors,

1 siceU,
d(g,U,0) = (1.3.1)

0 sinon.

(iii) (invariance par homotopie) Si h : U x [0,1] — E est une fonction continue,
compacte et sans point fixe sur QU pour tout A € [0, 1], alors application
A= d(g(.,\),U,0) ot g: Ux|0,1] — E est définie par g(z,\) = x—h(z, \)
est constante.

(iv) (excision) Si V C U est un ouvert tel que g(z) # 0 pour tout x € U \ V,
alors d(g,U,0) = d(g,V,0).

(v) (addition) Si Uy, U, C U sont des ouverts disjoints tels que U = U; U U, et
g(x) # 0 pour tout x € OU; U Uy, alors

d(g,U,0) = d(g,U,0) + d(g,Us,0).

Les axiomes précédents s’appliquent aussi lorsque F': U — FE est une applica-
tion multivoque sans point fixe sur OU, semi-continue supérieurement, compacte
et a valeurs compactes, convexes, non-vides. Dans ce cas, les axiomes s’appliquent
a des applications multivoques G : U — E telles que G = [ — F ou F satisfait

les conditions que nous venons d’énoncer.



Chapitre 2

INTRODUCTION AUX EQUATIONS AUX
ECHELLES DE TEMPS (TIME SCALES
EQUATIONS)

Dans ce chapitre, nous introduisons les échelles de temps. Nous présentons
également des résultats usuels relatifs & la mesure et a 'intégration pour des
fonctions définies sur des échelles de temps arbitraires. De plus, nous rappelons des
résultats pour des espaces de Sobolev et la fonction exponentielle sur des échelles

de temps. Pour plus de détails, le lecteur pourra consulter |3, 10, 11, 15, 16|.

2.1. TERMINOLOGIE

Une échelle de temps T est un sous-ensemble fermé arbitraire de R. Par
exemple, les ensembles N, Z et ’ensemble triadique de Cantor sont des échelles

de temps. On sous-entend que la topologie de T est induite par celle de R.

Soit T une échelle de temps. Pour ¢t € T, on définit I’opérateur de saut avant
o: T — T (resp. opérateur de saut arriere p : T — T) par o(t) = inf{s € T :
s >t} (resp. par p(t) = sup{s € T : s < t}). Par convention, on supposera que
o(t) =t sit est le maximum de T et que p(t) = ¢ si t est le minimum de T.
On dira que t est dispersé a droite (rvesp. dispersé a gauche) si o(t) > t (resp.
si p(t) < t). On dira que t est isolé s’il est simultanément dispersé a droite et
a gauche. De plus, si t < supT, on dira que t est dense a droite si o(t) = t. Si

t > infT et p(t) = t, on dira que t est dense & gauche. Ainsi, un point t € T
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est dense, s’il est simultanément dense a droite et dense a gauche. Finalement,

définissons la fonction de granulation p: T — [0, 00) par u(t) = o(t) —t.

Remarque 2.1.1. Puisque T est fermé dans R, alors on a toujours que o(t), p(t) €
T. De plus, il est démontré dans [16] que I'ensemble Rt des points dispersés a
droite d'une échelle de temps bornée est de cardinalité finie ou dénombrable.

Ainsi, on peut définir It C N et écrire Ry = {¢t; : i € I7}.

Si le maximum de T est dispersé a gauche, alors on pose T# = T\ sup T. Sinon,

par convention on aura que T® = T. Bref,

- T\(p(supT),supT] sisupT < oo,
T sisupT = oo.

Si T est bornée, alors Ty C T* ot Ty := T\ {max T}.

2.2. A-DERIVEE

Définition 2.2.1. Soient f : T — R™ une fonction et ¢t € T”. On dira que f est
A-différentiable en t §'il existe un vecteur f2(t) € R™ tel que pour tout € > 0, il

existe un voisinage U de t ou

I(f(a(t)) = f(s) = SR (t) = 8))I| < elo(t) —s|

pour tout s € U. On appelle f2(t) la A-dérivée de f en t. Si f est A-différentiable
en t pour tout t € T*, alors f2 : T® — R” est appelée la A-dérivée de f sur T,

Théoréme 2.2.2. Soient f : T — R™ une fonction et t € T".
(1) Si f est A-différentiable en t, alors f est continue en t.

(11) Si f est continue ent et sit est dispersé a droite, alors f est A-différentiable

ent et
g - o) = 1)
p(t)
(111) Sit est dense a droite, alors f est A-différentiable en t si et seulement si,
limg_,, % existe et est finie. Dans ce cas, f2>(t) = limy_; w

(iv) Si f est A-différentiable en t, alors f(o(t)) = f(t) + p(t) f2(t).
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Théoréme 2.2.3. 5i f,g: T — R sont A-différentiables en t € T, alors
(i) f+ g est A-différentiable ent et (f + g)*(t) = f2(t) + g2 (2).
(ii) af est A-différentiable en t pour tout o € R et (af)?(t) = af>(t).
(iii) fg est A-différentiable en t et (fg)*(t) = f2(1)g(t) + f(o(t)g>(t) =
fOg2 () + 2 (1)g(a(t)).
(iv) Si g(t)g(o(t)) # 0, alors L est A-différentiable en t et

9

A ) — (g5 0)
(5) ® oDl

Ce résultat est une adaptation du théoréme 1.87 de [11].

Théoréme 2.2.4. Soient W un ouvert de R"™ et t € T un point dense a droite.
Sig: T — R" est A-différentiable en t et si f : W — R est différentiable en
g(t) € W, alors f o g est A-différentiable en t et (f o g)>(t) = (f'(g(t)), g>(1)).

DEMONSTRATION. Soit € € (0, 1). I faut montrer qu’il existe un voisinage U de

t ou
[F(g(t) = Flg(s)) = (f'(9(1)), g™ () (t = 5)| < €]t — s

pour tout s € U. Soit K > 1 une constante et € := 5. Par hypothése, il existe

un voisinage U; de t ou
lg(t) = g(s) = g2 ()t = s)[| < €'t — 5|
pour tout s € U;. De plus, il existe un voisinage V' C W de ¢(t) tel que

1f(g(t)) — f(y) = (f'(9(t)), g(t) — Il < €lg(t) -yl

pour tout y € V. La fonction g étant A-différentiable en ¢, elle est aussi continue
en ce point et donc, il existe un voisinage U, de ¢ tel que g(s) € V pour tout

s € Usy. Posons U := U; N U,. Dans ce cas, U est un voisinage de t et si s € U,
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remarquons que

[F(9() = f(a(s)) = (' (9(1)), g> () (t = 9]
< [f(g(®)) = flg(s)) = (f'(g(1)), 9(t) — g(s))|
+ (' (g()), 9(t) = g(s)) = (' (9(1)), > (D) (t — 5)]
< €llg(t) = g(s)ll + (' (9(1), 9(t) = g(s) — g™ ()t — 9))]
<t — s+ [lg> @) = )) + 1 (a@)lllg(t) = g(s) = g> @)t = s)]|
< ([t —sl+ gDl — D)+ €N (gt — s

=<1+ g2 O+ I1F (@)Dt = sl.
1l suffit de poser K := 1+ ||g2(t)|| + || f'(g(t))|| et le théoréme est démontré. [

Exemple 2.2.5. Soit une fonction z : T — R"™ A-différentiable en ¢ € T. On
sait que la fonction || - || : R"\{0} — [0, 00) est différentiable. Si ||z(t)|| > 0, alors

par continuité, il existe un § > 0 tel que ||z(s)|| > 0 pour s € (t — J,t 4 6). Si de

[ECGEIG)

plus t = o(t), en vertu du théoreme précédent on a que ||z(t) 0l

Définition 2.2.6. Une fonction f : T — R" est dite rd-continue si elle est
continue en tout point dense & droite de T et si sa limite & gauche existe et est

finie en tout point dense a gauche de T.

Définition 2.2.7. Pour une fonction f : T — R", la A-dérivée seconde fA(2>
existe si f2 est A-différentiable sur T*° = (T%)* ou f2% () = (F2)2(t). De
maniére similaire, on peut définir inductivement les A-dérivées d’ordre supérieur

Pour la suite, on notera C¥,(T,R"), I'ensemble des fonctions k fois A-diffé-
rentiables sur T telles que f AF et rd-continue sur T. Pour T compact, cet espace
est muni de la norme ||z{|¢e g gny = max{||z]lo, |2 o, ... |22 o} et [[22" o =

z(t)|| o T =T et 22 = 1.

SUP, e

Proposition 2.2.8. Si T est compact, C¥,(T,R") est un espace de Banach.
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Remarque 2.2.9. On pourrait facilement se convaincre que l'inclusion i :
CY(T,R") — C(T,R") est complétement continue en vertu du théoréme d’Arzela-
Ascoli dont la preuve s’adapte aisément si I’espace considéré est C(T,R™) au lieu

de C([a,b], R™).

2.3. A-MESURE ET A-INTEGRATION

Il est possible de définir une théorie de la mesure et de I'intégration pour une
échelle de temps T bornée ot @ = min T < max T = b. Introduisons tout d’abord
la notion de A-mesure telle que définie dans le chapitre 5 de [10]. Désignons F;
comme étant la famille d’intervalles fermés a gauche et ouverts a droite de T de

la forme
e,d)={teT:c<t<d}

ouc,d € T et c <d. L’ensemble vide sera considéré comme faisant partie de F; et
sera noté [c, ¢) pour ¢ € T. On peut définir une mesure additive m; : F; — [0, 00)

telle que

mi([e,d)) =d — c.

A partir de my, une mesure extérieure mj peut étre générée sur P(T). Ainsi, pour

un ensemble arbitraire £ C T, on définit

lnf{zzlzl(dk — Ck) E C U;nzl[ck, dk) avec [Ck, dk) c fl} sib ¢ E,

00 sibe F

Définition 2.3.1. Un ensemble A C T sera A-mesurable si
mi(E) = mi(ENA)+mi(EN(T\A))
est vérifiée pour tout ensemble £ C T. On notera
M(m3) ={ACT: A est A-mesurable}

et pua comme étant la restriction de mf sur I'ensemble M(m7). Nous avons un

espace mesuré complet avec le triplet (T, M(m7}), pa).
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Cet espace mesuré défini, nous pouvons définir la A-mesurabilité et la A-inté-
grabilité des fonctions f : T — R en suivant le méme procédé que dans le cas de

la théorie de I'intégrale de Lebesgue.

Définition 2.3.2. Une fonction f: T — R est A- mesurable si pour tout o € R,
I'ensemble f7!(] —oco,a)) = {t € T : f(t) < a} est A-mesurable. Ainsi, on dira
qu’une fonction f : T — R" est A-mesurable si et seulement si, ses composantes

vectorielles f; : T — R, i € {1,2,...,n} sont A-mesurables.

Une fonction g : T — R est dite simple si elle ne prend qu'un nombre fini de

valeurs différentes oy, ag, ..., ap,. S Aj = {t € T : g(t) = a;} alors

9= Eg'n:lanAj-
La fonction g sera évidemment A-mesurable si et seulement si les A; sont A-me-

surables pour j € {1,...,m}.

Définition 2.3.3. Si E C T est A-mesurable et ¢ : T — R est une fonction

simple A-mesurable, on définira la A-intégrale de Lebesque de g sur E par

/ 9(s)As =X aua(A; N E).

E

Par convention, on supposera que 0 - oo = 0.

Définition 2.3.4. Soit £ C T un ensemble A-mesurable. Pour une fonction

f:T — [0,00) A-mesurable, on définira la A-intégrale de Lebesque de f sur E

par

/E F(5)As = supyes, / g(s)As,

ou Sy :={g: T — R: g est simple, A-mesurable et 0 < g < f sur T}.

Définition 2.3.5. Soient £ C T un ensemble A-mesurable et f : T — R une
fonction A-mesurable. On dira que f est A-intégrable au sens de Lebesque sur E

sl au moins un des éléments suivants
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[ rr@ason [ r@as

est fini. Dans ce cas,

[ roas= [ Frens= [ Feas

Définition 2.3.6. Soient £ C T un ensemble A-mesurable et f : T — R une
fonction A-mesurable. On dira que f € LL(FE) si

1rlas < .

On dira qu’une fonction f : T — R™ A-mesurable est dans 'ensemble L (E, R")

si

[ 15185 < o

pour chacune de ses composantes f; : T — R.

Les définitions précédentes et 'inégalité du triangle dans R™ nous convainquent

de la justesse de la proposition suivante.

Proposition 2.3.7. Soit f € L\(E,R"). Alors,

| /EﬂsmsH < /E 1F(s)|As.

Plusieurs résultats de la théorie de I'intégration sont basés sur des fonctions
mesurables f : X — R pour un triplet (X, 7, ) qui est un espace mesuré complet.
Ces résultats s’appliquent donc pour I'espace mesuré (T, M(m7), ua). Nous en

rappelons deux que nous avons adapté a notre situation.

Théoréme 2.3.8. (Théoreme de la convergence dominée de Lebesque) Soit { fi, }nen
une suite de fonctions dans L\ (Ty). S’il existe une fonction f : Ty — R telle que
fat) — f(t) A-p.p. t € Ty et s’il existe une fonction g € LL(Ty) telle que
I /()] < g(t) A-p.p. t € Ty et pour tout n € N, alors f, — f dans Ly (To).
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Théoréme 2.3.9. L’ensemble Lk (Ty) est un espace de Banach muni de la norme

£y = iy, 1F(s)]As.

Voici une correspondance intéressante qui existe entre la mesure ua sur T et

la mesure de Lebesgue pp sur R.

Proposition 2.3.10. Soit A C T. Alors A est A-mesurable si et seulement
si, A est mesurable avec la mesure de Lebesque. Dans lequel cas, nous avons les

propriétés suivantes pour A A-mesurable :

(i) Sib ¢ A, alors
pa(A) = Zier, (o(ti) — ti) + pr(A).

(11) ua(A) = ur(A) si et seulement sib ¢ A et A n’a pas de points dispersés
a droite.
Ici, {t; i € 1o} = Rr N A représente ’ensemble des points dispersés a droite de

T appartenant a A.

Nous pouvons également établir une correspondance entre I'intégration sur T
et celle de Lebesgue sur un intervalle réel. Pour y arriver, il faut prolonger une

fonction f: T — R sur [a, b] en définissant

N ft), siteT,
Ft) = (2.3.1)
f(tl), site (tl, U(tl)), pour un 1€ IT'

Voici un résultat provenant de [16].

Théoréme 2.3.11. Soient E C T un ensemble A-mesurable tel que b ¢ E et E=
EUUier, (ti,o(ti)). Soient f: T — R une fonction A-mesurable et filab) >R
son extention sur [a,b]. Alors, [ est A-intégrable sur E si et seulement si, f est

intégrable au sens de Lebesque sur E. Dans ce cas on a que,

/E f(s)As = /E Fs)ds.
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Définissons un deuxiéme type de prolongement pour une fonction f: T — R

sur [a, b]. Introduisons la fonction

1) = f(t), site,

ft:) + W(t —t;), sité€ (t,o(t;)), pour un i € Ig.

Définition 2.3.12. On dira que f : T — R est absolument continue sur T si
pour tout € > 0, il existe un 6 > 0 tel que si {[ax,br)}}7_; avec ay, by € T est

une famille finie d’intervalles disjoints satisfaisant ¥}, (b — ax) < 6, on a que

EITcL=1|f(bk) - f(ak)| < €.

Nous retrouvons les trois résultats suivants dans [15].

Lemme 2.3.13. Si f est différentiable ent € [a,b)NT alors f est A-différentiable

—/

ent et fA(t) = f ().

Théoréme 2.3.14. Soient f : T — R et son extension f : [a,b] — R. On a que

f est absolument continue sur T si et seulement si f lest sur [a,b].

Théoréme 2.3.15. Une fonction f: T — R est absolument continue sur T si et

seulement si f est A-différentiable A-presque partout sur Ty, f& € LY(Ty) et

/ f2(s)As = f(t) — f(a), pour tout t € T.
[a,t)NT

En nous servant des résultats énoncés ci-haut, nous démontrons deux propo-

sitions que nous utiliserons pour la suite.

Proposition 2.3.16. Soient g € LY\(Ty) et G : T — R la fonction définie par

Alors, A-presque partout sur Ty, G2(t) = g(t).
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DEMONSTRATION. En vertu du Théoréme 2.3.11, remarquons que
G(t) = / g(s)ds pour tout t € T.
[a,t)

On peut aussi vérifier pour t; dispersé a droite que

G(t) = /[ mg(s)dﬁ /[t . G(s)ds sit € (t,0(t)).

Ainsi, il est évident que
G(t) = / g(s)ds pour tout t € [a, b].
[a,t)

En vertu d’un résultat de la théorie classique de la mesure, il en résulte que
6’(15) = g(t) presque partout sur [a,b]. Par le Lemme 2.3.13, il en résulte que
/

GA(t) = G (t) = g(t) = g(t) sauf sur un ensemble A C Ty tel que puz(A4) = 0.

Puisque G est continue, alors pour t; € Ry N Ty dispersé a droite,

par le Théoréme 2.2.2 (ii). Ainsi, G est A-différentiable pour t € (To\A)URrNTy
et par la Proposition 2.3.10 (ii), ua(A\(Rr N Ty)) = 0 et donc, le théoréme est

démontré. ]

Proposition 2.3.17. Soit u : T — R une fonction absolument continue. L’en-

semble {t € To\Rr, : u(t) =0 et u™(t) # 0} est de A-mesure nulle.

DEMONSTRATION. Il suffit de considérer I'extension @ de u sur [a, b] et d’appli-

quer successivement le Théoréme 2.3.14, les Lemmes 1.1.5, 2.3.13 et la Proposi-

tion 2.3.10 (ii). O

Proposition 2.3.18. Soit {w, }nen une suite de fonctions de L\ (Ty, R"™). Si w,
converge faiblement vers une fonction v dans L'([a,b],R™), alors v peut s’ex-
primer comme le prolongement w d’une fonction w définie sur Ty au sens de

la définition (2.3.1). De plus, pour tout ensemble E C Tg A-mesurable et toute
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fonction v : T — R™ continue, on a que

lim v(s)wn(s)As:/Ev(s)w(s)As.

n—oo E

DEMONSTRATION. Par définition de la convergence faible, il faut que

[ 0 ds — [, 0(s)v(s)ds pour tout ensemble A C [a,b] mesurable. Ainsi,
pour t; € RT,
/ B(s) T (5)ds = / ot ) (1) ds
(ti,o(ts)) (tio(t:))
= v(t;)wn(t:)p(ti) — v(s)y(s)ds.

(ti,o(ti))

Ainsi, {w,(t;)}nen converge vers un certain w(t;) € R". Par le Théoréeme de
la Convergence Dominée de Lebesgue, w, converge fortement vers la fonction
constante w(t;) dans L*((t;,0(t;)),R™). Ainsi, on peut poser sans probléme que
v(s) = w(t;) sur [t;,o(t;)). Si on pose que w(s) := y(s) sur Ty\Rr, alors la pre-
miére partie de la proposition est démontrée. Pour la deuxiéme partie, remarquons

en vertu du Théoréme 2.3.11 que

[ otunas= [ wmsds - [ alsn(sds

[E B(s)v(s)ds = [E 3(s)(s)ds.

Le Théoréme 2.3.11 nous donne la conclusion désirée. O

D’autre part,

Cloturons cette section en définissant ’analogue de la fonction de Carathéo-

dory pour des échelles de temps arbitraires.

Définition 2.3.19. Une fonction f : T§ x R?" — R" sera une fonction A-

Carathéodory si les trois conditions suivantes sont satisfaites.
-i) L’application t — x) est A-mesurable pour tout x € .
(C-i) Lapplication t — f(t,xz) est A ble pour tout R2"
(C-ii) L’application = — f(t,z) est continue A-p.p. t € Tg2.
C-iii) Pour tout r > 0, il existe une fonction h, € L} ’]T"“z, 0,00)) telle que
allo
| f(t,2)|| < hp(t) A-p.p. t € TS et pour tout € R?" tel que ||z]| < R.
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2.4. ESPACES DE SOBOLEV
Nous allons maintenant aborder la notion d’espace de Sobolev avec des fonc-

tions définies sur T compacte ot ¢ = min T < maxT = b.. Voici donc des défini-

tions et des résultats que 'on retrouve dans [3].

Définition 2.4.1. On dira qu’une fonction v : T — R appartient & ’ensemble
WX'(T) si et seulement si u € LY(Ty) et qu'il existe une fonction g : T* — R

telle que g € LY (Ty) et

/T u(s)p™(s)As = —/T 9(s)p(o(s))As pour tout ¢ € C;,4(T) (2.4.1)
Cora(T) ={f T = R: f € Cy(T), fa)=0=f(b)}.

On dira qu'une fonction f : T — R" est dans I'ensemble W' (T, R") si chacune

de ses composantes f; sont dans W (T).

Théoréme 2.4.2. Si u € Wy'(T) et donc que (2.4.1) est satisfaite pour une
fonction g € Li(Ty), alors il existe une unique fonction x : T — R absolument
continue telle que A-presque partout sur Tg on a que © = u et = g. De plus,
si g est rd-continue sur Ty, alors il existe une unique fonction x € C (T) telle

que x = u A-presque partout sur Ty et que v° = g sur Ty.

Le théoréme précédent nous permet de conclure qu’une fonction u € Wi’l(T)

est aussi continue.

Théoréme 2.4.3. L’ensemble Wi’l(']l') est un espace de Banach avec la norme

2 llyyr = llzlley emg) + N2l (ro)-

Proposition 2.4.4. [ existe une constante K > 0 dépendant seulement de b — a

telle que

lallo < Kl

et ainsi, injection i : Wy (T) < C(T) est continue.
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Remarque 2.4.5. Si z € Wy'(T,R"), alors les composantes x; sont dans
WA (T). En vertu des Théorémes 2.4.2 et 2.3.15, les x; sont A-différentiables
A-p.p.sur {t € T:t=0(t)}. De I'exemple 2.2.5, on obtient ||x(t)||* = %
A-pp.sur {teT:t=0(t)}.

Définition 2.4.6. On dira qu’une fonction v : T — R appartient a I’ensemble
WX (T) si et seulement si u € Wx'(T) et qu'il existe une fonction g, : T# — R
telle que g, € W' (T*) et

/T u(s)¢™(s)As = —/ 91(s)p(o(s))As pour tout ¢ € C,4(T). (2.4.2)

To

Remarque 2.4.7. En combinant les Définitions 2.4.1 et 2.4.6, on pourrait dé-
montrer que pour u € Li(Ty), on a que u : T — R appartient a ’ensemble
W2'(T) si et seulement s'il existe des fonctions g; : T" — Roet go : T* — R

telles que g1 € L (To), g2 € LA(T5),

/T u(s)p™(s)As = —/ 91(s)p(a(s))As pour tout ¢ € Cy,4(T) (2.4.3)

To
et
/ g1(5)9™(s)As = —/ g2(s)p(o(s))As pour tout ¢ € C’émd('ﬂ‘”) (2.4.4)
% %
ou

Cora(T™) ={f :T" = R: f € Coy(T"), f(a) =0= f(p(b))}.

Suite a la définition précédente, on dira qu'une fonction f : T — R"™ est dans

Pensemble Wx'(T,R") si chacune de ses composantes f; sont dans W' (T).

Théoréme 2.4.8. Si u € W2'(T) et donc que (2.4.2) est satisfaite pour une

fonction g1 € L\(Ty), alors il existe une unique fonction x : T — R ou z° :

T% — R est absolument continue telle que A-presque partout sur To on a que

A2)

r=u etz = g, et telle que x = go A-presque partout sur T(.

Le théoréme précédent nous permet de conclure qu’'une fonction u € Wi’l(T)

est aussi continue. On définit [[ul]y2.1p) = [[ull Ly (o) + [ L (o) + ||uA2||L1A(TO).
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Puisque L (Ty) est un espace de Banach, on peut facilement se convaincre que

WX (T) est aussi un espace de Banach.

Remarque 2.4.9. Si z € Wi’l('ﬂ‘, R™), alors les composantes x; sont dans
W2 (T). En vertu des Théorémes 2.4.8 et 2.3.15, les z; sont deux fois
A-différentiables A-p.p. sur {t € Tf : t = o(t)}. Ainsi, en vertu de I'exemple 2.2.5
et de la partie (iv) du théoréme 2.2.3, on a que
aa _ lz@Iz@), 22(#)2 — (1), 22 @) = ()1
lz(®)]7% = >
(@)l
_ (@), 222@) + 22O (=), 220)°
()]l [l ()[I?

A-p.p.sur {t € T§ : t = o(t) et ||z(¢)]| > 0}.

Proposition 2.4.10. Linclusion j : W' (T) < C(T) est continue.

Remarque 2.4.11. A partir de la proposition précédente, nous pourrions mon-
trer que Pinclusion j : W2'(T,R") < C'(T,R"™) est continue.
2.5. FONCTION EXPONENTIELLE

Pour € > 0, la fonction exponentielle e.(-,ty) : T — R peut étre définie comme

étant I'unique solution du probléme a valeur initiale
Arpy _
2 (t) = ex(t), x(to) = 1.

Plus explicitement, la fonction exponentielle e.(-,%y) peut étre donnée par la

formule :

t
ec(t,to) = exp (/ f&u(s))As), (2.5.1)
to
ou pour h > 0, on définit & (h) par

€, sih=0

log(1+4-he)

T, sinomn.

Pour plus de détails, le lecteur peut consulter le chapitre 2 de [11].
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Théoréme 2.5.1. Si g € LL(Ty,R"), alors une fonction x : T — R"™ définie par

1 1
o) = ciralama =i, s st [ gt
(2.5.2)

est une solution du probleme

2 (t) + x(o(t)) = g(t), A-p.p. teT,,
(2.5.3)

DEMONSTRATION. Vérifions (2.5.3) pour chaque paire de composantes vecto-
rielles (z;,9:), @ € {1,2,...,n} par calcul direct. Pour alléger la notation, nous

omettrons les indices ¢ et nous poserons

1
K::—/ g(s)ei(s,a)As.
el(bv a) —1 [a,b)NT ( ) 1( )

Ainsi, par le Théoréme 2.2.3 et en utilisant la Proposition 2.3.16 on a A-p.p.
t € Ty que

() + a(o (1)) = K(el(i, a)>A + (61(;, a)>A Lg(t))mr gls)erls, @) s
a K
+e1(1, a) </[atmg Wl @as) er(o(t), a)

1
er(o(t), )/[a”)) g(s)ex(s, a)As
61 (t,a)) K
< 1(t,a)ei(o a)) + e1(o(t),a)

( 1( ) ))
e aatot )> JAPRCCECETS
1 1
el(tja)g(t)el(taa)—f—W/mp(t))m’fg('s)el(saa)As

Puisque (e;(t,a))® = (ei(t,a)), en faisant les simplifications appropriées ci-

haut, on obtient bien que z2(t) + x(o(t)) = g(t). 1l est facile de vérifier que
z(a) = z(b).
0J

En utilisant un raisonnement similaire & la preuve du dernier théoréme, on

peut aussi obtenir les deux résultats suivants.



32

Théoréme 2.5.2. Sig € LL(Ty,R"), alors une fonction x : T — R"™ définie par

z(t) = ex(a, t)(zo + / e1(s, a)g(s)As) (2.5.4)

[a,t)NT

est solution du probléme

xA(t) +x(o(t)) = g(t), A-p.p.te Ty,
(2.5.5)

x(a) = x.

Théoréme 2.5.3. Si g € Ly (Ty,R"), alors une fonction x : T — R"™ définie par

—er(t.a)[— 1) _ 9B A 9) g
z(t) = e (t, )[1_61(67 ” /WJ)mr 61(0(3),a)A +/{avtm el(a(sm)A | (2.5.6)

est une solution du probleme

2 (t) — x(t) = g(t), pour tout t € T*,
(2.5.7)

Voici un corollaire de I'inégalité de Gronwall adaptée aux échelles de temps

arbitraires. On peut en trouver une démonstration dans [11].

Corollaire 2.5.4. Soit une échelle de temps T bornée ot a = minT < maxT =

b. Soient y € C(T,R), e >0 et « € R. Si

y(t) <a+ / ey(s)As pour tout t € T,
[a,t)NT

alors

y(t) < aec(t,a) pour toutt € T.

2.6. UNICITE DE SOLUTIONS DE PROBLEMES CLASSIQUES D’EQUA-

TIONS AUX ECHELLES DE TEMPS D’ORDRE DEUX

L’objectif de cette section est d’obtenir des résultats qui nous permettront
de transformer facilement les systémes d’équations aux échelles de temps d’ordre
deux considérés aux chapitre 6 en problémes de point fixe d’opérateurs compacts.
Introduisons d’abord les deux prochains lemmes que nous utiliserons quelquefois

dans nos démonstrations. Pour le premier, il s’agit d’une légére modification de
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I'énoncé du Lemme 2 de [31]. Cependant la preuve de ce lemme reste valide pour

notre énoncé modifié.

Lemme 2.6.1. Soit une fonction f : T — R ayant un maximum local en un
point ty tel que a <ty < b. Si fA2%(p(to)) emiste, alors f22(p(te)) < 0 pourvu que

tg ne soit pas a la fois dense a gauche et dispersé a droite.

Lemme 2.6.2. Soit une fonction f : T — R ayant un mazimum local en un

point to € T dense a droite. Si f2(tg) = 0 et fA%(to) existe, alors fA%(tg) < 0.

DEMONSTRATION. Puisque %3 est un maximum local de f dense a droite, alors
il existe un N € N tel que f(t) < f(to) pour tout ¢ € [to,to + ~]. Ainsi, pour
tout n > N, il existe un nombre ¢, € [to,to + 1] tel que f2(¢,) < 0 car sinon,
f(to) ne serait pas un maximum local. Ainsi, la suite {¢,},en converge vers .

Par hypothése et le Théoréme 2.2.2 (iii), on a que

FA2 (1) = lim f2) — f2(t) _ lim f2(tn)
0 t—to t— tO n—oo tn — t(].
Puisque J;nif;) < 0 pour tout n € N, alors il faut que f22(ty) < 0. O

Nous aurons besoin également besoin des résultats suivants. La preuve du
deuxiéme lemme se retrouve dans [55|, mais ayant constaté quelques lacunes

dans la preuve, nous en présentons une nouvelle.

Lemme 2.6.3. Considérons ’équation
222 (t) — z(o(t)) =0, pour tout t € T,
apr(a) — vz (a) = 0, (2.6.1)
az(b) + 1z (p(b)) = 0;

ol ag, a1,%,71 > 0, max{ag, v} > 0 et max{ay,y1} > 0. Cette équation a seule-

ment la solution triviale.
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DEMONSTRATION. Supposons au contraire I’existence de x, une solution non tri-
viale de (2.6.1). Sans perte de généralité, il existe un nombre ¢ € T tel que
0 < z(c) = maxger 2(t). Traitons d’abord le cas ot a < ¢ < b. Si ¢ n’est pas a la fois
dispersé a droite et dense a gauche, alors en vertu du Lemme 2.6.1, 2% (p(c)) <0
et donc 222 (p(c)) — x(o(p(c))) = 222 (p(c)) — z(c) < 0. Ceci contredit le fait que
x est solution du probléme (2.6.1). Pour le cas p(c) = ¢ < o(¢), si z(c) = xz(o(c)),
alors o(c) n’est pas a la fois dense a gauche et dispersé a droite et on se raméne au
cas précédent. Si z(o(c)) < z(c), alors 2 (c) < 0 et par continuité de la fonction
t — a2(t), il existe un § > 0 tel que z2(¢) < 0 sur un intervalle (¢ — §,¢), ce qui

contredit la maximalité de x(c).

Dans le cas ol ¢ = a, il faudrait que vy > 0. Dans ce cas, z%(a) > 0. Si
a < o(a), on peut supposer que z(a) > z(o(a)), sinon on se raméne au cas
précédent. Dans ce cas, on obtient que z°(a) < 0, ce qui est une contradiction.
Si maintenant a = o(a) et #%(a) > 0, alors il existe un nombre t; > a tel que

22 (t) > 0 pour tout t € [a,t;). Ainsi, pour tout s € (a,t,),
2(s) — a(a) = / A ()AL > 0 (2.6.2)
la,s)NT

par le Théoréme 2.3.15. Ceci contredit le fait que z(a) est un maximum. Si a =

)
o(a) et x2(a) = 0, il existe un nombre ¢, tel que z(o(t)) > 0 pour tout t €

(a, p(t3)). Ainsi selon (2.6.1), pour tout t € (a, p(t3)), 222(t) > 0 et donc
22 (1) — 2 (a) = 22 (t) = / w28 () Aw > 0 (2.6.3)
[a,t)NT

par le Théoréme 2.3.15. Pourtant, puisque x(a) est un maximum, il existe un
s € (a, p(tz)) tel que 22(s) <0, ce qui contredit (2.6.3).

Nous omettons le cas ¢ = b qui se traite de maniére similaire au cas précédent. [J

Lemme 2.6.4. L’équation
228 (t) — z(o(t)) =0, pour tout t € T,

z(a) = z(b), (2.6.4)
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a seulement la solution triviale.

DEMONSTRATION. Supposons au contraire l’existence de x, une solution non tri-
viale de (2.6.4). Sans perte de généralité, il existe un nombre ¢ € T tel que
0 < z(c) = maxger 2(t). Le cas a < ¢ < b se traite comme dans la preuve du
lemme précédent. Si ¢ = a, alors x(c) = x(b). Si en plus, a < o(a), on suppo-
sera que z(a) > x(o(a)), car sinon, on peut se ramener au cas précédent. Ainsi,
z2(a) < 0 et les conditions aux bords nous indiquent que x2(p(b)) < 0, ce qui
contredit le fait que x(c) = x(b). Si a = o(a), alors 22 (p(b)) = 22 (a) < 0. Puisque
z(c) = z(b), alors z2(a) = 2®(p(b)) = 0 et donc, 22 (a) < 0 par le Lemme 2.6.2.
Ainsi, ¥22(a) — z(o(a)) < 0, ce qui contredit le fait que x doit étre solution du

probléme ci-haut. ]
Remarquons que les deux derniers résultats restent valides si les équations

sont remplacées par des systémes.

Proposition 2.6.5. Soit g € L\(T§). Il est possible de trouver une solution y

pour l’équation

22 (1) — z(o(t) = g(t), A-pp. teTy (2.6.5)

DEMONSTRATION. Puisque
222 (t) — z(o(t)) =0, pour tout ¢t € T (2.6.6)
est équivalent & I’équation
222 (t) — p(t)x?(t) — z(t) = 0, pour tout t € T (2.6.7)

alors en vertu du Théoréme 3.4 de [11], pour des constantes 79,71 € R, le pro-
bléme (2.6.7) assujetti aux conditions z(a) = ry et z°(a) = r; posséde une
unique solution. Ainsi, prenons la solution y; de (2.6.7) assujettie aux conditions
z(a) = 1, 2%(a) = 0 et prenons la solution y, de (2.6.7) assujettie aux conditions

z(a) =0, 2(a) = 1. Par le corollaire 3.14 de [11],
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n(t)  ya(t)
W (y1, y2)(t) := A N Wi(y1,y2)(a) = 1.
yr(t) v (t)

Ainsi, les solutions {y;,y2} forment un systéme fondamental de solutions
pour (2.6.7). En suivant la méthode de variation des paramétres de la page 113
de [11], on peut obtenir une solution de (2.6.5) de la forme y(t) = a(t)y;(t) +
B(E)(t) ot a(t) = — fo 20 ())g(8)As ot B(0) = [0 n(o($))g()As.
En utilisant la Proposition 2.3.16, les propriétés du déterminant et le fait que
W (y1,y2)(t) = 1, on peut vérifier sans probléme que y(t) = a(t)yi(t) + B(t)y=(t)

est bien une solution par calcul direct. 0]

Etant donné que le probléme (2.6.1) a seulement la solution triviale, on peut
énoncer le théoréeme suivant. La preuve suit exactement le méme raisonnement
que celle d’un résultat démontré dans [11] pour une équation (Théoréme 4.67) en
utilisant toutefois la proposition précédente. Ce résultat reste également valide

pour les systémes.

Théoréme 2.6.6. Soient ag,ar,7,71 > 0 tels que max{ag, 0} > 0 et

max{ai,v1} > 0. Le probléme

K?
22 (t) —x(ot)) = g(t), A-pp. teTy, (2.6.8)
apr(a) — vz (a) = xg, ar12(b) + 1122 (p(b)) = 21; (2.6.9)
ol g € LE(TSQ,R”) posseéde une unique solution.
Etant donné que le probléme (2.6.4) a seulement la solution triviale, on peut
énoncer le théoréme suivant. La preuve suit exactement le méme raisonnement
que celle d'un résultat démontré dans [11] pour une équation (Théoréme 4.88)

en utilisant toutefois la Proposition 2.6.5. Ce résultat reste également valide pour

les systémes.

Théoréme 2.6.7. Le probleme

22 (1) — z(o(t) = g(t), A-p.p. teTy, (2.6.10)
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2(a) = 2(b), (@) = 2 (p()); (2.6.11)

ot g € LL\(T5",R") possede une unique solution.

Plus loin dans le texte, nous utiliserons les notations suivantes pour désigner

les espaces suivants :
Co(T,R") := {x € C(T,R") : z(a) = 0},
Wap(T,RY) == {z € WRN(T,R") : z € (BC)}.

Ici, (BC) est utilisé pour désigner la condition aux bords (2.6.9) ou (2.6.11).

Définissons les opérateurs L' : Wi’}B(T,R”) — LA(T5",R™) et L : C'(T,R")N
Wi’vg(T, R") — Co(T*,R™) N W' (T*,R") respectivement par

L'(x)(t) := 222(t) — 2(o(t)) (2.6.12)
et

L(z)(t) == 22(t) — 2°(a) — / z(o(s))As (2.6.13)

[a,t)NT

Proposition 2.6.8. L’opérateur L' défini ci-haut est linéaire, continu et inver-

sible.

DEMONSTRATION. D’abord, il est clair que L’ est linéaire et continu. Soit g €
LL(T5",R"™), en vertu du Théoréme 2.6.6, si (BC) représente (2.6.9) (resp. du
Théoréme 2.6.7, si (BC) représente (2.6.11)), il existe une unique solution x €

Wi’}B(’]T, R™) telle que
KZQ
22 (t) —x(o(t)) = g(t) A-p.p. t€Th
En ce qui concerne l'injectivité, selon la condition aux bords considérée, elle dé-

coule des Lemmes 2.6.3 ou 2.6.4. O

Proposition 2.6.9. L’opérateur L défini ci-haut est linéaire, continu (avec les

topologies de C*(T,R") et Co(T,R™)) et inversible.



38

DEMONSTRATION. D’abord, il est clair que L est linéaire et continu. Soit g €
Co(T#, R™) N Wx'(T*, R"). Dans ce cas, g® € L\(T5",R") et en vertu du Théo-
réme 2.6.6, si (BC) représente (2.6.9) (resp. du Théoréme 2.6.7, si (BC') repré-

sente (2.6.11)), il existe une unique solution x € Wi’le(’]I‘, R™) telle que
KZQ
222 (t) — x(o(t)) = g™ (t) A-p.p. t €T .
En intégrant cette équation sur 'ensemble [a,t) N'T, on obtient que
22 (t) — 2% (a) — / z(o(s))As = g(t) — g(la) A-p.p.teT".
[a,t)NT
Puisque g € Cy(T",R™), il est clair que I'opérateur est surjectif. En ce qui concerne

Iinjectivité, selon la condition aux bords considérée, elle découle des Lemmes 2.6.3

ou 2.6.4. 0

2.7. PRINCIPES DU MAXIMUM

Les principes du maximum suivants seront utilisés pour obtenir la majoration
a priori des solutions pour les systémes d’équations aux échelles de temps du

premier et du deuxiéme ordre que nous allons considérer dans ce texte.

Lemme 2.7.1. Soit une fonction r € W' (T) telle que () < 0 A-p.p. t €
{t €Ty :r(c(t)) >0}. Si une des conditions suivantes est satisfaite,
(i) r(a) < 0;
(i) r(a) < r(b);

alors r(t) <0, pour tout t € T.

DEMONSTRATION. Supposons qu’il existe un t € T tel que () > 0. Dans ce
cas, il existe un ty € T tel que r(tg) = maxierr(t) > 0, car r est continue
sur T. Si tg > p(tg), alors r2(p(ty)) existe car ua({p(to)}) = to — p(to) >
0 et puisque r € Wi’l(’ﬂ‘), il faut que r2(t) existe A-presque partout. Mais
r2(p(ty)) = %ﬁé;o)) > 0, ce qui contredit I’hypothese de départ exigeant
que 72(p(tg)) < 0 étant donné que r(ty) = r(a(p(to))) > 0. Si tg = p(te) > a,
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alors il existe un intervalle [t1, p(t)) tel que r(o(t)) > 0 pour tout ¢ € [t1, p(to)).
Ainsi, r(tg) — r(t1) = r(p(ty)) — r(t1) = f[tl,p(to))ﬂT r2(s)As < 0 par hypothése
et par le Théoréeme 2.3.15. Ceci contredit la maximalité de r(t). Le cas ty = a
est impossible si 'hypothése (i) est vraie alors que si r(a) < r(b), il faudrait que
r(a) = r(b). En prenant ty = b, par ce qui précéde, on trouverait que r(b) < 0, ce

qui nous méne directement a la conclusion. ([l

Lemme 2.7.2. Soit une fonction r € CL,(T,R") telle que r>(t) > 0 pour tout
te{teTr:r(t)>0}. Sir(a) >r(b), alors r(t) <0, pour tout t € T.

DEMONSTRATION. Supposons qu'il existe un ¢ € T tel que 7(¢) > 0, alors il existe
un to € T tel que r(ty) = maxerr(t) > 0. Si tg < o(to), alors r2(ty) < 0, ce qui
contredit I'hypothése de départ. Sity < bet ty = o(ty), alors il existe un intervalle
[to, t1] tel que r(t) > 0 pour tout ¢ € [to,¢;]. Ainsi, 0 < ft';l r2(s)As = r(t))—r(ty),
ce qui contredit la maximalité de r(ty). Finalement, si ¢y = b, alors par hypothése,

il faudrait que r(a) = r(b). En prenant ty = a, par ce qui précéde, on trouverait

que r(a) < 0. O

Lemme 2.7.3. Soit une fonction r € Wi’l(’]l‘) telle que r22(t) > 0 A-p.p.
te{teTy :r(o(t)) > 0}. Siune des conditions suivantes est satisfaite,
(i) agr(a) — yor®(a) < 0 et ayr(b) + yr2(pb)) < 0 (o ag, a1, et 1 sont
définies comme dans le Théoréme 2.6.6).
(ii) r(a) = 7(b) et r2(a) = r2(p(b))
alors r(t) <0, pour tout t € T.

DEMONSTRATION. Supposons qu’il existe un ¢t € T tel que () > 0. Dans ce
cas, il existe un ty € T tel que r(ty) = maxyer r(t) > 0, car r est continue sur T.
Traitons d’abord le cas out ty € T\{a, b}. Si tg > p(ty), alors 722 (p(ty)) existe car
pal{p(te)}) = to — p(to) > 0 et puisque r € W' (T), il faut que r22(t) existe A-
presque partout. Ainsi, o(p(ty)) = to et en vertu du Lemme 2.6.1, 722 (p(ty)) < 0,
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ce qui contredit I'hypothése. Si r(ty) > r(o(ty)), le cas p(ty) = to < o(to) est
impossible en vertu d’un raisonnement du Lemme 2.6.3 et si r(ty) = r(o(ty)),
on traite le cas p(tg) = to < o(to) en prenant r(o(ty)) comme maximum pour la
fonction r et ceci revient a traiter le premier cas si o(tg) < b. Si o(ty) = b avec
r(o(tp)) comme maximum pour la fonction r, ceci revient au cas tyg = b qui sera
traité plus bas. Si p(tg) = to = o(ty), alors il existe des nombres ¢y, t5 tels que
t1 < to < tg et tels que r(o(t)) > 0 pour tout ¢t € (1, p(t2)). Ainsi, pour tous
nombres s € (t1,ty) et t € (to,t2),

r2(t) — r®(s) = r22 () Aw > 0 2.7.1
(1) — r2(s) /[) (w)Aw > @71)

par hypothése et par le Théoréme 2.3.15. Pourtant, puisque r(¢y) est un maxi-
mum, il existe un s € (t1,g) tel que r2(s) > 0 et il existe un ¢ € (¢o,t,) tel que

r2(t) < 0. Donc, r2(t) — r®(s) < 0, ce qui contredit (2.7.1).

Traitons finalement le cas ou ty € {a,b}. Regardons en premier lieu le cas ou
la fonction r satisfait la condition (i). Sity = a et 9 = 0, alors r(a) < 0. Sity =a
et vo > 0, alors 72(a) > 0. Si a < o(a) on peut supposer que r(a) > r(o(a)),
sinon on se raméne au cas précédent. Dans ce cas, on obtient que r® (a) <0, ce
qui est une contradiction. Si maintenant a = o (a) et r2(a) > 0, alors il existe un

nombre t; > a tel que 72(t) > 0 pour tout ¢t € [a,t;). Ainsi, pour tout s € (a,t;),
r(s) —r(a) = / r2(H)At > 0 (2.7.2)
[a,s)NT

par le Théoréme 2.3.15. Ceci contredit le fait que r(a) est un maximum. Si a =
o(a) et r2(a) = 0, il existe un nombre t, tel que r(co(t)) > 0 pour tout t €
(a, p(t2)). Ainsi par hypothése, A-presque pour tout t € (a, p(tz)), r*2(t) > 0 et

donc

PA(E) = r(a) = () = /[ MR CIVEY (2.7.3)

par le Théoréme 2.3.15. Pourtant, puisque r(a) est un maximum, il existe un
s € (a, p(tz)) tel que 72(s) < 0, ce qui contredit (2.7.3).

Nous omettons le cas ty = b pour la condition (i) qui se traite de maniére similaire
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au cas précédent.

Si la fonction r satisfait la condition (ii) et si ty = b, on peut supposer que
r(a) = r(b) = maxierr(t) > 0. Si a < o(a), on va supposer que r(a) > r(o(a))
car sinon, on pourrait prendre ty = o(a) et on se raménerait & un cas précédent.
Il en résulte alors par la condition (ii) que r*(p(b)) < r®(a) < 0, ce qui contredit
le fait que ¢y = b. Si a = o(a), en utilisant le méme raisonnement que dans le
Lemme 2.6.4, on obtiendrait que 72(a) = r®(p(b)) = 0. Puisque ty = a = o(a) il
existe un nombre t; > a tel que r(o(t)) > 0 pour tout ¢t € [a, p(t1)). Ainsi, pour
tout s € (a,ty),

A (s) = 18 (s) — 1A (a) = / FAA AL S 0 (2.7.4)
la,s)NT

par hypothése et par le Théoréme 2.3.15. Pourtant, puisque r(a) est un maximum,
il existe un s € (a,t;) tel que r®(s) < 0, ce qui contredit (2.7.4). Ainsi, peu

importe la condition, il faut que r(t) < 0, pour tout ¢t € T. a



Chapitre 3

EXISTENCE DE SOLUTIONS POUR DES
SYSTEMES D’EQUATIONS
DIFFERENTIELLES DU TROISIEME ORDRE

Dans ce chapitre, nous établissons des théoréemes d’existence pour des systéemes
d’équations différentielles du troisiéme ordre avec des conditions aux limites. Soit
f :]0,1] x R¥ — R™ une fonction de Carathéodory. Nous considérons ici le

probléme

2"(t) = f(t,x(t),2'(t), 2"(t)), pp.t€[0,1],

z(0) = z9,2" € (BC);

(3.0.1)

ol zg € R™ et ou (BC') représente une des conditions aux limites suivantes :
Aoz (0) — po’(0) = 7o,

(3.0.2)
Az(1) + pra’ (1) = ry;

(3.0.3)

oll A; est une matrice n x n telle qu'il existe un a; > 0 tel que (x, A;z) > o z||?

pour tout x e R"; p;, =0,1; a; +p; >0;7=0,1.

Introduisons la notion de tube-solution qui sera cruciale dans ’obtention de

résultats d’existence.
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Définition 3.0.4. Un tube-solution pour le probléme (3.0.1) est un couple (v, M) €
W3[0, 1], R™) x W31([0, 1], [0, 0c[)) tel que :
(i) M'(t) > 0 pour tout ¢ € [0,1];
(i) (y —v'(@), f(t,z,y,2) = 0"(1) + |z = "> = M'(@)M"(t) + (M"(t))*
p.p.- t € [0,1] et pour tout (z,y,2) € R tels que ||z — v(t)|| < M(t),
ly =o' ()] = M'(1), (y = v'(1),z = v"(1)) = M'(Q) M" (1) ;
(iii) v"'(t) = f(t,z,v'(t),v"(t)) p. p. t € [0,1] tel que M'(t) = 0 et pour tout
x € R™ tel que ||z —v(t)]| < M(t);
(iv) Si (BC) représente (3.0.2), ||ro—(Apv'(0) — pov”(0))|| < oM’ (0)—poM"(0),
Ir1 = (A" (1) + pro" ()| < x M(1) + pr M"(1) 5
et si (BC) représente (3.0.3), alors v'(0) = v'(1), M'(0) = M'(1) et |[v"(1) —
V'(0)] < M"(1) = M"(0);
(v) [lzo = v(0)|] < M(0).

On notera
Ti(v, M) = {z € CHI,R") : ||2'(t)=o'(t)|| < M'(t), [|=(t) —v(®)|| < M(t) ¥t € [0,1]}.

Remarque 3.0.5. Nous verrons plus loin que cette condition de tube-solution

sera utilisée pour obtenir une solution = de (3.0.1) telle que = € T} (v, M).

Pour des résultats existants dans le cas scalaire, notamment dans [34, 52,
54|, des conditions d’existence de sous-solution « et de sur-solution [ pour le
probléme (3.0.1) sont considérées afin d’obtenir une solution telle que pour tout

tel0,1] :
a(t) <z(t) < B(t)
et
o (t) <2'(t) < B'(1).

Rappelons les définitions générales de sous- et de sur-solutions présentées entre

autre dans [34, 52| pour ’équation du troisiéme ordre

2"(t) = f(t,a(t), 2 (1), 2" (1), pp.tel01]. (3.0.4)
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Définition 3.0.6. Une fonction a € W3([0,1]) (resp. 8 € W*1([0, 1])) est une
sous-solution (resp. une sur-solution) pour (3.0.4) si & (t) > f(t,a(t), o/ (t), a"(t))
presque pour tout ¢ € [0, 1] (resp. 5”(t) < f(t, B(t), B'(t), " (t)) presque pour tout
t €10,1]).

Il est & noter que pour chacune de ces définitions, il faut ajouter des restrictions
supplémentaires qui dépendent des conditions aux limites considérés pour ces
systémes d’ordre 3. Dans [34], on étudie I’équation (3.0.1) avec des conditions
aux limites du style (0) = 0 et 2’ € (SL). Pour effectuer la majoration a priori sur
la solution et sa dérivée, Grossinho et Minhos imposent les restrictions suivantes

en regard des conditions aux limites du probléme :

a(0) =0, 5(0) = 0; (3.0.5)
A()O/(O) — p()O//(O) S To, Aoﬁl(O) — poﬁ”(O) Z To; (306)
A/ (1) 4+ p1a”(1) <y, A8 (1) + ;1 B7(1) > 1y (3.0.7)

et ils ajoutent également les hypothéses suivantes :

o(t) < 3'(1); (3.0.8)

pour tout ¢ € [0,1] et tout (z,y,2) € R tel que a(t) <z < [(t).

Si « et [ sont respectivement des sous- et des sur-solutions de (3.0.4) vérifiant
(3.0.5) & (3.0.9) alors le couple (BJ“TO‘, ’B_Ta) est un tube-solution pour (3.0.1), (3.0.2).
En effet, (3.0.8) implique la condition (i). La condition (ii) découle de la Défini-
tion 3.0.6, puisque (y, z) est soit (a/(t),a”(t)) ou (5'(t),3"(t)). Ainsi, par I'in-
égalité (3.0.9), si a(t) < x < [§(t), la condition (ii) est satisfaite. Si jamais on
avait que M'(t) = 0 pour certains t € [0, 1], alors on aurait que o/(t) = '(t) et en
vertu du lemme 1.1.5, il en résulterait que o’ (t) = 3" (¢t) et &' (t) = "' (t) = 0" (¢t)

presque pour tout ¢t € [0,1] tel que M'(t) = 0. Avec ces informations, on peut
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facilement vérifier que la condition (iii) est satisfaite. Enfin, les conditions (iv) et
(v) se vérifient facilement.
Par ailleurs si (v, M) est un tube-solution pour (3.0.1) avec z(0) = 0 et
"€ (SL), alors @« = v—M et f = v+ M sont respectivement sous- et sur-solution
de (3.0.1) sans que les conditions (3.0.5) et (3.0.9) ne soient nécessairement satis-

faites.

La démonstration du lemme suivant découle directement du Lemme 3.2 de [26]

appliqué a z’.

Lemme 3.0.7. Soit (v,M) un tube-solution pour (3.0.1). St x € W3'([0,1],R™)
est telle que o' € W5'([0,1],RY) et satisfait

(@) — (1), 2(1) — v"0) + 2" (0) — D
@ — v
W a0
() — TP e =il

> M/”(t) _ EM/(t)

presque partout sur {t € [0,1] : ||2’(t) — V()| > M'(t)}, alors ||2'(t) — V' ()| <
M'(t), pour tout t € [0, 1].

3.1. THEOREME D’EXISTENCE GENERAL

Nous considérons le probléme (3.0.1) avec f : [0,1] x R** — R" une fonction
de Carathéodory et avec une des conditions aux limites mentionnées ci-haut. Pour
le moment, nous imposons I’hypothése suivante :

(H3.1) 11 existe (v, M) un tube-solution de (3.0.1).

Nous voulons d’abord obtenir le théoreme général d’existence suivant.

Théoréme 3.1.1. Soit f : [0,1] x R3* — R™ une fonction de Carathéodory. Si
Uhypothése (H3.1) est satisfaite et si en plus
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(1) il existe K > 0 tel que pour toute solution x de (3.1.1), on a que

|z (t)|| < K pour tout t € [0,1],
alors le probléme (3.0.1) posséde au moins une solution telle que x € Ty (v, M).

Fixons € € [0,1] de sorte que opérateur L. : C§([0,1],R™) — Cy([0,1],R™)
défini par

soit inversible.

Considérons la famille de problémes modifiés suivante :

2"(t) — ex'(t) = fi(t,x(t), 2 (2), 2" (t)), pp-te01],

(3.1.1)
x(0) = g, 2" € (BC);

o A € [0,1] et la fonction f5 : [0,1] x R¥ — R™ est définie par

( 7M/(t) ,9,2) —ef) —e(1 =N

My o fi8:2) = ) = 1= V()

Fettag ) — 4 (U T (O + el - v @) sy = VO] > M0,
)‘(fl(tl'vyvz) - Ey) - 6(1 - A)U/(t)

\+ﬂ—AKU%ﬂ+%ﬂ@@—v%»> sinon ;

ot (v, M) est le tube-solution de (3.0.1) donné par (H3.1),

ftoy ) 4 ST sl =@l > M),

f(t,z,y,2) sinon;

_ M
T = @] (z —v(t) +o(t),
= M'(t)

v v — V() + (1),
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F—zt ( M) — <y—v’<t),z—v”<t>>> ( y—v'(t) )

lly—2' (@)l [ly—o’ ()]

et ol on comprend que
M”l(t)
M'(t)

(y — U’(t)) =0sur {t €[0,1]: ||y —2'(t)|| = M'(t) = 0}.

Remarque 3.1.2. En montrant qu'une solution x du probléme modifié est telle
que pour tout t € [0,1], on a que ||2/(t) — v'(t)]] < M'(t) et que ||z(t) —v(t)]] <
M (t), nous sommes assurés quune solution du probléme (3.1.1) pour A = 1 est

aussi solution du probléme (3.0.1).

A f%, nous allons associer 'opérateur
Fe:C*([0,1],R") x [0,1] — L*(]0,1],R™)

défini par :
Fe(x, A)(t) = f3(t, x(t),2'(t), 2" ().

Proposition 3.1.3. Soit f : [0,1] x R* — R™ une fonction de Carathéodory.
Sous Uhypothese (H3.1), l'opérateur F¢ préalablement défini est continu et inté-

grablement borné sur les bornés.

DEMONSTRATION. Montrons tout d’abord que F* est intégrablement borné sur
les bornés. Soit B C C?([0,1],R™) un ensemble borné. Si x € B, alors il existe
un nombre K > 0 tel que ||z (¢)|| < K, pour tout ¢ € [0,1] et pour i = 0,1, 2.

Remarquons que

17 (e, NN = 58, 2(8), 2/ (2), 2" (1)
< max{|[f (£, u,y, 2)I| : [[ull < lvllo + [1MIlo, llyll < l[o'llo + 1M"]lo,
111 < 2[12"llo + lv"llo + [1M"[lo}

+ M@+ 'O + [ @O + M7 (2)]

pour tout A € [0, 1] et presque pour tout ¢ € [0, 1].
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Puisque f est une fonction de Carathéodory, v € W3([0,1],R") et M €
W31([0,1],R), alors il est clair que F¢ est intégrablement borné sur les bornés.

En ce qui a trait a la continuité, montrons que si z,, — = dans C?([0, 1], R") et

An — A dans [0, 1], alors

Fan (s an(t), a7, (8), 20 (1)) — fR(E,2(2),2'(2), 2" (1)) pp. ¢ € [0, 1]. (3.1.2)

Puisque f est de Carathéodory, il est clair par la définition de f5§ que la rela-
tion (3.1.2) est obtenue presque partout sur {t € [0, 1] : ||2'(¢) — V'(t)]| # M'(t)}.
De plus, on peut démontrer, en utilisant un raisonnement similaire a celui de
la preuve de la Proposition 3.5 de [26], que Z/(t) — 2" (t) presque partout sur
{t € [0,1] : ||2'(t) — ' (t)|| = M'(t) > 0}. Ainsi, la relation (3.1.2) est satisfaite
presque partout sur {¢t € [0,1] : ||2’(t) — v'(¢)|| = M'(t) > 0}.

Sur 'ensemble A = {t € [0,1] : ||2'(t) — v'(t)|| = M'(t) = 0}, on obtient que
2'(t) = v'(t) et en vertu du Lemme 1.1.5, il faut que 2”(¢t) = v”(t), M"(t) =0 et
M"'(t) = 0 presque pour tout t € A. Dans ce cas,

[t z(t), 2'(t), 2" (1) = A(fr(t, z(t), 2 (), 2"(t)) — ex’(t)) + (1 — N (V" (t) — e'(1))
= Afa(t, (1), V'(1),0" (1)) — ex' (1)) + (1 = A)(v"(t) — e'(2))
= AW"(t) —ea!(t)) + (1 = N) (0" (t) — e'(t))
— 0" (t) — N/ (t) — (1 — Nev'()

presque partout sur A. Ainsi, il devient évident que la relation (3.1.2) sera égale-

ment satisfaite presque partout sur ce dernier ensemble.

La relation (3.1.2) et le fait que F* soit intégrablement bornée sur les bor-
nés impliquent que les hypothéses du théoréme de la convergence dominée de
Lebesgue sont satisfaites et donc F¢(x,, \,) — F(z,\) dans L'([0,1],R"). La

continuité de F°¢ est donc démontrée. O
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Lemme 3.1.4. Si l'hypothése (H3.1) est satisfaite alors pour toute solution x
de (3.1.1), x € Ty (v, M).

DEMONSTRATION. Montrons tout d’abord que si z € Wf;B([O, 1], R™) est une
solution de (3.1.1), alors ||’ (t)—v'(t)|| < M'(t), pour tout ¢ € [0, 1]. Sur I'ensemble
{t €[0,1] : ||2/(t) = V'(¥)|| > M'(t)}, nous avons que

|2/(t) = o' ()] = M'(#), (3.1.3)

(@ (t) — v'(t), 2"(t) — " (1)) = M' () M" (1), (3.1.4)

et

l2(2) =" (B)]F = (|2 (8) — " () P+
(M"())* -

Par conséquent, en utilisant (H3.1) on obtient que :

(@'(t) = v'(t), 2"(t) = v"(1) + [[2" () — v" () ||*

[2/(8) — V()]
@O —YO O =02
7/(6) — ()] 2/ (8) =o' (1)

(2(0) = v (0), ool (At 2(8), (1), (1)) = "(1) = e@'(t) = /(1)) )
[/t — (@)
(2'(6) = (1), elw’(t) = v'(5) + (1 = A ) o (1) — /(1)) )
/() — @]
() — " O = (0P

" 1) — v )]
@) — V0, A (0,70, 7(0) — (0) + 7)) — O — (1))
[0 — o]
(=70 - VO = MF®P) MG
* @ — o (0] +(1- g e M
— XNeM'(t)

> M"(t) — eM'(t)
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presque partout sur {t € [0, 1] : ||2/(t)—v'(¢)|| > M'(¢)}. En vertu du Lemme 3.0.7,
il en résulte que pour toute solution de (3.1.1), on a ||z/(t) — v'(¢)|| < M'(t), pour
tout ¢ € [0,1]. Ainsi, ||z(t) — v(®)] < ||2/(t) — V()| < M'(t). La fonction ¢ +—
||z(t)—v(t)]|— M(t) est donc décroissante sur [0, 1] et puisque ||zo—v(0)|| < M(0),
alors ||z(t) — v(t)|| < M(t) pour tout t € [0, 1]. O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le Théoréme 3.1.1.

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.1.1. Considérons I'opérateur
D : CZ 5([0,1],R") — Cg([0,1],R") défini par

D(x) =1

On peut facilement vérifier que cet opérateur est linéaire, continu et bijectif.

Une solution de (3.1.1) sera un point fixe de 'opérateur
H=D"oL o Np: U x[0,1] = C2 5(([0,1],R") € C*([0, 1], R")
ol Ny est défini & la section 1.1 et

U= {z € C%([0,1],R") : 2|0 < [l o + [MDlo;i = 0, 1; [la"[|o < K}.

Etant donné que U est un ouvert borné, la Propostion 3.1.3, le Théoréme 1.1.3
et la continuité des opérateurs D et L. nous assurent de la compacité de H. En
vertu de 'hypothése (i) du théoréme et par le Lemme 3.1.4, cet opérateur est
sans point fixe sur QU. Il s’agit donc d’une homotopie compacte sans point fixe
sur OU. En vertu des axiomes de la théorie du degré de Leray-Schauder, il suffira
de montrer que d(I — H(-,0),U,0) # 0. Ainsi, on aura que d({ — H(-,1),U,0) # 0

et donc, (3.1.1) et conséquemment (3.0.1) auront une solution.

Par définition de f§, on peut aisément vérifier qu’il existe un R > 0 tel que
Fe(C?([0,1],R") x {0}) C B(0, R) C L]0, 1], R™). Ainsi, F(-,0) est intégrable-

ment bornée et donc, Nx<(-,0) est compacte. Il en résulte que

H(-,0): C*([0,1],R™) — C*(|0,1],R")
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est compact et on peut supposer qu'il existe un ouvert borné W C C?([0,1], R™)

contenant U tel que D™ oL 'o N (C?([0, 1], R™") x {0}) C W. Ainsi, 'application
T :C*([0,1],R") x [0,1] — C*(]0, 1], R™)

telle que T'(x, \) = AD"to L7 o Nge(x,0) est une homotopie compacte sans point
fixe sur OW et toujours selon les axiomes de la théorie du degré de Leray-Schauder,

on a que :

1=d(I,W,0) =d(I —T(-,0),W,0) =d(I —T(-,1),W,0) = d(I — H(-,0), W,0).

Ainsi, par la propriété d’excision, d(I — H(-,0),U,0) = 1 et donc, le pro-

bléme (3.0.1) posséde une solution. O

3.2. AUTRES RESULTATS D’EXISTENCE

Dans cette section, nous voulons obtenir d’autres théorémes d’existence en
utilisant de nouvelles hypothéses permettant d’assurer que la condition (i) du
Théoréme 3.1.1 soit satisfaite. Ainsi, pour obtenir de nouveaux résultats, il suffit
d’obtenir une majoration adéquate pour les dérivées secondes de toute solution x

du probléme (3.1.1). Considérons les hypothéses suivantes :

(H3.2) 1l existe une fonction v € L'([0,1], [0, oo[) et une fonction

¢ : [0, 00[—]0, 0o mesurable au sens de Borel telles que

(1) [(z, f(t,2,y,2)) < @([|2[)(v(£) + [[2]]) presque pour tout ¢ € [0, 1] et
pour tout (z,y,2) € R*" tels que ||z — v(t)|| < M(¢) et ||y —v'(#)]] <
M'(2);

(ii) pour tout ¢ >0, [ ﬁ — 0.

(H3.3) 1l existe une fonction v € L'([0, 1], [0, 00[) et ¢ : [0, 00[— [1,00[ une
fonction mesurable au sens de Borel telles que
) ||f(t z,y, 2)]] < v(t)é(]|z]]) presque pour tout ¢ € [0, 1] et pour tout
(5., 2) € R tels que [l — o(t)]| < M(t) ety —v/(8)]| < M'(1);

(ii) pour tout ¢ >0, [ % = co.

ds
B(s)
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(H3.4) Tl existe des constantes r,b > 0, ¢ > 0 et une fonction h € L*([0, 1], R)
telles que presque pour tout ¢ € [0,1] et pour tout (z,y,z) € R3 avec
[z = o) < M(#), ly =o' (B} < M'(£) et [|z[| = r, on a que

(b+clylo(t, z,y,2) > ||| = h(?),
ol

(v, [t 2y, 2)) + 2P (2 f (820, 2))(y, 2)

o(t,z,y,2) =
2|l (s

(H3.5) Il existe une constante a > 0 et une fonction [ € L*([0, 1], R) telles que

1F(t 2y, )l < a(y, f(E 2y, 2)) + 1|217) +1(2)

presque pour tout ¢ € [0, 1] et pour tout (x,y, z) € R" tels que ||z —v(t)] <

M(t) et [ly =o' (@)|| < M'(2).
En juxtaposant judicieusement ces hypothéses, nous pourrons obtenir de nou-
veaux résultats d’existence que nous regrouperons dans deux énoncés différents
afin d’alléger le texte. Ces résultats découleront des trois lemmes suivants qui sont

en fait respectivement le Lemme 3.4 de [26] et les Lemmes 3.4 et 3.5 de [30].

Lemme 3.2.1. Soient r,k >0, m € L'([0,1],R) et ¢ : [0, 00[—]0, c0[ une fonc-

tion mesurable au sens de Borel telle que

> sds
—— > ImllLro k) + K

G
Alors il existe une constante K > 0 telle que ||2']jo < K pour tout x € W*1([0, 1], R")

satisfaisant les conditions suivantes :
(1) minepoy [|#'(¢)]| <7 ;
() |12 || 1 (fto,11),m) < K pour tout intervalle [to, t,] C {t € [0,1] : [|2'(t)[| > r};

(i) [{' (), " ()| < o([[«" (@) [])(m(t) + (=" (D)]]) presque partout sur {t € [0,1] :
" @] = 7}
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Lemme 3.2.2. Soient u € W2([0,1],R"), r,3 >0, v > 0 et m € L'([0,1],R).
11 existe une fonction croissante w : [0, 0o[— [0, 00| telle que pour tout intervalle

to, t1] sur lequel ||2'(t) — W' (t)]| > r, on a que
[07 ] q ’ q

2" = || L 0,1, 0) < w(llz = ullo),
et

i, l2'(2) = o' (8)]] < max{r,w([|lz —ullo)}.

pour tout x € W21([0, 1], R") satisfaisant presque partout sur {t € [to, t1] : ||2'(t)—
u'(t)|| > r} Uinégalité

\+ (() u(t), () ’(t)>2

ol

(w(t) = u(t), z"(t) — u" (1)) + [l'(t) — w'(£)]*
[l (2) = ' (D)
(@'(t) — ' (t), 2" (t) — u" (1)) {2 (t) — u(t), 2'(t) = ' (1))
) .

[ (t) = w ()]

ou(t,x) =

Lemme 3.2.3. Soient k >0 et m € L'([0,1],R). Si z € W>L([0,1],R") satisfait

2" ()] < k((2(t), 2" (1)) + (|2’ ()]]*) + m(t)
presque pour tout t € [0,1], alors il existe une fonction croissante w : [0, c0[—

10, oo telle que ||2'|| L o,1,r) < w(l|z[lo)-

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer de nouveaux théorémes

d’existence.

Théoréme 3.2.4. Soit f :[0,1] x R3 — R", une fonction de Carathéodory. Si
les hypotheéses (H3.1) et (H3.2) sont satisfaites et si en plus, U’hypotheése (H3.4)
ou Uhypothése (H3.5) est satisfaite, alors le probléme (3.0.1) posséde au moins
une solution telle que x € Ty (v, M).
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DEMONSTRATION. La conclusion découlera du Théoréme 3.1.1 si on arrive a mon-
trer qu’il existe une constante K > 0 telle que ||2”||o < K pour toute solution x
de (3.1.1). En vertu de I'hypothése (H3.2) et du Lemme 3.1.4, nous avons que
pour toute solution de (3.1.1)

[{"(2), " (1))

= a0 A, 2(0),2'(0), 2" (1) + (1~ N)a’1) — /(1)
(L= )00 + e 0~ o))

< Va0), 0, 2(0),2'(0), 2" (1)
(el ) =@+ I+ MDD )

< (0 + IOl D))
FEAM O]+ O]+ @D IO

< (@ll=" @1 + "N (@) + 2" @1 + el M'(B)] + [[o" ()] + [M™()])

presque pour tout ¢ € [0, 1]. Il suffira donc de montrer que les conditions (i) et
(ii) du Lemme 3.2.1 sont satisfaites pour 2’ € W21([0, 1], R"™).

Si ¢’est I'hypothése (H3.4) qui est satisfaite alors presque partout sur {t €
[0,1] : [|lz"(#)[| = 7}, on a que

Uo(t, 33,) =

(@'(t), 2" (@) + =" @O (="(1), 2" () (' (t), " (t))

[ (2] " ()]
= Mo (t,z(t), 2/ (t), 2" (t))
(L=’ (t),v"(t) + (e + %)(fﬁ'(ﬂ — V(1))
" (2]

(1= N)(@"(8),0"(8) + (e + S (@ () — o' (D)) (@' (¢), 2" (8))
[l (@)][®

+ (1= Nl=" (O +
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> Xo(t,z(t), 2’ (t), 2" (1)) + (1 — A)||="(¢)]]

2R @O+ M@ DA™ @O + el M) + [M™@)])

et ainsi, I'hypothése (H3.4) nous assure que

(b + cll" (@) [)oo(t, =)

0,20
EGIIERG]

> Mll=" (@)1 = ~(t)) + b(1 = M) |="(#)]| = — do(t)

ol
2
r

0o(t) ==(b+cllv' (@) + el M Ol @) + [M'(B)])

(

[0 (O] + el M'(1)] + [M™ (2)]).

Ainsi, en posant v = minyejo1{A +b(1 — \)}, 8= % et v = £, on peut appli-
quer le Lemme 3.2.2 a 2’ € W*1([0, 1], R") et ainsi, les conditions du Lemme 3.2.1
sont satisfaites. D’ou l'existence d’une constante K > 0 telle que ||2”||o < K pour

toute solution z de (3.1.1).

Si 'hypothése (H3.5) est satisfaite, alors par le Lemme 3.1.4

1= O =IAF(E (), 2'(2), 2" (2)) + e(1 = M) (' () = ' (1))

M"(@) :
M’(t) (SL’ (t) -0 (ﬂ))”

SAf @ 2(8), 2 (8), 2" () + ell’(2) = o' (O + " (O] + |M7 (2))]
<Xa({a'(t), f(t,2(t), 2/ (1), 2" (1)) + =" (B)]F) + |i(t)]
+ell2' () = @O + [l ()] + [M" ()]

<a((2'(t), 2" () + 2" (O1) + el M' ()| + [0 ()] + [M" ()]

— a1 = N O.00) + () + 0 = (0) + 1)

+ (1= (") +
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<a((2'(t), 2" () + 2" (D) + el M' ()| + [0 (@)l + [M" ()]

+a(([v @O + (M OD " O + (M (£)] + eM(2)) + [1(2)]

On peut donc appliquer le Lemme 3.2.3 4 2’ € W21([0, 1], R™). Ce dernier résultat
combiné au Lemme 3.1.4 nous assure que les conditions du Lemme 3.2.1 sont

satisfaites et conséquemment, la condition (i) du Théoréme 3.1.1 O

Théoréme 3.2.5. Soit f : [0,1] x R — R™ une fonction de Carathéodory. Si
les hypothéses (H3.1) et (H3.3) sont satisfaites et si en plus, nous avons une des

possibilités suivantes :
(i) (BC) désigne (3.0.2) avec max{pg,p1} > 0;
(i1) Uhypothése (H3.4) ou (H3.5) est satisfaite.

Alors le probleme (3.0.1) posséde au moins une solution telle que x € Ty (v, M).

DEMONSTRATION. La conclusion découlera a nouveau du Théoréme 3.1.1 si on
arrive & montrer qu'’il existe une constante K > 0 telle que ||2”||o < K pour toute
solution x de (3.1.1).

Si (BC') désigne (3.0.2) avec max{po, p1} > 0, alors il est facile de vérifier qu’il
existe une constante k > 0 telle que min{||z”(0)|, [|z”"(1)|} < k.

D’autre part, si 'hypothése (H3.4) ou (H3.5) est satisfaite, par le raisonne-
ment du théoréme précédent, nous savons qu’il existe une constante k£ > 0 telle
que mingeo 1) [|2” (1) < k.

Soit K > 0 tel que

K ds
o L= 17l 22 o,y + €l M llo + [[0" | Lo,y + 1M || 2 0,111 -
Sl existe ¢, € [0,1] tel que [|2”(¢;)|| > K, alors par ce qui préceéde, il existe un
to # t1 € [0, 1] tel que ||z (to)|| = k et [|2”(¢)|| > k pour tout ¢ entre ty et ¢;. Sans

perte de généralité, supposons que to < t;. On a que presque pour tout ¢ € [tg, 1],

R ORA0)
N PO
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Ainsi, par le Lemme 3.1.4 et par (H3.3),

=" @1 < [l O < 1F (& 2(8), 2" (2), " ()] + ell2’(8) = ' @O + 0" (O] + [ M ()]
< Iv@llol=" (@11 + ellMllo + [[" ()] + [M™(#)].

I ()l
/¢W =L

Pourtant, par hypothese et par le Lemme 1.1.6, on obtient que

/ mn' ﬂmﬁﬁ>KﬁﬁL
o(lz" (1)) o)) 2(8) — Ji o(s) ’

ce qui contradictoire. Ainsi, pour toute solution = de (3.1.1), il existe un K > 0

Il en résulte que

tel que ||z”(¢)|| < K, pour tout ¢t € [0, 1]. O

Cloturons cette section par un exemple nous permettant d’illustrer un des

résultats présentés précédemment.

Exemple 3.2.6. Considérons le systéeme

2" (t) = 2" (t) + [l2" O (2" O 2 (t) — (x(t), &' ()2 (t) — a
z(0) =0, Az’ (0) = 0, A1z’ (1) + p12"(1) =0

(3.2.1)

ou a € R" |la|]] = 1 et ou les A; et p; sont définis comme précédemment pour
i = {0,1}. On peut vérifier que (v, M) est un tube-solution pour (3.2.1) avec
v=0, M(t) = ﬁ. Aussi, les hypothéses (H3.2) et (H3.4) sont satisfaites avec
P(s) =3s+1,7(t)=0,b=1,c=0,r>0ect h(t) = % 4 t*. Les hypotheses du
Théoréme 3.2.4 sont satisfaites. Ainsi, le probléme posséde au moins une solution

z telle que ||z(t)|| < % et ||2'(t)|| <t pour tout ¢ € [0, 1].

3.3. HYPOTHESE DE CROISSANCE DE TYPE WINTNER-NAGUMO

Introduisons maintenant une nouvelle hypothése de croissance de type Wintner-
Nagumo pour la fonction f : [0,1] x R* — R™. Cette nouvelle hypothése nous
permettra d’obtenir un autre résultat d’existence qui généralise de plusieurs fa-
gons un résultat obtenu par Grossinho et Minhos [34] dans le cas d’une équation

d’ordre trois.
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(H3.6) Il existe une fonction mesurable au sens de Borel ¢ : [0, oo[—]0, o[ et une

fonction v € L'([0,1],R) telles que

() 1£(t, 2,9, )| < 91121 (7(£) + 1 2])) presaue pour tout ¢ € [0,1] et pour tout
(2,9, 2) € R tels que [|e — o()| < M(1) et |y — v/ (]| < M'(0);

(i) pour tout ¢ >0, [~ ¢sz) = 0.

Remarquons que cette nouvelle hypothése est plus générale que ’hypothése
(H3.3) étant donné que I'image ¢ peut étre plus vaste et que le terme multipliant
¢ est supérieur a celui dans (H3.3). Dans le nouveau résultat d’existence, nous
remplacerons les hypothéses (H3.2) ou (H3.3) par (H3.6) et alors, soit (H3.4)
ou (H3.5) pourront étre utilisées comme hypothéses supplémentaires. Cependant,
pour y arriver, nous aurons besoin de la théorie des inclusions différentielles, ce
qui demandera une modification du probléme un peu plus complexe que dans la
premiére section de ce chapitre.

Pour €, A € [0, 1], définissons tout d’abord la fonction multivoque
S5 [0,1] x R*™ — R™
par
Sf\(tv x,Y, Z) = f/‘\)e\(ta x,Y, Z) + G/\(ta x,Y, Z)a

oit la fonction f§ : [0,1] x R® — R™ est définie par :
(A MO fi(h 25, 5) — €

ERCICIRANER S y
—e(1 = M)'(t), si|ly —o'(¢)|| > M'(t) >0,

A 2.5.2) = SAfi(t 2.y, 2) — ey) — el = N/(1), st [ly —o'(8)] < DM(H),

et M'(t) > 0,

v"(t) — eV (1), si M'(t) =0;

\

et la fonction multivoque G\ : [0, 1] x R3 — R" est définie par :



59

G)\(ta z,y, 2)

( AM'(t) " (y—v' () 0" (1))
((1_ ||y—'v’(t>u)<M () + = >

(-3 (a7 @2 == O12) \ (g e)
+ 4

Ty— O oo silly =@ > M) >0,

0.1 M) 3r7e) + Sy

ly—v' (@)l

+
M”(t)Q—Ilé—v“(t)Q) ore)
t

o] T st ly = v = M) > 0,

0, si [ly — (&) < M'(#)

ou M'(t) =0;

\
ou (v, M) est toujours le tube-solution de (3.0.1) donné par (H3.1) et ou la fonc-

tion f; ainsi que les variables ¢ et Z sont définies comme & la section 3.1.

A S5, nous allons associer I'opérateur multivoque
S =F +G:C*[0,1],R") x [0,1] — L'([0, 1], R")
ot F¢ et G sont respectivement définies par :
Fe(w, \(t) = fi(t,2(t), 2 (1), 2" (1)),
G(z,A) = {u e L'([0,1],R") : u(t) € Ga(t,x(t),2/(t),2"(t)) p. p. t € [0,1]}.

Proposition 3.3.1. La fonction G : [0,1] x R3" x [0,1] — R telle que

~

G(taxaya Z, )‘) = G/\(t7$ayvz)

est une fonction de Carathéodory a valeurs converzes, compactes et non vides.

DEMONSTRATION. Fixons A € [0,1]. Il est clair que G\(t,x,y, z) a des valeurs
non vides, compactes et convexes et il est facile de vérifier que la fonction ¢ —

G(t,z,y,2) est mesurable pour tout (z,y,z,\) € R¥ x [0,1].
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Montrons maintanant que (z,y, z, \) — G(t,z,y, z) est semi-continue supé-
rieurement presque pour tout ¢ € [0, 1]. Sans perte de généralité, on peut supposer
que M"'(t) et v"'(t) sont bien définis pour tout ¢ € [0,1]. Pour ¢t € {t € [0,1] :
M'(t) = 0}, affirmation est évidente. Pour les autres cas, on veut montrer que
Pensemble A = {(z,y,2,\) € R x [0,1] : @(t, z,y,z,\) N A} # () est fermé pour
un certain A C R” fermé. Considérons une suite {u, }nen de A convergeant vers un
élément u = (z,y,z,\). Si ||[y—2'(t)]| > M'(t) > 0, pour n suffisamment grand, on
a ||yn —v'(t)]| > M'(t) > 0 et clairement, G(t, Zn, Yn, Zn, An) — G(t,2,y,2,\) € A
puisque A est fermé. De fagon similaire, on peut vérifier que G (t, Ty Yns Zns An) —
@(t, z,y, 2, \) € Apour n suffisamment grand si ||y, —v'(¢)|| < M'(t) et M'(t) > 0.
Traitons maintenant le cas ||y — v'(t)|| = M'(t) > 0. S’il existe une sous-suite
{Yn,. }ren telle que ||y, — v'(¢)|| > M'(t) > 0, on utilise le méme raisonnement
que le cas précédent en remarquant que A\, M'(t)/||yn, —v'(t)|| — A. S’il existe une
sous-suite {yn, bren telle que ||y, — v'(t)]| < M'(t), remarquons que G(t, u,) =
0 € G(t,x,y, 2 A\). Sinon, pour n suffisamment grand, ||y, — v'(t)|| = M'(t) et il
existe un 7, € [0, (1 — \,)] C [0, 1] tel que

— (1), 0" (1))  M"()* — |20 — v”(t)|l2)+ (yn — v'(1))
[gn — V' ()] [yn — v (@) [yn — 0" (@]

Puisque [0, 1] est compact, il existe une sous-suite {7,, }ren convergeant vers un

Wy = Y (M’”(t)%— (Y € A.

¢lément 5 € [0, (1 — A)]. Ainsi, w,, — w € G(t,u) N A, on

_/t /”t M//tQ_ s //t 2\ + _/t
w:%MW(tH(y v();’v (1)) (1) HZ, vl > (y vl( )
ly = v (@)l ly = v (@)l ly =" (1)]]
Alors, u € A
Reste & montrer la condition (iii) de la Définition 1.2.1. Remarquons que si

ly —v'(t)]| > M'(t) > 0 et ||G(t,z,y,2,\)| >0, alors par (H3.1) nous avons

IG(t, 2, y, 2, N

_ _ )‘M,(t) m
=P MO+

{y —v'(®), v’”(t)>)

ly = '@l
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M) — [(8) = (1)
N e )

M’ v’ ,11“/ _
—u_m(aﬁw% ”+MWWW@+M%vaﬂuw3
ly = (@)l

M )(wa'””+wwo

<Ml||;)(f»'<f (75, 2)
ly —v'(t )H
< If&z g, 2 + W (O + [M" (@)

<(1=2) + [ (O] + M (8)]

De plus, si |y — '(8)]| = M'(t) > 0 et |G(t, 2y, 2 \)| > 0, puisque M"(t)2
IZ = v"(®)]I?, on &

||§(t,x,y,z, )\)” — (Mm(t) 1 <y — ”U/(t),v’”(t)>)

ly — ' (@)
M"(#)? —||Z"(t) — " ()| "
+ < ||| + [M"(#)]. (3.3.1)
N G
Ceci nous permet de conclure que G est une fonction de Carathéodory. ([l

A S¢:C%([0,1],R™) x [0,1] — L*([0, 1], R™), on associe 'opérateur multivoque
Nse : C*([0,1],R™) x [0,1] — Cy([0, 1], R™)
défini par :
Nse(z, M) () = {w : w(t) = /tu(s)ds avec u € S(z,\)}.
0

Proposition 3.3.2. Soit f : [0,1] x R3" — R"™ une fonction de Carathéodory et
(v, M) un tube-solution de (3.0.1). L’opérateur Nge est semi-continue supérieure-

ment, complétement continu, a valeurs compactes, convexes et non-vides.

DEMONSTRATION. En procédant comme a la Proposition 3.1.3, on peut montrer
que Dopérateur F¢ : C2([0,1],R") x [0,1] — L([0,1],R") est continue et inté-
grablement borné sur les bornés. Il découle du Théoréeme 1.1.3 que 'opérateur

univoque Nz est continu et complétement continu.
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D’autre part, les Propositions 1.2.8 et 3.3.1 impliquent que 'opérateur mul-
tivoque N est complétement continu, semi-continu supérieurement et a valeurs
convexes, compactes, non-vides.

La conclusion découle de ce qui précéde puisque
NS€ - NAe + NG
U

Considérons maintenant la famille de systémes d’inclusions différentielles sui-
vante en fonction du parameétre A € [0, 1].
2" (t) — ex!(t) € S§(t,x(t),2'(t), 2" (t)) p.p.te€[0,1],

(3.3.2)
z(0) = zg, 2" € (BC).

Montrons que si  est solution du probléme (3.3.2), le Lemme 3.0.7 nous per-

met d’obtenir une majoration a priori pour cette solution et sa dérivée premiére.

Lemme 3.3.3. Soit f : [0,1] x R* — R™ une fonction de Carathéodory. Si
Uhypothése (H3.1) est satisfaite et si x est solution du probleme (3.3.2), alors
T e Tl (U, M)

DEMONSTRATION. Sur l'ensemble {t € [0,1] : ||2'(t) — V/(¢)|| > M'(t)}, nous
avons comme précédemment que ||2/(t) — o' (¢)|| = M'(¢), (2 (t) — v'(¢), z"(t) —
V() = M'(t)M"(t) et que
"y — " 2 1" — " 2 " 2 <$/<t) — ’U/(t),lﬂ//(t) — U//(t»z

(1) — " O = [12"(1) " @ + (" (1) T
Par conséquent, en utilisant (H3.1) on a p.p. sur {t € [0,1] : ||2'(t) — '(t)] >
M'(t) > 0},

(@'(t) = v'(t), 2"(t) = v"(t)) + [[2" () — v"(B)||?

[l () = v' (@)

() (0,20 O
[2/(8) — o' (6)]]? l2"(t) = o' (0)]
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(2/(8) — 0/ (), sty (1 (8 (), 2 (), 2" (1)) — e/ () = o/(¢)))
2 (#) = v ()]
(2'(t) = v'(t), Gat, z(t), (), 2" (1))
[l (2) = v'($)]
l27(8) = " (B)I* = (M"(8)* _ (a'(t) =o' (8), 0"(t)

t
)

R 7y e 51 R P77 B3] I SACAACL
@) — (), A 20, P, 7)) + 15 — @I — (M(0))
[ @) — o]
N0 0~ (0 ) (),
[ — (O] [ — v @]
Gt a(t), 2 (8), 2" (8) ] — AeM()
L AQEOM() + (@) - v (0.0"(0) (@) — (D). 0"(D)
= [0 — @] [0 — @]
BT S0, e
Posons
oy < AOTOM(0) + @0~ v0.0"(0) (0~ o010
[0 — @] [0 — v @]
N — @R - (0)2)
TR0 '

On peut vérifier que |G (t, z(t),2'(t), 2" (t))|| = (M"(t) — &(t))". Ainsi, on a

@(6) = (0.2 (1) — v (D) + 2" (1) — " O
@ — v (O]
W v -0
() — (O] =l

> () + (M(t) = §(1)" — eM'(t) = M"(t) — eM'(t).

Presque partout sur {t € [0,1] : ||2/(t) — V'(¥)|| > M'(t) = 0}, 2”'(t) =
v"(t) + e(2'(t) — V() et donc,
(@'(t) = ' (), 2" (t) — " (1)) + |l2" (t) — " ()|
|2/ (t) — ' ()]
(2'(t) = v'(1), 2" (t) — v"(1))?
|2’ (t) — ' ()|]?
>0=M"(t)—eM'(t)

— el () = o' (D)l
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par le Lemme 1.1.5. Ainsi, par le Lemme 3.0.7, pour toute solution de (3.3.2), on
a ||2'(t) — o' (t)|| < M'(t), pour tout t € [0,1] et a fortiori, ||z(t) — v(t)| < M(t)
pour tout ¢ € [0, 1]. O

Pour démontrer le résultat principal de cette section, il faut appliquer la ver-
sion multivoque de la théorie du degré de Leray-Schauder. Pour arriver & nos
fins, nous devons d’abord démontrer I'existence d'une constante K > 0 telle que
|z”||o < K pour toute solution x du probléme (3.3.2). Afin d’y arriver, introdui-

sons les trois lemmes suivants.

Lemme 3.3.4. Si f:[0,1] x R* — R" est de Carathéodory et si les hypothéses
(H3.1), (H3.6) sont satisfaites, alors pour toute solution x de (3.3.2), nous avons

que
[ (@)1 < 20 (l|l2" (O (v () + [l="(O1]) + el M|

presque pour tout t € [0, 1].

DEMONSTRATION. Puisque z est solution de (3.3.2), alors nous avons par le

Lemme 3.3.3 que z € T} (v, M) et donc,
[ @I <IIf(E (), 2'(8), 2" (¢)]| + ell"(t) — o' (B)]

p.p. sur {t € [0,1] : ||2/(t) —v'(t)|]] < M'(t)}, alors que p.p. sur {t € [0,1] :

[ (2) = 'O} = M'()},

@ £ 2(6), 20, 2" (O] + el (8) - v
m <$,<t) - Ul(t)> Um<t)>
(0o + = rm e
M P O+ 0 )
=) — vl EOETO]L:

+

En vertu de (H3.1) et du Lemme 1.1.5, presque partout sur
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{t € [0,1] : |2/ (t) — ' ()| = M'(t) et

@) =), MR — ) — O ¢
(oo + e )t e )

on a

H ( (M"(t) + {'(t) — v’(t)vv’”(t»)

[ @ — v (]
MY — () — (2 + (@) — (1)
Frw—ear ) Teo—ewll
@) = D) MR — () — (O
R e s Rl Gy e )

<) - @), f g t) (1), 7"(1)))

< ||f(t,I<t),l‘ (t)vf”(t»H = ”f(t7x(t)ax,(t)vx”(t))n'

Ainsi, de (H3.6) et de ce qui précede, on déduit

1= < 201" (O (v (E) + " (O)]]) + ell M o-

O

Lemme 3.3.5. Si f:[0,1] x R® — R" est de Carathéodory et si les hypothéses
(H3.1), (H3.4) sont satisfaites, alors pour toute solution z de (3.3.2), nous avons
qu’il existe des constantes by > 0, co > 0 et une fonction dy € L*([0,1],R) telles

que
(bo + collz’(B))oo(t, «) = [l (£)]] — do(t)

presque partout sur {t € [0,1] : ||2”(t)|| > r} ot r est donné dans (H3.4) et ou

oo est définie dans le Lemme 3.2.2.

DEMONSTRATION. Si z est une solution de (3.3.2), par le Lemme 3.3.3, il existe
une fonction u € L'([0, 1], R™) ou u(t) € Gi(t, z(t), 2/ (t), 2" (t)) presque pour tout
t € [0, 1] telle que
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(b+cllz’(t) oo (t, 2”)

e AT PO (0,0} 0, )
R S = [ 70 R

G-+ el o, (0),2'(0),2”(0)) + (1~ N) o+ el D) "))
ot el @) (c1 -y (KT D)

[l ()]l
_ (), 2'(t) - v’(t)><x’(t)7$”(t)>> IRCAQICION
O [0
_ (@), u(®) (' (@), flf”(t)>>
[l (#)[1°

En vertu de ’hypotheése (H3.4), il en résulte que
p.p.te{te[0,1]:||z"(t)] > r},

(b +cll2’ () oo(t, 2") = (A +b(1 = N)[[z" (#)]] — Ah(t)
—2(b+ c(||2"(®)|) <€||x’(t)||(||x’(t) —v' ()] + ||U(t)||)>

r

Par l'inéquation (3.3.1) et le Lemme 3.3.3 on a que

(b +cll’()Doo(t, 2) = (A+b(1 = A))[|2" ()] = Ah(t)
- %(b + ("N + M @) (el (O + M (@) (M’ (X) + 0" () + [M(£)])).

Posons v = minycp,1j{A + (1 — A\)b}. On remarque que le lemme est démontré

en choisissant by = 2, ¢y = < et

- %(b + ([ @1 + M @)) (e(llv' ()] + M) (M'(t) + [l (@) + [M™(£)])).
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Lemme 3.3.6. Si f:[0,1] x R* — R" est de Carathéodory et si les hypothéses
(H3.1), (H3.5) sont satisfaites, alors pour toute solution x de (3.3.2), il existe
une fonction mg € L'([0,1],R) telle que

2" (@I < a2’ (£), 2™ (1)) + 2" (B)]I*) + mo(t)

presque pour tout t € [0,1] et ot a est donnée dans (H3.5).

DEMONSTRATION. Si x est une solution de (3.3.2), alors en vertu de (H3.5), de
I'inéquation (3.3.1) et du Lemme 3.3.3, il existe une fonction u € L*([0, 1], R™) ou
u(t) € Ga(t, z(t), 2'(t), 2" (t)) et presque pour tout ¢ € [0, 1],

=" O = [IAF(E 2 (2), 2 (2), 2"(2)) + e(1 = A)(@'(t) — v'(1)) + u(t)]
S Af(E2(t),2'(), 2" (O))] + (1 = Ml2"(2) = o' (O + " (O] + [M™ (2)]
< aA({@'(t), f(t, 2 (t), 2/ (1), 2" (1)) + =" ()II) + [i(t)]
+eM'(t) + W (@) + [M™(2)]
< a((2'(t), 2" (6)) + 2" (D) + (L) + eM'(t) + [V ()] + | M"(t)]

+all2’ ()] (eM'(t) + [V (O] + M7 (2)])-
On peut donc voir facilement que I’énoncé est vérifié. O

Nous avons maintenant tous les outils nécessaires pour démontrer le théoréme

de cette section.

Théoréme 3.3.7. Soit f : [0,1] x R3 — R"™ une fonction de Carathéodory.
Si les hypotheses (H3.1), (H3.4) (ou (H3.5)) et (H3.6) sont satisfaites, alors

le probleme (3.0.1) posséde au moins une solution telle que x € Ty(v, M) N

wa1([0,1], R").
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DEMONSTRATION. Pour démontrer I'existence d’une constante K > 0 telle que
|z"]]o < K, nous allons appliquer le Lemme 3.2.1 a 2/ € W21([0, 1], R").

Tout d’abord, si I'hypothése (H3.4) est satisfaite, la combinaison des Lem-
mes 3.3.5 et 3.2.2 nous assure que les conditions (i) et (ii) du Lemme 3.2.1 sont
satisfaites.

Si I'hypothése (H3.5) est satisfaite, c’est la combinaison des Lemmes 3.3.6
et 3.2.3 qui nous assure que les conditions (i) et (ii) du Lemme 3.2.1 sont satis-
faites.

En ce qui a trait a la condition (iii), remarquons que le Lemme 3.3.4 nous

permet de conclure que

[{="(2), 2" ()| < [l=" O oll=" @) + e(IM o)) (v(£) + 2" ()] + 1)

presque partout sur [0, 1]. En ayant préalablement choisi € € [0, 1] suffisamment

petit, 'hypothése (H3.6) nous assure que

/°° sds —
o 5(20(s) + €| M]l)

pour tout r > 0 et ainsi, toutes les conditions du Lemme 3.2.1 sont satisfaites.

Une solution de (3.3.2) sera un point fixe de 'opérateur multivoque

D oLt o Ne : U x [0,1] — €2 ([0, 1,R") € C*([0, 1], ")

X
ou

U = {z € C*([0,1],R") « a0 < [l lo + M P00 = 0, 1; [Ja"]|o < K}.

Le reste de la preuve est analogue a celle du Théoréme 3.1.1 en utilisant la théorie
du degré de Leray-Schauder pour des applications multivoques semi-continues

supérieurement, compactes, a valeurs non vides, compactes et convexes.

O
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Exemple 3.3.8. Considérons le systéme

2"(t) = o[l (1)) (t), ' (£))*a" (¢)
(3.3.3)

ou |la]| =1 et ¢ : [0, 00[—]0, 00| est une fonction mesurable au sens de Borel telle

o0 ds

(s)
est un tube-solution pour (3.3.3). De plus, (H3.4) est satisfaite avecb=1,¢c =0

llallt*
2

que pour tout ¢ > 0, [ = 00. On peut vérifier que v(t) = 0, M(t) =
et h(t) = 0. Puisqu'il est aisé de vérifier (H3.6), en vertu du Théoréme 3.3.7, le
systéme (3.3.3) a au moins une solution z telle que ||z (¢)]| < W et ||/ (t)]| < |la|t

pour tout ¢ € [0, 1].

Remarque 3.3.9. Dans le cas scalaire, rappelons I’hypothése de croissance im-
posée a f : [0,1] x R® — R dans [34].
(H3.6S) Pour une constante a > 0 donnée, il existe une fonction continue
h: [0,00[— [a,o00] telle que

(i) |f(t,2z,y,2)| < h(]z|) pour tout ¢ € [0,1] et pour tout (x,y,z) € R? tel que

a(t) <ax < B(t) et o/(t) <y < F(1);
sds
11 fO h(s) = 0.

Cette hypothése est un cas particulier de 'hypothése (H3.6). En effet, il suffit

de poser
h(ss) sis#0,
yt)=1 et os) =
h(0) sis=0.

De plus, on remarque que ’hypothése (H3.4) est trivialement satisfaite et comme
nous l'avons fait remarquer précédemment, ’hypothése (H3.1) implique l'exis-
tence d’une sous-solution de la forme o« = v — M et une sur-solution de la forme
[ = v + M satisfaisant aux définitions de sous- et de sur-solutions introduites
dans [34]. Le théoréme précédent généralise donc le théoréme de Grossinho et
Minhos aux systémes d’équations et il va beaucoup plus loin. En effet, f peut
maintenant étre de Carathéodory et non seulement continue. De plus, les condi-
tions aux limites que nous avons traités sont plus nombreuses que dans leur cas

et bien sir, 'hypothése de croissance imposée a f est plus générale.
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Remarque 3.3.10. Plus récemment, Grossinho et Minhos [35] ont réutilisé le
méme raisonnement que dans [34| pour montrer un théoréme d’existence pour
une équation d’ordre m > 3 du méme type que (3.0.1) mais ou 2(0) = 0 pour
i = 0,1,...,m — 3 et ou 2™ 2 satisfait la condition aux bords (3.0.2). Nous
pourrions facilement étendre le théoréme précédent au cas d’ordre m > 3 avec
z®(0) = z; € R" pour i = 0,1,...,m — 3 et ot ™2 satisfait les conditions aux
bords (3.0.2) ou (3.0.3). Nous savons ainsi que le résultat présenté dans [35] est
généralisable aux systémes. Cependant, puisque le raisonnement reste le méme
que ce que nous venons de présenter dans les sections précédentes de ce chapitre,
nous avons cru bon de nous en tenir au cas m = 3, afin de ne pas alourdir

inutilement la notation.



Chapitre 4

EXISTENCE DE SOLUTIONS POUR DES
SYSTEMES D’EQUATIONS AUX ECHELLES
DE TEMPS DU PREMIER ORDRE

Dans ce chapitre, nous établirons des théoréemes d’existence pour les systémes

suivants.
z2(t) = f(t,x(t)), pour tout t € T*,
(4.0.1)
z(a) = z(b)
22 (t) = f(t,z(c(t))), pour tout t € T,
(4.0.2)

x € (BC).
Ici, T est une échelle de temps bornée o on notera a = minT, b = max T
et Tog = T\{b}. De plus, f : T" x R" — R™ est une fonction continue et (BC')

désigne une des conditions de bord suivantes :
z(a) = xo; (4.0.3)

z(a) = z(b). (4.0.4)

4.1. THEOREME D’EXISTENCE POUR LE PROBLEME (4.0.1)

Voici la notion de tube-solution pour le probléme (4.0.1). Cette hypothése sera

cruciale dans ’obtention du résultat d’existence.

Définition 4.1.1. Soit (v, M) € C!,(T,R™) x C!,(T, [0, o0)). On dira que (v, M)

est un tube-solution de (4.0.1) si
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(i) (z —v(t), f(t,x) — v2(t)) > M(t)MA(t) pour tout t € T* et tout z € R®
tel que [lz —o(@)[| = M(2);

(ii) v®(t) = f(t,v(t)) et MA(t) = 0 pour tout t € T* tel que M(t) = 0;

(iii) [lu(b) = v(a)l < M(b) — M(a).

Nous imposons ’hypotheése suivante :

(H4.1) 1l existe (v, M) un tube-solution de (4.0.1).

Considérons le probléme modifié suivant :

z2(t) — z(t) = f(t,Z(t)) —T(t), pour tout t € T*,

B (4.1.1)
MOy v siflz—w
Hy < | S v +olt) st =@l > M0 s

T sinon.

Définissons 'opérateur Tp, : C(T,R") — C(T,R") par

TP*($)<t) = el(t, a)[ €l(b, CL) /[ - (f( ,E(S)) f(s))A

1 —e(b,a) e1(o(s),a)

ou la fonction e; (-, a) est définie en (2.5.1).

Proposition 4.1.2. Soit f : T" xR™ — R"™ une fonction continue. Si [’hypothése
(H4.1) est satisfaite, alors Uopérateur Tp, : C(T,R") — C(T,R") est compact.

DEMONSTRATION. Montrons tout d’abord la continuité de 'opérateur. Soit {2, }nen

une suite de C(T,R") convergeant vers un élément z € C(T,R"™). Remarquons
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en vertu de la Proposition 2.3.7 que
[ Tps(20)(t) — Tru(@)(t)]]

<latolaro) [

5, n(5)) = f(5,7(5))) = (Tuls) = f(S))ASH

e1(o(s),a)

K(1+C B B -
< <M )(/ (1F(s,Zn(s)) = f(s,T(s))|| + | Tm(s) — x(s)H)A3>.
[a,b)NT
ot K := maxer [e1(t, a)|, M := ming et [e1(t1, a)| et C = ||1fle(1b(’a)a)||_

Puisqu'il existe une constante R > 0 telle que ||Z|/crrr) < R, il existe un
indice N tel que ||Z,||c(r,rry < R pour tout n > N. Ainsi, f est uniformément
continue sur T* x Bg(0). Donc, pour € > 0 donné, il existe un § > 0 tel que pour
tous z,y € R™ ou

eM eM
KA Op—ay MW - TEDl < spaam—a

lz =yl <o <

et ce, pour tout s € T". Par hypothese, il est possible de trouver un indice N>N

tel que || Ty — Z||c(rrn) < § pour n > N. Dans ce cas,

K(1+C) eM
T (5) O~ T @O < 202 [ A <e

ce qui nous convainc de la continuité de Tp,.

Montrons maintenant que 'ensemble Tp, (C(T,R™)) est relativement compact.
Considérons une suite {yn}neny de Tp.(C(T,R™)). Pour tout n € N, il existe
un z,, € C(T,R") tel que y, = Tp«(x,). Remarquons, en vertu de la Proposi-

tion 2.3.7, que

Tl < S ([ i meas - [

[7(s)14s).
[a,b)NT

Par définition, il existe un R > 0 tel que ||Z,(s)|| < R pour tout s € T et
tout n € N. La fonction f étant compacte sur T* x Bg(0), nous pouvons déduire

I'existence d’une constante A > 0 telle que || f(s, 7, (s))|| < A pour tout s € T" et
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tout n € N. Ainsi, il est évident que la suite {y, }nen sera uniformément bornée.

Remarquons également par ce qui précéde que pour des nombres t1,t; € T,

| Tpu () (t2) — Tpu(@,) ()]l

(f(s,%n(s)) — Tn(s))
[t1,t2)NT e1(o(s), a) As||
K(A+R)
M

< Bllei(tz, a) — e1(ty, a)|| + K|

< BHel(tz,a) — €1<t1, G)H + ‘tg — t1’

ou B est une constante pouvant étre choisie de sorte qu’elle soit supérieure a

e (b,a) (£ (5, 7() = Ta(5)) (5. 7() = Tals)
ol Mo R W o]

sup
neN

Ceci nous convainc que la suite {y, }nen est aussi équicontinue et en vertu du
théoréme d’Arzela-Ascoli dont la preuve s’adapte aisément si 'espace considéré
est C(T,R") au lieu de C([a, b], R™), {yn }nen posséde une sous-suite convergente.

Ainsi, Tp, est compact. O

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme d’existence.

Théoréme 4.1.3. Si l’hypothése (H4.1) est satisfaite, alors le probléme (4.0.1)
possede une solution x € C},(T,R™) N T (v, M).

DEMONSTRATION. En vertu de la Proposition 4.1.2, I'opérateur Tp, est compact.
Ainsi, par le Théoréme du point fixe de Schauder, Tp, admet un point fixe. Le
Théoréme 2.5.3 nous assure que ce point fixe est une solution du probléme (4.1.1).

Il suffit donc de démontrer que pour toute solution x de (4.1.1), = € T'(v, M).

Considérons 'ensemble A = {t € T : ||z(t) — v(t)|| > M(t)}. Sit € A est

dense a droite, alors en vertu de I’Exemple 2.2.5

o] — ) ) O )
(Ia(t) = oft)]| = M (1) e M),

Sit € A est dispersé a droite, nous avons que



1)

lz(t) = o)l - =) — O o
u(0) () — o) MR

2(o(t) — v(o(t) = (#(t) = o)

v
—~
8
—~
~+
~—
|
-1
—~
~
~—
8
—~
~—

(0|20 — o (0] ()
() o) 20— )
= e — )] MEG).

Nous allons montrer que si t € A, alors (||z(t) —v(t)| — .M(t))A >0.51te A
et M(t) > 0, alors par hypothése du tube-solution

— (M(t) = [lx(t) = v(t)]]) = M2(t)
M(t)MA(t)
Mt

— MA2(t) = 0.

)
De plus, si M (t) = 0, alors par hypothése du tube-solution

(o) — o(t), (4. 7(0) + (a(t) ~T(0) — 0> (1)
= Ja(0) — ()] MR
() — o(0), £ (1, 0(1)) — v2(1))
12(0) — (0]
T (llz(t) —v(0)]) - MA()

> 0.

En posant r(t) = ||x(t) — v(t)|| — M(t), il en résulte que r2(¢t) > 0 pour tout
t € {t € T¢ : r(t) > 0}. De plus, par hypothése du tube-solution, remarquons
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que 7(b) — r(a) < ||Jv(b) —v(a)|| — (M(b) — M(a)) < 0. Ainsi, les hypothéses du

Lemme 2.7.2 sont satisfaites, ce qui démontre le théoréme. O]

Un théoréme d’existence est démontré pour le probléme (4.0.1) dans [17].

Nous énongons ce résultat qui utilise une hypothése différente de la notre.

Théoréme 4.1.4. Soit f : T" x R™ — R™ une fonction continue. S’il existe des

constantes non-négatives o et K telles que

1f(t.p) —pll
h(t)

pour tout (t,p) € T*XR™ ou h : T — R définie par h(t) := exp (f:(t) 5_1(u(3))A5>

< 2afp, f(t,p)) + K

avec

-1, sipu(s) =0

log(1—p(s))
u(s)

§1(pul(s)) =

SINon.

est telle que h(t) # 1, alors le probleme (4.0.1) posséde une solution.

Dans I’énoncé du précédent résultat, remarquons que la fonction h(t) n’existe
pas si u(t) = 1. Ce résultat s’applique donc seulement aux échelles de temps T
telles que pu(t) # 1 pour tout ¢t € T. L’exemple suivant démontre que ce dernier
théoréme a ses limites et que notre hypothése de tube-solution permet d’obtenir

I'existence d’une solution pour de nouveaux types de systémes.

Exemple 4.1.5. Considérons le systeme

22(t) = —ay ||z (t)])?2(t) + agx(t) — azp(t) t €T

ol ay, as, az sont des constantes réelles positives choisies de sorte que —a; + as —
a3 =0et ou ¢ : T" — R” est une fonction continue telle que ||¢(¢)|| = 1 pour

tout t € T*.

Montrons tout d’abord que ce systéme ne peut satisfaire les hypothéses du

théoréme précédent. Supposons au contraire qu’il existe des constantes non-négatives
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a et K telles que

| = aslle|Px + agz — asé(t) — ||
h(t)

pour tout (t,z) € T" x R™.

< 2a(z, —a1||z||*x + asx — azp(t)) + K

En posant N := maxer ||h(t)]], il y aurait alors existence de constantes posi-
tives a et K telles que

| = aslle|Px + agz — asé(t) — ||
N

pour tout (t,z) € T" x R™.

< 2a(z, —a1||z||*x + asx — azp(t)) + K

Ainsi,
“aillel” , aalel aa Wl o et 4 2000a]? + 2as0e] + K.
N N N N

Par conséquent, on obtient que

pa(llzl) = 2aiallz]|* + bl z])* + cllz|* + dl|z]| + e < K

pour tout x € R" ot b = —#, ¢ = —2a0, d = —2a3a + F —

L — _as
N et e = .

N N
Puisque lim g0 Pa(||z]]) — 00, cela contredit la supposition de départ. Ainsi,

ce systéme ne satisfait pas 'hypothése principale du théoréme.

En revanche, en prenant v = 0 et M = 1, on obtient un tube-solution adéquat
pour notre probléme et en vertu du Théoréme 4.1.3, le probléme posséde une
solution x telle que ||z(¢)|| < 1 pour tout ¢ € T. Ainsi, notre théoréme d’existence
permet d’élargir la gamme de systémes d’équations aux échelles de temps du

premier ordre possédant une solution.

Dans le cas particulier ou T = {0,1,..., N, N + 1} avec N € Z et ou
f " xR® — R” est continue, 'hypothése du tube-solution nous assure de
I’existence d’une solution pour des systémes d’équations aux différences finies de

la forme
Ax(t) = f(t,x(t)), pour toutte {0,1,...,N},
(4.1.3)
2(0) = x(N + 1),
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ou Ax(t) =x(t+ 1) — x(t).
Un théoréme d’existence est démontré pour ce dernier probléme dans [57].

Nous énongons ce résultat qui couvre le cas T = [a,b] N Z que n’incluait pas le

Théoréme 4.1.4.

Théoréme 4.1.6. Soit f : {0,1,...., N} x R* — R" une fonction continue. S’il

existe des constantes non-négatives o et K telles que

M%%zﬂgmmﬂmm+K

pour tout (t,p) € {0,1,..., N} x R™ alors le probléme (4.1.3) posséde une solution.

En vertu de 'exemple précédent, nous savons que ce dernier théoréme a égale-
ment ses limites et que I’hypothése de tube-solution permet d’obtenir 1’existence

d’une solution pour de nouveaux types de systémes.

Si nous considérons maintenant le probléme (4.1.3) comme une équation avec
n = 1 et f ne dépendant que de la fonction x(t), alors le tube-solution de la
Définition 4.1.1 généralise les notions de sous- et sur-solutions « et 3 introduites
dans [9] lorsque «a(t) < ((t) pour tout ¢ € {0,1,..., N, N + 1}. Rappelons ces

définitions.

Définition 4.1.7. Un vecteur 3 = (3(0), (1), ..., B(N 4+ 1)) € R™V*2) (vesp. a =
((0), (1), ...,(N + 1)) € RN*+2)) est appelé une sur-solution (resp. une sous-
solution) de (4.1.3) pour f ne dépendant que de z si pour tout ¢t € {0,1,..., N, N+
1}, F(3(1) > AB() (resp. f(alt)) < Aalt)) et si B(0) = BN + 1) (resp. a(0) =
a(N +1)).

La Définition 4.1.1 généralise la définition précédente, car dans cette derniére,
il aurait suffit de supposer que 3(0) > S(N +1) et que a(0) < (N +1). On peut

énoncer le Théoréme 5 de [9] comme un corollaire du Théoréme 4.1.3.

Corollaire 4.1.8. Si l’équation (4.1.3) pour f ne dépendant que de la fonction

x(t) posséde une sous-solution « et une sur-solution [ telles que a(t) < [(t)
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pour tout t € {0,1,...,N, N + 1}, alors cette équation posséde une solution x =
(z(0),z(1),...,z(N + 1)) € RN telle que a(t) < z(t) < B(t) pour tout t €
{0,1,...., N, N + 1}.

4.2. THEOREME D’EXISTENCE POUR LE PROBLEME (4.0.2)

La notion de tube-solution pour le probléme (4.0.2) sera légérement différente
de la Définition 4.1.1.
Définition 4.2.1. Soit (v, M) € C},(T,R™) x C},(T, [0, 0)). On dira que (v, M)
est un tube-solution de (4.0.2) si

(i) (z —v(o(t)), f(t,x) — v2(t)) < M(o(t))MA(t) pour tout t € T* et tout
x € R" tel que ||z —v(o(t))|| = M(o(t));

(ii) v2(t) = f(t,v(o(t))) et M(t) = 0 pour tout t € T* tel que M(o(t)) =0;
(iii) Si (BC) représente (4.0.3), ||zo—v(a)| < M(a);si (BC) représente (4.0.4),

alors ||v(b) —v(a)|| < M(a) — M(b).

En suivant un raisonnement similaire a la section précédente, nous pouvons

obtenir le résultat suivant.

Théoréme 4.2.2. S’il existe un tube-solution (v, M) de (4.0.2), alors le pro-
bleme (4.0.2) posséde une solution x € C!,(T,R™) N T (v, M).

Pour y arriver, il suffit d’utiliser le probléme modifié suivant.

2 (t) +x(o(t)) = f(t,Z(o(t))) + T(o(t)), pour tout ¢t € T*,
(4.2.1)
x € (BC).

Ensuite, on démontre que les opérateurs 77 : C(T,R") — C(T,R") et Tp :
C(T,R") — C(T,R") tels que

Ty (z)(t) = ex(a,t)(zg +/[ t)mr(f(s,f(s)) +Z(s))e1(s, a)As),
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et

1 1
e1(t,a) [el(b, a)—1

! /mmf(s, 7(s)) +7(s))er (s, ) As).

Tp(x)(t) =

/[bm(f(s,f(s)) +7(s))er(s, a)As

sont compacts.
Finalement, on démontre que toute solution du probléme (4.0.2) est élément

de T'(v, M) al'aide du Lemme 2.7.1.

Des théorémes d’existence ont été démontrés dans [60] pour le probléme (4.0.2),
(4.0.3) en utilisant une hypothése différente de la ndtre. Lorsque f est bornée,
nous pouvons utiliser directement le théoréme du point fixe de Schauder pour
prouver 'existence d’une solution a (4.0.2),(4.0.3) et il n’est donc pas nécessaire
de faire la majoration a priori des solutions dans ce cas. Montrons que dans le
cas ou f est non-bornée, les Théorémes 4.7 et 4.8 de [60] sont des corollaires de

notre théoréme d’existence.

Corollaire 4.2.3. Soit f : T" x R® — R™ une fonction continue et non-bornée.

Sl existe des constantes non-négatives L et N telles que

£t p)l < —2L(p, f(t,p)) + N

pour tout t € T et tout p € R™, alors le probléeme (4.0.2),(4.0.3) posséde au moins

une solution.

DEMONSTRATION. On supposera que L > 0 car sinon, on se raméne au cas ou f
est bornée. Dans ce cas, par hypotheése, il existe une constante K := % telle que
(p, f(t,p)) < K. Définissons la fonction M : T — [0, 00) telle que
M(t) == [|zo]| + 1 +/ KAs.
la,t)NT

Ainsi, M2(t) = K pour tout t € T et donc,

(p, f(t,p)) < K < MA#)M(c(t))
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pour tout t € T et tout p € R™. Ainsi, en prenant v = 0, on obtient un tube-
solution (v, M) adéquat pour notre probléme et en vertu du Théoréme 4.2.2; le
probléme posséde une solution z telle que [|z(t)|| < ||zo|| + 1+ K (t — a) pour tout
teT. [

Corollaire 4.2.4. Soit f : T" x R® — R"™ une fonction continue et non-bornée.

S’il une constante non-négative K telle que

(p, f(t,p)) < K

pour tout t € T et tout p € R™, alors le probléme (4.0.2),(4.0.3) posséde au moins

une solution.

DEMONSTRATION. La preuve suit le méme raisonnement que dans le corollaire

précédent. O



Chapitre 5

EXISTENCE DE SOLUTIONS POUR DES
SYSTEMES D’INCLUSIONS AUX ECHELLES
DE TEMPS DU PREMIER ORDRE

Dans ce chapitre, nous établirons un théoréme d’existence pour le systéme

suivant.

z2(t) € F(t,z(o(t)), A-p.p.te Ty,
(5.0.1)
x € (BC).

Ici, T est une échelle de temps bornée ot on notera a = minT, b = max T et
Ty = T\{b}. De plus, F': Ty x R" — R™ est une fonction multivoque & valeurs
non vides satisfaisant des conditions qui seront précisées plus loin et (BC') désigne

une des conditions de bord suivantes :
z(a) = zo; (5.0.2)

z(a) = z(b). (5.0.3)

5.1. THEOREME D’ EXISTENCE

Une solution du probléme sera une fonction z € W' (T, R") satisfaisant (5.0.1).
Introduisons la notion de tube-solution pour le probléme (5.0.1). C’est a partir

de cette notion que nous obtiendrons notre résultat d’existence.

Définition 5.1.1. Soit (v, M) € Wx'(T,R") x Wx'(T,[0,00)). On dira que
(v, M) est un tube-solution de (5.0.1) si
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(i) A-p.p.t € Ty et tout = € R™ tel que |[|[z—v(o(t))|| = M(o(t)), il existe § > 0
tel que pour tout u € R” tel que ||u — z|| < d et ||u—v(a(t))|| > M(a(t)),

il existe y € F(t,u) tel que
(u—v(o(t),y —v2(t)) < M2(t)]lu = v(e®)];

(ii) v2(t) € F(t,v(o(t))) A-p.p. t € Ty tel que M(o(t)) = 0;
(iii) M(t) = 0 pour tout ¢t € Ty tel que M(o(t)) =0;

(iv) Si (BC) représente (5.0.2), ||zg—v(a)|| < M(a); si (BC) représente (5.0.3),
alors ||v(b) —v(a)|| < M(a) — M(b).

On notera
T(v, M) = {x € Wy (T,R") : ||z(t) — v(t)|| < M(t) pour tout t € T}.

Nos résultats reposent sur les hypothéses suivantes.

: Ty X — est une application multivoque & valeurs convexes e
F1) F: Ty x R" R™ est licati 1ti a val t
compactes telle que t — F(t,z) est A-mesurable pour tout © € R" et

x— F(t,z) est s.cs. A-p.p. t € Ty.

(F2) Pour tout r > 0, il existe une fonction h, € L4 (T, [0, 00)) telle que

max{|[y| -y € F(t, ), [« <7} < he(t) A-pp. & € To.

Afin de démontrer le théoréme d’existence, nous aurons recours a un probléme
modifié judicieusement choisi. Introduisons les applications appropriées.

Soit (v, M) un tube-solution de (5.0.1). Définissons

FH:TOXR”HR”parFu:ﬁﬂGU,
ou

F(t,x) = F(t,7(a(t)));
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vA(t) si M(a(t)) =0
R" si |z —v(o(t))]| < M(o(t))
Gu(t, x) = et M(o(t)) > 0

{z:(z —v(o(t), 2 —v2(1))
< MA@)||lx — v(o(®))]]},  sinon.

avec

5(6) = ek (z = v(s)) +v(s) iz —o(s)|| > M(s) 5.L1)

Remarquons que pour tout ||z — v(o(t))|| > M(a(t)) > 0,
Gu(t,z) = Go(t, To(o(t))) V0 € [0,1], (5.1.2)
ot Zg(o(t)) = 0F(a(t)) + (1 — 0)z. En effet, pour 6 € [0, 1],
Gult,w) = {z: (& —v(o(t)),z = v2(t)) < MA(t)|lz — v(o ()]}
= {2 (zo(a(1)) —v(o(t)), 2 = v2(1)) < M2 (t)[|Zo(0(t)) — v(a(t)]]}
= Gu(t, Tp(o(t)))

car [|Zg(o(t)) — v(o(t))]| > M(a(t)) et

Zo(o(t)) — v(o(t)) = (1 0+ %) (z — v(a(t))).

Nous allons considérer le probléme modifié suivant.

z2(t) + x(o(t)) € Fy(t,x(o(t))) + Z(o(t)), A-p.p.te T,
(5.1.3)
x € (BC).

Avant de démontrer le théoréme d’existence, nous devons prouver les trois

résultats suivants.

Proposition 5.1.2. La fonction G, : To x R® — R"™ définie ci-haut est a graphe
fermé par rapport a x A-presque pour tout t € Ty, A-mesurable par rapport a t

pour tout x € R™ et a valeurs convezes, fermées et non vides.
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DEMONSTRATION. On peut facilement vérifier que G, est a valeurs convexes,
fermées et non vides. Pour montrer que GG, est & graphe fermé par rapport a z et
A-mesurable par rapport a t pour tout x € R", on utilise le méme raisonnement

que dans la preuve de la Proposition 5.3 de [45]. O
Définissons l'opérateur multivoque F : C(T,R") — L} (T, R") par
F(x) = {w € Ly(To,R™) : w(t) € Fu(t,z(c(t))) A-p.p. t € To}.

Proposition 5.1.3. Si (F1) et (F2) sont satisfaites, F est intégrablement borné

et a valeurs convezes, non vides.

DEMONSTRATION. Soit € C(T,R™). 1l existe {z,, }men une suite de fonctions
simples telles que ||z, (o(t)) — v(o(t))|| > M(o(t)) A-p.p. sur {t : ||x(c(t)) —
v(o(t))|] > M(o(t))} et telles que z,, — T dans C(T,R"). Puisque les fonctions
multivoques t — F(t,y) et t — Gy(t,y) sont A-mesurables pour tout y € R",
les fonctions multivoques t — F(t,z,(0(t))) et t — Gu(t, ,,(0(t))) le sont aussi
pour tout m € N.

Il découle du Théoréeme 1.2.5 que pour tout m € N,
t— F(t,z,(o(t)) NGyu(t, xm(o(t)))

est A-mesurable. Cette fonction peut toutefois avoir certaines valeurs vides.
La Proposition 1.2.2 implique que pour tout k£ € N,
te | (P am(0() 0 Gult 2n(o(1)))
m>k
est A-mesurable.

La Définition 5.1.1(i) nous assure que cette fonction est a valeurs non-vides
A-presque partout sur {t : M(o(t)) # 0}. En effet, A-presque partout sur
{t: M(co(t)) #0 et |T(c(t)) —v(o(t))]| < M(o(t))}, pour m > k assez grand,
[2m(o(t) = v(e@))]| < M(a(t)) et

F(t,2,(0(t)) N Gu(t, zm(o(t))) = F(t, 2,(c(t))) NR™ £ (.
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D’autre part, pour A-presque tout t € {t : M(o(t)) # 0 et ||Z(o(t)) —v(a(t))] =
M(o(t))}, s’il existe m > k tel que ||z,,(0(t)) —v(o(t))|| < M(o(t)) alors comme
précédemment, F'(t,z,,(c(t))) N Gyu(t, zm(0o(t))) # 0. Sinon, il existe 6 > 0 donné

par la Définition 5.1.1(i) et m > k assez grand tel que

[zm(a(t)) =Z(@(@)] <0, |zm(at)) = v(e@)] > M(a(1)),

et il existe z € F(t,z,(0(t))) tel que

(@ (o (t) —v(o(t), 2 = v2(1) < [lom(o(t) — vie(®)] M2(1),

le.z € F(t,xm(o(t))) NGyu(t,z,(o(t))).
Maintenant, il découle de la Proposition 1.2.3 et des Théorémes 1.2.4 et 1.2.5

que

t (" U (Ft.2nlo®) 0 Gult,om(o(0))

keNm>k

est A-mesurable et donc

fiLv. ( (t, 2 (0 (1)) N Gu(t, xm(o—(t)))) site{t: M(o(t)) # 0}

t— T(t) = ¢ keNm>k
vA() site{t: M(o(t)) =0},

est A-mesurable a valeurs compactes, non vides. Finalement, le Théoréme 1.2.6
garantit I'existence w une sélection A-mesurable de T'.

Montrons que w € F(z). Puisque w(t) € I'(t) A-p.p., pour tout k € N,

w(t) € <F(t,xm(a(z€)))ﬂGu(t,xm(a(t)))> A-p.p. dans {t : M(a(t)) # 0}.

m>k

Donc, pour A-presque tout t € {t: M(o(t)) # 0}, il existe une sous-suite
U, (1) € F(t, 2, (0(t))) N Gu(t, 2, (0(1)))

telle que uy,, (t) — w(t). Si ||z(o(t)) —v(o(t))]] < M(o(t)), puisque y — F(t,y)
et y — Gy(t,y) sont a graphe fermé et que z,,, (0(t)) — ZT(o(t)) = z(o(t)), on
déduit que

w(t) € F(t,7(a(t) N Gu(t, (0 (t))) = Fu(t, z(o(t)))-
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Par contre, si ||z(o(t)) — v(o(t))|| > M(o(t)), puisque xp,(o(t)) — Z(o(t)), il
existe une suite {y,,, } telle que
i = 2(0 (1)

et

Ty (0(1)) = Oy Ty (0(8))+(1=0pm, ) Yy = (yml)gmZ (o(t)) pour un certain 6, € [0, 1].

Par (5.1.2)

Uy (1) € F(t; 2, (0(8))) OV Gult, 2, (0(1))) = F(E 2, (1)) N Gull, Yo, )-

De nouveau, le fait que y — F(t,y) et y — G, (t,y) soient a graphe fermé et la
convergence de x, (o(t)) — T(o(t)) et de y,,, — (o (t)) nous permet de déduire
que

w(t) € F(t,7(a(t)) N Gu(t, (0 (1)) = Fu(t, z(o(t)))-

Par ailleurs, la Définition 5.1.1(ii) implique que A-p.p. sur {t : M(o(t)) = 0},
w(t) = v2(t) € F(t,7(o(1)) N Gu(t, 2(0(t))) = Fu(t, z(o(t))).

Ce qui nous permet de conclure que w € F(z) puisque I'hypothése (F2) nous
assure que w € L} (Ty, R™).

La convexité de F(x) découle directement de la convexité des valeurs de F' et
de G,.

Finalement, F(z) est intégrablement borné car I’hypothése (F2) garantit ’exis-
tence de h := h, € L\(Ty,[0,00)) avec r = max{||v(t)|| + M(t) : t € T} tel que
pour tout z € C(T,R") et tout w € F(x),

lw(®)|| < h(t)  A-pp.teT

Définissons 'opérateur multivoque 77 : C(T,R") — C(T,R") par

Ti(x) = {u e C(T,R") : u(t) = e1(a,t) <ﬂfo+/

[a,t)NT

ex(s, @) (w(s)+7(0(s))) Als) )

ol w € ]:(x)}
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Théoréme 5.1.4. Si (F1) et (F2) sont satisfaites et si (v, M) € Wy (T,R") x
WA(T, [0,00)) est un tube-solution de (5.0.1), (5.0.2), alors Uopérateur Ty -
C(T,R") — C(T,R™) est compact, s.c.s., a valeurs convexes, compactes et non

vides.

DEMONSTRATION. Soit z € C(T,R"). Il est clair que T7(z) est convexe et non
vide car F(x) 'est aussi par la proposition précédente.
Cette méme proposition nous assure que F est intégrablement borné, i.e. qu’il

existe h € L (T, [0,00)) tel que
|lw(t)]| < h(t) A-pp.sur T Yw e F(x),Vee C(T,R"). (5.1.4)

Posons r = max{||v(t)|| + M(t) : t € T} et K = max{l|e;(t,s)| : t,s € T}.
Pour montrer que T7(C(T,R")) est borné, il suffit de remarquer que pour tout

u e Tr(C(T,R™)),

)] < & (Jaul + [

[a,b)NT

K(r+ h(s))A(s)) Vvt e T.
Aussi, pour tout t > 7 €T,
[u(t) = u(7)]| < l|lzoll ler(a,t) — ex(a, 7))

+lei(a,t) —ei(a, )| ‘/[ - e1(s,a) (w(s) + T(J(S)))A(s)

Fler(a, )| \ /[ (s (w(s) + 7o) A

<lerfat) - 0.l (Jool + |

[a,b)NT

K (h(s) +1)A(s))

—I—K2/ h(s) +r A(s).
[m,t)NT
D’ou I'équicontinuité de 77 (C(T,R™)) car

t—ei(a,t) et t— h(s)+rA(s)
[a,t)NT

sont continues sur T. En adaptant la preuve du théoréme d’Arzela-Ascoli a ce

contexte, on déduit que T7(C(T,R")) est relativement compact dans C(T,R").
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Montrons maintenant que 7; est a graphe fermé. Soient {z,,} et {u,,} des
suites convergentes dans C(T,R") telles que z,,, — z, Uy, — w et u,, € Ti(x,,).

Soit wy, € F(z,) tel que

wm(t) = e1(a, 1) (xo + /

[a,t)NT

e1(s, a) (wn(s) + zm(a(s)))A(s)).

Soit la fonction h donnée en (5.1.4). En considérant les prolongements w,, et h

dans L'([a,b]), on a que
[ ()] < (t)  pop. t € [a,b].

Par le théoréme de Dunford-Pettis (Théoréme 1.1.7), il existe g € L*([a, b], R") et
une sous-suite encore notée {w,,} tels que w,, — g dans L'([a, b], R™). Puisqu'un

convexe fermé est faiblement fermé et que L'([a, b], R") est séparable, il existe
Zm € CO{Wpn, W1, - -}
tels que
2m — g dans L'([a, b],R™).

Encore & une sous-suite prés, encore notée {Z,,},

Zm(t) — g(t) p.p.t € |a,b].

Dong, p.p. t € [a, b,

() € co{ U wl(t)} c co{ | Pt zm(o(t)) N @(t,xl(a(t)))}
I>m I>m
ott les fonctions F' et G sont les prolongements des fonctions I’ et G au sens

de (2.3.1). A la limite,

gt) € oo U Ft.mulo®) N Gt ailo®) }

~

C F(t,7(o (1)) NGt 2(0(1)) = Fult, z(o(t))),

car y — F (t,y) ety — éu(t, y) sont a graphe fermé et a valeurs convexes, fermées

et ,, — x dans C(T,R").
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En vertu de la Proposition 2.3.18, on peut supposer qu’il existe une fonction
w : Ty — R™ telle que g = w, ou w(t) € E(t,x(a(t))) = F,(t,z(o(t))) A-p.p.
t € To. D’ou w € F(z).
Finalement, par la Proposition 2.3.18 et en utilisant le fait que w,, — w dans
L'([a, b], R™) et que z,, — = dans C(T,R"), on déduit que pour tout t € T,
/[ - e1(s,a) (wn(s) + T(o(s)))As — e1(s,a)(w(s) +z(o(s)))As.
a,t)n

la,t)NT

De cela et de la convergence u,, — u dans C'(T,R™), on obtient pour tout ¢ € T,

u(t) = e(a,t) (xo + /

er(s, a) (w(s) + f(a(s)))As).
[a,t)NT
D'ou u € Ty(z) et Tt est a graphe fermé.

Le fait que 77 soit compact et a graphe fermé nous permet de déduire aisément
que 17 est a valeurs compactes.

Reste a montrer que 77 est s.c.s. Ceci découle immédiatement du fait que 77

est compact et a graphe fermé. En effet, soit B C C(T,R") fermé et
A={z e C(T,R") : Ti(z) N B # 0}.

Soit {z,,} une suite dans A qui converge vers x dans C(T,R"). Il existe u,, €
Ti(x,) N B. La compacité de T garantit I'existence d’une sous-suite encore notée
{um} convergeant vers u dans C'(T,R™). Puisque B est fermé que que 77 est a

graphe fermé, u € T;(xz) N B, et donc x € A. Ce qui termine la preuve. O

Définissons maintenant I'opérateur multivoque Tp : C(T,R") — C(T,R™) tel que

To(2)(t) = {v € C(T,R") : v(t) = el(i’ >
1 T J—
[W /[ 7,))@(1”(5)”(0(8)))61(8,a)As+ /[ 7t)mT(w(8)+x(o(s)))el(s,a)As],

ouw € F(z)}

En utilisant un raisonnement similaire au théoréme précédent, nous pourrions

démontrer le résultat suivant.
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Théoréme 5.1.5. Si (F1) et (F2) sont satisfaites et si (v, M) € Wy (T,R") x
WA(T, [0,00)) est un tube-solution de (5.0.1), (5.0.3), alors lopérateur Tp -
C(T,R") — C(T,R™) est compact, s.c.s., a valeurs convexes, compactes et non

vides.

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme d’existence.

Théoréme 5.1.6. Si (F1) et (F2) sont satisfaites et si (v, M) € Wy' (T, R") x
WA(T, [0,00)) est un tube-solution de (5.0.1), alors le probleme (5.0.1) posséde
une solution x € W' (T, R™) N T(v, M).

DEMONSTRATION. En vertu des Théorémes 5.1.4 et 5.1.5, les opérateurs 717 et
Tp sont compacts, semi-continus supérieurement, a valeurs convexes, compactes
et non vides. Ainsi, par le théoréme de point fixe de Kakutani (Théoréme 1.2.7),
ces deux opérateurs admettent un point fixe. Les Théorémes 2.5.1 et 2.5.2 im-
pliquent donc I’existence d’une solution pour le probléme (5.1.3). Il suffit donc de

démontrer que pour toute solution z de (5.1.3), x € T'(v, M).

Considérons 'ensemble A = {t € Ty : ||z(o(t)) — v(o(t))|| > M(c(t))}. En
vertu de la Remarque 2.4.5, A-p.p. sur Uensemble A = {te A:t=0(t)} ona

que

(lz(t) — v(t)]| — M) =

Sit € A est dispersé a droite, alors pa({t}) > 0 et donc,

(Jlx(t) —o()]| — M(t))*

(o) —ve®) = la) —o@®

B p(t) M)

_ llz(e(®) = o) ~ llz(o(t) — olo@)lle®) = oOl _ y/aq
( t
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Nous allons montrer que ([|z(t) — v(t)|| — M(t))A < 0, A-p.p. sur A. Si
M(o(t)) > 0, alors par hypothése du tube-solution et par ce qui précéde, on
a A-p.p. qu'il existe un y(o(t)) = z2(t) + z(co(t)) — T(o(t)) € Fu(t,z(co(t))) et

que

(ll(t) —o(&)|| — M ()"

D’autre part, si M(o(t)) = 0, alors F,(t,z(c(t))) = {v2(t)} et on a A-p.p.
sur {t € A: M(o(t)) = 0},

(ll(t) = v(B)]| — M(t))"
(a(o(t) = vio(®),ylo(t) + @o(t) = 2(@®) = > ®) _ ) a
t) —wv

<

Dans ce cas, il reste a montrer que M“(t) > 0. Par hypothése du tube-
solution, si M(o(t)) = 0, alors M(t) = 0. Si o(t) > t alors M2(t) = 0. Si
o(t) = t, la Proposition 2.3.17, nous assure que M*(t) = 0 A-presque partout
sur {t = o(t) : M(o(t)) = 0}.
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En posant 7(t) = ||z(t) — v(t)|| — M(t), il en résulte que r*(t) < 0 A-presque
partout sur {t € Ty : r(c(t)) > 0}. De plus, par hypothése du tube-solution,
remarquons que si x satisfait (5.0.2), alors r(a) < 0 et si « satisfait (5.0.3), alors
r(a) — r(b) < ||v(a) — v(d)| — (M(a) — M(b)) < 0. Ainsi, les hypothéses du

Lemme 2.7.1 sont satisfaites, ce qui démontre le théoréme. O



Chapitre 6

EXISTENCE DE SOLUTIONS POUR DES
SYSTEMES D’EQUATIONS AUX ECHELLES
DE TEMPS DU DEUXIEME ORDRE

Dans ce chapitre, nous établirons des théorémes d’existence pour le systéeme
suivant.

w28(1) = f(t,x(0 (1)), 2™ (1)), A-pp.t TS,
(6.0.1)
x € (BC).
Comme précédemment, T est une échelle de temps bornée ot on notera a =

minT, b = max T et

2

, | T\{b) sibe T,
T =

T+ sinon.

De plus, f : T5" x R?" — R™ est une fonction A-Carathéodory et (BC') désigne

une des conditions de bord suivantes :

z(a) = x(b);
(6.0.2)
2%(a) = 2% (p(b))
apr(a) — VOIA(G) = Xo;
(6.0.3)

a1z(b) + nz®(p(b)) = 1.

ou ag, a1, Y,y1 > 0, max{ag, v} > 0 et max{ay,v1} > 0.
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6.1. CAS OU f NE DEPEND PAS DE z°(t).

Dans cette section, notre objectif est d’établir un résultat d’existence pour le

probléme :

28 (t) = f(t,x(o(t), App teTy,
(6.1.1)
x € (BC).
ou (BC) désigne (6.0.2) ou (6.0.3).
Une solution du probléme sera une fonction z € Wx' (T, R") satisfaisant (6.1.1).
Introduisons une notion de tube-solution pour le probléme (6.1.1). C’est a partir

de cette notion que nous obtiendrons notre résultat d’existence.
Définition 6.1.1. Soit (v, M) € WX'(T,R*) x W' (T,[0,00)). On dira que
(v, M) est un tube-solution de (6.1.1) si

(t-0) (z — v(a(t)), f(t,z) — v22(t)) > M(o(t))M22(t) A-p.p. t € T5 et tout
x € R™ tel que ||z —v(o(t))|| = M(o(t));

(t-ii) v22(t) = f(t,v(co(t))) et MA2(t) <0 A-p.p. t € T tel que M(o(t)) =0;

(t-iii) Si (BC) représente (6.0.2), alors v(a) = v(b), M (a) = M(b), et |[v2(p(b)) —
vB(a)] < M2 (p(b)) — M*(a);
si (BC) représente (6.0.3), ||lzo — (agv(a) —yov2(a))|| < agM (a) —voM*>(a),
lz1 = (a1v(b) + 7102 (p(b))I| < arM (b) + 71 M (p(b)).

On notera
T(v, M) = {x € W2 (T,R") : ||z(t) — v(t)|| < M(t) pour tout t € T}.

Afin de démontrer notre théoréme d’existence, nous aurons recours au pro-

bléme modifié suivant.

x € (BC).
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ou

= | =) +0(s) s e =9l > M) 615

T sinon.

Définissons 'opérateur F : C(T,R") — LY (T, R") par

Fa)(t) = f(t,7(o(t))) = T(o(t)).

Proposition 6.1.2. L’opérateur F' défini ci-haut est continu et borné.

DEMONSTRATION. Montrons d’abord que 'ensemble F'(C(T,R™)) est borné. Par
hypothése du tube-solution, il existe un R > 0 tel que ||Z(o(s))|| < R pour tout
s € T et tout x € C(T,R"). Par l'item (C-iii) de la Définition 2.3.19, il est clair
qu’il existe une fonction h € L (T5",[0,00)) telle que || F(z)(s)|| < h(s) A-p.p.
s € T4 et tout € C(T,R™), ce qui prouve que F est borné dans LX (T4, [0, 00)).

Montrons maintenant la continuité de l'opérateur. Soit {x,},en une suite
de C(T,R™) convergeant vers un élément x € C(T,R™). Il faut montrer que
la suite de fonctions {g, }nen telle que g,(s) := f(s,Tn(0(s))) —Tn(o(s)) converge
vers la fonction g dans LL (T4, R") ou g(s) = f(s,Z(c(s))) — Z(co(s)). On peut
aisément vérifier que 7, (t) — Z(¢) pour tout t € T et donc, par I'item (C-ii) de la
Définition 2.3.19, gn(s) — g(s) A-p.p. s € T4 . Par ce qui précede, ||g,(s)|| < h(s)
A-p.p. s € TSQ. Les hypothéses du Théoréme 2.3.8 sont ainsi satisfaites et donc,
gn — g dans LY (T, R™). Ceci vérifie la continuité.

O

Lemme 6.1.3. Pour toute solution x de (6.1.2), z € T (v, M).



97

DEMONSTRATION. Montrons que A-p.p. sur I'ensemble A = {t € T4 : ||z(c(t))—
o(o(®)]l > M(o(t))} on a que

(lo(t) = v(®)] = M(E)=2 >

(£(0(t) = v(o(1),723(1) = v*3(B) | A
(o () = v(e ()] M2 (t)  (6.1.4)

Sit € A est dense a droite, alors en vertu de la Remarque 2.4.9, A-p.p. sur

Pensemble A = {t € A:t = 0o(t)} on a que

()] — an o ()=o), 232 () —vRR(t) L aa
(lle(t) - o(t)]) — M) > R A ()
(e(o() — o(o(6), 225 — AW  as
- 2o ) — (@)l MEE)

Sit € A est dispersé a droite et que o(t) = o2(t), alors ua({t}) > 0. En vertu

du Théoréme 2.2.2 (ii) et de ’Exemple 2.2.5 nous avons que

(le(t) = v(®)]] = M (1)

~
< N—

_ [[z(a () —v(e ()]l B w(t) _ MAA (t)

_ (z(o(@) —w(a(t), z(a(t)) —v(a(t))) — [[#(a(t)) —v(o@))[[[lz(t) —v()]
pu(t)? [z (o (t)) — v(a(t))]]
_ {z(a(t) —v(a (), 222 (t) — v32(1)) ;. {a(e®) —v(o(t)), z2(t) —v2 (1))
[z(o(t)) — v(o@))]] pu(t)||lz(o(t)) — v(a(t))]]
(x(t) —v(t) + t

O COEECON
le(o(®) — vl @) — Ol an
O COECO I
 alo(®) — (o (), 532 (0) — 3@ (alt) — vlt), 2(0(t) — vlo(1)
ECOEECON W0 e(0 () — (o )]
le(o(t)) — vl @) — vl an
OGO
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Si t € A est dispersé¢ a droite et que o(t) < o?(t), alors pua({t}) > 0 et

remarquons que

ot 2 2@ 0) = o) = (o () — oo )]
(ECOERCION) e

| v
x(0%(1) = v(o?(t) = (x(o(t) — v(a(t))))

Ainsi, il en résulte que

(llx(t) — v(®)]| — M(t))>*
_ llz(o®) = vl — o) = v®I* _ an

pu(t)
||m<a2<t>>—v<o—2(t>(>H(—t)||)x<o(t>>—v<a<t>>|| B Hw(a(t))—v(o(t)(iy—||a:<t>—v(t>u N
u(o |z
pu(t) MEEE)
(@(o()—v(0 (1)@ (o) —v2(0(1) _ [2(oc®)—v(e®) |-zt —v@)]
> T2 (®)—v(e@)] () A
pu(t)

et le reste suit du raisonnement du cas précédent.

Nous allons montrer que (|z(t) — v(t)|| — AM(t))AA > 0, A-p.p. sur A. Si
M(o(t)) > 0, alors par hypothése du tube-solution et par (6.1.4), on a A-p.p. que

(llx(t) — o(t)]| — M(t))>>

- M (o (D)
+ (oo (1)) — v(o@)]] — M(o(1))) — MP()
M(U(t))MAA(t)_ AA
Moy MW =0
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D’autre part, si M (o (t)) = 0, alors par hypothése du tube-solution et par (6.1.4),

on a A-p.p. que

A

(llx(t) —o()|| — M(t))*

En posant r(t) = ||2(t) — v(t)| — M(t), il en résulte que 722(t) > 0 A-p.p. t €
{t e T§" : r(o(t)) > 0}. Si  satisfait (6.0.2) et r(a) = r(b) < 0, alors la condition
(i) du Lemme 2.7.3 est satisfaite. Si z satisfait (6.0.2) et r(a) = r(b) > 0, alors
r2(p(b)) —r2(a) = [[2(p(b)) = v(p(b))|* = llz(a) —v(a) | — (M2(p(b)) — MZ(a)).

En vertu de 'Exemple 2.2.5, si a = o(a) on a que

i _ (ala) = o(a). 28(a) —vA(a)

l2(a) = v(a)]

(@) — v(a)

Sia < o(a) alors pa({a}) > 0 et donc,

a _ llz(o(a)) = v(o(a))ll = [lz(a) = v(a)]
[2(a) = v(a)[|™ = ()
_ llz(o(a)) = v(o(a)llllz(a) — v(a)|| - [lz(a) — v(a)|*
pla)llz(a) = v(a)
(z(a) = v(a), z(o(a)) — v(o(a)) — (x(a) = v(a)))
pla)||z(a) —v(a)
(22 (a) — v2(a), z(a) — v(a))

N [z(a) — v(a)]]

>

De maniére similaire, on peut montrer que

(@2 (p(0)) — v2(p(b)), z(b) — v(b))
[2(b) = v(0)]] '

lz(p(b)) = v(p(B)]* <
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S g < 00 — v (p(0).2(8) ~ v(B)
r(p®)) —rle) < [2® — o]
@) v @)nla) — (@) s
Lo (M2 (p(b)) — MP(a))
(80— A (pB).ala) ~v(@)

< (o (@) = v (o(0) | — (M (p(b)) — M*(a)) < 0.

La condition (ii) du Lemme 2.7.3 est donc satisfaite.

Si x satisfait (6.0.3), on peut supposer sans perte de généralité que ||z(a) —
v(a)|| > 0 ou ||x(b) —v(b)|| > 0 car sinon, r(a) < 0, r(p(b)) < 0 et la condition (i)
du Lemme 2.7.3 est satisfaite. Par hypothése du tube-solution et en réutilisant le

raisonnement de ce qui précéde, on a que

lx(a) — v(a)ll(aollz(a) — v(a)]| = vollz(a) — v(a)][*)
< (z(a) — v(a), ao(x(a) — v(a)) — 70(="(a) — v>(a)))
< [lz(a) — v(a)llllao(x(a) — v(a)) — Yo(=™(a) — v>(a))]|
= [lz(a) — v(a@)llllzo — (aov(a) — Yov™(a))|

< |lz(a) = v(a)|| (a0 M (a) — 70M*=(a)).

Il en résulte que si ||z(a) — v(a)| > 0 alors agr(a) — vor®(a) < 0. De maniére
similaire, on pourrait montrer que a;7(b) + v1r*(p(b)) < 0 si [|Jz(b) — v(b)| > 0.
Ainsi, peu importe les conditions aux bords que satisfait x, les hypothéses du

Lemme 2.7.3 sont satisfaites, ce qui démontre le résultat. 0]

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréeme d’existence.

Théoréme 6.1.4. Si (v, M) € W' (T,R") x W' (T, [0,00)) est un tube-solution
de (6.1.1), alors le probleme (6.1.1) posséde une solution x € Wx'(T,R™) N
T(v, M).
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DEMONSTRATION. Une solution de (6.1.2) sera un point fixe de l'opérateur 71" :
C(T,R") — C(T,R") deéfini par T(z)(t) := iojo L' o F(x)(t) ot i, j et L'
sont respectivement définis aux Remarques 2.2.9, 2.4.11 et en (2.6.12). En vertu
des Propositions 2.6.8, 6.1.2 et des Remarques 2.2.9 et 2.4.11, 'opérateur T' est
compact. Ainsi, par le théoréme de point fixe de Schauder (Théoréme 1.1.4), il
admet un point fixe et le probléme (6.1.2) posséde une solution. En vertu du
Lemme 6.1.3, pour toute solution x de (6.1.2), x € T'(v, M) et donc, il en résulte
qu’une solution de (6.1.2) est aussi solution de (6.1.1). O

Ce théoreme généralise sous plusieurs angles, des résultats d’existence obtenus
au cours des derniéres années tant pour les équations que les systémes aux échelles
de temps. D’abord, dans le cas scalaire, Akin [4] et Stehlik [55] ont obtenu des
résultats d’existence pour le probléme (6.1.1) dans le cas ou f est continue en
supposant ’existence de sous-solution et de sur-solution dont nous rappelons la

définition.

Définition 6.1.5. On dira que o € C%(T) est une sous-solution de (6.1.1) si
(s-1) a®2(t) > f(t,a(o(t))) pour tout t € T,

(s-ii) si (BC') désigne (6.0.3) oty = 0 et 71 = 0, alors aa) < 22 et a(p(b)) < £+

ay’
(s-iil) si (BC) désigne (6.0.2), alors a(a) = a(b) et a®(a) > a®(p(b)).
On dira que 8 € C?(T) est une sur-solution de (6.1.1) si les inégalités sont

inversées dans les conditions ci-haut.

Akin traita le probléme (6.1.1) avec la condition aux bords de Dirichlet non-
homogeéne et utilisa donc les points (s-i) et (s-ii) de la définition ci-haut. En
revanche, Stehlik utilisa les point (s-i) et un cas plus général que (s-iii) de la
définition étant donné qu’il considéra (6.1.1) avec une condition aux bords dont
la condition périodique est un cas particulier. La définition de tube-solution que
nous avons introduite pour (6.1.1) est équivalente dans le cas scalaire aux notions
de sous- et sur-solutions introduites par Akin et Stehlik. Si (v, M) est un tube-

solution pour (6.1.1), alors & = v — Met = v+ M sont respectivement sous- et
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sur-solution de (6.1.1). De plus, si « et 3 sont respectivement des sous- et des sur-

solutions de (6.1.1) alors le couple (MTO‘, B*Ta) est un tube-solution pour (6.1.1).
Ainsi, le résultat suivant obtenu par Akin pour (6.1.1), (6.0.3) ot v = 0 et

~v1 = 0 devient un collaire de notre résultat.

Corollaire 6.1.6. Soit f : T x R — R une fonction continue. Supposons qu’il
eziste une sous-solution o € C%,(T) et une sur-solution 8 € C?,(T) satisfaisant
les points (s-i) et (s-ii) de la Définition 6.1.5. Alors I’équation (6.1.1), (6.0.3) ou
Y = 0 et v, = 0 posséde une solution x telle que a(t) < x(t) < B(t) pour tout
teT.

De plus, le résultat obtenu par Stehlik pour (6.1.1), (6.0.2) devient un corol-

laire de notre résultat.

Corollaire 6.1.7. Soit f : T x R — R une fonction continue. Supposons qu’il
existe une sous-solution o € C%,(T) et une sur-solution 3 € C?,(T) satisfaisant
les points (s-i) et (s-iii) de la Définition 6.1.5. Alors ’équation (6.1.1), (6.0.2)
posséde une solution x telle que a(t) < z(t) < B(t) pour tout t € T.

Nous avons donc généralisé ces deux théoréemes de ’équation vers un systéme,
d’une fonction f continue vers une fonction f A-Carathéodory et dans le cas du
théoréme d’Akin, d’'une condition aux bords de Dirichlet vers la condition plus
générale (6.0.3) ol g et y; ne sont pas nécessairement nuls.

Notre théoreme d’existence généralise également le résultat suivant obtenu
pour les systémes dans [36]. Ce résultat est en fait un condensé des Théorémes 3.6
a 3.9 de [36] qui auraient pu étre regroupés dans un méme énoncé en uniformisant

les différentes conditions aux bords présentées dans cet article.

Corollaire 6.1.8. Soit f : T* x R — R" une fonction continue. Supposons

qu’tl existe une constante R > 0 telle que

(z, f(t,z)) > 0, pour tout t € T, ||z| = R, (6.1.5)
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alors le systeme (6.1.1), (6.0.3) posséde une solution x telle que ||z|| < R pour

toutt € T.

Remarquons que 'hypotheése introduite dans ce résultat est un cas particulier
de notre définition de tube-solution pour (6.1.1) ou il suffit de prendre comme
fonction v la fonction identiquement nulle et de prendre comme fonction M la
constante R > 0 introduite ci-haut. De plus, la condition (t-i) de notre définition
de tube-solution n’est pas une inégalité stricte comme dans (6.1.5). Ainsi, notre
théoréme nous permet d’obtenir ’existence d’une solution pour de nouveaux sys-

témes comme en fait foi ’exemple suivant.

Exemple 6.1.9. Pour des constantes xg, z; € R", considérons le systéme

224 (t) = |2 (o (t) — o) (x(o(t)) — (1))

z(a) = xg, x(b) = x;.

(6.1.6)

On peut vérifier que (v, M) est un tube-solution pour (6.1.6) avec v(t) = ¢,
M (t) = R ou R est une constante choisie de sorte que R > max{||zo—all, ||z1—b||}.
Ainsi, le probléme posséde au moins une solution z telle que ||z(t) — || < R. Par

contre, il est clair que (6.1.5) ne peut étre satisfaite.

6.2. THEOREME D’EXISTENCE POUR LE PROBLEME GENERAL (6.0.1)

Dans cette section, notre objectif est d’établir des résultats d’existence pour

le probleme

p28(t) = f(t,x(o(t),22(t)), A-pp. teTy,
(6.2.1)
apr(a) — 22 (a) = zo, a1z (b) + 2™ (p(b)) = y;

ol ag,ar,y; > 0 et max{aj,y;} > 0. Une solution du probléme sera une fonction
x € WY(T,R") satisfaisant (6.2.1). Introduisons une nouvelle notion de tube-
solution pour ce probléme. C’est a partir de cette notion que nous obtiendrons

notre résultat d’existence.

Définition 6.2.1. Soit (v, M) € WX'(T,R") x WX (T, (0,00)). On dira que
(v, M) est un tube-solution de (6.2.1) si
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(1) A-pp.t € {t € T : t =0 (1)}, (x—v(t), f(t,2,9) =0 2 () +y—v™()]* =
M(t)MA2(t) + (MA(t))? pour tout (x,y) € R? tel que ||z —v(t)| = M(t)
et (z —v(t),y — v (t)) = M(t)M>(t);

(t-ii) pour tout t € {t € T§ : t < o(t)}, (x —v(a(t)), f(t,x,y) — vA2(t)) >
M(o(t))MA2(t) pour tout (z,y) € R? tel que ||z — v(a(t))|| = M(a(t));

(1) 10— (ag(a) — (@) | < aM(a) = M (a), 21 — (arv(®) + o> (pB))] <
a1 M(b) + v M2 (p(b)) ;

Si T représente un intervalle réel [a, b], la condition (t-ii) de la définition pré-
cédente devient inutile et on retrouve la notion de tube-solution introduite par
Frigon [25] pour un systéme d’équations différentielles d’ordre deux.

Soit K > 0 une constante qui sera fixée plus loin. Définissons g : ’]I"52 x R?" —

R™ par
(”mM,g[(fgt)) Hf(t Z(o(t)),9(t)) —x(o (t)))
s(toay) = | T ) (4240 + Rty (= vl )

st [lz = v(a ()| > M(a(t)),

f&,z(o(t)),g(t) — = sinon ;

ou (v, M) est un tube-solution pour (6.2.1),
Z(o(t)) est défini comme en (6.1.3),

() + (2 (1) - L= O (etoll ) it = o(1), [lz = o(o ()] > M(a (),
96 + (1= =t ) st (@ = vle®) sit=o(t), o —v(o(®)] < M(a(t)),
y(t) = et [ly —v2(1)]| > K,
() it < olt),
y sinon ;

ey — A (0) 4 v () s fly — 02 (0] > K,
Yy sinon.

Remarquons que si ||z — v(o(t))|| > M(o(t)),
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[Z(a () — v(a(®)ll = M(o(t)). (6.2.2)
Si de plus t = o(t),
(@(o(t) — v(o(t), 22(t) — v3(1)) = M(a () MA(1), (6.2.3)
et
R ) AR — () 2 s (A2 (T = 0(0), 25 () = vA (1)
5 — o> @ = 73 (0) = o2 () + (MA(2) TR
(6.2.4)
Remarquons également que
[T < 2K + o2 (@) + M2 (#)] (6.2.5)
et
[Z(a(t)) = v(a(®)]] < M(o(t)). (6.2.6)

Puisque f est une fonction A-Carathéodory, par (6.2.5), (6.2.6) et par défini-
tion du tube-solution, on peut déduire existence d'une fonction h € LX (T, R™)

telle que pour tous z,y € R”,

lg(t,z,y)|| < h(t), App.teTy . (6.2.7)

Afin de démontrer le théoréme d’existence, nous aurons recours au probléme

modifié suivant.

222 (1) — x(o(t)) = g(t, 2(0(t)), z2(t)), A-p.p.tc ']1“52,
(6.2.8)
apr(a) — 22 (a) = xo, a1z (b) + 12> (p(b)) = 1.

Définissons 'opérateur N, : C'(T,R") — Co(T*, R") N W' (T, R") par

Ny(a)(t) = /[ ot 286 s

Proposition 6.2.2. Soit f : T82 x R — R", une fonction A-Carathéodory.

L’opérateur N, défini ci-haut est continu et compact.
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DEMONSTRATION. Soit {Z, }nen une suite de C' (T, R™) convergeant vers un élé-
ment z € C'(T,R"). I faut montrer que la suite de fonctions {g,}nen telle
que gn(s) = g(s,z,(c(s)),z5(s)) converge vers la fonction g telle que g(s) :=
g(s,z(0(s)), 2 (s)) dans LX (T4", R"). On peut aisément vérifier que T, (t) — Z(t).
Sit < o(t), on peut vérifier que :;Zn(t) — x/z(t) et puisque f est A-Carathéodory,

on a

Il s’en suit que g,,(s) — g(s). D’autre part, A-p.p. sur {t € T§" : t = o(t), ||z(c(t))—
v(o(t))]| # M(o(t))}, on peut vérifier que xfzn(t) — :(fzz(t) et puisque f est A-

Carathéodory, on a f(s, Tn(0(s)), Tn=(s)) — f(s,T(0(s)), T2(s)) et donc, gn(s) —

g(s).Site S:={te Ty : ||lz(o(t) —vlo®)| = M(a(t)) >0,t =0o(t)}, dans le

cas ol ||z, (a(t)) —v(o(t))|| < M(o(t)) sauf pour un nombre fini d’indices n € N,

il est aussi facile de vérifier que g,(s) — g¢(s) A-presque partout. Dans le cas

ou ||z, ((t)) —v(a(t))| > M(o(t)) pour une sous-suite {z,, }ren, la Proposi-

tion 2.3.17 nous assure que (z(o(t)) — v(o(t)),z2(t) — v2(t)) = M(a(t)) M2 (t)

A-p.p. t € S. Ainsi, A-p.p. sur {t € S : ||z2(t) —v>(t)|| > K},

~(~ s =y

Il en résulte que A-p.p. sur S, ;Zn(t) — ;Z(t) et puisque f est A-Carathéodory,
on a £(5, Ta(0()), T22(5)) = (5,7(0(5)), F2(5)) et donc, ga(s) — g(s).

Par (6.2.7), il existe une fonction h € LL(T%", [0, 00)) telle que ||gn(s)| < h(s)
A-p.p. s € TSQ. Les hypothéses du Théoréme 2.3.8 sont ainsi satisfaites et donc,
gn — g dans LY (T5", R™). Ceci vérifie la continuité.

Il reste maintenant a montrer que N,(C'(T,R™)) est relativement compact
dans Co(T*,R™). Soit {yn}nen une suite de N,(C*(T,R™)). Pour tout n € N, il

existe un élément z,, € C*(T,R"™) tel que y,, = Ny(z,,). Par ce qui précéde, on peut
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poser N (z,)(t) = f[a,t)rﬂl‘ gn(s)As et donc, il est clair que la suite {y, }nen est uni-
formément bornée et équicontinue. Par le théoréme d’Arzela-Ascoli dont la preuve
s’adapte aisément si l'espace considéré est Co(T",R") au lieu de C([a,b],R"),
{yn}nen posséde une sous-suite convergente et donc, N,(C*(T,R")) est relative-

ment compact dans Co(T", R"). O

Lemme 6.2.3. Pour toute solution x de (6.2.8), x € T (v, M).

DEMONSTRATION. Remarquons d’abord que nous avons déja montré dans la

preuve du Lemme 6.1.3 que A-p.p. sur Pensemble A = {t € T4 : |z(co(t)) —
v(o(t))|l > M(o(t))} on a que

(le(t) = v(@)ll = M) >

(x(a(t) —v(a(t), 222() —v22(t)) | A
lz((t) — v(o(t))] MA2(t) (6.2.9)

Nous allons montrer que (||z(t) — v(t)|| — ]\4(15))AA > 0, A-p.p. sur A. Sur
{te A:t < o(t)}, par hypothése du tube-solution et par (6.2.9), on a que

(llx(t) = o()]| — M(t))>>
(@(a(t)) — v(o(t)), gt, <a t>>,xﬁ<t>> +ao(t) = v B0) ) sagy

>

_ M(o (1)) AA P
_%O Imw@)—ma@m>M'(ﬂ+G!<@D ()]l = M(o(t)))
> M@@?J (t) + Ul2(o() = v(o ()] — M(o(t)) — M (o (£)) MAA(¢)

D’autre part, par (6.2.4), la Remarque 2.4.9 et par hypotheése du tube-solution,
ona A-p.p. dans {t € A:t=0(t)} que



(l(t) — w()]| — M (1))

(o(t) — (), 223 (1) — 3B (1)) + (1) — v (1)
20— o(0)]
() — w0, e — A0 aa
R —oF M0
 (@(o(t) — (o (1), F(t,T(0(1), 22 (1) = vPA(1) . aa
() — o (0| MERE)

o [ () — A OIF  {a(t) — v(t), 22 (1) — v (1))

=) =o @l = MO+ == () — ()P
M AA

(- ) M0

) — vRAA(8)) + [ () — vA ()]
EOER0]
o Je2() — A2 () — (t), 22 (0) — v (1))
) =) = M)+ e —om) EOETOIE
MHMAAE) B () — v (1)
) — @ Tz o]

|
M(OMA3(t) + (A1) il
> O T U (®) — o) = M (o)

I (t B),22(t) —v2(1)*  M(H)M22(t)
[2(t) = (@) lz(t) = v(@)]? () = o@)]
la2(t) = 2@ (M2@)*  (e(t) = v(t), z2() — v2(0))?
[z() —o@I  [lz@) =@ lz(t) = v(@)[1°
) — o 22(8) = w20 = 23(1) — oA 1)
L (@) = v(®), 28() — v (1)* = & (t) = o(0), 22(1) - v2(1))?
lz(t) = v(@)]°

(lz(#) = v(®)ll = M(?)) si [lz2 () — o2 (1)l < K,
= Ulz(®) =o(@)I] = M(?))

T —v afA _UA 2
+(1 _ W)OMA@) . UA(t)H2 _ (@) =),z () @)

lz(&)—v ()] ) sinon,

> 0.

Ainsi, on a montré que (||z(t) — v(t)| —

r(t) = ll=(t) — o) — M

]\/[(t))AA > 0, A-p.p. sur A. En posant
(), il en résulte que r22(t) > 0 A-p.p. t € {t € T}

r(o(t)) > 0}. En utilisant le raisonnement de la preuve du Lemme 6.1.3, on
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peut montrer que agr(a) — r*(a) < 0 et que a;r(b) + 111> (p(b)) < 0. Ainsi, les

hypothéses du Lemme 2.7.3 sont satisfaites, ce qui démontre le résultat. O]

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme d’existence.

Théoréme 6.2.4. Soit f : T§2 x R — R"™ une fonction A-Carathéodory. Si
(v, M) € WEH(T,R") x W' (T, (0,00)) est un tube-solution de (6.2.1) et si I’hy-
pothese suivante est satisfaite,

(H2) il existe des constantes c¢,d > 0 telles que || f(t,z,y)|| < c||y|| + d presque
pour tout t € T et pour tout (z,y) € R* tel que ||z —v(t)]| < M(t),

alors le probleme (6.2.1) posséde une solution x € W' (T,R") N T (v, M).

DEMONSTRATION. Montrons d’abord que pour toute solution = de (6.2.8), il
existe une constante K > 0 telle que ||z () — v2(¢)|| < K pour tout t € T*. En
vertu du Lemme 6.2.3, z € T'(v, M) et puisque z vérifie la condition aux bords,
lz2(a)ll = 1| = 20 + aoz(a) || < [|lzoll + ao(M(a) + [lv(a)]]) = do.
La Proposition 2.3.7, le Lemme 6.2.3 et (H2) nous assurent que presque pour
tout t € T",
2O < dot [ 3]s

[a,t)NT

—do + /[ IS CDREEDIR

§d0+/ (cl|z2(s)|| + d)As
[a,t)NT

IN
S
_l_
!
<

/[ t)mT(C(II:EZ(S) 26) + 2 ()l + [M2(s)]) + d)As
< dy +/ (c(llz2(s) = v ()| + o2 ()| + [M2(s)]) + d) As
< do+/ (c(llz ()]l + 202 ()| + [M2(s)]) + d)As

<di+ / el (s)]| As
[a,t)NT

ou dy :=dy+ f[a7b)m(c(2||vA(s)|| + |MA(s)]) + d)As.
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En vertu du Corollaire 2.5.4, il en résulte que ||z2(t)|| < dyM ou M :=
maxer e.(t,a). Si on pose K := di M + ||v|o, il est facile de vérifier par ce qui
précéde que pour toute solution de (6.2.8), ||z2(t) —v2(t)|| < K pour tout t € T*.

Soit K choisi comme ci-haut. Une solution de (6.2.8) sera un point fixe de
I'opérateur

T=L"'oN,:CYT,R") — C'(T,R")
ou L est défini en (2.6.13). Les Propostions 2.6.9 et 6.2.2 nous assurent de la
compacité de T'. Le théoréme du point fixe de Schauder (Théoréme 1.1.4) garantit
I'existence d’un point fixe de 7" et donc, (6.2.8) posséde une solution. Puisque
pour toute solution de (6.2.8), x € T(v, M) et ||z2(t) — v2(¢)|| < K pour tout
t € T*, on déduit que si x est solution de (6.2.8), alors z est solution de (6.2.1). O



CONCLUSION

Dans cette thése, nous avons voulu apporter notre contribution a la théorie
d’existence de solutions pour des systémes d’équations différentielles et d’équa-
tions aux échelles de temps par la méthode de la majoration a priori. Par nos
résultats, nous avons voulu créér plusieurs ouvertures qui pouvaient démontrer

,- 1 , o ,
qu’il est réaliste d’obtenir & moyen terme de nouveaux résultats tant pour des
systémes d’équations différentielles d’ordre trois et plus que pour les systémes
d’équations ou d’inclusions aux échelles de temps d’ordre un et deux ol encore

beaucoup reste a faire.

Dans un premier temps, nous avons voulu pour les systémes d’équations dif-
férentielles démontrer qu’il était possible de réinvestir la notion de tube-solution
introduite par Frigon [25] pour les systémes d’ordre deux aux systémes d’ordre
trois. Il pourrait étre intéressant de pousser davantage dans cette voie ultérieure-
ment en s’attaquant a certains problémes d’ordre quatre traités pour les équations
dans la littérature. Cependant, une difficulté de taille persiste : trouver une notion
de tube-solution adéquate qui nous permettra de résoudre des systémes d’ordre
trois et plus avec la condition périodique comme l’a fait Cabada [14] pour des

équations en utilisant des notions de sous- et de sur-solutions.

Egalement, nous avons voulu montrer qu’il était possible d’obtenir des résul-
tats d’existence pour les systémes d’équations aux échelles de temps d’ordre un
et deux. Nous avons présenté au lecteur, dans le chapitre quatre, la fagcon de pro-
céder pour obtenir de tels résultats lorsque le terme de droite de ’égalité est une

fonction continue, mais nous aurions pu le faire directement pour une fonction
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A-Carathéodory comme au chapitre six. D’ailleurs nous n’avons trouvé dans la
littérature aucun résultat d’existence pour des équations ou des systémes d’équa-
tions aux échelles de temps d’ordre deux utilisant la fonction A-Carathéodory.
Ainsi, nous avons également voulu créer une ouverture en ce sens. Dans des re-
cherches futures, nous pourrions tenter d’étendre nos résultats a des conditions
aux bords non-linéaires, types de conditions qui sont de plus en plus utilisées
pour les systémes d’équations et d’inclusions aux échelles de temps d’ordre un
et deux. Il serait aussi intéressant d’obtenir des résultats de multiplicité pour
des systémes d’équations aux échelles de temps d’ordre deux. Des résultats de
multiplicité existent déja pour de telles équations notamment dans [58] ot des
paires de sous- et sur-solutions strictes sont utilisées. Ainsi, il nous semblerait a
premiére vue naturel de réinvestir la notion de tube-solution strict introduite par
Montoki dans sa thése de doctorat [46] pour les systémes d’équations aux échelles

de temps d’ordre deux.

Remarquons également que les résultats d’existence de cette thése ont été ob-
tenus sur des intervalles ou des ensembles compacts. Ainsi, il pourrait étre intéres-
sant de tenter I'obtention de théorémes d’existence pour des systémes d’équations
aux échelles de temps sur des intervalles semi-infinis. Un résultat d’existence ob-
tenu sur un intervalle semi-infini pour des équations aux échelles de temps d’ordre
deux & 'aide des sous- et des sur-solutions dans [1| nous laisse présager qu’une
recherche dans cette voie pourrait étre prometteuse. Nous pourrions aussi essayer
éventuellement d’obtenir des résultats pour des équations aux échelles de temps

dans un espace de Banach.

Nous avons aussi fait dans cette thése une ouverture du coté des inclusions.
En effet, nous avons montré au chapitre cinq qu’il est possible d’obtenir & I'aide
d’un tube-solution des résultats d’existence pour un systéme d’inclusions aux
échelles de temps du premier ordre dont le terme multivoque est une fonction
semi-continue supérieurement par rapport a la deuxiéme variable. Nous pourrions

ainsi obtenir le méme genre de résultat pour des systémes d’inclusions aux échelles
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de temps du deuxiéme ordre, résultat existant déja pour le cas scalaire dans [12].
Cependant, I'obtention de résultats d’existence pour un systéme d’inclusions aux
échelles de temps du premier ou deuxiéme ordre dont le terme multivoque est
une fonction semi-continue inférieurement par rapport a la deuxiéme variable
nous semble une tache ardue. Dans le cas des systémes d’inclusions différentielles,
les résultats obtenus 'ont été grace au théoréme de sélection de Bressan-Colombo
qui ne se transpose pas directement si I’espace mesuré a une mesure atomique
comme c’est le cas avec la plupart des échelles de temps. Ainsi, obtenir des ré-
sultats dans cette voie demanderait d’abord un investissement considérable en
théorie de la mesure pour obtenir un théoréme de sélection analogue a celui de

Bressan-Colombo fonctionnant pour tout type d’échelle de temps.

En nous attaquant aux systémes d’équations aux échelles de temps dont le
membre de droite dépend de la A-dérivée, nous avons voulu créer une autre ouver-
ture dans une voie ou il y a trés peu de résultats. Ce probléme est plus difficile car
la plupart des hypotheéses utilisées dans le cas différentiel classique pour majorer
la dérivée de la solution demandent 'utilisation de la formule du changement de
variable. Cette formule n’existe malheureusement pas dans une forme aussi jolie
que la forme classique dans le cas ot nous travaillons avec une échelle de temps
quelconque, ce qui complique passablement les choses. Ainsi, 'obtention de nou-
veaux résultats dans cette voie sera un défi de taille! En terminant, il serait aussi
intéressant dans nos recherches futures de s’attaquer aux systéemes d’équations

aux échelles de temps avec opérateur p-Laplacien.
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