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Résumé

En mathématiques, une hauteur est une fonction utilisée pour mesurer la complexité d’un
objet. Lorsqu'uniquement un nombre fini d’éléments possedent une hauteur bornée, on dit
alors que cette hauteur possede la propriété de Northcott. Un des intéréts de cette propriété
est que les hauteurs la possédant peuvent étre utilisées pour distinguer des sous-ensembles
finis d’une famille infinie d’objets. Récemment, Pazuki et Pengo [47] ont étudié la propriété
de Northcott ou la hauteur considérée était ’évaluation de fonctions zéta de Dedekind en
un entier n.

Ce mémoire contient, en premier lieu, une étude similaire sur 1’évaluation de fonctions
zéta de corps de fonctions. Ce premier article pousse cette réflexion sur un plus grand
domaine en considérant ’évaluation sur n’importe quel point s du plan complexe au lieu
de valeurs entieres n. On y montre que pour les points appartenant a une certaine région
{seC:Re(s) <ap} ou0<og<1/2, la hauteur considérée possede la propritété de Northcott
et que ceux qui appartiennent a la région {s € C : Re(s) > 1/2} ne la possedent pas. En
prenant comme contexte les résultats du premier article, nous retournerons ensuite, dans
un deuxieme article, a la premiere situation des fonctions zéta de Dedekind pour étudier la
question sur ce domaine étendu. Les résultats sur la propriété de Northcott sont différents
et on trouve que le scénario sur les corps de fonctions est taché de disques non Northcott
autour des entiers négatifs. Ces deux articles seront précédés d’une introduction a la théorie
des corps de nombres et des corps de fonctions jusqu’a la définition de leur fonction zéta
respective. Enfin, nous incluerons également une discussion des différences entre ces deux
théories qui culminera a des définitions alternatives de leur fonction zéta. Ultimement, cette
introduction pourvoira tous les outils nécessaires pour attaquer la question de la propriété

de Northcott abordée dans les articles.

Mots-clés: Théorie des nombres; Propriété de Northcott; Fonctions zéta; Corps de nombres;

Corps de fonctions






Abstract

In mathematics, heights are functions used to measure the complexity of an object. When
only a finite number of elements have a bounded height, we say that this height has the
Northcott property. One of the advantages of this property is that the heights possessing it
can be used to distinguish finite subsets of an infinite family of objects. Recently, Pazuki and
Pengo [47] studied the Northcott property where the height considered was the evaluation
of Dedekind zeta functions at an integer n.

This thesis contains, first of all, an article describing a similar study on the evaluation of
zeta functions of function fields. This first article pushes this reflection on a larger domain
by considering the evaluation on any point s of the complex plane instead of integer values n.
We show that for points belonging to a certain region {s € C: Re(s) < ¢} where 0 < 0y < 1/2,
the considered height has the Northcott property, while for those belonging to the region
{s € C: Re(s) > 1/2}, the height does not have the Northcott property. Taking as context
the results of the first article, we will then return, in a second article, to the initial situation
of Dedekind zeta functions to study the question on this extended domain. The results
on the Northcott property are different and the scenario on function fields is found to be
stained with non-Northcott disks around the negative integers. These two articles will be
preceded by an introduction to the theory of number fields and function fields up to the
definition of their respective zeta functions. Finally, we will also include a discussion of the
differences between these two theories culminating in alternative definitions of their zeta
function. Ultimately, this introduction will provide all the tools necessary to attack the

questions on the Northcott property discussed in the articles.

Keywords: Number Theory; Northcott property; Zeta functions; Number fields; Function
fields
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Chapitre 1

Introduction

Ce mémoire met en relation deux concepts:

Les hauteurs sont un outil mathématique utilisé pour mesurer la taille ou la complexité
d’un objet. La propriété de Northcott est une caractéristique associée a certaines hauteurs
qui stipule que pour un objet donné, quelle que soit sa mesure de complexité, seul un nombre
fini d’objets se situent «en dessous».

Les corps de nombres sont 'objet d’étude de la théorie algébrique des nombres. En
termes simples, ils sont des extensions des nombres rationnels Q auxquels on rajoute des
racines de polynomes, comme /2. A chacune de ces extensions est associée ce qu’on appelle
leur fonction zéta de Dedekind qui est d’importance particuliere puisqu’elle emmagasine
énormément d’informations par rapport a l'arithmétique de leur corps de nombres. Ces
fonctions généralisent la fonction zéta de Riemann qui fascine a la fois néophytes et experts
par ses caractéristiques surprenantes et sa nature indomptable.

La question la plus connue associée a la fonction zéta de Riemann est sans doute 1'hy-
potheése de Riemann. Ce défi motiva 1’élaboration d’une multitude de théories, toutes avec
I'objectif d’apprivoiser ce dragon. Parmi elles, la théorie des corps de fonctions se présente
comme une sceur bienveillante aux corps de nombres. Débordante de similitudes mais avec
un avantage clé: de nombreux résultats sont plus facilement démontrés dans le cadre des
corps de fonctions. Justement, bien que sa preuve n’avait rien de facile, c’est pendant les
années 40 qu’André Weil maitrisa I’hypothese de Riemann sur les corps de fonctions.

L’idée de Pazuki et Pengo [47] était d’utiliser I’évaluation & un entier n de la valeur ab-

solue de fonctions zéta de Dedekind comme mesure de complexité pour un corps de nombres



K. Plus spécifiquement, ils étudierent la hauteur

[K] = |C(n)| ouneZ et ((n) = %152 (- ng)l;g?(gk(t))'

Ici, Cx est la fonction zéta de Dedekind, mentionnée plus haut, qu’on détaillera a la Section
1.1.6. Aux fins de cette introduction, notons simplement que si s € C n’est pas un zéro de
(i et fait partie de son domaine, alors (5 (s) = (x(s). Finalement, [ K] représente la classe
d’isomorphisme du corps de nombres K. Cette considération est prise pour rassembler tous
les corps qui sont «algébriquement les mémes» dans une seule boite pour éviter de les compter
plusieurs fois.

Dans leur article, Pazuki et Pengo montrent le résultat suivant:

Théoréme 1.0.1. [47] Soit n € Z. Sin <0, alors il existe seulement un nombre fini de
classes d’isomorphismes de corps de nombres [ K] tels que |(;.(n)| < B, et ce, peu importe
B e Ryy. C’est-d-dire que la hauteur [K] ~ |(;-(n)| posséde la propriété de Northcott. Si

n > 1 alors la hauteur ne posséde pas la propriété de Northcott.

La question étant résolue sur les corps de nombres pour ’ensemble des Z c C, une question

proposée par Wanlin Li fut de considérer le probleme analogue sur les corps de fonctions.

Probléme 1.0.2. Considérons 'ensemble

Se..s = {[K]:[Cx(s) < B},

ou [K] représente la classe d’isomorphismes de corps de fonctions avec F, comme corps des
constantes et (i la fonction zéta associée. Cette fonction est analogue a la fonction zéta
de Dedekind sur les corps de nombres. Elle sera introduite en détails a la Section 1.2.4.
Maintenant, on a le méme objectif: En fixant ¢ une puissance de premier et s € C, I’ensemble
Sq.B,s est-il fini pour tout B € R,(? Dans ce cas, on dit que la propriété de Northcott est

respectée en s. Sinon, on appelle un tel point non Northcott.

Notons qu’ici, les points d’évaluation sont pris parmi I'entiereté du plan complexe C au
lieu de Z. Ce probleme est le sujet d’étude du Chapitre 2. Pour une impression qualitative
des résultats du Chapitre 2, le lecteur est invité a consulter la Figure 1.1. Consulter le
Théoréme 1.4.16 pour plus de détails.

Apres avoir étudié la question sur les corps de fonctions, une question naturelle fut de
tenter de généraliser le Théoreme 1.0.1 en considérant n’importe quel élément s € C comme

point d’évaluation. Nous étudierons donc la généralisation suivante de ce probléme:

20



Fig. 1.1. Pour le corps de base F,, ol ¢ est une puissance de premier fix¢, la propriété de
Northcott est respectée pour tous les points appartenant a la zone bleue. Dans la zone rouge,
Sq.B,s est infini dés que B est assez grand. Finalement, la bande blanche disparait quand
q— 0o.

Probléme 1.0.3. Considérons 'ensemble

SB,S = {[K] : KI*((S)' < B}:

ou [ K] représente la classe d’isomorphismes de corps de nombres et (x la fonction zéta de
Dedekind. En fixant s € C, I'ensemble Sp s est-il fini pour tout B € R,y? Dans ce cas, on
dit que la propriété de Northcott est respectée en s. Sinon, on appelle un tel point non
Northcott.

Nous étudierons cette question au Chapitre 3. Une représentation qualitative des résul-
tats est disponible sous la forme de la Figure 1.2. Consulter le Théoreme 1.4.17 pour plus
de détails. Avant tout, nous consacrerons le reste du Chapitre 1 a une présentation concise
des concepts utilisés dans les Chapitres 2 et 3.

Les deux premiéres sections de l'introduction servent de rappel a la théorie des nombres
algébrique sur les corps de nombres et sur les corps de fonctions respectivement. Les résultats
sont donnés avec preuve lorsqu’elles sont immédiates ou utiles a 'exposition. On peut
trouver le reste des preuves dans [30,38] pour la Section 1.1, [51,57] pour la Section 1.2

21



Fig. 1.2. Illustration approximative des résultats du Chapitre 3 par rapport a la propriété de
Northcott sur les fonctions zéta de Dedekind. En bleu, les points qui respectent la propriété
de Northcott; en rouge, les points qui ne la respectent pas.

et, finalement, [41,51,59] pour la Section 1.3. Une fois la mise en place achevée, nous

retournerons a la propriété de Northcott de fonctions zéta dans la Section 1.4.

1.1. Les corps de nombres
1.1.1. Extension des rationnels

Les corps de nombres, qu’on notera avec la lettre K, sont des extensions finies des nombres
rationnels Q. Dans ce chapitre, nous considérerons les extensions suivantes: si a est un zéro
d’un polynéme irréductible de degré n sur les rationnels alors il est possible de montrer
[16, Théoreme 25] qu’on a la représentation unique des éléments du corps

K=Q(a)={ay+aia+ - +a, 10" " :a; € Q}.

Dans ce contexte, on dira que K est de degré n et on appellera la réunion de ces extensions,
pour tout n, Q = U, Q(a), les nombres algébriques.
Exemple 1.1.1. L’extension quadratique Q(v/2) = {a + bv/2 : a,b € Q} est un corps de

nombres. Ici, V2 est la racine du polynéme irréductible 2 — 2.
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Pour chaque nombre algébrique «;, il existe un polynéme de degré minimal tel que f(«a) =
0. De plus, on peut normaliser f(z) pour que son coefficient principal soit 1. Avec ces criteres,
on obtient un polynéme déterminé uniquement qu’on appelle le polynéme minimal de «
et on le note mq (). Notons que le polynéme donné a I'Exemple 1.1.1 est m_5(x).

La normalisation survenant dans la définition du polynéme minimal est commune. Pour
un anneau unitaire A, on dit que f(z) € A[z] est monique si le coefficient principal de f(x)
est 1.

Définition 1.1.2. Soit z € C. On dit que z est un entier algébrique lorsqu’il est la racine
dun polynome monique sur Z. On notera ’ensemble des entiers algébriques par A c C. On

dit également que A est la fermeture intégrale de Z dans C.

Il se trouve que dans certains contextes, il est pratique d’avoir d’autres caractérisations

d’un entier algébrique:
Proposition 1.1.3. Soit a € Q, alors o€ A si et seulement si Z[a] est un Z-module de type

fini.

DEMONSTRATION. (== ) Si « est la racine d'un polynéme f monique de degré m alors
Z[«a] est généré par 1,q,...,a™ 1. En effet, considérons un terme o”. Sir<m -1,

on a terminé; sinon, on peut substituer
a'f' — arfmam — &T*m(am _ f(&)).

Le terme a™ — f(«) est un polynome en « sur Z de degré < m—1. En répétant cette
procédure au plus r —m fois supplémentaires on a obtenu la représentation

m—1
a = Z a;a' pour a; € Z.
i=0

(<) Soient fi(«),...,fu(@) € Z[a] des éléments qui génerent le Z-module Z[«]. Si N =

max{deg(f;):1<i<n}, alors comme Z[«] est un Z-module, il existe b; € Z tels que

oVt = ibifi(a)‘

En d’autres mots, « est la solution d’un polynéme monique sur Z.

De plus, les nombres algébriques sont fermés sous ’addition et la multiplication.

Proposition 1.1.4. L’ensemble des nombres algébriques A forme un sous-anneau de C.
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DEMONSTRATION. Soit «,8 € A. 1l suffit de montrer que o + 3 et a/3 sont des entiers
algébriques. Si 1,a,...,a"" ! générent le Z-module Z[a] et 1,5,...,6m ! le Z-module Z[ ]
alors 'ensemble o370 <i < n,0 < j <m génere le Z-module Z[«,3]. Z[a+ (] et Z[a3] étant
des Z-sous-modules de Z[«,f], ils sont également de type fini par le fait trés général que
les sous-modules d'un Z-module de type fini sont de type fini [27, Théoreme 6.47]. Ainsi,
a+ f,a8 € A par la Proposition 1.1.3. O

Enfin, on peut caractériser les éléments de A avec leur polyndéme minimal. Pour ce faire, on

a besoin d’un petit lemme:

Lemme 1.1.5. Soit m(x) € Z[z] un polynome monique. Si o € Q est une racine de m(x)

alors o € 7.

DEMONSTRATION. Posons « =r/s € Q tel que (r,s) =1. Comme « est une racine de m(x),

elle satisfait I’équation

1

m(a) = (7”/3)”"'%—1(7"/5)"71+"'+ao=0 <~ "+ a1+ +ags” = 0.

De cette relation, il découle que s|r™. Or, r et s sont copremiers donc s =+1 et r/seZ. O

Proposition 1.1.6. Soit a € Q, alors € A si et seulement si mq(x) € Z[x].

DEMONSTRATION. Si « € A, alors on sait qu’il existe f(z) € Z[x] monique tel que f(«a) =
0. Une conséquence de la division euclidienne sur Q[z] est que m,(x) divise f(z), mais
alors toutes les racines de m,(z) sont des éléments de A car elles sont aussi des racines de
f(x) =mea(x)q(x), ou g(x) est un certain polynéme sur Q[z]. Puisque m,(x) € Q[z] et que
ses coefficients sont une combinaison de somme et de produit des racines, les coefficients de
meq(z) sont dans An@Q. On a montré dans le Lemme 1.1.5 précédant cette proposition que

cette intersection est Z. Ainsi, m,(z) € Z[x]. O

Définition 1.1.7. Soit K, un corps de nombres. On définit Ox = A n K, 'anneau des

entiers de K. Dans ce contexte, Ok est la fermeture intégrale de Z dans K.

L’anneau Ok peut étre vu comme un analogue aux nombres entiers dans K.

Exemple 1.1.8.

e Dans la preuve de la Proposition 1.1.6, on a montré que Og = Z.
e Pour le corps quadratique Q(v/2), a = a+bv/2 ¢ Q si b+ 0. Dans ce cas, le polynéme

minimal ne peut pas étre de degré 1, par contre

M () = (x —a-bV2)(x —a+bV2) = 22 - 2ax + a® - 20,
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Les coefficients de ce polynome sont des éléments de Q, ainsi a € OQ( J2) Ssi 2a et
a? — 2b? sont des entiers. Si 2a est pair, alors a € Z et on conclut que 2b? € Z; qui
implique que b € Z. Sinon, 2a est impair et a? = w. Si a2 - 2b% € Z, alors il existe
m € Z tel que
4n? +4n+1
T—ZbQ:m < 4(n*+n-m)+1=8b

4(n%+n-m)+1
8

carré. On conclut que Og(, 5 = Z[V2].
e Considérons maintenant Q(/5). L’élément ¢ = 1+T\/§ € Q(+/5) appartient & I'anneau
des entiers OQ( JB)- En effet, son polynéome minimal est donné par

Mais ceci est impossible puisque est une fraction réduite et 8 n’est pas un

mg(z) =2° -z - 1.
En conséquence, I'inclusion Z[v/5] c Og(.5) est stricte.

La derniere proposition de cette courte introduction sur les corps de nombres et leurs
anneaux des entiers peut sembler assez anodine. On l'interpréte comme la généralisation de

«multiplier un nombre rationnel par son dénominateur».

Proposition 1.1.9. Soit K un corps de nombres et Ok son anneau des entiers. Posons,

a e K et my(x) = 2™ + ap12™ - + ayx + ag son polynome minimal. Si a; = = est la
1

représentation en fraction réduite des coefficients a; et s = ppem(Sp_1, .. .,50), alors l’élément

sa est un entier algébrique.

DEMONSTRATION. En effet, si on pose 8 = sa, on remarque que

B+ 80y, 1 B + 52,9872 + -+ + s"ag

2

= """ + § A1 Q"+ § Ay 00 2 + - + Sy

s"(mea()) = 0.

Par définition de s, les coefficients s %a; € Z. Ainsi, 5 est la racine d’un polynéme monique
sur Z. 0

Corollaire 1.1.10. Soit a € K, alors o= afb, ot a€ O et beZ.

On tourne maintenant notre attention vers le théoreme fondamental de ’arithmétique.
La décomposition des entiers en nombres premiers est a la base d’'une multitude de résultats

en théorie des nombres. C’est une histoire tres populaire que Kummer, motivé probablement
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par I'ambition du dernier Théoréme de Fermat [7, p.120], essaya de généraliser cette notion
aux anneaux Z[(], ou ¢ est une racine p-éme de I'unité [7, p. 122]. Ces anneaux possédaient
plusieurs difficultés a surmonter et parmi elles, le fait qu’ils n’étaient pas toujours des anneaux
principaux. Ceci avait l'effet suivant, qu’on souligne avec le cas similaire des anneaux des
entiers quadratiques:

Soit 'anneau Z[v/-5], on va montrer qu'il est possible de trouver plus d’une factorisation

en éléments irréductibles. On peut considérer
6=2-3=(1+V-5)(1-V-5).

Ces éléments sont bel et bien irréductibles. Pour le vérifier, on introduit la fonction norme
N(a+bv/=5) = (a +b/=5)(a - bv/=5) = a? + 5b2. 1l est possible de vérifier explicitement
que cette fonction est multiplicative, de plus, il découle de sa définition que I'image de
Z[\/—_5] est contenue dans les entiers. Maintenant, supposons qu’il soit possible de séparer
le nombre 2 en des éléments non inversibles d;,ds. Les propriétés de N impliquent alors que
N(2) = N(dy)N(ds) ou encore que N(d;) = 2. Or, ceci est impossible, car on sait que les
éléments de Z[+/=5] ont la forme z + y/=5 et la norme

N(z +yV-5) = x* + 5y°.

Seulement, comme z2,y% sont positifs, on peut vérifier qu’il n’existe pas d’entiers x,y € Z
tels que x2 + 5y? = £2. En répétant 'exercice pour les autres facteurs, on peut montrer que
les 4 sont irréductibles. Ensuite, on rappelle que dans les entiers, la factorisation unique
ne distingue pas 4 = 2-2 = (-2) - (-2). Il reste donc la tdche de vérifier que nos deux
factorisations ne different pas par des éléments inversibles. Or, comme on le verra sous
peu (Exemple 1.1.14), les éléments inversibles sont de norme 1 et on a terminé puisque les
éléments des deux factorisations n’ont pas la méme norme.

Pour réparer ce probleme, I'idée de Kummer était d’introduire des nombres idéaux qui
serviraient tout de méme a décomposer les éléments jusqu’a ce qu’on obtienne la factorisation
unique. Méme si sa méthode fut fructueuse pour les anneaux cyclotomiques [7, p.122], il
faudra attendre la clarification de la notion d’entier algébrique (Définition 1.1.7) puis les
travaux de Dedekind [7, p.126-130] avant de voir apparaitre la théorie que nous présenterons
dans les prochaines section. Nous explorerons ces notions en détails apres avoir développé

les outils nécessaires.
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1.1.2. Outils et définitions

Soit o un nombre algébrique et m,(x) son polynéme minimal. Le corps Q(«) possede
exactement n = deg(mq,(z)) injections oy,...,0, dans C. (Voir [16, Chapitre 13] pour un
rappel sur la théorie des corps.) Ces injections sont facilement décrites par les racines de

ma (),

Proposition 1.1.11. Si o est une injection de Q(«) dans C alors o fize Q et o(a) = o,
une racine de mq(z). Chaque racine 5 de mq(x) détermine une injection unique de Q(v)

dans C.

DEMONSTRATION. Soit ¢ une telle injection. Immédiatement, o(1) = o(1)o(1). Ainsi,
(1) =1 et o fixe Z. Sir/se@Q, alors comme so(r/s) = o(r) = r, on voit que l'injection
fixe Q au complet. Mais alors, o(mq(a)) = ma(o(«)), car par la Proposition 1.1.6, on sait
que my(x) € Z[z]. Donc o(«) est aussi une racine de m,(x). Finalement, comme il existe
précisément n racines distinctes de m,,(x) [16, Chapitre 13], on voit en fait que chaque racine

détermine une injection de Q(«) dans C. O
Maintenant, pour un élément o € K et la méme notation pour les injections, on définit la
norme et la trace par

N () = o1(@)oz() 0n(a)

TE(a) = o1(a) + o9(a) + -+ 0, ()

Lorsque 'extension est dépourvue d’ambiguité dans le contexte, on notera simplement N («)
et T'(«). De ces définitions suivent que N(af) = N(a)N () et que T(a+ ) =T (a) +T(f).

Proposition 1.1.12. Soit K un corps de nombres et ay € K. Si s, ..., aq sont les conjugués

de oy alors

N(Oﬁl) = (al...ad)[K:Q(al)] € @

T(ap) =[K:Q(a1)](ag +---+ay) €Q.
IDEE DE LA PREUVE. Ce résultat suit du fait que les injections de Q(«ay) dans C s’étendent
& [K : Q(ay)] injections de K dans C [16, Chapitre 14] et parce que N2 (ay) = ay---ay
et TU) () =ay +-+ + aq (car les injections distinctes de Q(a;) dans C envoient oy & des
conjugués distincts). Finalement, ces quantités sont dans Q puisque m,(x) € Q[z]. En effet,

si on développe (z —ay)(z — ag), TU (a) et N (a) correspondent respectivement au

deuxiéme et dernier coefficient de m, (). O
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Corollaire 1.1.13. En fait, si a € Ok alors my(z) € Z[z]. Donc N(«a),T(«) € Z.

Exemple 1.1.14.
e Si K = Q(\/2), les injections de K dans C sont les automorphismes identités ainsi

que le conjugué donné par o(a + bv/2) = a — bv/2. En terminant, on remarque que
—V/2 est l'autre racine de m ().

Les éléments inversibles de K sont tels que N(u)N(u=') =1. Or, N(K) c Z donc
N(u)=N(ut) =<1 si uest inversible. La réciproque est également vraie, si N(u) =
o1(u)---0,(u) = 1 alors on peut poser 0y = idg, 'automorphisme identité et on trouve
que le produit o9(u) -0, (u) est un inverse dans C. C’est un élément de K puisque
c’est 1/u et de A puisque c’est un produit des conjugués de u par la Proposition
1.1.12 qui sont des entiers algébriques par la Proposition 1.1.11.

On peut utiliser la trace pour montrer que /3 ¢ Q(+/2). Sinon, posons v/3 = a+b~/2+
cV/2+d~/8 et d'une part, la Proposition 1.1.11 combinée avec la définition de la trace
donne que T'(v/3) = 4a. Mais alors la Proposition 1.1.12 implique de T'(v/3) = 0, car
m () = *-3, donc a = 0. Mais alors on peut diviser V3 =bv/2+c/2+d /8 par V2

et encore une fois, la Proposition 1.1.12 implique de T’ (%) =0, car m s (x) = 22*-9.
2

En répétant 'argument, on trouve que ¢ = d = 0 également, une contradiction.

Maintenant, supposons que K soit de degré n sur Q. Si, comme plus haut, oq,...,0,

sont les injections de K dans C, alors on définit le discriminant de a4, ..., a,, des éléments

de K, comme

d(ay, ... o) = det(oi(;))?,

ou 0;(c;) représente la matrice n x n avec coefficient o;(c;) a la rangée i et la colonne j.

On sait qu’interchanger une paire de rangées ou de colonnes ne fait que changer le signe du

discriminant. Ainsi, la valeur de d(ay,...,o,) est indépendante de I'ordre des o; et des «;.

Un résultat immédiat des définitions de la trace et du discriminant est

Proposition 1.1.15.

d(o,...,a,) =det(T (v )).

DEMONSTRATION. Rappelons que det(a; ;) = det(a;;) et que det(AB) = det(A)det(B).

Ainsi,

d(ay, ... ,0) = det(oi(;))” = det(o(a;)) det(o4(a;)) = det (lzn;m(oziozj)) =det(T(av;;)).
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O

Proposition 1.1.16. Le discriminant d(aq,...,o,) € Q.  Si les a; € Og, alors
d(aq,...,an) € Z. De plus, le discriminant est non nul si et seulement si aq,...,ap,

est une base de K sur Q.

DEMONSTRATION. La premiére remarque découle de la Proposition 1.1.15 ainsi que du Co-
rollaire 1.1.13. Ensuite, si 1,«,...,a" ! est une autre base de K, (donc K = Q(«)) alors on
sait qu’il existe une matrice inversible U € M, (Q) telle que (aq,...,a,) = U(L,q,...,a™ ).
Cette égalité peut étre vue comme un systeme de n équations. Il est possible d’appliquer
chacun des o; & ces équations pour obtenir 1'équation matricielle o;(c;) = Uo;(a?). En pre-
nant le déterminant et le carré, on trouve que le discriminant des deux bases ne differe que
de det(U)? # 0. Finalement, d(1,c,...,a"1) # 0 puisque d(1,q,...,a" 1) = det(o;(ai™1))?
qui est un déterminant de Vandermonde. Or, o;() # 0j(a) si ¢ # j donc le déterminant est

non nul. O

On peut utiliser le discriminant pour montrer un résultat structurel important de Ok,

Proposition 1.1.17. L’anneau des entiers O forme un Z-module libre de rang n.

DEMONSTRATION. Voir [38, Théoréme 9]. Une autre stratégie, qui utilise la trace au lieu
du discriminant, revient a montrer que O est un Z-module de type fini [30, Proposition
6]. Le résultat suit alors de la théorie sur les anneaux principaux [27, Théoreme 7.1]: Les

modules sans torsion de type fini sur des anneaux principaux sont libres.
O

Une conséquence de ce résultat est que,

Proposition 1.1.18. Si B est une base de Ox comme Z-module alors le discriminant d(B)

est invariant du choiz de la base. On le note alors d(Of) ou A.

DEMONSTRATION. Si B; et By sont deux bases de O, alors par la Proposition 1.1.17, il
existe une matrice U € M, (Z) telle que B; = UB;. Pour exactement les mémes raisons
que dans la preuve de la Proposition 1.1.16, les discriminant different de det U?. Puisque
les coefficients de U sont des entiers, son déterminant aussi. Par la premiere partie de la
Proposition 1.1.16, il en est de méme pour d(B;) et d(Bz). Ceci montre que d(Bs) divise
d(By) et ils ont le méme signe, car det U? est nécessairement un nombre positif. Un argument

analogue nous permet de conclure que d(B;) divise d(Bs) et ils sont donc égaux. O
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On aura également besoin d’outils analogues au niveau des idéaux des anneaux des
entiers. Rappelons que, si A est un anneau commutatif, ses idéaux sont par définition les
A sous-modules du A-module A. Lorsqu’un idéal a c A est cyclique, c’est-a-dire qu’il est
généré par un seul élément o € A, on écrit a = («) et on dit qu’il est principal. S’il est
préférable de spécifier 'anneau (ou qu’on juge les parenthéses encombrantes), on priorisera
la notation a = aA. Finalement, pour un rappel sur la théorie des anneaux on réfere le
lecteur aux excellentes notes [27]. Elles contiennent en particulier les concepts importants
d’idéaux premiers et maximaux.

Maintenant, on définit la norme d’un idéal N (a) par l'indice de a dans O en tant
que sous-groupe: [Of :a] =|Og/al. Voir [16, Section 3.2] pour un rappel sur la théorie des

groupes.

Proposition 1.1.19. Soit K un corps de nombres de degré n et a un idéal non trivial de
Ok . La norme N(a) =[O : a] est bien définie. C’est a dire que N'(a) € N.

DEMONSTRATION. Si m € Z, alors U'indice [Og,(m)] est fini. En effet, par la Proposition
1.1.17, Ok est un Z-module de rang n et le quotient par (m) contiendra m” classes d’équi-
valences. Avec ceci en téte, on montre que pour chaque idéal a ¢ Oy, il existe m € Z tel que
(m) ca. (Donc l'indice [O : a] est également fini).

Soit @ € a \ {0} et posons m = N(«). Par définition, m = oy(a)---0, () ou oy(a) = a
Ainsi, m € a si 03(a)--0,(a) € Og. Mais ce produit est un élément de A puisque chaque

oi(a) € A par la Proposition 1.1.11 et de K, car ¢’est m/a. Donc (m) c a comme voulu. [

Le nom que 'on donne & cette quantité provient du fait que pour les entiers, la norme
N(nZ) =[Z:nZ] = |n| coincide avec la valeur absolue du générateur n. Avant d’explorer ses
propriétés en plus grands détails, on aura besoin d'une meilleure compréhension des idéaux

de Og. C’est donc un bon moment pour revenir a la factorisation unique des idéaux.

1.1.3. Le point de vue des idéaux
Pour pouvoir considérer la factorisation d’idéaux, on aura besoin d’une notion de produit
d’idéaux. Ainsi, on définit le produit de deux idéaux comme

Définition 1.1.20. Soit a,b des idéaux. On dénote le produit de a et b par

ab = { Z af}
«aca,fBeb

Dans ce contexte, il est possible de réobtenir la factorisation en éléments irréductibles

sous la forme de la factorisation en idéaux premiers.
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Théoréme 1.1.21. Soit a ¢ Ok un idéal différent de (0) et de (1). L’idéal a admet la

factorisation

en idéaux premiers non nuls. Cette factorisation est unique modulo une permutation des

facteurs.

En revenant a I’exemple introduit au début de cette section, on trouve que I'idéal engendré

par 6 admet désormais une factorisation similaire aux nombres idéaux proposés par Kummer.
(2)(3) = (2,1 +V-5)*(3,1+V-5)(3,1 - V-5)
=(2,1+v-5)(3,1+V-5)(2,1+v-5)(3,1 -vV-5) = (1 +V-5)(1 - V-5).

Remarque 1.1.22. Dans cette factorisation, les idéaux premiers ne peuvent pas étre décrits
comme des idéaux générés par un seul élément. En d’autres mots, ce ne sont pas des idéaux
principaux. Si c¢’était le cas, il suit directement du Théoréme 1.1.21 que Ok est un anneau

factoriel.

En général, la preuve du Théoreme 1.1.21 procede comme suit: On commence par faire
ressortir trois propriétés structurelles importantes de Ok, puis, on montre que les anneaux
integres possédant ces trois propriétés possedent la propriété de factorisation unique de leurs

idéaux. Avec cette stratégie en téte, on définit

Définition 1.1.23. Un anneau de Dedekind est un anneau integre A tel que
(1) Tous les idéaux de A sont de type fini.
(2) Tous les idéaux premiers non triviaux de A sont maximaux.

(3) A est intégralement clos dans son corps des fractions
K={afb:abe A b+0}.
(C’est a dire que si a € K est la racine d'un polynéme monique sur A alors € A.)

Théoreme 1.1.24. Soit K un corps de nombres. Son anneau des entiers, Ok, est un anneau
de Dedekind.

DEMONSTRATION. Pour débuter, par la Proposition 1.1.17, Ok est un Z-module libre.
Comme Z est un anneau principal, O respecte les critéres de [27, Théoreme 6.47] et les
Z-sous-modules de Ok (et en particulier ses idéaux) sont de type fini comme Z-modules.
Avec ceci en téte, puisque les idéaux de Ok sont de type fini comme Z-modules, ils le seront

nécessairement comme O g-module.
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Ensuite, si P est un idéal premier, on considére le quotient Ok /P. Par la théorie des
anneaux, on sait que ce quotient est un anneau integre; P sera maximal si ¢’est un corps.
Or, on a vu a la Proposition 1.1.19 que le quotient Ok /P est un anneau fini. Un exercice
classique montre qu’il est un corps et P est maximal.

Finalement, supposons que « € K soit la solution de I’équation

" + Q12" + -+ ap = 0 pour quelques aq, .. . ,a,_1 € Ok.
On affirme que Panneau Z[aq, . . . ,a,-1,¢] est un Z-module de type fini. En effet, les produits
ag®--antam génerent Zlao, .. . ,an-1,0] comme Z-module, et ce méme si on se restreint a

un nombre fini de choix pour les exposants. Pour rendre ceci explicite, on remarque qu’il est
possible de suivre une procédure semblable a celle de la preuve de la Proposition 1.1.3 pour

trouver la substitution

n-1

o’ = Y ;o pour ; € Z[ag, . .. ,an-1] et 7 € N.
i=0

Apres cette substitution, il est possible que les puissances des a; soient plus hautes que
dans 'expression initiale. Ceci ne cause pas de probleme puisque si on utilise les mémes
idées pour réduire les puissances des a;, le fait que m,, () € Z[x] implique que la procédure

pour les a; n’a aucune influence sur les autres puissances. En somme, ceci nous permet de

Mn-1
n—1

et m<n-1. O

représenter les termes ag'---a a™ en une somme sur Z de ces mémes termes ou m; <[;—1

La notion d’anneau de Dedekind a pour avantage de faire ressortir des propriétés impor-

tantes sur les idéaux de Og. A partir de celle-ci, on peut finalement montrer

Théoréme 1.1.25. Soit A un anneau de Dedekind. Chaque idéal propre de A admet une

factorisation unique en idéaux premiers similaire au Théoréeme 1.1.21.

DEMONSTRATION. Consulter [38, Théoréme 16] ou [41, Théoréme 3.3] pour la preuve com-
plete. O

Bien que l'on ne présente pas cette preuve dans ce mémoire, le point de vue d’anneau de
Dedekind est tres pratique et sera utilisé dans ce qui suit.

On termine cette section en introduisant une notion d’inverse pour les idéaux de Og.

Définition 1.1.26. Un idéal fractionnaire de K est un Ok sous-module a # 0 de K qui

est de type fini.
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Lorsqu’un idéal a c O, c’est-a-dire qu’il est un idéal au sens classique, on dit que I’idéal
a est entier.

Exemple 1.1.27. Si K = Q, on montre que les idéaux fractionnaires sont les Z-modules

rrl
s)s!

cycliques (a) = aZ pour a € Q*. En effet, si € Q tels que (r,s) =1 et (r',s") =1 alors on

a I’égalité d’ensembles suivante:
{@ . mr' € Z} _ pged(ryr') nrs' +mr's R
s 8 ppem(s,s') \ pged(s,s')pged(r,r’)
_ pyed(r,r')
- ppem(s,s')

ou la derniere égalité suit du Théoreme de Bézout et le résultat par récurrence.

Muni du produit de la Définition 1.1.20, c’est facile de se convaincre que 1’ensemble des

idéaux fractionnaires de I’Exemple 1.1.27 forme un groupe multiplicatif. En général,

Théoreme 1.1.28. L’ensemble des idéauz fractionnaires de K forme un groupe abélien
qu’on note Ji, le groupe des idéaux de K. L’identité est donnée par (1) = Ok et les
TNVETrses par

a'={reK:zacOgk}.

De plus, les a € Jg admettent la représentation unique
a= H PP,
P

pour vp € Z et vp + 0 pour seulement un nombre fini de P.

DEMONSTRATION. La preuve est disponible a la suite de la [41, Proposition 3.8]. O

Evidemment, si Ox n’est pas principal, le groupe Jg ne sera pas constitué uniquement
de sous-modules cycliques comme dans I'Exemple 1.1.27. Par contre, ceux-ci forment un
sous-groupe de Jg, Pk le sous-groupe des idéaux fractionnels principaux. On s’intéresse au
groupe quotient

CZK = JK/PK

le groupe des classes (d’'idéaux) de K. Le nombre de classes, hx = |Clk| est un invariant
important du corps de nombres K. Suivant notre discussion au paragraphe précédant, hy =1
si et seulement si O est un anneau factoriel. A priori, ce nombre n’est pas bien défini (|Clg]|

pourrait ne pas étre fini!), nous montrerons a la Section 1.1.5 que hg € N.
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1.1.4. Les premiers dans les corps de nombres

Nous avons énoncé, sous la forme du Théoreme 1.1.21, que les idéaux de O se factorisent
de facon unique en un produit d’idéaux premiers. Une question naturelle est de tenter de
mettre en relation ces idéaux premiers avec ceux du corps de base Q.

Soient K un corps de nombres et O son anneau des entiers. Evidemment, si I'idéal
(m) € Z est décomposable comme produit d’idéaux premiers dans Z, il le sera également
dans Z ¢ Og. Ainsi, on s’intéressera particulierement a la décomposition des idéaux premiers
de Z dans Og.

A la Section 1.1.3, on avait utilisé la fonction norme sur les éléments de O pour dé-
terminer s’ils étaient irréductibles. Il se trouve que la notion de norme sur les idéaux peut

également étre utilisée a cette fin.

Proposition 1.1.29. Soient a et b des idéaux entiers de Oy,
N(ab) = N(a) N(b).

De plus,

N(aOg) =|N(a)|.

DEMONSTRATION. La preuve de ce fait n’est pas immédiate. On délegue donc le travail a
[38, Théoreme 22] ou [41, Chapitre 1: Section 6]. O

Corollaire 1.1.30. Si N(a) =p, un nombre premier, alors a est un idéal premier de Ok .

Exemple 1.1.31. Nous avons vu, dans la discussion suivant le Théoréeme 1.1.21, que dans

Panneau des entiers O,/ = Z[V/-5] nous avions la factorisation
(2) = (271 Vv _5)2
(3) =(3,1+v-5)(3,1 -V-5).

Reste donc & montrer que ces facteurs sont premiers. Or, c’est facile de vérifier que N'((2,1+
V-5)) =2 et N((3,1+/-5)) =3, ainsi les idéaux sont premiers par le Corollaire 1.1.30.

Pour parler de la décomposition de ’exemple précédant, on introduit les expressions P
est au-dessus de p ou p est au-dessous de P lorsque P|p. En particulier, dans I'exemple
précédent, I'idéal premier (2,1 ++/-5) est au-dessus de 2.

Proposition 1.1.32. Chaque premier P de Ok est au-dessus d’un unique premier p de Q;

Chaque premier p de Q est au-dessous d’au moins un premier P de Of.
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DEMONSTRATION. Consulter [38, Théoréme 20]. O

Maintenant, en général si (p) admet la décomposition en idéaux premiers
(p) = POP2...Per

alors les éléments P; seront au-dessus de p. Lorsque r > 1 on dit que le premier p se sépare
dans Og et lorsqu'un des e; est tel que e; > 1 on dit que le premier p se ramifie dans Og.

On appellera donc e; le degré de ramification de P; sur p.

Proposition 1.1.33. Soit K un corps de nombres et Og son anneau des entiers. Si P est

un premier au-dessus de p, alors il existe un entier f € N tel que N'(P) =p/f.

DEMONSTRATION. Supposons que K soit de degré n. Comme P est au-dessus de p, on sait
que (p) ¢ P. Ceci implique que N (P)|N(pOk). Mais, N(pOk) = p* et N(P) # 1, car
P #+ Og. La norme de I'idéal P est donc une puissance positive de p. O
La puissance apparaissant a la Proposition 1.1.33 est appelé degré d’inertie f de P sur p.
Remarque 1.1.34. Une autre facon de trouver le degré d’inertie est de considérer la com-
position de morphismes Z — O - O [P; donnée par 'inclusion des entiers dans O et le
morphisme quotient par P;. Evidemment, le noyau est donné par Z nP;. Notons que si p
est le premier au-dessus de P;, on a vu que P;|(p) et donc (p) CZnP;. Or (p) est maximal
et 1 ¢ P; donc le noyau est (p). Ceci donne lieu & I'inclusion de corps finis Z/(p) = Ok [P;
et le degré d’inertie est précisément la dimension de cette extension.

Soit K un corps de nombres. Les nombres 7, ¢; et f; sont intimement reliés avec le degré

du corps de nombres K.

Théoréme 1.1.35. Soient K un corps de nombres et n son degré. Sip € Z est un premier

admettant la décomposition en idéaux premiers (p) = Py Py Py dans Og. Alors

zr: eifi =MNn.

i=1

DEMONSTRATION. Remarquons que si K est de degré n sur Q, alors par la Proposition
1.1.17, on a N (pOg) = p™. On calcule,

N(pOx) = N (P{LPg2Per) == p" = pherphe..plrer,

O

Lorsque 'extension K est galoisienne, I'index de ramification et le degré d’inertie dépendent

uniquement de p.
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Théoréme 1.1.36. Soient K une extension galoisienne de Q et p un nombre premier. Le
groupe de Galois, Gal(K) agit comme une permutation des premiers P; au-dessus de p.
Ainsi, les index de ramification et les degrés d’inertie sont égaux pour tout index i. En

écrivant e pour l'index de ramification et f pour le degré d’inertie, on trouve
ref =n.

DEMONSTRATION. [38, Théoréme 23] montre la premiére partie de I'énoncé. La factorisation
unique implique que e; = e;. Si 0 € Gal(K) et o(P) = P’, alors la composition de o avec le

morphisme quotient
Ok 2Ok > Og/[P’
est surjective. De plus, comme o(P) = P’, I'idéal P est le noyau et on a 'isomorphisme
Ok[P = Ok[P'.

Ainsi, N (P) = N(P') et le degré d’inertie sera le méme pour tout P;. O

On dit alors que e est I'index de ramification de p dans K et f le degré d’inertie
de p dans K.
Exemple 1.1.37. Plus t6t, on avait vu que (2) = P;P, = (3,1 +/-5)(3,1 - v/=5). On sait
que les deux éléments du groupe de Galois sont donnés par I'application identité ainsi que
o(a+b/=5) = a-b/-5. Bref, les éléments 7 de Gal(Q(v/-5)) sont tels que 7(P;) = P; pour
ije{12).

Il se trouve qu’on peut classifier les premiers p de Z qui se ramifient dans K.

Théoréeme 1.1.38. Soit K un corps de nombres. Un premier p de Z est ramifié dans K ssi

P|AK-

DEMONSTRATION. Consulter [38, Théoréme 24 ( = ) et 34 ( <= )] pour la preuve.
Notons que la preuve ( <) utilise de la théorie Galois que nous ne couvrons pas dans ce

mémoire. 0

Plus particulierement, on peut classifier completement la décomposition des premiers impairs
dans les extensions Q(y/m) de Q.

Théoréme 1.1.39. Soit K = Q(\/m) tel que m ne posséde pas de carré dans sa factorisation.
Si plm, alors (p) se ramifie. Sinon, si p est impair, alors (p) se sépare lorsque m est un

carré (modp) et reste premier sinon.

DEMONSTRATION. Voir [38, Théoréme 25]. O
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1.1.5. La théorie de Minkowski

La théorie de Minkowski repose sur 'idée fondamentale que les éléments des extensions
de corps de nombres peuvent étre étudiés géométriquement. En conséquence, cette théorie
est aussi appelée la géométrie des nombres. Spécifiquement, on considérera I'injection d’un
corps de nombres K de degré n dans R™. Soient o4q,...,0,, les injections de K dans C. Si
0;(K) ¢ R alors on dit que o; est une injection réelle. Sinon, on dira qu’elle est une injection
complexe. On a toujours un nombre pair d’injections complexes puisque chacune est associée
a son injection conjuguée o.

Pour les différencier, on note o1, ...,0,, les r; injections réelles K <= R et 79,71, ... ,Try,Try

les 2ry injections complexes K — C. L’injection convoitée est donnée par
K ->R" aw~ (o1(a),...,00,(a),Rem (@), Im7(c),...,Re7, (@), Im7,(a)).

On s’intéresse a I'image de Ok par l'injection K — R"™. Elle aura la forme de ce qu’on

appelle un réseau:

Définition 1.1.40. Un réseau de dimension n est un Z-module libre sur une base générant
le R-espace vectoriel R™. Pour Aq,...,\, une base de Ay, le parallelotope fondamental
est 'ensemble

{Zn:al)\ZOSal<1}

7=1
Théoreme 1.1.41. Limage de Ok par linjection K — R"™ forme un réseau de dimension

n noté Ag. Le volume du parallélotope fondamental est donné par

1
o [Akl.
DEMONSTRATION. Si ay,...,q, est une base de Ox comme Z-module alors le résultat équi-

vaut a montrer que les images des éléments a; dans R™ sont linéairement indépendantes
sur R. Pour ce faire, on calcule le déterminant de la matrice n x n ayant comme rangée
J image de «; dans R™. Mais alors, pour chaque paire d’injections complexes, on peut
ajouter la colonne —iIm7,(c;) a la colonne Re7;(c;) pour trouver 7;(c;) et finalement, si
on multiplie la colonne Im 7, (a;) par 2i, on peut y ajouter la colonne 74 () pour trouver
la matrice [0y (c;)]. Le déterminant de cette matrice differe de notre matrice initiale par un
facteur de W et est non nul par la Proposition 1.1.16. O
Exemple 1.1.42. On a montré plus tot que Og 5, = Z[+/2]. Une base de Z[v/2] était
donné par {1,,/2} et comme les injections de K sont lidentité et a +bv/2 = a—b\/2, I'image
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de la base par K - R2 est {(1,1),(v/2,-v2)}. Le volume de son parallelotope fondamental
est 2\/5.

Un résultat clé donné par la théorie de Minkowski est

Théoreme 1.1.43. Chaque idéal non trivial a de O contient un élément o € a différent de

N(a) < = (—) VARV (a).

DEMONSTRATION. Consulter [38, Théoréme 37]. O

zéro tel que

Rappelons la définition de hg, 'ordre du groupe des classes Clx = Jgx/Pk. Une des

conséquences du Théoreme 1.1.43 est le résultat

Théoreme 1.1.44. Le nombre de classes hy est fini.

DEMONSTRATION. Pour obtenir ce résultat, on montre les deux faits suivants:

(1) Soit B € R.q. Il existe un nombre fini d’idéaux a c O tels que N'(a) < B.

(2) Si[a] € Clk alors il existe un représentant de la classe a tel que V(&) < & (%)T2 VAK.
Il est immédiat que ces deux faits impliquent que le nombre de classes est fini.

D’une part, on a vu au Théoreme 1.1.21 que pOg se factorise en un nombre fini de
premiers; le nombre d’idéaux premiers P c Ok au-dessus de chaque premier p est fini. De
plus, pour un idéal P au-dessus de p, la Proposition 1.1.33 implique que N (P) > p. Ainsi,
comme il existe un nombre fini de nombres premiers tels que p < B on conclut qu’il existe
un nombre fini d’idéaux premiers P de Ok qui sont bornés par B. On les dénote ici par
91,...,9,,. Maintenant, par la factorisation unique des idéaux et puisque la norme sur les
idéaux est multiplicative, les seuls idéaux ayant leur norme bornée par B sont engendrés par

la liste Qq,...,Q,,. Ils sont tels que
N(8) = N(Qu)™-N (Qu)™ 2 a3y

et v; > 0. Comme il existe seulement un nombre fini de choix de vy, ... ,v,, positifs tels que
q;*qm < B, on conclut qu’il existe un nombre fini d’idéaux bornés par B.

D’autre part, si a est un représentant de [a] € Clg, on peut toujours choisir v € Ox ~ {0}
tel que ya=! c Ok. En effet, a=! est de type fini et on peut écrire a=t = («y,...,q). Ainsi,
pour chacun de ses générateurs «;, il existe v; tel que v;a; € Ok par la Proposition 1.1.9.

Ceci suggere ~y = v;---y. Maintenant, par le Théoréme 1.1.43, il existe a € ya~! tel que

V(@) 2 (2) VAN Ga™) = IN@WGa™) ! = ey a) < 2 (2) VA
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L’idéal ay~'a ne differe de a que par la multiplication d’idéaux principaux; ils sont dans la

meéme classe. O

Une conséquence de la partie (2) de la preuve précédente et du fait que la norme des

idéaux est toujours strictement positive est

Corollaire 1.1.45. Soit n=[K : Q] = ri +2ry. Le discriminant de K, Ak, posséde la borne

inférieure
T T2 nn
- — <V|Ak|
(4) n! A

Remarque 1.1.46. Notons que puisque 7 < 4 et que 13 < n/2 on peut obtenir une borne
inférieure plus faible qui ne dépend que de n:

T %n”
_ < A
(4) n! ~ Al

A partir de Papproximation de Stirling [2], on remarque que le terme dominant de cette

n
borne inférieure est donné par (@) ~ 2.41™. En ignorant un nombre fini d’exceptions, on

peut obtenir une meilleure borne inférieure. Soit
d(n) = min |Ak],
dK:n

le minimum de la valeur absolue du discriminant parmi les corps de nombres de degré n.
Maintenant, si
D= 11,52££1f5(")1/"~
alors c’est, entre autres, la combinaison des efforts de Hajir, Maire, Ramakrishna, Martinet
et Odlyzko [18,39,45] que,
22<D<T9.

Une derniére conséquence de la théorie de Minkowski est ce qu’on appelle le théoreme

d’Hermite.

Théoréme 1.1.47 (Hermite). [l existe un nombre fini de corps de nombres avec discriminant

A borné.

Par le Corollaire 1.1.45, on est réduit a montrer qu’il existe un nombre fini de corps
possédant un discriminant Ag donné. La preuve est aussi basée sur la théorie de Minkowski
[41].
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En terminant, il est possible de faire une étude analogue sur le groupe K*. Dans ce cas,

I'injection que 1’'on consideére est donnée par
K* >R ot aw (logloy(a)l,...,log|o,, (a)],log | (). .., log|r.,(a)?).

Ici, la remarque intéressante est que pour un élément « € Q, le logarithme de la valeur

absolue de sa norme est donnée par
log |N(«)| =log|oi(a)| +--- +1og|o., | + log |r| + log [71| + - - - + log |7y |-

Siwu e K* est un élément inversible, log | N (u)| = 0 (Exemple 1.1.14) et on voit que les éléments

de K* sont tous envoyés dans ’hyperplan
Ty +To+ -+ Tpyyry = 0.
En particulier, on peut montrer que O} forme un réseau dans H. Ceci implique

Théoréme 1.1.48 (Théoreme des unités de Dirichlet). Le groupe Oj. est un Z-module de
type fini et de rang r + 19— 1.

DEMONSTRATION. Voir [38, Théoréme 38]. O

1.1.6. La fonction zéta de Dedekind

La fonction zéta de Riemann est une fonction qui suscite beaucoup d’intérét en théorie
des nombres. Pour un corps de nombres K, on définit la fonction zéta de Dedekind.
~ 1
(k(s) =), Na)

a0
ou la somme est prise sur les idéaux de O et N (a) représente la norme de ces idéaux.
Comme pour la fonction zéta de Riemann, il est possible d’exprimer (i sous la forme

d’un produit eulérien

Proposition 1.1.49. La série (x converge absolument et uniformément lorsque Re(s) > 1.
Dans cette région, on peut écrire la série comme un produit eulérien
1
Ck(s) = 1;1 TN~
DEMONSTRATION. Voir [41, Chapitre 7]. En fait, [30, Chapitre 8] prend cette expression
comme définition. OdJ
Exemple 1.1.50. Soit Q les nombres rationnels, on vérifie que (g = (. Dans ce cas, les

idéaux peuvent étre représentés par les nombres naturels n € N. On aura donc un unique
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n pour chaque a tel que a = (n). De plus, la norme de ces idéaux est tout simplement

N (nZ) =n. On retrouve ainsi la fonction zéta de Riemann.

On note toujours les injections de K dans C, o1,...,0, et on appelle le couple (r1,r2)
la signature de K lorsque r; est le nombre d’injections réelles et 5 est le nombre de paires
d’injections complexes.

Bien que dans ce qui précede, la somme ne soit restreinte a Re(s) > 1, il existe une
continuation analytique a tout le plan complexe C sauf un pole a s = 1. Le résidu de ce pdle

est donné par ce qu’on appelle I’équation du nombre de classes.

Théoréme 1.1.51 (Formule du nombre de classes). Soient Ay, le discriminant de K, wg
le nombre de racines de l'unité dans K, (r1,r2) la signature de K ainsi que linvariant Ry

qu’on appelle le régulateur. On a la limite

) 21 (2m)"2 Rih
i (s ~ 1) (s) = 2o) Tl
5= UJKAK
DEMONSTRATION. [30, Chapitre §] O

Le nombre hg associé au corps K est tres important, en particulier, on sait que hx =1 ssi
I’anneau des entiers est principal. Cette formule nous donne donc une autre méthode pour
déterminer si nous avons la factorisation unique dans 'anneau des entiers.

Au-dela de la continuation analytique, il est possible d’obtenir une formule concrete qui
relie la section du plan complexe o > 1 a la section o < 0. Cette formule fait apparaitre, entre
autre, la fonction Gamma définie par

['(s) = [Ooots-le—tdt. (1.1.1)

C’est une fonction tres importante en théorie des nombres puisqu’elle étend la fonction
factorielle sur les entiers. Sur ceux-ci, on a la relation I'(n) = (n - 1)!. Nous approfondirons
I’étude de cette fonction au Chapitre 3.

On termine cette section en présentant la formule concréte mentionnée quelques lignes

plus haut

Théoréme 1.1.52. Soient (r1,r2) la signature de K et Ak le discriminant. La fonction
zéta de Dedekind (i est une fonction méromorphe sur C~ {1}. Elle satisfait une équation
fonctionnelle

Fa(1 - 5)"Te(1 - )"

Aplz—s
()Tl 2

(k(s) =Cx(1-s)
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Tr(s) =7%T(s/2),  Te(s)=2(2r)~°T(s).

Finalement, en posant £x(s) = C(8)Tr(8)Te(s)™2|Ak|2 on peut écrire tout simplement
Ex(s) =Ex(1-s).

DEMONSTRATION. Ce résultat requiert beaucoup de travail. Le [30, Chapitre 13] présente
la preuve plus classique d’Hecke alors que le [30, Chapitre 14] présente ce qu’on appelle «la
these de Tate ». La Section 1.3 présentera en surface des idées qui prennent un point de vue

similaire a celui pris par Tate dans sa preuve. [l

Ce théoreme nous donne beaucoup d’information sur le comportement de la fonction
zéta de Dedekind dans la section o < 0. Elle jouera un role central dans le Chapitre 3.
Finalement, on peut énoncer I'hypothese de Riemann généralisée que nous avions mentionnée

dans l'introduction:

Conjecture 1.1.53. Soit K un corps de nombres. Si s est un zéro de (y tels que 0 < Re(s) <
1 alors Re(s) =1/2.

Cette conjecture suscite l'attention de beaucoup de mathématiciens a travers le monde
et reste ouverte a ce jour. Consulter le texte [26, Chapitre 6] pour de plus amples détails.

Ceci termine notre apergu sur la théorie algébrique des nombres élémentaire sur les corps
de nombres. Dans la prochaine section, on va voir qu’il existe d’autres objets mathématiques

qui ressemblent aux corps de nombres.

1.2. L’analogie des corps de fonctions

L’analogie des corps de fonctions provient des multiples ressemblances entre F,[t], I'an-
neau des polynomes a une variable avec coefficients dans le corps fini F,, et Z, les nombres
entiers. On parle d’analogie puisque, d'une part, plusieurs théoremes sont vrais dans les
deux environnements et d’autre part, ils sont en général plus facilement prouvés sur F,[¢].
Plusieurs exemples de la premiere affirmation seront présentés d’entrée de jeu, mais on devra

attendre un peu avant de voir apparaitre des preuves plus simples.

1.2.1. Propriétés de F[¢]

Soit Fy, le corps fini a ¢ = p™ éléments, une puissance d'un nombre premier. L’exemple
le plus simple est tout simplement le corps [, 2 Z/pZ et les corps [, peuvent étre compris

comme des extensions de [F,,.

42



Les éléments de F [t] sont donc tous de la forme a,t" +--- + a1t + ag avec a; € F,. Quand
le coefficient dominant, a,,, est non nul, on dit que le degré du polynoéme est n.

Le théoreme suivant résume des résultats de base sur cet objet.

Théoréme 1.2.1. L’anneau F,[t] posséde les propriétés suivantes:
o (’est un anneau euclidien.
e Soit f(t) € F,[t] non nul, le quotient F [t]/fF,[t] contient exactement qis(f) élé-
ments.

o L’ensemble des éléments inversibles de F,[t] est F.

Une conséquence directe, analogue aux entiers, est la factorisation unique en éléments
premiers (c’est-a-dire, des polyndmes moniques irréductibles). Plus précisément, tout élé-

ment non nul s’écrit
_ €1 .62 €k
[ =apy'py-p,
pour « € [F7 un élément inversible de 'anneau, e; € Z,q des entiers et p; des éléments premiers.

Exemple 1.2.2. Dans anneau Fy[t], on peut factoriser le polynéome z2 + 1 = (z + 1)2.
Définition 1.2.3. Soit f e F [¢t] ~ {0}. On définit |f| = g3s(5) et |0] = 0.

Remarquons que cette norme est la méme que N'(fF,[t]), car [F,[t] : fF,[t]] = ¢i&))
par le Théoreme 1.2.1. On termine cette introduction avec des théoremes qui ont tous

des analogues sur les nombres entiers. On commence avec le nombre d’éléments inversibles

modulo p¢,
. . — Flt]) . 0
Proposition 1.2.4. Le groupe des éléments inversibles T 1] contient p|°(|p| - 1) élé-
Pely
ments.
DEMONSTRATION. Voir [51, Proposition 1.6]. O

Dans les entiers, I'indicatrice d’Euler, ¢, qui pour tout entier n compte le nombre d’éléments

1 <a <n copremiers a n peut étre définie comme la fonction

o(n) = |(Z/nZ)"

On aimerait définir une fonction ® analogue sur les éléments de F,[¢]. Pour tout élément

non nul f € F,[t], on comptera le nombre d’éléments de F,[t] copremiers & f qui ont un degré

strictement inférieur a deg(f). Il est immédiat que ces polynémes forment un ensemble de
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représentants pour (F,[¢]/fF,[t])" et on peut récupérer une analogie claire

®(f) = |(F[t]/ fF[t])"

On liste finalement des identités qui ont une forme bien familiére [51, Propositions 1.7 et
1.8]

o(f) = IATTA-1p[™).

plf
Si f,aeF,[t], f non nul et (a,f) =1 alors

a®¥) =1 (mod f). (Théoréme de Euler)
En particulier, si p est un polyndme monique et irréductible et a € F,[t] est copremier a p,

al’=! = 1 (modp). (Petit Théoréme de Fermat)
1.2.2. Les corps algébriques de fonctions

Le passage aux corps de fonctions est souvent expliqué comme le passage des rationnels
aux corps de nombres. Une différence clé dans cette section est que 'on mettra moins

d’emphase sur le corps de base. Nous avons la définition suivante
)

Définition 1.2.5. Soit [F, un corps fini. Un corps de fonctions K a une variable sur
[F, est une extension algébrique finie et séparable de F,(x) pour un certain élément x € K

transcendant sur [F,.
Remarque 1.2.6. Pour un rappel sur la théorie des corps, voir [16, Section 13].

En particulier, le théoréme de 1’élément primitif [16] nous permet de reformuler cette

définition de la maniere suivante: Un corps de fonctions K = F (z,a) est tel que

e z € K transcendant sur F,.

e o€ K algébrique sur F ().
Si K est un corps de fonctions sur F,, remarquons que l'ensemble F' = {z ¢ K :
z algébrique sur F,} est un sous-corps de K car les éléments algébriques sont fermés sous
la somme, le produit et I'inversion. On appelle F' le corps des constantes de K. Comme
F, € F' ¢ K, on voit que K est également un corps de fonctions sur F'. Si F' = [F,, on dira
que F, est algébriquement clos dans K. En remplacant F, par F' au besoin, on supposera
toujours que F, est algébriquement clos dans K. (Il est clair que [F : IF,] est fini, car
[£7:Fy] = [F(x) : Fy(x)] < [K : Fy(z)].)
Exemple 1.2.7. Le corps des fractions de F[t], F,(¢) est un corps de fonctions.
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Exemple 1.2.8. Soit 'anneau F [x,y]. On peut considérer l'idéal (y? — 23 +x). Si K est
le corps des fractions du quotient F,[z,y]/(y? — 23 + ) alors K est un corps de fonctions.

Notons qu'’ici, on peut représenter K comme F,(z,Vz3 - z).

Remarque 1.2.9. Le choix de = n’est pas nécessairement unique. Ainsi, la notion de
degré [K : F,(z)] dépend du choix de xz. En effet, bien que dans l'exemple précédant
[K :F,(x)] =2, il est intéressant de noter que [K : F,(y)] = 3.

Exemple 1.2.10. De maniere similaire aux corps de nombres, si [K : F (z)] = n, on peut

Fy(z,0) = {fo+ fia+-+ fo1a™: fi e Fy(x)}.

On tourne maintenant notre attention vers le concept de primalité dans les corps de
fonctions. L’anneau des entiers était un concept focal de notre traitement des corps de
nombres a la Section 1.1. Un probleme survient dans les corps de fonctions puisque la
Définition 1.1.7 d’anneau des entiers dépendrait d'un anneau analogue aux entiers et, comme
on I'a vu a la Remarque 1.2.9, il dépendrait de notre choix d’élément transcendant.

Pour obtenir ce qu’on appelle les premiers de K, on utilise alors une autre approche que
dans le contexte dans corps de nombres, ot I'on considérait les idéaux premiers de I'anneau

des entiers:

Définition 1.2.11. Soit K, un corps de fonctions. Un premier de K est un anneau principal
A tel que:
(1) F,c Ac frac(A) = K ou frac(A) est le corps des fractions de A.

(2) A possede un unique idéal maximal P.

Il est commun d’identifier 'anneau principal A a son idéal maximal P. En fait, lorsque
le contexte n’est pas ambigu, on écrira P au lieu de A pour signifier 'anneau principal en
méme temps que son idéal maximal.

Exemple 1.2.12. Dans F (t), la localisation & un polynéme irréductible p(t) définie par

[]Fq(t)]p(t) = {% eF,(t):p(t) + b(t)}

est un premier de K contenant I'idéal maximal (p(t)) tel que Fy c [Fy(t)],¢) € Fq(t).

Soit P un premier, son degré est défini comme 'index de son corps résiduel avec le corps
de base deg(P) = [A/P : F,].
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L’exemple 1.2.12 nous permet déja de retrouver les polynomes irréductibles qu’on avait
mentionné a la Section 1.2.1.

Il est utile d’avoir une autre description des premiers de K.

Définition 1.2.13. Une valuation discrete de K est une fonction v : K* — Z telle que
(1) v(zy) = v(2) +v(y).
(2) L’application v est surjective.

(3) Si x,y e K* sont tels que z +y # 0, alors v(z + y) > min{v(x),v(y)}.
On montre que les premiers de K donnent tous lieu a des valuations discretes.

Proposition 1.2.14. Si P est un premier de K. Il existe une fonction vp associée a son

idéal maximal qui est une valuation discrete de K.

DEMONSTRATION. Les anneaux de la Définition 1.2.11 possédent un unique idéal maximal
principal P. Si ¢ est un générateur de cet idéal, les éléments de K s’écrivent uniquement
comme z = ut™ pour u € A* et on peut définir vp : K* — Z comme vp(2) = vp(ut") := n.
Cette fonction respecte déja les propriétés (1) et (2) de la Définition 1.2.13 et on peut
montrer qu’elle respecte aussi la troisieme: Soient x,y € K* tels que x+y # 0. On peut écrire
T+ Yy = uglt" + ugt™ = t"(ug + ugt™ ). Ici, SPDG, on peut prendre n < m pour que m —n soit
non négatif. L’élément uj + ust™ ™ est donc un élément de A et vp(uy + ust™ ™) > 0. Ainsi
par la propriété 1,
vp(z+y) =n+ovp(ug +ust™™) >n.

Or on avait pris n = min{vp(z),vp(y)} d’ou le résultat. O

Inversement, on peut montrer que toutes les valuations discretes donnent lieu a des

premiers de K.

Proposition 1.2.15. Soit v, une valuation discréte de K. L’ensemble
O={zeK:v(z)>0},

est un premier de K.

DEMONSTRATION. Consulter [41, Proposition 3.9]. O

Exemple 1.2.16. Soit a(t) € F,(t). Par la remarque suivant le Théoreme 1.2.1, on peut
écrire a(t) = py(t)r---p.(t)%r ol ey, € Z et p;(t) sont des polynoémes irréductibles sur Fy[¢].

La valuation attachée aux premiers de ’'Exemple 1.2.12 est donnée par

vp(a(t)) = vp(u(®)p(t)”) := ¢y
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ou p(t) ne divise pas u(t) ou son inverse.
Ceci couvre presque tous les premiers de F,(¢). En fait, il n’en existe qu'un autre:

Théoréme 1.2.17. Les premiers de F,(t) sont donnés par la localisation de F,[t] a ses
irréductibles ou par la localisation de F,[1/t] a (1/t).

DEMONSTRATION. Consulter [57, Proposition 1.2.2] pour plus de détails. Cette preuve est

pratique puisqu’elle propose une simplification de [Fy(1/t)]i/;. En effet, on trouve que

R = { ) Ryt £ 0h)

{“Et; ¢ F, (1) : deg(u) < deg(v)}

O

Remarque 1.2.18. On appellera ce dernier le premier a l'infini et on le notera P,. La
valuation attachée & P,, est donnée par v, (a) = ve (f(t)/g(t)) = deg(g) — deg(f). En effet,
on peut voir explicitement v,, de la maniére suivante: Soit

fx)  apa™+apqx™ 4+ a1+ ag

g(z) " D™ + by @™ L e+ by + by

avec ay,by, # 0. En écrivant x = t~!, on trouve
FED a4 @ () -k agt! +ag
g(t™1) - by (1) + byq (871)™ L -+ byt 1 + by
3 1" Qy + gt + o+ a4+ aot™
Ttmb, 4 by ot e+ byt L+ bgt™
an + anilt 4o+ altn—l + aot”
b + b1t + -+ + byt™ =1 + bt™

— tm—n

Une remarque importante est que ¢ ne divise pas a,, + a,_1t +---+at" '+ agt™ et by, + by,_1t +

o+ bit™ 1 + bt™ car ay,b,, #0. Une conséquence de cette transformation est que

(1) = 0] = {50 < B 20000
e

Ici, on voit que vo, est simplement v(). Ainsi, comme v, (W) =m —n alors v. (
deg(g) - deg(/f).
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1.2.3. Diviseurs

La factorisation des idéaux dans les corps de nombres était un résultat central. On a une

version similaire, mais pas tout a fait analogue, qu’on présente sous la forme des diviseurs.

Définition 1.2.19. Le groupe des diviseurs de K, Dk est défini comme le groupe abélien
libre généré par les premiers de K. On notera D € Dk additivement: D = Y, npP avec
np € 7.

Dans ce contexte, D est completement déterminé par ses coefficients np qu’on notera
parfois vp(D). Lorsque que la multiplicité des facteurs premiers est positive pour tout P,

c’est-a-dire que np > 0, on écrira D > 0. On appelle ces diviseurs les diviseurs effectifs.

Définition 1.2.20. Le degré d’un diviseur est défini par
deg(D) = ) np deg(P),
P

ol deg est un homomorphisme de Dy a Z.

Soit a € K*, le diviseur de a est défini par (a) = ¥ pvp(a)P. C’est bien un diviseur,
car vp(a) est non nul uniquement pour un nombre fini de P. On appelle ces diviseurs les
diviseurs principaux et on note Prg ’ensemble des diviseurs principaux de K.

Si P est un premier K tel que vp(a) > 0, on dit que P est un zéro de a. Si vp(a) <0,
on dit que P est un podle de a. Dans les deux cas, |vp(a)| est ce qu’on appelle I'ordre du
zéro/pdle. 1l peut étre pratique de séparer les zéros des poles. On dénote donc

(o= ) vp(a)P et ()=~ 3  wvp(a)P.

P zéro de a P pole de a

De cette définition, il suit que (a) = (a)o = (@) co-

Exemple 1.2.21. Soit le corps des fonctions rationnelles F,(¢). On peut calculer le degré
des diviseurs principaux. Si a € F,, alors deg(a) = 0 puisque ordp(a) = 0 pour tout P. Sinon
a(t) = % tels que f(t) e F[t] et g(t) e F,[t] ~ {0}. Ainsi, on peut factoriser ces polynémes
en irréductibles et on trouve que a(t) = [1p(t)*»(®. Dans ce contexte, deg(P) = deg(p(t)) et
on trouve que le degré du diviseur principal est donné par deg(a) = deg(f)—deg(g) +vp,(a).
Or, on a mentionné plus tot a la Remarque 1.2.18 que vp_(a) = deg(g) —deg(f) et le degré

des diviseurs principaux est deg(a) = 0.
C’est aussi le cas en général,

Théoréme 1.2.22. Soit a € K*, on a la formule deg(a) = 0.
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IDEE DE LA PREUVE. En général, pour les éléments a € K \F,, on considére la fermeture
algébrique A de F,[a] dans K. On peut montrer que dans cet anneau, l'idéal engendré
par a admet la factorisation (a) = P*Ps*-Pr" et que la localisation de A a ces idéaux P,
coincide avec les zéros de a. Finalement, un résultat analogue au Théoreme 1.1.35 nous
permet de conclure que deg(a)o = [K : Fy[a]]. Le méme raisonnement sur F,[1/a] donne que
deg(a)o = deg(a)o. Pour plus de détails consulter [51, Théoréme 7.6]. Une autre approche
donne une généralisation de ce résultat, en permettant que le corps des constantes ne soit
pas parfait: [57, Théoreme 1.4.11]. (Notons que comme notre corps des constantes est fini,
il est toujours parfait [16, Chapitre 13].) O
Une facon d’interpréter cette formule est que les éléments a € K* possedent autant de poles
que de zéros. Le quotient des diviseurs de K par les diviseurs principaux, Cly := Dy /Prg
est le groupe de classes des diviseurs de K. Puisque les diviseurs principaux sont de degré
0, la fonction de degré sera bien définie sur Clix. Son noyau, Cl9. est appelé le groupe de
classes des diviseurs de degré 0. Un invariant important de K est le nombre de classes de
degré zéro hg =|Cl%|. C’est un résultat non trivial de F.K. Schmidt [52] que I'application
deg : Clg — Z sur les diviseurs de K, un corps de fonctions sur F, est surjective. Ainsi, hx
est aussi le nombre de classes de degré n.

Finalement, il sera utile d’introduire une norme pour les diviseurs qu’on définit par
|D| := g4°8P. Dans F,(t), si on considére uniquement les diviseurs finis, cette norme coincide
avec le nombre d’éléments dans le corps résiduel par (p;(t))"1®--(pg(t))" =@ ou les p;(t)
sont les générateurs des idéaux premiers dans F,[¢]. On peut comprendre cette norme comme

un analogue a celle introduite a la Section 1.1 pour les idéaux.

1.2.4. Les conjectures de Weil

Comme on l'avait fait dans les corps de nombres, on définit une fonction zéta.

Définition 1.2.23. La fonction zéta associé au corps de fonctions K est donnée par
Cr(s) = Al
A0

ou la somme est sur les diviseurs effectifs.

En général, il est commun de réécrire la somme de la fonction (i en fonction du degré,

Ce(s) =3 2

ns
n=149

ou b, représente le nombre de diviseurs effectifs (A > 0) tels que deg(A) =n.
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On ne connait pas encore le domaine de convergence (. On commence par le cas le plus
simple,
Exemple 1.2.24. Si K =F,(t) alors (i converge lorsque Re(s) > 1. Dans ce domaine, elle

respecte (x(s) = W.
DEMONSTRATION. En effet, dans ce cas, les diviseurs de K sont générés par I’ensemble des
polynémes moniques de F,(t), qu'on dénote par V, ainsi que par P, le premier a U'infini.
Les diviseurs effectifs A = Y5 npP sont donc des sommes sur A = 2V 0{ P} npP.

Cette remarque nous permet de réécrire

k() =Y 1A= Y AP+ Y A

A>0 A>0 A>0

ordp,, (A)=0 ordp,, (A)=1
=Y AP Y A
A>0 A>0
ordp,, (A)=0 ordp_, (A)=0

Ainsi, on peut mettre en évidence la somme sur les premiers finis pour trouver

o =(Spr) T or-(Te) T e
n>0 A>0 n>0 A>0
ordp,, (A)=0 ordp,, (A)=0
On tente maintenant d’évaluer la somme contenant uniquement les premiers finis. Si
on fixe le degré, deg A = n, on peut montrer ces éléments sont en correspondances avec les

polynémes moniques f(t) € F,[t] de degré n. Comme il y en a ¢", on trouve

1 qn 1
()= (B ) Ao = — RS —
nzz% AZZ:O l-q= AzO,dZegA:nq s (1-g*)(1-q'%)
ordp,, (A)=0 ordp,, (A)=0

Remarquons que ce sont des séries géométriques donc le domaine de convergence est clair.

De plus, ce résultat donne une continuation méromorphe a la série. 0

Pour étre en mesure d’étudier la fonction zéta d'un corps de fonctions en général, et en

particulier, trouver son domaine de convergence, on fait un bref détour.
Définition 1.2.25. Soit D un diviseur. On définit L(D) = {a € K*: (a) + D >0} u{0}.

L’ensemble L(D) est un espace vectoriel de dimension finie sur F,. Sa dimension sur F,
est dénotée par [(D).
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Théoréme 1.2.26 (Riemann-Roch). II eziste un diviseur C, appelé le diviseur canonique,

tel que pour tout D € Dy,
I(D)=deg(D)-1(C)+1+1(C-D).

De plus, la dimension du diviseur canonique [(C') est un invariant important de K, on le

notera par g, le genre de K. Finalement, deg(C') = 2g - 2.

DEMONSTRATION. Voir [51, Théoréme 5.4]. O
Maintenant pour [A] € Clk la classe ayant le diviseur A comme représentant, on a que

Lemme 1.2.27. Le nombre de diviseurs D € [A] tels que D >0 est donné par ql(;#

DEMONSTRATION. Sil(A) =0, évidemment, [ A] ne contient pas de diviseurs effectifs. Sinon,
[(A) > 0 et on remarque que chaque diviseur effectif D € [A] s’écrit comme D = (a) + A donc
a € L(A)~{0}. Le choix de a est déterminé par D modulo un élément de F;. On a trouvé
que
4{D e [A]: D> O} #F; = #L(A) ~ {0},
U

On avait vu que le degré était bien défini sur les classes de diviseurs. Par définition, la

norme le sera également et on peut réécrire

k()= IDI*= 5 #{De[A]:D20}AI*= ¥

D>0 [A]ECZK [A]ECZK

ql(A)—l
qg-1

Al

On a vu que le nombre de classes de degré n dans Clg est donné par hx. De plus, deés
que deg(A) >2g—2 on trouve que [(A) = deg(A) —g+ 1. En effet, lorsque deg(A) >2g-2, le
diviseur C' — A apparaissant dans le Théoreme de Riemann-Roch est tel que deg(C' - A) < 0.
Mais alors, [(C'— A) =0, puisque si a € L(C' - A), on a 0 <deg((a)+C - A) =deg(C-A) <0,
car le degré est un morphisme et les diviseurs principaux sont de degré zéro; ce qui est

impossible. On peut donc séparer la somme

I(A) _
q
Ck(s)= ) 1
[AleCl, 47
deg(A)<2g-2

1 n—g+1 -1
A B

n>2g-2

La somme a droite est géométrique et on peut retrouver le résultat analogue a la Proposition
1.1.49 sur la fonction zéta de Dedekind.
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Proposition 1.2.28. La série (x converge absolument et uniformément lorsque Re(s) > 1.

Dans cette région, on peut écrire la série comme un produit eulérien

DEMONSTRATION. La convergence suit immédiatement de la série géométrique. Pour le

1
Ck(s) = H (1 - P|s

P

produit eulérien, la multiplicativité de la norme ainsi que le fait que le groupe des diviseurs
est un groupe libre sur ’ensemble des premiers de K nous informe que la preuve est la méme

qu’a la Proposition 1.1.49. O

Sans surprise, le fait que la série soit géométrique nous apprends bien plus sur (x que

son domaine de convergence.

Théoréme 1.2.29. Soit K un corps de fonctions sur F, et gk le genre K. Il existe un
polynome Ly (u) € Z[u] de degré 2gx tel que

Lk(q™)
(I-¢'=)(1-¢7)

Cette relation est vraie lorsque Re(s) > 1 et le coté droit de I'égalité nous fournit une conti-

(k(s) =

nuation analytique sur tout C. De plus,
2mim
loggq

2min
logq

et s =

e (i possede des poles simples a s = +1 pour mn € 7.
o LK(O) =1 et LK(l) = hK.

o Posons £x(s) = qU9x=D5Ck(s) alors (1 —5) = Ex(3).

DEMONSTRATION. On montre la premiere affirmation. Pour le reste de la preuve, consulter
[51, Théoreme 5.9].
Soit u = ¢7*. On avait trouvé la relation,
I(A) _ 1 n—g+1 _ 1
q -8 q -ns
(k(s)= > —1|A| + D, hK—lq :
[AleClxy 4~ n>2g-2 q-
deg(A)<2g-2
Remarquons que le terme gauche est un polynéme de degré 2¢g—2 en u. Ainsi, en multipliant
par le polynéme (1-u)(1-qu) pour avoir le bon dénominateur, on a bel et bien un polynéme
de degré 2g au numérateur. On peut donc concentrer notre attention sur le terme de droite,
3 thn_g+1 - 1q—ns _ hxk ( ¢ 1 )u2g—1 I e ug(qr™' - 1)u2g—1‘
ns2g-2 q-1 g-1\1-qu 1-u g-1 (1-qu)(1-u)

On doit donc montrer que % (¢9 -1 -uq(q9t —1))u?9-1 est un polynome de degré 2g ap-

partenant a Z[u]. Le degré est clair et le fait que les coefficients sont entiers découle du fait
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que g — 1 divise (¢? — 1) et g(q9=' = 1) dés que g > 1. Le cas g = 0 provient de I'exemple
1.2.24. O
Exemple 1.2.30. Lorsque K = F,(t), le polyndme Lg(u) = 1, ainsi hxg = 1 et par le
Théoreme 1.2.22, les diviseurs de degré zéro sont les diviseurs principaux.

Un résultat trés important, vérifié sur les corps de fonctions, est le suivant

Théoréme 1.2.31 (L’hypothése de Riemann pour les corps de fonctions). Soit K un corps

de fonctions sur Fy. La partie réelle des zéros de (x est 1/2.

DEMONSTRATION. Voir [51, Théoréme 5.10]. Ce théoréme est dii & Artin pour le cas parti-
culier g = 1 puis en général a Weil. Pour un résumé de I’histoire entourant ce résultat voir

la discussion juste apres [51, Théoreme 5.10]. 0

On termine cette courte introduction avec une conséquence de ces théoremes.

Proposition 1.2.32. Soit h le nombre de classes de diviseurs de degré 0. On a
(Va-1)% <hg < (Vg+1)%.

DEMONSTRATION. Par le Théoréme 1.2.29, on sait que hy = Lg (1) = [1%, (1 -7;). Par Ihy-
pothese de Riemann sur les corps de fonctions, |m;| = /g, ainsi le résultat suit par I'inégalité

du triangle. 0

Cette idée fera un retour dans le Chapitre 2.

1.3. Une question de définition

Les Sections 1.1 et 1.2 sont riches en similitudes. Or, les deux présentations reposent sur
des idées et des définitions différentes. Cette section a pour but de donner une présentation
unifiée des deux derniers chapitres. Paradoxalement, ceci mettra en évidence les différences

entre les corps de nombres et les corps de fonctions.

1.3.1. La théorie des valuations

La définition des premiers de la Section 1.2 était basée sur les valuations discretes. Dans
le but de généraliser cette notion aux corps de nombres, on introduit le concept de valuation

multiplicative ou encore de valeur absolue.

Définition 1.3.1. Une valeur absolue sur un corps K est une application |-|: K - Ry

telle que
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(1) |a| > 0 pour tout @€ K et |a| =0 <= a=0.
(2) |aB| = ||5] pour tout a, 5 € K.
(3) |a+ S| < |al + 6] pour tout «, B € K.

Une valeur absolue sur K introduit une métrique sur l'espace avec la distance |a — f3].

Définition 1.3.2. On dit que deux valeurs absolues sont équivalentes si la topologie induite

par leur métrique respective est la méme.

Une question naturelle est d’énumérer les valeurs absolues possibles modulos 1’équivalence
pour un corps K.
Remarque 1.3.3. Tout corps K possede la valeur absolue triviale donnée par |o| = 1 pour
tout o € K* qui induit la topologie discrete sur K. Lorsqu’on classifiera les valeurs absolues

sur K on ignorera toujours la valeur absolue triviale.

1.3.1.1. Les corps de fonctions. Dans les corps de fonctions, comme les premiers P sont
des anneaux de valuations discretes, on peut prendre la valuation associée a P pour obtenir

une valeur absolue |- |p définie, pour a € K par
lalp = N(P)~vP(@),

Pour ce type de valeur absolue on a une propriété plus forte que l'inégalité du triangle qui
découle directement de la propriété (3) donnée dans la Définition 1.2.13,

(3") |+ B < max{|al|,|8|} pour tout «, 3 € K.

On appelle les valeurs absolues qui respectent la propriété (3") ultramétriques ou non archi-
médienne.

Dans F,(t), on avait trouvé que les seuls anneaux de valuation discrete du genre de la
Définition 1.2.11 étaient données par la localisation aux irréductibles de F,[t] et de (1/t)
dans F,[1/t]. 1l se trouve que, dans ce contexte, ces localisations donnent lieu aux seules
valeurs absolues de F,(¢). En d’autres mots, elles possedent toutes la propriété (3'). Cest

aussi le cas pour tous les corps de fonctions,

Théoréeme 1.3.4. Soit K un corps de fonctions, l’ensemble des wvaleurs absolues de K,
modulo [’équivalence de la Définition 1.3.2, consiste des valeurs absolues obtenues a partir

des valuations P-adiques.

DEMONSTRATION. Soit | -| une valeur absolue. Si elle respecte (3’), en prenant le log et en

renormalisant, c’est facile de voir qu’elles sont en bijection avec les valuations (additive). Or,
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on montre que toutes les valeurs absolues sur K possédent la propriété (3’). Considérions la

formule du bindome

(a+0)" = zn: (Z)a”‘kbk.

k=0
Si p est la caractéristique de K, alors le coefficient (Z) € {0,1...p—1}. Mais |1| = 1 et
()l <p-1 par (1) et (3) respectivement. En utilisant la propriété (3) successivement on
obtient

(a+b)" < :Zo(p‘ D)l b < n(p - 1) max{Jalp}".

Finalement, en prenant la racine n-ieme et en laissant n tendre vers l'infini, on devait avoir

(3’) comme voulu. O

1.3.1.2. Les corps de nombres. Dans les corps de nombres la situation est bien différente,

par exemple, sur QQ on a la valeur absolue classique.

« lorsque a > 0,
jof = ,
-« sinon.
Cette valeur absolue est différente de celles qu'on retrouve sur les corps de fonctions
puisqu’elle ne respecte pas la propriété (3’). On les appellera archimédienne.
Ceci étant dit, on a tout de méme les valeurs absolues associées aux premiers p sur Q.

Pour a € Q on les définit par
|a|p = p—vp(oz)

ou v, réfere a la valuation p-adique usuelle. C’est un théoreme d’Ostrowski que toutes les
valeurs absolues non triviales de Q sont équivalentes a une de celles que ’on vient d’énoncer.

En général, si K est un corps de nombres, on rappelle qu’il existe r; injections K — R et
2ry injections K < C ou n =ry + 2ry. Une généralisation du théoreme d’Ostrowski donne le

résultat suivant:

Théoréme 1.3.5. Soit K un corps de nombres. L’ensemble des valeurs absolues de K,
modulo I’équivalence, consiste de ry valeurs absolues associées a chaque injection réelle, de
ro valeurs absolues associées a chaque paire d’injections complexes ainsi qu’aux valuations

P-adiques.

DEMONSTRATION. Voir [41, Chapitre 3]. O
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Pour K un corps de nombres, on notera Vi I’ensemble des classes de valeurs absolues
modulo I'équivalence. Cet ensemble est 'union disjointe des ensembles V; des valeurs abso-
lues non archimédiennes et de V., des valeurs absolues archimédiennes. Les éléments de V;
sont appelés les premiers finis de K et ceux de V,, les premiers infinis de K. On les note
p 4 o0 et p|oo respectivement.

Il existe un choix canonique de représentants pour ces valeurs absolues v. Si v € V,,, on
choisit |- |,, = |o(-)| si o est une injection réelle et |- |, =|o(-)|* sinon. Dans le cas v € V7,
on choisit | |,, = [N(P)[*?() pour vp la valuation additive associée & P. Ces choix de

normalisation ont pour conséquence

Théoréme 1.3.6 (Formule du produit). Soit € K*, on a la relation
H laly =1
v
ot le produit est pris sur les représentants normalisés de tous les premiers de Vi.

DEMONSTRATION. Si « € K, il existe uniquement un nombre fini de valeurs absolues |- |,
telles que |a], # 1. En effet, vp(a) = 0 pour toutes les valuations vp € V; associées aux
premiers qui n’apparaissent pas dans la factorisation de aOg. Maintenant, on a vu que

I'idéal fractionnaire aOy se factorise un produit [TPv»(®). Ainsi, la norme N (aOg) =

N(a) =o1(a)0,(a), mais aussi N (aOg) = [TN(P)?»(®: d’ou le résultat. O
1.3.2. Les diviseurs d’Arakelov et leur fonction zéta

Avec ce nouveau point de vue, on considére maintenant les premiers de K comme une
classe d’équivalence de valeurs absolues. Comme on vient de le voir, cette présentation est
équivalente a celle donnée pour les corps de fonctions. Dans les corps de nombres, nous
sommes désormais préts a définir la notion de diviseur, comme nous ’avions fait a la Section
1.2. On présente les idées de Van Der Geer et Schoof [59].

Définition 1.3.7. Soit K un corps de nombres. On définit le groupe des diviseurs d’Ara-

kelov par la somme formelle

Dk = { Z npP : npeZsi P+ oo, npeR si Ploo, np =0 pour presque tout 77}.
PeVi

Dans cette définition, pour presque tout P signifie que seul un nombre fini de np sont
non nuls. Cette propriété mimique la situation des entiers qui possede une décomposition
en un nombre fini de premiers. Finalement, pour rappeler que les coefficients de P|oo sont

continus, on priorisera xp comme écriture au lieu de np.
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Le degré d'un diviseur est donné par

deg(D) = > nplog(N(P))+ > wp.

PeVy PeVoo

Immeédiatement, on a une projection du groupe Dk vers le groupe des idéaux fractionnels

donné par

(D) = H pe.

PGVf

un diviseur de Dk est déterminé par son idéal fractionnaire associé ma(D) et les ry + 7o

coefficients xp, P € V.. Pour a € K*, on définit le diviseur d’Arakelov principal par

(@)= > vp(a)P+ > —loglal,,P.

PEVf PeVoo

Une motivation pour 'écriture des coefficients de P € V,, est simplement que vp(«)

—log(p) [@lop- La projection d'un diviseur principal est donné par ma(a) = [1pey, P-vp(a)

éOK. Finalement, on peut décomposer D en deux parties: Soit la partie finie,

D{( = { Z npP : np € Z, np =0 pour presque tout 73},
PEVf

et la partie infinie,

D;;:{ > apP g:pe]R}.

PeVoo

Ces deux parties sont canoniquement isomorphes a des sous-groupes de Dk et Dg = D}; xDy.
Si D € Dk, on peut donc décomposer D = Dy + D..

Le but étant de définir une fonction zéta associée a ces diviseurs, on doit définir une no-
tion analogue & celle des diviseurs effectifs. A la Section 1.2, on avait pris comme diviseurs
effectifs les D > 0. Le nouvel élément a gérer ici est, bien entendu, ’ensemble des premiers
archimédiens. On pourrait utiliser la méme définition, mais pour des raisons qui seront ap-
parentes momentanément, on utilise plutot la notion d’effectivité des diviseurs d’Arakelov
proposée par Van Der Geer et Schoof [59].

Le concept de diviseur effectif est binaire: Un diviseur est effectif ou ne I'est pas. Une

différence clé du concept de leffectivité est qu’il est continu. Pour fixer les idées, on peut
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Fig. 1.3. Graphique représentant 'effectivité des diviseurs tels que O c m4(D) d’une ex-
tension possédant exactement deux premiers archimédiens réels. Les axes sont les coefficients
xp de chacun des premiers archimédiens. Le ton de gris représente la valeur de e(D): pale
lorsque e(D) est pres de 1; foncé lorsque e(D) est pres de 0.

créer une fonction qui distingue les diviseurs effectifs sur les corps de fonctions:

1 lorsque D >0
e(D) = (1.3.1)
0 sinon.
L’effectivité d’un diviseur d’Arakelov (qui est sur un corps de nombres) sera donc une fonction

similaire qui permettra des valeurs entre 0 et 1. Elle est définie par,
exp(—w Y oer—_q Y 26‘“‘7’) lorsque O c (D)
G(D) = P réel P complexe

0 sinon.

Cette définition se veut adaptée au caractére continu des premiers archimédiens. Explicite-
ment, on a que 0 < e(D) <1 et e(D) =0 des que, pour P € Vy, np < 0. (Cest-a-dire que la
partie finie de D € D n’est pas effective!).

On interprete les diviseurs d’effectivité grande (e(D) pres de 1), comme les diviseurs
effectifs. Si Og c m4(D), alors e(D) est tres petit dés qu’un des coefficients de P € V,, est

négatif et se rapproche de 1 lorsqu’ils sont tous grands. (Voir la Figure 1.3.)
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Remarque 1.3.8. On peut utiliser cette définition d’effectivité pour construire un espace
analogue a 'espace L(D) de la Définition 1.2.25. Ceci donne lieu & un analogue du Théoréme

de Riemann-Roch 1.2.26, voir [59] pour un exposé en profondeur.

Avec ces notions, on peut maintenant définir une fonction zéta similaire a la Définition

1.2.23 ou on sommait sur les diviseurs effectifs,
Zic(s) = [ D" djress.
Dg

Ici, dueg dénote la mesure de Haar sur le groupe Div(K) pondérée par leffectivité des
diviseurs. Il se trouve que la fonction Zk(s) est intimement reliée a la fonction zéta de
Dedekind.

Proposition 1.3.9. L’intégrale survenant dans la définition de la fonction Zx converge dés

que Re(s) > 1 et on a la relation

2() = () (370 12)) (@m) T

IDEE DE LA PREUVE. La preuve est inspirée de [59]. Le lecteur intéressé peut également
consulter [25] pour un traitement similaire au niveau de ce que 1'on appelle les ideéles (qui

sont une construction différente, mais similaire aux diviseurs d’Arakelov.)
Par définition, dyeg = e(D)dD. Donc,

Zic(s) = /DK ID["*¢(D)dD.

Maintenant, |D| = ed6? = [Tp.y, N (P)" exp(Lpey,, vp). Comme Dk = DI x D2, on peut

séparer 'intégrale:

Zic(s) = [, IDse(D)dDy [ Dol *e(De)dDe

Dg
Puisque la mesure de Haar sur les groupes discrets est la mesure de dénombrement, on trouve

que

Lf |Df|_S€(Df)de = H i./\/’(fp)—ns

PeVy n=0

On peut donc continuer a simplifier notre expression pour Zg(s) pour trouver,

Zic(s)= TT =N Py [T () e(D)dD-r.

PeVy K PeVeo
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Ici, en intégrant chaque coordonnée de Dy séparément et posant tp = e”7, on retrouve des

termes qui sont a peu pres des fonctions I' qu’on avait défini dans (1.1.1):

Zie(s)= TT A-NP)) " T] [t 3 dtp [T ie

PeVy p réel P p Complexe

On a trouvé,

2() = () (37T 12)) (@m) T
O

Cette définition est beaucoup plus rapprochée de celle proposée a la Section 1.2 puisque

son équation fonctionnelle est donnée par

AZZ(s) = A2 Z(1-s).

Comme c’était le cas pour la fonction de la Définition 1.2.23 sur les corps de fonctions,
la fonction Zx(s) est définie sur un diviseur portant sur tous les premiers de K, incluant
les premiers infinis! Une conséquence de cette définition sur les corps de nombres est que les
termes associés aux premiers archimédiens sont maintenant inclus dans le terme Zx(s). De
plus, elle ne possede pas de zéros a l'extérieur de la bande critique 0 < Re(s) < 1.
Remarque 1.3.10. Cette fonction est intimement liée au Théoreme 1.1.52. En fait, on peut
comparer les deux pour trouver qu’elles ne different que d’une constante dans les facteurs
I'. Ceci a peu d’effets et on retrouve plusieurs normalisations différentes dans la littérature.
(Voir par exemple Serre [53] ou on justifie le choix de normalisation du Théoreme 1.1.52

pour avoir un lien plus simple entre I'c et T'g.)
1.3.3. S-Anneaux des entiers et S-fonctions-zéta

La section précédente introduisait des définitions qui rapprochaient la théorie sur les
corps de nombres a celle vue a la Section 1.2 sur les corps de fonctions. Cette section
nous permettra de considérer la procédure inverse en considérant des objets sur les corps
de fonctions qu’on voudra analogue au traitement de la Section 1.1. La présentation suit
approximativement le chapitre 14 de Rosen [51].

Soit x € K transcendant sur [F;, on peut ainsi considérer K comme une extension de
F,(x). La paire F [z] c F,(x) jouera ici le role de la paire Z c Q. On verra que le choix de
x distingue un nombre fini de premiers de K qui sont précisément les premiers au-dessus de

Ps; qu'on avait défini comme la localisation de F,[1/z] a (1/x).

60



Remarque 1.3.11. Contrairement a Q, P,, n’est pas un premier archimédien. En effet, on
avait vu dans la preuve du Théoréme 1.3.4 que I'image de Z était bornée par rapport a |- |e
et que ceci impliquait I'inégalité ultramétrique.

Ceci étant dit, 'image de IF,[z] n’est pas bornée par rapport a |-|.. Avec la philosophie que
[F,[2] est supposé remplacer Z, Po est en quelque sorte analogue a un premier archimédien
sur F [z]. Cette sorte de similitude explique, entre autres raisons, pourquoi les premiers

archimédiens sont souvent appelés les premiers a I'infini.

A la Section 1.1, on avait défini (Déf. 1.1.7) Panneau des entiers d’un corps de nombres
K comme A n K, la fermeture algébrique de Z dans K. Maintenant, si K est un corps
de fonctions, on définit Ok comme étant la fermeture algébrique de F,[x] dans le corps de
fonctions K. Le but de ce chapitre sera de reproduire les différents objets abordés dans les
autres chapitres en fonction de Og.

Il existe une description plus générale de I'anneau des entiers.

Définition 1.3.12. Soit Vi l'ensemble des premiers d'un corps de fonctions K au sens
des valeurs absolues modulo I’équivalence. Si S est un ensemble fini de premiers alors on

appellera
Os = {ac K :lal,, < 1,YP ¢ 5)
'anneau des S-entiers.

Exemple 1.3.13. Si S = @, le fait que le degré des diviseurs principaux soit zéro implique

que Og =TF,. On ne considérera pas ce cas dans notre traitement.

Théoreme 1.3.14. Soit K un corps de fonctions et S ¢ Vi un ensemble non vide et fini
de premiers dans K. Il existe toujours des éléments x de K qui possedent comme poles les
premiers de S et seulement ceuzx-ci. Pour un tel v € K, si Ok est la fermeture algébrique de
F,[z] dans K alors Og = Ok.

DEMONSTRATION. La preuve est accessible mais un peu longue, voir [51, Théoreme 14.5].
O

En choisissant d’abord les premiers de K, ce théoréme montre que tout ensemble fini
peut servir de premiers au-dessus de l'infini en effectuant un changement de variable.
Exemple 1.3.15. Soit K = F,(z). Notons Py et Pw, respectivement la localisation de F,[z]
a(z) et F,[1/z] a (1/x). L’élément w = x+x~! possede précisément Py et P, comme poles et

le Théoreme 1.3.14 implique que la fermeture algébrique de Fy[w] dans Fg(x) est Ogp, p..}-
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On peut montrer que O¢p, p_} = Fg[z,27] et que le polyndéme minimal de z,27! sur F,[w]
est donnée par 22 —wz + 1. F,(x) est une extension galoisienne de degré 2 sur F (w) et si
Q. dénote la localisation de F,[1/w] a (1/w), alors Qo se sépare en Py et Poo dans K.

1.3.3.1. Ezemple: Les extensions quadratiques. Supposons que ¢ est impair et soit f(x) €
F,[z] un polyndéme démuni de carrés. On définit 'extension K = F,(z,/f(z)). Suivant
I’Exemple 1.1.8, on peut calculer Og: D’une part on sait K est un espace vectoriel de

dimension 2 sur F,(z),
K={a+0/f(z):abeF,(z)}
Soit v = a + b\/m e K. Sib#+0, le polynéme minimal de o € K est donné par
y? - 2ay +a® - f(x)b?

et € Ok ssi 2a et a? — f(z)b? sont des éléments de F,[z]. Or, dans ce cas 2 est un élément
inversible de F,[z] et a € F,[z]. Finalement, b € F,[z] aussi puisque f(z) est sans carré. On

a montré que

Ok ={n+m\/f(x):nmelF,[z]}.

On peut s’intéresser a la décomposition des premiers dans Og. En particulier pour P,

on a le résultat

Proposition 1.3.16. Soit K =F,(x,\/f(z)) avec q impair et f(x) démuni de carré. Main-
tenant, si d = deg(f) et aq est le coefficient de téte de f(x) alors Pw est ramifié dans K
des que d est impair. Sinon, P se sépare dans K lorsque aq est un carré dans F; et reste

premier si ag n’est pas un carré dans Fy.

DEMONSTRATION. Consulter [51, Proposition 14.6] pour la preuve. O
Exemple 1.3.17. Si f(z) = 2% -4 alors on a vu que P se sépare dans K =F (z,Vz2 -4).

1.3.3.2. S-fonction-zéta. On a quelques définitions
Définition 1.3.18. Soit S € Vi un ensemble fini de premiers de K. L’ensemble
E(S)={ae K" :la|,, =1,YVP ¢S}
est appelé le groupe des S-unités de K.

En effet, c’est clair que E(S) = OF puisque: a et a™t € Og ssi 1 < |al,, < 1 pour tout
P¢S.
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Soit K un corps de fonctions. On rappelle également D, le groupe des diviseurs de K, et
Pr, le sous-groupe des diviseurs principaux. Une remarque au niveau de la notation est que
I’on n’écrit pas explicitement K dans D puisque le corps K est fixe dans notre discussion.

De plus, dans ce qui suit, ’ensemble S c Vi dépend de K et il n’y a pas d’ambiguité.

Définition 1.3.19. On pose Dg, les S-diviseurs de K comme le groupe libre généré par
les premiers Vi \ S. Evidemment, ceci donne un sous-groupe de D et pour a € K* on définit
son S-diviseur comme
(a)s =) vp(a)P.
PES
L’ensemble des diviseurs de la forme (a)s sont les S-diviseurs principaux Prg. Finalement,

on définit le groupe des S-classes, Clg = Dg/Prs.
Comme chaque fois, le premier résultat qu’on vise est que le nombre de classes est fini,

Proposition 1.3.20. Soit K un corps de fonctions, si S c Vi est un ensemble fini de
premiers de K alors Clg est un groupe fini. De plus, E(S) est un groupe libre de rang
|S|- 1.

DEMONSTRATION. Voir [51, Proposition 14.2]. O

On peut maintenant définir une fonction zéta relative a S. Plus tot, on avait trouvé que
(e(s)= [T A-N(P)™)™".
PeVi
Cependant, pour éviter la confusion avec I’ensemble S, on utilisera la variable z € C au lieu

de s. Ainsi,

Définition 1.3.21. Soit K un corps de fonctions et S c Vx un sous-ensemble fini des

premiers de K. On définit

¢s(2) = [TA-N(P)™)™,

PES
la S-fonction-zéta.
Une conséquence de cette définition, qu’on avait remarqué a la Proposition 1.2.28, est
que
¢s(2) = [T(L=N(P) )¢k (s)- (1.3.2)
PeS
En fait, on peut reproduire des résultats tres similaires aux résultats classiques sur la fonction

(i sur les corps de nombres.
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Une autre conséquence directe est une nouvelle équation fonctionnelle,

Proposition 1.3.22. Soit K un corps de fonctions, si S c Vk est un ensemble fini de

premiers de K alors la fonction (s(z) admet [’équation fonctionnelle

M) sy

(1-
(s(2) =Cs(1-2) q
Q@ N(P)'=)
DEMONSTRATION. Cette équation fonctionnelle suit du Théoréme 1.2.29 et de 1’équation
(1.3.2). O

Cette forme de ’équation fonctionnelle se veut analogue au Théoreme 1.1.52. En effet, la
fonction (5(z) exclue les termes associés aux premiers P € S. Clest-a-dire, les termes qui
ne sont pas associés a des premiers au-dessus des irréductibles de F,[z]. Cette situation
rappelle I’équation fonctionnelle du Théoreme 1.1.52 ou les premiers associés aux valeurs
absolues archimédiennes sont exclus de la fonction zéta. Cette relation est une des raisons
pour laquelle on donne le nom premiers infinis aux valeurs absolues archimédiennes.
Remarque 1.3.23. Une fonction similaire S-zéta peut également étre définie sur les corps de
nombres. Nous n’en faisons pas I'exposition ici puisque le but était d’exclure spécifiquement
les premiers au-dessus de l'infini; a I'instar des premiers archimédiens de la fonction zéta de
Dedekind.

1.4. Les hauteurs et la propriété de Northcott

La question principale de ce mémoire s’intéresse aux hauteurs et, plus spécifiquement,
a savoir si certaines hauteurs associées aux fonctions zéta possedent ce qu’on appellera la
propriété de Northcott.

Les hauteurs sont un outil mathématique servant d’échelle pour mesurer la complexité
d’un objet. Outre la norme usuelle d’'un vecteur en d dimensions, une hauteur classique
souvent considérée dans les cours d’introduction a la théorie des nombres est la hauteur
naive sur les nombres rationnels [21]. Pour § € Q une fraction réduite, cette norme est
donnée par la quantité log max{|al,|b|}.

En général, on définit

Définition 1.4.1. Une fonction h : S — I est dite fonction de hauteur sur ’ensemble S

lorsque le codomaine I' est un ensemble partiellement ordonné.

On dit qu'une hauteur possede la propriété de Northcott lorsque, pour tout v eI il

existe seulement un nombre fini d’éléments s € S tels que h(s) < 7.
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Exemple 1.4.2. La hauteur naive définie sur les nombres rationnels possede la propriété de
Northcott.

Exemple 1.4.3. Dans la preuve du Théoreme 1.1.44, on avait besoin de montrer que la

hauteur norme N (+) sur les idéaux de O posseéde la propriété de Northcott.

Exemple 1.4.4. Le discriminant d'un corps de nombres K peut étre vu comme une hauteur

en considérant
[K] = Agk

pour [K] la classe d’isomorphisme de corps de nombres. Elle possede la propriété de Nor-

thcott par le Théoréeme d’Hermite.

En agrandissant la famille, on risque de perdre la propriété de Northcott.

Exemple 1.4.5. La hauteur naive est définie sur les nombres algébriques par
h(a) = log max |a;|
j

ou les a; € Z sont les coefficients du polynome minimal de . Cette fonction de hauteur ne
respecte pas la propriété de Northcott puisqu'’il existe un nombre infini de w € Q tels que
h(w) = 0. Pour s’en convaincre, il suffit de considérer les racines de I'unité w, d’ordre p: On

sait que le polynéme minimal de ces éléments est 2P~ + 2P2 + -+ x + 1.

Exemple 1.4.6. Le degré d’un nombre algébrique défini par deg(«) = [Q(«) : Q] ne possede

pas la propriété de Northcott: Il existe un nombre infini d’éléments o € Q avec deg(a) = 2.

On peut quand méme prendre un plus grand domaine qu’a ’'Exemple 1.4.2.
Exemple 1.4.7 (Le théoreme de Northcott [42]). La hauteur combinée sur les nombres

algébriques définie par

(h,deg)(a): Q > (Rso,N)

ou l'ordre partiel dans (Rsg,N) est donné par (a,n) < (bym) <= a <b et n <m, possede la
propriété de Northcott. Une autre fagon d’énoncer ce résultat est simplement que la hauteur
naive sur I’ensemble Q,, des nombres algébriques de degré borné par n posséde la propriété
de Northcott.

Dans le contexte de hauteurs sur les nombres algébriques, une question naturelle suivant
I’Exemple 1.4.7 est de catégoriser les ensembles S sur lesquels la hauteur naive est Northcott.

Ce type de questions est toujours d’actualité et les travaux de Bombieri et Zannier [6]
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présentent des ensembles S qui sont Northcott dans lesquels le degré n’est pas borné. Checcoli
et Fehm [11] ameneérent ces idées plus loin en montrant que certains ensembles surprenants

possedent la propriété de Northcott.

Théoréme 1.4.8. [6, Théoreme 1] Soit K un corps de nombres et d € N. Si C(@ est
I’ensemble des extensions de K de degré borné par d, alors on appelle
K@ = N L.

L sous-corps de Q
VFeC(D | FcL

le compositum de C49 . L’extension abélienne maximale de K contenu de K@, Kif) posséde

la propriété de Northcott.

Corollaire 1.4.9. Le corps K2 posséde la propriété de Northcott.

, _ 2
IDEE DE LA PREUVE. En principe, on peut montrer que Kib) =K® [6]. O

On dit qu'une extension L de Q est de degré local fini a un premier p si, pour un premier
P de L au-dessus de p, la complétion de L par rapport a la valeur absolue |- |p, Lp, est
une extension finie de Q, (Ici, Q, signifie les nombres p-adiques. Ce corps peut étre compris
comme la complétion de Q par rapport a la valeur absolue non archimédienne |- |,. Voir
[41, Chapitre 2, Section 2| pour plus de détails). Dans le méme article Bombieri et Zannier

montrent

Théoréme 1.4.10. [6, Théoreme 2] Soient L une extension Galoisienne de Q et S(L),
I’ensemble des nombres premiers sur lesquels L est de degré local fini. Alors la quantité

logp
G(L):= —,
peSz(:L) ep(pfp + 1)

ot e, et f, dénotent respectivement l'index de ramification et le degré d’inertie de p dans L,

est telle que
1
lilileiLIlf h(a) > EQ(L)'

Une remarque importante qui découle de ce théoreme est que I'extension L possede la
propriété de Northcott dés que la somme G(L) diverge. En effet, sinon, il existe une constante
B € R, et une suite d’éléments (o, )1<, de L distincts tels que h(a,) < B pour tout n > 1.
En d’autres mots, la liminf,.; h(«) est finie puisqu’elle est bornée supérieurement par B.
En général, les questions attachées a la propriété de Northcott et ses variantes sont souvent

exprimables en termes de problemes équivalents impliquant des limites inférieures.
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Le résultat surprenant de Checcoli et Fehm [11] est que la somme G(L) peut diverger

méme lorsque ’on considere des extensions de Q qui ne sont pas finies.

Théoréme 1.4.11. [11, Théoreme 3| Il existe une extension L totalement réelle de Q telle

que le degré local de L est fini a tous les premiers et G(L) = oo.

On s’intéresse également a la propriété de Northcott sur d’autres types de hauteurs.
Intimement liée a la mesure de complexité des nombres algébriques, on peut aussi prendre
une hauteur sur une extension algébrique. C’est en quelque sorte la méme chose, puisqu’on
peut voir cette hauteur comme une mesure sur les nombres algébriques contenus dans le
corps. On a déja vu 'Exemple 1.4.4 avec le discriminant de K et on va explorer d’autres
mesures sur un corps de nombres K.

C’est une observation de Pazuki et Pengo [47] que le résultat de Akhtari et Vaaler [3]
combiné avec la formule de classes présenté plus haut (Théoréeme 1.1.51) permettent de
mettre en relation la notion de hauteur avec la fonction (i définie dans la Section 1.1. Plus
précisément, ces résultats montrent que la valeur spéciale

€ (0)] = lim torgf(gz)m)

est commensurable par un produit de hauteurs de Weil. En effet,

Théoréme 1.4.12. [3, Théoreme 1.1 et 1.2] Supposons que O3 le groupes des unités de O
soit de rang positif r = ry+ro — 1. Il existe une base v1,...,v, de Oy [Tor(O%) telle que

Fegg(1€) < L€ Q) TThte0) < 5 e (1) (141)

Ainsi, la combinaison de ce résultat avec 1’équation de classes donne

e (ICAROTELEE S y {15

2wK(7“!)4

pour hg le nombre de classes et, finalement, wy le nombre de racines de 'unité de K. Notons
que méme si le Théoreme 1.4.12 ne s’applique que si r est positif, on obtient trivialement
(1.4.1) lorsque r = 0.

Cette observation est intéressante puisqu’elle met en relation la fonction zéta de Dedekind
et un produit de hauteurs naives. Elle suggere que la fonction zéta pourrait étre utilisée

comme mesure de complexité.
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1.4.1. La propriété de Northcott de fonctions zéta sur des familles

d’extensions

On rappelle maintenant les questions introduites au début du texte. La hauteur d’in-
térét dans ce mémoire fit introduite par Pazuki et Pengo [47] sur I'ensemble des classes

d’isomorphismes de corps de nombres et est définie par

[K] + [Ci(n)] ot n € Z et C(n) = lim = nc)frg?cmwr

Dans leur article, Pazuki et Pengo montrent

Théoréme 1.4.13. [47] Soit n € Z. Sin <0, alors il existe seulement un nombre fini de
classes d’isomorphismes de corps de nombres tels que |(i.(n)| < B, et ce, peu importe B € R.y.
C’est-a-dire que la hauteur [ K]~ |(5-(n)| posséde la propriété de Northcott. Sin > 1 alors

la hauteur ne posséde pas la propriété de Northcott.
On peut généraliser le probleme de la maniere suivante,

Probléme 1.4.14. Considérons 'ensemble

Sp.s = {[K]:|Ck(s)| < B},

ou [ K] représente la classe d’isomorphismes de corps de nombres et (x la fonction zéta de
Dedekind. En fixant s € C, 'ensemble Sp ; est-il fini pour tout B € R,;? Dans ce cas, on
dit que la propriété de Northcott est respectée en s. Sinon, on appelle un tel point non
Northcott.

La question étant résolue sur les corps de nombres pour ’ensemble des Z c C, une question

proposée par Wanlin Li fut de considérer le probleme analogue sur les corps de fonctions.

Probléme 1.4.15. Considérons 'ensemble

So.8.s = {[K]: [k () < B},

ou [K] représente la classe d’isomorphismes de corps de fonctions avec F, comme corps des
constantes et (i la fonction zéta de la Définition 1.2.23. Maintenant, on a le méme objectif:
En fixant ¢ une puissance de premier et s € C, I'ensemble S, g ; est-il fini pour tout B € R,(?
Dans ce cas, on dit que la propriété de Northcott est respectée en s. Sinon, on appelle un

tel point non Northcott.
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Le chapitre 2 se concentrera sur le Probleme 1.4.15. En particulier, on montre que
I’analogue du Théoréme 1.4.13 sur les corps de fonctions est vrai lorsque ¢ > 4. On a le

théoreme suivant:

Théoreme 1.4.16. Soit s =0 +1iT.
log 2
logq’
b) Lorsque o > 1, le point s est non Northcott. Plus spécifiquement, l’ensemble S, p s est

a) Lorsque o < % - le point s satisfait la propriété de Northcott.

infini pour
1

> .
(1-g)(1-¢'7)?

c) Siq=1(mod4), alors le point s =1 est non Northcott.

d) Soit g=1(mod4) et o >1/2 (sauf ¢° = q). Le point s est non Northcott.

B

Voir la Figure 1.4 pour une représentation graphique de ce théoreme. Le résultat a)
est une conséquence de I'hypothése de Riemann pour les corps de fonctions. Pour b), on
distingue la sous-famille des corps de fonctions quadratiques, qu’on pourra borner explici-
tement. L’énoncé c¢) dépend de résultats importants sur la distribution de fonctions-L de
Dirichlet quadratiques par Lumley [34,36] et Li [31]. Finalement, d) découle de résultats
récents sur la conjecture des moments translatés sur les corps de fonctions [24]. La condition
que ¢ =1 (mod4) est commune et on la retrouve entre autre dans [4,35,37]. Elle permet de
simplifier les formules puisque la réciprocité quadratique devient triviale. Une version plus
détaillée est disponible au Chapitre 2 sous la forme du Théoreme 2.1.3. Ce théoreme couvre
entre autre un résultat partiel sur la ligne o = 1/2.

Ensuite, dans le chapitre 3, nous retournerons au Probleme 1.4.14 pour tenter d’agrandir
’ensemble Z couvert par [47]. 1l se trouve que la situation est plus complexe que sur les corps
de fonctions. Ceci est dii, entre autres, aux zéros triviaux de la fonction zéta de Dedekind.

Le théoreme suivant présente un résumé qualitatif des résultats du Chapitre 3.

Théoreme 1.4.17. Soit s = o +i1. On distingue deuz situations dans lesquelles s posséde
la propriété de Northcott:
(1) Sio<-1.5 et le point s se trouve a 'extérieur de certains disques D,, centrés autour
des entiers négatifs.
(2) Si-1.5<0<0 et|r|>C(0), ou C(o) est une certaine fonction croissante telle que
C(0) = oo lorsque o - 0.
On distingue une fois de plus deuz cas pour lesquels s ne posséde pas la propriété de
Northcott:
(1) Sio>1/2 eto+1.
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Fig. 1.4. Pour le corps de base F,, ol ¢ est une puissance de premier fix¢, la propriété de
Northcott est respectée pour tous les points appartenant a la zone bleue. Dans la zone rouge,
Sq.B,s est infini dés que B est assez grand. Finalement, la bande blanche disparait quand
q— 0o.

(2) Si le point s se trouve a l'intérieur de certains disques d,, centrés autour des entiers
négatifs.

Evidemment, d,, c D,,. De plus, le rayon de ces disques tend vers 0 lorsque n — —oo. Parmi

les disques Dy, le plus grand rayon est atteint lorsque n = -2 et vaut r ~ 0.0633; pour d,,

c’est plutot lorsque n = -1 et vaut r ~ 3.415 x 1076.

Les résultats pour o < 0 proviennent de 1’étude des différents termes apparaissant dans
I’équation fonctionnelle de la fonction zéta de Dedekind. Il faudra donc comprendre et
controler (i (s) lorsque o > 1, les termes I'g et I'c ainsi que le discriminant Ag. Pour
o > 1/2, il dépend de la combinaison d’un résultat de Lamzouri [28] sur la distribution de
valeurs extrémes sur des familles de fonctions-L de Dirichlet quadratiques, ainsi que d’une
stratégie similaire a celle utilisée sur les corps de fonctions, ou on bornait la sous-famille de
fonctions zéta des extensions quadratiques par un borne explicite. Consulter les Théoremes
3.1.1, 3.1.3, 3.1.4 et 3.1.6 pour une description compléte des résultats et, en particulier, une
formule explicite pour les disques d,, et D,, ainsi que pour la fonction C'(¢). Notons finalement
que les résultats sur les points qui possedent la propriété de Northcott sont une conséquence

de la méme Proposition 3.4.4. Les résultats présentés dans le Théoreme 1.4.17 sont plus
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Fig. 1.5. Illustration approximative des résultats du Chapitre 3 par rapport a la propriété de
Northcott sur les fonctions zéta de Dedekind. En bleu, les points qui respectent la propriété
de Northcott; en rouge, les points qui ne la respectent pas.

faibles mais plus explicites que cette Proposition. Dans le but d’obtenir des résultats plus
précis, I’Annexe A approche la Proposition 3.4.4 avec un point de vue numérique. La Figure
1.5 reflete cette analyse.

En comparant les résultats des Théoremes 1.4.16 et 1.4.17, il est immédiat que la section
o < 0 possede des différences importantes. La question se pose a savoir pourquoi la propriété
de Northcott agit différemment selon le probleme. Est-ce parce que les corps de nombres et
les corps de fonctions sont intrinsequement différents? Ou peut-étre parce que les fonctions ¢
considérées ne sont pas tout a fait analogues? Les autres fonctions zéta introduites a la Sec-
tion 1.3 servent de candidates pour répondre a cette derniere question. Plus spécifiquement,
ce sont les facteurs I' de I’équation fonctionnelle 1.1.52 qui sont responsables des disques

non Northcott autour des entiers négatifs. En effet, par la formule de réflection d’Euler

(3.2.3), on remarque que le rapport Fl(ﬂl(;f ) = ra- 8)2@ s’annule aux entiers négatifs.
Ceci implique que le rapport %1(;) s’annule également sur les entiers négatifs et on voit

e 1. I'p(l- . .
similairement que % s’annule aux entiers pairs. C’est parce que ces termes tendent vers

0 pres des entiers négatifs que le respect des Equations (3.4.1) et (3.4.17) change dans cette
région. Une question naturelle se pose donc: quel serait 1'effet sur la propriété de Northcott

si les premiers a l'infini étaient inclus dans la définition de la fonction zéta comme c’est le
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cas dans la Section 1.3.2 pour Zx(s). Une conséquence immédiate est que cette fonction ne
possede pas de zéros triviaux! Evidemment, la question inverse se pose tout autant: quel
serait l'effet sur la propriété de Northcott si on exclut les premiers a l'infini de la fonction

zéta comme c’est le cas a la Définition 1.3.217
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ABSTRACT. Pazuki and Pengo defined a Northcott property for special values of zeta
functions of number fields and certain motivic L-functions. We determine the values for
which the Northcott property holds over function fields with constant field F, outside the

critical strip. We then use a case by case approach for some values inside the critical strip,

notably Re(s) < % - }ziz and for s real such that 1/2 <s <1, and we obtain a partial result

for complex s in the case 1/2 < Re(s) < 1 using recent advances on the Shifted Moments
Conjecture over function fields.

Keywords: Zeta function over function fields; Northcott property

2.1. Introduction

The Northcott property [42] implies that a set of algebraic numbers with bounded height
and bounded degree must be finite. In [47], Pazuki and Pengo study a variant of the
Northcott property for number fields using special values of the Dedekind zeta function to
measure the height. For a field K and s € C denote

RPN Ck (1)
CK(S) = ltlirsl (t _ S)ords(CK(t)) ’

the first nonzero coefficient of the Taylor series for (x(s) around s.
For a fixed s = n € Z, Pazuki and Pengo consider, for B a fixed positive real number, the

set of isomorphism classes of number fields

{[K]: ¢k (n)] < B}, (2.1.1)

and discuss the finiteness of this set under various conditions of BB and nn. For number
fields, they prove that a Northcott property holds for nn located at the left of the critical
strip, but does not hold for nn to the right of the critical strip, and they show that such a
property does not hold for n = 1, but holds for n = 0. They also estimate the size of this set
when the Northcott property holds.

We are interested in exploring the Northcott property for global function fields, more
precisely, we consider the set of isomorphism classes of function fields K with constant field
F,, and we aim at considering the value of its zeta function at any complex number s € C.
To this end, we define

Sqs,5 = {[K]: ¢k ()| < B,
where [ K] denotes the isomorphism class of K, a global function field in one variable over a
finite constant field IF, with ¢ elements, where ¢ is fixed. The Northcott property of F, at s
is equivalent to having S, s p finite for all B € R,,. More generally, we consider the following

definition.
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B T Sk e

0 1/2

Fig. 2.1. For the base field F,, the Northcott property holds in the area in blue. Bright red
indicates that S, s p is infinite for all B. This involves the real segment [1/2,1], where for
s = 1/2, we take the Northcott property with (x(1/2). Light red means that S, g is infinite
for B greater than a certain constant. The dashed line at Re(s) = 1 indicates the boundary
of the critical strip. More elementary results are available for Re(s) > 1. Remark that the

. . 1 log2
white gap corresponding to 3 Tos 7

<o< % disappears as ¢ — oo.

Definition 2.1.1. Let ¢ be a power of a prime, s € C, and Z c R,y,. We say that the triple
(¢,5,Z) has the Northcott property if the set S, 5 g is finite for all B € Z. We say that (¢,s,7)
is non-Northcott if the set S, s p is infinite for all B € Z.

The Riemann hypothesis implies that the zeros of (x(s) are included in Re(s) = 1/2.
While working with the Northcott property on s such that Re(s) = 1/2 we will sometimes
replace (5 (s) by (x(s) in the definition of Northcott property. This will allow us to conclude
that the Northcott property is not satisfied when there are infinitely many zeros. More

precisely, we consider the following definition.

Definition 2.1.2. Let ¢ be a power of a prime, s € C such that Re(s) = 1/2, and Z c Ry,.
We say that the triple (¢,s,Z) has the Northcott property with (x(s) if the set

{[K]: |k (s)| < B} (2.1.2)

is finite for all B € Z. We say that (¢,s,Z) is non-Northcott with (x(s) if the set (2.1.2) is
infinite for all B e Z.
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We prove the following results.

Theorem 2.1.3. Let 0 = Re(s).
a) If ¢ >4, then (q,0,R.q) satisfies the Northcott property.
b) When o< 3 - EE; then (q,8,R.q) satisfies the Northcott property.

¢) Let o>1 and

1
P aoa-goy
Then (q,s,Rsp) is non-Northcott.
d) For ¢=1(mod4), (¢,1,R.g) is non-Northcott.
e) For g=1(mod4) and 1/2< 0 <1,(q,0,Rs0) is non-Northcott.
1) (¢,1/2R.g) is non-Northcott with (x(1/2) (as opposed to (;-(1/2)).

g) For g=1(mod4) and 1/2< 0o (excepts:%+1 formeZ.), let

1
B:|m—qﬂ>u—qkﬂ

-1 -1 -1 1 1/2
x 1 ! (1_ 11) (1— 11) +(1+ 11) (1+%) +i
Pz |2\ [P [P[s [Pl ERINME

irreducible

-1/2
><(1+i) .
| Pl

Then (q,s,R.p) is non-Northcott.

In the list of Theorem 2.1.3, statements d), e), and f) depend on deep results on the
distribution of quadratic Dirichlet L-functions due to Lumley [35,37] and Li [32], while g)
for o < 1 depends on the Shifted Moments Conjecture for quadratic Dirichlet L-functions,
which was formulated by Andrade and Keating [4] for the function field case, and has been
recently proven under certain constraints by Bui, Florea, and Keating [10]. The result of g)
for o > 1 follows directly from a moment computation and improves upon the set given in
¢). The result of f) is with (x(1/2) as it rests on the existence of infinitely many [ K] such
that (x(1/2) =0, instead of working with (;-(1/2).

In addition, we discuss bounds for #5, s p in the cases of a) and b). More precisely, we
use a result of Couveignes [14] to prove that there is an absolute computable constant Q

(independent of ¢) such that
#5q,5,8 < qQeo (e BB, (2.1.3)
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where

) 1
* (logq)log (q%*’ - 1).

(We recall that the cases a) and b) only occur when o # 1/2, and therefore the value for ¢,

Co

above is well-defined.)

Pazuki and Pengo [47] study the Northcott, Bogomolov, and Lehmer properties for
special values of L-functions evaluated at n € Z. They prove that the Northcott property
holds at the left of the critical strip for a general family of motivic L-functions (assuming
meromorphic continuation and functional equation), which can be compared to our result of
Theorem 2.1.3 b). They also focus on the Northcott property for Dedekind zeta functions
of number fields evaluated at integer numbers and prove that it is not satisfied for n € Z.1,
in a result analogous to our Theorem 2.1.3 ¢). When n € Z,, they obtain bounds for the
size of the set given in (2.1.1) which are better than (2.1.3) in the case of n < 0, but worse
than (2.1.3) in the case of n = 0. Our results are limited by the lack of understanding on the
number of smooth, projective curves of genus g over a fixed finite field.

This article is organized as follows. Section 3.2 covers standard background on the zeta
function attached to a global function field. Sections 3.4 and 3.3 treat the left and right sides

of the critical strip, while Section 2.5 considers the critical strip.
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2.2. Some background on (x(s)

In this section we recall some background on function fields with constant field F,. More
details can be found in [51].
Let K be a global function field in one variable with a finite constant field F, with

q elements. A prime of K is a discrete valuation ring R with maximal ideal P such that
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F,[T] c R and the quotient field of R equals K. The degree of a prime P, denoted by deg(P)
is the (finite) dimension of R/P over F,. The group of divisors of K is the free abelian group
generated by the primes. Thus, a divisor is an element of the form A =Y pa(P)P. In this
case, Y. pa(P)deg(P) is called the degree of A, denoted deg(A). The norm of A is equal to
qdee(4) and is denoted by |A|. The divisor A is said to be effective if a(P) >0 for all P. We
write A > 0 to indicate that A is effective.
The zeta function of K is defined for Re(s) > 1 by
1 = by
Cr(s) = AEZ:O Al = z% s

n=

where the sum is taken over all the effective divisors, and b, is the number of effective divisors

of degree n. Notice that (x(s) satisfies an Euler product

() -T1(1- |;|5)1,

P

where the product takes over the primes of K.

From this, we have

d A(A
logCk(s) =), j|}1>|js = m, (2.2.1)

P j=1 A0

where A(A) is the von Mangoldt function, equal to deg(P) if A= PJ (or A = jP if written
additively) for P prime and 0 otherwise.

By the Weil conjectures ([51, Theorem 5.9]), there is a polynomial Ly (u) € Z[u] of
degree 2¢g, where ¢ is the genus of the curve whose function field is K, such that

Lx(q)
(I-¢*)(A-g"*)
The right hand side provides a meromorphic continuation for s € C. We immediately see
2rrin 2mim

that (x(s) has simple poles at s = g and s =305 + 1 for m,n € Z. If we set

Ex(s) = ¢V (s),
then we have the functional equation
&1 - 5) = k(). (2.2.3)

The Riemann Hypothesis, which is known to be true in this context, implies that the

Cr(s) = (2.2.2)

zeros of (i (s) occur only at Re(s) =1/2.
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The function (x(s) admits certain symmetry inherited from the functional equation.
This symmetry centers on the critical line Re(s) = 1/2. It is natural to analyze the behavior
of [Cx(s)| depending on the position of s respect to the critical strip.

After making the change of variables u = ¢=%, we can write
2g
Li(u) =[](1 -mmu), (2.2.4)
j=1

where |7j| = \/g. In addition, it is known that L (0) =1 and Lx (1) = hg, the class number
of K. By the functional equation, the 7;’s can be separated in pairs of complex conjugates,
so that 7; = Ta,_;. Notice that we also have ([51, Theorem 5.12])

29
Yomh=q"+1-) day, (2.2.5)
j=1 dje
where
aq = #{P :deg(P) =d}. (2.2.6)

Thus, we can write the Euler product for (x(s) as

gK(s):ﬁ(l— ! ) (2.2.7)

ns
n=1 q

In particular for K =F,(T") we have

an®-T1{1- )

where the product is over all the primes of F,(7"), namely, the monic irreducible polynomials
and the prime at infinity. When P is a monic irreducible polynomial, we have that |P| =
qdee(®) while the prime at infinity has norm ¢, since its degree is 1. Notice that

1
CIF,I(T)(S) = (1-¢*)(1- )

We will also denote by (g, 7] the zeta function without the prime at infinity. In this case

1

Cr,r1(8) = T

Throughout this paper we will write s = o +i7, where o, 7 are real numbers.
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2.3. The left side of the critical strip

Starting with the left side of the critical strip, we obtain a positive result for a large
subset of C,.1/9 that contains C,<o (for ¢ > 4). More precisely, we prove in Theorems 2.3.3
and 2.3.4 that for s in the blue area of Figure 2.1, (¢,s,R.¢) has the Northcott property.

Lemma 2.3.1. The polynomial Ly (u) € Z[u] satisfies the following bounds
(Valul = 1)* < |Lic(w)] < (Valu| + 1)*. (2.3.1)

PROOF. This follows immediately from equation (2.2.4) and the triangle inequality on each
factor. O

Lemma 2.3.2. Let q be a power of a prime p. For a fized g there are finitely many isomor-

phism classes of global function fields over I, with genus g.

Proor. The statement follows from the fact that there exists a moduli stack M, over I,

classifying smooth proper curves of genus g > 2. (See for example [15].) O

We are ready to prove the main result of this section. First we treat the case s = 0

separately.

Theorem 2.3.3. Let q be a power of a prime such that ¢ > 4. We have that (q,0,Rs0)
satisfies the Northcott property.

PROOF. We remark that

L -s h h

G0y = tim L) e g 5 e
>0 (L-q*)(1-¢**) 1-qs>01-g= (1-q)logg

By Lemma 2.3.1, we have that

(Va- 1)
(¢-1)logg
Since ¢ > 4, \/g—1> 1, and we conclude that |(j;(0)| - co as long as g - co. Therefore, if

<[k (0)] (2.3.2)

[K] € S,05, we must have that g(K) is bounded. By Lemma 2.3.2, there are only finitely
many [ K] for each g, and we conclude that S, g must be finite. O

Theorem 2.3.4. Let s =0 + 17 € C* such that

log 2
logq’

o<1/2-

then (q,s,Rs0) satisfies the Northcott property.
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log 2

Tos g’ then we have that 2 < q%‘”. From here, we deduce

PROOF. First notice that if 0 < 1/2-
that

Valu|-1> 1.

By Lemma 2.3.1, we conclude that |Lg(u)] - oo as long as g - co. We reach the same
conclusion as long as s # 0, since the denominator in (x(s) is non-zero and bounding |(x ()]
is therefore equivalent to bounding |Lx (u)|. Thus, if [K] € S, s 5, we must have that g(K)
is bounded. By Lemma 2.3.2; there are only finitely many [ K] for each g, and we conclude
that S, s, 5 must be finite.

0

A natural question is to bound the size of S, p in the cases when it is finite. We will

need the following result of Couveignes [14].

Theorem 2.3.5. [14, Theorem 2 (simplified version)|] There exists an absolute and com-
putable constant Q such that the following is true. Let K = F (T)(C) = F (T,X) be a
function field of genus g > 2 and degree [F (T,X) :F,(T)] =n. Then K is determined by at
most

Q(logn)*(g+n(1+log,n))

parameters of .

Although Couveignes does not give the value of 9, this constant is only related to the
technicalities of the proof and is independent of the base field. In our context this means
that it is independent of q.

Using Theorem 3.4.6, we can prove the following bound.

Theorem 2.3.6. Let ¢ >0 and s € C such that o < 1/2-122 Then, as B — oo, we have

logq*

3
#Sq,s,B < chg(logB) B’

where
1

"~ (logg)log (5 -1)

Co

Proor. By Theorem 3.4.6, the number of possible fields K of genus g and degree n is
bounded by

qQ(logn)z(g+n(1+logq n)) .

We need to count over all possible values of n. We can take n as the gonality of the curve

C, defined as the smallest possible degree of a dominant map C — PY(F,(7")), and known
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to be bounded by 2g—2 when g > 1 (see [49, Proposition A.1]). For g = 1, we have an elliptic
curve, and we can bound the degree of the function field by 2. Thus, we have a bound for
the number of isomorphism classes of fields under consideration with fixed genus g given by

29-2
gz: qQUosn)* (g+n(1+logy n)) ,Qlog(29-2)) (g+(29-2) (1+log, (29-2))+1 (g>2).

n=2

For g = 1 this number is bounded by

1+ qQ(log 2)%(1+2(1+log, 2)) 7

and for g = 0, we have just one field.
We proceed to let g vary. First consider the case s = 0 with ¢ > 4. By equation (2.3.2),

(Va-1)%

— <

(g-1)logq ~

< log((q-1)(logq)B)
~ 2log(\/g-1)

we have
)

and this gives

= (lolOgB + b(),

where ag = m and by = % denote constants that are only dependent on q.
Now consider the case s # 0 such that o < 1/2 - %. By equation (2.3.1),
2
(1)
< B,

(T=q 7)) (1-¢"o77)]
and this gives 4 '
L (QA-gom)(A-¢'"")|B)

2log (q%“’ - 1)

i by - B0
210g(q§70—1)

<a,logB+b,,

where a, = are constants that are only dependent on

o and gq.
Finally, we need to consider the bound summing all the possible values g up to aB +b.
This gives
2+qQ(log2)2(l+2(l+logq2)) n Z qQ(log(Qg—Q))2(g+(29—2)(1+10gq(29—2))+1
2<g<aB+b
<92+ qQ(10g2)2(1+2(1+10gq 2)) 4 qQ(log(z(aB+b—1)))2(aB+b+2(aB+b—1)(1+1ogq(2(aB+b—1)))+2_

As B — oo the above is bounded by

2a(1+0(1)) 3
< qulogq (log B) B‘

82



We conclude by noticing that the formula for aq is simply the result of specializing a, at
o=0. 0

Remark 2.3.7. Lipnowski and Tsimerman [33, Lemma 2.1, Corollary 2.2] estimate the
number of possible L (u) of fixed genus g to be at most (Qg)gqig(gﬂ). In the same article,
(33, Eq. (28)] gives a bound for the number of isomorphism classes on each isogeny class of

p%92(1+o(1))_ Combining these two estimates gives a bound of
(29)9qi9(9+1)p%92(1+0(1))
for the number of isomorphism classes of fields under consideration with fixed genus g. While

this formula is more explicit than the bound given by Theorem 3.4.6, the final bound for

#S,.5.5 1s asymptotically worse as it has ¢2 in the exponent. In fact, this leads to

#quB < q%a3(1+o(1))32.

Remark 2.3.8. The result of Theorem 2.3.6 can be in principle improved if we use the
argument by de Jong and Katz [15], which claims that the number of smooth proper curves

of genus g > 2 is bounded by
gclquQQ ,

where ¢;,co are (non-effective) positive constants. This leads to
#S. 5 < q01aa(1+o(1))(logB)B’

This bound has a slightly better asymptotic than the result of Theorem 2.3.6, but it has the

disadvantage that we can not compute c;.

2.4. The right side of the critical strip

We now consider the right side of the critical strip, that is, C,.1, where we obtain a result
conditionally on the value of B. More precisely, we prove that for the s in the pale shade of
red of Figure 2.1, the Northcott property does not hold for B sufficiently large.

The first result allows us to compare (x(s) with (x (o).

Lemma 2.4.1. Let s=oc+i7e€C witho>1. Then

1
oy S <o),
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PROOF. We start by proving the upper bound. Since o > 1, the Dirichlet series for (x(s)
converges and we can directly bound

. ) bn 0o bn 0o bn B
k(o +iT)| = ;W Sn; () —;W—CK(U)'

Now we proceed to prove the lower bound. Notice that for any 6, 1+ cos(6) > 0. By
considering the logarithm of the Euler product (2.2.1), we have that

=01 log | Pi
log Cx (o) + Relog Cx (0 +i7) = 3 + cos(r f)o_gl D,
P j=1 JIPp

Taking the exponential, we conclude that

Cr(0)ICk (s)] > 1 (2.4.1)
as desired. 0
Corollary 2.4.2. For o >1,
1<k (o).
PRrooOF. This follows directly from setting s = o in (2.4.1). O

Lemma 2.4.1 shows that if we can control (x (o), then we can also control |(x(s)]. We

now focus on estimating (x (o).

Lemma 2.4.3. Let a, be defined by equation (2.2.6). Then

4

Qg < % +q£/3 + 2—qu/2

+2qq'4.
/ gq

PRrROOF. This proof follows from combining various elements from [51, Theorem 5.12]. By

applying Moébius inversion to (2.2.5), we have, for £ > 1,

lag =" p(d)g* + > p(d) (iﬂf/d) : (2.4.2)

dje dle
We focus on the first term. The highest power of ¢ is ¢° and the second highest power is
q*? that only appears when 2 | £ and in that case, it has coefficient —1. All the other powers
are at most ¢“3. The total number of terms is bounded by 4, |x(d)|, which is seen to be
2¢0) where w(¢) is the number of distinct prime divisors of £. If py, ... p, ) are the distinct
primes dividing ¢, then one has that 229 < p;---p ) < £. Combining all of this, we obtain

3 pu(d)g" < gt + 0g"3. (2.4.3)
dit
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Similarly, we have

29
> u(d) (Z wj/d) < 29" + 2g04"1*. (2.4.4)
dit j=1
The result follows by combining equations (2.4.3) and (2.4.4). O

We use the previous estimate to give an upper bound for (x (o).

Remark 2.4.4. By employing a better estimate for w(¢) given by Robin in [50, Theorem

11]
log ¢
w(f) <1.3841—22 (>3,
loglog ¢
one can actually prove
> u(d)q!1? < gt + (el (2.4.5)

dje
and we remark that the above bound is true for ¢ > 1. This leads to
4 £/3 2
q q 9 /2
< —+ —— + —=
T e !

This is a much better bound when ¢ is large. For our purposes, the biggest terms will come

+ 2gq5/4.

from g - oo, and therefore we will continue to work with the inequality from Lemma 2.4.3.

Proposition 2.4.5. Let 0 > 1. Then we have

qO'
2 a7t
exp( T — )

qa 3-1 q071—1

(1-g'o)(1-q27)%

(x(o) <

PrROOF. We apply Lemma 2.4.3 to the Euler product (2.2.7) and obtain

log k(o) =- i anlog(l - q%)

n=1

S~ (4, 3, 29w n 1
S—Z(z+q/3+?q/2+29q/4)10g(1—%).

n=1 q

1

By using the estimate 1 -+ <log(z) for z € Ry, we obtain

(4" s, 29 g n
IOgCK(U)SZ(EﬁLq/3+gq/2+2961/4)
n=1

qna_l'

Now we further use the bound
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(]0—1”:1 n
i —log(l—ql“’)—2glog(1—q%“’)+ ! + 29
q° -1 q"‘%—l q"‘i—l ’

and thus

1 2 a1
exp| —— + —%
q‘7 3-1 q‘7 i

Ck(o) < 11—

O
The result of Proposition 2.4.5 gives an upper bound for (x (o) when o > 1. This upper

bound tends to infinity as ¢ — oo, and therefore it gives a weak result in terms of the
Northcott property.
We close this section by focusing on the case of quadratic fields, where we obtain a better

upper bound, independent of g.

Proposition 2.4.6. Let 0 > 1 and K be a quadratic extension of F,(T') with constant field

F,. Then
1

(1-g 7)1 -g'7)*

PRrROOF. Since K is quadratic, we can write

(k(s) =

G (o)] <

L(SaxD)
(1-g*)(1-q")

where yp is the quadratic character associated to the extension and

XD(f)‘
fmonic |f‘8

(2.4.6)

L(SaxD) =

To be concrete, we can think of xp(f) := (?)2, the Legendre symbol, with D € Hggy1,

the set of monic square-free polynomials of degree 2g + 1. Furthermore, we can think of
K =F,(T)(VD).

We have
1 1
< — =(,(0) = ———.
Z |f|g- Q( ) 1_q1_a-

fmonic

xp(f)
ik

Considering the denominator of (x(s) in (2.4.6), we obtain the result.

IL(s.xp)l < ).

fmonic
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Theorem 2.4.7. Let 0 > 1, and

N 1
C(I-g)(I-g)*
Then (q,s,B) does not satisfy the Northcott property.

B

PROOF. By Proposition 2.4.6, |(x(c)| < B for all quadratic fields provided that B is larger
than W. This gives an infinite family of quadratic fields with |(x(0)| < B.

For complex s, we use the upper bound in Lemma 2.4.1 to conclude. 0]

2.5. Inside the critical strip

In this section we use results of Lumley [35,37], Li [32], and Bui, Florea, and Keating
[10] to get information on some specific values inside the critical strip. Unless otherwise
stated, we assume that ¢ =1 (mod4). This is a common assumption made in [4,35,37] that

allows cleaner formulas as quadratic reciprocity becomes trivial.

2.5.1. The Northcott property at the pole s=1

Here we treat the case of s =1 and, of course, s = % +1 for m € Z. This corresponds to
the right bold point in red of Figure 2.1 and is repeated periodically on the line Re(s) = 1.

We consider the following result of Lumley.

Theorem 2.5.1. [35, Corollary 1.8] For g large and 1 < 7 < logg — 2log(logg) -
log(log(logg)), the number of D € Hagi1 such that

hp < Cr,111(2)

q9 err

s given by

7-Co(gllog~(1)})
(#Hag11) exp (—Ol(q{k’g““)})q— (1 +0 (lOgT))) . (2.5.1)

T T

Above, we have written hp instead of h]Fq(T)( /D) for short, and v denotes the Euler—
Mascheroni constant. We will not discuss x, Cy, and C;. It suffices to say that Cy(qllesrn(n)})

and C;(qllee#(M}) are positive functions depending on 7.

Theorem 2.5.2. Let B> 0. Then (q,1,B) does not satisfy the Northcott property.
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PRrROOF. Given B > 0, fix 7 large enough such that
Cr,[11(2) q
et (1-q*')logg

Since T is fixed, we can evaluate the exponential factor in (2.5.1) and it gives a fixed positive

< B.

constant ¢(7) (that can be very small).

We have that (see for example, [51, Proposition 2.3])

"(1-¢ Y n>2,
PRV LA (2.5.2)
q" n=0,1.

Applying this, we get that for g large enough (so that 7 satisfies the right conditions)

there are at least
¢* (1 =g )e(r)

possible D € Hy,,1 satistying that

-g
ot
(1-q1)logq
We will combine this with the fact that
(s-1)Lk(q*) Lk(g'),. s-1  Lg(¢')  hgq?

C* 1 :lim = 1m = = ,
(1) s=1 (1-g*)(1-¢'*) 1-qg! s501-¢'* (1-¢')logg (1-¢g')logg

where the equality Lx(g!) = hgq™9 follows from the functional equation (2.2.3).

Finally, we obtain
(i (1) < B.

Letting g — oo, we have that S, g is infinite for any choice of B > 0. U

2.5.2. The segment of the real line inside the right side of the crit-

ical line

For 1/2 < 0 <1 we use another result of Lumley that is very similar to the result we had

at the pole s = 1. This corresponds to the red segment in Figure 2.1.

Theorem 2.5.3. [37, Theorem 1.3, partial statement] Let N be large and 1/2 < o < 1 be
fized. There exist a constant B,(c) > 0 and an irreducible polynomial P of degree N, such
that

(log, [P])'~

IOg(L(O',Xp)) < _6€I(U) (log log |P|)U :
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With this, we can prove the following.

Theorem 2.5.4. Let B >0 and 1/2 < 0 < 1. Then (q,0,B) does not satisfy the Northcott
property.

PROOF. Given B> 0 and o € (3,1) we can choose N such that

A e T L

Then, we can construct a sequence of irreducible polynomials P, where F, is a polynomial

of degree N and P is of degree N + k such that for all the polynomials in the sequence

Gk, (0)] < B.

Thus, we see that S, , p is infinite for any choice of B > 0.

2.5.3. The Northcott property at s=1/2

Now we consider the case of s = 1/2, more precisely, we look at (x(1/2). For this case,

we use the following result of Li.

Theorem 2.5.5. [32, Theorem 1.3, simplified version| For any € > 0 there exist nonzero
constants B. and N. such that if N > N,

#{D e F,[T]: D monic, square-free,|D| < N, L(%,xp) =0} > B.N/>~,
The above result immediately implies the following.

Theorem 2.5.6. Let B > 0. Then (q,1/2,B) does not satisfy the Northcott property with
Ck(1/2).
PROOF. By Theorem 2.5.5, there are infinitely many K for which |(x(1/2)| = 0 and therefore

we obtain infinitely many K such that |(x(1/2)|< B. O
Remark 2.5.7. The above result does not cover the case of (}-(1/2). To do this, we would

have to consider the first nonzero coefficient of the Taylor series for (x(s) around s = 1/2.

Remark 2.5.8. It would be interesting to see if Theorem 2.5.6 has a counterpart in the
number field case. This is not clear, as there is no vanishing result analogous to Theorem

2.5.5 in the number field case. We speculate that understanding the result over number fields
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is equivalent to understanding the standard Northcott property with ¢}, (1/2) as opposed to
the current results involving the Northcott property with (x(1/2).

Theorem 2.5.6 can be extended to a more general class of s. An algebraic integer « is

called a Weil integer if |a| = \ /g under every complex embedding.

Theorem 2.5.9. For any B > 0 and ¢° a Weil integer, the triple (q,s,B) does not satisfy
the Northcott property with (i (1/2).

PROOF. The statement follows from the fact that for any Weil integer ¢*, there exist infinitely
many function fields K such that (x(s) = 0.

By the theory of Honda-Tate, for every Weil integer ¢*, there exists an abelian variety
AJF, such that ¢* is a Frobenius eigenvalue for A. By the work of Gabber [19, Corollay 2.5],
for any abelian variety A/F,, there exists a smooth projective curve C'/F, such that A is an
isogeny factor of the Jacobian of C' (see also [8] for an effective statement). Hence (. (s) =0
where K¢ is the function field of C'. The theorem follows from the fact that ((s) = 0 for
any field L which is an extension of K with constant field FF,. 0

2.5.4. The Northcott property in the right of the critical line

Here we consider the set 1/2 < Re(s) < 1. This case will be studied in the context of the
Shifted Moments Conjecture, formulated over function fields by Andrade and Keating [4]
and recently proven for products of up to three factors and Re(s) < 1 by Bui, Florea, and
Keating [10].

For simplicity of notation we will write (,(s) instead of (g [71(s). Here, as before, it is
assumed that ¢ =1 (mod4) for simplicity.

We start by recalling a simplified version of one of the results of Bui, Florea, and Keating.

Theorem 2.5.10. [10, Theorem 1.2, simplified version of a particular case] Let o,y € C
such that |Re(a;)| < 1/2. Denote A = {oy,00}. For a set A< A, let A~ ={-a : aeA} and
q729% = 2982, We have

1 —
L(3+ o1, xp)L(3 +as, xp) = Y, ¢ Saa- + B,
#H2g+1 DEH29+1 AcA

where if C' = {y1,7},

Se=Ac(l) ] Q1 ++7),

1<i<j<2
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P monic 1<i<j<2 =1
irreducible

2deg(P) 1 -1 o P2t
Ac(u) = T] [] (1_ ﬁjpﬁ) (1+ (1+ ﬁ) 3 Tc|(P|£ )u%deg(P)),

1
relf) = f_%:f2 | fal] f2]

fimonic

(2.5.3)

and, for e >0,
B, «. q—(1+2min{\Re(al)\,|Re(a2)|})g+gg'

Remark that the various sets of the form (A~ 2() U2~ should be taken as multi-sets in
the case where a parameter is repeated. Therefore, in our case, they always have cardinality
2.

We stress that the result of Bui, Florea, and Keating is much more general than Theorem
2.5.10, as it considers a product of k factors of the form L(3 + o, xp) and it includes a twist
by xp(h), where h is a polynomial of degree << g. We have written a simplified version that
is sufficient for our purposes. The error term that we give in Theorem 2.5.10 is more detailed

than the term in the original statement in [10] and has been taken from the proof.

Theorem 2.5.11. Assume ¢ =1(mod4). Let 0 < Re(a) < 3 be fized and

1

(=)=

1 1\ 1\ 1\ vy 1 1”
1 ) (o) e ) () )
P monic 2 |P|§+a |P|§+a |P|§+o¢ ’P’§+O‘ |P|

irreducible

-1/2
x(1+i) .
|P|

Then (q,1/2 + o,B) does not satisfy the Northcott property.

B>

PROOF. In Theorem 2.5.10 we fix o = a3, a0 = @. Since Re(a) > 0 is fixed, we have that
Re(a)g - oo as g — oo, and therefore the dominant term occurs when 2f is the empty set.
We have

1

1 1 &0 Ta7a (PQK)

T >, LG +axp)f = T (1+(1+—|P|) ;% (1+0(1)). (2.5.4)
g+ €Hag+1 monic =1

irreducible
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We can give a more precise expression for the Euler product above. Notice that

-1 -1 -1 -1
(7)) (o) ()
2 | P2+ |P|z*+® |P|z+e |P|3+a

YN - o (<) = (-1)°
3£ i & o & )

J1=0 j2=0|})P2(%+a) j1=0|})P1(%+a)j2=0|ljv2(%+a)
.1 (i T{am) (PF) N i (_1)£T{a,a}(P£))
2 =1 |})|§ -1 |}3‘§

This allows us to write

1
3 )P = a1+ o)
g+ DEH2g+1

where
-1 -1 -1 -1
1 1 1 1 1 1
Co= J] |= (1— . ) (1— ) +(1+ _ ) (1+—1) +—
.Pgloni)cl 2 |P|§+a |P|§+a |P|§+a |P|§+a |P|

-1
x(1+i) .
| Pl

In other words, the average value of |L(3 + a, xp)|? is given by Co(1+0(1)).
Finally, given € > 0, we can guarantee that for g large enough, there is a D € Hyy,1 such
that
IL(3 +a,xp)| < O ye,
Taking ¢ arbitrarily small we can construct an infinite sequence of D’s satisfying this property;,
and leading to bounded |§K(% +)|. This implies that S 1/21a,5 is infinite.
O

2.5.5. The Northcott property at Re(s) = 1.

In this section we examine the behaviour at the boundary of the critical strip, namely
Re(s) = 1. We need a result along the lines of Theorem 2.5.10. Since we have not found
this in the literature, we start by computing the average of |L(3 + a,xp)|?> where Re(a) > 1.
When Re(«) > % this also gives an alternative better bound for Theorem 2.4.7.

In this section we will use M to denote the monic polynomials in F,[T"], M,, to denote
the monic polynomials of degree n, and M, to denote those of degree up to n.

Our main result here is the following.
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Theorem 2.5.12. Let Re(a) > 5. Then for e >0,

1

1\ ' oz (P2
#%29+1 Dez |L(%+Q7XD)|2 - H (1"'(14‘@) Z%('e))

Hog+1 Pmonic (=1
irreducible

+ O(q(E—RE(a))g + min{q(a_l)g, g9+ 4gq(8—2Re(a))g})7

where for a set C, T¢ is defined by (2.5.3).
We remark that the main term in the above formula is the same as in equation (2.5.4),
with a difference in the conditions, namely that we now have Re(a) > 1. In the above result

we do not assume that ¢ =1 (mod4).

Before proceeding to the proof of Theorem 2.5.12, we consider some auxiliary results.

Lemma 2.5.13. [10, Lemma 2.1, particular case] We have

LG +axp)P= D) Uil )}D(f)w%gm(a) 5 T{—a,—a}(fl)XD(f)
feMeg |f]2 FeMzng | f]2

where for a set C, 1¢ is defined by (2.5.3).

Y

PROOF. This follows from [10, Lemma 2.1] by setting k£ = 2 and o3 = «, ap = @. O

Lemma 2.5.14. [17, Lemma 2.1] Let x¢ be a non-trivial Dirichlet character modulo f.

Then for n < deg(f),
deg(f) -1 z
B;A;HXf(B)| S( . )q :

Lemma 2.5.15. [9, Lemma 3.7] For f € M we have

-1
1 1
xp(f?) = (1+—) +0(q7%).
#H29+1 D€7§2:g+1 Pngm'c |P|
irreducible
PIf
Lemma 2.5.16. For any € > 0,
ey ()] < [ fIF7RE) (2.5.5)
and similarly
74y ()] << [FFRE), (2.5.6)
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Proor. We have that

1 da(f)
|T aa (f)| = =| < )
o) f=§1:f2 |l ol [ f]Re(@)
fimonic
where d, is the divisor function. We can use that da(f) = o(|f|¥). The bound for 7_, _z(f)
is proven similarly. 0

We are now ready to proceed with the proof of the main result of this section.

PrROOF OF THEOREM 2.5.12. By Lemma 2.5.13, we can split the sum under consideration

in two Dirichlet sums of approximate length 2¢g as follows

1 1 T{aa}(f)XD(f)
|L(l+a7XD)|2: 7
#HQQH D€7§2:g+1 ? #H29+1 De?—z[;gﬂ fE/\Z/[:Qg |f|%
-4Re(a)g Ti_a-a
#H2g+1 DeHagr1 feMcag-1 |f| 2

:SZg,a + 52971,704-

We can further split each of the above sums into a sum where the character is evaluated in

squares and a sum where it is not as follows

oo = 1 Z T{a,a}(f)lXD(f) . 1 Z T{a@}(f)lXD(f)
s #H2g+l DeHagi1 feMcag |f|§ #H29+1 DeHage1 feMeng |f|§
f=0 f#o
=529.0(0) + S2g(# 8),
529—1 -« :M Z T{ia’ia}(fl)XD(f) + q_4Re(a)9 Z T{*aﬁa}(fl)XD(f)
: #Hoge1 Dz, fEA;fég—l | f|2 H#Mogi1 Dtz fe/\;t;ég,l |f|2

=52g-1,-a(0) + S2g-1,-o(# D).

The main term comes from Sy, ,(0), while the other three terms are smaller. We do not

need to estimate them for our purposes, so we will bound them to get an error term.
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We start by focusing on the main term, coming from Sy, ,(0). We apply Lemma 2.5.15
and obtain

1 g Temwl) s Teml) 1 g o

#H29+1 DeHage1 feMcog |f|% _he/\/lgg |h| #H29+1 DeHogi1
f=0
-1
T{aa (77) ( 1 ) ,
Ten W) 1+ =) 4o,
A\

We remark that there are ¢" monic polynomials of degree n. Applying inequality (2.5.5), we
obtain

a,o h2 g
Z |T{ ) }( )|O(q—29) < Zq2n(5—Re(a))O(q—29) « O(q—Zg)‘
hGMgg |h| n=1

Now we consider the generating function

-1 _loo Y}
Tlaa) (h?) ( 1) dealh ( 1) (0@ (P?) paescp
Ay = 3 Tom () ep ) LY ey Lef1s L) S Tea () e ||
T AT AL )

Since |7{azy (P?)] < IPIEf%’ it can be seen that A(u) converges for |u| < gRe(),
By Perron’s formula, for r» <1,
-1
Z«mmwanb+i) *Lf A(u) du
hevie, B B 1P| 210 Jpul=r w9 (1 -u) u
We move the integral to the circle |u| = ¢R¢(®)-¢ encountering the pole at u = 1. This gives

-1
T{am (h?) ( 1 ) A(u) R Y
SR/ A 1+ — | =-Resyey ———— +O(qERD9) = A(1) + O(geRe(@)9),
2w LA (-

Putting all of the above together, we finally write

oo (P2
Saga(@) = ] (1 + (1 + %) Z %ﬁf)) + O(gleRe(@)g)y (2.5.7)

Pmonic (=1
irreducible

Now we consider Sy;_1 _,(0O). Following similar steps as before and applying (2.5.6),

1 T{-a,-a T{-a,-a h2 1 -
y T {Dxo()] y T i )H(1+—) L 0(¢)
FHoge1 Dedager feMlongr |f]2 heMzg1 A Plh 1P|
f=0
« Z |h|2Re(a)—1+a + O(q—2g)
hEMSg—l
<<q(2Rc(a)+e)g.
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Combining with the term g=4Re(®)g, this gives
Sag-1.-a(0) < qe72Re(@))g, (2.5.8)

Our next step is to bound Sy, o (# 0). We follow the proof of [5, Lemma 3.2].

2

5 T{aa}(f)XD(f _iq_% S rem() Y )

DeHogr1 feMcag |f| n=0 feMy DeHogr1
f#0 f#0
29 "
=gz Y Tam(f) D Y w(A)xp(f)
n=0 feMy, DeMagi1 AeM
f#0 A%|D
29
_n (g=1) deg(f) l)dcg(f)
=202 ), Tam(f)(-1) >, wA) D, X7 (B),
n=0 feMay, AeMyy BeMagi1-2deg(A)
f#0 (A,N)=1

(2.5.9)

where in the last line we have applied quadratic reciprocity and the fact that deg(B) is odd.
We can apply Lemma 2.5.14 in the innermost sum when 2g+1-2deg(A) < deg(f). Note

that the sum is zero otherwise, since it is a full character sum. Also applying (2.5.5), w

obtain
T a,a 29 n d - 1 +1-2de
Z e }(f)lXD(f) < Zq n Z |7_{a a}(f)| Z ( eg(f) , )ng 1-24 2(A)
DeHagi1 feMeng ME n=0  feMny A, \29 +1 - 2deg(A)
f#0 f#o
29
<<qg Z g2 Z |f|&—Re(a)2deg(f)—1
n=0 feMy,

«qf Z g g(3-Re(@)+e)n
<’ i (;ng(Q—Q Re(a)+e)g.
Combining with equation (2.5.2), we get
Soga(#0) < g9 +229¢(-2Re(@)g (2.5.10)

When ¢ < 5 and Re(a) is close to 1, the bound above is sub-optimal, since it becomes

> ¢°9 for some positive ¢. To solve this, we bound the innermost sum in (2.5.9) using the
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Riemann Hypothesis instead, to obtain

o 29 +1-2deg
Z T{a,oz}(f|)1XD(f) « Z qu Z |T{a,a}(f)| Z q(1+e)291227d(14)
n= A

DéHager feMen, ME 0 feMs, Mg
f#o f#o

2g N

<<q(1+5)g Z g2 Z |f|5—Re(a)
n=0 FeMn
29 L

<<q(1+€)g Z q(afRe(a)Jrs)n
n=0

<<q(1+e)g‘

This gives
Sy (#0) < g9, (2.5.11)

Finally we consider Sa,-1 _(# O). The computation is similar as before and applying the

Riemann Hypothesis gives

_ 2g-1
Z Z T{fa,fa}(fl)XD(f) <<q(1+€)g gz: q—% Z |T{—a —a}(f)l
DeHogr1 feMcog |f|§ n=0 feMy, 7
f#o

2g-1

<<q(1+5)9 Z q—% Z |f|€+Re(a)
n=0 feMn

<<q(2+2Re(a)+£)g7

where we have used equation (2.5.6). Again, combining with the extra factor %, this
g+

leads to
Sog-1.-a(# 0) < gE-2Re(@))g, (2.5.12)
The result follows by combining equations (2.5.7), (2.5.8), (2.5.10), (2.5.11), and (2.5.12)
U

With Theorem 2.5.12 proven, we can now proceed to study the corresponding Northcott

property.
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Theorem 2.5.17. Let Re(a) > 5 with o # & and

1

(o) (1-at)

-1 -1 1 .
X H E (1— 11 ) (1— 11) +(1+ 11 ) (1+%) +i
Poonie | 2\\ P2 S [Pl Pe) )P

irreducible

-1/2
1
x(1+— .
( |P|)

Then (q,1/2 + a,B) does not satisfy the Northcott property.

B>

1/2

We remark that, as in the case of Theorem 2.5.12, we do not assume that ¢ =1 (mod4).
ProOOF. The proof follows the same lines as the proof of Theorem 2.5.11. 0J

Remark 2.5.18. As a final remark, for Re(«) > %, Theorem 2.5.17 provides a better result
than Theorem 2.4.7. In the case of Theorem 2.4.7, the bound is chosen to control all the
quadratic (x(s), while in the case of Theorem 2.5.17 the bound is chosen according to the

average, and is, therefore, less resctricted.

98



Chapitre 3

On the Northcott property
of Dedekind zeta functions

par

Xavier Généreux, Matilde Lalin®

(1) Xavier Généreux: Département de mathématiques et de statistique, Université de Montréal.
CP 6128, succ. Centre-ville. Montreal, QC H3C 3J7, Canada

(2) Matilde Lalin: Département de mathématiques et de statistique, Université de Montréal.
CP 6128, succ. Centre-ville. Montreal, QC H3C 3J7, Canada

Cet article a été soumis dans The Ramanujan Journal. Il est disponible a l’adresse
https://arxiv.org/abs/2209.13854.

Chacun des auteurs a contribué a part égale a la publication.

ABSTRACT. The Northcott property for special values of Dedekind zeta functions and more
general motivic L-functions was defined by Pazuki and Pengo. We investigate this property
for any complex evaluation of Dedekind zeta functions. The results are more delicate and
subtle than what was proven for the function field case in previous work of Li and the
authors, since they include some surprising behavior in the neighborhood of the trivial
zeros. The techniques include a mixture of analytic and computer assisted arguments.
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3.1. Introduction

Recently Pazuki and Pengo [47] considered a variant of the Northcott property for special
values of L-functions attached to mixed motives. Usually the Northcott property [42] refers
to the fact that a set of algebraic numbers with bounded height and bounded degree must be
finite. In the number field case, the problem studied by Pazuki and Pengo concerns special
values of the Dedekind zeta function. For a field K and s € C denote by

R Cr (1)
CK(S) = %tl_r,% (t _ S)ordt=s(CK(t)) ’

the first nonzero coefficient of the Taylor series for (x around s.
For a fixed s =n € Z and a fixed positive real number B, Pazuki and Pengo study the set

of isomorphism classes of number fields K given by

Sen = {[K]:[Ck(n)] < B},

and discuss the finiteness of this set under various conditions of B and n. For number fields,
they prove that the Northcott property holds for n a negative integer or n = 0, and it does
not hold if n is a positive integer. They also estimate the size of this set for the integers n
such that the Northcott property holds.

In [20] Li and the authors of this note consider the analogous problem for isomorphism
classes of function fields K with constant field F,. However, instead of restricting to special
values with s = n € Z, they work directly with (;.(s) with s a fixed arbitrary complex
number. They are able to establish or partially establish the question of the Northcott

property outside the set 3 — }2§ z < Re(s) < 3. More precisely, the Northcott property holds
when Re(s) < 3 - }225 and the set Sp is infinite for B larger than a certain constant

depending on s in Re(s) > % This is illustrated by Figure 3.1. Moreover, remark that the
gap corresponding to 1 - %

These results are consistent with what Pazuki and Pengo obtained for the cases s =n € Z.

< Re(s) < 3 shrinks to the empty set as ¢ tends to infinity.

The goal of this article is to return to the case considered by Pazuki and Pengo in
[47] and to explore the special values (;-(s) associated to Dedekind zeta functions at any
complex number. The motivation for considering such questions comes naturally from a
desire to better understand the results in [20]. Figure 3.2 gives an approximate (not to
scale) illustration of the results obtained in this article over number fields.

We will say that s satisfies the Northcott property for B a real positive number if Sp s

is finite.
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Fig. 3.1. For the base field F,, with ¢ a fixed prime power, the Northcott property holds in
the blue area. In the red area, Sp is infinite for B greater than a certain constant (which
is zero in the case of the real segment [1/2,1]). The white gap disappears when g — oo.

Occasionally, we will work with (x(s) instead of (;.(s). We will say that s satisfies the
Northcott property for values of (x if the set

{[K]: ¢k ()] < B}
is finite. When (x(s) # 0, we have that (x(s) = (j-(s). The above definition is only different

from the standard Northcott property when working with values of s where (x(s) may have
zeros or poles.
We prove the following statements.

Theorem 3.1.1. The Northcott property is satisfied for s = o + i1 with o,7 € R and any
B >0 under the following conditions:

e When s =0 +1i1 with

2. <B)
oc<-1.5 and |7|>79:=—tanh™ | —=—— | =0.063666...,
m 3v/2e2

where
v = lim —logn+zl (3.1.1)

is the Euler—Mascheroni constant given by v =0.577215....
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Fig. 3.2. Approximate (not to scale) illustration summarizing what is proven in the whole
article regarding the Northcott property for Dedekind zeta functions. The Northcott prop-
erty holds in the blue area. In the red area, Sp; is infinite for B greater than a certain
constant. Unlike the function field case, we do not have information regarding the situation
when Re(s) =1 and s # 1 as well as when Re(s) = 3.

o When s =0 +i1 = -2n+re? with n € Z.g and satisfying the following conditions

1 1
“n-g o<+, and |r[<m,

as well as
.1 .1
. max{sm (Cc(n)), 2sin (C’R(n))}
T T
where
oty (50" L8 e (5
c\n)=m )
2 F(2n+%)2 1864'7—C(%)2
and
—9~\ 21 2 1 2
C’R(n)Z\/?T(e2v) o) - 1

L(2n+3) (18647 ¢ (%)2)
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o When s=o0+i1 = -2n+1+re? with n € Zs, and satisfying the following conditions
1 3
—2n+§ £0£—2n+§, o<og, and || <70,

as well as

1 ey c(2n- 1) 18em + ¢ (B)”
T > —Sln W(—) 3 5 |-
I'(2n-3) 18et-((2)
o When s=oc+1i7 with o0 <0 and
(2e7)* ((1-0)?

tanhs (5 (200) £ ) T - 0)"

[l >

The idea behind Theorem 3.1.1 is to use the functional equation of the Dedekind zeta
function in order to compare the value of (x(s) with that of (x(1—s), where Re(1 -s) =
1 -0 > 0, which is easier to understand and control. However, this strategy requires the
control of the discriminant Ax and the I'-factors. To control the discriminant we use a
result of Odlyzko [45] that gives a lower bound for the inferior limit of the root discriminant
|A K|ﬁ as the degree [K : Q] goes to infinity. With these bounds in hand, it remains to
control the ['-factors, which is done in stages, first when the imaginary part 7 is sufficiently
away from zero, and then in discs centered at negative integers, and chosen in such a way
that they cover all the strip around the real negative axis, except for some smaller concentric
discs. There are several strategies to bound 7 and to choose the discs. For Theorem 3.1.1,
the choice of oy determines the choice of 7y, but the choice of oy = —1.5 is arbitrary. It is
related with the fact that this method yields very sub-optimal results if we try to reach -1,
in the sense that the 7y must be very large. Given that we do our analysis over intervals of
length 1 centered at negative integers, the choice of oy = —1.5 is then natural. Figure 3.3
illustrates the strategy and results of Theorem 3.1.1, except for the last item, which removes
the condition o < g9, but it gives a relatively bad bound for 7.

More precise results can be obtained by studying the region where the Northcott property
holds with a computer-generated graph (see Figure 3.9) and by approximating its boundary
with analytic methods. A strategy following this idea is described in Section A, and this

allows us to numerically prove that if s = o +i7 = =1 + re? is such that

-15<0< o1,
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Fig. 3.3. Illustration of the Northcott property as verified by the first three items in The-
orem 3.1.1.

where o1 # —0.68 is a solution to

(2e7)37°
((1-0)

I'(1-o0)
(o)

1
2
=1

and
r>9.260260274818 x 1072,

then s satisfies the Northcott property for any B > 0, which complements the statement
of Theorem 3.1.1. In fact, we can be more precise about this, and give information in the
interval —=1.5 < 0 < ¢ (see Remarks A.0.6 and A.0.7 and the discussions following them).
Table A.1 exhibits a comparison of the numerical results and the results of Theorem 3.1.1.

In addition, we provide an estimate for the number of elements in Sp, in the cases
considered in Theorem 3.1.1.

Theorem 3.1.2. Let s = o+i1 such that any of the conditions in Theorem 3.1.1 are satisfied.

Then, there are constants b, fs depending only on s such that
#Sp s <exp (bs(log B) (log (fslog B))3) )

Theorem 3.1.2 is obtained by applying a result of Couveignes [14] giving a bound for

the number of K of fixed degree over Q and fixed discriminant. This strategy was already
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employed both in [47] and in [20], and Theorem 3.1.2 has the same strength as the equivalent
results obtained in these articles.

The simplest negative result to examine is the right side of the critical strip.

Theorem 3.1.3. The Northcott property does not hold for s = o + it with 0,7 € R, 0 > 1
and B > ((0)2.

This follows from the fact that, for quadratic fields, (x (o +i7) < ((0)2.

We also have negative results on the left side of the critical strip, in the neighborhood of
negative integers, but not on the negative integers themselves (where the Northcott property
holds as proven in [47]).

Theorem 3.1.4. The Northcott property does not hold for s = o +iT = —n+re? with n € Z.q,
and satisfying that

2n+2
O<r<lsinh_1 : 2(2#) )
= \r (e (e ) D
where
Dy =35 -775 - 1375 - 195 - 235 - 2975 - 3113 - 355008 = 78.4269 . . ..

Remark 3.1.5. We remark that the radii of the circles appearing in Theorems 3.1.1 and
3.1.4 are both tending to zero as n — oo.

Theorem 3.1.4 is obtained by applying a result of Hajir, Maire, and Ramakrishna [18],
which is an improvement of results of Martinet [39] giving upper bounds for the inferior limit
of the root discriminant |A K|ﬁ as the degree [K : Q] goes to infinity. We remark here
that the set where we can prove that the Northcott property is not verified is a punctured
disc around each negative integer.

There is a ring representing a gap of knowledge between Theorems 3.1.1 and 3.1.4 (see
Figure 3.4). This lack of knowledge originates from the gap between the lower and upper
bounds for the inferior limits of the root discriminants of number fields. Also rough bounds
for the I-factors contribute to this gap, but these in principle could be improved.

Finally, inside the critical strip, we have the following result.

Theorem 3.1.6. Assume the Generalized Riemann Hypothesis. Then the Northcott prop-
erty does not hold for s = o +irt with 1/2< o < 1.

Moreover, unconditionally, there is a B(s) > 0 (given by (3.5.1)) such that s does not
satisfy the Northcott property for the values of (i for B > B(s).
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Fig. 3.4. Illustration of the knowledge gap between Theorems 3.1.1 and 3.1.4. As usual,
the Northcott property is verified in the blue area (this includes the center of the circle),
while the red area is known to be non-Northcott.

The first part of Theorem 3.1.6 is obtained by applying a result of Lamzouri [29] on the
distribution of extreme values in families of quadratic Dirichlet L-functions that allows to
construct arbitrarily many quadratic extensions with bounded Dirichlet L-function at s. A
result of Sono [55] on the second moment of quadratic Dirichlet L-functions allows us to
prove the second part.

The main difference between the results for number fields and the analogue results for

function fields from [20] lies when Re(s) < 0. While the function field case has a relatively
log 2
logq’
fails in a neighborhood of each negative integer in the number field case. This surprising

this verification

straightforward verification of the Northcott property for Re(s) < % -

difference comes from the I'-factors in the functional equation. Another difference lies in
the interior of critical strip. More precisely, in the strip where 1/2 < Re(s) < 1, we have,
conditionally on the Generalized Riemann Hypothesis, non-Northcott for any B > 0 in the
number field case, as opposed to results that are partial (for B larger than certain value)
for Im(s) # 0 in the function field case. This is due to the strength of the result in [29] and
can likely be translated to the function field case as well, where the Riemann Hypothesis is

known.
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This article is organized as follows. Section 3.2 includes some necessary background on
the Dedekind zeta function, the I' function, and hyperbolic trigonometric functions. The
right side of the critical strip is considered in Section 3.3, while Section 3.4 treats the left
side. Section 3.5 considers the behavior inside the critical strip. Finally, we include an

Appendix where the case —1.5 < ¢ is discussed with numerical methods.
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3.2. Some background

In this section we recall some background regarding the Dedekind zeta function (x(s), the
Gamma function, and some inequalities involving trigonometric and hyperbolic functions.
Let K be a number field, that is, a finite extension of Q of degree dx = ry + 215, where rq
denotes the number of real embeddings and 75, the number of pairs of complex embeddings.
The Dedekind zeta function of K is given by
Gi(s)= Y N; - ] (1-Nio(P) ), Re(s)> 1, (3.2.1)
IOk K/@(I) PcOg

1#(0)
where the sum takes place over all the ideals in the integral domain O and the Euler

product goes over the prime ideals of Ok.
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Let A denote the discriminant of K /Q. The Dedekind zeta function (x(s) satisfies the
following functional equation
Fr(1-s)"Te(l-s)m

Aglzs,
Ta(s)yiTe(sye 1

Cr(s) =Cx(1-s)
where
Tr(s) =n*’T'(s/2), Ce(s) =2(2m)~°T'(s).
Here N
[(s):= / ¥ le ™ dr, Re(s)>1
is the gamma function, which has a H(l)eI"OIIlOI“phiC continuation to the whole complex plane,

with simple poles at 0 and at the negative integers. When n is a positive integer, we have
['(n)=(n-1)!

The value at a complex number can be controlled by the value at a real argument. More

precisely, writing s = o + 17, we have,
IT'(s)| <[T (o), (see [2, Eq. 6.1.26)); (3.2.2)
L(s)I'(1-s) =

Sin(7s)’ s¢Z, (Euler’s reflection formula [2, Eq. 6.1.17]); (3.2.3)

1
[(s)T (s - 5) =212 /7' (25), (Lagrange’s duplication formula [2, Eq. 6.1.18]);
(3.2.4)
(o)

T(s)| >——2
a2 | cosh(7T)|2

o>, (see [1, Eq. 5.6.7]); (3.2.5)

N —

1 [ee]
=ze" [ ] (1 + E) ek, (Euler’s infinite product [2, Eq. 6.1.3]).  (3.2.6)
I'(z) k=1 k

In the last formula, 7 is the Euler-Mascheroni constant « = 0.577215... given by (3.1.1).

The digamma function is the logarithmic derivative of the gamma function:

d
W(s) = %log(l“(s))‘ (3.2.7)
It can be expressed with the following series ([2, Eq. 6.3.16])
(1 1
oo 1 3.2.8

for s#-1,-2,....
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We will need some bounds relating trigonometric functions and hyperbolic functions. For
example, we have
|sin(s)| > |sinh(7)]. (3.2.9)
(See [2, Eq. 4.3.83].)

The following result will be used to bound |sin(z)| and |cos(z)| in terms of |z|.

Lemma 3.2.1. For any z € C, we have

|sin(|z|)| < |sin(2)], (3.2.10)

|sin(z)| < sinh(]z]). (3.2.11)
Similarly we have

| cos(|z])| < |cos(z), (3.2.12)

| cos(z)] < cosh(|z]). (3.2.13)

PROOF. Notice that the upper bound on |sin(z)| and |cos(z)| are well-known (see for exam-
ple [2, Eq. 4.3.87, Eq. 4.3.86]).

Write for simplicity z = rei, where r >0 and ¢ € [0,27). Consider
|sin(z)|? = |sin(re™)[? = sin(r cos(t))? cosh(rsin(t))” + cos(r cos(t))” sinh(rsin(t))* =: f(¢).
The derivatives with respect to ¢ give
f'(t) =rsinh(2rsin(t)) cos(t) — rsin(2r cos(t)) sin(t),
F7(t) =2r2 cosh(2rsin(t) ) cos(t)* + 2r2 cos(2r cos(t) ) sin(t)?
—rsinh(2rsin(t)) sin(t) — rsin(2r cos(t)) cos(t).

We can focus on [0,27). Studying the derivatives, we find minima at 0 and 7 as well as

maxima at %W and %7‘(‘. Thus, we obtain
sin(r)® < f(t) < sinh(r)>.

By taking square roots everywhere in the above inequality we obtain the result.

Similarly, consider

|cos(2)* = |cos(7ﬂe”)|2 = cos(r cos(t))? cosh(rsin(t))” + sin(r cos(t))* sinh(rsin(¢))” =: g(t).
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As before, we have
g'(t) =rsinh(2rsin(t)) cos(t) + rsin(2r cos(t)) sin(t),
g"(t) =212 cosh(2r sin(¢)) cos(t)” — 2r2 cos(2r cos(t) ) sin(t)*
—rsinh(2rsin(t)) sin(t) + r sin(2r cos(t)) cos(t).
We study the derivatives on [0,27), and we find minima at 0 and 7 and maxima at 17 and
%w. This gives
cos(r)® < g(t) < cosh(r)”.

By taking square roots everywhere in the above inequality we obtain the result. O

3.3. The right side of the critical strip

To begin, we consider the Northcott property on the right side of the critical strip, that
is, C,-1, where we obtain a result conditionally on the value of B. The result will follow

from a comparison between (i (s) and (o), where di is the degree of the extension K/Q.

Lemma 3.3.1. Let s=o0 +i7 with o >1. Then

L s o )4K

Notice that this result bounds |(x ()| by small constants except near o = 1. In addition,

since di can be arbitrary, the above bounds are not absolute for s.

PROOF. We start by proving bounds in terms of (x (o). Since o > 1, we have

) > 1 > 1
Cx(o+in)| =Y > —[<> Y — =(k(o), (3.3.1)
n=l IcOp N n=l IcOr N
NK/@(I)=TL NK/Q(I):I’L

and this yields an upper bound.
To get a lower bound, we take the logarithm of the Euler product (3.2.1) and use the
fact that 1+ cos(6) > 0 for any 6 to get

log (xc(0) + Relog (i (o +i7) =Y —log(1 - Nk g(P)™) - Relog(1 - Ng/o(P)7™")
P

Uy $ Lt ReWigra(P) )
7 JINk(P))
1+ cos(Tlog|NK/Q(P)j|)

:;; 31Nk (P)i|” T

(3.3.2)
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By combining (3.3.1) and the exponential of (3.3.2), we conclude that
1
Cx (o)
Finally, using the fact that N o(P) is a power of the prime p € Z lying under the prime
ideal P ¢ Ok, we have that
()= TT (- NPy ) < [T (-9 ™ =o',

PcOgk

<[Cue (o +im)] < (o). (3.3.3)

since there are at most dx prime ideals P lying over each p. By combining with (3.3.3), we
get the desired result. O

Combining the above, we arrive at the following result.

Theorem 3.3.2. Let s = o +47 with o > 1. Then the Northcott property does not hold at s
for any B > ((0)?.

PROOF. Fix B > ((0)?. The upper bound in Lemma 3.3.1 implies that for any quadratic
field K,

G (8)] =[x (0 + )| < C()?.

This gives an infinite family of isomorphism classes of number fields with |(x(s)| < B and
the result follows. O

3.4. The left side of the critical strip

We now turn our attention to the left side of the critical strip, namely, C,.o. In this
set, Pazuki and Pengo [47] proved that the Northcott property is satisfied at the negative
integers and zero. We will extend this result to show that the Northcott property is satisfied
away from the negative integers. We will then see that the Northcott property is not satisfied
in a neighborhood around each negative integer that excludes the integer itself.

Before proceeding to these considerations, we recall some results giving bounds to dis-
criminants in terms of degrees, and prove some basic lemmas. We start by recalling the

following statement.

Theorem 3.4.1 ([45],[18]). Consider

0(n) = min |Ax],
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that is, the minimum of the absolute values of the discriminants of all the numbers fields of
fixed degree n over Q. Let
D = liminf 6(n)"/".

n—oo

Then we have
D,, <D< Dy,

where
D,, :=4me” =22.3816.. .,
Dy =35 - 715 - 1375 - 195 - 235 - 2975 - 31715 - 355095 = 78.4269. . . |

and v is the Euler—-Mascheroni constant v = 0.577215... given by (3.1.1).

Remark 3.4.2. The lower bound appeared as a culmination of a series of articles by Odlyzko
[43-45]. (See also the surveys of Poitou [48] and Odlyzko [46].) Odlyzko’s method is a
refinement, using ideas of Serre [54], of an analytic method of Stark [56]. This method was
a substantial improvement over previous ideas coming directly from Minkowski’s bounds. A
better lower bound, 8me”, is known under the Generalized Riemann Hypothesis.

The upper bounds come from constructing infinite towers of fields with controlled root
discriminant. This idea was due to Martinet [39], and for a long time, his bound of 23/2-
114/5.232 = 93.38... was the best known. It was later improved by Hajir and Maire [23]
and finally by Hajir, Maire, and Ramakrishna [18]. The bound in question is obtained by
constructing an infinite tower of fields over the totally imaginary field k£ = Q(«) with « a
root of x'2 + 339210 - 1975228 — 218873526 + 28423682924 + 440134950622 + 15622982921, that
has degree dj, = 12 and discriminant |Ag|=7-13-19%-234.29-31 - 355092.

We begin with a simple lemma that transforms the bounds under consideration from field
dependent to degree dependent. Together with Lemma 3.3.1, the following statement gives

bounds for each of the three factors involved in the functional equation of (x(s).

Lemma 3.4.3. Let se€C and

FR(l - S)
FR(S)

Fc(l - S)
Ie(s)

[ (s) = min :

)

We have the following bound
Fr(1-s)"1T¢c(1-s)r

Fm(S) " FR(S)TIFC(S)TQ
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We remark that the above bound is only dependent on the degree of the extension K/Q

and the number of complex and real embeddings, but it is independent of the field itself.

PROOF. To show this, we consider two cases. Writing yr(s) = ﬁ]il(s)s) and yc(s) = %1(;)3) ?)
we first suppose that Yg(s) < vc(s) so that 'y, (s) = yr(s). Then
bz ()77 ()] 2 g ()7 ()] = T (5) %
Similarly, if ¢ (s) < vr(s), we find
g ()98 ()] 2 e ()78 ()] = Ton(5)
0

The combination of Lemmas 3.3.1 and 3.4.3 yields the following key result, which gives
a sufficient condition for having the Northcott property on the left side of the critical strip.

Proposition 3.4.4. Let s =0 + i1 with 0 <0, and suppose that we have

m(s) 7>1.
¢(1- 0)
Then the Northcott property holds at s for any B > 0.

(3.4.1)

PROOF. Let s € C,o such that condition (3.4.1) is true. Then, for € > 0 sufficiently small,

T (s)
((1-0)
By Theorem 3.4.1 there are only finitely many number fields such that

we have that

—ml) (D, )50 > 1, (3.4.2)

AK < (Dm —E)dK.

Combining this with (3.4.2), we conclude that for all but finitely many fields K, we have
that

()] 2 [ (1 - D)l Ag 2 2 _opaxion (3.43)

= b " T (-0)k N

where we have applied Lemmas 3.3.1 and 3.4.3. The statement follows from the fact that for
large enough degrees, the number on the right hand side of (3.4.3) is arbitrarily large and
that for a fixed degree, there are only finitely many fields with discriminant bounded by any
constant. O

Remark 3.4.5. We remark that inequality (3.4.1) is never satisfied when s € Z.y. Thus, the
s € C,«o for which (3.4.1) is true satisfy that (x(s) = (5 (s).
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A natural question is to bound the size of S 4 in the cases when it is finite. This was done

by Pazuki and Pengo [47] for the case s = n € Z, using the following result of Couveignes

14].

Theorem 3.4.6. [14, Theorem 4, simplified version| There exists an absolute and computable
constant Q such that the following is true. Let K be a number field of degree d > Q and

discriminant Ag. Then, there are at most
(] ey 5"

possibilities for K.

Although Couveignes does not give the value of Q, this constant is only related to the

technicalities of the proof and is independent of the field.

Using Theorem 3.4.6, we can prove the following bound, which extends the result of [47].

Theorem 3.4.7. Let s = o + i1 with 0 <0 and suppose that

L(s) i
(-0 Dz~ >1.

Then, we have

3
#Sp s <exp (QQ(% — 2—2(1 + logDm)) (log B) (log(g—z logB)) )
where )
B T (s)DZ "’
)

and cs is a constant depending on s and chosen so that
cz/gaS (1 - l) > 8.6 (1 - 0) .
Cs 2
PRroOF. By Theorem 3.4.6, we have that
#{[K] : |Ag|=2,dg = d} < d24esdy Qe d)”,

Thus, we have

X D
#{[K] + |Ak] < X,d < D} <35 qQaosd)? . Qlogd)*

r=1d=1
<DQD(logD)2+1XQ(logD)2+1

<exp (QQD(log D)? +29(log X)(log D)2) .
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Now suppose that
Gk (s)| < B.
By equation (3.4.3), we must have

ICie (1= 8|0y (s)4| A2 < B

Combining the above with (3.4.4), we must have

Cre(1 - )|( (1- ")) Akl> < B.

’TTL

Now we apply Lemma 3.3.1 to conclude

|Ag|7

< . L.
i ~<B (3.4.5)

From the lower bound
log |Ak| > dg log(D,,) + 11 (K) - 8. 6dl/3

(see [48, Equation 22]) and Lemma 3.3.1, one can deduce that
di

l—0'
In(s)Di, - 1
B2 Ce(1= )T ()| At s [ L3 Pn ) sedftG-o)
¢((1-0)
The term involving d%?’ in the exponent decreases at a much lower speed than the other
term.
Letting
I,.(s)Dz°
as :=log| ————|,
( (1-0) )

we have

1
dias <log B + 8. 6d1/3 (2 0) .
Suppose that dgas > c¢slog B. Then we have

dq (1 - 1) < 8.6(1 —a) .
Cs 2

But this implies that for B > e,

Pa, (1 - l) < (cslog B)*3a, (1 - l) < 8.6(% —0),
c

S CS

which gives a contradiction if we choose ¢ sufficiently large (depending only on s).
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Thus we have that

[ S
ngﬁlogB and |AK|SB%’”BEIOgDm’

where the second inequality comes from (3.4.5). Setting

1 4es Do,
D=%1gB and X =BI7 ="

S
we obtain

5. sex0 (202 Qo ) (o (2 105 ) + 20

Cs Cs 2
+ —log Dm) (log B) (log (— log B)) )
-0 as g

1
2

<exp (QQ( 1 - + %(1 +logDm)) (log B) (log(z—zlogB))B)

1_
2 S

3.4.1. Away from the real line

The next step is to give a general idea of the values of s that respect the condition in

Proposition 3.4.4. To do this, it is useful to search for lower bounds for I',,(s), which follow

T(l-s) re(1-s)|2
T (o) e

from individual bounds for the ratios yr(s) = and yc(s) =

Lemma 3.4.8. Let s=c+it € CNZ with 0 <0. Then
(2m)}

Ye(s) 2 N

['(1-o0) tanh(m')%.
and

Yr(8) > ﬁ%lﬁ (1-0) |tanh (7;—7—)

PRrROOF. First consider the bound for I'c. By applying Euler’s reflection formula (3.2.3), we

have
2(27)s (1 - s) _ |sin(7s)|
2 = (2m)2 P (1 - )P R 3.4.6
e =[S - e ira - 3.4
Now we apply inequalities (3.2.5) and (3.2.9) and we obtain
2m)20-1 sin(7s)
2> (—F 1-0)|———% 4.
te(s)”2 (1-0) cosh(7T) (347)
20-1
> B 4 0y2 tanh (7).
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Fig. 3.5. Illustration comparing condition (3.4.10) in the proof of Theorem 3.4.9 (in blue)
and condition (3.4.1) from Proposition 3.4.4 (in grey).

Now consider the bound for I'g. Again we apply Euler’s reflection formula (3.2.3) as well

as inequalities (3.2.5) and (3.2.9), together with Lagrange’s duplication formula (3.2.4).

)
N 6
p——s r(lgs)r(yg) |Smff)‘ (3.4.8)
oy T(57) T(-35) in(%)l
[cosh (57)[* Jeosh (FF)[* 7
7% sm(%)
> 2°I'(1-o 3.4.9
FrTao| 349
(27r)"_% T
>V2 N I'(l-o0) tanh(;) :
0

The previous results allow us to give a large region to the left of the critical strip where
the Northcott property is satisfied.

Theorem 3.4.9. Let s = o +i7 such that

2. <6)
o<og:=-15 and |1|>719:=—tanh™ | —=— | =0.063666. ...
T 3v/2eY

Then the Northcott property holds at s for any B > 0.
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2.09

1.5 A

1.0 A

0.5 1

-4.0 -3.5 -3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5

Fig. 3.6. Illustration of condition (3.4.10) in the proof of Theorem 3.4.9.

PrROOF. In fact, for such values of o, 7 we have that

V2I'(1-0)|tanh(Z)| [ D,, 170 I'(1-0)|tanh(77)|z ( D,
e 6 B e o e el

1o
Remark that the functions I'(1 - o), (2—;")2 = (2¢7)27, and «%ﬁ) all increase as o de-

1o
)2 >1. (3.4.10)

creases in the negative part of the real axis. Now |tanh(ZF)| = tanh(%) and | tanh(77)|? =

tanh(7r|T|)% are increasing functions of |7|. Thus, the worse possible case is with o = oy
and 7 = 79. Fixing o = gg := —1.5, we evaluate in oy and choose 73 accordingly so that the
inequalities in (3.4.10) are satisfied. Figure 3.6 illustrates the condition (3.4.10).
We then combine the inequalities (3.4.10) with Proposition 3.4.4 and Lemma 3.4.8 to
conclude.
O

3.4.2. The neighborhood of the real line and away from the integers

In this section we continue to restrict to the condition o < oy but we now focus on the
case where |7| < 79. Since I'g behaves very differently on odd and even integers, we consider
the two cases separately. To cover the remaining strip that has not been covered in Section
3.4.1, we notice that it suffices to investigate the Northcott property in discs centered at
negative integers and such that the radii are large enough to cover the whole strip |7| < 7.
In other words, if s = —m + rei, it then suffices to consider r <\/1 + 72 (see Figure 3.7).

The strategy is to determine a specific criterion on s so that it respects the condition in
Proposition 3.4.4.

118



Fig. 3.7. The minimal radius needed to cover the remaining strip |7 < 7 is /1 + 72.

3.4.2.1. The negative even integers. When we look at even integers, both cases of I, are
small near —2n. However, we will see that when we are sufficiently far from —2n, these terms
can be compensated by large terms in order to satisfy condition (3.4.1). This motivates us
to write s = —2n +rei? with the goal to get a criterion in terms of r. We proceed to establish
these lower bounds.

<

Lemma 3.4.10. Let s =0 +i1 = —2n +re' € C be such that it lies in the rectangle —2n — %

o <-2n+3 and |7| < 79, where 19 > 0 is arbitrary. Then

(27)7z sin(7r)
Tels) 2 VT — 7 -0 cosh(77p)
and
ﬂ o Sin(’%")

Remark 3.4.11. While Lemma 3.4.10 is true for 7y > 0 arbitrary, it will be applied to the 7
defined in Theorem 3.4.9. Because we have a precise formula for tanh (”0) from Theorem
3.4.9, identities such as cosh(2«) = Litanb(a) _ 2 cosh?(a) - 1 lead to

1-tanh? (o)
18¢47 + ¢ (2)
cosh(mm) = —C(z)z =1.020069. ..
18e%7 - ((2)
and
2y
cosh(m) 3V - = 1.005004....
2

(187 - ¢ (3)7)
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PROOF OF LEMMA 3.4.10. First we consider I'c. By inequality (3.4.7), (3.2.10), and the
increasing property of cosh(z) for x >0, we have

(27)72 sin(7s) :
Ye(s) 2 TF(l -0) cosh(x7)
(27)72 sin(7r) 3

Now we consider I'g. By inequality (3.4.9), we have

/V]R(S) 2 %(277-)0_511 (1 - U) Ci)lsnh((?;—)
> @(270"‘51“ (1-0) (:(S)lsril(ﬁ :

2
where we have used again (3.2.10) and the fact that cosh(z) is an increasing function for
x> 0. U

We have what we need to show the following result.
Proposition 3.4.12. Let s = 0 +i17 = —2n + e € C be such that it lies in the rectangle
-2n -3 <o <-2n+3 and |7| < 79. Define

p(-2n) = max {sin‘l(C(c(n)) : QSin_l(OR(n))}

T s
where
2
o \in ¢ (2n+3
C(c(n):ﬂ( ”) ! 2)2|cosh(7r70)\
Dl T (2n+1)
and

Cr(n) = i (2_7T)2n<(2n—+%)‘ h(WTO) .

G\Dn) Ty

Then if r > p(=2n), the Northcott property holds at s for any B > 0.

We refer to Table A.1 for the values of p(-2n) at small positive integers n.

PRrROOF. The result follows by combining the previous statements. More specifically, Propo-
sition 3.4.4 together with Lemma 3.4.10 give certain criteria for the Northcott prop-

erty that apply under the conditions of the statement. Here we take into account that
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o€ [—2n - %, -2n+ %] and the strategy will be to find bounds in terms of n by taking the
worst possible cases.
First we consider the complex case. It follows that a sufficient condition for s to satisfy

the Northcott property when T',,(s) = vc(s) is

=

1 (Dm)é_gf(l—cr) sin(7r) o1
VT 27 ¢ (1-0) |cosh(mTy) '
By considering the worst case in each factor, we find
1
1 (Dm )2” I'(2n+3)| sin(xr) |2 o1
VT 27 C(Qn + %) cosh () ’
which is the same as requiring
2
o\ ((2n + 3
Ce(n) = 7r( T ) <l 2)2|COSh(7TT())| < sin(7r). (3.4.11)
Dn) T (2n+13)

In the real case, a sufficient condition for s to satisfy the Northcott property when
[n(s) =yr(s) is

r

> 1.

V2 (&)é” (=) | sin
VTN 27 ((1-0) |cosh (
Considering the worst case in each factor gives
\/§(Dm)2” T'(2n+3)| sin(%
VT 21 s

which is the same as requiring

Caln) - % (12)_7;)271 Ig((zz—:%%)) ‘cosh(?) < sm(%). (3.4.12)

With inequalities (3.4.11) and (3.4.12) in place, we immediately get the following con-

3 w|:‘
~

()

T

)

X

—

>1,

T

C(2n + %) cosh (T)

==}

straints for r
(a) . .
sin™ (C¢(n)) cpeoq D (C’C(n))’
T T

(b)

2sin” ! (Cg(n)) cr<o- QSinfl(CR(n)).
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Note that as long as

/i”ﬁmm{l—w@‘ 2Sin_l(7rCR(”))}, (3.4.13)

the upper conditions in (a) and (b) are automatically verified. The minimum from the right

hand side of (3.4.13) is achieved at n = 1, namely,

5\2 _ . 5 18 4y (B
1—lsin‘1(<(2)—e4|cosh(7m‘0)|) zl—lsin_1 C(z) ( e 4(22) )
9 i 9(18e1 - ¢(3)")

T
1 2
778 = 0504037 ..

and therefore (3.4.13) is satisfied.

In conclusion, it suffices to define the function p by

. {Sin_l(C’c(n)) ZSin_l(CR(n))}‘

)
s s

=0.993547. ..,

but we have

Remark 3.4.13. Proposition 3.4.12 gives the second item in Theorem 3.1.1.
Taking the worst case we have the following consequence.

Corollary 3.4.14. With the same notation as in Proposition 3.4.12, the Northcott property
holds for —2n — % <o<-2n+ % and

r>p(-2) = zsin‘1 <)
" (18e-¢(3))

=0.063889...

=

and any B > 0.

Remark 3.4.15. We observe that the p(n) given in Proposition 3.4.12 satisfy p(-2n) - 0
as n — oo and this convergence is actually quite fast. Therefore the estimate from Corollary

3.4.14 is a very crude approximation of the region in which the Northcott property is known
to hold.

3.4.2.2. The negative odd integers. In this case the lower bound for the term involving
['c will be similar to what we had in Lemma 3.4.10, while the lower bound for the term

involving I'g will be different.
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Lemma 3.4.16. Let s = 0 +i7 = =2n+ 1 + re?? € C be such that it lies in the rectangle

-2n+3 <o <-2n+3 and |7 < 10, where 7o > 0 is arbitrary. Then

(2#)”’% sin(7r) 3
Ve (s) 2 NG r'(l1-o0) cosh(n70) (3.4.14)
and
cos| 5/ 1+ 78
7m(s)>%(27r)"‘2F(1— o) (osh(m) ) : (3.4.15)

Remark 3.4.17. As in Remark 3.4.11, while Lemma 3.4.16 is true for 7y > 0 arbitrary, it
will be applied to the 7y defined in Theorem 3.4.9. The precise formula for tanh (’”0) from

Theorem 3.4.9 gives us
' 2
2 3v2e27 + (3
Cos T 1-1-7-3 = cos 1 7T——!— log \/_ C(Q) =0.702608. ...
2V 4 2\| 4 3v2e27 - ¢ (g)

PROOF OF LEMMA 3.4.16. The inequality (3.4.14) is obtained by following the same steps

as in the proof of Lemma 3.4.10. Remark that attempting to follow these ideas with I'g
produces

T —2n+1+ret? )

Q - J sm( 5
(s)2 20T (1-0) | = e,

which is not small near odd integers. Actually we have
_ ( —2n+1+r6i9) ( 7‘62'9)
sin| 7 ————— || = {cos{ 7

2
where the last inequality follows from (3.2.12).

S (7?7“)
> cos| — |,
2

Since the cosine function COS( ) decreases from 0 to 1, it will be the smallest at r =

\/ 1+ 78 <1 We find

NG . cos(
m(s) 2 Y20 (1= 0) | — st

Bl
=
+
O\L»,
N —

which concludes the proof.
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Since the lower bound (3.4.15) does not tend to 0 as r — 0, the fact that the Northcott
property holds near odd integers when I',,(s) = yr(s) will only depend on n and 7. In fact

Proposition 3.4.18. Let s = o +i7 = -2n+ 1 +re?? € C be such that it lies in the rectangle
2n+1 <o <-2n+2 and |7| < 7, where 19 > 0 is arbitrary. Suppose that Ty (s) = Yr(s).
Then if

Val(2n-1) cos(%\/%ﬁn?) (Dm)2n-1 1
> Y

Nz 2T

Vi ((2n-3) | cosh ()

the Northcott property holds for s and any B > 0.

Remark 3.4.19. We can see that in the worst case, namely n = 2, 7o must be at least 0.85

for the above condition to fail.

Proposition 3.4.20. Let s = o +i17 = -2n+ 1 +re?? € C with o < oy be such that it lies in

the rectangle —2n +% <o < -2n +% and |T| < 19, where 79 > 0 is arbitrary. Suppose that
L(s) =c(s). Define

2
or \42 ((2n -1
= ) ( 21)2|cosh(mo)| .

F(2n—§)

1
p(-2n+1) = —sin™! (ﬂ'(
m

Then if r > p(=2n + 1), then the Northcott property holds at s for any B > 0.

Refer to Table A.1 for the values of p(—2n + 1) at small positive integers n.

PROOF. The proof of this statement follows that sames lines as the proof of Proposition
3.4.12, although it suffices to only consider I'c this time. Combining Proposition 3.4.4 with
Lemma 3.4.16 we find

giving the condition

. o \42 ¢ (2n -2 2
sin(7r) >7T(D7;) F((2Z_i;
2

We reach the result with the same argument used at the end of the proof of Proposition
3.4.12. U

Remark 3.4.21. Propositions 3.4.18 and 3.4.20 together form the third item in Theorem
3.1.1.
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r 0.0010

 0.0005

T T —T— T —  0.0000
—1.0010 —1.0005 —1.0000 —0.9995 —0.999p

r —0.0005

r—0.0010

Fig. 3.8. Depiction of the non-Northcott condition (3.4.17) around o = -1.

3.4.3. The neighborhood of the negative integers

The goal of this section is to prove non-Northcott near negative integers. To do this, we
use the constant Dy, = 35 - 772 - 1372 - 195 - 235 - 2972 - 3172 - 355095 = 78.4269 ... given by Hajir,
Maire, and Ramakrishna in [18], and associated to a tower of totally complex fields. More
precisely, Hajir, Maire, and Ramakrishna give an infinite sequence of totally complex fields
K, satisfying 1

lim |Ak,| e = Dy (3.4.16)

The following result is a natural complement to Proposition 3.4.4.

Proposition 3.4.22. Let s = o + it with 0 <0 and suppose that we have
l*O’
Ye(s)C(1-0)D}, " < 1. (3.4.17)

Then the Northcott property does not hold at s for any B > 0.

Figure 3.8 shows the region given by condition (3.4.17) in the case of o = -1.
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PRroOOF. Using the sequence of totally complex fields K, satisfying (3.4.16), and fixing an

arbitrary € > 0, we notice that there are infinitely many K, such that

r - ) —5)"2 1,
< (s) e C(1 - o) e (Dyy +e) e (270 (3.4.18)

Here we have used Lemma 3.3.1 together with the fact that the fields K, are totally complex,

and all but finitely many must have root discriminant less than Dy, + . Now, by setting

fo(s) =7c(s)C(1 = o) (Das +2)7 77,

we can write (3.4.18) as

[Crep ()] < fe(s)5e.

When inequality (3.4.17) is true, we can also find an € > 0 such that it is still true with Dy,
replaced by Dy + . Therefore we have f.(s) < 1, and we find that for every B > 0 there is
a sufficiently large dg such that

|<K£(8)| < f(S)dKf < B for all dK/z > dB.

O

Remark 3.4.23. The proof of Proposition 3.4.22 shows that the function [K] — |(x(s)]
does not satisfy the Bogomolov property (in the sense of [47, Definition 2.8]) when condi-
tion (3.4.17) is true. The negation of the Bogomolov property implies the negation of the
Northcott property, as discussed in [47].

Since I'c(s) has poles on the negative integers, the ratio %1(;)5) vanishes on them and we

expect the condition of Proposition 3.4.22 to hold in small discs around them. We will use
similar ideas to those introduced in Section 3.4.2.
Consider s = o +iT = —n+re?? € C, where n € Z. is chosen so that r is minimal. That is to

say, we choose n so that —n is the closest integer to o, in other words, o € [—n - %, -n+ %]

Theorem 3.4.24. Let s = o+iT = —n+re? € C\Z.q be such that it verifies —n—

If

N |—

o< —-n+s5.

N =

1 L T o'r 2n+2
r < —sinh™ 5 2( ) ,
T e )

2

then the Northcott property does not hold at s for any B > 0.

126



PROOF. Starting from (3.4.6), applying (3.2.11) and (3.2.2), we obtain

() - ) Dh " =T - >|('Sm(“)’) ca-o(52)

Our goal is to guarantee the condition in Proposition 3.4.22. Thus we want,

o (=) (22

2T
T o'r 1-20
inh < . 3.4.19
— sinh(rr) r(1—a)2g(1-a)2(DM) (3.4.19)
Since —n - 3 < 0 < -n+ 3, we obtain the result by optimizing each term in (3.4.19) under
these restrlctlons. 0

These radii are rather small and decrease quickly. The first few values can be found in

the third column in Table A.1. More values are available in [22].

3.4.4. The case of 0y <o <0

We now turn our attention to the remaining area outside the critical strip, that is,
0o < 0 < 0. Remark that the restriction to ¢ < oy in the last sections originates from
requiring that I'(1 - o) be sufficiently large for condition (3.4.1) in Proposition 3.4.4 to be
satisfied when 7 is sufficiently large. As this is no longer the case we turn to other methods.

Direct calculation of condition (3.4.1) reveals that for fixed o < 0, we expect the Northcott
property to hold for s = o+ it with |7| > T, for certain T, depending on ¢. This is illustrated
in Figure 3.9. We can provide an effective result of this statement by slightly modifying the

proof of Lemma 3.4.8. Before doing this, we need the following auxiliary statements.

Lemma 3.4.25. Let s =0 +17 with o > 1. Then we have

T

IT(o +iT)? > |C(0) (3.4.20)

sinh(77) |

PROOF. By applying Euler’s infinite product (3.2.6), and by using that f(z) = £ s

Te+T
strictly increasing for x > 0, we have
T

(o +i7) 2_ © (k+o)” S < (k+1)2 i T

@ | B Uaapaling

k=1 k2

" |sin(miT)|  |sinh(x7) |’
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1.0 A

0.5 1

_1‘0 .

Fig. 3.9. Depiction of points satisfying condition (3.4.1) corresponding to the Northcott
property (in blue).

Lemma 3.4.26. Let s = o +i7 such that 0 < 0. Then we have
Ye(s)? > (2m)2 10 (1 - o) 37| (3.4.21)

yr(s)* > (2m)* T (1 - 0)?|7]

tanh (%)| . (3.4.22)

PRrROOF. Equation (3.4.21) follows immediately from equations (3.4.6), (3.2.9), and (3.4.20).
Equation (3.4.22) follows similarly from (3.4.8) and the duplication formula (3.2.4) since

(1)) )
sin(%s)|

sin 1
ot (1-0)| L2 s
|sm (7T7')|2

o1

Tr(8) =772

77 25T (1 - s)|

1

>177 227 (1 -0)| ————|7|2

tanh(ﬂ) :
2

=(2m)7 20 (1-0)|
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a2
Where we have used inequality (3.2.9) and the well-known duplication formula 2% =
‘tanh(%)‘. U

Combining the result above with inequality (3.4.1), we have the following result.

Theorem 3.4.27. Let s =0 + 11 with 0 <0 and

1 Dm 20-1 C(l _0_)2
tanh(% (D_m)%_l C(I—U)Q) ( o ) m.

| > (3.4.23)

2 I'(1-0)?

Then, the Northcott property holds at s for any B > 0.

PROOF. It suffices to check inequality (3.4.1), and therefore, by Lemma 3.4.26, it suffices to

check that . )
|7'|min{1, tanh(g—T) } > (12);:) lg(é:z; (3.4.24)
This follows from the fact that
SIS WS O
tanh(% (L) 7 1€((11:Z))2) 27 I'(1-0)2 \2rm I'(1-0)2

and therefore

tanh (%)‘ > tanh (g (12)—;:)20_1 %) :

Remark 3.4.28. We remark that the region given by inequality (3.4.23) is much smaller than

O

the region corresponding to the inequality (3.4.24), since the right hand side of inequality
(3.4.23) tends to a non-zero limit (namely, %) as 0 - —oo. This discrepancy is illustrated in
Figure (3.10).

Corollary 3.4.29. Let s = o +it with 0 < 0. There exists T, € R.q such that the Northcott
property holds at s for any B >0 as long as || > T,.

3.5. Inside the critical strip
3.5.1. The case of s=1

This case was established in [47] by using the asymptotics for the moment of the class
numbers hq /5, which are directly related to C& ( \/5)(1) by the class number formula.
Another strategy is to employ the following result of Chowla.
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0.5 1 0.5 1

-40 -35 -30 -25 -20 -15 -10 -05 —4‘0—3‘5—3’0—2‘5 =2y =l

—0.51 -0.5 1

-1.01 -1.0 1

1.5

=2.0 1 =2.0 1

Fig. 3.10. Depiction of conditions (3.4.23) and (3.4.24).

Theorem 3.5.1. [12, Theorem 2| For any x sufficiently large, there is a x < d < 2z such

that there is a real primitive character xq modulo d satisfying

¢(2)

L(1,xq) < (1 +0(1))m,

where v denotes the Euler—Mascheroni constant.
We then have the following result.

Theorem 3.5.2. s =1 does not satisfy the Northcott property for any B > 0.

PRrROOF. Recall that for a quadratic field K with corresponding quadratic character y we

have
Ge(1) = lim(s — 1)Ge(s) = lim(s - 1)¢() (1) = L(L).
Given B > 0, choose = such that

(1+0(1))—2)

evlog(logz) =

By choosing x progressively larger, we can construct an infinite sequence of fundamental
discriminants D, € Z.q such that

and this process can be applied to any B arbitrary. Therefore, the Northcott property is not

satisfied in this case.
O
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Remark 3.5.3. Indeed, the above argument shows that Chowla’s result (Theorem 3.5.1)
implies that the Bogomolov property ([47, Definition 2.8]) fails at s = 1. From there, we
deduce the failure of the Northcott property.

3.5.2. The case of 1/2<0< 1

Let x, = (5) denote the Legendre symbol modulo a prime p. We have the following result

of Lamzouri.

Theorem 3.5.4. [29, Theorem 1.8, partial statement| Assume the Generalized Riemann
Hypothesis. Let s = o +iT where 1/2 <o <1 and 7 € R. Then, there exits a constant x, € Ry

(where x, depends on o), such that for every x > x, there are > 73 primes p < x such that

(logz)'-*
log | L(s.xp)| < ~(8(s) + o(1) g oq s
where 2log2)7t
5o = BB
andf07"7'7é07 5( ) §
B(s) = (1-0)2+4r2

With this result we can prove the following.

Theorem 3.5.5. Assume the Generalized Riemann Hypothesis for the Dirichlet L-functions
associated to real quadratic fields Q(./p) where p runs over the positive rational primes. Let

s=o0+iT with 1/2 <o < 1, then s does not satisfy the Northcott property for any B > 0.

Proor. We first remark that the assumption of the Generalized Riemann Hypothesis allows
one to say that (g p) () = Q@(\/ﬁ)(s) for all the positive rational primes. Let B > 0 and s
fixed with 1/2 <o < 1. Choose z > z,, such that

|c<s>|exp(—<5<s> +0<1>)M) B

(log(log))”
Thus, there are > T2 primes p < x such that

[Caym ()] < B.

By choosing x progressively larger, we can construct an infinite sequence of primes pj
such that

ICacymm) (8)] < B,
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and this process can be applied to any B arbitrary. Therefore, the Northcott property is not
satisfied in this case. 0

Remark 3.5.6. We remark that due to the above argument, Theorem 3.5.5 shows that,
under the Generalized Riemann Hypothesis, the Bogomolov property fails for every s € C
such that 1/2 <o < 1.

We can also give an unconditional partial result. For this we need the following statement

of Sono.

Theorem 3.5.7. [55, Theorem 2.2, simplified version| Let oy, € C such that |Re(ay)| <
1/2. Let ® : Ry = R be a smooth function supported in [1/2,3] and, for sufficiently large
X >0, set

F(z) = @(%).

Let xsq = (Sfd), where d is square-free and odd (8d is a fundamental discriminant). Then,
for any e >0,

2F(1 - 6101 — dax
S L rorxs) L+ oaxs) F@) = %) Aoyl 1% 20 O 2
d\:\fd]:iree e1,e06{1} C( )

where F(w) = [, F(x)x*-'dz is the Mellin transform of F,

2
Agron= ¥ Mn(lﬂ,—l)—l’

(n,2)=1 n pln

and
1

O-algaz(n) = Z a1, 0"

ninz=n nl n2

We also have
0 E; = 1,

1 5i:_1~

57L:

Finally,
. (§)‘“F(%)'
CoA\n) T (M)

The statement of Theorem 3.5.7 is deduced from the recipe of Conrey, Farmer, Keating,
Rubinstein, and Snaith [13] and rigorously proven as an intermediate step in the estimate for
the second moment of quadratic Dirichlet L-functions at s = 1/2 with a square-root savings
in the error term. The original ideas for the proof are due to Young, who developed this

method to obtain similar results for the first and third moments in [60,61]. In its original
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statement, Theorem 3.5.7 has the condition that the a; be in the rectangle [Re(s)| < 7%,
|Im(s)| < X¢. However, as explained by Young in [60], this condition is imposed to claim
uniformity in terms of «. In our case, since the a; will be fixed, we do not need to impose
this condition, but we still need |Re(a;)| < 1/2 for all the terms A., 4, cpa, t0 converge.

We choose a concrete ®(x) in the next statement to make the result explicit.

Theorem 3.5.8. Let s € C such that 1/2 <o <1 be fized. Set

1 1
D) = exp<_<2x_1>(3_x>) 3<w<3, and I = /°° (y)dy.
0 otherwise, 0

Then s does not satisfy the Northcott property for values of (x for any

1

B> |§(s)|(exp(§)AS;’s %) (3.5.1)

[SIE

PROOF. Let a = s—1. Then 0 < Re(a) < 1/2, and we set a; = a3 = a in Theorem 3.5.7. We

have

Remark that the dominant term in the formula for the mixed moment given in Theorem
3.5.7 occurs with 9; = 0. This gives

21
e(a) €

2 fme|L( +a ng)‘ F(d) = Aaa3C(2)X+O<X1R +Xz+)

odd
Then we get
1 21 -Re(a s+e
dDZf:ree |L(%+a,x8d)‘2 exp( ) aa3<(2) O(X1 Re(a) 4 X5 )

Xeucsx

The number of d square-free, odd and such that X <d < 2X is ~ ﬁ (see [40, Ex. 3.2.1.6]).
Thus, given € > 0, we can guarantee that for X large enough there is a d such that
X<d< %X and for which

1

812
1L (% + 0, xea)| < (exp(z)Aa,ag) ve.

Taking e arbitrarily small we can construct an infinite sequence of d’s satisfying this property,

and leading to bounded |L( +« ng)‘ The conclusion follows by writing

G (5+0) =C(5+a) L(5+axsa)
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Remark 3.5.9. Notice that, for every rational prime p € Z.(, we have that

-1 -1 -1 -1
1 1 1 1 1
2 p§+o¢ p§+a p§+o¢ p§+a

=%(i 1 i 1 +i(—1)hi(—1)i2)

o p (34 g p (5@ T phi(Gre) i (3
1 Nt o0 ¢ (-1 ¢ a,a ¢
_(ZU,(p)+Z( )07(]))).

2\= po =1 p?

=1+

Thus, A,z can be expressed as

Aam =] (1 + (1 + 1)_1 i Ua,a(P%))

p#2 p/ = P

-1 -1 -1 -1
i 2 p2+a p2+a p2+a p2+a
-1
X (1 + 1) .
p

3.5.3. The case of Re(s) =1

In order to complete the analysis in this section, one should consider the general case

Re(s) = 1. This case was considered in [20, Section 5.5], where Theorem 5.17 shows in

particular that s with Re(s) = 1 does not satisfy the Northcott property for any B larger

than a certain constant. We expect a similar result to hold (at least conditional on the

Generalized Riemann Hypothesis) over number fields.
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Appendix A

The left side neighborhood of zero

In the Subsection 3.4.4, Theorem 3.4.27 provided an answer for the Northcott property for
the region oy := —1.5 < o <0 but failed to capture the true boundary of condition (3.4.1) in
Proposition 3.4.4. In particular, we expect that for some o € [0¢,0), the Northcott property
holds for all 7.

Using numerical methods, we can obtain substantially more precise results that are closer
to the boundary given by Proposition 3.4.4. Namely, we can describe a circle around s = -1
in the style of the circles described in Propositions 3.4.12 and 3.4.20, and we can better
describe the behavior for ¢ < 0 approaching the origin. Furthermore, we can also obtain
improvements for the circles in the first few cases of s = n with n a negative integer. The
results in this section are better than the ones given in Theorem 3.4.27 but require a large
number of steps, and ultimately rely on the help of a computer.

The strategy in this section is the following. We will numerically construct an approxi-
mation of a curve that is close to the boundary of the red region in Figure 3.9, such that we
will be able to guarantee that the Northcott property is true for s = o +i7 with |7| >¢ >0
such that o +it is on the curve. This curve approximation will be made of small horizontal
segments (see Figure A.4 for an example). In order to construct this approximation, we con-
sider an interval around n, and we perform a sufficiently fine division into smaller intervals
[a,5] where we can numerically control the behavior of the factors involved in inequality
(3.4.1) due to monotonicity. To achieve this goal, we will need some auxiliary results about
the growth of the factors involved in (3.4.1).

The first result will allow us to understand the growth of |T'(s)| as s moves in a horizontal

line, outside a circle of center %



Fig. A.1. Depiction of the boundary of condition (3.4.1) and the circle of center 0.5 and
radius 1.1 employed in Lemma A.0.1

Lemma A.0.1. Let s=c+iT € {2€Co:|2-0.5|>1.1}. We have

d
—IT(1-9)?<0.
ZIN(1-5)P <0

Remark A.0.2. The constant 1.1 has been numerically chosen by numerically adjusting a
circle centered at 0.5 so that it satisfies the following conditions.

e The circle encapsulates the region of C,o where -£[I'(1 - s)|> > 0.

e The boundary of the red region of Figure 3.9 entirely lies outside this circle (see

Figure A.1 for more detail).

PROOF. After replacing 1-s by s, the statement to be proven is equivalent to -£|['(o+i7)[? > 0
fors=o+iteC:={2€Cys1:|2-0.5>1.1}. We have
d

TL(S)T(s) = (¥(s) + (NN ()P,

where 1) denotes the digamma function (3.2.7). Therefore, the desired derivative is given by

%H“(U +i7)[? = 2Re(¢(0 +i7)) [T (0 +i7) [,
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Our goal is to show that Re(¢(o +i7)) is positive outside the circle C. We consider the
series (3.2.8) and truncate it to the first four terms:

_ k(o -1)+(0-1)>+72 4 k(o—-1)+ (0 -1)2+72
Re(?ﬁ(s))——ﬂwg1 (G 2—7+kz=:1 oo+

(A.0.1)

where we have chosen to keep four terms because numerical estimates suggest this level of
truncation yields the needed precision.

Next, since we want to prove that the right-hand side of (A.0.1) is positive outside
the circle C, we consider polar coordinates centered at 0.5. After the change of variables
s =0.5+re”, we now have

4 4r? + 4(k - 1)rcos(x) — 2k + 1
) s . .
= Akr? + 4(2k2 - k)rcos(x) + 4k3 - 4k2 + k

(A.0.2)

The derivative with respect to r of each term is
4(4k(k—1)cos(z)+ (472 +1)cos(x) +4r(2k-1))
(4r2 + 4(2k — 1)rcos (z) + 4k2 — 4k + 1) '

We see that the term above is always positive for x € [-7/2,m/2]. Thus, if expression
(A.0.2) is positive on this half circle of fixed radius, the result will follow. To see this, we
compute the derivative of (A.0.2) with respect to x and remark that it can be expressed as
sin(x)R(cos(x)), where R(t) is a rational function with positive coefficients, and therefore
R(cos(x)) >0 for z € [-7/2,7/2]. From this we can deduce that for fixed r, equation (A.0.2)
reaches its minimum when z = 0. Now we evaluate at r = 1.1 and x = 0 to obtain

4 4(1.1)2 +4(k-1)(1.1) -2k + 1

- - 0.00133....
7+,;4k(1.1)2+4k3+4(2k2—k)(1.1)—4k2+/~c 000153

Thus, we conclude that Re(1(s)) > 0 outside C, and therefore the same is true for < [I'(s)[%.
U

The next result allows us to understand the growth of y¢(s) and vr(s) as s moves along a

vertical line.

Lemma A.0.3. Let 0 <1/2 be fized. Then

i'y<c($)4 >0 and i'yR(s)Q >0
dr dr
for T €[0,00).
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PROOF. Starting with the case of 7¢, it suffices to check the sign of the derivative. Thus,

we can ignore the positive constants and consider
d |I'(1-s)?
dr |T(s)]?

The above expression has the same sign as
(7= TT=)) M - (0T ) I - )P
=[D(1=5)P (=i (1 =) + (1= 8) ) [N(s)]2 = [D(s)? (%) = it (s) ) ID(1 = s)2
Ignoring positive terms once again, we are left to consider
(miv(1-s) +iv(1=5)) - ((s) - i0(s))
which is the same as
Im((s) + (1~ 5)).

Now, using (3.2.8), we reduce the problem to

[e.e] o0

T T
- >0.
Z(k+0—1)2+72 Z(k—0)2+72_

k=1 k=1
We can show this by ignoring the sums and comparing the terms for each k. In doing so, we
find

T T
> h <1/2 and 72> 0.
(k:+0—1)2+7'2_(k—0)2+7'2wena_ [2and 7>

The case of yg can be proven similarly. 0

Corollary A.0.4. Suppose that for fized t >0 and all o € [«,3] we have

Fm(O' +Zt) Dé;a S 1
((1-0)
Then, this inequality is also true for T >t.
PRrROOF. The statement follows directly from Lemma A.0.3. 0

We are now ready to show the following key result.

Proposition A.0.5. Let s=o0+i7 € {z € Co:|2—0.5| > 1.1}. Furthermore, let T be fized

and o € [a,0] €R and n € Z.y. The following statements are true:
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(1) Suppose [a,B] € [n,n+ 3], then for all o € [a,5]

LA =Bl ras i) > 1 2E6)_prees

A i

¢(L-0)"
(2) Suppose [a,B] < [n - 3.,n], then
2P - BT 1
%(l;:) |F(§(fﬂ) W isin(r(g+ir))f > 1 <= C(Vf( ()T)D S1 (A03)

(3) Suppose [a,f] € [2n,2n + 1], then

V2 (Do )\ P ID(L-B—in)|| . (7, . (s) 1o

ﬁ(%) Ti-h) 51n(§(a+w)) >1=— - U)D > 1.
(4) Suppose [a,f] € [2n - 1,2n], then

V2 (D) 015 72(5) 3o

ﬁ(Q?T) -5 ( (54—27')) >1 = - U)D > 1.

PROOF. The proof follows by studying the growth of the terms in condition (3.4.1).
The functions under consideration are (up to a positive constant) the following.
(1) The expression

(Dm)%ff ID(1 -0 —ir)|
27 ((1-0)
is monotonously decreasing as a function of o when s e {zeC,:|z2—-0.5|> 1.1} by

Lemma A.0.1.

(2) The function |[sin(ro)| is increasing in [n,n + 3] and decreasing in [n - ,n]

for n € Z. For fixed 7 this function has the same increasing/decreasing inter-

vals as |sin(m(o +47))[2. This follows from the fact that |sin(w(c+ir))|2 =

\/sin(mo)? +sinh(77)* and sinh(77)” is constant when 7 is fixed.
(3) Similarly,
for n € Z.

sin(Z(o +i7))| is increasing in [2n,2n + 1] and decreasing in [2n — 1,2n]

We get the result by combining the above facts together and by taking the minimum of
each component in the interval [a,3]. d

An application of Proposition A.0.5

We can construct an effective approximation of the boundary of condition (3.4.1) by

considering a very thin subdivision of the interval of interest and by applying Proposition
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A.0.5 in each sub-interval. To illustrate this, Figures A.4 and A.5 have been constructed by
subdividing the intervals [-1.2, - 0.8] and [-0.8, — 0.5] respectively.

To obtain these results, we first subdivide the interval [-1.5,-0.1] into segments of length
d =0.0025. For each said segment [«, v + §], we then find 7, such that Proposition A.0.5 is
satisfied. Since Lemma A.0.3 implies that Proposition A.0.5 is also satisfied for |7| > ||, we
seek to find the smallest 7, possible. In the case of the sub-interval [-1.5,-0.68], the region
where 7, > 0 is close to a circle, and therefore we approximate its boundary by above with
a circle. We showcase these results in the following remark.
Remark A.0.6. Let s =0 +i7 with 0 € [-1.5,01], where oy ~» —0.68 satisfies

(2e)5 7 [D-a)[*
¢((L-o1) | I'(o1) '
(In other words, &ﬁ(_?l)) D%n_gl =1.) We define
0 for o e [-1.5,-1-p(-1))
R(o) =1\/p(-1)2 = (0 +1)* foroe[-1-p(-1),-1+p(-1)]
0 for o€ (-1 + p(-1),01]

where p(-1) ~ 9.5 x 1072. Then, as long as |7| > R(co) the Northcott property holds at s for
any B > 0.

We stop at o » —0.68 because for o > o7 we will again need that |7,| > 0 for Proposition
A.0.5 to be satisfied. Figure A.5 illustrates this phenomenon. The value of o; marks the
beginning of the red region on the right of Figure 3.9. The complete list of 7, used for
the interval [-1.5,01] is available here [22]. Notice that in this list, the closest point to
s = 0.5 is at a distance of 1.1227 > 1.1, in particular, this justifies our use of Proposition
A.0.5. Figure A.2 illustrates a comparison between Theorem 3.4.27, Remark A.0.6, and the
numerical graph found with Proposition A.0.5 and more clearly depicted in Figure A.4.

For the interval [oy, — 0.1], the boundary of the Northcott region is more difficult to
describe. The following remark aims at approximating the boundary described by bounding
the segments by above with continuous functions. A comparison among Theorem 3.4.27,

Remark A.0.7, and the numerical results found with Proposition A.0.5 is made in Figure
A.3.
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’ Center ‘ Num. radius (Appendix A) | Northcott radius (Section 3.4)

Non-Northcott radius ‘

-1 9.260260274 818 x 102 - 3.415443142941 x 106 ‘
-3 4.474651 495645 x 1076 5.742 868294 706 x 107° 9.877567910286 x 1012 ‘

-4 1.135531168473 x 104 4.516050376 141 x 10~*

3.572719521466 x 1071° |

1.190 762805871 x 1079

| |

-2 2.105502084026 x 102 | 6.388919396319x 1072 | 1.330026824001 x 10~® |
| |
| |

-5 6.138 786399296 x 1011 | \

8.022539291403 x 10-1* |

Table A.1. In the first column, we showcase the radii of the Northcott region obtained
using the methods of this section. This means that the points outside of these circles satisfy
the Northcott property. The second column is similarly constructed using the methods given
by Propositions 3.4.12, 3.4.18 and 3.4.20 to calculate the radii. Finally, the third column
shows the radii of the non-Northcott circles, also computed from the results in Section 3.4.
In this case, the area inside these circles is proven to be non-Northcott.

Remark A.0.7. Let s =0 + 47 with o € [o7, - 0.1]. We define

Vo-o01+0.1 for o € (o1, -0.65]
0.82(2=)*" U7 for 5 (<0.65, - 0.1].

I'(1-0)2

R(o) =

Then, as long as |[7| > R(o) the Northcott property holds at s for any B > 0.
The formula for R(c) was constructed ad hoc from a modification of the formula in
Theorem 3.4.27 aimed at approximating the numerical graph from Figure A.5 (from above)

combined with a simpler formula for values closer to .

We have chosen to stop at —0.1 for the sake of clarity, as 7, = oo as & - 0. This method
could have been used for any interval [-1.5,6] where € > 0.
Remark A.0.8. Although the areas around the integers that do not satisfy the condition
of Proposition 3.4.4 are not circles, they are approximate circles well enough suggesting that
one should fit them in circles centered at the integers. Table A.1 compares this numerical
method based on Proposition A.0.5 with the previous results based on Propositions 3.4.12,
3.4.18, and 3.4.20. We have used better precision than in Remarks A.0.6 and A.0.7, leading
to more precision in the radii.

The source code for these calculations is available here [22]. The computations were
performed with the aid of Sage [58].
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- 0.6
- 0.5
5—0.4
F0.3
F 0.2

5—0.1
- . r . - 0.0

-1.5 -1.4 -1.3 -1.2 -1.1 -1.0 -0.9 -0.8 -0.7

Fig. A.2. Comparison between Theorem 3.4.27 (purple), Remark A.0.6 (green) and the
piece-wise curve found with the methods of this section (blue).
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—_—

T

-1.4 -1.2 -1.0 -0.8

Fig. A.3. Comparison between Theorem 3.4.27 (purple), Remark A.0.7 (green) and the
piece-wise curve found with the methods of this section (blue).
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_—___—_ 0.06
__'_ _'__ 0.05
_'-_ 0.04
0.03
_- ' 0.02
] 0.01
-  0.00

-1.20 -1.15 -1.10 -1.05 -1.00 -0.95 -0.90 -0.85 -0.80
Fig. A.4. Computer assisted boundary for the interval [-1.2, - 0.8]. Everything above the

blue line is Northcott.
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= :-0.5
= 0.4
B 0.3
- 0.2

- - 0.1

|||||||‘OO
—0.80 -0.75 -0.70 —0.65 —0.60 —0.55 —0.50

Fig. A.5. Computer assisted boundary for the interval [-0.8, - 0.5]. Everything above the
blue line is Northcott.
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Conclusion

Ce mémoire présentait deux articles traitant de la Propriété de Northcott de fonctions zéta.
Notre objectif principal était de déterminer pour quels points s du plan complexe uniquement
un nombre fini de fonctions appartenant a la famille des fonctions zéta de Dedekind ou des
fonctions zéta sur les corps de fonctions étaient bornés. Pour ce faire, nous avons utilisé une

grande variété de résultats sur les corps de fonctions et les corps de nombres.

La présence des zéros triviaux de la fonction zéta de Dedekind étant une cause principale
des différences entre les résultats du Chapitre 2 et 3, une étude plus approfondie sur les
facteurs I' nous fit remettre en question si les deux familles de fonctions zéta, c’est a dire
la fonction de zéta de Dedekind et la fonction zéta de la Définition 1.2.23, sont les bons
analogues sur les corps de nombres et les corps de fonctions. Cette différence nous poussa
a considérer d’autres définitions de fonctions zéta (introduites aux Sections 1.3.2 et 1.3.3)
avec comme but d’établir une comparaison fiable entre les deux familles. Il serait intéressant
d’étudier la question de la propriété de Northcott sur ces familles de fonctions zéta dans le
but de les comparer avec les résultats obtenus dans ce mémoire. Le fruit de ce projet nous
permettrait de vérifier si les différences entre la réponse a la propriété de Northcott sur les
corps de fonctions et celle sur les corps de nombres proviennent du fait qu’ils possedent des

différences intrinseques ou de la définition de leur fonction zéta.
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