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Résumé

Depuis maintenant quelques années, les statisticiens ont pu découvrir l'ex-
traordinaire potentiel des ondelettes dans le domaine de la statistique, plus par-
ticulièrement pour traiter des problèmes d'estimation de densité, de lissage et
de régression non paramétriques. Cependant, elles peuvent aussi fournir des ap-
proximations simples de densités tout comme le font les bases orthonormales
classiques (Hermite, Fourier, Laplace, etc.). Ce type d'approximation est très
utile en intégration numérique, et par le fait même, peut jouer un rôle important
en calcul bayésien.

Dans le cadre de cette thèse, nous étudions, dans un premier temps, comment
la base d'ondelettes de Haar peut être employée efficacement afin de construire
des approximations des moments a posteriori d'un paramètre de position, noté
0, et de la densité marginale des observations. Ces résultats sont obtenus dans le
contexte de l'estimation bayésienne de 9. Les techniques développées sont aussi
utilisées afin de traiter du problème bayésien empirique de l'estimation de la den-
site a priori de 6 lorsque celle-ci est non spécifiée. Les méthodologies résultantes
suggèrent toute une série de nouvelles applications des bases d'ondelettes à divers
problèmes bayésiens typiques.

Mots clés : paramètre de position, moments a posteriory calcul bayésien, den-
sites a priori non informatives, méthodes bayésiennes empiriques non paramétri-
ques, déconvolution.
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Abstract

A few years ago, statisticians have discovered the extraordinary potential of
wavelets as a tool for statistical inference, especially in the fields of density estima-
tion, nonparametric regression and smoothing. However, wavelets certainly offer
many other possibilities, among which is the construction of simple approxima-
tions to known densities, just as the more classical orthonormal bases of functions
(Hermite, Fourier, Laplace, etc.) do. This kind of approximation can be used to
perform numerical integration and therefore, Bayesian calculation.

The main goal of this thesis is to study how the Haar basis of wavelets can
be used efficiently to construct approximations to the posterior moments of a
location parameter, denoted 9, and to the marginal density of the observations.
The results are obtained using the Bayesian paradigm. The proposed technique is
also used to get a solution to the empirical Bayes problem of nonparametrically
estimating the prior of 0 when it is unspecified. The resulting methodologies
suggest a wide range of new interesting applications of wavelet bases to typical
Bayesian problems.

Kew words : location parameter, posterior moments, Bayesian calculation, non-
informative priors, nonparametric empirical Bayes methods, deconvolution.
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Introduction

Depuis déjà quelques années, les ondelettes ont pris une place de choix parmi
les différents outils utilisés par les statisticiens. Bien qu'au départ elles n'apparais-
salent que dans des travaux portant sur le lissage, la régression et l'estimation de
densité non paramétriques, les ondelettes sont maintenant employées à plusieurs
autres fins (une brève revue de travaux de statistique utilisant les ondelettes est
présentée à la section 1.6). Le but premier de cette thèse est d'explorer une autre
avenue où les ondelettes peuvent prendre un rôle intéressant. En effet, le calcul
bayésien est un domaine où les ondelettes n'ont pas encore fait leur marque, mais
où elles offrent certainement plusieurs possibilités.

Dans le but d'illustrer certaines de ces possibilités, nous nous concentrons sur
les modèles bayésiens où la vraisemblance appartient à une famille de paramètres
de position et d'échelle quelconque. A la base, notre projet consiste à établir une
méthode d'approximation numérique des moments a posteriori du paramètre de
position, noté 0. Cette approximation numérique est obtenue à l'aide de la base
de Haar, qui est une base d'ondelettes due à Alfred Haar (1910), mais seulement
reconnue comme telle depuis les travaux de Daubechies (1988), Mallat (1989a)
et Meyer (1990). De là, nous portons notre attention plus particulièrement sur
1'approximation de la densité marginale des observations et, en considérant la
fonction de perte quadratique, de l'estimateur de Bayes de 6 et de la perte espérée
a posteriori de l'estimateur bayésien.

L'étude des estimateurs bayésiens de paramètres de position obtenus à partir
de la fonction de perte quadratique a déjà été faite pour plusieurs modèles particu-
liers. Nous pensons ici entre autres aux célèbres travaux de Stein (1981), ainsi qu'à
ceux de Spiegelhalter (1985), Fan et Berger (1990) et Angers (1996a,1996b,1997).
Ces travaux ont été généralisés aux familles exponentielles par Robert (2001,sec-
tion 4.2). De plus, Angers et Berger (1991) et Angers (1992) se sont aussi attaqué
à ce problème, mais dans le cas de modèles hiérarchiques. Tous ces travaux per-
mettent d'obtenir, dans divers contextes, les formes explicites de l'estimateur de
Bayes d'un paramètre de position ainsi que d'autres quantités d'intérêt souvent
reliées aux moments a posteriori de ce paramètre de position.

L)
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Il y a par ailleurs plusieurs autres contextes où les moinents a posteriori
d'un paramètre de position ne peuvent être obtenus de façon explicite. C'est
habituellement le cas, entre autres, lorsque les densités du modèle bayésien ne
sont pas conjuguées, ou lorsque la densité a priori du paramètre de position
est modélisée de façon hiérarchique. Dans de telles conditions, il est nécessaire
d'approximer les moments a posteriori et les quantités d'intérêt qui en dépendent
à l'aide d'une méthode de calcul bayésien, comme par exemple :

- l'approximation gaussienne de Naylor et Smith (1982),
- les simulations de Monte-Carlo avec fonction d'importance,
- l'approximation laplacienne de Tierney et Kadane (1986),
- l'échantillonneur de Gibbs (voir Gelfand et Smith, 1990),
- les simulations de Monte-Carlo avec chaînes de Markov,

- 1'approximation à l'aide de l'algorithme de transformation de Fourier rapide
de Leblanc et Angers (1995).

Tanner (1993) présente en détail les diverses méthodes de simulations de IVIonte-
Carlo, dont le populaire algorithme de Metropolis-Hastings.

Comnie nous l'avons mentionné précédemment, nous proposons plutôt d'em-
ployer la théorie des ondelettes pour obtenir une forme d'approximation inté-
ressante des moments a posteriori. Ainsi, lorsque les densités impliquées dans
le modèle bayésien satisfont certaines conditions de régularité, les moments a
posteriori pourront être approximés lorsqu'ils ne possèdent pas de forme expli-
cite, ou de forme implicite aisément calculable. La technique d'approximation est
développée dans le cadre du problème de l'estimation bayésienne du paramètre de
position. Elle peut cependant être employée à d'autres fins. Nous illustrons l'une
de ces nombreuses possibilités en rappliquant à un problème bayésien empirique
d'estimation de la densité a priori.

Pour résumer le tout, nous commencerons, au chapitre l, par présenter au lec-
teur une introduction détaillée aux bases d'ondelettes. Pour ce faire, nous emprun-
ferons l'approche due à Mallat (1989a) et Meyer (1990) et basée sur le concept
d'analyse multirésolution. Nous présenterons les ondelettes de Haar ainsi que la
famille d'ondelettes possiblement la plus populaire, celle due à Daubechies (1988)
et qui est vue par certains comme une généralisation de la base de Haar. Nous
nous intéresserons spécialement au développement en série d'une fonction de den-
site à l'aide des bases d'ondelettes et discuterons de l'emploi de telles séries en
estimation non paramétrique. Nous terminerons cette introduction par un survol
de différents travaux du domaine de la statistique et utilisant les bases d'onde-
lettes.
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Au chapitre 2, nous indiquerons comment utiliser les ondelettes de Haar, dans
le contexte d'un modèle bayésien simple composé d'une seule observation X, afin
d'approximer la densité marginale de cette observation, l'estimateur bayésien du
paramètre de position 9, ainsi que la perte espérée a posteriori de cet estimateur.
La qualité des approximations obtenues sera illustrée à l'aide de deux exemples
où nous étudierons en détail le comportement des approximations utilisées. Le
deuxième exemple mettra également en valeur l'utilité de la technique lorsqu'il
n'existe pas d'expression explicite pour les diverses quantités d'intérêt.

Puis, au chapitre 3, nous verrons comment généraliser les résultats vus au
chapitre 2 au cas d'un modèle bayésien à plusieurs observations Xi, Xy, ... , Xp.
Pour cela, nous discuterons brièvement de l'existence et du rôle éventuel d'une
statistique exhaustive pour 6 dans la construction des approximations. Ensuite,
et principalement, nous nous intéresserons au cas des modèles bayésiens pour
lesquels il est impossible d'identifier une statistique exhaustive pour le paramètre
de position Q. De nouvelles approximations de l'estimateur bayésien de 0 ainsi
que la perte espérée a posteriori de cet estimateur seront obtenues. De plus, nous
nous intéresserons au cas des densités a priori impropres et, en particulier, au cas
de la loi a priori uniforme sur R.

Enfin, le chapitre 4 présente l'une des nombreuses possibilités d'application de
la technique d'approximation développée au chapitre 2. Le problème que nous y
examinerons est celui de l'estimation de la densité a priori du paramètre de posi-
tion ^, lorsqu'elle est non spécifiée. En efïet, nous indiquerons comment construire,
à partir de l'approximation de la densité marginale d'une observation X présentée
au chapitre 2, une estimation non paramétrique de la densité a priori de 9. Di-
verses caractéristiques théoriques de l'estimateur de la densité a priori ainsi ob-
tenu seront étudiées : l'absence de biais au niveau asymptotique, la convergence
en moyenne quadratique, etc. Finalement, la procédure d'estimation résultante
sera illustrée à. l'aide d'un exemple simulé.

û



0

Chapitre l

Les ondelettes

0

Nous nous intéressons ici particulièrement aux paramètres de position et notre
but est double. D'abord, développer une technique de calcul bayésien pour l'esti-
mation d'un paramètre de position, puis proposer une méthode d'estimation de
la densité a priori d'un paramètre de position. Dans les deux cas, nous proposons
de faire le travail à l'aide des bases d'ondelettes.

Les bases d'ondelett.es sont devenues, depuis quelques années, bien à la mode
pour la simple raison qu'elles sont en quelque sorte une version améliorée des bases
orthogonales classiques (Fourier, L'Hermite, Legendre, etc.). En effet, quoique ha-
bituellement plus difficile d'application que les bases classiques (puisqu'elles de-
mandent une analyse plus aprofondie des problèmes ainsi que du calcul intensif),
les bases d'ondelettes possèdent certaines propriétés fort intéressantes qu'elles ne
partagent pas avec celles-ci.

Par exemple, les bases d'ondelettes peuvent être construites de façon à obte-
nir différents niveaux de régularité (continuité, dérivabilité), alors que les bases
classiques ne sont généralement pas si flexibles. Egalement, il est possible de cons-
truire des bases d'ondelettes dont tous les éléments ont un support compact. Ce
n'est pas le cas pour plusieurs bases classiques qui sont composées de fonctions
définies sur R.

Finalement, les bases d'ondelettes permettent de saisir le comportement local
(et global, bien sûr) des fonctions. Un mode très prononcé, difficilement identi-
fiable en travaillant à l'aide des bases classiques, devient souvent évident lorsque
le problème est étudié avec les ondelettes. Les travaux de régression et d'esti-
mation de densité (dans un contexte non paramétrique) de David Donoho et de
ses collaborateurs l'ont clairement démontré (voir section 1.6). En fait, l'impact
de ces travaux a été tel que la réputation des ondelettes n'est plus à faire parmi
les statisticiens. Plusieurs ont même adopté les ondelettes comme outil principal
en estimation non paramétrique. Nous discutons brièvement de quelques-uns des
travaux conférant ce rôle aux ondelettes à la section 1.6.
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Auparavant, nous présentons au lecteur une introduction aux ondelettes, lui
permettant ainsi de se familiariser avec cet outil qui gagne sans cesse en popu-
larité. En cas de besoin, le lecteur peut consulter Meyer (1990, 1992), Daube-
chies (1992), Chui (1992), Mallat (1998) et Walnut (2002), qui sont des ouvrages
beaucoup plus complets sur la théorie des ondelettes. Le lecteur intéressé plus par-
ticulièrement à un historique de la création des bases d'ondelettes peut consulter
Daubechies (1988). Finalement, pour une introduction aux ondelettes centrée sur
leur application en statistique, le lecteur peut consulter Ogden (1997), Hardie et
al. (1998) et Vidakovic (1999).

J

1.1. L'analyse multirésolution

Depuis leur création, les ondelettes ont été l'objet de plusieurs travaux. Plu-
sieurs auteurs se sont intéressés spécialement à la façon de construire une base
d'ondelettes. Nous adoptons l'approche due à Mallat (1989a) et Meyer (1990),
soit l'utilisation du concept d1 analyse multirésolution, autour duquel une base
d'ondelettes peut être construite. (Le lecteur peut aussi consulter les ouvrages
cités précédemment.)

Definition 1.1. Une analyse multirésolution de £Z(R) est une suite {V,'}jez de
sous-espaces fermés de CZ(~R') telle que

(î) y, e y,+i v^ e z,
(n) [j^^Vj est dense dans ^C (K),
(^) n^vj=w'
(w) f{x) e Y, <^ /(2^) e y,+i v^' e z,
(v) f{x) e Y, ==^ f{x - 2-^) e Y, Vj, fc e z,
(n) 3h e Vo ^e^e cue {A.(2;—Â;)}feçz esA une &ase orthonormée de VQ, c'est-à-dire

VQ peut s'écrire comme

Vo= /e£2(R) l f{x)=^Ckh{x-k),^cl<+^\
/sez Aez

Notons immédiatement que le "0" de la propriété {iii) correspond à la fonc-
tion identiquement nulle. Notons aussi que la propriété (w) est présentée à la
manière de Mallat (1989a). Une forme équivalente de cette propriété est donnée
par

f{x) € Va ^=^ f^x) e y, Vj e Z.

l
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Ce dernier résultat sera employé plus tard, à la section 1.3, pour plus de simplicité.

Maintenant, la notion d'analyse multirésolution nous amène à définir une
fonction bien particulière: la, fonction d'échelle (ou "scaling function"). En effet,
la fonction d'échelle aura ici un rôle central puisque c'est autour d'elle que pourra
être construite une analyse multirésolution.

Definition 1.2. Une fonction (j) 6 £2(]R) est appelée fonction d'échelle si

(î) les sous-espaces Vj de £2(R) définis par

y, = <;/ £ r2(R) f{x} =^c]k4>jk{x) [> ,
fcez

où

^k{x}=:2jlî^3x-k~) V^Â;eZ,

forment une analyse multirésolution de £ZÇR);
(n) la suite {(p{x—k)}kçz = {4>ok}kçz, forme une base orthonormée de VQ, c'est-

à-dire (f) satisfait la propriété (vz) de la définition 1.1.

On dit alors que {Vj}jçz est l'analyse multirésolution engendrée par <p.

Examinons rapidement les implications de la définition 1.2. D'abord, remar-
quons que la propriété (t?) affirme que tous les translatés de (f) forment une base
orthonormée de VQ. Ceci nous permet de déduire, pour j ^ 0 fixé, l'orthonormalité
des suites {<pjk}kçz engendrant les sous-espaces Vj. En effet, posons d'abord

Oki. = l si k = l,

0 sinon,

(c'est-à-dire oki correspond au delta de Kronecker), alors

<4>ok,^oi> == / cf)ok(.x)àoi{x) dx
'K

(f){x - k)(f)(x - l)dx == Ski,
'R
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et, pour j 6 Z,

<(j)jk,(f)ji> = l (l)jk(x)4>ji{x) dx
IR

= 2j f (f)(2jx - k)(f)(2jx - l) dx
JR

<f)(x — k}(f){x — F) dx
IK

=< (/)Qk,<f>Ol >= Ski, (1.1)
et la suite {<pjk}kGZ est bien orthonormée. Nous pouvons, par le fait même,
conclure que {(/)jk}kçz forme une base de Vj.

Remarquons également qu'une fonction d'échelle permet de construire une
decomposition orthogonale de £2(R). En effet, notons Wj le complément ortho-
gonal de Vj dans l^+i. Nous avons alors, pour j 6 Z,

v, @ TV, = y,+i.
Ainsi, nous pouvons écrire Vj comme la somme directe de sous-espaces orthogo-
naux entre eux, soit

V, = V,_, @ lV,-i
= (V,-2 @ ^,-2) ® ^-1

=...=©^, (1.2)
i<3

puisque la propriété (îu) des analyses multirésolutions (voir définition 1.1) amène

ny.= {°}•
j'ez

De là, et par la propriété (u) des analyses multirésolutions, une première décom-
position orthogonale de £2(R) est donnée par

^w=u^-=©^-

Notons que l'équation (1.2) permet aussi d'écrire, pour j € Z,

r2(R)=y,@ç3^,

(1.3)

(1.4)
i^j

J
et qu'encore une fois, la décomposition de C (R) est orthogonale, Vj étant ortho-
gORalàWi (yi>j).
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Maintenant, Mallat (1989a) montre, à l'aide d'arguments de la théorie des
groupes, que WQ, le complément orthogonal de VQ dans Vi, possède une base
similaire à celle de VQ. En effet, Mallat déniontre qu'il existe une fonction ^ e Wo
telle que {^(x - k')}kçz forme une base orthonormale de WQ. Ainsi, en posant

il}jk{x} = V^{23x - k) \/j, A € Z,

il est possible d'exprimer Wj, le complément orthogonal de Vj dans Vj+i, comme

Wj ={f e£2(R) fW =^d3k^]k{x~)
fcçZ

De plus, la suite {^jk}kez forme une base orthonormale de Wj. En effet, comme
dans le cas de {(f)jk}ke^, l'orthonormalité de la suite {^jk}k^ peut être obtenue
facilement à partir de la base de WQ. D'abord, nous savons que

< ^Qk, ^01 >= l ^{X - k)tp(x -l)dx= Ski,
'R

la suite {^ofc}/;ez formant une base orthonormée de WQ. Ainsi, comme précé-
demment, pour j € Z,

< ^jk^jl > =V l Tp{23X - k)îp(23x - l) dx
IR

i{}{x — k}tj}{x — l) dx
'R

=< i^ok^oi >= Ski, (1.5)

et la suite {tpjk}kçz est bien orthonormée (et forme donc une base de Wj).

Finalement, en combinant la décomposition orthogonale de ^2(R) donnée par
l'équation (1.3) au fait que, pour j e Z, {^fc}feez est une base orthonormée de
Wj, nous obtenons que la suite {'ipjk}j,k^ forme une base orthonormée de C2(R).
Nous pouvons donc écrire toute fonction / e £2{R} comme

f{x}=^^d3k^jk{x},
j'ez kçl

l'égalité précédente étant vérifiée au sens de C {R), c'est-à-dire signifiant que

/-EE^*(')
j'ez fcez

=0.

2
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Remarquons que les coefficients d,/c respectent ici

0

E E 4= i< -00)

j'çz fcez

ce dernier résultat provenant de l'égalité de Parseval (voir Rudin, 1987, sec-
tions4.lS à 4.18).

Ainsi, il est possible d'obtenir, à partir de toute fonction d'échelle (f), une
nouvelle fonction '0 telle que la suite {î^jk}j,ke'z forme une base orthonormée de
/^2(R). Notons que ce sont les fonctions i^jh qui forment les ondelettes. Elles sont
ainsi nommées depuis les travaux de Grossman et Morlet (1984). Il est important
de remarquer que toutes les ondelettes sont issues de la même fonction, soit '0.
Dans le but de mettre de l'emphase sur ce phénomène de filiation, Meyer (1990) a
désigné '0 comme la mère des ondelettes. Dans la même veine, il a aussi proclamé
(f), la fonction d'échelle, comme le père des ondelettes. Ce dernier lien de filiation,
quoique a priori moins apparent que le lien unissant les ondelettes à leur mère,
deviendra évident à la section suivante.

Notons qu'une autre base orthonormée de ^2(R) peut être obtenue à l'aide des
ondelettes. L'équation (1.4) permet d'exprimer toute fonction de £2(R) comme

f{x}=^ cjk(f)jk{x) + ^ ^ djk^jk{x),
feez j>j Aez

quelque soit JG Z, et où les coefficients cjk et d^k respectent

E^+EE^= <+TO-
fcez j>j fcez

En efïet, ceci est possible puisque {(f>jk}kç'z. est une base orthonormée de Vj,
que {tpjk}kçz est une base orthonormée de Wj (pour j e Z), et que finalement,
Vj est orthogonal à Wj^ pour tout j > J. Ainsi, quelque soit J ç Z, la suite
{<pjk,'4!jk}j>J,kçz forme aussi une base orthonormée de jC2(K).

Grâce aux ondelettes, nous avons maintenant accès à deux types de bases
orthonormales de £2 (IR) : le premier composé uniquement d'ondelettes et le second
composé d'ondelettes, mais faisant aussi appel à la fonction d'échelle. Ce résultat
est fort intéressant, quoique pour le moment, limité. En effet, une ombre demeure
au tableau : deux questions importantes restent sans réponse.

D'abord, comment construire ^? Si l'analyse multirésolution est construite
autour de 4>, il faut tout de même pouvoir obtenir ip. N'oublions pas que la mère
des ondelettes joue un rôle central, puisque ce sont les dilatés et translatés de ?/»
qui forment une base orthonormée de C (R).
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Ensuite, comment trouver une fonction d'échelle? Une preuve de l'existence de
telles fonctions ne suffit pas. Il faut pouvoir exhiber une (ou plusieurs) fonction(s)
d'échelle pour traiter des problèmes concrets.

Nous répondrons successivement à ces deux questions aux sections suivantes.
Plus particulièrement, nous examinerons, à la section 1.2, les liens à faire entre
le père et la mère des ondelettes, et aux sections 1.3 et 1.4, nous discuterons de
quelques fonctions d'échelle importantes.

1.2. L'équation de dilatation

Le problème qui nous intéresse ici est celui de trouver une façon, à partir d'une
fonction d'échelle donnée, de construire ip, la mère des ondelettes correspondante.
Pour cela, remarquons que si {Vj-}j'çz est une analyse multirésolution engendrée
par ci», une fonction d'échelle donnée, alors

^eVocYi,
et (f) peut être développée en série à partir de la base de Vi, soit {<j)\k}k^z- Ainsi,
il existe une suite {Afc}fcçz de coefficients telle que

(p{x) = ^Ak(f)ik(x),
fcez

et

^ Ai <+oo.
fcçZ

Plus directement, comme

^(î-) = 2^(2^ - fc) VJ,Â;€Z,
il existe une suite de carré sommable {ak}kçz telle que

^)(x) =^ak<f)(2x- k), (1.6)
Aez

où ai, = V/2Afc, et il devient alors clair que l'expression obtenue est construite
à partir de dilatés de çi>. C'est pour cette raison que cette dernière équation est
appelée équation de dilatation. Nous le verrons plus loin, cette équation joue un
rôle capital dans la construction de ip, la mère des ondelettes.

Maintenant, la réflexion menant à l'équation de dilatation, donnée par l'équa-
tion (1.6), peut également être faite dans la cas de if;. Effectivement, comme

^ e Wo e Vi,
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nous pouvons aussi développer î^ en série à l'aide de la base de Vi. Il existe donc
une suite de coefficients {bk}kçz de carré sommable telle que

^x)=^b^Ç2x-k). (1.7)
A€Z

Notons la grande similitude entre l'équation de dilatation et l'équation précédente.

Les coefficients âk et bk des équations (1.6) et (1.7) sont appelés des filtres,
terminologie empruntée à la théorie de l'analyse des signaux. Ces filtres per-
mettent d'obtenir il) à partir de à. En effet, si (p est connue (les filtres a/e le sont
alors aussi), il suifit de choisir les filtres bk de façon à ce que ip ait les propriétés
souhaitées.

En fait, la structure même de l'analyse multirésolution, présentée à la sec-
tion précédente, nous permet de fixer les valeurs des j&ltres bk. Pour cela, il faut
simplement se rappeler que, pour j 6 Z,

Vj ± Wj.

Ainsi, nous devons avoir, pour j e Z,

<^k^ji>=o Vfe^ez. (1.8)

La proposition suivante permet d'étudier cette égalité.

Proposition 1.1. Si (f) e £2{R) est une fonction d'échelle et -^ est la mère des
ondelettes qui lui est associée, et si {a^kçï, et {bk}kçz sont leurs suites de filtres
respectives, alors pour j 6 Z,

< (^jk, ipjl > == ^ ^ 0-mbm+2(k-l) VA;, l ç Z.
m£Z

Démonstration. D'abord, nous savons que pour j E Z,

0
< (pjk, ^ji > = 2J / <l)(23x - k^ÇVx - ^) dx,

'R
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pour fc, ^ G Z. En employant les équations (1.6) et (1.7) ainsi que le théorème de
Fubini pour inverser sommes et intégrales, nous avons donc

< <^,,, ^, > = V l l ^ a^<^ (2(2^ -&) -m) | | ^^çi) (2(2^ -^) -n) ) ^
/R \^z / V^z

= 2J"^ ^" Ombr, f (j) {îj+lX - {2k + m)) (f) [23+lx - (21 + n)) dx
mez nez

l\^v
m£Z n£Z

0-mbn < CI>0'+l)(2/s+m); Çt)(j+l)(2(+n) > )

ce qui est équivalent, d'après l'équation (1.1), à

< (f^jk, ^jl> =^Y ^y , ambn^(2k^m)(2l+n)
meZnez

= 2 2^ am&î
m£Z

•m°m+2(k-I)î

pour j çZet k,l eZ. D

Notons qu'à travers cette thèse, sommes et intégrales seront inversées très
fréquemment. Nous ne spécifierons donc pas à chaque fois que l'inversion utilisée
est valide puisque les conditions d'application du théorème de Fubini sont toujours
satisfaites. Pour plus de détails, le lecteur peut consulter Rudin (1987, sections 8.8
et 8.9).

Maintenant, la proposition précédente et l'équation (1.8) suggèrent la solution
suivante au problème de la construction de i^. Il suffit de trouver une suite {&fc}feez
de filtres telle que

^ ^ ambm+2(k-l) =0 VA, / 6 Z,
mez

ou, plus simplement,

^a^bm^h=0 VA; G Z, (1.9)
mçZ

et d'utiliser l'équation (1.7) pour obtenir l'expression de ip qui lui est associée.
La mère des ondelettes est ainsi construite à partir des filtres de la fonction
d'échelle, et ce, de façon à respecter les contraintes d'orthogonalité imposées par
l'analyse multirésolution. Clairement, le choix de la suite {bk}ke^ n'est pas unique.
Il est donc possible de construire, à partir d'une seule fonction d'échelle, plusieurs



0

13

fonctions différentes pouvant agir comme mère des ondelettes, l'équation (1.9)
permettant de les caractériser toutes.

Par ailleurs, il est intéressant de remarquer qu'en posant

bk = (-l)ka^k Vfc e Z, (1.10)
l'équation (1.9) est satisfaite, et ce quelque soit la suite {ak}kçz,- En effet, nous
obtenons alors

^a^bm+2k = ^(-l)m+Ma^ai-^-2fc
m£Z meZ

= ^(-l)ma^ai_^_2fc
mez

=0 VA; e z,

sans égard à la suite {ak}k^z, chaque terme de la forme OiOj étant présent exac-
tement deux fois dans la somme, mais avec des signes opposés! De là, la proposi-
tion 1.1 permet de conclure que l'équation (1.8) est bien respectée pour ce choix
particulier de la suite {bk}kç'z-

Ce dernier résultat suggère donc une solution générale à la construction de
•4j. Cette solution, qui s'avère fort simple, consiste à choisir les filtres bk selon
l'équation (1.10). L'expression générale de •!/;, obtenue à partir de l'équation (1.7),
devient alors

^{x)=^{-l)ka^<f>{2x-k). (1.11)
kçl

Cette expression est la réponse à la première des deux questions soulevées à la
section précédente. En effet, si nous disposons d'une fonction d'échelle <p, alors
l'équation (1.11) donne la forme de ^ suffisante pour qu'elle agisse comme mère
des ondelettes et, par le fait même, que {tF]k}j,h^ forme une base orthonormale
de/;2(

D

La deuxième question, quant à elle, reste toujours sans réponse. EfFective-
ment, nous sommes toujours confrontés à la difficulté d'identifier une (ou plu-
sieurs) fonction(s) d'échelle. Sans le passage par cette étape cruciale, la théorie
présentée jusqu'ici demeure inutile. Cependant, nous n'examinerons ce problème
qu'aux sections suivantes. Pour le moment, nous allons plutôt tourner notre at-
tention vers quelques propriétés des suites de filtres découlant des équations (1.6)
et (1.7).

D'abord, l'orthonormalité des translatés de (f) permet d'établir une première
égalité intéressante.
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Proposition 1.2. Si (f) ç. jC (R) est une fonction d'échelle et si {ak}kçi, est la
suite de filtres qui lui est associée, alors

\-^l

2Z-^
m£Z

O-mam.+ZÇk-l) == Ski VA;, Z ç Z. (1.12)

Démonstration. D'abord, d'après l'équation (1.1), pour j ç Z,

< <))jk, CJ>31 > = < 4'Ok, 00; > = Ski 1k, l £ Z.

Nous pouvons donc écrire, en employant l'équation (1.6),

Ski = l (f>{x - k~}(f){x - l) dx
'R

l ^ a^<f) (2(2; -fc) - m) | ( ^ an^ (2(a; -^) -n) j da;
'R \n^Z / \^Z

y^ y^ a^a^ / ^ (2a; - (2Â; + m)) ^(22; - (2/+ n)) dx
Z—/ ^—/
meZnez

ly"y"
2 ^^Z^

meZ raëZ

a'mO'n < 4>2(2k+m) ; <i)î{2l+n) > ;

et, toujours d'après l'équation (1.1),

l
8kl = Ty"y"

2 z^^
meZnçZ

CI'Tna'nS(-2k+m)(2t+n)

l
= ^ ^ ^ amam+2(fc-i))

mez

Dpour k,l e Z.

Il est intéressant de constater qu'aucune information supplémentaire ne peut
être tirée de l'orthonormalité des translatés de '0, la mère des ondelettes. En effet,
de l'équation (1.5), nous avons, pour j £ Z,

< l/Jjk, ipjl >=< ipok, ^01 > = Oki VA;, l e z.
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Ainsi, grâce à l'équation (1.7), nous obtenons

'kl i^{x — k~)ip(x — l) dx
ITS.

= [ [Y^b^[2(x-k)-m)} {^b^{2Çx-l)-n]}dx
R \mez / \ nez

= ^ ^ bmb^)m+2(k-l),

comme précédemment. Or, nous avons déjà fixé les valeurs prises par la suite de
filtres {bk}kçz- En remplaçant ces valeurs, données par l'équation (1.10), dans
l'équation précédente, nous trouvons,

l \ ^/_^^m/1- ^_1 ^m+2(fc-^).
'>kl = 7, ^ ^-^)"~a'î-m[-^)""~'-" ''G.l-m-2(fc-2 —^

mez

2(fc-0

l
(21-mal-m-2(A;-2

l

0
mçZ

=^v0 2^ a"a"+2(fc-;)
ra£Z

?

en posant finalement n= l —m — 2Çk — l}. Ceci nous ramène donc directement
à l'équation (1.12), encore une fois. Ainsi, cette équation s'avère très importante
puisqu'elle a un rôle double. Elle assure non seulement l'orthonormalité des trans-
latés de (f), mais aussi celle des translatés de -0.

Deux autres propriétés des suites de filtres peuvent être obtenues à partir
des équations (1.6) et (1.7). La première est obtenue en intégrant l'équation de
dilatation, et elle fixe la valeur de Y^k^a-k.

Proposition 1.3. Sous les conditions de la proposition 1.2,

0
^ a, =2.
fcez
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Démonstration. D'abord, l'équation (1.6) permet d'écrire

(f)(x) dx = / Y ak(f>(2x — k) dx
/R JR^

âk / (f)(2x — k) dx
^iz JR

\ak f <f){x)dx,
iii JR

c'est-à-dire,

(}){x) & = ( /_ 0(rc) & ) | ^^a/c | -
/R \JR ^ V^Z

Maintenant, il est possible de montrer (voir théorème A.2, annexe A) que

(f){x) dx + 0.
'R

Nous pouvons donc simplifier l'équation (1.13) pour obtenir

(1.13)

ou encore,

l=2^ak:
fcez

Y,ak=2,
fcez

Dqui est le résultat voulu.

La dernière caractéristique des suites de filtres que nous obtenons ici pro-
vient de l'équation (1.7). En effet, nous procédons ici comme à la proposition
précédente, mais en intégrant plutôt l'équation (1.7), afin d'arriver à la propriété
recherchée.

Proposition 1.4. Toujours sous les conditions de la proposition 1.2,

E(-l)'a^= °•
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Démonstration. D'abord, d'après l'équation (1.7), et en procédant comme à la
proposition 1.3, nous avons

i^{x~) dx= ^ bk^x - k) dx
/R JR^

4){x) dx
l v-^
^ ^ 6^ l .k
2^^

Â;£Z

(1.14)

Par ailleurs, nous pouvons montrer que contrairement à (f), la mère des ondelettes
respecte (voir théorème A.2, annexe A)

'R
ip{x} dx = 0.

L'équation (1.14) peut donc être simplifiée pour donner

E^=o.

De là, l'équation (1.10) permet d'écrire

^;(-l)fca^ = 0.
fcez

Cette dernière équation peut être ramenée à une forme plus simple. En effet, nous
pouvons aussi écrire

ou encore,

soit, le résultat souhaité.

^(-1)1-^=0,
fcez

E(-l)/sa'-= °•
AeZ

a

Malgré le fait que nous ayons pu identifier trois propriétés importantes des
suites de filtres, le problème de l'identification d'une (ou plusieurs) fonction (s)
d'échelle demeure. En effet, les propriétés données par les propositions 1.2, 1.3
et 1.4 ne caractérisent pas une unique suite {ak}kç'z- II existe donc possiblement
une infinité de fonctions d'échelle et le problème d'identification demeure entier :
comment en trouver au moins une?

Pour répondre à cette question, nous étudions d'abord, à la section suivante,
la base de Haar. Cette base d'ondelettes est obtenue à partir de la fonction
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^)(ï)=

18

l si a; e [0, l),
0 sinon.

Nous étudions également, mais à la section 1.4, la classe des fonctions d'échelle
due à Daubechies (1988), et les ondelettes qui leurs sont associées. Cette classe de
fonctions d'échelle est très populaire à cause de plusieurs propriétés qui lui sont
propres, et qui s'avèrent très intéressantes pour l'estimation non paramétrique.

u

1.3. Les ondelettes de Haar

Nous avons déjà mentionné le fait que toute la théorie présentée jusqu'ici reste
inutile s'il nous est impossible d'exhiber ne serait-ce qu'au moins une fonction
d'échelle. Nous nous arrêtons donc dès maintenant (ainsi qu'à la section suivante)
à une courte étude des fonctions d'échelle les plus populaires et des ondelettes
qui leurs sont associées.

Nous nous intéressons d'abord plus particulièrement à la fonction d'échelle
la plus simple qu'il soit possible de trouver, soit

^[x}=
l si re e [0, l),
0 sinon.

Cette fonction d'échelle a été identifiée par Haar (1910), bien avant l'émergence
du concept même de fonction d'échelle. En fait, Haar a indiqué comment cons-
truire, à partir de la fonction (f) mentionnée plus haut, une base orthonormée de
/^2(R). Cette construction innovatrice était le précurseur des concepts d'analyse
multirésolution et de fonction d'échelle.

Dans le but d'illustrer la théorie introduite jusqu'ici, nous consacrons la
présente section à l'étude de (j) et de la base d'ondelettes qu'elle génère. Pour
cela, nous examinons d'abord la première question qui vient tout naturellement
à l'esprit : (j) est-elle bien une fonction d'échelle?

Pour s'en convaincre, il suffit en fait de s'assurer que (f) engendre une analyse
multirésolution. D'abord, notons, comme précédemment,

^(2;) = 2^(2^ - fc) VJ,Â;€Z,
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et remarquons que, dans le cas bien particulier de la base de Haar,

2^/2 s^ ç \^.k^1-}^^={~zr lx^^'^)'
0 sinon.

(1.15)

Nous débutons notre réflexion en considérant le sous-espace de ^C (R), noté
VQ, composé des fonctions constantes sur les intervalles unitaires, soit

Vo = <!/ e£2 / est constante sur [k,k +1), k ç Z}-.

La structure même de Vo ainène

fçVo=î>f(x-k}ç Vo VA ç Z,
la translation entière étant clairement une opération fermée sur VQ. D'autre part,
pour toute fonction / € ^ (K), nous avons

f çVo ^===> f{x) = Ck pour x ç[k,k+l),k ç Z,

ou encore,

fçVo^^f(x)=^Ch^x)
fcez

=^Ck^{x-k),
A£Z

pour une certaine suite {ck}kç'z- Ceci permet d'écrire

Vo={f l f{x)=^c^{x-k),^cl<+^},
fcez feez

et comme

<^Qk^Ol>=Skl VÂ;,^€Z,

alors {<pok}kçz forme une base orthonormée de yo-

Maintenant, considérons un nouveau sous-espace de -C (K), cette fois noté Vi.
Ce nouveau sous-espace est composé des fonctions constantes sur les intervalles
de la forme [j, •fe-H), fe e Z. Il est évident que

Vo C Vi,

et que

fev,==>f{x-!-)e v, Vfc e z,
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la translation par un multiple de j étant ici une opération fermée sur Vi. Aussi,
comme précédemment, il est clair que pour / € ^ (K),

fçV,^^f{x)=^Ck^k{x),
feez

pour une certaine suite {c^kç'z,- Ainsi, nous pouvons écrire

^4 < +oo[> ,Vi={f \ f{x)=^c^kW,
fcez fcçz

et, comme la suite de fonctions {4>ik}k^ est orthonormée, elle forme donc une
base orthonormale de Vi. Remarquons finalement que

f çV^^^^hçVo telle que f{x) = h{2x},

c'est-à-dire qu'une fonction / est dans Vi si et seulement si elle correspond à une
fonction de VQ que l'on contracte d'un facteur deux. Il est donc aussi possible
d'écrire

v^^f f{x) = h{2x), hçV^.

Ce procédé peut être répété, de façon à obtenir (pour j =2,3 , ... ) les
sous-espaces

v,=^f f(x)=h{Vx),heV^, (1.16)

composés des fonctions constantes sur les intervalles de la forme [^-, ^-), A; € Z.
Chaque sous-espace Vj a pour base orthonormée {4>jk}kçz et tous respectent

ainsi que

YO CVi C V2C... ,

/ e y, ^ fÇx - 2-^) ç y,. (1.17)

Le procédé peut aussi être élargit de façon à obtenir les sous-espaces Vj, pour
j < 0, correspondants aux fonctions dilatées de Vy. Nous avons alors

ou encore,

... cy-2cy-i c VocVi c Vs c ...,

y, e y,+i vj e z. (1.18)



n

21

Remarquons que

0

n ^= w'
j'ez

(1.19)

la fonction identiquement nulle étant la seule fonction de Cî (R) qui soit constante
sur toute la droite réelle.

Finalement, en jumelant les équations (1.16) à (1.19) au fait que {<f>ok}kez est
une base orthonormale de VQ et que U-i'ez ^' est dense dans £2(R) (puisque les
fonctions simples sont denses dans ^C (M), voir Rudin, 1987, sections 3.6 à 3.13) , il
devient clair que (f) et la suite de sous-espaces {^}jçz respectent les définitions 1.1
et 1.2. De ce fait, {^'}jez est une analyse multirésolution engendrée par 4>, qui
est bien une fonction d'échelle.

A ce titre, (p respecte l'équation de dilatation. Ici, comme

~k k^\_\^-A)=^^-i; y)~
pour fc 6 Z, il est clair que l'équation de dilatation se réduit à

4'Çx) =4>{2x)+^(2x-l),

et donc, que la suite de filtres associée à la fonction d'échelle de Haar est donnée
par

a-k =
l si Â;=0 ou l,
0 sinon.

Il est facile de vérifier que cette suite de filtres satisfait les propositions 1.2 à 1.4.

Grâce à l'équation (1.11), il est aussi possible d'obtenir la mère des ondelettes
associée à la base de Haar. En effet, nous avons

i^(x~) = aiÇI>(2a;) — ao<f)(2x — l)
=(f){2x)-(l){2x-l).

Cette dernière équation permet d'abord d'identifier clairement les filtres {6fc}fcez
de la mère des ondelettes, donnés par

l si A; = 0,
bk = { -l si k = l,

0 sinon,
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mais elle permet aussi de trouver la forme explicite de •?/), soit

'l sia; € [0,j) ,
^{x)=={-l si re e [j, l),

0 sinon.

(1.20)

Notons finalement que les ondelettes de Haar, formant une base orthonormale de
£2(R), sont données par

\Vlî si^€[^,^),
^{x)={-2^2 si^e[^,^),

0 sinon.

(1.21)

Nous avons déjà mentionné, à la section précédente, le fait que plusieurs mères
des ondelettes peuvent être associées à une fonction d'échelle donnée. C'est le cas
ici puisque l'équation (1.11) ne représente qu'un des choix possibles, soit celui que
nous considérons, à l'instar de Daubechies (1988), du fait de son étonnante sim-
plicité. Ce choix mène à l'équation (1.20), soit la mère des ondelettes adoptée par
Haar (1910) lui-même. Notons que certains auteurs, comme Hardie et al. (1998)
identifient plutôt

i^*{x) = -^(x) =
-l si 2; e [o,j),
l si3;€[j,l),
0 sinon,

comme mère des ondelettes de Haar. Cette manière de faire ne va pas à l'en-
contre de l'équation (1.9) qui caractérise tous les choix possibles pour la mère des
ondelettes. En efFet, la suite de filtres {b^}kçz associée à -0* est donnée par

bl=
-l sïk= 0,
l si A; = l,
0 sinon.

D'où,

^ = -&A: VA; ç Z,

et, comme {bk}hçz satisfait l'équation (1.9) (puisque ^ est admissible comme
mère des ondelettes),

am^m+2fc = ~ ^, ambm+2k = 0,
fcez /cez
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et ainsi, {b*^}kçz satisfait aussi l'équation (1.9). La fonction tjj* est donc bien
aussi admissible comme mère des ondelettes. En fait, il est facile de montrer que,
de manière générale, si ip est la mère des ondelettes associée à ci», une fonction
d'échelle, alors -0* = —'0 est aussi admissible comme mère des ondelettes.

Revenons maintenant à l'équation (1.21). De ce résultat, il apparaît évident
que l'emploi des ondelettes de Haar, dans le but de décrire une fonction très
chaotique, permet de bien saisir les caractéristiques locales de celle-ci. En effet,
comme chaque élément ipjk de la base a un support de longueur 2~J les éléments
pour lesquels j est grand permettent d'exprimer les changements de comporte-
ment brusques d'une fonction. En particulier, les discontinuités pourront être bien
rendues, ce qui n'est habituellement pas le cas avec les bases classiques, comme
la base de Fourier. En plus de sa simplicité, la base de Haar présente donc des
avantages intéressants.

Evidemment, cette simplicité a son prix, et l'emploi de la base de Haar com-
porte aussi certains désavantages. Par exemple, les constructions obtenues à partir
de la base de Haar ne sont généralement pas continues. Ainsi, lorsque la régularité
(continuité et dérivabilité) des constructions est un point d'intérêt, il peut arriver
que la base de Haar devienne inadéquate. Il faut alors se tourner vers d'autres
bases d'ondelettes. Pour obtenir des informations plus techniques à propos de
la base de Haar et de son utilisation, le lecteur peut consulter Kashin et Saa-
kyan (1989, chapitre 3) et Walnut (2002, chapitres 5 et 6).

A la prochaine section, nous présentons la classe des fonctions d'échelle due
à Daubechies (1988), et les ondelettes qui leurs sont associées. Ces bases d'onde-
lettes ont été obtenues spécifiquement de façon à satisfaire certaines contraintes
de régularité.

0

1.4. Les ondelettes de Daubechies

Nous avons discuté, à la section 1.2, du fait que les propriétés données par les
propositions 1.2 à 1.4 ne caractérisent pas une unique suite de filtres {a,k}kç'z>- Elles
peuvent cependant être le point de départ dans la recherche de fonctions d'échelle.
En effet, Daubechies (1988) a proposé une approche qui consiste à rechercher
des fonctions d'échelle à travers leur suite de filtres. Cette approche permet de
construire de toute pièce des fonctions d'échelle ayant des propriétés désirées, et
ce, à partir de contraintes imposées aux suites de filtres. La technique employée
est présentée par Alpert (1992) d'une manière ingénieuse et avec une étonnante
simplicité. Nous adoptons ici cette façon de voir les travaux de Daubechies.
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Dans cette optique, où la recherche de fonctions d'échelle passe par la re-
cherche des suites de filtres, les propositions 1.2 à 1.4 forment effectivement un
bon point de départ. En particulier, la proposition 1.2 est primordiale puisqu'elle
assure l'orthonormalité des divers translatés de la fonction d'échelle et de la mère
des ondelettes.

Il nous suffit en fait maintenant de rajouter suffisament de contraintes aux
equations déjà disponibles pour obtenir un système d'équations ayant pour solu-
tion la suite de filtres d'une fonction d'échelle. La première des contraintes iden-
tifiées par Daubechies est toute simple : la suite de filtres doit contenir un nombre
fini d'éléments. Ceci permet en fait à (t> d'avoir un support compact. Comme nous
l'avons déjà mentionné à quelques occasions, ceci s'avère extrêmement précieux
lors de l'approximation de fonctions à l'aide de bases d'ondelettes.

C'est en choisissant différemment les coefficients non nuls de la suite de filtres
que Daubechies a identifié plusieurs fonctions d'échelle distinctes. En fait, c'est
plus particulièrement en augmentant le nombre de coefRcients utiles de la suite
de filtres que toute une classe de fonctions d'échelle a pu être créée.

En effet, Daubechies a choisi sa fonction d'échelle d'ordre N {N > l'), notée
N<i>, comme ayant 2N coefficients non nuls dans sa suite de filtres. Ces coefficients
sont notés ay, a-^, ... , a^N-i- L'équation de dilatation associée à N(p peut donc
s'écrire

2N-T.

N(f)(x) = ^ OkN^X-k),
k=0

et, comme l'explique bien Alpert (1992), le support de rf4> es't donc [0,2Ar — l).
Aussi, la mère des ondelettes correspondante, notée ^-0, est quant à elle donnée,
d'après l'équation (1.11), par

N^[X~) = ^(-l)S-fc Nà(2x - k)
fcez

l

== ^ {-l)ka^kN^x-k~), (1.22)
k=2-2N

et son support est [l - N, N}.

Avant même d'examiner d'autres contraintes, remarquons qu'il nous est déjà
possible de trouver içi>, la fonction d'échelle de Daubechies d'ordre un. En efïet,
cette fonction d'échelle possède seulement deux coefBcients non nuls dans sa suite
de filtres, soit OQ et ai, qu'il est très facile d'obtenir. D'abord, la proposition 1.3
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permet d'écrire

et la proposition 1.4 amène

ao + ai = 2,

GO ~ GI = 0.

Il est évident que l'unique solution de ce système d'équations est ao
L'équation de dilatation associée à iç!) est donc

= &1 = l.

l^{x)=^Ç2x)+^(2x-l),

ce qui nous ramène de facto à la base de Haar puisque chaque suite de filtres
caractérise une unique fonction d'échelle. De même, la base d'ondelettes de Dau-
bechies d'ordre l n'est en fait, tout simplement, que la base d'ondelettes de Haar.
Ce fait, qui peut paraître au départ surprenant, est en réalité fort intéressant
puisqu'il permet de voir les bases d'ondelettes de Daubechies comme une générali-
sation directe de la base de Haar.

Maintenant, pour obtenir les fonctions d'échelle d'ordre N > l, les contraintes
vues jusqu'ici ne sont pas suffisantes. La deuxième contrainte supplémentaire
identifiée par Daubechies en est une qui a trait plutôt à la régularité des fonctions
d'échelle, et par le fait même, des ondelettes. Cette nouvelle contrainte exige que
les polynômes de degré inférieur à N puissent s'exprimer directement à l'aide
des translatés de N(f>. En d'autres termes, les polynômes de degré inférieur à N
doivent être inclus dans

rrN
-to !/ v~'f{x)=Y^kN^x-k)},z-^

fcçZ

l'espace engendré par les translatés de Nef). Cette exigence amène les fonctions
d'échelle N^ à être de plus en plus régulières au fur et à mesure que N augmente
(voirAlpert, 1992).

La proposition suivante permet de traduire la contrainte identifiée par Dau-
bechies en termes d'équations sur la suite des filtres {a^kçs-

Proposition 1.5. Si 4> € -C (K) est une fonction d'échelle, si {ak}kçz, est la
suite de filtres associée à <f>, et s'il existe des suites {ctpk}kç'z telles que pour
p= 0,1, ...,7V-l,

a;p = ^ o'pfc ^(a; - A;)
fcez

\/xe
kl (1.23)
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alors

0

^(-l)kk^ = 0,
fcez

pour p = 0, l, ... , N —l.

Démonstration. Posons d'abor'd

h,(x) = x^,

pour p == 0, l, ... , A'— l, et montrons que hp est orthogonale à '0, la mère des
ondelettes associée à (f). En effet, l'hypothèse donnée par l'équation (1.23) permet
d'écrire

< hp,ij} > == / hp[x}ip{x}dx
'R

^apk<f){x- k} tpÇx)dx
/R V^z

= ^Opk 4>{X - k)'4}{x) dx,
fcez

et donc, de par l'équation (1.8),

<hp,^> = ^ O'pfe < 4>Qk, '000 >
fcez

pour p = 0, l, ... , N —l.

Examinons maintenant les conséquences de cette orthogonalité. D'abord,
l'équation (1.7) amène

<hp,tp> = f hp{x}ip{x} dx
'M

xp l ^bk^{2x-k} | &
/R \^z

== ^ &fc / xp(f)(2x - k) dx.
fcez
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En faisant un simple changement de variable, nous avons

v-^, f /'x+k\p ,, , dx
< hp^ > = ^bk f { —^- ] ^{x) ^

IRfcez

=^îE^ [^+kn{x)dx.
Fez JM

Finalement, en développant à l'aide de la formule du binôme, nous obtenons

< hp,ip > =-^btL(è^x~k"n)wdI
=^s^(:)^^w^
=2,îïïEt*ÈOkp-''<'>-0>- (1.24)

fcez n=o

pour p==0,l, ... , N —l. Notons que pour p = 0, cette expression peut être
simplifiée pour obtenir

0=<ho,ib>=^ <ho,(/)>^bk.

De là, comme (voir théorème A.2, annexe A)

kçZ

<ho, (f) >= / (f){x)dx^0,
'R

nous avons alors

E
fcez

bk=0, (1.25)

un résultat déjà rencontré, quoique dans un contexte légèrement différent, à la
proposition 1.4.
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Revenons à l'équation (1.24). Prenons, cette fois, le cas où p > 0. Nous
pouvons inverser l'ordre des sommations et écrire

< ^^ > = 2^îÉ (0 < /l"'<^> E6^p-nl ^fp
/ ^
71=0

l

fcez

2p+i

p

< h,,<f»^bhkp+^(p) < hn,<p>^bkkp-n
fcez n=î fcez

l

(1.26)

pour p==l,2, ...,N-1. Dans le cas particulier où p = l, nous avons donc

l
0=<h^^> == ^ <h^4»^bkk^ <h^,(j)>^bk

fcez fcez

= ^<ho,(f)> ^bkk,
feez

d'après l'équation (1.25). Ainsi, nous avons aussi

E
Aez

bkk = 0. (1.27)

En revenant à l'équation (1.26), mais pour le cas de p = 2, nous pouvons écrire

2

0=</l2,^> =g <^,<^>^&^2+Ef!) <hn^>^bkk2-n
tiz n=l ^ ^ fciz

=^< ho,(f»^bkk2,
fcez

puisque d'après les équations (1.25) et (1.27),

E^2-n:=0'
fcez

pour n= l, 2. Il nous est donc possible d'écrire

^6^2=0.
fcez
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Il suffit maintenant de répéter ce raisonnement et de remplacer successive-
ment les valeurs p = 3, 4, ... , N —l dans l'équation (1,26). Ceci permet finale-
ment d'obtenir

E^p=0' (1.28)
fcez

pour p = 0, l, ... , N —l.

Maintenant, pour retrouver le résultat souhaité, nous devons employer encore
une fois l'équation (1.10). Cette équation amène

E
fcez

bkkp = ^(-l)fcai_,^
fcez

=Y^[-lY-ka^-kY
fcez

E!
À;£Z

-l)fc+la,(l-^.

Par ailleurs, comme

p

(i - k)p = (-iy{k - I)P = (-I)P y" (p

nous avons donc

^^=(-irl^(-i)
fcçz fcez

^-^
n=0

k°*É(!
±^ vn
n=0

n
) {-\)nkp-n,

{-l)nkp-n, (1.29)

pour p=0,l, ... , N —l. Remarquons que pour le cas de p = 0, cette expression
prend une forme toute simple, soit

V^L _ V^bh=-Y^-l)kak,z^"/= - - z^
A;6Z fceZ

et donc, d'après l'équation (1.28),

E(-1)'^ = °'

qui n'est autre que le résultat vu à la proposition 1.4.
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Pour les valeurs positives de p, l'équation (1.29) peut s'écrire sous une forme
similaire à l'équation (1.26) vue plus tôt. En effet, en changeant l'ordre des som-
mations, nous obtenons

Y^b^ = (-I)P+IE (D (-i)"E(-l)Aa^p-n
fcez n=0 fcez

=(-1)p+1

LAeZ
^(-l)ka^ + ^ (^) (-1)" ^{-l)ka^-n

Aez

î

pour p = l, 2, ...,N-1. Il ne reste plus qu'à faire comme auparavant en
remplaçant successivement les valeurs p = l, 2, ... , N —l dans l'équation
précédente et d'employer l'équation (1.28) pour voir apparaître le résultat espéré,
soit

E(
fcez

(-l)fca,^ = 0,

pour p == 0, l, ... , N -l. D

La proposition précédente permet donc d'introduire N—l nouvelles équations
que doivent satisfaire les filtres {ak}kçz de la fonction d'échelle N(/). En jumelant
ces équations aux propositions 1.2 à 1.4, il est possible de trouver les suites de
filtres des fonctions d'échelle d'ordre N > l. A titre d'exemple, nous obtenons ici
la suite de filtres de y,(f).

D'abord, nous tirons de la proposition 1.3,

3

Y^ak=2,
fc=0

et de la proposition 1.4,

3

E(-1)^ = °•
A=0

De plus, comme les polynômes du premier degré s'expriment à l'aide des translatés
de 2<^>) la proposition 1.5 permet d'ajouter, comme contrainte supplémentaire,

3

^(-l)Aa^ = 0.
k=0
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Ces trois équations peuvent être maintenant regroupées afin d'écrire le sys-
tème suivant,

ao +ai +â2 +03 = 2,

GO —0l +02 —03 = 0,

—ai + 2û2 — 803 = 0.

0

De là, nous avons

ai = QO + i,
02 = l - OQ,

a3 = f — ÛQ,

(1.30)

la valeur de ûo restant à être déterminée. Pour cela, notons que la proposition 1.2
nous permet d'écrire

00^2 + ÛiOs = 0. (1.31)

Ainsi, en remplaçant les valeurs données par le système (1.30) dans l'égalité
précédente, nous obtenons l'équation du second degré suivante,

ao(l-ao)+ (ao+ ^) (2"°) =0'
ou encore,

,2 l
2a^-ao- ^= 0,

dont les solutions sont données par

a-0
1±V3
4 '

Daubechies a choisi la valeur positive de ao pour avoir que

î(f){x} dx = l,
'R
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(voir théorème A.2, annexe A) et ainsi obtenir, comme valeurs des filtres de 2^,
1+\/3

QO = ^0,683013,
4

^=3±^^ 1,183013,

Û2 =

Û3 =

4

3-v/3
4

1-V3
4

^0,316987,

^-0,183013.

Notons que la proposition 1.2 permet aussi d'écrire

a^ + a^ +aj +aj = 2,
cette dernière équation pouvant être substituée, dans le raisonnement précédent,
à l'équation (1.31). Ceci amène cependant les mêmes valeurs pour la suite de
filtres de 2ÇI>-

Il nous est inaintenant possible d'écrire l'équation de dilatation liée à la fonc-
tion d'échelle de Daubechies d'ordre 2 sous une forme plus explicite, c'est-à-dire

2^x)
l+v/3

4 2<^{2x} 3±^3^^-l)+f3-^)^(2.-2)
4 4

+il—'/3}^x-3).
4

Notons que sçî» a comme support l'intervalle [0,3). Aussi, la mère des ondelettes
de Daubechies d'ordre 2 est donnée, selon l'équation (1.22), par

2^)= [1-^/3]2<^(2^+2)- ^3)^+i)43^/3'
4 4 2<f>{2x)

1+\/3' 2^(22;-l),
4

et son support est [—1,2).

La figure 1.1 donne les graphes de 2^ et aV'. Ces graphes sont obtenus, à partir
de la suite de filtres de 2^, à l'aide de l'algorithme pyramidal local dû à Daubechies
et Lagarias (1991, 1992). Cet algorithme permet d'évaluer des fonctions d'échelle
et la mère des ondelettes qui leurs sont associées à des points donnés, à partir de
leur suite de filtres (voir aussi Vidakovic, 1999, section 3.5.4). Une autre technique,
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FIG. 1.1. Fonction d'échelle et mère des ondelettes de Daubechies d'ordre 2 (a) 20 (6) 2ip-

due à Strang (1989) et clairement illustrée par Alpert (1992), peut aussi être
employée.

En étudiant rapidement ces deux figures, il est évident que sç!» et 2^ sont conti-
nues. Il semble aussi que les deux fonctions ne sont pas continûment dérivables.
Nous remarquons finalement que ces fonctions sont très asymétriques. En fait,
Daubechies (1988) a pu démontrer que l'unique fonction d'échelle symétrique

D
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possédant aussi un support compact est i^, la fonction d'échelle associée à la
base de Haar.

Aussi, rappelons nous que les polynômes de degré inférieur à deux peuvent
s'écrire à l'aide des translatés de zç1'. Plus précisément, il est possible de montrer
que

\=^^[x-k\
fcez

et

x=Y.i^3—y1}^-^
fcez

2

et ce, quelque soit 3; ç R. Ceci peut paraître très surprenant vue l'allure chaotique
de 20 mise en lumière par la figure 1.1.

Voyons maintenant le comportement de sçi» et de s'0. Comme précédemment,
il suffit ici d'écrire un système de six équations à l'aide des propositions 1.2 à 1.5.
Nous pouvons alors obtenir les coefficients ao; GI) ... , (25 delà suite de filtres de
3<?i>, et finalement, l'équation de dilatation associée à 3^, soit

'1+V/10+V/5+2^/ÎO^
3<^(a;) = f ^—'L^___^_—^_r j 3^(22;)

16

+
'5+VÎO+3V5+2VlO'

3<^(22; - l)
16

'10-2VÏO+2V5+2VW^
+ l ' T^~ ' l 30(.^ -

16

+l
'10-2v/ÏO-2v/5+2v/ÏO'

30^2; -16

/5+yî0-3^5+2v^0'
+ ( ^—^v ~ —~-:^- j 3<^(22; - 4)

?l+V/10-V/5+2v/ÏO^
+ ( ^—^v " —^— j 3^(2a; - 5).

Notons que 3(/) est non nulle uniquement sur l'intervalle [0,5). Quant à elle, 3'^
peut être facilement obtenue à partir de l'équation (1.22), et son support est
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FIG. 1.2. Fonction d'échelle et mère des ondelettes de Daubechies d'ordre 3 (a) s<j> (b) sip.

La figure 1.2 présente les graphes de ^ et 3'0. Comme ^ et 2'0, ces fonc-
tions sont très asymétriques. Par ailleurs, elles ne semblent, à première vue, que
légèrement plus régulières que ces dernières. Ceci est trompeur, puisque Daube-
chies (1992) a réussi à démontrer que 3^ et 3'0 sont continûment dérivables.

D'autre part, nous savons que les polynômes de degré inférieur à trois peuvent
être exprimés à l'aide des translatés de 3(/). Effectivement, il est possible d'obtenir,

3
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FIG. 1.3. Fonctions d'échelle de Daubec.hi.es d'ordre 5 et 7 (a) 51^ (6) 70.

0

pour tout 3; ç R,

l == Y '^(j)(x-k'),z^:
Aez

x E(*+
fcez

5-v/5+2v/ÎO'
y——j s^x-k),
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et finalement,

x
2=Ef*2+fs-y572^)^15+v/ïo-^5+2^)1^-.).
fclz \ v /

0

Encore une fois, ces propriétés peuvent paraître surprenantes puisque sçi» ne semble
pas non plus très régulière.

Dans le but de voir des fonctions d'échelle plus régulières, nous présentons à
la figure 1.3, les fonctions 5çi> et 70. Ceci permet au lecteur de voir l'augmentation
de régularité des fonctions d'échelle de Daubechies avec N, l'ordre des fonctions
d'échelle. Effectivement, il est évident que açi» et ^(f) sont beaucoup plus régulières
que 2^; et même que s^. En fait, tout comme 3^, les fonctions 5^ et 7^) sont
continûment dérivables. Par ailleurs, les graphes de ces fonctions permettent ici
de le voir d'une façon beaucoup plus claire. Daubechies (1992, chapitre 7) étudie
en détail la régularité des fonctions d'échelle N<p, pour N > l, et démontre que
lorsque N est grand, N<f) G Ctl (R) où ^ ^ 0,2. Notons finalement que la forte
asymétrie des fonctions d'échelle est clairement maintenue avec l'augmentation
de N.

Finalement, nous terminons cette introduction aux ondelettes de Daubechies
en mentionnant que les suites de filtres des fonctions d'échelle 2^ à loçi' sont ta-
bulées par Daubechies (1988). Nous tenons également à mentionner que plusieurs
autres classes de fonctions d'échelle (et d'ondelettes associées) ont été créées de-
puis la découverte de Daubechies (1988), notamment les coiflets dues à Beylkin
et al. (1991) et Daubechies (1993), et les symmlets dues à Daubechies (1992,
section 6.4) et initialement nommées ondelettes à support compact les moins
asymétriques ( "least asymmetric compactly supported wavelets" ).

Nous portons maintenant notre attention sur l'emploi des ondelettes dans
le domaine de la statistique. D'abord, nous verrons à la section suivante com-
ment exprimer une fonction de densité à l'aide des bases d'ondelettes. Nous nous
concentrerons particulièrement sur la base de Haar, puisqu'elle jouera un rôle
central dans la suite de nos travaux. Enfin, nous terminerons le présent chapitre
en soulignant quelques travaux de statistique intéressants et centrés sur les onde-
lettes.
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1.5. Decomposition d'une densité à l'aide des bases d'on-
delettes

Notre but ici est de discuter de l'emploi des bases d'ondelettes pour repré-
senter une fonction de densité / 6 £ (R). Nous porterons une attention toute
spéciale à la base de Haar.

D'abord, nous savons que, de façon générale, si {wk}kçz est une suite ortho-
normée de fonctions formant une base de ^C (K), alors toute fonction / 6 /^2(R)
peut être développée en série selon

/(^) =^CkWh(x\
fcez

où les coefficients Ck sont donnés par

Ck=< f,Wk>

f(x)wk{x)dx,
'R

pour À; € Z. Ce résultat est bien sûr valable quelque soit la base orthonormale em-
ployée. Voyons comment l'appliquer aux bases d'ondelettes. Pour plus de détails
sur les bases orthonormales de fonctions, le lecteur peut consulter Rudin (1987,
chapitres 4 et 5) et Kashin et Saakyan (1989).

Comme nous l'avons vu à la section 1.1, deux choix s'offrent à nous. En effet,
deux types de bases orthonormales de £• (R} peuvent être construites à partir
d'une fonction d'échelle 0 et de la mère des ondelettes ip qui lui est associée.
D'abord, l'équation (1.3) amène à une base orthonormée composée uniquement
d'ondelettes, soit {fpjk}j,kçz- En utilisant cette base, toute fonction / £ £2(R)
peut être exprimée comme

/(a;)=EE^'A(3;)' (L32)
j'ez feez

où les coefficients des ondelettes sont donnés par

djk =< f, ^jk > = / f(x]^jk{x) dx,
'R

(1.33)

0

pour j, À; ç Z. Malheureusement, tp ne peut habituellement pas être obtenue
de façon explicite. C'est le cas, par exemple, pour ^y'0, la mère des ondelettes
de Daubechies d'ordre N, lorsque N > l. Dans ce cas, il devient évidemment
alors plus dif&cile d'obtenir la valeur des coefficients des ondelettes. Des valeurs
approximatives peuvent quand même être obtenues en adaptant les techniques
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dues à Delyon et Juditsky (1995, 1997). Cependant, remarquons que pour la base
de Haar (voir l'équation (1.21)), les ondelettes ont une expression très simple, ce
qui permet d'obtenir les coefficients djk de façon explicite. Nous y reviendrons
plus tard.

Une deuxième approche est possible pour développer une fonction en série
d'ondelettes. En effet, d'après l'équation (1.4), une deuxième base orthonormée
de £2(K) peur être construite à l'aide des ondelettes. Ainsi, quelque soit J £ Z,
{(j)jk^3k}i>j,kçî est une base orthonormée de ^C (IR), et donc, toute fonction /,
définie sur R et de carré sommable, peut s'écrire

f{x) = Y^ cjk(f)jk{x) + ^ ^ djk^jk{x\
feez j>j fcçz

(1.34)

où les coefficients djk sont toujours donnés par l'équation (1.33), et où les coeffi-
cients cjk sont définis par

cjk =< f,(f>Jk>= l f{x)(f)jk(x) dx,
'R

(1.35)

pour À; € Z. Encore une fois, comme pour les coefiicients des ondelettes, il peut
arriver qu'il soit impossible d'obtenir les coefficients cjk sous une forme explicite.
Ce n'est pas le cas avec la base de Haar, comme nous le verrons plus tard.

Remarquons que c'est cette deuxième approche qui est généralement em-
ployée dans les travaux de statistique portant sur les ondelettes. C'est aussi sur
cette représentation que nous allons nous concentrer.

D'abord, notons f j la projection orthogonale de / dans Vj. Nous avons alors,
pour j 6 Z,

f]W=^Cjk^jk{x),
fcez

et cette approximation est en quelque sorte la meilleure approximation disponible
de / au niveau j. Il est très intéressant de constater que puisque

y,+i = y, © w,,
nous pouvons écrire /j+i, l'approximation de / au niveau j + l, comme

fj+ï{x) = ^Cjk(f>jk{x) +^djk^jk(x)
fcçz kçz

= fjW+^djk^jkÇx). (1.36)
kç.î
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Ainsi, f j+i peut être obtenue en ajoutant certains détails à f j, l'approximation
de / au niveau précédent.

Intuitivement, il est assez clair qu'en rajoutant des couches successives de
détails, nous accédons à une approximation beaucoup plus fine de /. En fait,
nous pouvons améliorer notre approximation de façon substantielle, et ce, jusqu'à
s'approcher de / autant que nécessaire. Ceci est possible puisque la convergence
en norme quadratique de f j, soit

11/,-/11,^0,
nous est assurée par les propriétés (?) et (n) des analyses multirésolutions (voir
definition 1.1). Dans ce contexte, nous jugeons naturel d'employer f j comme ap-
proximation de /. En effet, si la valeur de j est assez grande, l'approximation
obtenue devrait être adéquate. Nous utiliserons donc ce type de projection ortho-
gonale dans la suite de nos travaux. Pour plus de détails sur la convergence de f j
dans un contexte général, voir Mallat (1989a) et Alpert (1992).

Tournons maintenant notre attention vers une autre propriété des bases d'on-
delettes qui a contribué à les rendre si attrayantes. Il existe des relations récursives
permettant de relier entre eux les divers coefficients de niveaux successifs. En ef-
fet, en combinant les équations (1.6) et (1.35), il est possible de montrer (voir
théorème B.l, annexe B) que

cjk
J-V-.

drr,-^^
mez

m-2fc c(j'+l)m;

pour j,k ç. Z, et où la suite {ak}kçz correspond à la suite de filtres de la fonc-
tion d'échelle associée à la base d'ondelettes employée. En combinant plutôt les
equations (1.7) et (1.33), il est possible de trouver (voir théorème B.l, annexe B)

d•jk=À_Ç(-1)
mçZ

ai+2fe-mCO'+l)m;

pour j, À; G Z. Ainsi, les coefficients des translatés de la fonction d'échelle d'un
niveau donné permettent de retrouver tous les coefficients du niveau précédent.

A l'inverse, il est aussi possible de regrouper tous les coefficients d'un ni-
veau donné pour obtenir les coefficients des translatés de ç!> au niveau suivant.
L'équation (1.36) permet effectivement d'arriver à montrer (voir théorème B.2,
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annexe B) que

C(j+l)k =
l

71 O-k-'imCjm + (-1) Y , O-l+îm-kdjm
.m6Z ?Tî£Z

;

pour j, A; ç Z. Ces trois résultats sont fort importants puisqu'ils permettent, dans
les faits, de décomposer rapidement une fonction pour l'exprimer en un ensemble
de coefficients, ou encore, de reconstruire une fonction à partir de l'ensemble
de ses coefficients. Ceci peut être fait à l'aide de l'algorithme pyramidal dû à
Mallat (1989b). Notons que cet algorithme a grandement contribué à populariser
les ondelettes car il permet de les voir comme une alternative ef&cace à plusieurs
techniques classiques. Plus particulièrement dans les domaines de la statistique
et de la reconnaissance d'images, l'utilisation des ondelettes s'est répandue à une
vitesse étonnante.

Nous arrivons maintenant au but premier de cette section, soit la décom-
position d'une fonction de densité à l'aide d'une base d'ondelettes, et en par-
ticulier, à l'aide de la base de Haar présentée à la section 1.3. Tout d'abord,
quelques soient la fonction de densité / £ ^2(1R) considérée et la base d'onde-
lettes employée, les équations (1.32) à (1.35) demeurent valides. Il est cependant
intéressant de constater que les coefficients Cjk et djk prennent ici un sens parti-
culler. En effet, comme / est une densité, alors pour j, À e Z,

et

C,h=^[(pjkW],

d,,=E[^(X)j,

où les espérances sont prises sur une variable aléatoire X de densité /. Cette
interpretation théorique des coefficients est extrêmement intéressante puisqu'elle
ouvre la voie à l'estimation de la densité / à travers l'estimation de ses coefficients.
En effet, si A^i, Xa, ... , Xn est un échantillon tiré de la densité /, alors il est
facile de montrer que

l v"-
C j k = ^^^kW

et

t=l

n-L
d3k= ^î^^k{Xi)

n^
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sont des estimateurs sans biais de cjk et djk (pour j, A; 6 Z). Ce résultat rend
l'emploi des ondelettes tout à fait naturel pour l'estimation des densités. Malheu-
reusement, il ne permet pas, en général, d'obtenir plus facilement les valeurs des
coefficients d'une densité / connue.

Limitons nous donc dès maintenant au cas de la base de Haar. Dans ce cas
bien particulier, tous les coefficients peuvent être obtenus facilement à cause de la
simplicité de la fonction d'échelle et de la mère des ondelettes. L'équation (1.15)
nous autorise effectivement à écrire

Cjk = l f[x)(f)jk{x) dx
'E

,fe^

=Vlî l v f{x}dx
/â

k+12J72pfA<X<
23 ~ " ' 23

=2^2|F /Â;+1
23 -(e ; (1.37)

pour j,k ç:'Zi, et où F est la fonction de répartition associée à la densité /. Pour
les coefficients des ondelettes, il suffit d'employer l'expression de if}jk donnée par
l'équation (1.21). Nous obtenons ainsi

djk = l f{x)^jk{x)dx
'R

= 2-'72

= 2J/2

= 2J/2

L^â

^T
f(x)dx- f ' f(x)dx\

'^

[p^^<2^1)-pf2^1^<^
23 - " ~ 23+1 j ~ V 2^'+1 -" ' 2^

^2*±l^_p^_
\ 23+1 j .23

F
À;+l
2J ;

pour j, A; £ Z. Les divers coefficients d'une densité / connue deviennent donc
très faciles à obtenir lorsque la base de Haar est employée. Par le fait même, il
est donc aussi très simple et très rapide de calculer f j, l'approximation de / au
niveau 3.

Finalement, il est intéressant de noter qu'avec la base de Haar, l'approxi-
mation f j d'une densité continue converge non seulement en norme quadratique
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selon

A-/ll,^o, (1.38)

comme dans le cas de toutes les bases d'ondelettes, mais aussi de façon ponctuelle.
Ainsi, lorsque la densité / est continue, alors il est aussi possible d'écrire

f,{x)-^f{x),
3->co~

(1.39)

quelque soit 2; G R. Pour plus de détails à ce sujet, voir Kashin et Saakyan (1989,
section 3.2) et Walnut (2002, sections 5.3 et 5.5).

A la lumière de ces derniers résultats, nous proposons d'utiliser, à titre d'ap-
proximation d'une densité / £ /^2(R) connue,

fAX) =Scjfc^(^), (1.40)
feez

où les coefiicients Cjk sont donnés par l'équation (1.37) et où les fonctions (j)jk sont
données par l'équation (1.15). Nous avons donc en fait

'k k+1'
fj{x)=23/ZCjk pour 2-e

23 ' 23 ,Â;GZ,

où j est choisi de façon à rendre l'approximation adéquate. Notons que f j est aussi
une densité. Nous discuterons plus en détail du choix du niveau d'approximation
j au cours des prochains chapitres, puisque ce type d'approximation est à la base
de nos résultats.

0

1.6. Les ondelettes en statistique

Dans le but de terminer adéquatement cette introduction aux ondelettes, nous
jugeons utile de citer quelques travaux intéressants du domaine de la statistique
faisant appel à la théorie des ondelettes.

Nous mentionnons d'abord les travaux de David Donoho et de ses divers
collaborateurs. Il est important de souligner le rôle primordial qu'ont joué ces
travaux. En effet, Donoho (1995), Donoho et Johnstone (1994, 1995, 1998), Do-
noho, Johnstone, Kerkyacharian et Picard (1995, 1996) et Kerkyacharian et Pi-
card (1992, 1993) ont introduit les ondelettes à une majorité de statisticiens en
démontrant leur efficacité à traiter les problèmes de régression et d'estimation
de densité dans un contexte non paramétrique. Leur plus grande contribution
est, sans aucun doute, la mise au point des techniques de rétrécissement ("shrin-
kage") et de seuillage ("thresholding"), aujourd'hui largement répandues. Ces
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techniques constituent, en quelque sorte, les fondements de l'utilisation des onde-
lettes en statistique, en plus de soulever certaines questions qui n'ont trouvé de
réponses qu'un peu plus tard.

D'abord, dans le contexte de la régression, Delyon et Juditsky (1995, 1997)
discutent des façons adéquates d'obtenir les coefBcients des ondelettes. Fan et
al. (1999) discutent plutôt du bien fondé de l'utilisation des ondelettes et des
techniques de seuillage. Tao (1996) et Tao et Vidakovic (1998) s'intéressent à la
convergence des estimateurs obtenus par seuillage. Hall et Patil (1996a, 1996b)
et Marron et al. (1998) comparent difïérentes techniques de seuillage à travers
divers critères d'optimalité. Nason (1995, 1996) s'intéresse au choix des seuils par
validation croisée. Ruggeri et Vidakovic (1999) et Ruggeri (1999) développent, à
l'aide d'arguments empruntés à la théorie de la décision, des critères bayésiens
permettant d'obtenir un seuil optimal. McCoy et Walden (1996), Wang (1996) et
Abry et al. (1998) discutent de l'emploi des méthodes de seuillage dans le contexte
plus particulier des séries chronologiques.

Certains auteurs préfèrent voir les techniques de seuillage d'une façon diffé-
rente. Par exemple, Abramovich et Benjamiui (1995, 1996) les présentent comme
étant des tests d'hypothèses multiples. Vidakovic (1998) fait de même dans une
approche bayésienne à la régression. Ogden et Parzen (1996) les présentent plutôt
comme des tests du rapport de vraisemblance séquentiels. Zhang (1995) et An-
toniadis et al. (1997) les considèrent similaires à un problème d'identification des
meilleurs régresseurs.

Chipman et al. (1997), Abramovich et al. (1998), Clyde et al. (1998), Abra-
movich et Sapatinas (1999), Clyde et George (1999) et Holmes et Denison (1999)
adoptent une approche radicalement différente. Ils construisent des modèles bayé-
siens où l'estimation des coefficients des ondelettes amène du rétrécissement

et/ou du seuillage de façon naturelle. Dans ce même contexte, Chipman et Wolf-
son (1999) et Vannucci et Corradi (1999) discutent plus particulièrement du choix
des densités a priori. Millier et Vidakovic (1998) adoptent également cette ap-
proche mais concentrent leurs efforts sur le seuillage dans le cadre d'un problème
d'estimation de densité. Cette dernière technique est généralisée à divers types
de problèmes par Miïller et Vidakovic (1999).

Toujours dans un contexte d'estimation de densité, Vannucci et Vidako-
vie (1995) et Pinheiro et Vidakovic (1997) traitent de différents problèmes ren-
contrés avec l'emploi des bases d'ondelettes. Huang (1999) traite du biais et de
la variance des estimateurs linéaires basés sur les ondelettes. Tribouley (1995a,
1995b) propose le choix des seuils par validation croisée.
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L'impact de ces divers travaux portant sur la régression et l'estimation de den-
site est tel que les ondelettes sont maintenant vues par plusieurs comme un outil
offrant un très grand nombre de possibilités, pour la plupart encore iuexplorées.
Entre autres, les problèmes reliés de près ou de loin à la régression et à l'estimation
de densité peuvent être abordés sous un regard nouveau à l'aide des ondelettes.
Par exemple, Fan (1996) construit des tests d'ajustements et Huang (1997) et
Pensky (1999) étudient des problèmes d'estimation bayésienne empirique. Dans
le contexte des séries chronologiques, Li et Xie (1997) s'intéressent à la détection
de périodicité et Wang (1995), à la détection des sauts et changements brusques.
Aussi, Neumann (1996), Priestley (1996) et Cao (1997) utilisent les ondelettes
dans le but d'estimer des densités spectrales. Dans un tout autre ordre d'idée,
Vidakovic (1996) explique comment construire, à l'aide des ondelettes et de façon
aléatoire, des densités permettant d'évaluer le comportement de plusieurs types
d'estimateurs.

Finalement, Ogden (1997), Hardie et al. (1998) et Vidakovic (1999) sont
des ouvrages plus approfondis sur l'emploi des ondelettes dans le domaine de la
statistique. Nous attirons particulièrement l'attention du lecteur sur le dernier
ouvrage mentionné. A notre avis, il constitue à l'heure actuelle le répertoire le
plus complet des méthodes statistiques basées sur les ondelettes.

0
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Chapitre 2

Estimation bayésienne d'un paramètre de
position à l'aide de la base de Haar : cas d'une

seule observation

Nous nous intéressons, tout au long de ce chapitre, au cas du modèle simple
dont nous avons discuté précédemment, soit

X\6^

0 ^ 7T(6),

^ ,fx-e
LW=^f^ î

où / G £2{R) est spécifiée, et où le paramètre d'échelle a > 0 est connu. Nous
notons ici L{9\x) la densité conditionnelle de l'observation X pour accentuer le fait
que cette densité correspond à la vraisemblance du paramètre de position 6. Notre
intérêt est tourné vers 9 et la question à laquelle nous nous proposons de répondre
à travers ce chapitre est la suivante: si la densité a priori est complètement
spécifiée, comment estimer 07

0

2.1. Estimation de 0

D'abord, dans le but d'obtenir un estimateur bayésien de 0, nous supposons
également que TT appartient aussi à une famille de paramètres de position et
d'échelle. Plus particulièrement, nous admettons que

^-.(^ ;

où/^G Ret T> 0 sont connus, et ^ e £2(R) est spécifiée.
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Dans ce contexte, nous pouvons exprimer la densité marginale de X, notée
m, comme

m{x~) = / L{e\x)7T{0) de

^^f^,f^)^
^ JRJ \ <7 y3 v T y "" '

ce qui permet d'écrire la densité a posteriori de 9 comme

L(0\X)7T(6)
-R(0\X) =

m{x)

/(^)^^)
^ (^) ^ (^) ^

Ainsi, les moments a posteriori de 9 sont donnés, pour n > 0,par

Qnf{x-^}9{e-^}dQ
men\x\=

î

'„/ (^) 3 (a^) M
avec l'intéressante propriété que, pour n > 0,

//"/(^).(^')^-E(Î)^+IM.), (..D
où

;=0

Ux)= Lsl9(s)f[Ta
fR \a

x - p,

T
— s ds.

Ce résultat est obtenu à l'aide du changement de variable simple

Q =TS + p,.

(2.2)

Pour plus de détails, le lecteur peut consulter Leblanc (1995), Leblanc et An-
gers (1995), et Angers (1996a).

Maintenant, pour obtenir une estimation bayésienne de 9, l'approche usuelle
consiste à considérer l'estimateur de Bayes sous la perte quadratique, noté 0B{x),
soit l'espérance a posteriori de 0 (voir Berger, 1985, section 4.4). Il est aussi
d'usage de considérer la perte espérée a posteriori de l'estimateur de Bayes, notée
p(7T,0B\x), comme mesure de précision de cet estimateur. Notons que sous la
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perte quadratique, il est facile de montrer que ^(TT,^!^) se réduit à la variance
a posteriori du paramètre 0 (voir Berger, 1985, section 4.3).

En employant la notation introduite précédemment, il est d'abord possible
d'écrire

m{x) = —loÇx). (2.3)

De là, les deux quantités qui monopolisent ici notre attention peuvent à leur tour
s'exprimer (voir Angers, 1996a) comme

0B(x) = P.+TIl(^)
lo(^) ' (2.4)

et

p(7T,eB\x) =T,2 i_^_fUxy\
Ux) \Ux)J

2l

(2.5)

Malheureusement, à moins de se restreindre au cas où la loi a priori est conjuguée
à la vraisemblance, il est habituellement difficile, voire impossible, d'obtenir une
expression simple pour les fonctions I;(rc). Ce problème se répercute clairement sur
0B{x)i p(7r,OB\x) et même m(x), qu'il devient alors aussi difficile (ou impossible)
d'exprimer sous une forme explicite. Il est alors nécessaire d'employer diverses
techniques, telles que l'approximation gaussienne de Naylor et Smith (1982),
l'approximation laplacienne de Tierney et Kadane (1986) ou l'échantillonneur de
Gibbs (voir Gelfand et Smith, 1990) pour obtenir des approximations de ^B (re)
et p{n-,0B\x).

Afin d'éviter d'avoir à traiter chaque problème de façon particulière et d'etre
éventuellement confronté à toutes les difficultés techniques que chaque modèle
spécifique peut apporter, nous proposons une méthode générale d'approximation
des intégrales Ii(x) à l'aide de la base de Haar. Cette méthode, d'une étonnante
simplicité, est présentée en détail à la prochaine section. Elle nous permettra plus
tard d'approximer l'estimateur de Bayes et sa perte espérée a posteriori.

Finalement, remarquons tout de même que plusieurs se sont attardés à la
recherche d'une forme simple pour l'estimateur de Bayes dans le cas de différents
modèles bayésiens. Notons, en plus des travaux de Stein (1981), ceux de Spiegel-
halter (1985), Fan et Berger (1990) et Angers (1996a, 1996b, 1997).
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2.2. Approximation de Ii(x)

La première étape, dans le développement de notre technique d'approxima-
tion, consiste à construire une approximation de Ii{x) (pour l = 0, l, 2). Pour
cela, nous employons la base de Haar et les approximations obtenues à l'aide
des projections orthogonales vues à la section 1.5. Les approximations de Ii{x)
ainsi construites, que nous notons ïi{x), serviront plus tard à approximer 0B^~)
et p{-ïï,9B\x).

Nous débutons la tâche qui nous préoccupe ici en définissant, pour alléger la
notation,

 )=f(^
T X — fJ.

T
— s ï

et

gi{s) = slg(s),
pour l € N. Remarquons qu'en employant cette notation, l'équation (2.2) devient

ïi(^) = / gi{s)f^{s)ds.
'M

Toujours par souci de clarté, nous notons l'intervalle

(2.6)

AJk = \-^7,
k k+1

2^' 23 ?

pour j,k 6 Z. Ainsi, d'après l'équation (1.40), nous pouvons approximer, en
utilisant les ondelettes de Haar, toute densité h ç ^2(R) associée à une variable
aléatoire Y par

(2.7)h(y)=^cjk(pjk{y),
feez

où, pour À G Z,

et

^jk{y} =
2J/2 si?/€Aj,,
0 sinon,

cjk ==<h^jk>= 2J/2 P (Y e Ajk) ,
et où la valeur de J ç Z est choisie assez grande. L'impact du choix de J sur le
comportement des approximations de l'estimateur de Bayes et de sa perte espérée
a posteriori construites à l'aide de l'approximation donnée par l'équation (2.7)
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sera établi au corollaire 2.1. A la section 2.7, nous discuterons aussi, à travers
quelques exemples, de l'effet du choix de J du point de vue pratique.

Le résultat qui suit nous permet dès maintenant d'établir l'approximation de
Ii{x} obtenue à l'aide de la base de Haar.

Résultat 2.1. Sife£2(S), si

ajk{x} = < /e, (pjk > Vj, À; £ Z,

et si

k,jk=< 9l,àjk> Vj,Â;GZ,

alors l'approximation de Ii(x) obtenue à partir de l'approximation de Haar de
niveau J de fj: est donnée par

Ii(^)== / 9i{s)Ms)ds
'R

\—^= ^ajk{x)bi^k.
fcez

Démonstration. D'abord, l'équation (2.7) nous permet d'approximer fx par

f^s)=Y^ajkWjk{s), (2.8)
feez

si la valeur de J est suffisamment grande. Il nous suffit maintenant de remplacer
fx par son approximation dans l'équation (2.6). En effet, nous avons alors

îi{x) = ^ gi{s}Us) ds
gi{s) j > ',ajk{x)4)jk{s) ) ris

/R \^î

=^ajk{x) j gi{s)(f)jk{s) ds
'Rfcez

= ^ajk{x) <gi,(f)jk >
Jtez

== ^ajk(x)bi,jk,
Aez

et cette approximation devrait être adéquate si la valeur de J est choisie avec
soin. D
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Attardons nous maintenant au calcul des divers coefficients nécessaires afin
d'obtenir les approximations de Ii{x) pour ^ = 0, l, 2. D'abord, les coefficients
ajk{x) doivent être trouvés puisqu'ils interviennent dans le calcul de Ii{x) pour
toutes les valeurs de ^ G N. Ces coefficients sont obtenus à partir de l'équa-
tion (1.37), qu'il suffit de modifier légèrement. Nous avons en effet, pour j, fe € Z,

OjhÇx) =< fx,4>jk >
0-=V/2U-\F{-
T l \0-

T \X — p.

T

k
23

-F(r-\x—^
a T

Çk+1)
23 , (2.9)

où F est la fonction de répartition associée à la densité /.

Les coefficients &;.,/; doivent aussi être obtenus pour Z= 0, l, 2. Dans le cas
où l = 0, l'équation (1.37) amène directement

bojk :=< 90, cf)jk >
= < 9,(Pjk >

'k+1^Vlî\G
23 -Gfê 7 (2.10)

pour j,k çZ, où G est la fonction de répartition associée à la densité g. Notons
que ces coefRcients peuvent s'interpréter comme

6o,^=2^2P,(A,,), (2.11)

où VgÇAjk) correspond à la probabilité associée à l'intervalle A j f: par la densité
g et donc, dans le cas présent, à la probabilité a priori associée à l'intervalle
Ajk. L'obtention des coefficients b^jk et b^jk demande un peu plus de travail. La
proposition suivante donne la forme de ces coefficients.

Proposition 2.1. Les coefficients bi^k, tels que définis par le résultat 2.1, sont
donnés, pour 1=1 et 2, par

où

eljk

bijk =

l /2A;+1

-œ'bo,jk + eijk Vj, À; 6 Z,

2^'/2 23

l-1

G
k+1
2J

-2J/2/ (2s)'-lG(s)ri5.
/A,t
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Démonstration. Tout d'abord, quelque soit la valeur de ^ ç N, nous pouvons
écrire

bl,jk =< 9l,<Pjk >

gi{s')^)jk{s)ds
IR

- 2J/2 / slg{s~) ds.
fA,fc

Dans le cas particulier où l = l, l'intégration par parties amène

6i,,,=2^2 / sg{s)ds
'^k

= 2J/2 (À +1)
23

G
k+1
2J -^G^-L,G(s)d\

En employant la définition de bo jk donnée par l'équation (2.10), il est donc pos-
sible d'écrire

k L^+l
'l,3 k =2^/2

k

23 -G(^ ^G(^l)-y/24.G(8)ds
= ybo,jk + e^jk,

pour j, A; £ Z.

En procédant de la même façon, nous avons, pour / = 2,

b2,,,=2^/2 / s2g{s)ds
'A,fc

= v/2 (A +1)
223

2

G
k+1
23

-S-G(k-}-
~w^[^)~ 2sG{s)ds

A,k
3

et, toujours d'après l'équation (2.10),
k2

b2,3k = 2^'/2 [G^)-Gm+2^G{^-2111L^ds
k•i

= 227 bo'3k + e2'^'
pour j, A; e Z. a

Notons que le comportement de b-^jk et b^jk (et par le fait même, de e-ijk
et esjjfc) sera étudié aux lemmes 2.3 et 2.4. Nous verrons alors aussi pourquoi
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leur valeur exacte ne sera en fait jamais calculée. Pour l'instant, nous nous
intéressons plutôt à la qualité de l'approximation introduite au résultat 2.1. Plus
particulièrement, nous voulons examiner l'erreur d'approximation liée à ïiÇx).

Auparavant, nous obtenons un lemme permettant de quantifier la qualité de
l'approximation de fx(s) donnée par fx(s). Ce résultat sera employé afin d'étudier
les erreurs d'approximation associées à ïi{x), pour l € N.

Lemme 2.1. Si f e C2{R')H Cfl(ffi) e^ sz f £ roo(R), û/or5
T

f^s) - f^s)

où ll/'llco = sup|//(s)[, et donc

<
a2J

ll/'lloo Va;, s G R,

sçR

|/.(5)-/.(5)|-0(2-J),

et ce résultat est uniforme en x et en s.

Démonstration. D'abord, remarquons que pour tout s ç R, il existe un et un
seul À;s e Z tel que

"^ k,+r
seAjk, = 17^,2J' V

Il est ainsi possible d'écrire, d'après les équations (2.8) et (2.9),

^(s) =^aJk{x)(f>jk{s)
fcez

=2J/2a^(r.)

De là, nous avons

Us)-Ms)

=2J/ Ut)dt.
'Ajk,

Ms)-2J 1 Ut}
' A-Jk,

dt

2 [f.(s)-Ut))dt

<2J f \Us}-Ut)\dt.
'AJks

1/.
A^.

(2.12)
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IVIaintenant, pour toute fonction p € Cfl(R), un développement en série de
Taylor permet d'écrire

p{y+h) =p{y)+hp'{e),

où s € {y,y+h) si h> 0, et e ^ {y+ h, y) si h < 0. Ainsi, pour h çR, nous avons

\p{y+h)-p{y)\=\h\\p'{e)\
^ 1^1 Illico,

sip' G /:°°(R). Comme ici

t(3)=-^'(î[^-s1).
alors ce résultat amène

\Ms)-f^t)\<\s-t\^\\f
0-

00

<
T lin^J^ 11°°'

pour tout t ç Ajk^ .

Finalement, en employant cette inégalité avec l'équation (2.12), nous pouvons
borner l'erreur d'approximation associée à fx(s) par

|/.(s)-7.(s)|<^|[/'||oo / dt
'Ajk,0-

T

a2J
p/1

loo;

Dpour toutes les valeurs de x, s ç R.

Il nous est enfin possible d'étudier l'erreur faite lors de l'approximation de
Ii{x) par Ii(x). Le prochain théorème présente notre résultat général.

Théorème 2.1. Si f ç £2{R)n C1(R], si f' e roo(R) ef 5î gi £ /;1(R), a^or5
l'erreur d'approximation liée à li{x} est bornée, pour l G N, par

|l^)-î^)|<^||//||^|^||, V^eR.
Ainsi, nous avons

|I^)-I^)[=0(2-J),

quelque soit la valeur de ^ G N, ce résultat étant uniforme en x.
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Démonstration. Pour obtenir le résultat, il suffit d'abord de remarquer qu'en
employant l'équation (2.6) et le résultat 2.1, nous avons

I^)-I^) gi(s)f^{s)ds- l gi{s)fx{s)ds
E

9i{s)(Us}-Us))ds
'R

< / \9i{s)\\Us)-f^s)
IR

ds.

Par ailleurs, d'après le lemme 2.1,

\ Us)-Us) <
T

<72J 00;

pour re, s ç K. L'erreur d'approximation que nous cherchions à caractériser ici
satisfait donc

li{x) - Ii(x} <
T

llf/
027'"
r

a2J
11/'

00

00

\9i{s)\ds
'R

ll^lll,

pour tout re G R. D

La première étape du développement de notre technique d'approximation est
maintenant complétée. Nous avons en effet réussi à construire des approximations
intéressantes des intégrales Ii{x], soit I;(a;). Il ne nous reste plus qu'à étudier
l'emploi de ces approximations dans le but d'arriver à approximer efficacement
l'estimateur de Bayes et sa perte espérée a posteriori. Les autres étapes nécessaires
à la construction de nos approximations sont effectuées aux sections suivantes.

Auparavant, nous faisons remarquer au lecteur que pour le cas où l = 0, il
est possible de faire mieux qu'au théorème précédent. Pour cela, nous obtenons
d'abord un lemme donnant des expressions alternatives des coefficients ajk{x} et
t>Q,jk- Ces résultats seront employés afin de quantifier diverses erreurs d'approxi-
mation.

Lemme 2.2. Si f £ C' (K), alors les coefficients ajkÇx), tels que définis par
l'équatzon (2.9), peuvent aussi s'exprimer comme

ajkÇx) = _L ff, fÂ^ _
" 2Ï72 \jx \^) ~A©-<^î/l(ï'^)] VÀ*ez'
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où e-ijk € Ajh, et où la fonction f'{x, s) est définie par

/1(..)=/-(,[^--SI l .

De même, si g ç C1(K), alors les coefficients bojk, donnés par l'équation (2.10),
peuvent être récrits comme

b^ - ^2 [9 (^) + 2^î5'(^-.)] Vj, fc G Z,
OÙ e^jk £ A•3k-

Démonstration. D'abord, il est bien connu que toute fonction p e (7 (R) peut
être développée en série de Taylor selon

h2

p{y +h)= p{y~) + hp'{y} + - p"{e},
où/!,>0 et e e (y,y + h). Cette relation permet aussi d'écrire

p(y+h),-pw-PW+y"(e), (2.13)

cette dernière forme nous étant plus utile.

Maintenant, notons que comme / e Cfl(R), alors F e C'2(R), et posons

T \X - /J,FM = F ^[- T
-si l .

Remarquons ensuite que

et que

fw = -ï/'w-

Q2F., , r2
t f _\ ' fl^çs)=^fl{x's}-

Remarquons finalement que l'équation (2.9) s'écrit, avec cette nouvelle notation,
comme

^)=^^(^-^(^)].
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En employant l'équation (2.13), nous pouvons donc écrire

l a
a^W = -oTTi::2^/2 ^

'k+l\ _ fr fk_
^["ïr) ~li^[^}

l

2J/2

1/2^'

fx[^]~a2^fl(x'£13k}\-

où e^jk £ Ajk, pour j, À; G Z.

Pour les coefficients bojk, nous avons directement

&oj, -= V'î \G [^k_+Ï\ ^(k
~2r)~^[y

l

2J/2

l

G{^-G^]
1/2^'

k l
9^)\,2^2 \9 [23 l +2^T

où e^jk € Ajk, et pour „?', fc e Z. D

Comme nous l'avons dit plus haut, le résultat qui suit n'est pas directement
relié au développement de la technique d'approximation qui nous intéresse ici.
L'importance de ce résultat sera mise en lumière au chapitre 4.

Théorème 2.2. Si f e £2{R) n Cf2(R), ^ ç C2(R), et si, pour i = l et2,
/(t) 6 CCOW et gW e £i(K), a/ors

\Io(x)-Io{x)\=0{2-2J) Vs; e R,

et ce résultat est uniforme en x.

Dénionstration. D'abord, nous savons que

îo(x) - Io(x) Io{x)-^ajk{x)bo^jk
Â:6Z
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Par ailleurs, comme f et g sont continûment dérivables, le lemme 2.2 amène

•f'{x,£-ijk)^JkWo,j^^j^\f.[-^)-^j^f'{x,e,jh)\ \9[^j^
fcez - fcez i- \- / - - j Lfcez

l V-. (k\Jk
Tx[^j )9

fc£Z

a2J+1'

k
2J

^ ^ , l ,/
9{^J ] + n-TTi-ff'2J+1

+227ÎÎ ^ l ^ [ ^ j ^(£2Jfc) - ^//(2;'£1JA)5 l 2^ .
fcez

T

aVJ+2 '^f'(x,euk')9'{£2jk),
feez

où £ijTfc,£2jfc € Ajfc. En posant

et

s^=ij^\f-[^j) S'^Jk) - -^f\x, e,jk)g (^ ] | ,

SR-^ = ij^_,\f'^x'£T-Jk)9'{£2Jk}\,2-/z^
fcez

nous avons donc

Ux) - Io(rc)
1 \-. fk\ J k

w-^yx^)9[ï'
A£Z

^î ^Ri + 22J+2 ^'-R2-^.^ l T

<
1 V-. fk\ ^ k

I^-y^[^)9[^
feez

+
l

2^+i
sRi +

T

a22J+2 SR^- (2.14)

Il nous suffit maintenant de procéder à une étude terme à terme de l'équation
précédente.

Commençons par considérer le premier terme. Pour cela, notons d'abord que
comme / G £l(R) (puisque c'est une densité) et / est continue, alors / £ Cxs\
Donc, il est possible de vérifier que

'00

rR
^(^(^(^)

t=s
ds ^ Mi < +00, (2.15)
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où

et que

^i = ^ iinioo ii^iii + 2 ^ ll/'lloo ll^tll + ll/lloo ll^'lll,

sup
2:,S£R

9
9t{Ut)g(t)

t=s
^ Ma < +00,

où M-2 est donné par

Ms = 00

T
^lloo+^liriloolMloo,

a

car g et g sont toutes deux bornées (puisque continues et absolument intégrables
sur R). Ceci permet l'utilisation du lemme C.2 (voir annexe G) pour obtenir le
comportement du premier terme de l'équation (2.14). Nous avons ainsi

\w-^f^).^}\=\if.(w'-^f^)^^
fccz

<
M,2 +

Ml
6 x 22J ' 12 x 22-7

-L (Mi^Mi
227 [ G ^2

pour a; G M, c'est-à-dire

^-^/.(^)îœ =0(2-2J), (2.16)

de façon uniforme en x, puisque Mi et M2 sont des constantes finies indépendantes
de x et J. Remarquons que le lemme C. 2 ne peut être employé pour décrire le
comportement des deux derniers termes de l'équation (2.14). Ceci vient du fait
que f'(x, •) et g' sont évaluées aux points £uk et e^jk (pour À; e Z) et que ces
points ne sont pas connus explicitement. Le comportement de ces deux termes
doit donc être obtenu autrement.

Dans cette optique, notons que SR^ est une série apparentée aux sommes de
Riemann. Dans le but de faire apparaître des sommes de Riemann dans l'expres-
sion de Sa^, nous utilisons encore une fois des développements en série de Taylor.
Ainsi, comme /' e C'1(R) et g' G C11(R), nous écrivons

k\ T /' k
f\X, £ijfc) =f (x^) -^ ( £^k - ^7 J /"(^,£3Jfc),
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où

et

où

£3Jk £ l -^7,£lJk ) C Ajfe,
/

9\£2Jk) ^9' [^j) + [£2jk - gj J 9"{£uk),

£4Jfe € -^J,£2Jk ) C Ajk.
.^'

Ces deux résultats permettent d'exprimer SR^ comme

^^EK^).'^)-ï/'( k
af'[x-v)g[y

k

+

De là, comme

//.

^ijk ~y ) •l~x[y )9 ^e^Jki

~L\-f.^. _Â^ f'^ ..^.(L
-^[£ÏJk-^j) f"^^3Jk)9{-^
A6Z

2JZ^
fcez

£iJk ~
k
2J <-^

pour î= l, 2 et pour À; G Z, alors il est possible de borner cette somme par

\SR,\ ^ |^,J + ^ ||/||oo5^,, + ^ ||/"||oo5^,3, (2.17)

1 ^\. fk\ ^fk\ T ^(^. k\ .fk
s^ =^l^[fx [y) 9' [^) - ^ ^ [x- ^)9[^,

feez

;

-lv-
7Rl,2 = 9J Z^

feez

Q'\e^ )

SBU=î'SÎ(^)'
et où les sommes SR^ sont maintenant des sommes de Riemann pour i =1,2, 3.
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Notons que la première de ces nouvelles sommes converge vers

Notons aussi que

1^(
9t

/.(s)p'(s) - Lf'(x, s)g{s)) ds = Us)g(s)

Qî

s=+oo

=0.
s=—oo

^(Ut)g\t)-^f'{x,tW)
t=s

ds=
IR

^{UWt)
t=s

ds

< Mi < +00,

d'après l'équation (2.15). Ainsi, en utilisant le lemme C.l (voir annexe C),
pouvons ici écrire

nous

SR^-O\<
Ml
2J+r

et donc,

^,,=0(2-J), (2.18)
la constante Mi étant indépendante de x et J.

Les autres sommes de Riemann de l'équation (2.17), soient SR^^ et 5'^ 3, sont
indépendantes de x et convergent respectivement vers |[5'"||i et ||5'||i = l. Ainsi,
elles représentent toutes les deux des quantités bornées et il est possible d'écrire

SR^=O{I),
et

SR^ = 0(1),
dans les deux cas de manière uniforme en x. En jumelant ceci au résultat donné
par l'équation (2.18), nous pouvons alors revenir à l'équation (2.17) et obtenir

|^| ^ 0(2-7) + ^ 11/11^ o(i) + ^ iini^ 0(1)
=0(2-J), (2.19)

ce résultat étant uniforme en x, ce qui complète l'étude du comportement de SR^.

Etudions finalement le dernier terme de l'équation (2.14). Il est facile de
verifier que

où

SR^ < ||/ lloo'S'^2,1)

SR^ = ij^\9'{^jk}\,
fc£Z
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et correspond ainsi à une somme de Riemann convergeant vers 51'||i. En reprenant
le même argument que précédemment, il est clair que

et donc que

^,=0(1),

6'^ < liriloo0(1) =0(1), (2.20)

indépendamment de a; ç R

Enfin, en combinant les équations (2.14), (2.16), (2.19) et (2.20), il devient
évident que

Io^)-îo(.)|<0(2-2J)+^0(2-7)+^^0(l),2^+i (722-7+2

et donc que

uniformément en x.

Io(^-Io(^)|=0(2-2J),
D

Remarquons que le raisonnement fait au théorème précédent ne peut être
utilisé pour étudier le comportement de îi{x), pour / ^ l. En effet, les coefficients
bi jk deviennent alors trop complexes pour qu'une telle façon de procéder amène
un résultat simple. Cependant, comme il a déjà été dit, l'approximation de ïo{x)
tiendra un rôle principal au chapitre 4. Le gain de précision établi par ce dernier
résultat sera alors extrêmement précieux.

Revenons maintenant à la construction des approximations de l'estimateur
de Bayes et de sa perte espérée a posteriori.

0

2.3. Approximation de OaÇx) et de /o(7r, ^ja;)

Nous nous intéressons ici à construire des approximations de l'estimateur de
Bayes, soit OB^), et de sa perte espérée a posteriori, p{TT,0B\x). Pour ce faire,
nous disposons déjà d'approximations de I;(z). Il nous suffit donc d'utiliser les
equations (2.4) et (2.5) qui relient l'estimateur de Bayes et sa perte espérée a
posteriori aux I;(3;), ainsi que les résultats obtenus à la section précédente.

Posons d'abord

Ri{x) =
li(^)
lo(^) '
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pour l > l. Les quantités d'intérêt s'écrivent donc comme

0B{x) =/j,+rR^x},

et

p{7T,0B\x)=r2[R,Çx)-{R,{x))2].
En employant les équations précédentes et le résultat 2.1, il est tout à fait naturel
d'approximer ^5(2;) par

OB{X) =^+T-Ri(a;),

et p{7T,6B\x) par

p(7T,^|^=T2[i?2(^-(^l^))2],
où

Ux)
Ri{x} =

Io(a;)
•!

pour l > l. Il nous faut donc maintenant étudier le comportement de Ri{x), en
particulier pour l = l, 2. Notre connaissance du comportement de ïi(x) (pour
l G N) est ici, bien sûr, primordiale puisqu'elle permet d'obtenir l'erreur d'ap-
proximation liée à Ri{x) sans trop d'efforts.

Theoreme 2.3. Si f, g et gi respectent les conditions du théorème 2.1, alors

\Ri{x)-Ri{x)\=0{2-J) V^eR,

et ce, quelque soit l > l.

Démonstration. D'abord, notons que, d'après le théorème 2.1,

HX)
Ri(x) =

lo(^)
Ii{x)+0{2-J}
Io(^)+0(2-J)'

puisque f, g et gi satisfont les hypothèses de ce théorème.

Maintenant, posons

p{y) = y,

(2.21)
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et remarquons que cette fonction est continue et continûment derivable partout
sauf en y •=- 0. Ainsi, elle peut être développée en série de Taylor de façon à
obtenir, pour y -^ 0,

p{y+h) =p{y)+hp'(£),

pour s' G {y,y+h') si h > 0, et pour e ç Çy+h,y') sinon. Ceci permet donc d'écrire

p(î/+0(^))=p(î/)4-0(/i), (2.22)
pour y 74 0, puisque p'(e} est une constante indépendante de h. Par contre, comme
p'(e) n'est pas indépendant du choix de y, il est important de noter que le résultat
precedent n'est pas uniforme en y.

Remarquons ensuite que, d'après l'équation (2.3),

lo(^) = o-m(a;) > 0,

et donc, le développement donné par l'équation (2.22) est valable pour y = Io{x).
Ainsi, nous avons

-——— = _ . + 0(2~~^,
Ux)+0(2-J}~Ux) ' ^^ ;'

ce résultat permettant de réduire l'équation (2.21).

En effet, en utilisant ce résultat dans l'équation (2.21), nous trouvons
l

Ri{x)=(î^+0{2-J))

Hx)
+ ( HX) +

lo(^)
l

+0{2-J)

0(2-7)+0(2-2J)

0

~Io(^) ' V1^ ' lo(^).
=Ri{x)+0{2-J),

pour l ^ l, puisque Ii{x) et Io(x) sont des constantes ne dépendant que de x. De
là, nous avons finalement, quelque soit l >^ l,

\Ri{x)-Ri{x)\=0(2-J),

pour 3; G R. Notons que ce résultat est valable seulement de façon ponctuelle. La
borne obtenue n'est donc pas uniforme en x. D

Maintenant que le comportement de RiÇx) est connu, il nous est possible
d'étudier la qualité des approximations données par ^(rc) et P{TT,OB\^)- En fait,
le théorème précédent permet de conclure de façon assez directe que l'ordre d'ap-
proximation associé à Ri(x) est préservé lors de l'approximation de l'estimateur
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de Bayes et de sa perte espérée a posteriori. Le prochain corollaire présente ce
résultat.

Corollaire 2.1. Si f, g, pi et g^ respectent les conditions du théorème 2.1, alors

I OB (-c) - OB {x}\=0 (2-J) Va; ç R,
et

\p^,QB\x~)-p['K,9B\x}\ = 0(2--/) V^ € R.

Démonstration. D'abord, le théorème 2.3 amène, pour l =1 et 2,

Ri{x)=Ri(x-)+0{2-J),
puisque f, g, g^et g'2 satisfont aux conditions du théorème 2.1. Le premier résultat
est ainsi trivial car

ôeÇx) =^+rRi{x),

et donc,

0B{x)=^+r{R^x)+0(2-J~))
=^+ïJ?l(2;)+0(2-J)
=0B{x)+0{2-J).

Il devient alors évident que

\0B(X)-0BÇX)\=0{2-J),

pour re £ R.

Pour le second résultat, il nous suffit de remarquer que
2"P{7T,0B\^=^\R2(X)-{R^X)Y

=r2[(R^)+0(2-J))-{R^+0{2-J)f]
= r2 [R,(x] - (R,{x))2 + {2R,(x) + l)0(2-J) + 0(2-2J)]
-=:r2[R,{x)-{R,{x))2]+0{2-J),

puisque

h(x)
Ri{x) =

0
lo(^)
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est une constante dépendant uniquement de x. Ainsi,

p{n,0B\x)=p{7v,eB\x)+0{2-J),
et nous avons bien

|p(7r,^|^-p(7T,^|2;)|=0(2-J),

pour a; € R. a

A la lumière du résultat précédent, nous pouvons maintenant affirmer que les
approximations OB{X) e't p(7i'; ^B 3;) ont le comportement souhaité. Malheureuse-
ment, ces approximations ne constituent pas des alternatives efficaces au calcul
de 0B{x) et de p{7T,0B\x). En effet, les coefficients bijk et b-^jk, donnés par la
proposition 2.1, sont en général difficiles à calculer de façon explicite. Il nous ap-
paraît donc important d'obtenir des approximations de l'estimateur de Bayes et
de sa perte espérée a posteriori n'étant pas limitées par cette barrière potentielle.

(J

2.4. Alternatives à OaW et p(-7r, ^[î;)

Nous venons tout juste de faire remarquer au lecteur que la complexité des
coefficients b-^jk et b^jk peut limiter l'emploi des approximations présentées au
corollaire 2.1. Cependant, il est très simple de borner ces coefficients. Ces bornes
sont à l'origine de l'alternative au calcul de QB^) et de p{n,0B\x) que nous
proposons plus loin. Intéressons nous d'abord au cas oui = l. Le lemme suivant
permet de borner les coefficients b-ijk-

Lemme 2.3. Les coefficients b^jk peuvent être bornés par

VJ,Â;€Z.k.^.. ^^.. ^k+l
^ °0,3k ^ Ol,jk ^ —57- OQ,jk23

Démonstration. D'abord, la proposition 2.1 nous donne l'expression exacte des
coefficients b-^jk. Nous avons, pour j, À; e Z,

k
h,jk= ^^OJk+e^k,

où

el,Jfc =
-l-G(k^-1-}-^
W2"\~^~ G(s) ds. (2.23)

A j k



n

67

(J

Dans un premier temps, trouvons des bornes pour e^jk. Pour cela, notons que

^_mf G(s)< l G{s)ds<^supG{s).
S£A^ ~ ' JA,k ~ ' 'z3 seA,,

Notons également que G est une fonction de répartition : elle est donc non dé-
croissante. Ceci nous permet d'écrire l'inégalité précédente sous une forme plus
simple, soit

H^<-L^d3<-H^
En jumelant cette dernière inégalité à l'équation. (2.23), nous obtenons finalement

0 < e^jk ^ ^bojk,

où les coefficients bojk sont donnés par l'équation (2.10). Ces bornes peuvent
maintenant être appliquées à la définition de 61^^ pour arriver au résultat re-
cherché. En effet, nous obtenons alors

k k+1
^ bo,jk ^ hjk < —^- bojk,

Dpour j,k G Z.

Les bornes construites au lemme précédent peuvent à leur tour être employées
afin de trouver des bornes pour R-^{x). Ces bornes permettent d'arriver à une
alternative au calcul de Ri{x).

Théorème 2.4. Le rapport R-i{x) peut être borné par

Rï,mm{x) ^ Rl(x) ^ Rl,ma^(x),

où

l ^k^kaJk{x)bo,jk
-RI, min (^) =

2J Efeeza^(a;)6o,^ '
et

R, _(^ = l + l^ka^)b^ ^ ^ ^^ ^ ^^
^,Tnax\^} — oj "r T7-\^^_. ^^^. ~ -"-l.min^; -T ^J-2J ' y Ek^^k(x)bo,jh

Démonstration. D'abord, par définition, nous savons que

Il(^)

l
27'

R^x~)=
Ux)

;



n

68

u

ce qui amène, d'après le résultat 2.1,

R^) = ^ajt(^'.jt.
2^fcçza^W

Le lemme 2.3 permet directement de conclure puisque
\—\Ri{x) > ^i^aJk{x)^)bQ,jh

Y.k^aJkWQ^jk
1 Efc6ZÀa^(a;)6o,jfc
2J ^kçzaJk{x')bo^jk

et

Ri{x) <
E^Za^(2;) {k^l]bo,jk

Efe£Za^(;E)60,Jfc
l , l E^ZÂ:a^(^)&0,JA
2J ' 2^ E^2a^(^)^,^ '

pour a; G R. D

Le résultat précédent nous amène à imaginer l'alternative suivante au calcul
de -Ri (a;). Nous proposons d'approximer -Ri (re) par

l /^
2
l

RW = 2 [Ri,mm(x) + R^^X
+ Rl,mm{x)2^+i

l , l T.k^kaJkWo,jk
2J+1 ' y ^^^k{x)b^ ' (2.24)

pour qu'ainsi,

R,{x} - R{{x~)\ ^ J (^,^(^) - ^,^n^)) = ^, (2.25)
et

R,{x)-RW\=0(2-J), (2.26)

pour x ç R. Grâce à ce résultat, nous sommes maintenant en mesure de four-
nir une approximation adéquate et surtout efficace (puisque facile à calculer) de
R-i(x). Le théorème suivant confirme que R^(x) est une alternative adéquate au
calcul de Ri{x) puisque l'ordre de l'approximation est conservé en passant de
Jîi(-r) bR^x).
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Théorème 2.5. L'erreur d'approximation liée à R[{x) est bornée par
l

R^x)-R[{x)\ ^ \R^{x}-R^x)
2J+r

Ainsi, si f, g et pi satisfont les conditions du théorème 2.1, alors

l Ei (x) -R^(x)\=0 (2-J) ^x € K.

Démonstration. Il suffit d'abord d'employer l'inégalité du triangle, ce qui nous
permet d'écrire

Ri(x) - RW\ < \Ri{x) - Ri(x)\ + |^i(2;) - R^(x) (2.27)

En bornant le dernier terme de cette inégalité à l'aide de l'équation (2.25), nous
obtenons la borne sur l'erreur d'approximation, soit

l
Ri(x) - R[(x)\ < \Ri{x) - Ri{x) +

2J+1'

Pour l'ordre de l'approximation, l'inégalité (2.27) amène aussi directement
au résultat. En effet, d'après le théorème 2.3, comme /, g et g^ satisfont les
hypotheses du théorème 2.1, alors

\R,(x) - R,(x)\ =0(2-J).
De plus, il est évident que

\R,{x) - R[(x)\ =0{2-J).

Ainsi, en jumelant ces deux résultats à l'équation (2.27), nous avons bien

\R,(x)-RW\=0(2-J),

pour x çR. D

Passons maintenant au cas où /= 2. Les coefficients b-^jh sont, en général,
eux aussi difficiles à obtenir sous une forme explicite. Mais, comme pour le cas
oùZ = l, il est très simple de les borner. Cet exercice nous permettra d'accéder
à une alternative efficace au calcul direct de R-i(x).

Lemme 2.4. Les coefficients b^jk peuvent être bornés, pour k >0, par

^^^,,^(*^1>\^27 ba,jk < b^jk ^ 02, 6ûjfc2^' Vj e z,
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et dans le cas où k < 0, par

{k+l)\ k2
-y^- bo^jk ^ b^jk < yj bojk Vj 6 Z.

Démonstration. D'après la proposition 2.1, les coefficients &2,jfc sont donnés par

kz
b2,jk - ^7 60jfc + e2,jk, (2.28)

pour j, /c G Z, où

e^ =2-^-G (^) -23/2+1 /^ s G(5) ds- (2.29)
Commençons par examiner le cas où. k > 0 (et Ajk C R+). En procédant comme
au lemme 2.3, nous avons

2k +1 .
22J+1

mf GÇs) < f sG{s}ds < 2^1 sup G[s},
jk 22j+l sëAjfc

et donc,

2Â;+1
22j+lG{^<L/G(s)ds<- îk+\^ fk+1

22J+1 23

En jumelant cette inégalité à la définition de 62,.,-^ donnée par l'équation (2.29),
nous obtenons

0 ^ e^h <
2A+1

223 bo,jk,

où les coefËcients bojk sont définis par l'équation (2.10). En combinant ces bornes
sur esjfc avec l'équation (2.28), nous avons finalement

k2
yj

(fc+l)2
yj bojk <: b^jk < y j bo,jk,

pour ,?' 6 Z.

Le cas où k < 0 (et Ajk C R~) est résolu d'une manière similaire. Il suffit de
remarquer que, cette fois,

2Â;+1
22j+l sup G(s) < f s G(s) ds < ^^ mi G(5),

SGAik 'A,,

2k +1 .
22J+1 ^Â^
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la fonction p(s) = s étant négative sur Ajk. Après avoir effectué les mêmes étapes
que précédemment nous obtenons donc plutôt

et, finalement,

pour ,?' G Z.

-y^-bojk < e^jk^O,

(fc+l)\ , ^^.., ^1
-^— °0,^ ^ °2,^ ^ y]OQ,3k,

D

Il nous est maintenant possible de borner R^x). Ces bornes nous mèneront
à une alternative efficace au calcul de R^Çx) et, éventuellement, à une approxi-
raation de Rî{x}.

Théorème 2.6. Le rapport R-i{x} peut être borné par

R2,mmW < Rî{x') < J?2,max(2;),
où

et

^2,mm(2;) =

-R2,max(3;) =

1 EA€Z ^ a^(^)&0,Jfc + Efc<o(2Â; + l}aJk(x}bo^k
22J Ek^ajk{x)bo^jk î

l Efcçz k aJk(x)bo,jk + Efc>o(2Â; + l)a^(^)&o,^
yj Ek^ajk{x)bo,jk

Démonstration. Il suffit ici de répéter le raisonnement fait au théorème 2.4, mais
en employant plutôt les bornes fournies par le lemme 2.4. D'abord, du résultat 2.1,
nous tirons

w=~ïâ
Io{x)
^kç^aJk{x)b2,Jk
EkçzaJk{x)bo^jk

Ainsi,

R^[x) ^
Ek>oajk(x)fjbo,jk+'Zk<oaJkW('^1 b^jk

^kçzaJk{x}bo,jk
l Efeez k'2ajk{x)bo,jk + E<:<o(2^ + l)ajfc(^)&o,jfc
yj Efceza^(2;)&o,jfe ;
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et

R2(X) <
Efc>o ajk{x){-^- bo,jk + EA<O ajk{x}f7bo,Jk

l E
Efeçza^(2;)6o,JA

fcez k2ajkÇx)bo,jk + Efc>o(2fc + l~)aJk{x)bo,jk
22J Ek^aJk{x)bO,Jk

D

En prenant la même approche que celle employée avec R-i{x), nous proposons
d'approximer -Rs^) par

et donc, par

RW =

RW = ^ (%,min(2;) +-R2,ma^(2;)) ,

l 2 ^^ k2ajk{x)bo,jk + Efcez(2^ + l)ajfc(^)&o,jfc
22J+1

lE
T.k^aJk{x)bo,jk

feçz kzajkÇx)bo,jk + Efeçz ^ ajk{x)bo,jh
22J Y^k^aJk{x)bO,Jk

+
l

22J+1

l Ek^k2aJkWbo,jk ,15,,
i^X).: 2i7^^^^&o^r+ ^^(2;)- (2-30)

Le prochain résultat traite du comportement de R^(x). Plus précisément, ilquan-
tifie l'erreur d'approximation associée à R^{x) et permet de constater que le pas-
sage de R'i^x) à F^{x) n'amène aucune détérioration de l'ordre de l'approximation.

Théorème 2.7. L'erreur associée à l'approximation R^{x} de RîÇx) est bornée.
supérieurement par

i^-^^i^^-^l^^SS:
l Efcezsign(Â:)a^(a:)6o,^

où

22J+1 E^a^)b^ '

sig^k}=iw/k sîk^°'
0 sinon.

De là, si f, g et g^ respectent les hypothèses du théorème 2.1, alors

l Rï (z:) -R^x)\=0 (2-J) \/x ç R.
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Démonstration. Nous débutons en faisant comme au théorème 2.5. Ainsi, nous
écrivons d'abord

\R^x} - R^{x}\ ^ |i?2(^) - R2{x)\ + |J?2^) - RW

et remarquons que d'après le théorème 2.3,

\R,{x)-R,{x)\=0{2-J),

) (2.31)

(2.32)

puisque f, g et g^ satisfont les conditions du théorème 2.1. Il ne nous reste plus
qu'à examiner le dernier terme de l'équation (2.31) pour connaître le comporte-
ment de R^{x).

Pour ce qui est de la borne supérieure sur l'erreur d'approximation, notons
que

\R,{x) - R^x)\ < ^ (%,max^) - -R2,min(^))
l ^k>o{2k + l)aJkWo,jk - Efc<o(2Â; + ^ajk{x)bo,jk

22J+1
v

^kçZaJkWo,jk
l Z^/cez\k\ajh(x)bo,jk

92J +
l ^k^siëTlWaJk{x)bo,jh

^kçZaJk(x)bO,Jk 22J+1 Y^kçZaJkWo^k
Ainsi, en combinant cette inégalité à l'équation (2.31), nous obtenons la borne
cherchée.

Pour obtenir le deuxième résultat, soit l'ordre de l'approximation, nous de-
vous maintenant étudier le comportement des deux derniers termes de l'équation
précédente. Tout d'abord, notons que (voir section 2.1)

^-^-^L}e-^^9^
T

\s\Us)g{s)ds,îo{x) YR
et qu'une approximation ad hoc de cette quantité, obtenue à l'aide de la base de
Haar, est donnée par

T
E*^)-^

Ekçz\k\ ajk(x)bQ,jk

De là, nous avons

217 Efceza^(^)&o,^

^(x)=E[\0-^\x)+gEW,
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où /i. = 1~3 et ô'£;(/i) correspond à l'ordre (inconnu) de cette approximation.
Maintenant, le comportement exact de gE n est pas important car il est suffisant
d'avoir

limp£;(A) = 0.

En effet, nous avons ainsi

l ^k^\k\aJkWQ,jk _ l 1^^
227-E7ez^^)&o,.. = 27^ w

=^1^(^-^1|^+^(2^)]
=0(2-J), (2.33)

puisque E Ç\Q — /^| a;) est une constante bornée dépendant uniquement de x.
Pour le dernier terme à étudier, remarquons d'abord que

l ^kSslërlWaJk{x)bO,Jk _ l 2^k>OaJk(x)bo^k-^çZaJk(.x}bO,Jk
22J+1

z^fcezajkWo^jk yj+i ^kdZaJ^X}bO,Jk
lEk>oajk(x)bo^jk l

22JEfceza^(3;)&o,Jfc

= 227r(a;) - 22JTT'

22J+1

où

P+(a;) =
'Lk>oaJk(x)bo,jk
J^k^aJk{x)bO,Jk

et que P*(a;) correspond à l'approximation, obtenue à l'aide de la base de Haar,
de la probabilité a posteriori que 0 soit supérieur ou égal à p,. En effet, cette
probabilité est donnée (voir section 2.1) par

^-^-^/:^)^}d9
f^s)g{s)ds,

l 00

lo(^) 7o
et devrait donc être approximée, en employant le raisonnement utilisé au résul-
tat 2.1, par P*(2;). Ceci nous permet d'écrire, comme précédemment,

r(x)=^0>^\x)+gp(h),
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où h =2~J et gp(h) satisfait

0

lim5p(/i) = 0.
h—>0

Cette fois, c'est le comportement exact de gp qui est sans importance. En effet,
nous avons ici

^1 ^ E^sign(fc)a^)&o,^ ^ _^_ ^^ > ^ |^ ^ aM-^-} - -t-22J+1 ^^Ejz^(^~"" = 2^ ^ >^x)+ gp^J^ - 2^1
=0(2-2J), (2.34)

puisque P(0 > jj, \x} est une constante bornée dont la valeur ne dépend que de x.

Finalement, les équations (2.33) et (2.34) permettent de conclure que

\R2{x)-R^x)\=0(2-J), (2.35)

et, en jumelant ce dernier résultat aux équations (2.31) et (2.32), d'obtenir

\R,{x)-RW\=0{2-J),

pour x çR. D

Enfin, nous avons maintenant établi que R:[(x) et R^{x) forment des approxi-
mations adéquates et efficaces de -Ri (2;) et R^x). Il ne nous reste plus qu'à les
employer correctement pour approximer l'estimateur de Bayes et sa perte espérée
a posteriori. Pour ce faire, il nous suffit de définir

et

0B{X)=^+TRW,

y^M^=rî[RW-(RW)2}-
Il est très facile de démontrer que ces approximations exhibent le comportement
désiré. Le prochain corollaire, qui est le dernier résultat introduit dans la présente
section, confirme ce fait.

Corollaire 2.2. Si f, g, g\ et g^ respectent les conditions du théorème 2.1, alors

\0B{x) - 6B{x)\ = 0(2-J) V^ e R,

et

\P{7T,0B\X) - p'^,0B\x)\ = 0(2-J) \/x e K.
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Démonstration. Il suffit de reprendre la réflexion faite au corollaire 2.1, mais
en faisant évidemment les quelques ajustements nécessaires. D'abord, d'après les
théorèmes 2.5 et 2.7, comme /, g, pi et ^2 satisfont les hypothèses du théorème 2.1,

R^x)=Ri{x)+0{2-J),
pour ? = l, 2. Ainsi, nous avons, comme au corollaire 2.1,

OB^) =^+ rRW = 0B{x) +0(2-J),
et

r^M^} = ^ [RW - (^(^))2] - ^,^1^) +o(2-J),
ce qui permet de conclure que

|^(^-%(^)|=0(2-J),
pour 2; ç K, et

pour 2; e R.

p{'K.;6B\x}-r^M^\-0{ï-J},
D

0

Ainsi, la difficulté associée au calcul des coefficients b-s_jk et b^jk peut ef-
fectivement être évitée. En effet, le corollaire précédent confirme que OB^) et
p*(-7T,05 2;) forment des approximations satisfaisantes de l'estimateur de Bayes et
de sa perte espérée a posteriory et ce, sans même faire intervenir le calcul de ces
coefficients.

Nous soulignons tout de même au lecteur un problème technique qui se
présente lors de revaluation des approximations obtenues. Dans les faits, les rap-
ports R^{x) et R^{x) comportent tous deux des sommes infinies qui doivent, en
pratique, être tronquées. Ceci soulève évidemment une nouvelle question: com-
ment tronquer ces sommes sans détériorer la qualité de l'approximation? Nous
étudions cette question à la section 2.6.

Auparavant, nous nous tournons vers une autre alternative au calcul de OB [x)
et de p(7T,0B\^)- Cette seconde approche nous permettra de définir une forme
d'approximation simplifiée de 0B(rc) et de P(TT,OB\X)-

2.5. Alternatives à ^B(^) et 'p(TV, 6 B\x)'. formes simples

Notre but est ici de proposer une forme encore plus simple pour l'approxima-
tion de l'estimateur de Bayes et de sa perte espérée a posteriori. Pour cela, nous
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0

Si{x) =^klajk{x)bo,jh,
fcÇZ

pour / G N. Remarquons qu'avec cette notation,

Io{x)=So{x),

et que les approximations de -Ri (a;) et de R^Çx) développées précédemment peu-
vent s'écrire, d'après les équations (2.24) et (2.30), comme

^). 2,^1 ^
et

2JSo{x) ' 2J+1)

Rw=^)+^-

(2.36)

(2.37)

Le résultat suivant est à la base de la forme simplifiée d'approximation de
Ri{x) et de R^x}.

Théorème 2.8. Sous les conditions du théorème 2.1,
l

U^-^x) =0{2-J) \/xçR,

pour l = 0, l, 2.

Démonstration. D'abord, le cas où Z = 0 est trivial. En effet, d'après le théo-
rème 2.1, nous avons directement

\Ux) - SoÇx)\ = [lo(^) -îo(^)| = 0(2-J).
Pour les deux autres cas, posons

ÏÇx)=^S^x)+^S,(x),
et

et notons qu'alors

^W=^jS^x)+^r,{x),27J

R^x) = 1
Io(2-)
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pour l == l, 2. Maintenant, l'inégalité du triangle permet d'écrire, toujours pour
1=1 et 2,

l
I^)-^Si(x) < i^x)-ii{x)\+\ii{x)-r,{x)

+ ÏW - ^jSi{x)
2;J>

Or, le théorème 2.1 amène

I^)-I;(2;)|=0(2-J),

(2.38)

(2.39)

et, comme

lt{x)-î;{x)\=Ux)

= lo(^)

ïi{x) IW
Ux) U^}\

Ri{x)-R^x) î

il amène aussi, en le jumelant aux équations (2.26) et (2.35),

|Ï^)-I^)| = (lo(^)+0(2-J))0(2-J)
=0(2-J), (2.40)

pour l = l,2.ï[ nous suffit donc de déterminer le comportement du dernier terme
de l'équation (2.38) pour arriver au résultat voulu.

Tout d'abord, dans le cas où l = l,

ÏW - ^5i(^) l
2J+ISo(x)

r^U^},
2J+i

et donc, en employant le même argument que précédemment,

r,Çx}-^s^x) l

2J+i(lo(^)+0(2-J))

= 0(2-J).
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Pour l = 2, nous avons plutôt

l
r^-^jS^x

l
ï3 îW

== 27Io(^)

= jj~^}

r,{x)
lo(^)

RW\.

et, d'après les théorèmes 2.1 et 2.5,

ÏW - èjS^x)
22 J -

l
=^(lo(^)+0(2-J)) (1^(^)1+0(2-J))2J
l
2J
l

= ^ [Ux)\R,{x)\ + (Io(a;) + \R,{x)\) 0(2-J) + 0(2-2J)]
=^\Ux)\+0[2-J)
=0(2-J).

Ainsi, nous obtenons

pour l =: l, 2.

l
Ir(^) - ^si{x) =0(2-J), (2.41)

Finalement, en substituant les équations (2.39) à (2.41) dans l'équation (2.38),
nous avons bien, pour l =1 et 2,

l
I^x) - ^S^x) = 0(2-J),

pour 2; G R. D

Le résultat précédent nous amène naturellement à approximer plus simple-
ment Ri(x) par

^'(^ = ^7l Si{x)
(2.42)

2;J5o(rc)'

pour l = l, 2. Notons que les équations (2.36) et (2.37) laissaient déjà entrevoir
cette possibilité. Notons aussi que la proposition 2.1 aurait pu nous lancer dès
le départ dans cette direction. Le prochain théorème confirme que cette façon de
procéder est acceptable.
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Théorème 2.9. Sous les hypothèses du théorème 2.1,

Ri {x~) - ^f(2;) = 0 (2-/) Va; ç R,
pour l = l, 2.

Démonstration. Il nous suffit ici de procéder comme au théorème 2.3. En effet,
le théorème 2.8 permet d'abord d'écrire

^Si{x)=Ux)+0{2-J),
y

pour l = 0, l, 2. Ainsi, en faisant comme au théorème 2.3, nous avons, pour l = l
et 2,

l SiÇx)Rf{x} =2USo{x)
I,Çx)+0{2-J)

a

Io(a;)+0(2-J)

=(I^)+0(2-J))^+0(2-7)^
=Ri{x)+0{2-J}.

Il devient donc évident que

\Ri{x)-Rf{x)\=0{2-J),

pour x ^Ret l=l,2.

Ce dernier résultat prouve que Rf{x) est une seconde approximation adéquate
de Ri{x), pour ^= l, 2. Ilest donc normal de définir la forme simple des approxi-
mations de 0a(a;) et de p(^,6B\x} comme

esB{x)=^+rRS,Çx),
et

ps^,0B\x)=r2[^(x)-{RS,{x)Y'\.
Le corollaire qui suit confirme que ces formes simples d'approximation sont du
même ordre que ^(a;) et 'P* (^, ÔB\^) •

Corollaire 2.3. Toujours sous les hypothèses du théorème 2.1,

\eB{x}-esB(x}\=o[2-J} V3;eR,
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et

p{Tî,6B\x}-^(TT,6B\x~)\ = 0(2-J) Va; e R.

Démonstration. Pour une seconde fois, nous procédons exactement comme au
corollaire 2.1. Cette fois, le théorème 2.9 permet d'abord d'écrire

RfÇx)=R^x}+0{2-J),

pour / = l, 2. Ainsi, nous avons

es^x} = ^ + rRS{x} = 0B(^) + 0(2-J),

et

^(^,^M = T2 [^(^) - (^f^))2] = ^(7r,0B|^ +0(2-J),
ce qui permet d'affirmer que, comme au corollaire 2.1,

|^^)-^(^)|=0(2-J),

et

pour a; e R.

p^,6B\x^ - ps (7r,0s|a;) l = 0(2-J),

D

Maintenant, il est intéressant de constater qu'il existe des relations fort sim-
pies reliant les deux formes d'approximation de l'estimateur de Bayes et de sa
perte espérée a posteriori. En effet, les équations (2.36), (2.37) et (2.42) per-
mettent de relier les rapports R^{x) et Rf{x) (pour 1=1, 2) et donc, par le fait
même, les deux types d'approximation.

Proposition 2.2. Les deux formes d'approximation de QB^} et de /?(TT, ^rc)
peuvent être reliées à l'aide de

0^X)=0SB(X)+
T

2J+i '

et

pt^Mx~)=y^,6B\x}+
T.2

22J+2•
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Démonstration. Dans un premier temps, les équations (2.36) et (2.42) amènent

^)^^^
2J So{x) ' 2J+1

=Rf(x}+^. (2.43)

Ainsi, nous avons

6^{x}=^^rR^x}

=^T(^(2;)+2^)
=^+rRfÇx)+y^,

et les deux approximations de 0B{x) peuvent être reliées à l'aide de
T

^^)=^(^)+27TÎ-

Pour la perte espérée a posteriori de l'estimateur de Bayes, les équations (2.37)
et (2.42) permettent d'abord d'écrire

^f^=_L§(T)+l^^[x)=¥JsSx)+^HÏ{x)
l

=^{x)+^RW,
et donc,

r^,eB\x}=T
2

= T
•ï,

2RW-{RW)

^)+jjRW-{RW}2

Maintenant, d'après l'équation (2.43),

^{x) - {RW)2 = RW {^ - ^^))
-(^W+2^î)(^-fifw)
= ^ - (^fw)2.
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et, nous avons donc

^(7T,^k)=-T2

Ainsi, nous obtenons finalement

^^)-(^(^))2+^
22J+2

P-(7T,^|^=PS(^,^|2)+
T1.2

22J+2'

et les deux approximations de ^(-TT, 0B\x} sont effectivement liées par une relation
simple. D

Notons que la proposition précédente permet d'obtenir la façon la plus efficace
d'évaluer ^5(2;) et p* {TT , QB\X) . En effet, nous voyons ici que le calcul direct de
R^{x) et R^Çx) peut être évité. Il suffit plutôt de calculer les formes simples
d'approximation 6^{x) et p {7f,6B\x) et de leur ajouter le bon terme correctif
pour retrouver les formes plus complexes.

Nous discuterons plus en détail de l'emploi des deux formes d'approximation
de l'estimateur de Bayes et de sa perte espérée a posteriori à la section 2.7. Nous
porterons aussi, à ce moment, une attention particulière au choix de J.

Auparavant, nous revenons à un problème mentionné à la section précédente.
Nous sommes effectivement maintenant confrontés à la dernière limite que com-
porte notre technique d'approximation. En effet, les différents rapports introduits
jusqu'ici sont composés des sommes infinies Si{x) {l = 0, l, 2) qui doivent, en
pratique, être tronquées. A la prochaine section, nous étudions ce problème et pro-
posons une façon de faire qui n'altère pas la qualité de l'approximation construite.

u

2.6. Considerations pratiques

Les approximations obtenues jusqu'ici sont toutes basées sur les sommes

siW =^klaJk{x)bo^jk,
Aez

pour ^= 0, l, 2. Ilest clair que ces sommes doivent être tronquées lors de leur
évaluation. Notre but ici est d'arriver à tronquer ces sommes, sans pour autant
détériorer la qualité des approximations résultantes. Pour cela, nous définissons
d'abord M, l'ensemble des termes à conserver, comme

J^={kçZ\-N <k<N}.
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Les sommes tronquées résultantes sont donc définies par

s^ =^_,klaJk{x)bo,jk,
k^

pour l = 0,1, 2. Par le fait même, nous pouvons aussi définir les parties tronquées
de chacune des sommes comme

Ti{x) ^ Si{x) - S^Çx)

E
ki^

klajk{x)bo^jk, (2.44)

pour /=0, l, 2. Le problème rencontré ici peut maintenant être reformulé plus
précisément : comment choisir N pour que la qualité des approximations demeure
inchangée, ou encore, que les parties tronquées T; (a;) soient négligeables?

Dans le but d'arriver à une conclusion intéressante, nous faisons ici une hy-
pothèse supplémentaire. Cette nouvelle hypothèse peut, à première vue, sem-
bler injustifiée et/ou trop restrictive, mais elle permet simplement d'arriver à
comprendre le comportement des parties tronquées. En fait, grâce à cette hy-
pothèse, il est possible d'identifier un choix adéquat de N, c'est-à-dire un choix
permettant de considérer que les sommes tronquées sont du même ordre que les
sommes complètes. Il nous sera par la suite facile de confirmer que le fait de tron-
quer les sommes S[{x) ne détériore pas la qualité des approximations construites
précédemment.

Théorème 2.10. Supposons que les hypothèses du théorème 2.1 soient satis-
faites. Si g e C1(R), si g'{l, •) G /:1(R) où

g\l,s)=slg'{s),

s'il existe e>0,c>OetNx>0 tels que

e
Us)g(s} ^

s|3+£
lorsque \s\ >_ N;Xt

etsiN a2J^+l/£\ alors

^(^)=0(2-J) V^eR,
2U

pour l = 0, l, 2.
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Démonstration. Nous procédons d'abord à la manière du théorème 2.2. Ainsi,
d'après le lemme 2.2, nous avons

Ti{x}=Y^klajk[x}b^jk
kîM

kiJ^

(k-}--r-
JX\2J) -a2J+ïf'{x^,jh}\ \9[^)+^9'^2jk]\,

où £\jk-,£îjk ^ Ajk, pour À; ç Z. Ceci nous amène à écrire

T „ T

^j\Ti{x) \<TR,+ ^ TR, + ^^ TR, + -^yj-^ TR,;
où

et

T.^Av^VfJ^.^TR^^^'y)!s:^)!'^)'
-Iv-^V, (k_\\^t

'-R^=^J 2^[^J ) ^[y]\9^2Jk)\,

^.=ï,E(^)'l .£-)l9(^).

T^==èEf^ïl^'^£^)^^)l-
'2J^y^

Etudions donc maintenant chacune des sommes précédentes.

Nous commençons par remarquer que

TR,=-
l

2J+l
/N\l , f N\J N\ , (N\l , (N\_(N
[^)fx [-¥)9 [~^) + [y)fx [y)g [y

+y

+2î

1W
2 \2J)/.(-^)s(-^)

(2.45)

^(W\f.(l},(l
^ \^) Ix\^)9\^
fc=—00

l fN\l , /N\JN\ , ^ f\k\\l , (k\ _fk
^ï)f'[ï)^^)+^\ly)f'[i!)^ï

k=N+l
]
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et que, toujours à la manière du théorème 2.2,

i\it(-Mt )~>Uda ^ M <+co-
où

T
^=ll/l|oo||5/||l+3l|/1|oo[|5||l.

CT

Donc, nous pouvons ici appliquer le lemme C.3 (voir annexe C) et obtenir

TR, = -
l

2J+i 2̂7.

;

-J

N
2J

N

2J
fN\l , fN\ f N

^( -^j)5(-^7 ) + ( 7T7J ^(^r] 9(7^7,2J y)g[y
+ e;+0(2-

où la constante e; est donnée par

(2.46)

•00-JV/2^
ci = l \s\lf^{s)g{s)ds+l \s\lf^{s)g(s)ds.

F-oo JNj'ï.-'

Supposons maintenant que N est assez grand et satisfait

^>^.
Par hypothèse, e; respecte ainsi

—N/2J
Cl < s

\l e
•co

—co
Is 3+e

ds+
'N/2J

Is
l e

s 3+e
ds

l

=lcJ^^ds-
la dernière égalité découlant de la symétrie de la fonction intégrée. Ensuite, comme

^°° l , l
,3-l+E

-2^
IN/^J s3-l+s "~ 2-l+e \N

alors la valeur de e; peut être bornée par

2-l+E

2-l+e

;

2c '2J'

cl ^ 2-TTi [N) ï (2.47)

pour ^ = 0, l, 2.
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D'autre part, le premier terme de l'équation (2.46) peut aussi être borné d'une
façon intéressante puisque

/N^^. f N\J N\ , fN\l. fN\_^N
[y)fx [~y)9 [-¥) + [^)fx [y)g [^)

/N\l 2c
<

<2JV [N/2^
.^j 3-l+E

3+£

(2.48)

pour l = 0, l, 2 lorsque N > 2JN^.

Le comportement de Tp^ devient enfin clair. En effet, si Ar oc 2-7^1+1/'£\ alors
les équations (2.47) et (2.48) permettent d'écrire, à partir de l'équation (2.46),

IT^I < ^0(2-J(1+3^)) +0(2-J(1^)) +0(2-J)
=0{2-J},

pour l = 0, l, 2.

Passons maintenant à l'étude du comportement de Ta Pour cela, notons que

^ <imioo^ l; (^) 1^(^)1,
k^M

et que la somme apparaissant dans l'inégalité précédente s'apparente très forte-
ment à une somme de Riemann. De ce point de vue, il est clair que cette somme
converge lorsque g'{l, •) € ^1(R), et donc qu'elle correspond à une quantité bornée
quelque soit la valeur de J. Ceci nous amène à écrire

TR.=O(I}.
Le même raisonnement nous permet aussi d'affirmer que

^3 = 0(1),
et que

^=0(1).
En effet, comme

T^<\\f'\\^^(w}la(k.}
'•R3 ^ 11/ lloo^y 2^ ^ ^7 ^ 5 l 9^J '

^' ^[
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alors Tjîg est bornée lorsque gi ç £ (R). Aussi, comme

^<ll//l|oo^E(^) 1^^)|,
alors TR^ est bornée, comme T^, si g'(l, •) £ ^1(R).

Revenons finalement à l'équation (2.45). Nous avons ainsi

T^|T,(^|<0(2-J)+^0(1)+^0(1)+
2^

et donc,

pour 2; eRet ^=0, l, 2.

2J+i

l

2J+i aVJ+20(1),

^(^)=0(2-J),21J

a

Notons que le résultat précédent est un résultat ponctuel : la borne obtenue
n'est, en effet, pas uniforme en x.

Notons aussi que comme la qualité des formes simples d'approximation n'est
pas affectée par le fait de tronquer les sommes Si{x), alors, d'après la proposi-
tion 2.2, la qualité des formes plus complexes 61g(a;) et p*(7T,0B\x) ne l'est pas
non plus. Ceci s'explique par le fait que les deux formes d'approximation de l'es-
timateur de Bayes et de sa perte espérée a posteriori sont reliées par des facteurs
constants par rapport aux sommes tronquées considérées (mais qui dépendent du
niveau J). Il nous suffit donc d'étudier l'efFet de l'emploi des sommes tronquées
pour revaluation des approximations simples 9^(x) et 'ps(7f,0B\x). Pour cela,
notons qu'il suffit que

l
îiW - ijjSt\x} =0{2-J),

pour l =0,1,2 et x çR, pour que les sommes Si(x) puissent être tronquées sans
affecter les approximations résultantes 0^{x~) et ,0 (TT, 0B\x). En effet, si l'équation
précédente est vérifiée, alors les sommes tronquées Sf{x) peuvent être substituées
aux sommes complètes Si {x) sans modification du comportement des approxima-
tions résultantes.

Le prochain corollaire confirme que si les sommes Si{x) sont tronquées de
façon adéquate, la qualité de l'approximation de Ii{x) demeure intacte.
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Corollaire 2.4. Sous les conditions des théorèmes 2.1 et 2.10,

ïiW - èjS^x)
2; J - =0(2-7) VïëK,

pour 1=0, l, 2.

Démonstration. Remarquons tout d'abord que

l
îiW - yS'î\x} < U^-^jS^x)

Hx}-^{x)
y

+

+

l l
^S^x) - ^S^x)21J

l

21J'

2'J
Ti{x} (2.49)

Maintenant, d'après le théorème 2.8,

I^-^x) =0(2-J),

l

et d'après le théorème 2.10,

^(^)=0(2-J).

11 découle de ces deux résultats et de l'équation (2.49) que

l
îiW - ^S'î\x} =0(2-J) \fxçR,

pour / = 0, l, 2. D

Ainsi, il est effectivement possible de tronquer les sommes Si(x} sans détério-
rer, dans un premier temps, la qualité des approximations de I;(a;), puis la qualité
des diverses approximations résultantes de l'estiiïiateur de Bayes et de sa perte
espérée a posteriori. La façon de tronquer adéquatement dépend cependant de la
nature des densités utilisées dans le modèle bayésien de départ. Nous discuterons
plus en détail de notre façon de procéder à la prochaine section lors de l'étude de
quelques exemples.

Par ailleurs, avant de passer à cette dernière étape, nous faisons remarquer
au lecteur que les résultats obtenus dans la présente section peuvent être raffinés
dans le cas où l = 0. Comme c'était le cas pour le théorème 2.2, ce raffinement
prendra tout son sens au chapitre 4.
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Théorème 2.11. Si les hypothèses du théorème 2.2 sont satisfaites, s'il existe
e >0, c>0 et Ng>0 tels que

g(s} ^ \s^ lorsque \s\ > N(ff'

etsiN ^2J^21£\ alors

To(a;) =0(2-2J) VxçR.
De plus, cette borne est uniforme en x.

Démonstration. Notons d'abord que les coefiicients ajk(x') peuvent être bornés
selon

ajk(x) =< fx^Jk>

;=2J/2/ f^s)ds
'Ajk

<2J/2

l

Lds

2J/2 00;

pour tout fc ç Zet re £R Ainsi, la partie tronquée de So(x), donnée par l'équa-
tion (2.44), peut être à son tour bornée par

To(x) == 5-. a^(a;)6o,Jfe < ^772 11^11°° S &O.Jfc-
k^ kiM

(2.50)

Maintenant, pout traiter la somme précédente, l'argument du lemme 2.2 peut
être repris afin d'obtenir

bo,jk =
l

2^/2 9{7^]+
\ _,(k

2J)+2J^9[2J) + 3 x 22J+1
l

9"(ejh) l ,

où ejk £ Ajk- En effet, comme ici g € C (K), alors G' e C3(R) et le développement
en série utilisé au lemme 2.2 peut être poussé plus loin : nous passons maintenant
à un développement en série de Taylor d'ordre 3. Ceci permet d'exprimer la borne
donnée par l'équation (2.50) comme

T^y^y\ 00 T^+
l

2J+1
T,

l
Rî Tfi

3 x 22^+i ^Rs (2.51)
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où

TAi = 9^S^ (^7
^

TA2 = 9^S^/ (^j) '

et

l

k^

^3=^E^(^)>27
fc^.V

chacune de ces quantités étant une somme de Riemann. Notons que ces sommes
de Riemann sont toutes trois indépendantes de x. L'uniformité en x de la borne
sur TyÇx) est donc essentiellement déjà établie.

Procédons à une étude terme à terme de la borne donnée par l'équation (2.51).
Comme au théorème 2.10, nous écrivons d'abord

TR.=-
l

2^+i \9

+2ï
l

29

V}
'N'
.2J.

'7VM , l fl^ 7V^ ,-^1 /Â;
+9[Ï)\+^\Ï9[-Ï)+.^g[î')

À;=—00

00

E 9(^J
k

k=N+l

Nous appliquons cette fois le lemme C.4 (voir annexe G) pour obtenir

l
T,Ri 2J+i K-^)+''(^)]+CI+0(2-")' (2'52)

où

r-^/2J
ci == / ^(s) ris + / g(s) ds.

00

•00

N/ÎJ

Maintenant, si nous supposons que

^>^,
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alors, la constante Ci peut être bornée par

.-NlîJ ^
Cl < / —T— t^S

—e Is1+£

co
e

-oo lùl-l JN/ÎJ
.00 ^

= 2c / — ds

s 1+e
ds

IN/ÎJ \s
îc f2J\E
£ \N.

1+£

î

'2J\1+£

et, le premier terme de l'équation (2.52) par

-(-^-^)<-©I+°
Ainsi, si A7' oc 2'7^1+2/E\ le comportement de TR^ est donné par

\TR,\ < ^0(2-2J(1+1/£)) +0(2-2J) +0(2-2J)
=0[2-2J),

indépendamment de 2; £ E.

Examinons ensuite T^. D'une manière similaire à ce qui a été fait plus haut,
nous exprimons TR^ comme

TR.=-M9'(.-^9'^}+2J
^.( N\ , -^\,fk
2ff -^)^E.'(^

fc=—00

^ ^(^
2

00

ï)+ E 9'(^2Jy
k=N+l

,(k
2J

En appliquant le lemme C.3 (voir annexe C), nous avons ainsi

ÎJÎ2 = _^Lr_^.^^
-27TT 9 (-^)^'(^]+C2+0^). <2-54)

où

—N/'2J '00

es = / g'{s) ds + f g'(s) ds.
'-oo JNIîJ
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Remarquons que 02 peut être calculée directement. En effet, nous avons

c2 = g{s)
s=-N/2J

s=—oo

+9{s)
S=+CiO

s=N/2J

N\ ^fN-
=9[-^)~9[vl-

De là, si N > ÏJNg, alors nous avons aussi

C21S<)(-^)+"(^)
< 2c

2J\1+£
N) î

la dernière inégalité ayant déjà été obtenue à l'équation (2.53).

Finalement, comme g' est bornée (puisque continue et absolument intégrable
sur R), alors grâce à l'équation (2.54), T^ peut être bornée, indépendamment de
x, par

\TR,\<-^\\g'\\^+\c,\+0{2-J},
et donc, si 7V oc 2J(1+2/£\ par

\Tp,\ ^ 0(2-J) +0(2-2J(l+l/£)) +0(2-J)
=0(2-J).

Le cas de T^g peut être traité de façon beaucoup plus simple. En effet, il
nous suf&t de montrer que T^ est une quantité bornée pour arriver plus tard au
résultat souhaité. Pour cela, nous remarquons que TR^ est une somme de Riemann
convergente lorsque g" G £ (R). Dans ce cas, quelque soit la valeur de J, elle est
bornée et il est possible d'écrire

TR. = 0(1),
encore une fois, indépendamment de 2; 6 R.

Un retour à l'équation (2.51) amène finalement

To^l ^ 00 0(2-")+,mO(2-J)+T-^
d'où

et ce, uniformément en x.

2J+i -v" ^ ' 3 x 22J+1

T,{x)=0{2-2J),

0(1) ;

D
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Après avoir caractérisé le comportement de To (œ), il est maintenant possible
d'énoncer une version plus forte du corollaire 2.4. Notons que cette nouvelle va-
riante n'est également valable que lorsque / = 0.

Corollaire 2.5. Sous les conditions du théorème 2.11,

\lo(x) - S^x) | == 0(2-2J) Va; ç E.
Cette borne est uniforme en x.

Ce résultat est donné sans preuve puisqu'il suffit, pour le démontrer, de re-
prendre les arguments du corollaire 2.4. Tout comme les théorèmes 2.2 et 2.11, il
prendra toute son importance au chapitre 4.

Faisons maintenant un bref retour sur les diverses hypothèses faites jusqu'ici
sur / et g. D'abord, pour approximer ^(a;) et pÇn, 0B\x) à l'aide des deux formes
d'approximation données aux corollaires 2.2 et 2.3, la densité / doit satisfaire

- / e £2(R) n C11
- /7 e ^°°,

5

I'l

)

et la densité g doit satisfaire

-^e/:2(]R)nC'l(R),
- gië £1(R) pour 1=0,1, 2,

p/(Z,-) G/:1(R) pour ^=0, l, 2.

De plus, nos résultats demandent essentiellement aux queues du produit des den-
sites / et 5' de se comporter comme |s|-^3+£\ pour e > 0. Notons que cette
dernière condition est relativement peu restrictive puisqu'elle est satisfaite dans
la très grande majorité des cas, dont entre autres, le cas extrême où les deux den-
sites du modèle sont des densités de Cauchy. Cette condition est aussi satisfaite
lorsque l'une des densités a un support borné ou contient un terme à décroissance
exponentielle. Notons que dans ce dernier cas, N peut être choisi selon

A^oc2J,

et ce, sans affecter l'ordre des approximations construites. Ceci est possible puis-
que la décroissance exponentielle est plus rapide que toute décroissance polyno-
miale. En fait, en employant les mêmes arguments que O'Hagan (1990), nous
pouvons considérer l'hypothèse précédente satisfaite avec e = oo, ce qui amène
bien

N oc 2J(W^ —^ 2J.

J
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Dans un tel cas, nous proposons donc de prendre

N = C2J,

où C est choisi de façon à s'assurer que l'approximation obtenue soit adéquate.

Pour ce faire, notons d'abord que les coefficients bojk, contrairement aux
ajk(x}, sont indépendants de la valeur observée x. Ainsi, pour une valeur de J
fixée, il est possible de trouver des valeurs de k au-delà desquelles les coefficients
bo jk sont négligeables, et ce sans égard à la valeur de x. En effet, nous utilisons
l'équation (2.11) afin d'obtenir

^ 60,Jfc
feez

=2J/2^P,(A,,)
fcez

- 2J/2P, (UA.,)

=2J/2
?

puisque Ufcez ^-Jk = ^- Par ^e même raisonnement, nous avons également

;6o,^-27/2P^[jA^)s'
fe£A/"

l
fcç^V

= ^. (4^<N^
=2J/2Pg (^-C <0<C+^
>2J/2¥g{-C <0<C}
=2J^{\0\<C).

0

De là, un choix de C tel que

P,{\0\<C)^^ (2.55)

nous assure que tous les coefficients bo,jk non négligeables sont inclus dans les
sommes S^{x), quelque soit la valeur de 2; G R. Cette façon de procéder permet
également de voir que pour les coefficients ajkÇx), nous avons plutôt

^a^x)=2J^,
k^Z
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et que,

J^a^x) = 2^2^P;( (J {0 e R\0 e A,,,,} ),
k^ ' x fcçA^

où les intervalles Aj: jk sont définis par

x — /J. T(k + l) a;— ^ rk
AX'Jk= \a~aya~^)'

pour À; çZ eta; ç K. Ainsi, nous avons

^a^)=2J^P,(
feeA^

ap. fx-l^ - T(JV+1) ^ o^x-^^LN>
7r/ [~^~ ~ a~^~ < y < ^- + ï^

=2J/2^(X^-7-_ l
'^[^-ï[c+y)<e<-,

^^^^__R_Lc<0<x—R+Lc

X—^+T-C
(7

2J/2^P,7r/i 6-X — /J,

a
<?°)•

0

et, pour que tous les coefficients ajk^) non négligeables soient aussi inclus dans
les sommes Sf{x), il faut que C respecte également

p/ e-x - p.

(7
< Lc}^i.

0"
(2.56)

Cette réflexion nous amène donc à conclure que si C respecte les équations (2.55)
et (2.56), alors nous pouvons nous attendre à ce que les diverses approximations
obtenues soient bonnes. Remarquons cependant que cette dernière équation per-
met de constater qu'une valeur adéquate de C peut certainement être influencée
par la valeur observée x. Ceci dépendra ultimement de la nature des densités /
et g composant le modèle bayésien.

Maintenant, notons qu'il est possible d'employer la technique développée
(moyennant quelques ajustements) dès que l'une des densités du modèle satis-
fait les conditions imposées ici à / et l'autre, les conditions imposées à g. En
effet, les rôles de f et g peuvent être inversés dans notre façon de construire les
approximations des intégrales Ii(x) puisque les équations (2.1) et (2.2) peuvent
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aussi s'écrire comme

^/(^)s(^)d^ê(î)(-l)il°-v+11^
pour n ^ 0, où l'intégrale Ii(x} est donnée, cette fois, par

Ii{x) = f s1
FR

f {^9 { -:
0-

T

x — p.

a
— s ds. (2.57)

Ce résultat est obtenu en posant

0 = x — o-s,

dans la première intégrale. En utilisant cette approche, les équations (2.3) à (2.5)
se retrouvent modifiées de la façon suivante. Tout d'abord, la densité marginale
m est maintenant donnée par

l.
m{x) = -^Io{x).

T

De là, l'estimateur de Bayes devient

OB^X) =x - crIl(^)
u^r

et la perte espérée a posteriori de l'estimateur de Bayes devient

P{TT,OB\X) = O-2 î,(x) fï,{x)
Ux) Ylo(rc)

2l

(2.58)

(2.59)

(2.60)

Sous cette nouvelle forme, ^5(2;) et P{T!,OB\X~) peuvent être approximés en faisant
comme précédemment, sauf que l'équation (2.57) laisse voir que les rôles de / et 5
sont effectivement inversés. Ainsi, les coefEcients ajk{x) soiit maintenant calculés
à l'aide de g, et les coefficients bo^jk à l'aide de /. A la prochaine section, nous
verrons un exemple simple où une telle réflexion est nécessaire.

Notons finalement qu'il y a une deuxième situation où il peut être préférable
d'inverser les rôles de / et 5 pour le calcul des intégrales ïi{x}. En effet, si les
deux densités du modèle considéré satisfont toutes les conditions imposées ici à
/ et c/, et donc que les deux approches peuvent être employées, alors l'approche
calculant les coefficients bo jk à l'aide de la densité la plus concentrée permettra de
minimiser le nombre de termes à conserver dans les sommes tronquées SfÇx). Ceci
permet, en quelque sorte, d'optimiser le rendement des approximations utilisées
puisque des gains substantiels peuvent ainsi être réalisés au niveau du temps de
calcul. Nous reviendrons sur ce point à la prochaine section.
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2.7. Quelques exemples

Nous proposons maintenant une brève étude des diverses approximations de
l'estimateur de Bayes et de sa perte espérée a posteriori construites aux sec-
tions 2.4 et 2.5. Lors de nos investigations, nous discutons de l'emploi des deux
formes d'approximation de ^(a;) et de P('K,QB\X). Nous portons également une
attention particulière aux choix de J, le niveau de l'approximation initiale de fj:
obtenue à l'aide de la base de Haar, et de N, le paramètre contrôlant le nombre
de termes à conserver dans le développement des sommes tronquées Sj^{x).

L'étude proposée est faite à l'aide de deux exemples. Le premier permet
d'évaluer le comportement des diverses approximations de 0B(x) et de p{ir, 0B\x)
dans le cas d'un modèle simple où l'estimateur de Bayes et sa perte espérée a pos-
teriori peuvent être obtenus de façon explicite. Ceci est fait en comparant les di-
verses approximations construites aux valeurs calculées de QB^) et de p(?T, 0B\x).

Le deuxième illustre l'utilité de la technique en obtenant des approximations
de 0£(a;) et de P{TÎ,QB\X) dans le cas d'un modèle où les quantités d'intérêt ne
peuvent être calculées directement. De plus, cet exemple illustre également la
procédure à suivre lorsque les rôles de f et g doivent être inversés pour satis-
faire les hypothèses nous assurant de la précision des diverses approximations. Là
également, nous examinons le comportement des approximations construites.

2.7.1. Le modèle norinale/double exponentielle

Nous supposons ici que

0

et que

Nous avons ainsi

X\0^N{0,1),

0~PE(0,1).

L{e\x}=f{x-9}=^x-e},

pour x çR, où (f) correspond à la fonction de densité normale centrée et réduite
et

^W = 5(0) - |e-l$l,
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pour 0 € R. Dans ce contexte, il est possible de montrer que la densité marginale
de l'observation X est donnée par

m(s;) = ^e^-^ [$(2; - l) + e2T [l - ^(a; + l)]] , (2.61)

pour a; eR, où <î> correspond à la fonction de répartition associée à ci». De plus,
sous la perte quadratique, il est aussi possible de montrer que l'estimateur de
Bayes de 0 est donné par

?nW =. + l + ^I.- 1) -e2^(:!:+ 1) -,M(Ï,7 1),
W3;+l+ ï{x-l)+e2x[î-^x+l)] ''

et que sa perte espérée a posteriori est donnée par

{x - l)e2x^x_+ l) - {x+_l)^x - l) ^ ^ ^^2
p{n,0M=.2+- ^;_Y)"'+e^[ir^+i")] ^-^-OaW) .

Pour plus de détails, voir Leblanc (1995).

Notons qu'ici, toutes les hypothèses faites sur f et g a,\a, section précédente
sont satisfaites. Donc, les corollaires 2.2, 2.3 et 2.4 et la proposition 2.2 peuvent
être employés directement afin de définir les formes tronquées des approximations
construites précédemment qui sont utiles ici. Tout d'abord, les formes tronquées
de 0^{x) et 'PS('K,OB\X) sont données par

w - ^SM
et

pl(7T,0B\x} =
l
yj

2J SW '

SW fST{x)
5JH-^5^)

21

)

et les formes tronquées de OgW et P*{n^B\x) par
l

0,{x)=0,{x)+2^+i '

et

P2^,8B\X) =Pl{^,ÔB\X')+
l

22J+2•

Notons aussi que, comme o" = l, l'équation (2.3) et le théorème 2.8 permettent
de considérer S^{x) comme approximation de m(a;), la densité marginale évaluée
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au point x. Ceci prendra une importance particulière au chapitre 4. Rappelons
nous également que les sommes tronquées S^Çx) peuvent s'exprimer comme

N

S^x) = ^ ^ajfc(2;)6o,jfc, (2.62)
k=-N

où les coefficients ajk(x) et bo jk sont donnés par les équations (2.9) et (2.10). Les
choix de N et du niveau d'approximation J déterminent clairement la qualité des
approximations résultantes.

Notons finalement que la décroissance des deux densités du modèle bayésien
est ici exponentielle. Ainsi, comme nous l'avons mentionné auparavant, nous pro-
posons de choisir N selon

A^cx2J,

et donc de prendre

N = C2J.

Le comportement des approximations obtenues pour diverses valeurs de J et de
C est donc maintenant le point à l'étude.

Pour avoir une meilleure idée des valeurs intéressantes de (7, nous renvoyons
le lecteur aux deux critères identifiés à la section précédente. Les équations (2.55)
et (2.56) nous amènent ici en effet à exiger de C que

Tg{\9\<C}^Ï, (2.63)
et que, pour la valeur observée x,

Pf{\0-x\ <C} c^l.

Maintenant, supposons que nous souhaitions plutôt approximer ^5(2;) et p(7T, OB\X)
pour des valeurs de x ç [rCmin, 3;max] avec, pour simplifier notre réflexion, x-m^ < 0
et a;max > 0. Nous désirons donc avoir ici, d'une part,

Pf[\0-x^\<C)^l, (2.64)
et d'autre part,

Pf{\e-x^\<C)^l. (2.65)
De là, si C satisfait

C7>max{6,|-3+^in|,3+^ax}, (2.66)
alors les équations (2.63) à (2.65) sont vérifiées. En effet, nous avons alors

Tg{\6\<C) >P,(|0|< 6) ^0,9975,
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puis

0

P/(|0-3;min| <C} >P/(|0-^in| < | - 3+a;min|)
=P^([0-^in|<3-^,,)
=P/(-3+2a;^<0<3)
>F'/(-3 < 0 < 3)
^0,9973,

et finalement,

¥f{\0-xmax<C} >IP/(|0-rEmax|<3+^ax)
=Pf{-3<e<3+2x^
>P/(-3 < 0< 3)
^ 0,9973.

Comme nous le verrons plus loin, le critère donné par l'équation (2.66) est légè-
rement conservateur, mais en général assez juste.

Avant de débuter notre étude plus approfondie du comportement des approxi-
mations de 9B{x) et de p{7T,0B\x}, nous examinons rapidement la densité margi-
nale m, donnée par l'équation (2.61), et son approximation S^{x}, représentées
graphiquement par la figure 2.1. De cette figure, il apparaît clairement que les
valeurs de x les plus importantes, pour l'approximation de l'estimateur de Bayes
et de sa perte espérée a posteriori, sont incluses dans l'intervalle [-6, 6]. Ceci est
confirmé par le fait que

]P^(|X| < 6) ^0,9959,
et donc que la très grande majorité de la masse associée à m est comprise dans
cet intervalle. Autrement dit, une observation à l'extérieur de cet intervalle peut
pratiquement être considérée comme aberrante, ou du moins comme sufiisament
anormale pour que l'approximation de 0B(x) et de p{7f, OB\X) ne soit pas, à moins
d'avis contraire, d'un très grand intérêt (comme dans un cas, par exemple, où les
queues de m sont d'un intérêt particulier).

Notons l'étonnante précision de S^{x). L'approximation de m est ici calculée
au niveau J == l et avec C'= 6, et il est en effet extrêmement étonnant que ces
choix soient, à première vue, suffisants. Tout d'abord, d'après l'équation (2.66),
le valeur minimale de C devrait ici être de 9. Ensuite, le corollaire 2.4 permet
de conclure que les approximations sont bonnes si J est assez grand. Clairement,
il est normal de s'attendre à ce que J = l ne soit pas considéré comme assez
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FIG. 2.1. m(x) (ligne pleine') et S^(x) (tirets courts) au niveau J =1 pour C = 6 et

0

grand. C'est pourtant le cas ici. De plus, l'approximation initiale fj; de /a: sur
laquelle repose toute notre procédure, donnée par l'équation (2.8), est une fonction
constante par morceaux sur des intervalles de longueur 2-'7. Il est surprenant de
constater qu'ici, en approximant fx par un histogramme dont les bandes ont une
largeur égale à i, l'approximation obtenue est d'une telle qualité.

Remarquons finalement que S^ est une fonction très régulière. Même si cela
peut paraître surprenant à cause de l'emploi de fonctions continues par mor-
ceaux pour la construction de fx (et indirectement, de S^), l'approximation de m
obtenue ici semble en effet très régulière. Une réflexion toute simple permet de
comprendre pourquoi ceci est effectivement le cas. Notons que S^(x~) ne dépend
de x qu'à travers les coefficients ajk(x) qui, à leur tour, ne dépendent de x qu'à
travers F. Comme ici F correspond à la fonction de répartition normale centrée -
et réduite, alors F G C'°°(R) et c'est aussi le cas pour S^. Le même argument s'ap-
plique aux approximations 0i{x) et O^x) de l'estimateur de Bayes, ainsi qu'aux
approximations pi(7T, QB\X) et ^('TT; ^sl^) de la perte espérée a posteriori de 1'es-
timateur bayésien, qui sont donc aussi, comme nous le verrons plus loin, des
fonctions (de x) très régulières.

La figure 2.2(a) permet de confirmer la qualité de l'approximation de m(x'), de
niveau J == l, construite ici. Nous y présentons l'erreur relative de S^{x) associée
à l'approximation de mÇx), et donnée par

S^{x) — m{x}
Erreur relative de So(x') =

m(x)
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FIG. 2.2. Erreur relative de S^(x) pour x £ [0,10], pour plusieurs valeurs de C et
aux niveaux (a) J=Ï, (b) J = 2.

au niveau J = Ï, pour plusieurs valeurs de C et pour x G [0,10]. Ce graphique
permet de constater que pour l'intervalle [0,5] (ou [—5,5], par symétrie), l'ap-
proximation S^'(x) est effectivement excellente lorsque C = 6. Par contre, ce
nouveau graphique met en lumière une détérioration rapide de l'approximation à
l'extérieur de cet intervalle. Ainsi, dans l'éventualité où une qualité suffisante est
nécessaire pour tout l'intervalle [-6, 6] ciblé plus haut, le passage a, C = S s'avère
souhaitable. Dans ce cas, le phénomène de détérioration rapide survient en effet
dans un voisinage de a; = 7. La figure 2.2 (b) présente, à des fins de comparai-
son, l'erreur relative de S^Çx) au niveau J = 2. Notons l'amélioration évidente
apportée par l'augmentation du niveau, bien que pour C = 6, le comportement

0
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FIG. 2.3. 6 B(x~) {ligne pleine), 9i(x) (tirets longs) et ^(x} (tirets courts) au niveau
J = l pour (a) C=6 eïz € [-6,6], (&) C'= 8 efa; ç [0,8].

u

de l'approximation demeure problématique à l'extérieur de l'intervalle [-5,5].
Encore une fois, il peut donc s'avérer préférable d'augmenter la valeur de C'.

Etudions maintenant le comportement des deux types d'approximation de
l'estimateur de Bayes. Les figures 2.3 et 2.4 permettent de voir l'impact du terme
correctif ajouté à 0i(a;) pour obtenir la forme corrigée '^{x). En effet, même pourles petites valeurs que sont J= l et2, la forme corrigée semble extrêmement
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FIG. 2.4. 0s(a:) (ligne pleine), 8i{x) {tirets longs) et 62 (x) (tirets courts) au niveau
J = 2 pour (a) C =6 etxe [-6,6], (fc) C = 8 et x ç [0,8].

0

précise, alors que la forme simple reste relativement inefficace, même en augmen-
tant la valeur de C. Ainsi, la correction utilisée nous permet d'obtenir une bonne
approximation de l'estimateur de Bayes même si le niveau choisi est étonnamment
petit.

Par ailleurs, il est clair qu'un mauvais choix de C est désastreux pour la
performance des deux types d'approximation. En effet, la figure 2.5 permet de
constater que si C est choisi trop petit (ici C' = 4), alors même l'ajout du terme
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FIG. 2.5. QgCx) (ligne pleine), 0i{x) (tirets longs) et 62(2) (tirets courts) au niveau
J = 2 pour C =4: etx ç [-6, 6].

0

correctif ne corrige pas la situation. Dans un tel cas, la performance de 0-t{x) et de
02{x) est mauvaise dès que la valeur de x s'éloigne de la moyenne a priori qui est
ici /^ = 0. Ceci est confirmé par la figure 2.6 où nous présentons l'erreur relative
de OïÇx), donnée par

02 (2-)-^ (re)
Erreur relative de O^ {x} =

0B{X)
7

lorsque ^5(2;) 7^ O. En effet, nous voyons grâce à cette figure que même si le niveau
est choisi aussi petit que J= l ou 2, l'approximation résultante est satisfaisante
pourvu que C soit choisi assez grand. En particulier, la figure 2.6 permet de voir
que lorsque (7=8, Ô^Çx) a un bon comportement sur tout l'intervalle des valeurs
les plus plausibles de x, soit l'intervalle [0,6] (et par symétrie, sur [-6,6]), et ce
pour les deux niveaux considérés ici. Les approximations de l'estimateur de Bayes
semblent donc beaucoup plus sensibles au choix de C qu'à celui de J.

Cette dernière remarque est fort intéressante puisqu'il est ainsi possible d'ob-
tenir une approximation satisfaisante, même pour les valeurs de x plus grandes,
en augmentant C suffisamment, mais sans augmenter le niveau de l'approxima-
tion. L'intérêt de ceci vient du fait que les sommes tronquées S^{x) contiennent
chacune 2Ar + l == C2J+ + l termes. Ainsi, une augmentation de C amène une
augmentation linéaire du nombre de termes à considérer, alors qu'une augmen-
tation du niveau J se traduit par une augmentation exponentielle du nombre de
termes de ces sommes. Ceci permet donc, en cas de besoin, d'espérer améliorer
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FIG. 2.6. Erreur relative de 02(x) pour x £ [0,10], pour plusieurs valeurs de C et aux
niveaux (a) J=l, {b) J = 2.

la précision de l'approximation de l'estimateur bayésien sans pour autant voir
croître le temps de calcul nécessaire de façon trop considérable.

Comparons maintenant les deux formes d'approximation de p{7r,0B\x). Une
première constatation nous vient vite à l'esprit en examinant la figure 2.7(a). Les
approximations pi(TT,ÔB\x) et ^{TT^B^) semblent beaucoup plus sensibles aux
choix de J et de C' que les approximations de l'estimateur de Bayes. En effet, cette
figure illustre bien le fait que dans le cas où J= l, les approximations calculées
ne sont pas tout à fait adéquates, et ce même en passant deCf = 6àC7 = 8.
Un autre point nettement illustré par ces deux figures est le fait que le facteur
correctif ajouté à pi(7T, 0B\x) pour obtenir P^TT, 0B\x) n'a pas ici le rôle bénéfique

u
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courts) au mveau J = l pour (a) C=G etx e [-6, 6], (6) C = 8 et x € [0,8]'.

0

observe plus tôt lors de l'approximation de l'estimateur de Bayes. En effet, l'ajout
du terme correctif amène ici une détérioration de l'approximation. Ce phénomène
étonnant est aussi observé aux figures 2.8 (lorsque J = 2) et 2.9 (lorsque J = 3).
La qualité de la forme simple d'approximation semble donc ici supérieure à celle
de la forme corrigée. L'emploi de la forme d'approximation corrigée semble donc
inutile, et même à éviter dans le cas des plus petites valeurs de J. En effet, dans
ce cas pi{7v,6B\x) permet quand même de bien saisir l'allure de pÇ7T,0B\x) (si C



109

0
l

\'
//

;/ \,
0.9 \,,/

'!,:1
\''/0.8

'/ <-
0.7 7

0.6

0.5

-4 -2 0 2 4 6

(a)

l
<.

\-
0.9

\.

0.8
\'
\'

0.7

0.6

0.5

2 4 6

(b)

FIG 2.8. pÇ7T,9B\x) [ligne pleine), pi(Tt,OB\x) (tirets longs) et pî{^,6B\x) (tirets
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0

est suffisamment grand) et peut très bien servir d'approximation grossière, alors
que 'pî(Tî,6B\x') a une tendance flagrante à la surestimation de P(TT,OB\X~).

La figure 2.8 permet également de constater que même dans le cas où le niveau
est augmenté à J = 2, le comportement de pi (^, 0B\x) n'est pas satisfaisant pour
C = 6. Il nous faut passer à C< = 8 pour obtenir une approximation intéressante
de la perte espérée a posteriori sur tout l'intervalle des valeurs plausibles pour x
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donné par x £ [—6, 6]. En gardant C' = 8, et en passant au niveau J = 3, l'ap-
proximation de la perte espérée a posteriori p(iî, OB\X) prend une allure vraiment
intéressante, ce qui est confirmé par la figure 2.9. En effet, cette figure permet
de voir que pour cette combinaison de J et C, les approximations 'P\{TT •, 0 B\x) et
^(TT; QB\^) offrent une excellente performance sur [0, 6] (et [—6, 6], par symétrie).

La figure 2.10 illustre bien le fait que, encore une fois, les approximations
construites semblent beaucoup plus sensibles au choix de C qu'au choix de J.
Nous y présentons l'erreur relative associée à ^i(7r, ÔB\X), donnée par

Erreur relative de ;0i(7r, 0fi|a;) =
;Oi(7T,^|3;) - p(TÎ,eB\X~)

p(v,eB\x)
ï

pour différentes combinaisons de J et C. Il est ainsi possible de constater que
même si, pour l'approximation de l'estimateur de Bayes, J =let C ==6 consti-
tuaient des choix minimaux, et J=2 et C'=8 des choix amplement suffisants,
ces mêmes choix dej= 2etCf = 8 sont maintenant minimaux, et il peut
être préférable de passer, dans certains cas, à J = 3 et/ou C == 10. En effet, la
deterioration rapide de la qualité de pi(7T,OB\x) observée à la figure 2.10 pour
a; > 6 permet de voir que (7 == 8 n'est pas toujours un choix suffisant, et ce pour
les trois niveaux considérés ici. La figure 10 (e) permet de voir, en particulier, que
ce phénomène de détérioration se produit pour x > S dans le cas où Cf = 10 et
J =3.
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2.7.2. Le modèle normale/Cauchy

Nous supposons cette fois que

x\e^N{ff,i),

et que

6 ^Cauchy{0,l).

Ainsi, la vraisemblance demeure inchangée et est toujours donnée par

LÇ0\x)=f{x-0)==à{x-0),
où (f) correspond à la densité normale centrée et réduite. Par ailleurs, la densité a
priori du paramètre de position Q est maintenant donnée par

9{e} = .(iT^)'
pour 0 £ K. Notons qu'ici, contrairement à l'exemple précédent, la densité mar-
ginale m, l'estimateur de Bayes 0B{x) et sa perte espérée a posteriori ne peuvent
être obtenus sous forme explicite. De plus, remarquons que la densité g du modèle
considéré ne satisfait pas les hypothèses permettant d'appliquer directement la
méthodologie développée.

En effet, gi ^ £1(R) pour l = l, 2. Il nous faut donc utiliser l'approche
alternative mentionnée à la fin de la section précédente, soit inverser les rôles
de / et fi' dans l'approximation des intégrales Ii{x). Le lecteur peut vérifier que
sous cette forme inversée, f et g respectent toutes les conditions nécessaires.
Nous utilisons ici les approximations suivantes, définies dans la même foulée qu'à
l'exemple précédent, mais en s'appuyant sur les équations (2.57) à (2.60) plutôt
que sur les équations (2.2) à (2.5). Les formes tronquées de 0^(x) et ps{'iT,0B\x)
sont ainsi données par

1 sï{x)el{x^x~^^y
et

'P^,OB\X} =
l
yj

Sï{x) fSW\
SW\S^x)J ï

et les formes tronquées de e^Çx) et p*{Tf,0B\x) par
l

6^=e,{x}+2J+r

(2.67)

(2.68)

(2.69)
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et

u

p2^,0B\x) =pï{7T,0B\x)+
l

(2.70)
22J+2•

De plus, comme a = l, S^{x) constitue ici aussi une approximation de mÇx).
La différence notoire avec les expressions employées à l'exemple précédent, à
l'exception de la définition de O^Çx), vient de la façon de calculer ici les coefficients
ajfe(^) et bojk composants les sommes tronquées Sf[x), qui, quant à elles, sont
toujours données par l'équation (2.62). En efïet, comme nous l'avons déjà dit,
cette forme d'approximation amène les rôles de/ et p à être inversés lors du
calcul des coefficients ajk(x) et bg jk. Ces coef&cients sont donc ici plutôt donnés
par

^^^\F(k-^}-F(^F

et

ajkW =2J/2

2J

k

-F
2J

G[I-Ï)-G(X-k+1
2J

Pour N, la décroissance exponentielle de / nous amène à prendre, comme à
l'exemple précédent,

N =C2J.

Finalement, les choix de C et du niveau d'approximation J déterminent toujours
la qualité des diverses approximations résultantes.

Afin d'identifier les valeurs intéressantes de C, étudions rapidement les équa-
tions (2.55) et (2.56), qui nous amènent cette fois à exiger de C que

Pf{\6\<C)^l, (2.71)
et que, pour la valeur observée x,

Pg{\6 - x\ < C) ^1. (2.72)
Notons d'abord que si C > 3, alors

Vf ( 1^1 <c)^~Pf{ \e\ < 3) ^ 0,9973 ,
et donc la condition associée.à l'équation (2.71) est satisfaite. Par ailleurs, l'appli-
cation à la lettre de la deuxième condition n'a pas ici de sens. En effet, comme g
correspond à la densité de Cauchy, l'équation (2.72) demande donc que C prenne
une valeur très grande, ce qui est en pratique inutile. A titre d'exemple, pour
l'approximation des quantités d'intérêts, lorsque x = 0, nous avons

Vg{\0\ < 64) ^0,990054,
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ce qui suggère qu'une valeur de C adéquate serait certainement supérieure à 64,
peut-être autour de 75 ou de 80. Une telle valeur de C rend extrêmement lourd
le calcul des diverses approximations définies plus haut. Heureusement, comme
nous le verrons plus tard dans cette même section, des valeurs de C aussi grandes
ne sont ici pas nécessaires.

Maintenant, revenons sur le fait que pour le modèle considéré, la densité
marginale m, l'estimateur de Bayes ainsi que la perte espérée a posteriori de l'es-
timateur de Bayes ne peuvent être obtenus sous une forme explicite. Une difficulté
nouvelle se présente donc ici. En effet, il nous est dorénavant impossible de compa-
rer les approximations utilisées aux valeurs calculées des quantités d'intérêt. Afin
de s'assurer du bon comportement des approximations définies plus haut, nous
utilisons une deuxième méthode pour approximer la densité marginale, l'estima-
teur de Bayes et sa perte espérée a posteriori. Cette méthode est simple, quoique
numériquement très exigeante, et s'apparente à une simulation Monte-Carlo. Tout
d'abord, en revenant aux équations (2.2) à (2.5), nous avons ici

m{x) = îoÇx),

ainsi que

ÔB{x} = Il(^)

et finalement,

P(TÎ,9B\X~) =

Io(^)'

l2(^) fh{x) 2

lo{x) \Ux~)^
Dans le présent contexte, les intégrales îi{x) (pour 1=0, l, 2) peuvent être vues
comme

I;(^)= / giW[x-y}dy=^[gi{Y)},
FR

(2.73)

où la variable aléatoire Y satisfait

Y^N{x,l~).

L'équation (2.73) rend naturelle l'approximation des intégrales I;(rc) par
n n

1=1
sw4g^.)=^Eî

où les points yi, ^2, -• • , 2/n satisfont

y,=x+ $-1

Vi;

+î/i2î

t

n+l^'
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c'est-à-dire où yi est le quantile d'ordre i/(n+l) de la densité N(x,l). Cette façon
de faire est en effet naturelle puisque ?/i, y-^, ... , yn correspondent en quelque
sorte à un pseudo-échantillon parfaitement représentatif de la densité normale
d'espérance x et de variance l. Cette méthode est donc effectivement très similaire
à une simulation Monte-Carlo, mais peut être aussi vue comme l'application d'une
règle d'intégration numérique classique. Davis et Rabinowitz (1984, section 2.6)
présentent cette règle sous le nom de règle du point milieu généralisée ( "generali-
zed mid-point rule"). Les approximations de la densité marginale, de l'estimateur
de Bayes et de sa perte espérée a posteriori découlant de cette réflexion sont
données par

mgm(x) =Eo(3;),

et

Ogm{x} =
Ei(2;)
^oÇx)'

ainsi que, finalement,

Pgm{x} =
1^{x) (lE^x)
Eo(^) VEo(2;)^

2

Ces trois nouvelles approximations sont ici utilisées comme base de comparaison
afin de valider les approximations construites à l'aide de la base de Haar. Dans
chaque cas, nous avons utilisé n = 2000 afin de nous assurer d'une très grande
precision.

Nous débutons en étudiant le comportement de S^. Pour cela, examinons
rapidement la figure 2.11 qui présente S^(x) et mgm{x) pour x e [—10,10]. Tout
d'abord, en examinant cette figure, il semble que S^ est, comme à l'exemple
précédent, une fonction extrêmement régulière. Ceci est confirmé par le fait que,
encore une fois, S^ € C<00(]R). De plus, il est aussi clair que S^ et mgm sont
des approximations très similaires de m, et ce même si S^ a été calculée au
niveau J = l et avec C7 = 4. L'emploi de cette dernière valeur peut sembler
particulièrement étonnante, surtout en considérant qu'à l'exemple précédent une
valeur de C' = 8 était habituellement nécessaire, et ce dans un contexte où les
deux densités du modèle bayésien exhibaient une décroissance exponentielle! Ceci
illustre très bien l'afîlrmation faite à la toute fin de la section précédente. En effet,
contrairement à l'exemple précédent, nous avons ici calculé les coefficients by jk à
l'aide de la densité la plus concentrée, soit /. Dans de telles conditions, le choix
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u

de C est principalement déterminé par

Pf(\0\<C}^l,

alors qu'à l'inverse, lorsque les coefficients ajk(x) étaient obtenus à partir de la
densité la plus concentrée, ce choix reposait principalement sur

P/(|0-2;| <C) =±1,

pour toutes les valeurs intéressantes de x ç. [2;min, ^maxj- U est donc effectivement
préférable de calculer les coefficients bo jk à l'aide de la densité la plus concentrée
puisqu'alors les coefficients de S^{x) les plus importants sont moins nombreux et
sont toujours les mêmes, quelque soit la valeur observée re. Ceci vient du fait que
la densité la plus concentrée (ici la densité normale centrée et réduite) peut être
considérée comme négligeable à l'extérieur d'un intervalle beaucoup plus court
que les densités a priori considérées jusqu'ici (soient la densité de Cauchy, et à
l'exemple précédent, la densité double exponentielle). Notons que cette réflexion
vaut pour toutes les sommes tronquées S^(x), et donc aussi pour les diverses
approximations de 0s (re) et de p{v, 0B\x).

Dans le but de confirmer la qualité de S^ comme approximation de m, nous
nous intéressons ensuite à l'erreur relative approximative de S^(x), associée à
1'approximation de m(x), que nous définissons comme

Erreur relative approximative de S^{x) = — "'m .
mnrr,\X\gm
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A la figure 2.12, nous présentons cette erreur relative approximative aux ni-
veaux J= l et 2, pour plusieurs valeurs de C et pour x £ [0,15]. Les deux
graphes présentés permettent de constater qu'encore une fois le comportement
de l'approximation S^{x) est satisfaisant. Par ailleurs, il met aussi en lumière
un aspect intéressant lié au calcul des coefficients bojk à partir de la densité
la plus concentrée. En effet, il est très intéressant de voir que le phénomène de
deterioration rapide observé précédemment ne se produit plus ici. Ainsi, l'approxi-
mation obtenue demeure adéquate même pour des valeurs de x possiblement très
éloignées de la moyenne a priori /^ == 0. De plus, ceci se traduit aussi visuelle-
ment par le fait que les courbes deviennent confondues, au niveau J = l pour

u



118

0
10

5

-5

-10

-5 0

^

^

5 10

FIG. 2.13. 9grn(x) (ligne pleine), ô-i(x) Çtirets longs) et 02 (x) (tirets courts) au ni
J = l pour C'= 4 efz e [-10,10].

niveau

u

des valeurs de C7 > 4, et au niveau J = 2 pour des valeurs de (7 > 5, laissant en-
tendre que l'augmentation de C au-delà d'une certaine valeur est inutile puisque
la qualité de l'approximation résultante n'est pas vraiment affectée. Dans le cas
du présent modèle, ces caractéristiques sont tout particulièrement intéressantes
puisque

P^(|^[ < 64) ^0,990051,

et donc, la densité marginale m est une densité aux queues extrêmement relevées
(en fait similaires aux queues de la densité de Cauchy), et il est tout à fait
probable d'etre confronté à une valeur de x éloignée de la moyenne a priori.
Dans un tel contexte, il était normal de s'attendre à être contraint d'utiliser une
très grande valeur de C', rendant par le fait même le calcul de l'approximation
de m numériquement très exigeant. Heureusement, ce n'est pas le cas ici puisque
le calcul des coefficients bo jk est fait à l'aide de la densité la plus concentrée. A
titre comparatif, nous présentons à la figure 2.12[b) cette même erreur relative
approximative, mais cette fois pour l'approximation de niveau ,7=2. Notons
finalement que, des deux graphes de la figure 2.12, il se dégage que Cf = 3 ne
semble pas tout à fait suffisant, mais que C = 4 fait très bien l'affaire et ce,
autant au niveau J = l qu'au niveau J = 2.

Nous nous portons maintenant vers l'étude du comportement des approxi-
mations de ^5 (a;) données aux équations (2.67) et (2.69). La figure 2.13 permet
de constater que 6^{x) semble avoir un comportement adéquat au niveau J = l
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lorsque C == 4. En efFet, OyÇx] et 0gm{x) ont un comportement tout à fait simi-
laire sur l'intervalle considéré, leur courbes étant même parfaitement confondues.
Ainsi, comme à l'exemple précédent, l'approximation corrigée O^x) semble beau-
coup plus performante que la forme simple 0i{x), du moins lorsque la valeur
de J est choisie aussi petite que J = l ou2. Notons aussi que comme dans le
cas de l'approximation de la densité marginale, l'approximation de l'estimateur
de Bayes ne semble pas non plus se détériorer de façon dramatique lorsque la
valeur observée x s'éloigne de la moyenne a priori p. = 0. Pour confirmer ceci,
nous présentons à la figure 2.14 l'erreur relative approximative de OïÇx) et liée à

u
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l'approximation de 0B{x), définie comme

Erreur relative approximative de 6^{x) = 02Çx)-0^Çx)
gm ^.

;

0

lorsque 6gm(x) -^ 0. Plus particulièrement, la figure 2.14 (a) présente l'erreur rela-
tive approximative de O^Çx) au niveau J = l, pour des valeurs bien choisies de C
et pour x G [0, 15]. La figure 2.14(b) fait de même, mais au niveau J = 2. En ob-
servant attentivement ces deux graphes, il devient effectivement apparent que le
phénomène de détérioration rapide de la qualité de O^W observé à l'exemple 2.7.1
ne se produit pas non plus. Aussi, encore une fois, l'augmentation de C, au-delà
de (7 = 4au niveau J== l et deC*= 5au niveau J = 2, n'améliore plus de
façon concrète la performance des approximations construites et, surtout, ces ap-
proximations demeurent valides même si x s'éloigne sensiblement de la moyenne a
priori. Tout ceci est dû, ici également, au fait que les coefficients bo jk dépendent
maintenant de la densité la plus concentrée.

Finalement, nous examinons le comportement des deux formes d'approxima-
tion de la perte espérée a posteriori données par les équations (2.68) et (2.70).
Pour cela, considérons d'abord les figures 2.15 et 2.16. La première constatation
qui s'impose en étudiant ces figures est que, comme à l'exemple précédent, c'est
la forme corrigée d'approximation qui performe plutôt mal, alors que pi{Tr,0B\x)
s'en tire assez bien, même au niveau J = l.De plus, une fois encore, le phénomène
de détérioration rapide présent à l'exemple précédent n'est pas observé ici. Ceci
est confirmé par la figure 2.17, où nous présentons l'erreur relative approximative
de pi(7T, 0B\x) à divers niveaux, pour quelques valeurs deC et x ç [—15,15]. Nous
définissons cette erreur relative comme prédémment, soit

Erreur relative approximative de pi{'7T,0B\x) = ^lv ' -°' / rgm^^^
x,

Notons que la figure 2.17 permet de voir que, comme c'est le cas aux figures 2.12
et 2.14 avec les approximations de la densité marginale et de l'estimateur de
Bayes, l'augmentation de C au-delà d'une certaine valeur ne change plus l'ap-
proximation résultante, ou du moins pas de façon appréciable. Dans le cas présent,
ceci survient à partir de (7== 5 à chacun des trois niveaux considérés.

Ensuite, les figures 2.15(a) et 2.17(a) montrent clairement que C' == 3 n'est pas
un choix adéquat au niveau J = l. Notons l'asymétrie, particulièrement évidente
à la figure 2.17(a), des deux formes d'approximation pour ces valeurs de C et
de J. En effet, bien que toutes les approximations construites soient légèrement
asymétriques, cette tendance est ici beaucoup plus prononcée. Ceci s'explique par
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FIG. 2.15. pgm(x) (ligne pleine), 'pï{'n,ÔB\x) [tirets longs) et 'pt(Tî,6B\x) {tirets
courts) au niveau J = l, pour x £ [—10,10], et pour (a) C = 3, (6) Cf = 4.

0

le fait que les sommes tronquées Sj'(x) comportent 2N + l termes dont N sont à
indice k négatif {-N <Â;<-l),etA^+là indice k non négatif (0 ^ À< 7V).
Ainsi les diverses sommes tronquées comptent un terme non négatif de plus, donné
par &O,JTV x a j ^{x). M^ais, ce terme est non négligeable uniquement lorsque bo^jN
est non négligeable et x ^ N/2J. Ainsi, lorsque C est choisi trop petit, comme
c'est le cas ici, ce terme supplémentaire n'apporte aucune contribution à S^Çx)
lorsque x est négatif, alors que lorsque x est positif, il est assez important pour
améliorer considérablement les approximations résultantes. Par contre, notons
que lorsque C est choisi assez grand, &o,j7v devient négligeable et le terme positif
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FIG. 2.16. pgm(x) (ligne pleine), pi(,-iT,8B\x) (tirets longs) et ^(^,9B\x) (tirets
courts) pour C = 4, pour x ç [0,15], et aux niveaux (a) J =Ï, (b) J = 2.

supplémentaire perd son influence, rendant par le fait même les diverses approxi-
mations presque symétriques. La figure 2.17(b) nous confirme que C' = 3 n'est
vraiment pas un choix satisfaisant puisque cette valeur amène aussi de mauvais
résultats au niveau J = 2. Dans ce cas, le mauvais comportement de pi{TT,0B\x)
pour une telle valeur de C est encore plus apparent. Les figures 2.15(b), 2.16
et 2.17 illustrent bien le fait que C* = 4 est par contre un choix intéressant, et ce
tant au niveau J = l qu'aux niveaux J= 2 et 3.

u
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u FIG. 2.17. Erreur relative de PI.(TT,SB\X) pour x ç [—15,15], pour plusieurs valeurs
de C et aux niveaux (a) J= l, (6) J= 2, (e) J = 3.
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2.7.3. Discussion

Nous faisons ici un bref retour sur quelques points reliés à l'utilisation de la
technique développée. Tout d'abord, à la lumière des résultats obtenus lors des
deux exemples présentés précédemment, certaines conclusions s'imposent. Re-
voyons rapidement quelques-unes des caractéristiques principales des différentes
approximations construites à travers les sections 2.1 à 2.6. Commençons d'abord
par quelques commentaires plus généraux.

- La méthode proposée est très facile à utiliser. En effet, les formules em-
ployées pour le calcul des approximations obtenues sont relativement sim-
pies et faciles à manipuler. De très courts programmes écrit à l'aide du
logiciel IVIathematica ont permis de produire tous les résultats présentés
aux exemples 2.7.1 et 2.7.2.

- Contrairement aux approximations obtenues à l'aide des techniques plus
classiques de calcul bayésien, la méthode d'approximation développée ici
permet d'approximer les quantités d'intérêt par des formes fonctionnelles.
Ces formes fonctionnelles sont très régulières puisque, sous les conditions de
régularité données aux théorèmes 2.1 et 2.10, elles sont deux fois continûment
dérivables. La possibilité d'approximer des fonctions régulières par d'autres
fonctions régulières nous semble logiquement fort intéressante.

- Les exemples 2.7.1 et 2.7.2 amènent tous les deux à la même conclusion
au niveau de la qualité des différentes formes d'approximation. En effet, il
semble que pour l'approximation de l'estimateur de Bayes, la forme corrigée
d'approximation devrait être préférée à la forme simple alors que l'inverse
semble vrai dans le cas de l'approximation de la perte espérée a posteriori
de l'estimateur bayésien.

Maintenant, les choix de J et de C, où N = C2J est le paramètre contrôlant
le nombre de termes à inclure dans les sommes tronquées S f (x), déterminent
la qualité des approximations obtenues. Voici quelques points fortement reliés
au choix de ces paramètres lors de l'utilisation de la méthode d'approximation
proposée.

- La précision des approximations construites est étonnante. En fait, l'effi-
cacité de la méthode est telle qu'un niveau de J = 1,2 ou, au plus, 3
semble habituellement suffisant. Comme nos résultats théoriques sont de
nature asymptotique, il est en effet étonnant, et surtout fort intéressant, de
constater que J = l puisse être vue comme une valeur suffisamment grande.

J
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- Lorsque la précision des approximations construites fait défaut, il est habi-
tuellement possible de corriger la situation en augmentant la valeur de C.
Ainsi, il est alors possible d'améliorer le comportement des approximations
considérées d'une façon non négligeable avec une augmentation linéaire du
nombre de termes de ces sommes. Ceci est fort utile puisqu'une augmen-
tation du niveau va de pair avec une croissance exponentielle du nombre
de termes à considérer pour le calcul des sommes Sf(x), ce qui résulte en
une augmentation considérable du temps nécessaire au calcul des diverses
approximations.

- Si les deux densités composant le modèle bayésien satisfont toutes les condi-
tiens de régularité imposées par les théorèmes 2.1 et 2.10, il est possible
d'obtenir des approximations adéquates en retenant peu de termes pour les
sommes tronquées Sf{x). En effet, il suffit pour cela d'obtenir les approxi-
mations de façon à calculer les coefficients &o,jfe à partir de la densité la
plus concentrée. Ainsi, comme à l'exemple 2.7.2, lorsque l'une des densités
est particulièrement concentrée, les sommes tronquées peuvent contenir peu
de termes et mener tout de même à des approximations satisfaisantes, et
ce même si la deuxième densité est aussi peu concentrée que la densité de
Cauchy.

- La détermination d'une valeur adéquate de C est parfois complexe. En ef-
fet, les critères de sélection de C identifiés à la section 2.6 et donnés par les
equations (2.55) et (2.56) mènent parfois à une valeur inutilement élevée
pour C. Même si ceci n'a pas de répercussion négative sur la qualité des ap-
proximations résultantes, une brève étude du comportement de ces approxi-
mations peut alors s'avérer nécessaire dans un contexte où l'expérimentateur
souhaite construire des approximations à la fois précises et plus efficaces au
niveau du temps de calcul (par exemple, si la technique d'approximation est
employée dans le cadre de simulations servant à solutionner un problème
complexe).

Finalement, il est certain que l'élargissement du cadre d'utilisation de la
méthode proposée est un point à considérer. En effet, il est inhabituel d'etre
confronté à un problème d'estimation bayésienne d'un paramètre de position à
partir d'un échantillon composé d'une seule observation. Au chapitre suivant nous
examinons les difficultés reliées à l'estimation bayésienne lorsque l'échantillon est
composé de plusieurs observations. Pour ce faire, nous indiquons comment la
méthode se généralise à divers modèles bayésiens et surtout, quelles modifica-
tions apporter à la procédure dans ces cas plus généraux.

u
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Chapitre 3

Generalisations à plusieurs observations

0

Nous cherchons ici à généraliser la technique introduite au chapitre précédent
au cas où plusieurs observations sont considérées. Nous étudions ici deux généra-
lisations particulières du modèle à une seule observation.

La première est triviale. En effet, si chaque observation possède son propre
paramètre de position, et sous les hypothèses d'indépendance appropriées, alors
le problème se réduit à l'estimation de plusieurs paramètres de position où, pour
chacun d'entre eux, une seule observation est disponible. Pour illustrer ceci,
considérons le modèle donné par

^ f (xj-Bj-
-ll^î ~ -

0- ~ \ 0-

et

1^^--"
ii^ - g

T ~ \ T

pour z = l, 2, ••. , p. Nous supposons ici que X^, X^, ... , Xp sont conditionelle-
ment indépendantes, et que 0-^, 0-^, ... , 0p sont aussi indépendants. Evidemment,
nous supposons également que p,çR,cr>OetT>0 sont des quantités connues,
et que / € £Z(R) et 5 ç C2{R} sont entièrement spécifiées.

Dans ce contexte, il est facile de démontrer que les paramètres de position
sont indépendants a posteriori et que

6i{xi) = i^+rR^Xi)

est l'estimateur bayésien de 0,, et que

pi{-K^i\Xi) = T2 I?2(^) - (-Rl(^) 2
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0

est la perte espérée a posteriori de cet estimateur, pour 2=1,2, ... , p. Ainsi, le
problème de l'estimation de plusieurs paramètres de position se réduit ici effecti-
vement à plusieurs estimations d'un seul paramètre de position en employant à
chaque fois une seule observation. Il suffit donc, dans ce cas, d'utiliser directement
la technique développée au chapitre précédent.

Une deuxième généralisation du problème traité au chapitre 2 est intéressante.
Cette fois, considérons le cas où plusieurs observations indépendantes dépendent
toutes d'un même paramètre de position, soit, pour X = (Xi,X2, ... ,Xp)t où t
dénote la transposition,

p

x]^^w=^n/(^),
et

e^^0)=^(0—^
T~ \ T

1

où, encore une fois, nous supposons que ^, o-, r, f et g sont connues et respectent
les mêmes hypothèses que précédemment.

Dans ces conditions, la technique doit généralement être modifiée de façon
à obtenir un résultat satisfaisant, soit la construction d'une approximation du
même ordre que celle obtenue dans le cas du modèle à une seule observation.
Nous nous attaquons à ce problème à travers les trois premières sections de ce
chapitre.

A la section 3.4, nous portons notre attention sur le cas particulier de la loi
a priori uniforme sur R, c'est-à-dire

^(e) = i.
Cette loi impropre à caractère non informatif ne satisfait pas les hypothèses im-
posées précédemment sur la densité a priori et doit donc être traitée à part. La
popularité et la simplicité de cette loi a priori sont des aspects qui nous poussent
à étudier ce cas particulier de façon plus approfondie.

0

3.1. Estimation de 0 : cas de plusieurs observations

Nous nous intéressons ici au cas de plusieurs observations indépendantes,
mais dépendant toutes d'un même paramètre de position. Le modèle considéré
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0

est donc, comme nous l'avons mentionné précédemment,

xi^L )=^n/i
1=1

Xi — 0

oùo->0 et / G £2(R) sont connues, et

ô^^=l-g(0-^

a

)

ï (3.1)

(3.2)
r~ \ T

où IJ.Ç.'R, t >0 et g ç /^2(R) sont aussi connues. Dans ce contexte, nous pouvons
écrire la densité marginale de X comme

m(x) = / L(0|x)7r(6')^
'R

m{

-.
T^JK n/(^))-(^)-

et la densité a posteriori de 0 comme

7T(0|X) =
l  (^) ) s (8?)
,î=l

/.(n/(-)),(^)^i
Notons que si nous supposons l'existence d'une statistique exhaustive pour

9, alors il est possible de factoriser la vraisemblance selon

L(0|x)=/îi(s(x)]0)A2(x),
où s(x) est la statistique exhaustive pour 0, et /2,i est la densité conditionnelle
(univariée) de cette statistique. La densité a posteriori, de 0 peut alors s'écrire
comme

^. w^c-y)
h,{sW\6)g {8-^) d0

et il devient évident que le problème à traiter est similaire à celui étudié au
chapitre précédent, sauf qu'ici l'unique observation est s (x). Remarquons que
si 0 n'est pas le paramètre de position associé à s(x), il est possible (et même
fort probable) qu'il soit nécessaire d'apporter des modifications mineures à la
technique présentée auparavant, ces modifications ne touchant uniquement que
la façon d'obtenir les coefficients ajk (s(x)) du développement en série de I;(s(x)).
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0

Maintenant, il existe plusieurs exemples simples où le modèle donné par les
equations (3.1) et (3.2) est valable, mais où 0 n'admet pas de statistique exhaus-
tive. Dans ce cas plus général, les moments a posteriori de 6 peuvent être obtenus,
pour n > 0, comme étant

p

E[0"
[ffn l îlf (^) l 9 (^) ^
'R

xl =
,t=l

p ;

n/(a7'))î(9?!)d"
.z=l

avec la propriété que

^ .f^-Q//"(n/(^))s(^)-È(î)^'+II-<x)' <3'3)

(3.4)

pour n > 0, et où, cette fois,

î^)= l_9i{s)[Y[Us))ds.
/R \r=î

Notons que les fonctions gi et f^ sont toujours définies par

gi{s) = slg(s),
pour ^ >: 0, et

r \x,- ^
f^=f[^\^—-s\)-

pour t = l, 2, ...ip.

En procédant exactement comme dans le cas d'une seule observation, il est
maintenant facile d'obtenir l'estimateur de Bayes de 9 et sa perte espérée a pos-
teriori En effet, nous avons ici, comme auparavant,

Ji(x)
6'a(x) =^+TIo(x) '

et

/)(^,0B|x) =T.2 Ï2(X) ^Ii(x)
Io(x) Ylo(x)

21

Ainsi, les changements à l'estimation de 6 amenés par la généralisation du modèle
se traduisent uniquement par une modification de l'expression des intégrales I;
qui dépendent maintenant de p observations plutôt que d'une seule.
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Cette modification des intégrales I; nous conduit cependant à une difficulté
nouvelle quant à leur approximation. En efïet, dans le cas du modèle à une seule
observation x, 1'approximation de I((a;) a été construite à l'aide d'une approxima-
tion initiale de /, la vraisemblance obtenue à partir de cette unique observation.
Maintenant, dans le cas qui nous intéresse ici, la vraisemblance est en fait le pro-
duit de p densités. La technique développée doit donc être adaptée de façon à
tenir compte de ce fait.

u

3.2. Approximation de I/(x)

Tout comme au chapitre précédent, nous construisons ici, pour l =0, l et
2, une approximation initiale de l'intégrale Ii(x), donnée par l'équation (3.4),
à l'aide de la base de Haar. Pour cela, nous procédons comme au résultat 2.1,
mais cette fois en approximant chacune des fonctions f^ de l'expression de I;(x),
donnée par l'équation (3.4), avec la base de Haar. L'approximation résultante est
présentée par le théorème qui suit.

Résultat 3.1. Sî f ç £2(R), si

ajk{x,)=<f^,4)jk> Vj,Â;eZ,
et si

bijk=<9i,^k> V^feçZ,

alors l'approximation de I((x), obtenue à partir des approximations de Haar de
niveau J des fonctions fj:, {pour i = l, 2, ... , p}, est donnée par

î;(x)=2^-l)J/2^Q^,(x)6;^,

où

Aez

p

Q:jjfc(x) =]^[a^(^).
î=l

Démonstration. D'abord, en faisant comme au résultat 2.1, l'équation (2.7)
permet d'écrire

fxi{s) =^ajk{xi)(f)jk(s),
/c6Z

pour z = l, 2, ... ,p. Notons que le niveau d'approximation J est choisi identique
pour toutes les fonctions fx, (2 = l, 2, ... , p). Il ne nous suffit plus qu'à remplacer
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chaque f^ par son approximation dans l'expression de I;(x). Nous avons ainsi

î,(x)-^,(5) n7,.(s) ^,
,1=1

comme approximation de I;(x).

Par ailleurs, notons que

p p

n/^ (5) = n ( ^ajfe.(^)^(s) i
t=i V.ez /î=l

E---E(na^^)) (n^^)i- (3.5)
fcsÊZ fcp£Z \î=l / \i=l

E:
hezfcaez fcpez

Notons aussi que d'après l'équation (1.15), si k-i= k^= .. .== kp= k, alors

p

n^(.)=(^(s))p
1=1

2PJ/2 sisçAjk
0 sinon

= 2^-W2^,(.),

et sinon (c'est-à-dire s'il existe i et j tels que ki ^ kj), alors

p

n^(s)=o,
t=l

quelque soit s 6 R.

Ceci permet de simplifier l'équation (3.5) pour obtenir

p p

Y[US) = 2^-W^ ( Y[a^(x,) ) ^(5)
i=T fcçZ Vi=T /

=2^-lW2^a^(x)^(5).
fc€Z
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L'approximation de I;(x) qui en découle peut donc finalement s'exprimer comme

î;(x) - / 9^) f 2^-l)J/2^;a^(x)^(5) | ^
/K \ ÏIÎ

=2^-lW2^a,,(x) / gi{s)4>^s)ds
feiz JR

=2^-lW2^^(x)^^,
fcez

ce qui est étonnamment similaire à l'approximation obtenue dans le cas du modèle
à une seule observation. D

Notons que les coefficients ajkÇxi) et bojk sont toujours donnés par les équa-
tions (2.9) et (2.10), et que les coefficients &i jfe et 62,^ sont également inchangés,
et toujours donnés par la proposition 2.1. Il nous faut cependant nous assurer que
I;(x) constitue toujours une approximation adéquate de I;(x), même si la façon
de procéder a été modifiée.

Le résultat qui suit est une adaptation du théorème 2.1 au cas qui nous
intéresse ici, soit le modèle à plusieurs observations se partageant un même pa-
ramètre de position.

Théorème 3.1. Sous les conditions du théorème 2.1, l'erreur d'approximation
associée à I;(x) respecte, pour l G N,

|l;(x) - I;(x) [ = 0 (2--7) Vx G R?'.

De plus, cette borne est uniforme.

Démonstration. D'abord, d'après le résultat 3.1 et l'équation (3.4), nous avons

I;(x) - I,(x) _9^){î[f^)]ds- l_g^)[Y[f^s))ds
/K \r=T / ^K ^7,1=1

p

^^){Y[f^s)-Y[f^s)]ds
R

< /_ \9^)\
'IR

,1=1

p

î=l

p

îlf^-î[f^)
z=l 1=1

ds. (3.6)
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Or, nous pouvons écrire

p p

T[f^)=Y[{f^s)+e^s)),
1=1 !=1

où

e^,(s) =/^(s) -/a:,(s),

pour î = l, 2, ... , p. Notons que e^(s) correspond simplement à l'erreur d'ap-
proximation ponctuelle associée à /^ déjà caractérisée au lemme 2.1. Maintenant,
en supposant que

Us) ¥-0,

pour î = l, 2, ... , p, alors il est possible de pousser ce développement un peu
plus loin afin d'obtenir

 w=W^^^
=(â/a(s))(l+S^ e^(s)e^.(s)

^f.MU,W
+...

ex,(s)
i1^)^'

De là, la difïérence de l'équation (3.6) peut être bornée selon

p p

n/..(5)-n/.,(5)
2=1 î=l

- (ô/K(s)) p
exi {S j

ér^(s)
e^(s)e^.(s)

^<^^(s)^(s)

++nFT ^)
lLf^

< (f]^.(s)} fvMS^+WM^IMS< ^[w) l^%^+è<^^%%
+...+n'Msr+'"+i[ÏMJÎ

1=1
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et en remplaçant ce résultat dans l'équation (3.6), nous pouvons borner l'erreur
d'approximation par

I,(x) -î,(x)| ^^[_ \g^)\ l^11 itlf^)}ds
^-JR ^As) \^

l^(s)[|e.,(s)| (^
+ 2-/ 2^ /, l5< (s) l ' '^(^ '^/ '(11^. (5) ) ds

^<^pJR Jxi ^^J^ ^^ Y^
z.

1^(5)1 n |e.. (s) |ds.+...+
1=1

(3.7)

Maintenant, comme / est continue et / ç £1(R) (puisque c'est une densité),
alors / est bornée. De plus, par hypothèse, / est aussi bornée. Nous définissons
donc, pour alléger la notation,

C f = SUp / (s) =
seR

00;

et

df=SMp\f'{s)\=\\f'\\^

puisque ces quantités existent. De plus, d après le lemme 2.1, il nous est aussi
possible de borner e^(s) par

|e,,WK^,
pour i = l, 2, ... , pet s çR.

Revenons à l'équation (3.7). La réflexion précédente nous permet d'obtenir
une nouvelle borne pour l'erreur d'approximation associée à I;(x), soit

|l,(x)-î;(x)|<^c/-l^/'^(5)|^
!=1 'R

+EE^-2(^)7.towlds
'RKi<j<p

+-+(^)7j9-w"i3'
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Ceci peut se réduire à

|l;(x)-I;(x)|^||^ l p}c^-^df,+(p}c^-^î)cr ^a^+[2)cr ~[a
T d f
•2J

2

+... p
p

Tdf\p
aîj

<ll.,ll,c/-1^
p

^E(y
î=2

p
î

L^f_\
acf2j }

î-l~t

(3.8)

Posons maintenant

^p^ (r df
wt=lzHa^

î-1

;

pour î = 2, 3, ... , p. Afin de simplifier encore davantage la borne donnée par
l'équation (3.8), nous caractérisons ici le comportement de wz, wy,, ... , Wp. Tout
d'abord, notons que

w,+i _ (p-i\r df
w, \î+ïJ <TCf2J'

pour t = 2, 3, ...,p-1. Notons également que le rapport précédent décroît avec
l'augmentation de i. Donc, si

^<1.
alors la série {wi},e{2, 3, ..., p} sera strictement décroissante avec i. Etudions rapi-
dement cette dernière inégalité. En fait, nous avons ici

(P-2) T df ^ ^ ^^^ > (P-2)rri/
3 a c/2-7 —-••-- 3 ^. ^

J>log2(p-2)+log2^^. (3.9)
Ainsi, si J est assez grand (c'est-à-dire s'il respecte la condition précédente), alors
la suite {wi},c{2, 3, ..., p} Gst effectivement strictement décroissante. Ce résultat est
ici central puisqu'il permet d'écrire

È^(-^=(^)P)P^.
1=2

lorsque J satisfait l'inégalité (3.9).
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Finalement, nous pouvons arriver à la conclusion recherchée puisqu'en utili-
sant le résultat précédent dans l'équation (3.8), nous avons

|l,(x)-î,W|,.||,,||,^^^(p^^^]
= 0(2-J) (1+0(2-J)),

lorsque J est assez grand, puisque les diverses constantes apparaissaut ici sont
finies et indépendantes à la fois de x et de J. Ceci permet de conclure que, pour
Z e N,

I;(x)-I;(x)|=0(2-/),

indépendamment de x € Rp. D

Il est maintenant clair que la généralisation du modèle n'a pas de conséquence
majeure au niveau de l'approximation des intégrales I;(x). Bien sûr, l'apparition
d'un produit de densités dans l'expression de I;(x) rend l'approximation plus
complexe, mais, et c'est ce qui est ici primordial, ceci n'amène pas de détérioration
quant à la qualité de l'approximation résultante.

En efïet, l'ordre de l'approximation est préservé, ce qui nous permet d'em-
ployer directement plusieurs résultats obtenus au chapitre 2 sans modification, ces
résultats ne dépendant pas de la forme exacte de Ii(x), mais dépendant plutôt
de la qualité de l'approximation construite. Il est donc vraiment simple d'uti-
liser l'approximation de I((x) obtenue au théorème précédent afin de créer des
approximations de l'estimateur de Bayes de 6 et de sa perte espérée a posteriori
dans le contexte du modèle à plusieurs observations.

u

3.3. Approximation de ^s(x) et de P(TT,OB\^-)

Nous nous tournons maintenant vers la construction d'approximations de
l'estimateur bayésien 0a(x) et de sa perte espérée a posteriori. Pour cela, nous
procédons comme à la section 2.3 et nous posons d'abord

RiW = I;(x)
Io(x)

pour l > l. Nous définissons alors les approximations souhaitées comme

0B(x)=^+T^(x),



n

137

et

0

^7T,0B|X)=T2^2(X)-(^(X))2].
Il est intéressant de constater que le théorème 2.3 et le corollaire 2.1 peuvent ici
s'appliquer directement (en employant le théorème 3.1 plutôt que le théorème 2.1),
pour amener le prochain corollaire, qui est donné sans preuve.

Corollaire 3.1. Sous les conditions du théorème 2.1, nous avons

I OB (x) - 0B(x)| = 0 (2-J) Vx ç Rp,
et

|p(îT,0B|x) - P(7T,^|X)| = 0(2-^) VX G Rp.

Notons que tout comme avec le corollaire 2.1, le corollaire précédent est un
résultat théorique intéressant, mais difficile à employer en pratique à cause de la
complexité des coefficients b-^jk et b^jk, et du fait que les sommes apparaissant
dans les approximations de Io(x), Ii(x) et Î2(x) sont infinies. Il est donc encore
une fois nécessaire de trouver des alternatives au calcul de ^s(x) et de p(7r,0B|x).

La première des limites mentionnées plus haut est contournée en adoptant la
même approche qu'à la section 2.4. En effet, les lemmes 2.3 et 2.4, bornant les
coefficients b-^^ et b-^jk^ peuvent encore ici être employés de façon à obtenir des
bornes pour J?i(x) et -R2(x). Ces bornes sont similaires à celles données par les
théorèmes 2.4 et 2.6. Il suffit en fait de remplacer ici ajk{x) par

p

ajk(x)=Y[ajk(x,) (3.10)
i=l

dans les expressions des diverses bornes pour trouver les résultats cherchés. Les
bornes ainsi obtenues nous amènent à définir

5'(x) = ^u^klaJkWbo,jk,
fcez

pour l = 0, l, 2, puis

et

l^x)-l^+^.

^x)=t^+^(x'-

(3.11)

(3.12)

(3.13)
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Avec ces déj&nitions, il est maintenant possible de poser

^(X)=/.+TJ?KX),
et

^(^^|x)=r2[^(x)-(^(x))2],
et d'obtenir l'analogue, dans le cas du modèle à plusieurs observations, du co-
rollaire 2.2. Ce résultat est donné sans preuve puisque pour l'obtenir, il suffit
de reprendre les arguments invoqués aux théorèmes 2.5 et 2.7 ainsi qu'au corol-
laire 2.2 (en appliquant évidemment le théorème 3.1 plutôt que le théorème 2.1).

Corollaire 3.2. Sous les conditions du théorème 2.1, nous avons

et

|'0B(x) - %(x)| = 0(2-J) Vx ç RP,

p(7T,0B|x)-pt(7T,^|x)| =0(2-J) Vxer.

Ainsi, le fait de passer au modèle contenant plusieurs observations n'a pas
non plus d'incidence majeure pour ce qui est de la première forme alternative
d'approximation de l'estimateur de Bayes et de sa perte espérée a posteriori. En
effet, la seule modification dans la façon de procéder est celle qui a déjà été men-
tionnée plus haut : il suffit de remplacer les coefficients ajh{x) des approximations
à une seule observation x, par les coefficients QjkÇ'a), donnés par l'équation (3.10),
dans le cas de plusieurs.

Remarquons que ce changement mineur est aussi l'unique modification qui
doit être faite pour les formes simples d'approximation introduites à la section 2.5.
Effectivement, si nous posons

.s^ _ l ^(x)^'(x) =

pour /=0, l et 2, puis

et

2;J5'o(x)'

0|(x)=^+TJ?f(x),

p5(7T,^|x)=r2[^(x)-(^(x))2],

(3.14)

alors les théorèmes 2.8 et 2.9 et le corollaire 2.3 peuvent être repris pour mener
au résultat suivant.
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Corollaire 3.3. Sous les conditions du théorème 2.1, nous avons

I OB (x) - ^(x)| = o (2-J) Vx e Rp,
et

|p(7T,^|x) -p'?(7r,^|x)| = 0(2-J) Vx e Rp.

Le corollaire 3.3 est présenté sans démonstration puisqu'il découle directe-
ment des résultats mentionnés plus haut.

Notons que les formes simples d'approximation ^(x) et ps ('n-, OB^) et les
formes complexes 6)^(x) et p*(7T,0fi]x) respectent toujours la proposition 2.2,
même après les changements dus à la présence de plusieurs observations.

Maintenant, le dernier point à considérer ici est le fait que les sommes 6';(x)
employées pour les diverses approximations sont, tout comme auparavant, des
sommes infinies. Ce problème, étudié à la section 2.6 dans le cas du modèle à une
seule observation, doit lui aussi être reconsidéré.

Pour ce faire, remarquons d'abord que les conclusions du théorème 2.10 de-
meurent valides si, cette fois, nous supposons plutôt qu'il existe £> 0, c> Oet
N^> 0 tels que

n/..(^);
i=l

5(5)^
e

Is |3+e)

dès que s > A/x. Notons que cette nouvelle hypothèse permet de diminuer la
contribution minimale de la densité de chaque observation et de la loi a priori,
même si, globalement, le comportement du produit de la vraisemblance basée
sur les p observations et de la densité a priori doit demeurer inchangé. Notons
également que ceci laisse entrevoir dès maintenant la possibilité d'employer une
densité a priori impropre, pourvu que / décroisse assez rapidement.

Finalement, comme le théorème 2.10 est toujours vérifié (en faisant la modi-
fication donnée plus haut), alors les sommes tronquées, données par

61r(x) = ^^ajfc(x)&o,jfc, (3.15)
kçM

pour le cas de plusieurs observations, peuvent être substituées aux sommes com-
piétés <5<;(x), comme précédemment. Encore une fois, ces substitutions peuvent
être effectuées sans affecter la qualité des diverses approximations de l'estimateur
bayésien de 9 et de sa perte espérée a posteriori.
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' Ici se termine notre revue des modifications nécessaires à l'utilisation de la

technique développée au chapitre 2 dans le cas du modèle à plusieurs observations,
et où la loi a priori de Q est une densité intégrable. Maintenant, que faire si la loi
a priori est impropre? La technique peut-elle être employée sans modification?
Qu'en est-il si des changements sont apportés? Nous répondons à ces questions à
la section suivante en étudiant le cas de la loi a priori uniforme sur R.

3.4. Cas de la loi a priori uniforme sur M

Nous nous intéressons encore une fois au modèle comportant plusieurs ob-
servations indépendantes partageant un même paramètre de position. Ainsi, la
structure de la vraisemblance demeure inchangée et elle est toujours donnée par
l'équation (3.1). Par contre, nous nous tournons maintenant vers la loi a priori
impropre uniforme sur R, soit

^~ 7T(0) ^1,

pour étudier les répercussions de l utilisation de lois a priori impropres sur la
méthode développée aux sections précédentes.

D'abord, notons que dans ces conditions, la densité marginale des observa-
tions est donnée par

m(x) = / L(0|x)7r(0)
'K

-^fn/1
d0

Xi - 0'

0-P

et la densité a posteriori de 9, par

,t=l
0-

d6,

u

p

îlf^)
7T(0|X) = —^-

( F[/ (a7<) ) d9
^ \î^i
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De là, il est possible de calculer les moments a posteriori de 0, qui sont donnés,
pour n > 0, par

E[0n|x] =
'."" ( n/ c^) ) d»
/K ,î=l

p

L(w(sfi))ds
Remarquons immédiatement qu'en employant l'approche de la section 3.1 telle
quelle, les équations (3.3) et (3.4) demeurent valides, mais avec /j,=0, T= l et

et donc,

pour l > 0.

gÇs) = l,

9i{s) = s',

Ainsi, l'utilisation de la loi a priori uniforme sur ffi mène à un problème
technique majeur quant aux résultats obtenus précédemment. En effet, au mo-
ment de borner l'erreur d'approximation associée à Ij(x), le théorème 3.1 est sans
equivoque. Notre façon de faire exige que gi 6 £1(JR) pour espérer borner cette
erreur en procédant comme nous l'avons faitjusqu'ici. Il est clair que ce n'est pas
le cas ici, et que de façon générale, cette condition ne sera pas non plus respectée
dès que la loi a priori employée est impropre. Notons que ce problème ne sur-
vient pas au résultat 3.1, puisque les coefficients bi jk de gi peuvent habituellement
être calculés (ou, tout au moins, approximés) même si gi ^_X (R). Cependant,
le comportement de l'approximation résultante de I;(x) est alors indéterminé, ce
qui rend son usage douteux.

Heureusement, une modification simple à la façon de procéder permet ici
de contourner cette difl6culté. Il suffit en fait d'utiliser la densité de l'une des
observations pour jouer le rôle de g dans le développement de l'approximation
de I((x). Pour cela, il faut d'abord adapter les équations (3.3) et (3.4) de façon à
obtenir plutôt, pour n > 0,

«~{îlf(I—e
n

.1=1

=\-fn
de

^\l
1=0

(-l)^p"-ia;+ll;(x), (3.16)
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où, ici, les intégrales I;(x) sont données par

I;

avec, bien sûr,

W= l_f^)[Y[f^{s)\ds,
IR

(3.17)

pour l > Q, et où

,1=1

fl(s)=5lf(s),

/A(S)=/(5+A), (3,18)

et

A,= p

cr
)

pour î=l,2,...,p—l. Notons que ce résultat est obtenu en procédant comme
précédemment, mais en utilisant le changement de variable donné par

6 = Xp — as.

Notons également que ce changement de variable peut aussi être fait selon

9 -= x^- ers,

quelque soit î = l, 2, ... ,p-1. Il est ainsi possible de faire apparaître n'importe
laquelle des p—1 autres observations à la place de Xp dans le développement donné
par l'équation (3.16). Cette nouvelle approche au problème est similaire à celle
utilisée par O'Hagan (1994, section 7.60) en s'intéressant aux cotes de Bayes dites
intrinsèques. Notons finalement que cette façon de faire est équivalente à employer
la densité d'une observation comme loi a priori. En particulier, ici, les résultats
precedents sont identiques à ceux obtenus par l'approche de la section 3.1 lorsque
nous disposons de p — l observations et lorsque la densité a priori de 6 est donnée
par

^^4/(^)ï

où / € £Z(R) est symétrique.

Revenons maintenant à l'équation (3.16). Grâce à cette équation, nous pou-
vons écrire la marginale des observations comme

m(x) = o:P:rîIO(x)'
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et les principales quantités d'intérêt que sont l'estimateur bayésien de 0 et sa
perte espérée a posteriori comme

Ji(x)
6>s(x) =Xp- aIo(x) '

et

/9(7T,(9j3|x) =CT2 l2(x) ^Ii(x)
Io(x) Ylo(x)

21

Pour obtenir des approximations utiles de ces quantités, il nous suffit de construire
les nouvelles approximations des intégrales I;(x) (l = 0, l, 2) qui, dans le contexte
présent, sont maintenant données par l'équation (3.17). Le théorème qui suit
donne la procédure à suivre.

Résultat 3.2. Si f ^ r2(R), 51

aj.fc(A)=</A,^fc> Vj,Â;cZ,
et si

bijk=<fi^jk> Vj,Â;eZ,

alors l'intégrale I<(x) est ici approximée à l'aide de

î,(x)=2^-2)J/2^a,,(x)^,
fcez

où les coefficients o;jfe(x) sont maintenant donnés par
p-1

ajkW=Y[ajh(^i) VA; e Z.
t=l

Ce résultat est donné sans preuve. Pour l'obtenir, il suffit de reprendre pas à
pas la réflexion faite au résultat 3.1, mais en apportant les quelques ajustements
mineurs qui s'imposent. Notons que les coefiicients ajfc(A) ne sont plus donnés
par l'équation (2.9). En effet, la définition de /A donnée par l'équation (3.18)
amène maintenant que

fk+la,,(A)=2J/2 F
2J

+A -f(^A î

pour À; e Zet A £R. Les coefEcients bijk sont quant à eux inchangés, sauf pour
le fait qu'ils dépendent maintenant de la densité / et de la fonction de répartition
F, plutôt que de g et de G. L'équation (2.10) et la proposition 2.1 sont donc
toujours valables et donnent les valeurs de ces coefficients.
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Le théorème suivant permet de conclure que, dans le présent contexte, I;(x)
constitue toujours une approximation adéquate de I;(x).

Théorème 3.2. Si f respecte les conditions du théorème 2.1 et si fi £ >C (R),
alors pour l ç. N,

|l;(x)-I((x)|-0(2-J) Vx€RP.

Ce résultat n'est pas non plus démontré puisqu'il suffit encore une fois de
reprendre des arguments invoqués précédemment pour y arriver. Ici, de légères
modifications des arguments présentés aux théorèmes 2.1 et 3.1 permettent d'ob-
tenir le résultat assez facilement.

Les difficultés liées au fait que la loi a priori de 0 soit uniforme sur R, et
donc impropre, sont ainsi contournées en employant la vraisemblance liée à l'une
des observations pour imiter le rôle d'une densité a priori intégrable. De plus,
ceci est fait sans même affecter l'ordre d'approximation de I;(x). En fait, de
façon générale, une loi a priori impropre sur 0 pourra donc être employée sans
problème si le nombre d'observations est supérieur à un, et si / satisfait les bonnes
conditions. Une approximation adéquate I;(x) de I;(x) devrait alors pouvoir être
construite sans trop de difficulté en utilisant l'approche présentée plus haut.

Maintenant, pour obtenir des approximations de l'estimateur de Bayes ÔB^)
et de sa perte espérée a posteriori p(7T,0s x), il suffit de faire comme à la sec-
tion 3.3. Pour cela, nous définissons d'abord, pour l ^ l,

w^'
Io(x)

Les approximations initiales de ^s(x) et de p(7T,0B|x) peuvent alors être définies
comme

x) =Xp -crJ?i(x),
et

^(7T,0B|x)=a2^2(x)-(^(x))2j.

u

Ces approximations initiales respectent le corollaire 3.1, mais, clairement, souf-
frent toujours des limites déjà mentionnées : elles sont difficiles d'utilisation à
cause de la complexité des coefficients bijk et elles sont composées de sommes
infinies qui doivent, en pratique, être tronquées. Les alternatives au calcul de
0û(x) et de p(7T,^|x) sont les mêmes qu'auparavant.
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Nous rappelons d'abord au lecteur qu'ici,

p-1

ajfc(x) =]][ajfc(A,) (3.19)
î=l

remplace l'expression des coefficients Qijfc(x) donnée par l'équation (3.10), et
que les coefficients &o,jfc sont calculés avec F plutôt qu'avec G. Maintenant,
en définissant 5';(x) comme à l'équation (3.11) et -R^(x) et ^(x) comme aux
equations (3.12) et (3.13), alors il est possible de définir

et

^(X)=^-CT^(X),

^(7T,^|X)=(72 ^(X)-(^(X 2

Ces nouvelles approximations plus utiles satisfont le corollaire 3.2.

En définissant -Rf(x) comme à l'équation (3.14), il est aussi possible de donner
les formes simplifiées d'approximation de ÔB^) et de pÇn, 0B\~^)- Nous avons ainsi

^(x)=a;,-aJ?f(x),
et

^(7T,^|x)=a2|^(x)-(l?f(x)
L

2

ï

et le comportement de ces quantités est toujours donné par le corollaire 3.3.
Notons que les deux dernières formes d'approximation ne peuvent plus être reliées
à l'aide de la proposition 2.2. Cependant, il est facile de voir qu'elles sont toujours
reliées par des facteurs du même ordre.

Finalement, nous avons déjà remarqué que les approximations développées
ici sont toujours basées sur des sommes infinies. En effet, ^(x), p*(7T, 6>B[x),
0^(x) et ps(7r,0s|x) sont construites à l'aide des sommes infinies 5'^x) données
par l'équation (3.11). L'évaluation de ces approximations demande donc que les
sommes <S';(x) soient tronquées. Dans le cas du modèle à plusieurs observations
où la loi a priori de 6 est une densité intégrable, nous avons vu, à la section
précédente, que le théorème 2.10 peut toujours être appliqué, pourvu qu'une
modification mineure soit apportée à l'une des hypothèses. Il est possible, ici, de
faire la même chose. En appliquant le même principe que précédemment, il suffit
de contrôler le comportement du produit de la vraisemblance et de la densité a
priori de manière adéquate pour que le théorème 2.10 demeure valable.
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Dans le présent contexte, l'hypothèse à faire est l'existence de£' >0, c> 0
et A^x > 0 telles que

^
n/A.^) /(5)<

e

,î=l

ou encore, plus simplement, telles que

p

s |3+e)

n/(
î=l

v ^
Xj - S ^ ^ C

|s|3+£ï

dès que |s| > N^. Cette hypothèse permet de voir clairement que, même si la
densité a priori de 0 utilisée est la loi uniforme sur R, l'approximation de l'esti-
mateur bayésien et de sa perte espérée a posteriori est possible si / satisfait des
conditions appropriées. Notons que la condition précédente, jumelée aux autres
hypotheses du théorème 2.10, nous assure en même temps de l'existence des deux
quantités d'intérêt. Ainsi, il est fort intéressant de constater que les mêmes hy-
pothèses amènent à la fois l'existence de 0£(x) et de p(7r, ^[x), et l'assurance de
pouvoir construire des approximations calculables en pratique de ces quantités.

Avec la modification mentionnée plus haut, le théorème 2.10 peut aussi être
appliqué dans le cas du modèle à plusieurs observations et où la densité a priori est
la loi uniforme sur R. Les sommes tronquées données par l'équation (3.15), mais
où les coefficients o;jfc(x) sont donnés par l'équation (3.19), peuvent donc être
substituées aux sommes complètes, comme précédemment. De plus, ceci a'amène
encore une fois aucune détérioration de la qualité des approximations résultantes
de ^a(x) et de p(-?r,05|x).

Pour finir, nous faisons remarquer au lecteur que le raisonnement effectué
dans cette dernière section peut être repris, de façon générale, quelque soit la
densité a priori impropre de 0. Des changements mineurs peuvent être nécessaires,
mais l'approche demeure essentiellement la même et les conclusions obtenues sont
alors identiques.

Au prochain chapitre, nous portons notre attention sur une difïérente appli-
cation des approximations ïi(x') construites au chapitre 2. En effet, dans le cas
du modèle à une seule observation X, nous avons déjà indiqué auparavant que la
densité marginale de cette observation est donnée par

m(x) = ^îo(x),
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où îo{x) est ici donnée par l'équation (2.2). Il apparaît naturel d'approximer m[x}
à l'aide de

m{x) = :-Io{x),
(7

avec l'avantage intéressant que le comportement de l'approximation Io(.r) de Io(rc)
a déjà été étudié en détail à travers le chapitre 2. Cette remarque nous mènera à
une façon simple d'estimer une densité a priori inconnue.

u



n

Chapitre 4

Estimation de la densité a priori d'un
paramètre de position

u

Au début de cette thèse, nous avons soulevé deux questions fort importantes
reliées au modèle simple donné par

^

et par

x\e~ï-f(1^
aj \ a

0-7T(6>),

}

oùo- > Oet/ G £2(R) sont connues. La première, associée à l'estimation de 0
lorsque la densité a priori TT est aussi connue, a été étudiée en profondeur aux
chapitres 2 et 3. La seconde, associée quant à elle à la détermination même de TT,
n'a pas encore été considérée.

En effet, nous avons jusqu'ici adopté le point de vue du statisticien intéressé
par l'estimation bayésienne de 0 dans le cas où la densité a priori est dispo-
nible. Ceci suppose bien sûr que la densité TT a été préalablement identifiée, et
qu'au moment de se tourner vers l'estimation de 0, cette densité est entièrement
spécifiée. Cette étape, qui consiste à faire le choix de TT, est selon l'avis de plu-
sieurs absolument primordiale. A ce sujet, le lecteur peut consulter Berger (1985,
chapitre 3).

Notre but n'est pas ici d'identifier la meilleure façon de procéder au choix
de 7T. Cette question a déjà été étudiée par plusieurs et aucun consensus n'a en-
core été établi. Cependant, plusieurs méthodes permettent d'obtenir une solution
intéressante à ce problème. Ces diverses méthodes constituent d'excellents outils
d'exploration pour le statisticien confronté à une décision quant au choix de TT.

Dans cet ordre d'idées, la méthode d'approximation développée aux cha-
pitres précédents nous a suggéré la conception d'un outil supplémentaire qui peut
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être ajouté à l'arsenal du statisticien aux prises avec cette difficulté. C'est à la
presentation de ce nouvel outil que nous vouons ce quatrième et dernier chapitre.

u

4.1. Introduction au problème

Le problème de l'identification de la densité a priori n'est pas simple. A ce su-
jet, Berger (1984) explique que les lois a priori peuvent rarement être déterminées
de façon exacte. Ainsi, la loi a priori TT choisie, dans un modèle bayésien, ne de-
meure qu'une approximation de la loi a priori "réelle" sous-jacente à la question
étudiée (que nous notons pour l'instant TTr). Dans ce contexte, il est impératif
d'approcher le problème du choix de TT comme la sélection d'un substitut adéquat
à TTr, ou encore comme la construction d'une approximation adéquate de TT^.

Plusieurs possibilités s'offrent au statisticien confronté au choix d'une loi a
przori. La plus simple d'entre elles est évidemment l'emploi de la loi a priori
conjuguée; lorsqu'elle existe. Malheureusement, l'emploi d'une telle loi ne se fait
pas sans risque. Outre un manque de flexibilité lié à l'obligation d'utiliser une
forme fonctionnelle bien déterminée, les lois conjuguées amènent également sou-
vent un grave manque de robustesse de l'inférence résultante. Berger (1984,1985,
section 4.7) discute de ces limites des lois a priori conjuguées. Une solution par-
tielle à ces problèmes, proposée par Dalal et Hall (1983), consiste à employer un
mélange fini de lois a priori conjuguées.

Une autre approche consiste à adopter une modélisation hiérarchique : la
loi a priori peut elle-même dépendre de paramètres inconnus (appelés hyperpa-
ramètres) auxquels est associée une seconde loi a priori. Ce procédé peut être
répété plusieurs fois pour ainsi obtenir des niveaux successifs. Ceci permet, entre
autres, d'enrichir une classe de lois a priori conjuguées, tout en conservant la sim-
plicité associée à une modélisation a priori conjuguée au premier niveau. Lindley
et Smith (1972), Good (1980), Goel et DeGroot (1981) et Goel (1983) discutent
de divers aspects de ce type de modélisation.

Les densités a priori non informatives sont aussi un choix à considérer. Cepen-
dant, il n'existe pas pour l'instant de concensus menant à une définition unique
du concept de densité non informative. Plusieurs auteurs ont quand même pro-
posé des techniques permettant de construire de telles densités pour un problème
donné, les travaux les plus reconnus étant certainement ceux de Jeffreys (1961),
de Bernardo (1979) et de Berger et Bernardo (1992). Même si les densités a
priori ainsi obtenues sont souvent impropres, ces techniques sont habituellement
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efficaces et permettent de construire des densités a priori suffisament robustes
lorsque très peu d'information a priori est disponible.

Plusieurs autres options s'offrent au statisticien. Entre autres, les lois a priori
MDIP ("Maximal Data Information Prior") dues à Zellner (1977) et les lois a
priori à entropie maximale dues à Jaynes (1968). Ces dernières connaissent une
certaine popularité puisqu'elles constituent, en quelque sorte, une forme de com-
promts entre l'utilisation d'information a priori partielle, et le souhait d'avoir la
loi a priori la plus non informative possible. Pour plus de détails sur ces deux
techniques, ainsi que pour la présentation de plusieurs autres règles de sélection
de la loi a priori, le lecteur peut consulter Berger (1985, chapitre 3), ainsi que la
très vaste revue faite par Kass et Wasserman (1996).

Finalement, il existe un large éventail de techniques bayésiennes empiriques
permettant de construire une loi a priori en employant des données antérieures
et/ou actuelles à notre disposition. L'approche bayésienne empirique, introduite
puis formalisée par Robbins (1955, 1964), diffère fondamentalement des précé-
dentés. En effet, il n'est plus ici question d'espérer que la loi a priori choisie
constitue une bonne approximation de la loi a priori "réelle" TT^. Le but visé est
plutôt une estimation directe de TT^, l'approximation ainsi obtenue pouvant être
employée comme densité a priori TT dans le modèle bayésien, ou permettant de
confirmer le bien-fondé d'un choix plus standard de TT fait avec l'une des méthodes
précédentes.

C'est dans cette optique que nous nous intéressons, au cours du présent cha-
pitre, à présenter une technique d'estimation de Tv-r à partir des observations dispo-
nibles. Cette technique repose sur l'emploi de l'approximation de lo(^) construite
aux théorèmes 2.2 et 2.11 à l'aide de la base d'ondelettes de Haar.

Pour cela, il nous faut d'abord considérer que plusieurs observations indépen-
dantes sont disponibles, toutes issues du modèle présenté au début de ce chapitre.
Nous nous intéressons donc en fait à un nouveau modèle, donné par

ï f f xi-e,'
^I^-^^^-^J,

et par

^-^ ),

(4.1)

(4.2)

u

pour î=l,2, ...,petoùo->0et/€ £2(R) sont connues. Nous supposons
aussi l'indépendance conditionnelle des observations X^ et l'indépendance des
paramètres de position 0,. Cette fois, contrairement aux chapitres précédents, la
densité a priori TT n'est pas supposée connue. Notre but est d'arriver à l'estimer.
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Comme nous l'avons dit précédemment, cette façon de procéder n'est pas
nouvelle. Elle est due à Robbins (1955, 1964) et a été largement approfondie
depuis. En fait, depuis les travaux de Morris (1983), on divise même en deux sous-
classes les diverses méthodologies bayésiennes empiriques. Il s'agit des approches
bayésiennes empiriques paramétriques et non paramétriques.

Dans la première, il est usuel de supposer que la densité a priori inconnue
appartient à une famille de densités dépendant de paramètres inconnus. L'esti-
mation de TT est alors équivalente à l'estimation de ces hyperparamètres inconnus.
Des exemples d'application de cette approche sont présentés par Efron et Mor-
ris (1972), Morris (1983) et Berger et Berliner (1986).

Dans la seconde, aucune forme paramétrique n'est supposée pour TT. La seule
hypothèse faite est habituellement l'indépendance a priori des paramètres ^, une
hypothèse que nous faisons ici nous-même. Des exemples d'application de cette
deuxième approche sont donnés par Laird et Louis (1991) et Healy et Klm (1996).

Finalement, notons que le problème de l'estimation de la loi a priori, en
apparence un problème essentiellement bayésien, se retrouve sous une forme
équivalente dans des domaines fort différents de la statistique. Nous pensons ici
à l'estimation d'une densité mélangeante, étudiée, entre autres, par Laird (1978),
Carroll et Hall (1988), Zhang (1990), Eggermont et LaRiccia (1995), Magder et
Zeger (1996) et Goutis (1997). Nous pensons également à l'estimation de la den-
site d'observations contaminées par des erreurs additives et à la régression, dans
le cas où les régresseurs sont observés avec une erreur. Divers exemples de trai-
tement de ces problèmes sont étudiés par Bickel et Ritov (1987), Fan (1991a,
1991b), Fan et Truong (1993) et Roeder et ai. (1996).

0

4.2. Expression alternative de la densité marginale

Comme nous l'avons mentionné à la section précédente, la méthode d'estima-
tion de TT que nous proposons repose sur l'emploi des approximations construites
au chapitre 2. En fait, nous utilisons principalement les théorèmes 2.2 et 2.11 pour
obtenir d'abord, à travers la présente section, une nouvelle approximation de m,
la densité marginale commune à toutes les observations. Cette approximation
nous permettra, à la prochaine section, de construire ensuite une approximation
de 7T, la densité a priori inconnue.

Nous débutons notre réflexion en remarquant que le modèle d'intérêt, donné
par les équations (4.1) et (4.2), amène que A'i, X^, ... , Xp partagent la même
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densité marginale, soit

J

m{x)== [ lf(x-^e-}^9)d6
lR(7 \ (T

= ^Io(^), (4.3)
où l'intégrale Io(x) est donnée par

Iro^)= [ f(x-°-}^0)d0.
'R \ a

Notons que ce résultat est identique à celui qui est obtenu aux équations (2.2)
et (2.3), en posant p,=0,r=letg^TT. Remarquons également que la densité
marginale m donnée par l'équation (4.3) peut être approximée directement à
l'aide de résultats déjà obtenus au chapitre 2. En effet, le corollaire 2.5 permet
d'arriver au résultat suivant.

Corollaire 4.1. Sous les conditions des théorèmes 2.2 et 2.11, nous avons

m(x) = l-S^(x) + 0 (2-2J) ^x e R,
où S^{x) est donné par

^(a;) = ^ajk(x)bo,jk,
kçM

et où les coefficients ajk(x) et bojk sont donnés par les équations (2.9) et (2.10),
mais en posant p, = Q et r = l.

De plus, l'erreur d'approximation est bornée uniformément en x.

Notons que le gain de précision obtenu par l'emploi du théorème 2.2 et du
corollaire 2.5 plutôt que du théorème 2.1 et du corollaire 2.4 est ici primordial.
La raison exacte de ceci sera évoquée plus précisément à la section 4.4.

Notons également que les coefficients ajk(x) peuvent s'écrire ici sous la forme
suivante,

A;+l^MF^X-W-FWX-
'2Jx-k-l'

ajk(x)=a2J/2

—K^)-
2J

a2J ) (4.4)

pour À; 6 Zêta; GR. Remarquons aussi que ces coefficients sont toujours connus,
ou tout au moins calculables, puisque f et a sont encore considérées connues.
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Par contre, ce n'est plus le cas pour les coefficients bo jk. En effet, la densité
a priori TT est maintenant inconnue. Donc, même si les coefficients bojk sont
toujours donnés par l'équatiou (2.10), où cette fois G correspond à la fonction de
repartition associée à TT, cette information supplémentaire s'avère en fait ici inutile
puisque G est évidemment aussi inconnue. Cependant, il est très intéressant de
remarquer que ces coefficients sont exactement les coefficients des fonctions (f)jk
apparaissant dans l'approximation de TT obtenue à l'aide de la base de Haar. En
effet, d'après l'équation (2.7), TT peut être approximée par

^(s) =^CJ^^(s),
fcez

où ici,

Cjk =< 7T,0JA > == &l'0,Jk- (4.5)

Ainsi, si les coefRcients bo jk peuvent être estimés, l'expression précédente nous
permettra de définir une approximation de TT.

Pour cela, nous nous attardons d'abord à construire rhj, l'approximation de
m obtenue à l'aide de la base de Haar et résultant de l'équation (2.7). Cette ap-
proximation sera utilisée à la section 4.3 afin de déduire une méthode d'estimation
des coefficients bo jk, et ultimement de TT.

Tout d'abord, il est clair que

mj(x) = ^mjk(f)jk{x),
fcez

où les coefficients mjk sont donnés par

mjk =< m,çi)jfc > ,

(4.6)

(4.7)
pour À; £ Z. Le prochain résultat donne une expression utile de ces coefficients.
Cette expression nous permettra plus tard de relier les approximations in j et TÎ-J.

Théorème 4.1. Sous les conditions des théorèmes 2.2 et 2.11, et si. f ç C13(R)
et f W e£°°{R), alors

(^)'l \-, / fk\ , , f2k+r
mjk = 6a2^ 2. 60-J' [ajl [y) + 4a^ ^-2^-^ + ajl

+0(2-57/2) v^ez,
et l'erreur d'approximation est ici bornée uniformément en k.
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Démonstration. Notons d'abord que

mjk =<rn, (f)jk >

m(x}(j)jk[x} dx.
's

Ainsi, d'après le corollaire 4.1, nous avons

mjk = ^ (/^oT(3;) + 0(2-2J)^) ^Çx) dx
=^J S^{x)4>jk[x) dx + 0(2-2J) ^ ^,(2;) &
=i<5oT^>+0(2-5J/2), (4.8)

puisque le terme 0(2-2-/) est ici indépendant de x et de A, et puisque

^jk{x}dx=.c2JIÎ f dx^2-J/2.
rR J Ajk

Notons que ce résultat est uniforme en k.

Maintenant, intéressons nous au produit scalaire de l'équation (4.8). Ce pro-
duit scalaire peut facilement s'écrire sous une forme plus simple en tirant profit
de la simplicité de la fonction (f). En effet, nous avons ici

< 5^, 0^ > = / 5^(2;) (^)JA (a;) dx
'R

(4.9)

u

=2J/2/ S^{x)dx.
'Ajk

Or, pour toute fonction p £ C74(R), la règle d'intégration numérique de Simp-
son (voir Davis et Rabinowitz, 1984, section 2.2) amène que

J' p{x) dx=^ (p(a) + 4p(a + h/2] + p(a + h)} - ^pW (^ ,
où £ 6 [a, a + h). Autrement dit, la règle de Simpson nous permet d'écrire

>a+/i
p{x)dx=l^{p{a)+4p{a+h/2)+p{a+h)}+0(hc'),

a

dès que p e Cf (R). De plus, l'erreur d'approximation sera indépendante du choix
de l'intervalle (a, a + h) si p^ est une fonction bornée sur E.

Ce résultat peut être employé ici. En effet, nous rappelons que S^ ne dépend
de x qu'à travers les coefRcients a,jk{x) qui, à leur tour, ne dépendent de x qu'à



0

155

travers F. Comme / e C3(R), alors F e C'4(M) et il en va de même pour S^. La
règle de Simpson peut donc effectivement être utilisée pour approximer l'intégrale
apparaissant dans l'équation (4.9). De plus, d'après l'équation (4.4), la quatrième
dérivée de 6'^ satisfait

9^SÏ'T^)=^E^^ !ÎJx-k
^27~

ÏE^k'f^
0"3

fce^v
a2J

^-(
)-F(4'(j

2Jx-k-l
^2J"

c2Jx-k-l
a2J

2^/2

a-3
E^l^(3)
fce^y"

2Jx-k\ (3) (2Jx-k-l
o-2J aï3

Elle peut donc être bornée par

•T,-T
^-(x}~9xî'[x)

2^/2
^ '̂0,Jk

fceA^

2^/2+1

/(3) 2Jx-k
a2J

^ ^ f2Jx-k-l
' la2T

<~-^ ]/(3)ii~y:c.Z^ °0,Jk
fce^

^—^||/(3)||ooE^
fcçZ

a3

2^1]/(3)11
a-

OOï

lorsque f^ ç C00, puisque l'équation (4.5) amène

0

Y^b^=2J^I^(s)ds
fcez fcezJA^*

= 2J/2 [ 7T(
JK

7r(s) ds

= 2J/2.
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Grâce à ce résultat, nous écrivons ici
fc+1

<5oT^>=2J/2 //' S^{x}dx
/^

=2J/2

+

l

6x2J
2J+1

?r^Â
30 ^ .4^(^Z2).^2J

À;+.l
2J

a3 /(3)||ooO(2-5J)
l

6 x 2J/2
;T^Â
50 [ y5nT(^l+40̂

2A+1
2J+i

+s,,T(k+l
2J0 +0(2-7J/2),

la borne sur l'erreur d'approximation étant ici indépendante de la valeur de A e Z.
En substituant ce dernier résultat dans l'équation (4.8), nous obtenons finalement
l'expression recherchée, puisqu'alors

mjk =
l l ^^_fc_

so[^a l 6 x 2J/2

+0(2-5J/2)
l (nT(k

[^J

45;<T
0

2k +1
2^+i

+s;v0
k+1
~2r +0(2-7J/2)|

5?(^)+4S,T 2A;+1
+s;.T(k+l

~ 6a2^/2 V" V2Jy ' ^u Y 2J+1 y ' '0^ 2^

et donc, en utilisant la définition de S^{x) donnée au corollaire 4.1,

/2Â:+r
,aji[-^j] bo,ji + 4 ^ aj;

\ie^

+0(2-5-//2),

1 ( ^^ f k\z. , .V-. f2k+l'
mjk =6a2Jr2[ ^ajl[~2j) bo-jl+^^ajl(zy^-)b^

\ieAf \^ ^ ;ç^/

+Ea.-(^)^.)+o(2-"/2)
l^N

l v-, { ( k\ , ^ /'2k+l'
= 6a2^^60'-7' [ajl [^) +^Jl [Z2^)+ajl

tëA/"

+0(2-5J/2),
de façon uniforme pour A; ç Z.

^+1
2J

D

Ce résultat permet de relier les coefficients mjk et &o,jfc- Bien sûr, comme la
densité a priori TT est ici inconnue, la densité marginale des observations m l'est
également. Il est donc impossible de calculer directement les coefficients m,jk à
l'aide de l'équation (4.7). Le résultat qui précède ne permet pas non plus d'y
arriver puisque les coefficients byjk sont aussi inconnus. Par contre, notons que
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les coefficients mj^ sont en fait directement estimables à partir des observations
Xi, Xs, ... , Xp. Il apparaît donc normal d'espérer utiliser le théorème 4.1 pour
en déduire une estimation des coefficients &o,jfe- L'estimation résultante est alors
basée sur les coefficients aji{k/2J) qm sont calculables à partir de /, et les co-
efficients mjk qui sont estimables. La réflexion qui mène à cette conclusion est
présentée en détail à la prochaine section.

(J

4.3. Estimation non paramétrique de TT

Supposons un instant que les coefficients mjk soient calculables directement
à l'aide de l'équation (4.7) (c'est-à-dire supposons que m est connue). L'énoncé
du théorème 4.1 ferait alors appel à des quantités connues et calculables, sauf
pour les coefficients bojk de la décomposition de Haar de la densité a priori TT.
Dans ce contexte, il est possible d'obtenir un système d'équations satisfait par
les coefficients inconnus. Nous pouvons alors espérer résoudre ce système afin de
retrouver les coefficients inconnus.

D'abord, remarquons que d'après l'équation (4.4),

-œ—K^)-(^l)i
fk-l\

= ^° ^-27-; 3 (4.10)

pour Â;,/ e Z. Remarquons aussi qu'en employant ce résultat et le théorème 4.1,
nous pouvons écrire

l V-. /- fk-l\ , .. f2{k-l)+r
m^ = 6a2^ ^ 6°'Ji [ajo [~2^) + 4aJO ^^-2^

+a.o('-^-l))+0(2-5J/2), (4.11)
pour À; € Z.

Maintenant, définissons les vecteurs

b = (&o.^)kç.M

/ &0,J(-AT) \
bo,J(-N+l)

\ by^jN )
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et

0

/

âfe = ( ajo
'k-l
^r

i€A^

k+N\ \aj. (^)
a» (^)

;

^ ^0 (^) ;
pour A; G Z. L'équation (4.11) peut être écrite sous forme vectorielle grâce à ces
deux quantités. En effet, si b dénote le vecteur b après transposition, alors

^ bo,ji ( a jo [ -^j- ) + 4ajo
;çAr

f-2[k -Q+l
ajo

'k-i-^r
^TY 2J+1

= bt {a.k + 4:a.k+i/2 + afe+i)
= (al + 4a^i/2 + 4+i) b,

et nous avons l'égalité suivante,

mjk = 6^ ^ + 44+1/2 + 4+1) b + °(2-5J/2)'
pour À; ç Z, et où le terme 0(2-5J/2) est indépendant de k. Finalement, en
définissant le vecteur

/ mjT(_AT) \
rnj(-N+i)

m = (mjk)k^ =

\ mjN )

î (4.12)

et la matrice

(4.13)

f at-N + ^-N+1/2 + at-N+ï \
.t , A^t , ^t \ _ | a-Ar+l + 4a-A-+3/2 + a-AT+2A=(a^+4a^/2+a^),e^= |

\ aN+ ^aN+î./2 + aN+l )
nous obtenons, sous forme matricielle, le système d'équations suivant,

m=6^Ab+o(2-5J/2)12N+1' (4-14)
où IÎN+I correspond simplement à un vecteur de longueur 2N +1 dont tous les
éléments sont égaux à l.

Notons que ce système est bien défini car les vecteurs b et m sont de longueur
2N +1 et la matrice A est carrée de dimension {2N +1) x (2N + l). C'est cette
raison qui nous pousse à définir m selon l'équation (4.12). En effet, comme le



0

159

vecteur b est composé de 2N+1 valeurs inconnues, m doit aussi être de longueur
27V + l si nous espérons obtenir un système possédant une unique solution.

Etudions brièvement la matrice A. D'après l'équation (4.13), la iième ligne de
A, que nous notons A»., est donnée par

Aj. = a,_(AT+i) + 4a,_(7v+i/2) + a,_N,

pour î e {l, 2, ... , 2N+1}. Ainsi, cette ligne peut être obtenue, sous une forme
explicite, comme étant

A^=
Lî« ajo

i-{N+l)-l
2J

/i-N -r

+ 4 ( ajo
;£X \

i- {N+1/2)-l
2J

a jo 2J
;£//

( a,o(^)+4a,o(^2)+a,o(^)
a.o(^)+4a,o(^z2)+a,o(^1)

\

\
t-(2W+l)} _^^_ ( J-Ç2N+1/2) ^ j_ „ ^ ^-2JV~

O.JO [ '~^J ' ~' ) + <taJO ^ —' 2J ' ' j ~r ajo l~2; /

= (^ (^) +4^ (^^2) ^., (4^+ajo 2J2J

^-3\ , ^__^2(2-J)+1^ .._ ^-J+1'
= [ajo [~2^) +4aJO l v 2^' J+ajol—^-

IÇ.N

j£{l,2,..,2JV+l}

ï

j€{l,2,...,2^+l}

pour î £ {l, 2, ... , 2N+1}.

En combinant ce résultat à l'équation (4.10) et en notant

0
A= (Au)ij6{l,2,..,2^+l}>
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nous pouvons écrire les éléments de A comme

'i-j\ , , f2{i-j)+r
A^=a^[-^r) +4a,o[~"^' J +a,o

—K^)-^(

i-3+l
2J

t -J -1
a2J

.^[.(2^±1)-.(2(î-J')-l
a2J+l

+ a2J/2 F z-3+1
a2J

-F('-^}
\~ay^

a^\F('-_^l}-F(l-J^1
a2J a2J

+4F(2(i-.3)+l}-^(2('-.3)-1}
a2W j -" ^ a2^i j |'

pour i,j e {l, 2, ... , 2N + l}. Ce dernier résultat nous amène à définir une
nouvelle matrice B, dont les éléments sont donnés par

B,, = F Î-J+1 -F i-3-1

-4F

l

a2J ) ^ \ a2J
^(z-j-)-l^

+1+4Ff2('-?;
>< a2^

a2w (4.15)

)^/2^'
pour i,j 6 {l, 2, ... , 2N 4-1}. Ainsi, nous avons

l
B =

OÎ31ÎA, (4.16)

m=JBb+0(2-5J/2)l2^i.
ce qui nous permet d'écrire l'équation (4.14) sous une forme plus simple, soit

(4.17)
Nous nous tournons maintenant vers l'étude des propriétés de la matrice B.

Pour commencer, remarquons que l'équation (4.15) implique que les éléments
de B respectent

B(,+i)y+i) = B^,
pour i,j € {l, 2, ... , 2N}. Remarquons également que si / est une densité
symétrique, alors B est une matrice symétrique. En effet, si / est symétrique,
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alors F, la fonction de répartition associée à /, satisfait

F(x) = l - F(-x) Va; e E.

Ainsi, toujours d'après l'équation (4.15), nous avons

r-i+j-l\ ^ ^^_i+j+t
B., =Ï-F a2J

ll-F
-<72T

+i[l-F{=2'^l}Ml-F{-2(i-j)+l
C72J+l

=F(3-[+l}-F(3-i.71~\+tF(2(3-')+'l~}
^V~~) -" \~a2^) ^"' V ^J+l

-4F(2U-_1)-1}
-^2^T

'jit

pour i,j G {l, 2, ... , 2N + l}. La matrice B est donc effectivement symétrique.
Notons que ces deux propriétés de B sont partagées par la matrice A puisque,
d'après l'équation (4.16), A et B différent uniquement d'un facteur multiplicatif
constant.

Revenons maintenant à l'équation (4.17). En supposant toujours que les
coefficients mjk sont calculables directement à partir de l'équation (4.7), l'équa-
tion (4.17) nous suggère d'approximer les coefficients bo jk à l'aide de

b* = 6B-lm, (4.18)
lorsque B est non singulière. Le théorème suivant confirme que cette manière de
faire est acceptable. Le résultat est donné sans preuve.

Théorème 4.2. Supposons d'abord que les hypothèses des théorèmes 2.2 et 2.11
soient satisfaites. Si B est non singulière et s'il existe 6 < 5/2 tel que

alors

B-xl2^i= 0(2^)12^+1,

b=6B-lm+0(2-7(5/2-tf))l2^i.

L'hypothèse supplémentaire faite au théorème précédent peut paraître, à
première vue, déraisonnable, puisqu'elle est très difficile à vérifier dans un contexte
aussi général. Par contre, notre expérience démontre qu'elle est habituellement
satisfaite en pratique. Afin d'en convaincre le lecteur, nous avons procédé à trois
études de cas. Pour chaque cas, notre façon de faire est la suivante. D'abord, pour
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TAB. 4.1. Composition des modèles utilisés et choix de N associé à chaque modèle.

No du modèle

l

2

3

Vraisemblance Densité a priori N

w = Adff±l 7T(0) ^e-i02

f^=^e-tï
V/27F

N =6x2J

7T(0) l -e
-è02

2 A^= 6 x 2J

f^= l
7T(îTï2) 7T(0)= l

7T{i+e2)
N =15 x 24J/3

)2TAB. 4.2. Coefficients de détermination R et estimations de S obtenus pour chaque modèle.

No du modèle

l

2

3

R2 6.
me Ordre approximatif de l'erreur

0,9980 l 0,2714 | y {J) == o(2-2-2286-/)
0,9980 l 0,2738 | y(J) = 0(2-2-22627)
0,9706 l 1,3329 | y(J) = 0(2-1'167V

0

une vraisemblance et une densité a priori fixées, nous avons fait un choix de N
satisfaisant les hypothèses des théorèmes 2.2 et 2.11. Ensuite, nous avons calculé,
pour plusieurs valeurs de J différentes (en fait J = —l, 0, l, 2),

sup b,. - b*
t£{l,2,..,27V+l}

soit l'erreur absolue maximale, composante par composante, faite en approximant
b par b*. Finalement, nous avons ajusté un modèle linéaire du type

log [y{J)} =a- (5/2 - 5)Jlog2 + e(J), (4.19)
où les variables e (J) sont des erreurs aléatoires d'espérance nulle et de variance
constante, afin de nous assurer de la présence d'une relation du type

^(J)=0(2-J<5/2-5)). (4.20)
Le tableau 4.1 présente les trois modèles considérés, ainsi que les valeurs de N
choisies pour la reconstruction de chaque densité a priori. Le tableau 4.2 donne,
pour chacun des trois modèles, le coefficient de détermination Jî2, l'estimation
des moindres carrés de 8, notée S^ci ainsi que l'ordre approximatif de l'erreur
d'approximation résultant de l'estimation de S.

De ces deux tableaux, il se dégage quelques points intéressants. Tout d'abord,
les coefficients R2 associés à chaque modèle sont très élevés. Ceci semble confirmer
l'existence d'une relation linéaire du même type que l'équation (4.19) puisque
rajustement d'un tel modèle sur les erreurs d'approximation yÇJ) est très bon. Par
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J

le fait même, il est tout à fait plausible que la relation donnée par l'équation (4.20)
régisse le comportement des erreurs d'approximation y (J). Notons également que
les valeurs estimées de S permettent de penser que la perte de précision due à
l'inversion est minime lorsque les densités du modèle considéré possèdent un noyau
exponentiel. Ceci n'est pas vérifié lorsque les densités considérées sont toutes
deux associées à la loi de Cauchy. Dans ce cas extrême, la perte de précision
due à l'inversion semble beaucoup plus importante, quoique encore raisonnable
puisqu'elle n'empêche pas la reconstruction de TT. Notons finalement que le même
type de réflexion est présenté à la section 4.7 pour le cas de modèles où la densité
a priori utilisée est constituée d'un mélange de densités normales. Comme nous
le verrons à ce moment, les conclusions tirées dans ce cas sont similaires.

Revenons maintenant à la discussion entamée avant la présentation du théo-
rème 4.2. En supposant que les coefficients mjk sont connus ou calculables, l'équa-
tion (4.18) donne donc effectivement une façon adéquate d'approximer les coeffi-
cients bojk- Cependant, comme nous l'avons déjà expliqué, la densité marginale
m commune aux observations est en fait inconnue.

Heureusement, cette difficulté n'est pas insurmontable. En effet, nous avons
déjà vu, à la section 1.5, que les coefficients du développement en série d'ondelettes
d'une densité peuvent être estimés sans biais à l'aide d'observations obtenues à
partir de cette densité. En appliquant ici ce raisonnement, il est possible d'estimer
les coefficients mjk inconnus, en utilisant les observations disponibles, selon

l vp-
mjk = ^^^JkW,

p izl
(4.21)

pour k ç J\f. De plus, les estimateurs ainsi définis sont tous sans biais (ce résultat
sera vérifié à la proposition 4.1).

Ceci suggère d'estimer m par ni, où

m= {mjk)k^ ' (4.22)

puisque in est alors sans biais pour estimer m, puis d'utiliser ce nouvel estimateur
pour remplacer m dans l'équation (4.18). Nous obtenons alors l'estimateur suivant
pour b,

b = 6B-lm
) (4.23)

où

b= [bo,jk)_^,
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lorsque B est non singulière. Nous verrons plus loin que cet estimateur n'est pas
sans biais pour estimer b. L'équation (4.23) nous permet, à l'aide de b, d'arriver
enfin à définir l'estimateur de la densité a priori TT inconnue.

Definition 4.1. L'estimateur de niveau J de TI-, aussi appelé estimateur par
déconvolution de TT et noté Tfj, est défini par

7<'j(s) = y,bO,Jk<f)jk(s),
fc€//

pour s e R.

Sachant que b est lui-même un estimateur biaisé, il devient évident que Tfj(s)
est un estimateur biaisé de 7r(s). Par contre, même si cette propriété peut paraître
indésirable, elle ne nous cause en fait pas réellement de problème de conscience. En
effet, Rosenblatt (1956) a déjà démontré qu'aucun estimateur non paramétrique
n'est sans biais pour toutes les densités. Il est donc clairement inutile d'espérer
atteindre l'absence de biais dans le cas qui nous intéresse. Rosenblatt (1956)
propose de s'assurer plutôt que les estimateurs non paramétriques de densités
sont asymptotiquement sans biais et vérifient certains critères de convergence.

A la prochaine section, nous étudions le comportement de l'estimateur b
défini par l'équation (4.23). Nous pourrons par la suite nous attaquer à l'étude
de la convergence de rtj, l'estimateur de la densité a priori TT.

4.4. Propriétés de b

Notre but ultime est d'arriver à établir la convergence de l'estimateur de TT
donné par la définition 4.1. Cependant, pour y parvenir, nous devons auparavant
connaître le comportement de l'estimateur b défini à l'équation (4.23). Dans la
présente section, nous établissons divers résultats permettant de bien saisir le
comportement de cet estimateur.

Tout d'abord, l'équation (4.23) établit clairement que le comportement de b
est en majeure partie déterminé par celui de m, dont les éléments sont donnés
par l'équation (4.21). Il nous apparaît donc essentiel d'étudier in. Pour cela, nous
commençons par établir la loi de probabilité exacte de cet estimateur. Aussi,
nous utilisons la connaissance de la loi de m pour en déduire son espérance et sa
variance.

'^
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Proposition 4.1. L'estimateur m satisfait

^m^M (p,2N+l,^m
2J/2 2^/2J ;

c'est-à-dire p2~J12YU est de loi multinomiale de paramètres p, 2N +1 et 2~J^2ïïi.
De là, il est possible de conclure que

E(m) = m,

et que

Cov(m) = -1S,

où les éléments de la matrice S sont donnés par

^ ^ ^ mj(i_7v_i) (2J/2 - mj(,_^v_i)) 52 î = j,
-mj(i-N^mj(j-N-i) si i ^ j,

pour i, j e {l, 2, ... , 2N+1}.

Démonstration. D'abord, notons que

^ )=2J/2Z-^ ),
où lËAjk correspond à la fonction indicatrice de l'intervalle Ajk, c'est-à-dire

l si a; e AJA:,
2'A,,(^=

0 sinon,

Ainsi, d'après l'équation (4.21), nous avons

mjk = -
p

lx^
z^
z=l

^ )

JL

-E:zr^ ),
p t=l

et donc si nous posons, pour k E At,

Yk p
2J/2

p

mjk=Y,^A^Xi\
2=1

alors Yk correspond au nombre d'observations (parmi Xi, X^, ... , Xp) prenant
une valeur dans l'intervalle Ajk. Posons maintenant

Y=(^)^-
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Comme Xi, Xz, ... , ^Cp sont indépendantes et identiquement distribuées, alors
il est clair que Y est de loi multinomiale. Plus précisément, la loi de probabilité
de Y est donnée par

Y ^M(p,2N+l,P), (4.24)
où

P=(P^(A,,))^,
et où Pm(Ajfc) représente la probabilité marginale qu'une observation prenne une
valeur dans l'intervalle Ajk- Or, notons que d'après l'équation (4.7),

mjk =<m, (pjk >

m{x)4)jk{x) dx
'R

= 2J/2 / m(2;) ^
'Ajk

m{-tïJkli

pour k E M. Cette égalité est fort intéressante puisqu'elle amène que

^mÇAjk) = ^mjk,
pour k ç J\f, et donc que

p
l

Finalement, en utilisant le fait que

Y

2J/2

p
2J/2

m.

m,

l'équation (4.24) nous permet d'écrire que

^m~^^,27V+l,^m^
ce qui établit la loi de ni.

Ce résultat nous permet maintenant d'obtenir facilement l'espérance et la
covariance du vecteur m. En effet, nous avons d'abord

E(^m)-^m.
ce qui amène clairement que

E(m) = m.



0

167

Ceci confirme que in est bien, comme nous l'avons annoncé précédemment, un
estimateur sans biais de m. Nous avons également

cov^m}=p[D[as2̂27im) - ^7mmt)
= ^ (2J/2Diag(m) - mm*)
=^=^E'

où la matrice S est donnée par

S = 2J/2Diag(m) - mm*, (4.25)

u

et où Diag(m) correspond à la matrice diagonale dont les éléments sont donnés
par le vecteur m. Ce résultat permet d'écrire

Cov(m) = 1S,
p

et il ne nous reste plus qu'à caractériser les éléments de

E = (.S^Jt,je{l,..,27V+l}'
pour avoir le résultat voulu. Pour cela, revenons à l'équation (4.25). Nous avons
ainsi

E,, = 2J/2mj(,_^_i) - m^,_^_i)
= mj^N-i) (2-//2 - mj(i_^_i)) ,

pour t G {l, 2, ... , 2N + l}. Aussi, si i 74 j, nous avons

Sy = -mj(t_jv_i)m7(j_Ar_i),

pour i,j 6 {l, 2, ... , 27V + l}. Ceci correspond à la forme recherchée pour la
matrice S. D

Avant de nous tourner vers l'étude de b, nous obtenons deux dernières ca-
ractérisations de nï : sa normalité asymptotique et sa convergence en probabilité,
qui vont de paire.

Proposition 4.2. L'estimateur Si est de loi asymptotique normale multivariée
donnée par

m ~ AN^+ï | m,::S ) ,
V P
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où S est la matrice définie à la proposition 4.1. Ceci entraîne que m. converge en
probabilité selon

m
p

m.

Démonstration. D'abord, posons

Y p
2J/2

m.

D'après la proposition 4.1, nous savons que

Y ~M[p,2N+l,
l

2J/2m

La version multivariée du théorème de la limite centrale de Lindeberg-Lévy (voir
Serfling, 1980, section 1.9) permet d'établir que

^ l

2J/2
m

L N,2N+Ï 02/V+l, ^jS j ,

où -—^ dénote la convergence en loi, OSAT+I correspond au vecteur nul de longueur
2N + l, et E est la matrice définie à la proposition 4.1. Mais, comme

vp[^~2^p
17ïm)=^|(m-m),

2J/2

alors nous avons également
L

ou, écrit autrement,

^(m - m) -4 Nw+i (02^v+i, S),

m ~ AA?'2AT+i f m,-S j .

Finalement, pour obtenir la convergence en probabilité de in, il suffit de remar-
quer que

Cov(m) —>_ 0(2AT+i)x(2^+l),
P-+00

où 0(2^+1) x(2AT+i) correspond à la matrice nulle de taille {2N + l) x (2N + l).
Ainsi (voir Serfling, 1980, section 1.7), nous avons

m —> m,

et la convergence en probabilité de in est bien établie. D

Concentrons nous maintenant sur le comportement de b. Comme nous l'avons
déjà mentionné, l'équation (4.23) permet de voir que les propriétés de b peuvent
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être déduites directement de celles de ni, puisque la matrice B n'est pas aléatoire.
Nous débutons notre réflexion en portant notre attention sur l'espérance et la
covariance de l'estimateur b.

Théorème 4.3. L ' estimateur b satisfait

E(b) = 6B-lm,
et

Cov(b) =36B-lSB-lt.
p

Démonstration. La première propriété est facile à vérifier. En effet, nous avons

E(b) =E(6B-lm)
= 6B-lE(m)
=6B-1m)

puisque, d'après la proposition 4.1,1'estimateur fît est sans biais pour estimer m.
Pour la matrice de covariance de b, nous avons,

Cov(b) =Cov (6B-lm)
=36B-lCov(m)B-lt
= 36B-lEB-lt,

p~ ~~ '
la dernière égalité découlant aussi de la proposition 4.1. D

Le théorème précédent permet de conclure que b est bien un estimateur
biaisé de b. Nous caractérisons ici ce biais. Tout d'abord, nous avons déjà vu, au
théorème 4.2, qu'en faisant les hypothèses nécessaires,

b=6B-lm+0(2-^5/2-5))l2^i.
L'espérance de b peut donc être récrite comme

E(b) = 6B-lm
=b+0(2-J(5M)l^i,

et il est tout à fait évident, sous cette forme, que b est biaisé pour l'estimation
de b. Remarquons que le biais de b est indépendant du nombre d'observations
p. Remarquons aussi qu'il est possible de contrôler ce biais à travers le choix de
J, le niveau de l'approximation initiale de m obtenue à l'aide de la base de Haar
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(voir corollaire 4.1). Notons finalement que b est en fait un estimateur sans biais
de

b* = 6B-lm,

l'approximation initiale de b que nous avons établie à la section précédente.
Comme nous l'avons déjà fait remarquer au lecteur, cette approximation de b
n'est pas utilisable directement puisque le vecteur m est ici inconnu.

Le prochain résultat donne les propriétés asymptotiques de l'estimateur b.

Théorème 4.4. L'estimateur b esi aussi de loi asymptotique normale multi-
variée. Plus précisément, nous avons

b ~ ANzN+i f6B-lm, 36B-1SB-1^ .
\ ' p

De plus, b converge en probabilité selon

b p
6B-lm.

u

Démonstration. Il suffit ici de jumeler la proposition 4.2 à la définition de b
donnée par l'équation (4.23). Pour commencer, comme

m - AN^+i ( m, -:E ) ,
\ 'p

alors nous avons (voir Serfling, 1980, section 1.7)

b = 6B-lin ~ AN^+ï { 6B-lm, ^B-lEB-lf

Puis, comme

m

\

p

p

m,

alors la convergence en probabilité de b est donnée (voir Serfling, 1980, sec-
tion 1.7) par

b = 6B-lm -^ 6B-l
m,

c'est-à-dire b converge en probabilité vers l'approximation initiale b* de b. D

Notons que les résultats du théorème précédent peuvent aussi s'écrire comme

b - ANsTv+i fb*, 36B-lSB-lt^ ,
\ p
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et

b-p>b*.

Notons aussi que ce dernier résultat peut s'écrire, si les conditions des théorè-
mes 2.2 et 2.11 sont satisfaites, sous la forme'plus intéressante

b^b+0(2-J(5/2-tf))l2^.
Sous cette forme, l'effet du choix de J sur la convergence de b devient évident.

Le comportement de b étant enfin déterminé, nous passons à l'étude de l'es-
timateur i-j proposé à la section 4.3 et donné par la définition 4.1. Les résultats
obtenus ici prendront alors toute leur importance.

0

4.5. Propriétés de -kj

Avant de commencer l'étude de TT-J-, nous rappelons d'abord la définition de
TTj, l'approximation de TT obtenue à partir de l'équation (2.7), soit

TTj(s) = ) ^o^jk(f)jk{s~).
/. _<'

fcez

Nous définissons également la forme tronquée de -n-j comme étant

7Î-^(S) = ^ bO,Jk^Jk{s)
fc£A^

N

= y^ bo,jk(/)jk{s'),
k=-N

et faisons remarquer au lecteur que d'après le théorème 2.11, nous avons en fait
déjà établi que N = N {J), puisque N doit être choisi selon

7Voc2J(l+2/£),

où e est déterminé par la nature des densités / et TT. Maintenant, la convergence
de TÏ-J (lorsque J -^ oo) a déjà été établie à la section 1.5. En effet, d'après les
equations (1.38) et (1.39), 1'approximation TTJ est convergente ponctuellement et
en norme quadratique puisqu'elle satisfait

7Tj(s) —^_7T(S) Vs e R,

et

[|^ - 7T||2 7-^ 0.
J->00
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Donc, comme

0

N = N(J~) -^ oc,
J—TOO

alors nous avons aussi clairement que

et que

7T}(s)—^7r(s) VsçR,

17T}-7r||2 —> 0.
J—> 00

Les propriétés de l'estimateur TV mettront en lumière l'importance de ces résultats.

Nous débutons avec les deux propriétés les plus simples de TTJ. En effet,
l'espérance et la variance ponctuelles de ir j sont faciles à obtenir et seront utiles
pour la suite de notre réflexion.

Proposition 4.3. L'estimateur TT j satisfait

E(^(s)) - b*^(s) Vs £ R,
et

Var(^(s)) = 36^(s)B-lSB-lt<ï>(s) Vs e R,
où le vecteur $(s) est donné par

^} = (^(^))^-

Démonstration. Notons d'abord que

7!-^(s) = ^bO,Jk^Jk{s)
k^

- b^(s).

De là, le théorème 4.3 amène que

E(7Tj(s))=E(b^(s))
=E(b)f^(s)
=b*^(5),

pour s G R, et où

b* = 6B-lm.
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Pour trouver la variance cherchée, nous appliquons le même raisonnement. Ainsi,
toujours grâce au théorème 4.3, nous trouvons

Var(^(s)) =Var(b*$(s))
=cE>(s)tCov(b)^>(s)

|tT3-lVT3-l*,= ^$(s)tB-lEB-lî<î>(s),

apour s G R.

Remarquons immédiatement une première conséquence intéressante de ce
résultat. Comme nous l'avons déjà vu, le théorème 4.2 permet d'écrire, en faisant
les hypothèses nécessaires,

b-=b+0(2-^5/2-5))l2^.
Ainsi, comme

E(7T,(s))=b+t$(s),
alors nous avons également

E(^(5)) = (b+0(2-^5/2-5))l,^)^(.)
= bt-î>(5)+0(2-/(5/2-5))l^$(s).

Par ailleurs, notons que

b^(5)=^&o,Jfc^(s)=7T}(s),

(4,26)

kç.J^

et que

1^+1^(5) = ^ ^fc(5)
k^J^f

<y^jk{s)
Z—/
fcez

= ÏJI\
pour s 6 R. L'espérance de TTJ peut donc s'écrire sous la forme plus significative

E(^(5))=^(s)+0(2-J(2-5)), (4.27)
pour s e R.

Remarquons également que la proposition 4.3 implique que

Var(^(s))=0 Vs ^ [J A^.
k^
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Ceci est tout à fait normal, puisque la définition de -Tî-j (voir définition 4.1) amène
que

^(s) =0 Vs ^ U A^'
kç^f

c'est-à-dire que -TT-J est dégénéré en 0 pour ces valeurs de s. Dans le cas d'une
analyse où les queues de la densité a priori TT sont d'un intérêt particulier, la
technique d'estimation présentée ici est donc certainement moins intéressante
puisqu'elle ne permet pas de reconstruire les queues de TT correctement. Si, dans
un tel contexte, la technique est quand même employée, alors le choix de N devra
être fait avec un soin extrême.

Une conséquence directe de la réflexion précédente et de la normalité asymp-
totique de b (voir théorème 4.4) est donnée par le résultat qui suit. Ce résultat
est donné sans preuve.

Corollaire 4.2. L'estimateur TV j respecte

^(5) - AN fb*^(5),^6$(5)tB-lEB-l^(s)) V5 € J A^,
p k^^f

et

P(^(s) = 0) = l V5 ^ (J A^.
Ae/y

Nous établissons maintenant le plus simple des résultats ayant trait à la
convergence de TTj. En effet, la convergence en probabilité de TTJ s'obtient ici
avec très peu de travail .puisque la convergence en probabilité de b a déjà été
démontrée.

Théorème 4.5. Sous les conditions des théorèmes 2.2, 2.11 et 4.2, si ô < 2,
alors

TT^S) ^ 7T}(S) + 0(2-J(2-5)) VS e R.

Démonstration. D'abord, nous avons vu à la proposition précédente que l'esti-
mateur TTJ peut s'écrire comme

où

0

^(s)=bt$(s),

W = (^(s)),^.
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Or, le théorème 4.4 amène que

b^6B-lm=b*,

et donc que

^(s) = bt<î>(s) -P^Vt^{s).

Mais, d'après les équations (4.26) et (4.27), nous avons

y^Çs) = E(^(s)) = 7r}(s) + 0(2-7(2-5)).

Ceci confirme que

7T,(5)-^7T}(.)+0(2-JM),
quelque soit s e R. D

Un deuxième type de convergence est facile à obtenir : la convergence en
moyenne quadratique ou convergence en EQM (écart quadratique moyen). Cette
convergence s'obtient directement à partir des résultats déjà vus.

Théorème 4.6. Sous les conditions des théorèmes 2.2, 2.11 et 4.2, si 6 < 2,
alors

EQM(TT^S)) ^—^ (7T}(S) - 7T(S))' + 0 (2-J(2-tf)) Vs e R.

Démonstration. Nous débutons notre réflexion en nous rappelant que

EQM(^(s))=E|(7r,(s)-^(s))2|2

=Var(^(s))+[E(^(s))-^(s)]\

Mais, l'espérance et la variance de Tij ont déjà été calculées. En effet, nous avons
d'après l'équation (4.27),

E(^(^)=7T}(5)+0(2-J(2-^),
et d'après la proposition 4.3,

36
Var(7Tj(s)) = ^$(s)*B-lSB-lI$(s).
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Nous pouvons donc exprimer l'EQM de TTJ sous une forme explicite, soit

EQM(7Tj(s)) = 36$(s)tB-lSB-lt$(5) + [^(s) - 7r(s) + 0(2-^-^)]2

= 36$(s)tB-lSB-l^(s) + (^(s) - 7T(S))2

+ 2(^(s) - ^(s))0(2-J(2-<î)) + 0(2-2J(2-5)). (4.28)

Par ailleurs, TT est ici une densité continûment derivable. Ainsi, il est possible
de définir

c^ =sup7r(s),
sçR

puisque sous ces conditions, TT est bornée. Notons que TT^{s) peut aussi être bornée
de la même façon. En effet, d'après l'équation (4.5), nous avons

&0,J/c = < 7T, ^fc >

= 2J/2 / ^(s) ds
'Ajk

ce qui permet d'écrire

^ 2772C^'

7rî(s) = ^bO,Jk4)Jh{s)
k^U

<: y^&o,jfe^jfc(s)
^-^
feÇZ

^2^2c"^^fc(s)=c'
feez

•TT)

pour s £ R.

Il est enfin possible de conclure puisque, grâce au résultat précédent, l'équa-
tion (4.28) se réduit à

EQM(7Tj(s)) = 36<î>(s)tB-lSB-lt^(s) + (^(s) - 7r(s))2 + 0(2-J(2-'Î)),

0

d'où

pour s ç.

EQM(^(S)) ,-^ (7T}(S) - ^(5))z + 0(2-JM),
p—>oo

D
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Nous obtenons maintenant un résultat fort important pour la suite de nos
travaux. Le lemme qui suit nous permettra en effet d'établir la convergence de la
norme quadratique de i-j.

Lemme 4.1. L ' estimateur TT j respecte

\\^-^l=^j-yj\\l+\\^-^\l-
De plus, nous avons

ll^-^lll=(b-b)t(b-b).

Demonstration. Commençons avec la deuxième partie du résultat. Puisque

7Tj(s) - 7T}(s) = ^ bo^jk(f)jk{s) - ^ bo,jk<pjk(s)
À;£A^ k^

== ^ (&0,Jfc - &0,Jfc) ^(s), (4.29)
k^^f

alors la norme cherchée peut être exprimée comme

11^-^111= ^ (bo^jk-bo^jk) (f>jk[s~) j ds
<A£^^\^

5^ Y^ (bo,jk - &o,jfcj (bo,ji - &o,j;) àjk[s}(j)ji[s} ds
'R \kç^Ï^

= ^, ^, [bo,Jk - bo,jk) [bo,ji - &o,^) < c/^jk, (f>ji > •
kçM IcM'

L'orthonormalité de la suite {(f)jk}k^ amène donc que

'^J -7T.*
J

2 _
2

X—' X—'

Z^2-^
kçATleAf

£.(»
k^N

bo,jk - &o,j& ) ( bo,ji - bo^ji ) Ski

,2
bo,Jk - &0,Jfc ) ,-

et donc que

ll^-^IIJ=(b-b)t(b-b).

Pour obtenir la première partie du résultat, remarquons d'abord que

11^ - Trill = 11^ - ^lli + 11^ - ^111 +2 < 7T, -7T},7T} -^ > . (4.30)
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Remarquons également que d'après les équations (1.34) et (4.5), il est possible
d'écrire

^(s) ==^bO,Jk4>Jk{s) + ^^^fc^fe(s),
fcez. ]>j feçz

où les fonctions ipjf: sont les ondelettes associées à la base de Haar, et où
djk = < 7T, tpjk > ,

pour j, k ç.'L. Ainsi, nous pouvons exprimer la difïérence 7r}(s) — 7T(s) comme

7i'}(s) - 7r(s) = ^&o,^^fc(s) - l ^bo^jh(j)jkÇs) +^^djk^jk(s) |
kç_^f \k^Z ]>J feçZ /

= - ( $^ bo,jk(f)jk{s) +^Y^ djki/}jk(s) ) ,
\k^ ]>J kç.î /

pour s € R.

En comparant l'égalité précédente à l'équation (4.29), il devient clair que

< TTj -^},7T} -7T >= 0,

puisque les suites {(f)jk}kç'z, et {ipjk}j>j,kçz sont orthonormées et orthogonales
entre elles. Enfin, cette conclusion nous permet de reformuler l'équation (4.30)
sous la forme recherchée, soit

11^-^111= 11^-^IIJ+II^-TTIIJ.
D

Le lemme précédent peut être appliqué afin d'obtenir deux formes de conver-
gence de la norme quadratique de TTj : la convergence en probabilité et la conver-
gence en moyenne. Le théorème suivant établit ces résultats.

Théorènie 4.7. Si les hypothèses des théorèmes 2.2, 2.11 et 4.2 sont satisfaites,
et si 8 <'2,—1 e alors

ll^-^-^ll^-^IIJ+0(2-2J(2-l/£-i)),
et

E [11^ - 7rlli] „-! 11^ - 7rlli + 0(2-2J(2-V£-5)).

Démonstration. D'abord, le lemme 4.1 permet d'écrire que

ll^-^ll^=ll^-7r|IJ+(b-b)t(b-b).
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Pour la convergence en moyenne, notons d'abord que

E [IITTJ-7r[11] =||7T}-7T|||+E[(b-b)t(b-b)],
et qu'en employant le fait que

E(b) = b+,

(4.31)

Commençons par étudier la convergence en probabilité. Pour cela, nous portons
notre attention sur le dernier terme de l'égalité précédente. La convergence en
probabilité de b a déjà été obtenue au théorème 4.4, soit

b-p^b\

Nous avons donc (voir Serfling, 1980, section 1.7) la propriété suivante,

(b-b)t(b-b)^(b*-b)*(b*-b).
Par ailleurs, grâce au théorème 4.2, nous savons que

b=b*+0(2-J(5M)l^i,

ou encore, que

b--b=0(2-J(5/2-5))l^i.

Ainsi, le deuxième terme de l'équation (4.31) est équivalent à

(b* - bV(b* - b) = 0(2-2J(5/2-5))1^,1^^
=0(2-2J(5/2-5))(27V+1),

et comme N oc 2J^1+2/£-) , nous trouvons finalement

(b* - b)*(b* - b) = o(2-2-/(2-^-^)).
La convergence en probabilité qui s'en suit est donnée par

(b - b)t(b - b) -^> 0(2-2J(2-l/£-5)),
et permet de conclure que

l|^-7r||J^||7T}-7T||J+0(2-2^2-l/£-5)).

(4.32)

(4.33)
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le dernier terme de l'égalité précédente peut être exprimé comme

E [(b - b)((b - b)] = E [(b - b*)*(b - b*)] + (b* - b)((b* - b)
= E [tr ((b - b*)t(b - b*))] + (b* - b)t(b* - b)
=tr(E[(b-b*)(b-b*)*])+(b*-b)t(b*-b)
= tr (Cov(b)) + (b* - b)f(b* - b).

Maintenant; d'après l'équation (4.32) et le théorème 4.3, le résultat précédent est
équivalent à

E [(b -b)t(b - b)] = ^tr (B-lSB-lt) + 0(2-2J(2-V£-5)),
p

ce qui permet de récrire l'équation (4.33) comme

IE[ll^-^||J]=||^-^||J+^tr(B-lSB-l* +0f2-2-7(2-l/£-5)'

7r}-7T 2+0(2-2J(2-l/£-5)),
Cette dernière égalité permet d'obtenir

E [II..-.||J]^ l
soit la convergence en moyenne recherchée.

Nous faisons remarquer au lecteur qu'il est possible de montrer que

a

E ]2
^-7T|l2j = |E[(^(5)-7T(5))2][

|EQM(^(s))|

2

2
2

2

et que plusieurs auteurs utilisent cette dernière quantité pour caractériser le com-
portement de l'estimateur d'une densité. Cette quantité est habituellement ap-
pelée écart quadratique moyen intégré, et notée EQMl(Tr^). Pour plus d'informa-
tion à ce sujet, le lecteur peut se référer à Izenman (1991).

Finalement, pour bien illustrer la teneur des résultats obtenus ici, nous fai-
sons un bref retour sur quelques points que nous jugeons essentiels. D'abord,
l'estimateur 71-7 de la densité a priori TT possède les propriétés suivantes, sous les
hypotheses des théorèmes 2.2, 2.11 et 4.2, si S <2 - 1/e et pour J fixé:

(i) convergence ponctuelle en probabilité :

TT^S) ^ 7T}(S) + 0(2-^2-5)) VS E R.
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Vs e

(ii) convergence ponctuelle en moyenne quadratique :

EQM(^(s)) _-^ (7T}(s) - 7r(3))2 + 0(2-J(2-5))

(iii) convergence en probabilité de la norme quadratique :

||^_7r]|j+0(2-2^-i/^)).^-^li^12

(iv) convergence en moyenne de la norme quadratique (ou en moyenne quadra-
tique intégrée):

IE [11^-^111]
p—>oo

^-^111+0(2-2J(2-1/£-'5)).

Maintenant, au début de la présente section, nous avons déjà discuté du fait que

^{s) —^ TrÇs) Vs e R, (4.;
J-^oo " ^/ '" '- ""'

et que

l ^ J7T*7-7T||^ —> 0.12 J—> 00

Ces deux résultats prennent ici tout leur sens. En effet, grâce à eux, il devient
évident que la performance de ij s'améliore au fur et à mesure que J aug-
mente. Ultimement, ceci nous amène à conclure que, sous les hypothèses des
théorèmes 2.2, 2.11 et 4.2 etsi 5 < 2- 1/e, alors 71-7 satisfait les critères de
convergence classiques que sont les quatre critères mentionnés plus haut.

Notons également qu'en jumelant les équations (4.27) et (4.34) il devient clair
que TTjT satisfait

E(7Tj(s)) —^ 7T(s) Vfi G R,

et donc que TTJ est, en ce sens (c'est-à-dire lorsque J —> oo), asymptotiquement
sans biais. L'estimateur TTJ satisfait donc aussi cette dernière propriété qui est
habituellement recherchée en estimation de densité.

Le comportement de l'estimateur de la densité a priori que nous avons cons-
truit nous apparaît donc comme étant adéquat. En effet, les cinq critères men-
tiennes ici (quatre critères de convergence et absence de biais au niveau asympto-
tique), qui sont les plus largement employés, sont tous satisfaits par TTJ. Le lecteur
intéressé par une discussion portant sur le bien-fondé et l'utilisation des divers
critères d'évaluation d'un estimateur de densité peut consulter Izenman (1991)
et les nombreuses références qui y sont fournies.

A travers la prochaine section, nous discutons des difficultés rencontrées et
de quelques points dont il faut tenir compte, en pratique, lors de l'utilisation
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de TTj. Aussi, nous indiquons une manière de contourner les problèmes identifiés.
Finalement, à la section 4.7, nous évaluerons le rendement réel de notre estimateur
à l'aide d'un exemple simulé.

J

4.6. Considerations pratiques

Nous examinons ici quelques points à considérer lors de l'emploi de TTJ. Tout
d'abord, les définitions de Ttj (voir définition 4.1) et des fonctions 4>jk de la base
de Haar, données par l'équation (1.15), impliquent, comme nous l'avons dit plus
tôt, que TTj est une fonction constante par morceaux. Ainsi, TÏ-J est en quelque
sorte une approximation par histogramme de la densité a priori inconnue TT. De
plus, chaque bande de cet histogramme est de largeur 2-J. Il est donc clair que J
ne doit pas être choisi trop grand, puisqu'un histogramme ne permet de dégager
que l'allure globale d'une densité.

Notons aussi que les définitions de ni, donnée par l'équation (4.22), et de m j,
donnée par l'équation (4.6), permettent de voir que

mj(x) =^mjk^jk{x), (4.35)
fce^V

est une estimation par histogramme de la densité marginale des observations.
Ici tout particulièrement, il est évident que si J est choisi trop grand, alors ihj
deviendra trop chaotique pour que les tendances des observations recueillies soient
vraiment saisies par met mj. A la limite, m j tendra vers une suite de points
de masse situés à chacune des observations. Evidemment, il est utopique, dans
de telles conditions, d'espérer obtenir une estimation intéressante de la densité a
priori à l'aide de wj.

Un deuxième argument, celui-là d'ordre calculatoire, appuie le choix de pe-
tites valeurs de J. En effet, le vecteur b est de longueur 2/^+1 avec N oc 2J(1+2/£).
Ainsi, le nombre de paramètres à estimer augmente de façon exponentielle avec J.
Dans un tel contexte, il est tout à fait normal de souhaiter conserver un nombre
raisonnable de paramètres. De plus, le calcul de b à partir de l'équation (4.23) fait
intervenir la matrice B, de taille (2N + l) x (2N + l). Ici plus particulièrement,
il est clair qu'une augmentation de J, même légère, peut se traduire par une
augmentation astronomique de la taille de B, ceci ayant comme conséquence de
rendre le calcul de b extrêmement lourd. Il semble donc souhaitable, encore une
fois, de se restreindre à des valeurs de J relativement petites, et ce malgré les
arguments théoriques présentés à la section précédente militant en faveur d'un
choix de J "assez grand" .
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Il nous faut aussi nous intéresser au choix de N, qui détermine ici le nombre
de termes à inclure dans l'estimation de TT. En effet, rappelons que TI-J est donné
par

N

7Tj(s) = ^ ^ bo,jk4>Jk{s),
k=-N

N correspondant à l'indice du dernier terme à inclure. Nous proposons de choisir
N selon

TV = C'2J.

Ce choix de N, basé sur les résultats obtenus à la section 2.6 et sur la discussion
présentée à la section 2.7, représente un choix adéquat dans le cas d'un modèle où
l'une des deux densités est à décroissance exponentielle. Cependant, seule / est
ici connue. Bien sûr, dans le cas où celle-ci exhibe une décroissance exponentielle,
ce choix de N est parfaitement justifié. Par simplicité, nous proposons de faire le
même choix dans les autres cas.

Maintenant, nous proposons de choisir C de façon à s'assurer que toutes
les observations soient situées à l'intérieur du support de l'estimateur mj (de la
densité marginale m) qui a été défini à l'équation (4.35). Autrement dit, le choix
de C devrait être fait pour que

N

Xi e U A^ Vi e {l, 2, ..., p},
k=-N

ou encore, pour que m j soit une fonction de densité.

Nous nous tournons maintenant vers les deux principales difficultés ren-
contrées lors de l'utilisation de TTJ. La première est commune à beaucoup d'autres
techniques d'estimation de densité : Ttj n'est habituellement pas une estimation
bona fide de TT. Cette locution latine signifiant "de bonne foi" est employée dans la
littérature pour signifier que l'estimation obtenue est bien elle-même une densité.
Notons qu'ici, la définition de l'estimateur par déconvolution TTj permet d'obtenir
les conditions nécessaires et suffisantes pour que la fonction Ti-j(s) soit vue comme
une densité. En effet, en jumelant l'équation (1.15) à la définition de •î{j, nous
avons d'abord

7Tj(s) > 0 VS G bo,jk > 0 ^fkçAf. (4.36)
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Ensuite, comme

7Tj(s) ds= ^ &o,Jfc / ^(s) ds
/R ^ ^R

= 2^72^60.Jfc>
k^

alors une deuxième condition essentielle est donnée par

TTj{s)ds=l
rK

E b,^ = 2J/2.
k^^f

(4.37)

Ainsi, les conditions nécessaires et suffisantes pour que TTJ soit une estimation
bona fide de TT sont toutes simples et peuvent être vérifiées facilement. Par ailleurs,
rien n'indique qu'elles seront satisfaites pour un problème donné. En fait, nous
pouvons même nous attendre à ce que, de façon générale, les équations (4.36)
et (4.37) ne soient pas satisfaites puisque la construction de Tîj n'a pas tenu
compte de ces deux critères.

La solution à ce problème est cependant assez simple. En effet, il nous semble
naturel de définir la version tronquée et normalisée de -?TJ selon

7T (s) = ^Pjk(f)jk{s),
kç.M

où

^fc=
27/2

El^M l 60,J;
+

6,'Q,Jkr,
J

et où, finalement,

[&0^]"= bo, j k
0

si 6o,jfc ^ 0,
sinon.

Il est facile de voir que, ainsi défini, TT~^ est bien un estimateur bona fide.

La deuxième difficulté dont nous voulons discuter ici est peut-être déjà ap-
parue au lecteur au moment de définir le vecteur b, à l'équation (4.23), ou à
la lecture de l'énoncé du théorème 4.2. Dans ces deux cas, nous avons fait l'hy-
pothèse que la matrice B est non singulière. Même si, en pratique, cette .condition
est habituellement vérifiée, l'inversion de B amène quand même une difficulté
supplémentaire. En effet, la matrice B est habituellement mal conditionnée, et
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parfois d'une façon extrême. Ce problème survient lorsque B est "presque" sin-
gulière, c'est-à-dire lorsqu'une très légère perturbation de ses éléments peut la
rendre singulière.

Dans une telle situation, l'inverse de B contient souvent plusieurs très grands
éléments en valeur absolue. Le comportement de l'estimateur b peut alors devenir
très instable. Ce phénomène est clairement illustré par le fait que la matrice de
covariance de b, donnée par (voir théorème 4.3)

36.Cov(b)=ÛUB-lSB-lt
p

;

peut alors aussi contenir de très grands éléments, amenant certains des bjk à avoir
une trop grande variance. Pour plus de détails sur le mauvais conditionnement des
matrices, ainsi que sur les répercussions du mauvais conditionnement des matrices
sur la solution des systèmes linéaires et la régression linéaire multiple, le lecteur
peut consulter Stewart (1973, 1987), Belsley et al. (1980, chapitre 3), Vinod et
Ullah (1981, chapitre 5), et Lancaster et Tismenetsky (1985, chapitres 10 et 11).

Pour remédier à la situation, nous proposons d'utiliser la décomposition en
valeurs singulières (SVD) de la matrice B et le principe de la régression par
composantes principales. Plus particulièrement, nous adoptons la même approche
que Mandel (1982). Tout d'abord, la décomposition SVD de B est donnée par

B - UtDiag(A)V, (4.38)

où U et V sont des matrices orthogonales de dimension {2N + l) x [2N +1), et
Diag(A) est la matrice diagonale dont les éléments de la diagonale sont

A= (AÎ)të{l,2,...,27V+l}'
et respectent

Âi>A2 > ... >A >0.^2N+1 ^

Les valeurs Ai, À2; • • • ; -^ÎN+I sont appelées valeurs singulières de la matrice B
et correspondent en fait aux racines positives des valeurs propres ordonnées de
la matrice B*B. Notons que B est non singulière si, et seulement si, toutes ses
valeurs singulières sont non nulles. Ainsi, si B est singulière, nous savons qu'il
existe un certain n tel que l ^ n < 2N, et pour lequel

et

A, > 0 Vîe {l, 2, ... , n},

A, = 0 Vî e {n+1, n+2, ... , 2A^+ l).
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Nous excluons ici le cas où n = 0, soit le cas où

A,=0 Vî e {l, 2, ... ,2N+1},

puisqu'il correspond au cas où

B = 0(2N+l)x(2N+l),

qui est clairement inintéressant.

Examinons maintenant certaines des implications de la décomposition donnée
par l'équation (4.38). Pour cela, posons

et

U= (Ui, U2, ... , U27v+i),

V= (Vi, V2, ... , V27V+i),

où Ui correspond à la ième colonne de la matrice U, et v, à la îème colonne de
V. Notons que les vecteurs u, sont orthonormés et que c'est aussi le cas pour les
vecteurs v,. Maintenant, en utilisant cette notation, nous pouvons écrire B sous
la forme alternative suivante,

/ utl \

B=
ut

2

Vu|^+i/

/^1
A2

\0

0 \

^2N+1/

(Vi, Va, ... , V27V+l)

2W+1

= ^ A,u,vl. (4.39)
1=1

Cette dernière expression est toujours valable, même lorsque B est singulière. De
plus, elle illustre bien le rôle des valeurs singulières dans la décomposition SVD
de B et permet de voir que les petites valeurs singulières contribuent très peu à
la structure générale de B.

Supposons, pour le moment, que B est non singulière, et voyons comment
caractériser son inverse B-l. Remarquons, tout d'abord, que

B-l=ViDiag-l(A)U,
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puisque U et V sont des matrices orthogonales. De plus, il est clair que

/1/Al 0
1/A

\
2

Diag-l(A) =

\ 0 l/A2^+i/
=Diag(A-1),

où A-l est le vecteur défini, par convention, comme

vî/ 2£{1,2,..,2W+1}

Ainsi, une expression de la même forme que celle de l'équation (4.39) peut être
obtenue pour B-l, soit

B-l=VtDiag(A-l)U
2W+1
l

s^ t
vi^ï (4.40)

Cette façon d'écrire B-l est particulièrement instructive. En effet, elle permet
d'établir que si certaines valeurs singulières de B sont trop petites (par exemple
si B est "presque" singulière), alors il est fort possible que B-l contienne de très
grands éléments. Dans une telle situation, il est normal de s'attendre à beaucoup
d'instabilité lors de l'estimation de b. De plus, il est fort troublant de constater
que les valeurs singulières les moins influentes, au niveau de la structure de B,
sont possiblement les plus influentes quant à la structure de B-l. Tout ceci illustre
bien le fait que la matrice B peut être très mal conditionnée lorsqu'elle possède
de très petites valeurs singulières.

Maintenant, supposons que

A, > 0 Vie {l, 2, ... , n},

et que

X^O Vie {n+l,n+2, ... , 2^V+1}.

Il est clair, d'après l équation (4.39), que nous avons alors
n

B^^A,u^.
t=l
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Posons donc

0

n

B" = S xiuivti
t=l

= UtDiag(A^)V
où

A^==(Ai,À2, ... ,À^,0, ... ,0)t.
Notons que si \n+i, An+2, -•• , ^2N+i sont très petits, alors Bn devrait être
une bonne approximation de B. Notons également que cette façon de faire est
équivalente à fixer artificiellement

A,=0 Vi€ {n+1, n+2, ... , 2A^+1},

et par le fait même, d'amener artificiellement B à être singulière. Remarquons
finalement que si B est singulière dès le départ, alors il existe un n < 2N + l
pour lequel nous avons directement

B=B,'n-

Revenons à l'équation (4.23), où nous définissons b, et notons que cette
definition est équivalente à dire que b est la solution du système linéaire

m = gBb.
Si, comme précédemment, nous avons

\i^0 Vî e {n+1, n+2, ... , 2A^+1},
alors

m = gB^b (4.41)

est une approximation du système que nous souhaitons résoudre. Par contre,
comme Bn est singulière, nous sommes ici confrontés à l'une des deux situations
suivantes :

- le nouveau système n'a pas de solution;
- le nouveau système possède une infinité de solutions.

Dans un cas comme dans l'autre, l'approche à adopter est la même. Nous propo-
sons d'approximer b par

b, = 6B^m, (4.42)
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où B^ correspond à l'inverse généralisée de Moore-Penrose de Bn, soit

B^=VfDiag(A,)U,
où

(4.43)

t

A"=(^^""^0'""0)'
Le lecteur souhaitant se familiariser avec l inverse de Moore-Penrose et les inverses
généralisées en général peut consulter Graybill (1969, chapitre 6), Searle (1982,
chapitre 8) et Lancaster et Tismenetsky (1985, chapitre 12).

Notons que l'équation (4.43) nous permet d'écrire B^ comme
n

B
n-Erv.uS.

î=l
A,

(4.44)

Il est intéressant de comparer cette forme de B^ à l'expression de B-l donnée
par l'équation (4.40). En effet, si

A,^0 VîG {n+l,n+2, ... , 2A^+1},
alors les termes correspondant à ces valeurs singulières dans le développement
de B-l vont amener l'instabilité de b dont nous avons discuté précédemment.
Par contre, ces mêmes termes ne sont pas inclus dans le développement de B^
présenté plus haut. Ainsi, en passant de b à bn, nous avons en quelque sorte
stabilise 1'estimateur b, ce qui est reflété par la matrice de covariance de bn, soit

36.
Cov(b.)=^-S(B,-)t.

En effet, cette matrice correspond essentiellement à la matrice de covariance de
b, mais débarrassée de l'influence des composantes problématiques de B. Notons
que Cov (bn) est une matrice singulière et donc, que dans ces conditions, bn ne
possède pas de densité multivariée. Ceci vient du fait que IN + l — n relations
linéaires lient les éléments de bn. En fait, il est possible d'écrire une densité
conjointe pour n composantes bien choisies de bn, toutes les autres pouvant alors
être déterminées à partir de la connaissance de ces n composantes principales.

Maintenant, les arguments présentés précédemment semblent indiquer que
l'emploi de bn, quand la situation le demande, est justifié. Une question de-
meure pourtant : comment choisir n? Autrement dit, combien de termes doit-on
retrancher dans l'expression de B, donnée par l'équation (4.39), pour que le com-
portement de bn soit satisfaisant?
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Cette question, dont une étude approfondie serait certainement très com-
plexe, obtient heureusement ici une réponse assez simple. La technique que nous
proposons n'est cependant pas valable dans le contexte de la régression en com-
posantes principales. Dans ce contexte plus général, plusieurs solutions ont déjà
été proposées, dont celles de Hill et Judge (1990) et Foucart (1996).

L'emploi de ces différents critères n'est pas ici nécessaire pour obtenir une
réponse satisfaisante. En effet, nous avons la possibilité de voir graphiquement
l'efFet des différents choix de n sur l'allure de TI-J, ce qui rend le problème beau-
coup plus facile à traiter. Il suf&t ainsi à l'utilisateur d'obtenir -kj pour quelques
valeurs intéressantes de n et de choisir l'estimation qui lui apparaît comme étant
visuellement la plus satisfaisante. En ce sens, le choix de n peut être comparé aux
choix des paramètres de lissage en régression et en estimation de densité par la
méthode du noyau.

Pour avoir une idée des valeurs intéressantes de n, nous proposons le critère
suivant. Comme Belsley et al. (1980, section 3.2), nous définissons l'indice de
conditionnement de B^ comme

Cond(B^)=^-.
n

Ainsi, Cond(Bn) est le rapport entre la plus grande valeur singulière de B, et
la plus petite considérée comme non nulle dans Bn. Nous proposons d'étudier
l'allure de TTJ pour les valeurs de n telles que

5 ^ Cond(Bn) ^ 10.

Le choix de ces valeurs de base est fondé sur la discussion faite par Belsley et
al. (1980, section 3.2). Nous sommes bien conscients du caractère relativement
arbitraire de ce choix, c'est pourquoi nous avançons que le choix de n fait par
l'utilisateur devrait être basé sur une étude graphique. Ces valeurs de l'indice de
conditionnement ne sont réellement qu'un point de départ pour l'étude graphique
du problème.

Notons que pour arriver à une exploration plus rapide, les équations (4.42)
et (4.44) permettent d'obtenir une expression fort utile pour bn. En effet, nous
avons

bn=G
n

E
1=1

^u,v^ ) m
^i

6wi
•-U,,

i=l
AZ
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où {wi}t£{i,2,...,2N4-i} est une suite de scalaires définis par
t.

Wi = v,um.

Cette forme alternative est intéressante pour deux raisons différentes. La première
est qu'elle permet de calculer bn sans avoir à effectuer de multiplication matri-
cielle. Ceci peut représenter un gain d'efficacité considérable, au niveau du temps
de calcul, lorsque n est assez grand. Ensuite, et surtout, grâce à cette relation il
est possible de relier deux approximations successives de b. Nous avons ainsi

fe+1 ^,.,
6w,_

bfc+i== >,—u,
î=l

=bfc+
6w'k+1

^fc+l

et le passage de b^ à bk+i (ou l'inverse) est très simple, mais aussi très peu
exigeant numériquement (bien sûr, une fois que la décomposition SVD de B a été
obtenue). Ainsi, il est facile d'obtenir graphiquement plusieurs estimations de TT
basées sur des approximations successives de b, comme par exemple les différentes
valeurs de by; telles que n-^ < k < n^. Grâce au résultat précédent, nous pouvons
donc comparer les estimations obtenues à partir d'un très large éventail de valeurs
possiblement intéressantes pour n, le tout dans un temps de calcul raisonnable.

4.7. Exemple simulé

Nous passons maintenant à une étude du comportement de l'estimateur par
déconvolution de la densité a priori faite à l'aide d'un exemple simulé. Cet
exemple a tout particulièrement pour but d'illustrer les caractéristiques pratiques
de l'estimateur TV j.

4.7.1. Cas d'un mélange de deux normales

0

Nous supposons ici que p observations conditionnellement indépendantes sont
distribuées selon

X,\0^N{6,,1),

pour t = l, 2, ... , p. Nous supposons également que les paramètres de position
01,02, • • • ^v son^ aussi indépendants et qu'ils partagent la même densité a priori.
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Tour à tour, nous considérons les cas où la densité a priori des paramètres de
position est donnée par

7T,(0)=-N(-/.,, l)+1^(^,1),
pour j = l, 2, 3. Nous considérons les valeurs ^ =3, ^= 2 et ^3 = 3/2.
Notre but est ici de reconstruire les densités a priori ?ri, ^3 et ^3 en procédant
de deux manières différentes. Dans un premier temps, pour illustrer la justesse
du théorème 4.2, nous reconstruisons les densités a priori en utilisant le fait que
les densités marginales peuvent être facilement calculées, et donc que le vecteur
m peut être obtenu, dans chaque cas, directement à l'aide de l'équation (4.7).
Ensuite, pour illustrer le comportement de l'estimateur par déconvolution TTJ,
nous reconstruisons toujours les même densités a priori, mais cette fois à par-
tir de données simulées. Cet exercice nous permettra de voir lesquelles des ca-
ractéristiques (particulièrement la position et la hauteur des modes, ainsi que
l'écart entre les modes) des trois densités a priori considérées sont détectées par
l'estimateur TTy.

Notons que dans le présent contexte, les densités marginales des observations
associées à chacune des densités a priori précédentes sont données par

m,(2;)=g7V(-^,,2)+j^(^,2), (4.45)

0

pour j = l, 2, 3. De là, il est donc effectivement facile d'obtenir les vecteurs,
notés nij, des coefficients de la décomposition de Haar de chacune des densités
marginales mj, et de générer des observations provenant de chaque modèle à
partir de ces densités marginales.

Pour notre étude, nous considérons les valeurs de J = 0, l, 2. Ces valeurs,
quoique clairement très petites (en considérant la nature des résultats asympto-
tiques de la section 4.5), sont ici tout à fait appropriées, comme le démontrerons
les différentes reconstructions obtenues. Ces choix ont été faits pour les deux
parties de notre étude.

Pour N, nous utilisons dans chaque cas

N = C2J,

avec ici C' = 8. Ceci permet d'obtenir une reconstruction des diverses densités a
priori pour 9 G [—8,8]. Ce choix a également été fait pour les deux parties de
notre étude. Tout d'abord, en considérant les densités marginales données par
l'équation (4.45), nous avons

P^(|X|<8) > 0,9995,
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TAB. 4.3. Coefficients de détermination R et estimations de S obtenus pour chaque modèle.

No du modèle

l

2

3

R2 8.
me Ordre approximatif de l'erreur

0,9977 l 0,2532 l T/(J) = 0(2-2'2468J)
0,9981 l 0,2688 | y {J) = 0(2-2'2312J)
0,9996 l 0,0037 | y(J) = 0(2-2'4973J)

0

pour j = l, 2, 3. Ainsi, il est clair que la partie significative du support de chacune
des densités marginales mj est incluse dans l'intervalle identifié plus haut. Ensuite,
pour l'estimation des densités a priori à partir d'échantillons simulés, ce choix
nous assure, comme nous le verrons plus tard, que toutes les observations simulées
sont incluses dans le support de l'estimation par histogramme de mj définie selon
l'équation (4.35). Par convention, nous dénotons cet histogramme par mjy). De
même, nous dénotons l'estimateur par déconvolution de TTj comme étant Tfj(j)-

Nous commençons notre étude du problème en considérant les reconstructions
purement théoriques faites à partir des coefficients nij de chacune des densités
marginales. L'étude de l'erreur d'approximation présentée aux tableaux 4.1 et 4.2
est reprise avec les trois modèles considérés ici. Le tableau 4.3 présente les résultats
obtenus. Notons que les différents coefficients de détermination sont, encore une
fois, très élevés. L'existence d'une relation du type

y(J)=0(2-(5/2-5)),
avec 5 < 2, est donc plausible. La détérioration de l'erreur d'approximation
due au processus d'inversion semble également être minime pour les exemples
considérés ici et même que, dans le cas du troisième modèle, la perte de précision
est, étonnamment, négligeable.

Voyons maintenant graphiquement les reconstructions obtenues des diverses
densités a priori. D'abord, à la figure 4.1, nous présentons les reconstructions
de TTi obtenues à partir du vecteur mi dans les casoù J' =0, l, 2. Il est clair
que la technique de reconstruction est ici très efficace pour les trois valeurs de J
considérées. Il en va de même pour les figures 4.2 et 4.3, présentant les reconstruc-
tions de -^2 et de TTs obtenues à partir des vecteurs ms et ms (pour J'= 0, l, 2). Il
est intéressant de noter que pour obtenir ces différentes reconstructions, il n'a pas
été nécessaire de tronquer et de renormaliser les densités obtenues. De plus il n'a
pas non plus été nécessaire d'employer la technique basée sur la décomposition
SVD de la matrice B. Notons finalement que, pour une valeur de J fixée, la même
matrice B est utilisée pour la reconstruction des trois différentes densités a priori
considérées ici. En effet, une fois les valeurs de (7 et J fixées, l'équation (4.15)
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TAB. 4.4. Quelques statistiques sur les trois échantillons simulés.

Echantillon l

Maximum

Minimum

Médiane

Ecart type | 3,10735

Echantillon 2 Echantillon 3

7,07002 6,76291

-7,56927 l -5,73968
1,94649 1,12994

Moyenne ] 0,93065 0,69368
2,32663

6,02234
-4,69093
0,71870
0,49787
2,04442

permet de voir que B dépend de la vraisemblance associée à chacune des obser-
vations, mais pas des moyennes a priori jij. Cette vraisemblance est ici la même
pour chacun des modèles étudiés.

Maintenant, revenons à la figure 4.1. Un examen rapide de cette figure permet
clairement d'établir que dans l'exemple considéré, le choix de J = l est tout à
fait satisfaisant. En effet, lorsque J = 0, ïa reconstruction obtenue nous semble
un peu grossière, alors que le gain de précision réalisé en passant dej = l à
J = 2 ne semble pas être assez impressionnant pour compenser l'augmentation
du temps de calcul nécessaire. Ceci est bien sûr valable parce que TTi est une
densité relativement lisse et qu'elle n'est pas trop concentrée. Les figures 4.2 et 4.3
permettent de constater que le choix de J = l est tout aussi satisfaisant dans
le cas des deux autres densités a priori considérées. Elles laissent également voir
que dans ces deux cas, le gain de précision réalisé en passant deJ=làJ=2
ne compense pas non plus pour l'augmentation du temps de calcul nécessaire.
Cette discussion laisse clairement entendre qu'un choix éclairé de J dépend de la
densité à estimer et donc, dans le cas plus réaliste de l'estimation de la densité
a priori à partir d'un échantillon, de l échelle des données disponibles. Ainsi,
par exemple, dans le cas de données restreintes à l'intervalle [0, l], le passage à
J=3 ou J= 4 peut s'avérer nécessaire, et dans le cas de données extrêmement
dispersées, il peut être préférable de descendre vers J = —l, —2 ou même J = —3,
ce qui correspond à une estimation par histogramme de la densité a priori dont
la largeur des bandes est respectivement de 2, 4 et 8.

Passons maintenant à la deuxième partie de notre étude: l'estimation des
densités Tri, -^2, et ^3 à partir d'échantillons simulés. Notons que nous utilisons ici
la convention suivante : pour j = l, 2et3, l'échantillon j est obtenu à partir de mj
et sera employé pour reconstruire TT,. Les échantillons obtenus pour cette dernière
partie sont de taille p = 600. Le tableau 4.4 présente quelques statistiques reliées à
chacun des trois échantillons simulés. Y sont présentés, entre autres, les éléments

u
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FIG. 4.1. Densité a priori réelle TTI et densité reconstruite à partir de mi (a) au
niveau J = Q (6) au niveau J = l (e) au niveau J = 2.
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FIG. 4.2. Densité a priori réelle TT-Î et densité reconstruite à partir de 7712 (a) au
niveau J =0 (b) au niveau J = l (e) au niveau J -=î.
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FIG. 4.3. Densité a priori réelle vs et densité reconstruite à partir de m^ (a) au
niveau J =- 0 (b) au niveau J = l (e) au niveau J = 2.
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0 FIG. 4.4. Densité marginale réelle mj et son estimation par histogramme nîi(j) 06-
tenue à partir du j échantillon simulé (a) mi et mi(i) (6) TTÏZ et mi(2) (e) ms et
mi(3).
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maximaux et minimaux de chaque échantillon. Ceci permet au lecteur de consta-
ter que le choix de C> = 8 est bien ici un choix adéquat pour l'estimation des trois
densités a priori à partir des observations simulées. Nous présentons également, à
la figure 4.4, les histogrammes mi(j) associés à chacun des échantillons ainsi que
les densités marginales rrij. Ces trois graphiques permettent de bien visualiser la
repartition des éléments des trois échantillons. Nous discuterons plus en détail
de ces graphiques lors de l'étude de la reconstruction de chacune des densités
a priori. Finalement, notons que toutes les estimations construites à partir des
échantillons simulés correspondent à des formes tronquées et renormalisées des
estimations obtenues en utilisant la technique présentée à la section 4.6 et basée
sur la décomposition SVD de B. Nous reviendrons sur l'emploi de cette technique
après avoir présenté graphiquement les reconstructions obtenues avec chacun des
échantillons simulés. Cette présentation est bien sûr accompagnée d'une brève
discussion.

Nous débutons en présentant les estimations de TTi obtenues à partir de
l'échantillon l. La figure 4.5 donne les reconstructions de TT]. faites pour les valeurs
de J=0, l, 2. Tout d'abord, de ces trois graphiques, il se dégage clairement que
l'estimateur par déconvolution saisit ici assez bien les caractéristiques principales
de TTi, et ce pour les trois valeurs considérées de J. Comme précédemment avec
les reconstructions théoriques de TTi, l estimation au niveau ,7=0 semble un peu
grossière, alors que celles de niveaux J=l et J= 2 semblent très satisfaisantes.
Encore une fois, le passage deJ=làJ=2ne semble pas ici nécessaire puisque
7Ti(1) et 71-2(1) exhibent des comportements très similaires. Dans les trois cas, la
position des deux modes de -?ri est bien identifiée par TTJ(I). De plus, les modes
sont bien séparés.

Par ailleurs, l'intensité du deuxième mode (situé en s = 3) n'a pu être saisie
par 7rj(i) pour aucun des trois niveaux considérés. La raison de cette difficulté
n'est pas tout à fait évidente, cependant la figure 4.4(a) nous semble amener une
explication au moins partielle à ce phénomène. En effet, en examinant plus at-
tentivement la répartition des observations simulées de l'échantillon l, il est assez
clair qu'une partie importante de la région du deuxième mode de mi est sous-
représentée. Or, comme l'estimateur par déconvolution TTJ est construit en suppo-
sant la vraisemblance des observations connue, la sous-représentation d'une région
dans l'échantillon utilisé se traduit inévitablement par une sous-représentation
d'une région plus ou moins équivalente lors de l'estimation de la densité a priori.
Ceci est ici vérifié puisque la région sous-représentée lors de l'estimation de TTi
correspond à la région sous-représentée par l'échantillon simulé à partir de mi.

u
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u FIG. 4.5. Densité a priori réelle TTI et densité estimée à partir du premier échantillon
simulé 7Tj(i) (a) au nîueau J = 0 (6) au niveau J = l (e) au niveau J =1.
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Passons maintenant à l'estimation de TTz. La figure 4.6 représente 71-^(2) pour
les niveaux J= 0, l, 2. Même si, comme précédemment, l'estimation obtenue
au niveau J = 0 semble un peu grossière, l'estimateur par déconvolution 7Tj(2)
réussit très bien ici à saisir toutes les caractéristiques principales de ^2. En effet,
les modes de TTz sont parfaitement localisés par 71-^(2), et ce pour les trois niveaux
considérés. De plus, dans chaque cas, l'intensité des modes et leur séparation sont
aussi parfaitement respectées.

Par contre, l'étude du comportement de ?Tj(2) met en lumière un phénomène
qui n'était pas clairement apparent lors de l'estimation de TTi. En effet, en étudiant
plus attentivement les figures 4.6(b) et (e), il est possible de remarquer que les
estimations obtenues aux niveaux ,7= l et J=2 présentent, dans chaque cas,
deux légères anomalies autour des valeurs s=—6ets=6.En revenant à
la figure 4.4(b), il est clair que la répartition de l'échantillon simulé ne permet
pas d'envisager la présence de modes autour de2;=6 et a; = —6. Ceci est parti-
culièrement frappant autour de a; = —6, puisqu'aucune observation n'est présente
dans cette région. Les anomalies présentes aux figures 4.6(b) et (e) ne peuvent
donc pas être expliquées par les données utilisées. Ceci nous laisse croire que la
technique d'estimation développée comporte un défaut inapparent jusqu'ici, ce-
lui de souffrir d'un problème apparenté à l'efFet de bord présent en estimation
non paramétrique à l'aide de la méthode du noyau (voir, par exemple, Hall et
Wehrly, 1991). Ici, un léger phénomène d'oscillation semble en fait être présent
dans les queues de la densité a priori estimée TTJ^). Notons que ce phénomène
apparaît aussi, quoique de façon moins frappante, lors de l'estimation de TTi. En
effet, l'unique anomalie du même type présente aux figures 4.5(a) à (e) pouvait
aussi être vue comme le résultat d'observations extrêmes visibles à la figure 4.4(a).
A la lumière de la discussion précédente, cette anomalie nous apparaît mainte-
nant comme étant possiblement due à l'efFet de bord oscillatoire mentionné plus
haut.

Nous arrivons finalement à l'estimation de 71-3. Les diverses reconstructions
de 7T3 obtenues à partir de l'échantillon 3 sont illustrées à la figure 4.7. Notons
d'abord que l'estimation obtenue dans le cas de J = 0 est encore une fois un
peu grossière. Notons également que la position et l'intensité des modes de ^3
ont été correctement caractérisées. Cette fois, c'est plutôt la séparation entre
les modes qui a été mal saisie par l'estimateur par déconvolution. En effet, les
modes de 71-^(3) sont beaucoup plus clairement séparés que ceux de ^3. Par ailleurs,
comme pour le cas de l'estimation de TTi, un rapide examen de l'échantillon simulé
utilisé permet d'expliquer le phénomène. En effet, un bref retour à la figure 4.4(c)
permet de constater que l'échantillon 3 est distribué de façon sensiblement plus

J-
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FIG. 4.6. Densité a priori réelle TT-S et densité estimée à partir du deuxième
échantillon simulé TTJ(Î) (a) au niveau J =0 (b) au niveau J = l (e) au niveau
J =2.



203

0

0

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

r\

\

0.25h

-7.5 -5 -2.5 0 2.5 5 7.5

(a)

0.2

0.15

0.1

0.05

cm

-7.5 -5 -2.5 0 2 .5 5 7.5

(b)

0.25

0.2

0.15

0.1

^
0 2.5 5

0.05l-

-'7.5 -5 -2.5 7.5

(e)

FIG. 4.7. Densité a priori réelle TTS et densité estimée à partir du troisième
échantillon simulé TTjfs) (a) ou niveau J = 0 [b) au niveau J = l (e) au niveau
J =î.
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asymétrique que la densité marginale mg. Il est tout à fait logique de penser que
cette asymétrie marquée de l'échantillon simulé augmente l'écart entre les modes
de la densité a priori estimée. Notons finalement qu'un efïet de bord oscillatoire,
particulièrement frappant dans le cas où J= 2, est ici aussi présent.

Il ne reste plus qu'un point dont nous souhaitons discuter ici. Nous avons
déjà mentionné que pour obtenir les diverses estimations à partir des échantillons
simulés, nous avons été dans l'obligation d'utiliser la technique présentée à la
section 4.6 et basée sur la décomposition SVD de B. L'emploi de cette technique
a été nécessaire puisque pour chaque valeur de J considérée ici, la matrice B est
assez sévèrement mal conditionnée. Notons que malgré ce fait, les reconstructions
théoriques illustrées aux figures 4.1 à 4.3 ont pu être obtenues sans avoir recours
à cette technique. Notons aussi que ceci est typique de la méthode d'estimation :
en procédant à ce genre d'étude, il est habituellement possible de reconstruire la
densité a priori de façon théorique sans utiliser la décomposition SVD, alors que,
lors de l'estimation à partir d'observations simulées, il est nécessaire de le faire.
C'est le cas ici, ainsi qu'avec les trois autres modèles présentés au tableau 4.1.

Nous rappelons au lecteur que le principe à employer (voir section 4.6), dans
un tel cas, est l'approximation du vecteur des paramètres estimés de la densité a
priori b selon

b ^ bn = 6B^m,

pour une certaine valeur de n telle que l < n < 2N + l. De plus, n devrait
être choisi en examinant successivement les estimations obtenues en considérant
d'abord les valeurs de n telles que

5 ^ Cond(B^) < 10,

ainsi que, en cas de nécessité, certaines valeurs de n amenant Cond(Bn) à être
assez près de cet intervalle. Nous présentons au tableau 4.5 les indices de condi-
tionnement Cond(Bn) pour les trois niveaux considérés et pour les valeurs de n
telles que l < n^ 17. Dans ce tableau, nous avons aussi indiqué les valeurs de n
utilisées pour obtenir les difïérentes estimations présentées aux figures 4.5 à 4.7.
Pour ce faire, nous avons en fait identifié, entre parenthèses et dans la colonne as-
sociée au niveau correspondant, la valeur de n sélectionnée pour chacun des trois
modèles considérés. A titre d'exemple, les différentes estimations de TTa ont été
obtenues en utilisant n = 11 au niveau J= 0, et n=9 aux niveaux J= l et 2.
En consultant ce tableau, il est assez clair que les bornes données précédemment
sur l'indice de conditionnement ne sont pas toujours satisfaites. Cependant il est
aussi évident qu'elles sont un bon point de départ pour l'exploration des diverses
estimations obtenues en faisant varier la valeur de n.
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FIG. 4.8. Densité a priori réelle 7T2 et densité estimée à partir du deuxième
échantillon simulé 71-0(2) pour plusieurs valeurs rien (a) n= 8 (6) n=9 (e) n = 10.
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n

l

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

TAB. 4.5. Indices de conditionnement Cond(Bn) pour 7=0, l, 2.

Cond(Bn) (J = 0) l Cond(B^) (J = l) | Cond(B^) (J == 2)
1,000

1,052

1,145

1,290

1,503

1,813

2,263
2,925

3,915

5,432 w

7,816 (2)

11,679 (3)

18,143

29,312

49,059

83,213

131,810-

1,000

1,050

1,140

1,278

1,480

1,770

2,187

2,790 (l)

3,675 (2)

4,997

7,014 (3)

10,160
15,185

23,417

37,260

61,171

103,638

1,000

1,050

1,140

1,279
1,481

1,772

2,190
2,794

3,678

4,997

7,001

10,113

15,056

23,090

36,463

59,271

99,129

(l)

(2)

(3)
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Afin d'illustrer comment nous avons ici utilisé la technique avec facilité, nous
présentons maintenant, à l'aide des figures 4.8 et 4.9, la réflexion qui nous a mené
au choix de n = 11 lors de l'estimation de ^2 au niveau J = 0. Tout d'abord, la
figure 4.8(a) montre clairement que l'estimation obtenue n'est pas satisfaisante
dans le cas où n == 8, les modes de TTg étant mal rendus. Ensuite, la figure 4.8(b)
permet de constater que le choix de n = 9 n'est pas non plus tout à fait satis-
faisant puisque les deux modes de 71-0(2) ne semblent pas encore assez accentués.
Finalement, la figure 4.9(c) montre aussi que l'estimation obtenue lorsque n = 13
n'est pas non plus intéressante puisqu'elle semble légèrement trop chaotique. De
plus, le premier mode de -n-2 est particulièrement mal rendu. Maintenant, les fi-
gures 4.8(c) et 4.9(a) et (b) montrent que les choix de n = 10, 11, 12 sont en fait
assez équivalents, et relativement satisfaisants. Les différences entre les estima-
tions obtenues avec ces trois valeurs de n sont minimales et la préférence de l'une
de ces valeurs plutôt que d'une autre est assez difficile à justifier. Ceci peut être
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comparé au choix du paramètre de lissage qui doit être fait par l'utilisateur lors
de l'emploi de la méthode du noyau en estimation non paramétrique. Nous avons
ici choisi l'estimation obtenue avec n = 11, présentée par la figure 4.9(a), pour la
simple raison que cette valeur de n nous semble être celle qui amène 71-0(21 à souffrir
le moins de l'effet de bord oscillatoire dont nous avons parlé précédemment. Bien
sûr, nous sommes conscients que ce choix est subjectif. Encore une fois, les trois
valeurs identifiées plus haut nous semblent adéquates et amènent des estimations
de 7T2 tout à fait satisfaisantes.

4.7.2. Discussion

0

Faisons finalement un rappel des principales caractéristiques de l'estima-
teur non paramétrique de la densité a priori TTJ identifiées à l'aide de l'exemple
précédent. Nous discutons par le fait même des modifications possibles à apporter
afin de parfaire la technique d'estimation.

- La méthode proposée est facile à utiliser puisque toutes les manipulations
nécessaires au calcul de Ti-j ou d'une forme corrigée de TTJ sont faciles à efFec-
tuer. La grande simplicité de la méthode est principalement liée au fait que
la densité a priori est estimée en résolvant un système d'équations linéaires.
Un court programme utilisant Mathematica permet donc habituellement
d'obtenir une estimation satisfaisante de la densité a priori de 0.

- L'estimateur TTJ amène à une estimation par histogramme de la densité a
priori TT. A ce titre, TTJ est facile à manipuler et à interpréter, mais n'amène
jamais une estimation continue de TT. Une correction naturelle à apporter
consiste à utiliser, dans le développement de l'approximation de la densité
marginale des observations Xi, X^, ... , Xp, une base d'ondelettes continues
comme les ondelettes de Daubechies d'ordre supérieur à l, à la place de la
base de Haar.

- L'estimation de TT obtenue à partir de TTJ n'est habituellement pas bona
fide. Il faut alors employer la forme tronquée et renormalisée de l'estimateur
par déconvolution, notée TrJ'. Même si ceci est très simple en pratique, les
conséquences théoriques de cette modification ne sont pas claires.

- L'utilisation de la décomposition SVD pour le calcul d'une forme corrigée
d'estimation de la densité a priori a été, à l'exemple de la section précédente,
très efficace pour contourner le problème de mauvais conditionnement de
la matrice B. Par contre, cette approche n'est pas toujours utile et il peut
arriver, dans les cas extrêmes, qu'il soit impossible d'obtenir une estimation
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satisfaisante de TT, et ce malgré l'utilisation de la décomposition SVD selon
la méthode proposée à la section 4.6.

- L'effet de bord oscillatoire mis en lumière précédemment est, par moment,
assez troublant puisqu'il amène parfois la formation de modes secondaires
dans les queues de la densité estimée correspondant à des régions où au-
cune observation n'est retrouvée. De plus, cet effet de bord semble assez
irrégulier puisqu'il est présent à divers degrés d'intensité dans les densités
reconstruites à partir des échantillons simulés.

Il est certain que l'attrait principal de la technique proposée ici est son
étonnante simplicité. Les techniques déjà existantes (voir section 4.1) ont ceci
en commun qu'elles sont toutes beaucoup plus complexes et extrêmement exi-
géantes numériquement. De ce fait, la méthodologie développée ici présente un
intérêt certain. Finalement, même si elle demande certainement quelques ajuste-
ments, la méthode nous semble très prometteuse, vu la popularité croissante des
méthodes bayésiennes empiriques.

u
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Conclusion

Notre but premier était ici d'obtenir, en utilisant les bases d'ondelettes, une
technique de calcul bayésien alternative aux méthodes classiques telles que l'ap-
proximation gaussienne de Naylor et Smith (1982), l'approximation laplacienne
de Tierney et Kadane (1986), l'échantillonneur de Gibbs et les simulations de
Monte-Carlo avec fonction d'importance ou avec chaînes de Markov. Par le fait
même, nous souhaitions élargir l'utilisation des ondelettes à d'autres champs de
la statistique.

Pour cela, nous nous sommes intéressés d'abord au cas des modèles bayésiens
où le paramètre d'intérêt est le paramètre de position, noté 6', de la vraisemblance
associée à une seule observation X. Dans ce contexte bien particulier, nous avons
utilisé la base d'ondelettes de Haar afin de construire des approximations de la
densité marginale de J5C, de l'estimateur bayésien de 9 en considérant la fonction
de perte quadratique, et de la perte espérée a posteriori de cet estimateur. Les
résultats obtenus ont par la suite été généralisés au cas beaucoup plus intéressant
d'un modèle basé sur plusieurs observations X^, X^, ... , Xp. Ce cas est en ef-
fet plus intéressant puisqu'il amène souvent à l'emploi de l'une des techniques
classiques mentionnées plus haut, tout particulièrement lorsqu'il n'existe pas de
statistique exhaustive pour 6.

Voyons maintenant les avantages et les inconvénients reliés à l'utilisation des
approximations développées aux chapitres 2 et 3 dans le contexte de l'estimation
bayésienne d'un paramètre de position. Tout d'abord, les approximations de la
densité marginale de X (dans le cas du modèle à une seule observation) et de
l'estimateur de Bayes et de sa perte espérée a posteriori (dans le cas des modèles
à une ou plusieurs observations) ont été conçues pour les avantages techniques
suivants.

0

- Les méthodes classiques donnent habituellement des approximations point
à point des fonctions à .approximer. Ainsi les approximations résultantes
doivent être calculées une fois les valeurs Xi, X-s,, ... , Xp observées. La
méthode d'approximation développée ici permet d'approximer les quantités
d'intérêt par des formes fonctionnelles pouvant facilement être construites
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avant la prise des données. De plus, ces formes fonctionnelles permettent,
lorsqu'elles sont construites avec soin, l'étude de certaines caractéristiques
théoriques liées au modèle considéré, telle la robustesse de l'estimateur
bayésien.

- Les approximations gaussienne et laplacienne demandent une étude théori-
que plus approfondie du modèle particulier considéré, alors que l'application
de la méthode d'approximation que nous avons proposée ne requiert que la
connaissance des fonctions de répartition associées aux densités employées
dans le modèle et des valeurs fixées des hyperparamètres. Pour le reste, la
méthode d'approximation est automatique.

- Les méthodes itératives (comme l'échantillonneur de Gibbs et les simula-
tiens de Monte-Carlo), quoique généralement simples d'application, peuvent
devenir assez difficiles à employer. En effet, dans certains cas, la densité a
posteriori amenée par le modèle bayésien ne peut être écrite de façon ex-
plicite. Il est alors bien difficile (du point de vue numérique) de remployer
pour générer des variables aléatoires. Il arrive aussi que ces techniques aient
des problèmes de convergence. Ce n'est pas le cas avec notre méthode puis-
qu'elle n'est pas itérative.

- La méthode proposée est très simple à utiliser. En effet, toutes les formules
nécessaires au calcul des approximations obtenues sont relativement simples
et faciles à manipuler.

De plus, grâce aux deux exemples étudiés à la section 2.7, nous avons pu établir,
pour les approximations construites à l'aide de la base de Haar, les avantages
pratiques suivants.

- La technique de calcul semble extrêmement efBcace au niveau de la précision
des approximations construites. En fait, l'ef&cacité de la méthode est telle
qu'un niveau de J= l, 2ou, au plus, 3 est habituellement suffisant, même
si les différents résultats théoriques obtenus nous assurent de la qualité des
approximations uniquement lorsque le niveau J est choisi assez grand.

- Il est parfois possible d'augmenter de manière considérable la précision des
approximations utilisées en augmentant la valeur de C, plutôt que celle
de J, où TV = C2 est le paramètre contrôlant le nombre de termes des
sommes tronquées Sf{x). Ainsi, une nette amélioration du comportement
des approximations considérées peut être obtenue avec une augmentation
linéaire du nombre de termes de ces sommes.

- Si les deux densités composant le modèle bayésien satisfont toutes les condi-
tiens de régularité données aux théorèmes 2.1 et 2.10, il est possible d'avoir
des approximations adéquates en retenant relativement peu de termes pour
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les sommes tronquées S'f{x). En efïet, il suffit pour cela d'obtenir les ap-
proximations de façon à calculer les coefficients bo jk à partir de la densité
la plus concentrée.

La technique d'approximation comporte aussi certains désavantages. Les princi-
paux, aussi mis en lumière par les exemples de la section 2.7, sont les suivants.

- Le choix de J est assez simple, mais la détermination d'une valeur adéquate
de C peut devenir plus complexe. En effet, les critères de sélection de C
identifies à la section 2.6 et donnés par les équations (2.55) et (2.56) mènent
souvent à une valeur très grande de CI, parfois inutilement élevée.

- L'approximation de la perte espérée a posteriori de l'estimateur bayésien
semble être plus difficile que celle de la densité marginale ou de l'estimateur
de Bayes lui-même. Il nous faut donc considérer des plus grands niveaux
(typiquement, J = 2 ou 3) et des plus grandes valeurs de C lors de l'ap-
proximation de la perte espérée a posteriori de ÔB^}. Ceci peut augmenter
considérablement la difficulté numérique du problème et se traduire, en pra-
tique, par une forte croissance du temps de calcul requis.

Comme nous l'avons mentionné au début de cette thèse, nous pensons que les
ondelettes offrent une multitude de possibilités dans le cadre du calcul bayésien.
La technique d'approximation présentée aux chapitres 2 et 3 en est un exemple.
Cependant, comme nous l'avons aussi mentionné, nous souhaitions ici explorer
plusieurs avenues dans lesquelles les ondelettes peuvent s'engager afin d'offrir de
nouvelles solutions à des problèmes bayésiens. Au chapitre 4, nous avons ainsi
proposé une méthode d'estimation non paramétrique de la densité a priori d'un
paramètre de position. Cette méthode repose essentiellement sur l'approximation
de la densité marginale d'une observation X développée au chapitre 2. Elle permet
de constater que les ondelettes s'appliquent effectivement à plusieurs types de
problèmes bayésiens, mais surtout que la technique d'approximation proposée
aux chapitres 2 et 3 a elle-même un potentiel intéressant d'application à d'autres
problèmes.

L'estiraateur par déconvolution de la densité a priori d'un paramètre de
position, noté n j, est donné par la définition 4.1. Nous avons démontré, à la
section 4.5, qu'en rajoutant une nouvelle hypothèse de régularité à celles faites
précédemment, cet estimateur satisfait les critères de convergence habituels. Re-
voyons maintenant les caractéristiques pratiques importantes de l'estimateur TTJ
identifiées à la section 4.6 et lors de l'étude de l'exemple simulé présenté à la
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section 4.7.1. Commençons d'abord par discuter des avantages principaux reliés
à l'utilisation de l'estimateur de la densité a priori de 0.

- Encore une fois, la méthode développée n'est pas une méthode itérative.
Ainsi, aucune simulation longue et difficile n'est nécessaire.

- Comme précédemment, la méthode proposée est très simple à utiliser. En
effet, toutes les manipulations nécessaires à l'obtention de TTJ, ou à une
forme corrigée de Tfj (voir section 4.6), sont relativement simples.

- L'estimateur TTJ correspond à une estimation par histogramme de la densité
a priori de 0. Ainsi, -n-j est un objet mathématique en général facile à in-
terpréter et à manipuler. Plusieurs applications de la technique d'estimation
peuvent être envisagées en utilisant comme base TTJ. En effet, cet estimateur
nous semble être tout indiqué pour des problèmes plus généraux tels que
l'estimation bayésienne empirique ("Bayes empirical Bayes estimation") et
la construction d'intervalles de confiance bayésiens empiriques ou de cotes
de Bayes empiriques.

Les principaux désavantages liés à l'utilisation de l'estimateur TTJ sont les suivants.

- L'estimateur TTJ- n'amène habituellement pas une estimation bona fide de
la densité a priori. Il faut alors utiliser la forme tronquée et renormalisée
de TÎ-J définie à la section 4.6. Izenman (1991) discute plus en détail de
cette difficulté rencontrée avec plusieurs estimateurs non paramétriques de
densités.

- Comme nous l'avons dit plus haut, la méthodologie présentée amène à une
estimation par histogramme de la densité a priori. Bien que ceci puisse être
vu à plusieurs égards comme un avantage, il reste qu'à cause de ce fait, la
densité estimée n est jamais continue.

- Les dif&cultés liées au mauvais conditionnement de la matrice B sont parfois
très importantes. Ainsi, même en utilisant la décomposition SVD comme
nous l'avons proposé à la section 4.6, il arrive qu'une reconstruction satis-
faisante de la densité a priori ne puisse être obtenue.

- L'exemple simulé de la section 4.7.1 a mis en lumière un phénomène d'os-
dilation qui semble être présent à divers degrés d'intensité dans les densités
estimées à l'aide de la technique proposée. L'efFet de bord oscillatoire ainsi
identifié est par moment particulièrement troublant puisqu'il peut amener
l'apparition de modes secondaires dans les queues de la densité estimée
associés à des régions où aucune observation n'est présente.

Finalement, le but premier de cette thèse a été atteint. En effet, notre but était
d'explorer diverses possibilités d'application des ondelettes dans le domaine du
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calcul bayésien. Pour cela, nous avons ici proposé une technique d'approximation
numérique des moments a posteriori d'un paramètre de position 0. A partir de
cette méthode, nous avons montré comment construire des approximations de
l'estimateur de Bayes de 6 et de sa perte espérée a posteriori et, dans le cas
d'un modèle composé d'une seule observation, de la densité marginale de celle-
ci. La méthode semble à la fois simple et précise, et elle nous paraît facilement
applicable à d'autres problèmes bayésiens reliés aux moments a posteriori de
0 ou à la densité marginale des observations. Ceci sera certainement le sujet
d'investigations futures.

Nous avons aussi présenté, dans un contexte bayésien empirique, une méthode
d'estimation de la densité a priori de 0. Cette méthode nous semble très promet-
teuse et recevra beaucoup d'attention de notre part dans l'avenir. Comme nous
l'avons mentionné plus haut, elle nous semble particulièrement indiquée pour cer-
tains problèmes bayésiens empiriques. Ceci devrait nous amener à étudier plus
à fond certains aspects théoriques reliés à la méthode proposée. Par exemple,
l'utilisation de la forme tronquée et renormalisée de l'estimateur de la densité
a priori est très simple en pratique, mais les conséquences théoriques de cette
modification de TTJ ne sont pas claires. Les conséquences théoriques de l'utilisa-
tion de la décomposition SVD pour le calcul de TTJ, lorsque la matrice B est mal
conditionnée, ne sont pas non plus évidentes. Aussi, une correction naturelle à
apporter à la discontinuité des densités estimées pourrait être de substituer à la
base de Haar, dans le développement de l'approximation de la densité marginale
des observations Xi, X^, ... , Xp, une base d'ondelettes continues comme les
ondelettes de Daubechies d'ordre supérieur à un. Finalement, d'un point de vue
pratique, il serait certainement intéressant d'amener un correctif à la méthode
employée afin de minimiser l'efFet de bord oscillatoire dont nous avons parlé plus
haut. Tous ces détails feront l'objet de recherches futures.

0
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Annexe A
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Cette annexe a pour but ultime de prouver deux propriétés extrêmement
utiles découlant de l'analyse multirésolution et employées au chapitre l. D'abord,
si 0 est une fonction d'échelle, alors

<f){x)dx=±l. (A.l)
IK

Puis, si ip est la mère des ondelettes qui lui est associée, alors

^{x)dx=0. (A.2)
IR

Plusieurs approches permettent d'arriver à ces résultats, mais celle que nous
présentons ici est très similaire à celle préconisée par Mallat (1989a) et Hardie et
al. (1998).

La technique employée par les auteurs mentionnés plus haut utilise plusieurs
arguments provenant de la théorie de Fourier. Avant de débuter l'argumentation
qui nous mènera aux résultats souhaités, nous commençons donc par un bref
rappel des points importants de cette théorie. Pour en savoir plus sur le sujet, le
lecteur peut consulter Bracewell (1978), Rudin (1987, chapitre 9), Walker (1988)
et Walnut (2002, chapitres 2 et 3).

D'abord, nous définissons la transformée de Fourier et donnons quelques unes
de ses propriétés.

Definition A. 1. La transformée de Fourier d'une fonction f ç. ^ (K), notée
y (f), ou plus simplement f, est donnée par

^(/)(5)=/(s)= / f{x)e-ix3dx Vs
fR

e R.

Proposition A.1. La transformée de Fourier f de f ç C1(R) est continue et
respecte

/(0) = / f{x)dx,
rR
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et

0

lim /(s) = 0.
3-^±00

De plus, dans l'éventualzté où f ç ^2(R), nous avons alors aussi que f £ ^2(R).

Dans le cas où / € /^ (R) est continue, il est parfois possible de la retrouver
entièrement à partir de sa transformée de Fourier. Cette propriété d'inversion est
appelée transformée de Fourier inverse et est donnée par la proposition suivante.

Proposition A.2. Si f ç £1(R) esi continue, et si f ç C1(R), alors

^ J fWsxds=f{x} V^6R.
Nous notons la transformée de Fourier inverse

^^=iiwe'°ds-
et pouvons ainsi écrire simplement

^-\f){x)=f{x) Va; çR.

Si nous avons plutôt que / est continue et 27T-périodique (c'est-à-dire périodi-
que et de période 2?r), la théorie de Fourier permet d'obtenir un développement
en série de / à l'aide de coefficients très semblables à une transformée de Fourier.
La proposition suivante donne la façon exacte de procéder.

Proposition A.3. Si f ^ ^l(0,27r) est continue et'2^-périodique, alors elle peut
être représentée par

ikxf[x}=Y^c^kx V2;€
fcez

où les coefficients Ck sont donnés par
•27T

ck-i[nx}e-ikxdx.

Notons que la série obtenue à partir d'une fonction / e ^Cl(0, 27r) à l'aide du
résultat précédent est appelée série de Fourier de la fonction /.

Un dernier concept important de la théorie de Fourier, est celui de convo-
lution. En effet, ce concept nous amène au résultat qui est possiblement le plus
remarquable de cette branche des mathématiques appliquées, soit ce qu'il est
convenu d'appeler le théorème de convolution.
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Definition A.2. La convolution entre deux fonctions f et g de >Cl(R), notée
f * g, est donnée par

f*g(x)= l f(s)gÇx-s)ds V3;çR.
rR

Notons qu'il est possible de montrer que /*p € £1(R) et que f*g est continue
(voir Walnut, 2002, section 3.4).

Théorème A.l. Si f e C1(R) et g ç /:X(R), alors

W^)(5)=/W(s) Vs e R.

De plus, si f G /:2(R) et g ^ £2(R), a^or5

^~\fg)W = f * g(x) VrceR.

Il nous est maintenant possible de passer au coeur du sujet. Les notions pré-
cédentes peuvent être employées afin d'arriver aux équations (A. l) et (A.2). Nous
obtenons d'abord deux lemmes traitant d'une fonction notée mo. Cette fonction
permet d'obtenir la construction menant aux résultats souhaités. Le premier de
ces lemmes définit la fonction my et donne le lien l'unissant à (f). Le second donne
le lien unissant mo s, ip.

Lemme A.l. 5'z çii € £1(R) n ^2(IR) est une fonction d'échelle, alors il existe
une fonction mg continue et 27r-périodique telle que

(^(s) = mo (J) ^ (J) Vs £ R.
Démonstration. D'abord, grâce à l'équation (1.6), nous avons

^(•E) = ^ "fc^(22; - ^) = -7^^ ak<Pik(x).
kç.î Â;CZ

En appliquant la transformée de Fourier de chaque côté de cette égalité, nous
obtenons

^ _^
^(s)=-^>^afc^(s)-

^àï
'Jt
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Par ailleurs,

^,(s)=V2 / (}){2x-k}e-ixsdx
IR

=-^= [ ^x)e-^x+k^dx
'K

=4^e-îfti l (f){x)e-ix^dx
v/2" JR

=7ie^œ-
Ainsi,

^)=|^(|)E^e-tfct

=mo(j)^(i)-
où la fonction mo est évidemment donnée par

l

fcCZ

mo(^)-^^e-^.

(A.3)

DCette fonction est clairement continue et 27T-périodique.

Lemme A.2. Si (f) ç £1(R) n C (R] est une fonction d'échelle, et si t{} est la
mère des ondelettes qui lui est associée, alors

^{s} = mo (7T + J)e-^+t)<^ (J) Vs e R,
où mo{x) représente le conjugué complexe de mo(x).

Démonstration. D'après I'equation (1.11),

V'(^) = ^(-l)feai-^(22; - &) = -^ ^(-l)Aai-^i,(2;).
En procédant comme au lemme A. l, l'équation (A.3) amène

^s)=7iÇ(-l)fcal-^lic(s)
=^©B-Di'.-e-ti.

A;ez
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Maintenant, par une simple substitution, nous pouvons écrire

^(s)=j^(j)E(-l)(l-fc)^e-î(l-fc)t
feez

=|^(i)EB*e-'<I-'!>('+{)
=ie-I^t)^(|)^a,eI^t),

fcez

puisque e = —l. Finalement, en remarquant que

fcçZ

nous obtenons bien le résultat voulu.

^a,e^t)=mo(.+J),
D

Le prochain lemme donne une propriété des fonctions d'échelle qui n'a pas
été présentée aux chapitres précédents, puisqu'ayant trait à la transformée de
Fourier d'une fonction d'échelle. Ce résultat sera employé dans le but de déduire
les lemmes A.4 et A.5. Ces lemmes caractérisent le comportement de la fonction
mo.

Lemme A.3. Si (f) E C1(R') n/^2(E) est une fonction d'échelle, alors
|2

^|^(S+27TÂ;)
fcez

l Vs eR.

Démonstration. D'abord, posons

h{x) = çi> * 4>-{x},

où (f)-{x} -= <p(—x). Notons que d'après le théorème de convolution,

h{s)=àW_{s).

Par ailleurs, comme ici ^) est une fonction réelle,

4>-(s)= l ^(x)e-ixsdx
's.

^{x)eixsdx

=w,
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h(s) = <f>W{s) = ]^(s)
2

Maintenant, posons

SÇx) =J^\4>(x+27vk)[ =j^h{x+27Tk).
À6Z

/-^
jfcez

Notons qu'en vertu de la proposition A.l, S est continue. Notons également que
5' est 2-Tr-périodique, et que 5' £ /^ (0,27r). En effet,

>27T

ro

•27T

SÇx)\ dx=
'0

IS
fcez
•27T

k{x + 27TÂ;)

kç.Z Fo
< ^ / \h{x+27Tk)

dx

dx

kçZJ27rk

=^[^)1

2v(k+ï)

h^x) dx

dx

ç{x}
2
dx < +00,

puisque (j) e £2(R). Ainsi, S peut être développée en série de Fourier, ses coeffi-
cients étant donnés par

0
-27T

Cn=^ l S(x)e-lnxdx.
0
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Calculons ces coefficients,

r-2v f^-^.

^ng^—)e-
>2îT

h(x + 27Tk)e-inxdx
27r^^

dx

'27T(fc+l)= ^ E r h^)e-in(s-2^ds
T^J^k

l ^^ .„ , y2^(fc+l) ,
= — ^ e^nk l ' h(s~)e-insds.

feez

Or, comme eî27r = l, alors nous avons aussi

,i2vnk __ ink
e" = lnK = l,

pour n, A; € Z. Les coefficients cherchés peuvent donc s'écrire, d'après le théorème
de convolution, comme

'27T(fc+l) ^
c" = o^E L h(s)e-insds

Iiz-/2^

=-^- [ h{s)e-insds
fR

=^ (À) (-n)
= h(-n),

puisque /i = ci»* <?!)_ et que la fonction d'échelle respecte <j) ç. ^1(R) n ^2(R).
Par ailleurs, nous pouvons obtenir, pour n £ Z,

h(—n) = (f)* (/)_{—n)

<f)(s)^^{-n - s)ds
'R

(f) (s) (f) {s + n) ds
/K

= So(-n),
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d'après l'équation (1.1). Donc, pour n e Z, il est clair que

cn = ^O(-n) = ^On =
l si n = 0,

0 sinon.

0

Finalement, comme S est continue, son développement en série de Fourier
amène

S{x) = y^ c^e
nez

—inx

=^5one—=l,
nez

pour re € K. D

Maintenant, les lemmes qui suivent ont pour but d'étudier le comportement
de mo. Ils constituent la dernière étape avant d'arriver au but visé ici, soit la
démonstration des équations (A. l) et (A.2).

Lemme A.4. Si 4> £ ^1(R) n ^ (R) est une fonction d'échelle, alors la fonction
mo satisfaisant le lemme A. l satisfait aussi

2 |2|mo(s)|" + |mo(s+7r)|/s = 1 Vs e R.

Déinonstration. D'abord, par le lemme A.l, nous avons

çi>(2s + 2-7T À;) = mo(s + 7TÂ;)çi>(s + 7TÂ;),

pour s e K, ce qui nous permet aussi d'écrire

|2

•^

\(J)Ç2S + 2TTk)\ = |mo(s+7TÂ;)| (^(S+TTÂ:)

D'autre part, le lemme A.3 amène que, pour s e R,

\<f>(2s + 2-TTk~)\

2

fe6Z

= l.
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En jumelant ces deux informations, nous avons

l = ^ |mo(s +TTÂ;)| (^(s +7TÂ;)
feez

= ^ |mo (s + 7T(2fc)) |2 |^ (S + 7T(2Â;))|
fcez

+ ^ |mo (s + 7r(2À; + l))|2 |^ (S + 7T(2Â: + l))
fcez

= ^|mo(s+27Tfe)| 0(s+2îrA;)
Aez

+^|mo(s+7T+27TÂ;)| ^(S+7T+27T/S) .
A;ez

Maintenant, notons que

mo(s+27TÂ;) = mo(s) VA; e Z,

et

mo(s+TT+27TÂ;) = mo(s+7r) VA; £ Z,

la fonction mo étant 27r-périodique. Nous avons donc

\2^\^s+27Tk)[ +\mo{s+Tv)\2V
feez ^ fcez

Finalement, encore une fois grâce au lemme A.3,

2

2 _ j j2

l = |m,o(s)| ^ <^(s+27T/,;) + |mo(s+7r)|2^ 0(s+TT + 27TÂ;) . (A.4)

^ (^(s+27i-A;) = ^ ^(S+^+27TÂ;)
fcçZ fcçZ

2
=1 Vs e E,

et, en remplaçant ce dernier résultat dans l'équation (A.4), nous obtenons l'égalité
recherchée, soit

|mo(s)| + [mo(s+7T)| = l,
Dpour 5 £

Lemme A.5. Si (j) ç /21(R) n ^2(R) est une fonction d'échelle, alors pour la
fonction mo satisfaisant le lemme A.l, nous avons

|mo(0)|=l.
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Démonstration. D'après le lemme A.4,

|mo(0)|2+|mo(7r)|2=l,

et il est donc possible d'affirmer que

|mo(0)| < l.

Maintenant, supposons que

|mo(0)|<l,

et montrons que nous arrivons alors à une contradiction.

D'abord, d'après le lemme A.l, nous avons, pour s G R,

W = v (J) mo (J)
=^(Dmo©mo(j)
=:---=^^(^)nmo(^)

=w)nm,(^),
î=l

(A.5)

(A.6)

car (f) est une fonction continue. Par ailleurs, comme mo est aussi continue, il
existe uj <let £ >0 telles que

|mo(s)|^^<l Vs e (-£,£),

et ce, de par l'équation (A.6). Ainsi, pour tout s e K, il existe A^ G N tel que

et donc tel que

-£ < ^ <£. Vî > ^V,,

mo (^) l < ^ Vî > ^.
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00

1=1

Alors, pour s ç R,

|^)|= |^0)| n |mo(^
T=T

Ns

i=l

J^
i^iini

s
m0^

i=l

s
m0^

nimo(?)l
'.=NS

n-)
\Z=NS

=0,

puisque

et que

<^(0) = / cl){x)dx< f \<p(x}\dx <+oo,
'IR JK

n|mo(^)|<+oo,
i=l

(A.7)

car mo est continue et le nombre de termes apparaissant dans le produit est fini,
et que finalement,

00

n^=o,

puisque ci; < l,

Ainsi, l'équation (A.6) amène à la conclusion que

cf)(s} =0 Vs ç R,

et donc que

(/){x) =0 Va; e R,

qui est un résultat clairement inacceptable. En gardant en vue l'équation (A.5),
il est donc nécessaire d'avoir |mo(0)| =1. D

Finalement, voici les détails plus précis menant aux équations (A. l) et (A.2).
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Théorème A.2. Si (f) ç £1(IR) n £2(R) es^ une fonction d'échelle et, si i}) est la
mère des ondelettes qui lui est associée, alors

et

^>(x)dx = ±1,
/K

i/}{x) dx = 0.

(A.8)

Démonstration. Nous commençons par remarquer que le lemme A.5 permet de
conclure que

|mo(27rA;)| = l VA; e Z,

la fonction mo étant 27T-périodique, et donc que pour j > l,

|mo(2J7rÂ;)| =1 VfeeZ.

Par ailleurs, d'après le lemme A.l, pour j ^ l,

^(2J+17TÂ;) = mo(2^Â;)(^(2^fc) VA; £ Z,

et donc, d'après l'équation (A.8),

\4>{23+17rk)\ = \mo{237Tk)\\^237Tk)\
= |^(2J7TÂ;)|.

Maintenant, l'équation précédente permet aussi d'écrire, pour j ^ l,

|^(2J7rA;)| = |<^(27rÂ;)| VA; e Z.
En passant à la limite, nous obtenons

|^(27rÂ;)| = Urn |^(2J7Tfc)| =0 VA; e Z(Â; ^ 0),

puisque des propriétés des transformées de Fourier, nous tirons

Urn 0(s)=0.
s^±oo

(A.9)

Finalement, d'après le lemme A.3,

E|^27rA)|'
fcez

=1,

d'au, en enlevant tous les termes nuls donnés par l'équation (A.9),

\m\= l.
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Ceci implique finalement que

<p(x) dx = <^(0) = ±1.

Passons au deuxième résultat donné par le théorème. Les lemmes A.4 et A.5,
permettent de conclure que

|mo(7T)|2=l-[mo(0)|2=0,
et donc que

mo(7r) =0.
Maintenant, en utilisant le lemme A.2 et l'équation précédente, nous avons

^(0)=mo(7T)e-î7r^(0)=0,

puisque e = —l et que d'après l'équation (A.7), çi>(0) < +00. Ainsi,

i/;(x) dx = ^(0) = 0,
<R

ce qui complète la preuve des résultats d'intérêt. D

'J
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Annexe B

Dans cette brève annexe, nous obtenons les équations récursives présentées
à la section 1.5. Ces équations relient les divers niveaux de coefBcients des on-
delettes et des translatés de la fonction d'échelle. Mallat (1989b) a construit son
algorithme pyramidal à partir de ces relations récursives. Cet algorithme, aussi
appelé algorithme en cascades ("cascade algorithm"), permet de passer d'un ni-
veau de coefRcients au suivant ou au précédent. Sa simplicité et son efficacité ont
grandement contribué à la popularité des ondelettes.

Le premier résultat présenté ici permet, à partir des coefficients des translatés
de la fonction d'échelle d'un niveau donné, d'obtenir tous les coefficients du niveau
précédent. Ainsi, il est possible, selon l'équation (1.36), de décomposer toute
projection orthogonale f j d'zine fonction / en deux parties distinctes. D'abord, les
coefficients des translatés de la fonction d'échelle du niveau précédent permettent
de construire /j_i, la projection orthogonale de / au niveau précédent. Puis, les
coefficients des ondelettes du niveau précédent permettent de retrouver les détails
de f j qui ne sont pas exhibés par /,-_i.

En répétant le procédé plusieurs fois, il devient donc possible de décomposer
toute projection orthogonale f j en une approximation de base f j (J < j), et en
une série composée de différents niveaux de détails.

Théorème B.l. Si (j) £ £ (M) est une fonction d'échelle, si ip est la mère des
ondelettes qui lui est associée, si f ç ^ (K), si

et si

alors

0

Cjk = < /, ^-A > Vj, /s e Z,

djk=<f^jk> VJ,Â;€Z,

Cjk = —^ ^> , 0'm-2kC(j+l)m V^, À; € Z,
'^iz
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et

0

d3k = -^ Y ,(-l)mai+2fc-mC(j+l)m Vj, A; G Z,
v"mez

o'û {cik}ke'z Gst la suite de filtres associée à (j).

Démonstration. D'abord, pour les coefficients cjk, nous avons

cjk = l f{x}(j)jk{x}dx
fR

= 2J/2 / f(x)(p{2jx - k) dx.
'R

Maintenant, l'équation (1.6) amène

C,fc = 2^'/2 / /(3;) l ^ a^<?i> (2(2^ -fc) -m) | &
/K \^z

= 23'2 Y^ a^ l f{x)^ {23+lx - {2k + m)) dxz^
mez 'R

Im l f{x)^j^^k+m){x)dx./9—^
mez

a.'m
v ^ IR

l
amCy+l)(2fc+m).

mez

De là, un simple changement de variable permet donc de conclure que
1 V-

Cjk ^ ~/^ Z_, am-2kC(j+l)m,V2
mez

pour j,k ç Z.

Pour les coefficients des ondelettes, nous avons

d3k = l f{^}'lPjk{x} dx
IR

= Vlî l f(x)^{2jx - k) dx,
'R

et l'equation (1.7) amène donc

d,, = 2^'/2 /_ /(^) j ^ ^(^ (2(2^ - A;) -m) ) &,
/K \^
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où {bk}kçz est la suite de filtres associée à -0. Maintenant, il suffit de reprendre
les mêmes étapes que précédemment pour ainsi obtenir

d-jk = —f^ ^ ^ bm-2kC(j+l)m-ijk ^^
mez

Finalement, grâce à l'équation (1.10), nous pouvons écrire

djk = —^ Y ,(-l)m- ai+2fc-mCy+l)m,
^^

ou, plus simplement,

pour j, fc G Z.

djk == -^ ^ ,(-l)mai+2fc-mCQ-+l)m,v/2â'z
D

Maintenant, trois nouveaux résultats nous sont indispensables pour obtenir
la dernière équation recherchée et donnée par le théorème B.2. Ils sont présentés
par les lemmes suivants.

Lemme B.l. S'i, (f) ^ ^ (K) est une fonction d'échelle et si {ak}kç'z, est la suite
de filtres qui lui est associée, alors

< 4>jk, 4>(j+\)l >^ -^^ al-2k Vj, k,l çZ.

Démonstration. Il suffit, encore une fois, d'employer l'équation (1.6). En effet,
nous avons alors

<^k,<P(j+i)i> = l ^jk{x)(f>(j+i)i(x) dx
'R

=y/2 ^ ^x-k)^^{x)dx
= 2J/2 / ( ^ a^ {2{23x-k) - m) ) ^y+i);(rc) ^

/R V^z

= 2^'/2 ^ a^ /_ (^ (2^'+12; - (2fe + m)) ^(,+i)((^) ^
m£Z

l V-
^ Qm /_ ^y+l)(2fc+m)(a;)<^(j+l)i(^) ^-

JRmëZ
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Ainsi, nous obtenons

< 4)]k, ^0+1); >== ~7^ Sam < Ç'>(j+l)(2Â;+m), ^(j+1); > ,
m£Z

et l'équation (1.1) amène

m£Z

l v^> ^ l
< (f>jk, ^(j'+l); > == -7^ ^ ^ amû(2fc+m)i = —^ O-l-îk,

mez

pour j,k,l G Z. D

Lemme B.2. Si (/) e ^2 (IR) est une fonction d'échelle et si T? est la mère des
ondelettes qui lui est associée, alors

< ^-fe, ^-+1); > = -^ (-l)'Ûi+2fe-; Vj, k,l ez,

où {a,k}kez es^ la suite de filtres associée à ci».

Démonstration. Nous devons cette fois plutôt employer l'équation (1.7). Nous
avons effectivement

<^jk^{j+l)l> = l '^jk{x)<f)(j+l)l(x') dx
'R

=2^2 ^(Vx-k)4>^)i{x)dx
= 2^'/2 /_ ( ^ b^ (2(2^ -^) - m) | <^(,+i);(a;) &,

7R \^i

où {bk}kez correspond à la suite de filtres de ^. II suf&t maintenant de procéder
comme au lemme B.l pour obtenir finalement

< tpjk, ^0+l)i >= —^ k-2k-

Ceci est équivalent, d'après l'équation (1.10), à

< ^,^+i); > = -^ (-l)i-2fcai+2/c-;
l

= —^ (-1) (ïl+2fc~;

pour j,k, l 6 Z. a
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Lemme B.3. Si (f) ç C2(R) est une fonction d'échelle, si f ç C2{R), si

cjk = < /, ^jk > Vj, À; e z,

et si f j est la projection orthogonale de f dans Vj, c'est-à-dire

fAX) =^Cjk<Pjk(x),

alors

<fj^jk>=Cjk Vj,A;€Z.

Démonstration. Ce résultat s'obtient directement de la définition de f j et de
l'orthonormalité de la suite {^fc}fcez, puisque

< fj^jk > = l fj{x)(f)jk{x) dx
'K

^ Cjm(f)jmW (J)jk{x}dx
<mez

=^cjm / (t)jm{x}(f)jk{x) dx
mTz JR

= ^Cjm < (t)jm,<Pjk > ,
m£Z

et donc, d'après l'équation (1.1),

< f j, (f)jk >'= Y , CjmSmk = Cjk,
m£Z

pour j, À; £ Z. D

Passons finalement à la dernière relation recursive sur laquelle repose l'algo-
rithme de Mallat. Cette relation permet de trouver les coefficients des translatés
de la fonction d'échelle d'un niveau donné en regroupant les coefficients du ni-
veau précédent. Ainsi, toujours selon l'équation (1.36), le prochain résultat rend
possible la reconstruction d'une projection orthogonale /., à partir d'une approxi-
mation initiale f j et des niveaux de détails appropriés, soit de Jàj —l.

Théorèrae B.2. Si (f) ç £ (R) est une fonction d'échelle, si ^ est la mère des
ondelettes qui lui est associée, si f ç ^2(R), si

Cjk =<f, <f>jk > Vj, A; e z,
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et sî

alors

djk=<f,^jk> Vj,Â;£Z,

C0+i)fc =
l

71 ^k-îmCjm + (—1) Y ^ O-l+îm-kdjm 1

Lmez mez

où {afc}fcez est la suite de filtres associée à (f).

Démonstration. D'abord, d'après le lemme B.3 et l'équation (1.36), nous avons

C(j+l)k=< fj+l,^(j+l)k >

fj+i{x)4)(j+^k{x) dx
IR

^ Cjm^jmÇx) + ^ djm^jm{x) (^(j+i)fc(a;) da;
IR \mçZ m£Z

= Y, Cjm / Ç'>jm(2;)çt>(j+i)Â;(a;) & + ^ djm / ^•m(3;)çi>(j+l)fc(2;) rfa;
r^Z JR r^Z •7R

= ^ c^ < ^jm, <^0+l)fc > + ^C?jm < V'^, <^0+1)A > .
mçZ m6Z

Il ne reste plus maintenant qu'à appliquer les lemmes B.l et B.2 pour obtenir
finalement

l
c(J+T.)k =71 0-k-îmCjm + (-1) ^ , a-ï+îm-kdjm

_m£Z mez

)

pour j,k ç.li. D

0
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Dans cette annexe, nous présentons quelques lemmes très fortement inspirés
de Davis et Rabinowitz (1984, sections 2.9 et 3.4). Ces lemmes sont essentiels
puisqu'ils permettent d'obtenir les théorèmes 2.2, 2.10 et 2.11.

Lemme C.l. Si f ç £1(R)^ C\R) et si f e jCl(R), alors

f(s)ds-h^fÇkh)
fcez

h
<ïr

2 l7

pour tout h > 0.

Démonstration. Pour commencer, considérons
•nh

In = l /(s) ds,
'-nh

et notons que

lim In = / /(s) ds,
71—^00

ce qui correspond à l'intégrale que nous souhaitons ici approximer. L'approxima-
tion de In obtenue par la méthode du trapèze est donnée par

Tn = h \^f(-nh)+ ^ fÇkh)+^f{nh)\
^~^-1)

et, d'après Davis et Rabinowitz (1984, section 2.9), elle satisfait, en utilisant un
développement de type Euler-MacLaurin,

•nh rnh

Tn= f" f{s)ds+h l" P,(^f'(s)ds,
'-nh J-nh

où

P^)=s-[s]-^ (C.l)
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où [s] correspond à la partie entière de s. Notons que Pi respecte

|Pi(s)|^j Vs ç R.
L'erreur d'approximation associée à Tn peut donc être bornée selon

•nh

\In-Tn hl""P,^}f'{s)ds
'-nh
•nh

^LIPI(D/'w ds
-nh

<h,r\\f^\ds.
]-nh

En procédant comme Davis et Rabinowitz (1984, section 3.4), un passage à la
limite amène finalement

'K
f{s)ds-h^f(kh)

fcez

lim |4 - T,
n—>+oo

n J-n

^h.\\f
- 2 l;

quelque soit h > 0.

Lemme C.2. Si f ç £1(R)F} C2(R), si f ç C00 et si f" e £1(R), alors

D

f{s)ds-h^f{kh)
Aez

^ymioo+^iini,

pour tout h > 0.

Démonstration. Comme au lemme G.l, considérons

'n/i

In == / f(s}d3,
'-nh

et son approximation obtenue par la méthode du trapèze, soit

Tn = h J/(-n^)+ ^ /(^)+J^A)
fc=-(n-l)
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D'après D avis et Rabinowitz (1984, section 2.9), comme / € CZ(R), alors il est
possible de montrer, en. utilisant encore une fois un développement de type Euler-
MacLaurin, que Tn satisfait

^ = [ f (s) ds+^ [f\nh) - f'{-nh)] - h2 [ P, (^ f"{s) ds, (C.2)
'-nh L^ ~ ~ J-nh

où

00

P2(S)=^È
Notons qu'il est clair que Ps respecte

COS 27TJS

2^2 ^ ^;2 (C.3)

00

w\<^^=^
pour s G R, puisque

00 l 7T2

^Ï2-T
Il est maintenant possible de borner l'erreur d'approximation associée à Tn- En
effet, d'après l'équation (C.2), nous avons

\In -Tn\<^ \Î'W - î\-nh}\ + \h2 f _ P2 (^) î"^ ^\
^ l,..l , .2 rh<^\\f'\^+h2 l"~\P.(^f"{s)

J-nh
l.2 h2 yn/i

<^ll/'l|oo+^/ \f"{s)\d8,
f-71/1

ds

6

et il ne reste qu'à passer à la limite pour obtenir le résultat recherché. Nous avons
alors

IR
fÇs)ds-h^f{kh)

fc£Z

Um \In-Tn
n—f+oo

h2 h2
< ^ nioo + ^ ir

6 12 l)

quelque soit h > 0. D
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Lemme C.3. Si f ç £l(R)r\ C71(R) et si f e £1{R), alors
•oo 11 °°

f{s)ds-h\^f{a)+Y^f{a+kh)
/a L^ ^î

^^ll//lll,
pour h > 0 et quelque soit a €

De même,

f[s)ds-h\^f{a)+ ^ f{a+kh)
—00 k=—oo

4ii/- l;

pour h > 0 et a ç ~R.

Démonstration. Nous démontrons uniquement le premier résultat. Pour cela,
nous considérons cette fois

•a+nh

In = f{s)ds,
a

et notons que
'00

lim I-,
n->-oo

n f{s)ds.
a

Comme au lemme C.l, nous approximons In par la méthode du trapèze, soit ici

Tn = h
-^ n-\ -^
^/(a) + ^ /(a + fc/i) + -/(a + nh)

k=.l

Cette approximation satisfait l'égalité suivante, obtenue encore une fois par un
développement de type Euler-MacLaurin,

Tn = [ î^} ds+h ÇP, (s-^ f {s) ds,
où la fonction Pi est toujours donnée par l'équation (C.l). Ainsi, nous avons

•a+nh

n n
< hrpl{s^}f^ds

'a+nh

<h
a

Pl
s — a

•a+n/i

<i/
h

\f'^\ds,

î'^) ds

a
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ce qui nous amène à écrire

'00

f{s)ds-h
a

0°
\—^^/(a)+>;/(a+^)

2 z-^'
fc=l

^f\f^}\ds
^11/' lî

pour tout h > 0 et indépendamment de a € R.

Lemme C.4. Si f € £1(R) H C12(R), sî // G /:°° eï 52 /" e /:1(M), a^orâ

f{s)ds-h\^f{a)+^fÇa+kh)\
a L- fc=i J

^^nioo+^iirii.
pour tout a çR et h>0.

De même, nous avons également

-l

f{s)ds-h
—00

pour a 6 R et h > 0.

l^(")+ E f^+kh)
k=—oo

h2 h2
<^nico+^ii//'iii

6 12

D

Démonstration. Nous ne démontrons, encore une fois, que le premier résultat.
D'abord, comme au lemme C.3, nous nous intéressons à

•a+nh

^ = l f {s) ds,
a

et à son approximation par la méthode du trapèze donnée par

T^.=h
n

l
n-l
v~^ l

^fW+^f{a+kh)+^f{a+nh)
2 ^-^

fc=l
2-

Un dernier développement de type Euler-MacLaurin permet d'écrire

T"= r/(s) ds + ^ [/'(a + nh) ~//(a)]
+h2/p2{^ha)f"{s}dsl
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la fonction Pg ayant déjà été présentée au lemme G.2. Ceci permet de borner
l'erreur d'approximation de Tn par

\In-Tn\ < ^ \f'(a+nh)-f'{a)\ + \h2 fP^ Çs-j^ f'\s]ds
^^\\f'\^+^f \f{s)\ds.

h

En passant à la limite, nous obtenons finalement
•oo l 1 o°

fÇs)ds-h\^f{a)+^f{a+kh)
!a • L^ ^1

•'
2

^ll/'ll»^ f II \
/ lll>

soit la même borne qu'au lemme G.2, et ce indépendamment de la valeur de
a ç R. D

0
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