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SOMMAIRE

L'analyse canonique classique (AC) est une technique qui permet de réduire

la dimension du problème étudié. Elle résume la relation entre deux groupes de

variables aléatoires à seulement quelques nouvelles variables. Au lieu de considé-

rer toutes les variables de chaque groupe, Hotelling (1935, 1936) a proposé de se

limiter à l'étude de quelque combinaisons linéaires non carrelées des variables du

premier groupe à d'autre combinaisons linéaires, aussi non corrélées, des variables

du deuxième groupe. Il est un des premier à chercher à identifier et à mesurer

les relations existantes entre deux groupes de variables aléatoires. La première

application de l'AC (Hotelling (1935, 1936)) était dans le domaine psychologique.

Hotelling y a étudié les relations qui existent entre les tests mentaux (premier

groupe de variables aléatoires) et les mesures physiques (deuxième groupe de va-

riables aléatoires). Dans le cadre de ce mémoire on fait le tour de l'AC classique,

puis on expose quelques généralisations (analyse canonique à plusieurs groupes de

variables aléatoires) tel que celle de Carroll (1968), celle de Lazraq et al. (1992) et

la généralisation de Gupta (1981). La dernière partie de ce mémoire sera consa-

crée à l'étude des fonctions d'influence des variables et corrélations canoniques ;

on y exposera aussi quelques méthodes d'estimation robuste et leurs applications

à l'AC.

mots clés : analyse canonique, généralisation de Carroll, généralisation de Laz-

raq et al, généralisation de Gupta, fonction d'influence, estimation robuste.
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SUMMARY

Canonical analysis (CA) is a statistical method which reduces the dimension

of a problem dealing with the relation between two groups of random variables.

Instead of considering all the variables, Hotelling (1935, 1936) proposed limiting

the problem to a few linear fonctions of each group. In each group the linear fonc-

tions are uncorrelated whereas between the groups, they are highly correlated.

Hotelling's application was related to mental tests and physical measures. In this

master thesis a survey is made of canonical analysis, of its generalizations to se-

veral groups of random variables (Carroll (1968), Lazraq et al. (1992) and Gupta

(1981)) of the role of influence fonctions of canonical variables and correlations

and finally of the applications of robust estimation in CA.

key-word : Canonical analysis, generalization of Carroll, generalization of Lazraq

et al, generalization of Gupta, influence fonctions, robust estimation.
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INTRODUCTION

J

L'analyse en composante principale étudie les relations existantes au sein d'un

même groupe de variables aléatoires. L'analyse canonique quant à elle étudie les

relations qui existent entre deux groupes de variables aléatoires X^: pi x l et

X(-2'> : p2 x l- Elle consiste à construire, dans chaque groupe, de nouvelles variables

indépendantes (des combinaisons linéaires) telles que la première combinaison du

premier groupe ait avec la première du deuxième groupe la plus grande corrélation

possible. Ces nouvelles variables sont appelées les premières variables canoniques,

et leur corrélation est la première corrélation canonique. Les deuxièmes variables

canoniques sont les combinaisons linéaires indépendante des premières donnant

la plus grande corrélation parmi celles qui restent, et ansi de suite. Le chapitre l

traite en détail l'analyse canonique à deux groupes de variables aléatoires.

Plusieurs chercheurs ont travaillé sur la généralisation de l'analyse canonique à

plus de deux groupes de variables aléatoires. Ils ont souvent eu recours pour

construire les variables et corrélations canoniques à la maximisation d'une fonc-

tion de corrélation. Le chapitre 2 sera consacré à trois types de généralisation.

Deux sont basées sur la maximisation d'une fonction de corrélation (Carroll

(1968), Lazraq et al. (1992)). La troisième généralisation est basée sur la mi-

nimisation de la variance généralisée. La généralisation de Carroll (1968) consiste

à trouver des combinaisons linéaires des variables de chaque groupe A^Xi où A,

est l x pi , Xi piX nia, matrice des données observées du vecteur X('i\ et à

trouver aussi une variable compromis Z de telle façon que ^w,r2(Z,A,X,) soit
maximale, où Wi est un poids accordé à X^ et r est le coefficient de corrélation

linéaire simple. La généralisation de Lazraq et al. (1992) consiste à chercher l com-

binaisons linéaires des variables de chaque groupe ansi que l variables compromis
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les plus liées au sens de la mesure de liaison de Lingos et Schonemann(JÎL5') et

au sens de la mesure de Escoufîer( RV), voir Lazraq & Cléroux (1988A). La géné-

ralisation de Gupta est basée sur la minimisation de la variance généralisée. Elle

consiste à trouver des combinaisons linéaires de chaque groupe telles que leurs

variances généralisées soient minimales.

Au niveau de l'échantillon, l'analyse canonique à deux groupes de variables aléa-

foires est basée sur l'estimation des paramètres de position ^ et de dispersion ^.

Toutefois l'utilisation de l'estimateur de maximum de vraisemblance n'est tou-

jours pas un bon choix. En effet en présence d'observations aberrantes, ce choix

devient complètement non fiable. C'est pourquoi il faut, dans ce cas, utiliser des

estimateurs robustes de ^ et de ^. Dans le chapitre 3, nous commencerons par

donner les fonctions d'influence des variables et corrélations canoniques. Puis on

exposera quelques estimateurs robustes des paramètres de /^ et de ^ et leur

utilisation dans l'analyse canonique. Dans la dernière partie de ce mémoire on re-

trouve un programmes SAS qui calcule la solution de l'analyse canonique à deux

groupes de variables aléatoires, des programmes codés en Splus pour calculer la

solution de Carroll (1968), de Lazraq et al. (1992) et celle de Gupta (1981).

J
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Chapitre l

ANALYSE CANONIQUE À DEUX GROUPES

DE VARIABLES ALÉATOIRES

J

Par opposition à l'analyse en composantes principales, qui étudie les relations

existantes entre les variables d'un même vecteur aléatoire, l'analyse canonique

à deux groupes de variables aléatoires, appelée souvent analyse canonique tout

court, quant à elle, étudie les relations qui lient deux groupes de variables aléa-

toires. Au lieu de considérer toutes les variables de chaque groupe, Hotelling

(1935, 1936), a proposé de se limiter à l'étude des relations qui lient quelques

combinaisons linéaires, non carrelées, des variables du premier groupe à d'autres

combinaisons linéaires, aussi non carrelées, des variables du deuxième groupe. Ces

combinaisons linéaires sont de nouvelles variables qu'on va construire à l'aide de

l'analyse canonique. En fait, l'analyse canonique permet de réduire la dimension

du problème qu'on étudie. Si on a un nuage de points (n observations d'un pre-

mier vecteur aléatoire de dimension pi) dans un espace Rpl et un autre nuage

de points (n observations d'un deuxième vecteur aléatoire de dimension pa) dans

un espace Rp2 (les vecteurs aléatoires sont souvent observés chez les mêmes indi-

vidus), l'analyse canonique permet de projeter ces deux nuages sur un seul sous

espace Rm de dimension m <, min (pi ,^2) de telle sorte que les deux projections

soient rapprochées l'une de l'autre le plus possible. Comme elle permet aussi,

si c'est possible, en étudiant les structures de corrélation des deux vecteurs de

prédire l'un par l'autre. Les nouvelles variables vont expliquer, aussi bien que les

Pi +p2 variables initiales, la corrélation entre les deux vecteurs et cela sans perdre
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trop d'information.

Dans le cadre de ce chapitre, on verra comment l'analyse canonique à deux vec-

teurs nous permet de construire les nouvelles variables que ça soit au niveau de la

population ou au niveau de l'échantillon, dans ce sens, on définira deux concepts,

à savoir "les variables canoniques" et "les corrélations canoniques". On travaillera

d'abord au niveau de la population(section 1.2), puis ensuite au niveau de l'échan-

tillon (section 1.3). On verra aussi comment en pratique, on peut utiliser les tests

d'hypothèses pour se décider sur le nombre de paires de variables canoniques

qui seront suffisantes pour analyser les structures de corrélations (section 1.4).

La section 1.5 sera consacrée aux distributions des corrélations canoniques. On

conclura ce chapitre par un exemple (section 1.6) qui étudie les corrélations entre

le vecteur des tailles et celui des poids de 63 CONSCRITS, de leurs pères et de

leurs mères.

J

1.1. FORMULATION DU PROBLÈME

On peut trouver la formulation suivante dans Anderson (1984).

Soit X = [ l un vecteur aléatoire subdivisé en deux sous vecteurs aléatoires
^(2).

X^ : pi x l et Xw : p2><2 ( on suppose pi < p2 ), avec E(JC(1)) = p,(-l\

E{X^) = fj,(-z\ et de matrice de variance-covariance ^ = supposée

définie positive, où
s-21 s22

En=E(X(l)-^l))(^1)-^1))'

E22=E(X(2)-/.(2))(X(2)-^2))'

S^=^=E(X(1)-^))(X(2)-^2))'.

On suppose que Eii et E^ sont inversibles, et sans perte de généralité on suppose
que //(1) = //(2) = 0.
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En général, chacun des vecteurs Xw et X(2"> contient un grand nombre de va-

riables aléatoires, et on s'intéresse à chercher de nouvelles variables, en plus petit

nombre, de telle façon qu'elles expliqueront la corrélation entre les deux vecteurs

X^ et X^ aussi bien que les pi + ps variables initiales.

On cherche donc des combinaisons linéaires Uj = a^'X^ et Vj = ^'X^ ,
J < Pi i où a^ :pi x l et 7^^ :p2 x l de telle sorte que :

(i) : Ui et Vi auront la plus grande corrélation simple possible.

(ii) : Uî ne sera pas corrélée a,U\, Vî ne sera pas carrelée à Vi et ^2 et V^

auront la plus grande corrélation simple possible parmi celles qui restent.

(iii) : Uj ne sera pas corrélée à Ui pour tout ^ ^'—1, Vj ne sera pas carrelée

à Vi , pour tout l -^ j —Ïet Uj et Vj auront la plus grande corrélation

possible parmi celles qui restent.

(iv) : ansi de suite jusqu'à un maximum de pi paires de telles combinaisons

linéaires.

L(j et Vj seront définies comme les jièmes variables canoniques, et la corrélation

entre Ltj et Vj sera définie, quant à elle, comme la jième corrélation canonique.

Si on a de la chance, peu de paires de combinaisons linéaires auront des corréla-

lions linéaires simples importantes, ce qui permettra alors de réduire les dimen-

sions du problème sans perdre trop d'informations (en terme de corrélation).

On commence d'abord à travailler au niveau de la population, puis ensuite au

niveau de l'échantillon et on estimera les résultats qu'on aura trouvés au niveau

de la population.

J

1.2. VARIABLES ET CORRÉLATIONS CANONIQUES AU NIVEAU DE

LA POPULATION.

On commence tout d'abord par chercher les premières et deuxièmes variables

et corrélations canoniques, ensuite les jièmes variables et corrélation canoniques

pour j <p\ .
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1.2.1. Les premières variables et corrélation canoniques.

On veut trouver a^ et 7^1-) tels que le coefficient de corrélation simple entre

U^ = a^'X^ et Vi = 7(1)'Z(2) qu'on note par p [a^ ^W} soit maximal, p {a^\^}
est donné par :

faœ.^1)) = cov^'vl) = a(l)'si27(l)
[Var W Var (Vi)]l/2 [a(i)/Siia(i)7(D/E227(l)]l/2

On utilise la notation pÇa^,^) pour souligner que cette corrélation varie en
fonction de a^ et de 7^^ .

Le coefficient de corrélation est invariant par un changement d'échelle, on peut

donc normaliser o'(1) et 7^^ de telle façon que Var(^/i) = Var(Vi) == l .

p (a(l),7<1)) se réduit alors à p {a(l\^} = aW^^W .
Donc on a à maximiser Q;(l)/Si27^1^ par rapport à a^ et à 7^^ sous contraintes

a(l)'Siia(1) = 7(1)/S227(1) = l .

On procède alors par la méthode des multiplicateurs de Lagrange. On a :

/: (^1),7(1)) = a(l)/Si27(l) - ^ (a(l)/Ena(1) - l) - j (7(1)%27(1) - l) , (1.2.1)
où A et ju sont les multiplicateurs de Lagrange. On dérive (1.2.1) par rapport à

Ct^ et à 7^^ et on doit résoudre le système d'equations

3^r)=w'-^-o
QC (a(l),7(1))

Ô7(l)
= E'^(l) - ^27(1) = 0 .

(1.2.2)

(1.2.3)

On multiplie(1.2.2) à gauche par o;(l)' et (1.2.3) à gauche par 7(1)' et on obtient:

a(l)'Si27(l) - Xa^'^aW = Q

'V'W'^aW - ^(2)'S227(1) = 0

(1.2.4)

(1.2.5)

Or a(l)'EiiQi(1) = 7<1)'E227(1) = 1 , on obtient alors:

A = Q!(l)'Ei27^^ = ^ = 7(l)'Si2Q'(l) ( A et /A sont des scalaires). Ce qui fait que
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(1.2.2) et (1.2.3) deviennent, avec T,'^ = £21 :

17

-AEiia(l)+Si27(l)=0,

S2lQ(l) - AË227(1) = 0.

(1.2.6)

(1.2.7)

Les équations (1.2.6) et (1.2.7) sont équivalentes à:

^-AEu Ei2 ^ /a(1)^ /01
Ï21 -AS22/ \7(1)/ \0^

L'équation (1.2.7) donne:

7(l)= ^-E221S2ia(l) si A 74 0.
/\

On remplace 7^^ dans (1.2.6) , on trouve:

(1.2.9)

S7i11lSi2S221S2ia(l) = A2a(l\ (1.2.10)

J

Andersen (1984), page 483, montre que cette equation possède pi valeur propres

positives, a^ est le vecteur propre correspondant à la valeur propre A2 de la ma-

trice M = Enl2i2S221E2i - Et puisque on cherche am'XW et ^W'X^ telle que

p {ct^\^^') soit maximale, et comme on a trouvé que p [a^\^{1^ = a^'^^^ =
A, donc il suffit de prendre A = Ai égale à la racine carrée positive de la plus grande

valeur propre (non nulle) A^ de la matrice A4 .

Une fois qu'on a Ai, on prend le vecteur propre a^') de la matrice A^t correspon-

dant à la valeur propreÀ^ telle que a^''L-i-ia('^ = l, ensuite on aura ^ à partir
de (1.2.9) qui vérifie nécessairement 'j(-^ ^22^^ = l •
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En effet, ayant normalisé a^^ pour avoir a^ 'S^o;^ = l on a:

7(1)/Ï227(1) = ^aW'^^^^^aW
= ^a(l)/SnSnlEi2S221S2ia(1)
= ^W'EnMaW

1 ^Wl.= -^a(l)'EnA^1)

=1 .

J

Definition 1.2.1. Soient X^ .-pi x l , X^ : p2 x l(pi^ Pî) deux vecteurs
aléatoires, et soient les combinaisons linéaires Ui = a^'X^, Vi = ^'X(2'> à

variances égales à l et à corrélation maximale .

Z^i et Vi 5on^ rizîes les premières variables canoniques, et leur corrélation est la

première corrélation canonique.

Théorème 1.2.1. Soient X^) :pi x l , X(2) :p2x l (pi ^ Pi) deux vecteurs
'11 z-'12

aléatoires, et ^ = [ | leur matrice de variance-co variance qui est sup-
^21 ^22

posée définie positive et où Sii = Var(JC^)) et E22 = Var(^^2^) 5on^ supposées
înversiblees et S^ = Eiz = Cov{X^\XW).
La première corrélation canonique de X^ et X(2'1 est la racine carré positive de

la plus grande valeur propre non nulle \^ de la matrice A/l = Si-/£12^22 Ssi-

U-^ = a^'X^ et Vi = ^W'X{2') où a(-^ est le vecteur propre normalisé as-

sodé à la plus grande valeur propre \\ de la matrice M. et 7^^ est telle que

7^^ = •^-S221^2iQ;^1^ sonf /e5 premières variables canoniques de X^ et de X^ï) .

1.2.2. Les deuxièmes variables et corrélation canoniques.

Cherchons à présent la deuxième corrélation canonique ansi que les deuxièmes

variables canoniques .
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Soient U^ = aWXW , a^: pi xl etVz = 7(2)'^(2), 7(2) : p2 x l des combinaisons

linéaires telle que :

Var(^)=Q'(2)/Siia(2)=l ,

Var(^)=7(2)%27(2)=l .

Cov(a(2)/X(l),7(2)'X(2)) _^Donc p (Q:(2),7(2)) = ^"' ^ — ^—^—^— = a(2)'Ei27(2).
[Var(^)Var(V2)]t

On a avait dit que les deuxièmes combinaisons linéaires qu'on cherche doivent

êtres non carrelées avec les premières variables canoniques, ceci se traduit par:

Cov (^A) - Cov {aW'X^,a^'XW) = aW^^(l) = 0 , (1.2.11)

Cov (V2,Vi) = Cov (7(2)'^-(2),7(1)/X(2)) = 7<2)'S227(1) = 0 . (1.2.12)

On montrera plus tard dans un cas général que (1.2.11) implique aussi que Uî et

Vi sont non carrelées, c'est à dire a(2)7Si27(l) = 7(l)'E2iû(2) = 0 et que (1.2.12)

implique à son tour que V-s, et Z^i sont non corrélées c'est à dire ^^''L^a^ =

a(l)/Si27(2) = 0.

Donc on a à maximiser a(v>l^^{ï) par rapport à a{ï} et 7^^ sous les contraintes :

a^'Eua^ = l

7(2)/E227(2) = l

Q(2)'Eua<1) = a^'^aW = Q

7(2)'S227(1) = 7(1)/S227(2) = 0 .

(1.2.13)

(1.2.14)

(1.2.15)

(1.2.16)

On va résoudre ce système par la méthode des multiplicateurs de Lagrange .

Le lagrangien de ce système s'écrit comme :

r (a(2\7(2)) = a(2)'Ei27(2) - ^ (a^'En^2) - l) -

j (7(2)'S227(2) - l) + ^2)'Sna(1) + 07(2)/S227(1) . (1.2.17)
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On dérive (1.2.17) par rapport à a^ et à 7^) et on égalisera les équations trouvées

à zéro pour obtenir a{ï^ et ^2\ Le système d'èquations à résoudre est donc:

9£ 9aW = E127(2) - AElla(2) + "Ella(l) = 0 ' (L2-18)
8£y)=^^>-^^^E^'=o.

On multiplie (1.2.18) à gauche par a^' et on trouve:

(1.2.19)

va(l)'Siia(1) = i. = 0 puisque a(l)'Ei27(2) =0 et o'(l)'Eiia^ = 0 .

On multiplie aussi (1.2.19) à gauche par 7^^ et on trouve:

07(1)'S227(1) =0=0 puisque 7(1) E2ia(2) =0 et 7(1)/E227(2) = 0

Les équations (1.2.18) et (1.2.19) deviendront alors:

E^7(2) - ÂEn^2) = 0 ,

S21^ -/.S227(2) = 0 .

(1.2.20)

(1.2.21)

Les équations (1.2.20) et (1.2.21) sont équivalentes aux équations (1.2.2) et (1.2.3),

donc a(ï) sera le vecteur propre normalisé correspondant à une valeur propre non

nulle de la matrice A4 vérifiant, en plus de la contrainte (1.2.13), la contrainte

(1.2.15). Et ^ sera ^ = ^-S^Szia^2) et qui, en plus qu'elle vérifie nécessai-
rement 7(2)/E227(2^ = l, doit vérifier la contrainte (1.2.16).

On cherche à maximiser la corrélation canonique qui comme auparavant sera la

racine carrée positive de la plus grande valeur propre non nulle de la matrice M,

telle que le vecteur propre lui correspondant a^ vérifie la contrainte d'ortho-

gonalité à a^. On sait que les vecteurs propres correspondants à deux valeurs

propres distinctes sont orthogonaux. De ce fait, a{ï) sera le vecteur propre nor-

malisé correspondant à la racine carré positive de la deuxième plus grande valeur
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propre de la matrice M.. Et par conséquent U-z = a(2^'X(-^ sera à son tour ortho-

gonale à ^i = a^'X^ et à Vi = -fW'X^, V^ = ^W'X^ sera aussi orthogonale

àVi=7(l)/X(2)etâ^i=a(l)/X(1).

Definition 1.2.2. Soient X<-1'1 :pi x l , X^ : p^ x l avec pi < pz, deux vecteurs

aléatoires, et soient les combinaisons linéaires U^ = a{ï}l X{-^ et V-2 = ^W'X(2^

telles queUï et V^ sont à variances égales à l et ne sont pas carrelées aux premières

variables canoniques de X^ et X^ et sont à corrélation maximale. U^ et Vs

sont dites les deuxièmes variables canoniques et leur corrélation est la deuxième

correlation canonique.

Théorème 1.2.2. En gardant les mêmes notations qu'au théorème 1.2.1, la

deuxième corrélation canonique de X^ et X^ est la racine carré positive de la

deuxième plus grande valeur propre non nulle Aj de la matrice M = S^SiaE^ Epi-

U-2 = a{2)'X{-^ et Vï = ^2)'X^ où Ct(ï} est le vecteur propre normalisé de M. cor-

respondant à la valeur propre Aj et ^(ï) est telle que r}{ï} = •^-L^Tj-2'ia{ï} sont les
deuxièmes variables canoniques de X^ et X(ï}.

3

1.2.3. Les jièmes variables et corrélation canoniques.

A présent, et après avoir trouvé les premières et les deuxièmes variables et cor-

relations canoniques, on suppose qu'on a trouvé les (j — l) premières variables et

corrélations canoniques [(^i,Vi), (^2^2) ,• • • , (^-lî^'-i) ^i > ^2 • • • > Âj_i > 0]

on va chercher les {jiemes) variables et corrélation canoniques. Et rappelons nous

que pour t ^j-1,^, et V, ne sont pas corrélées àUi et àVi^l ^ i-1, de ce

fait Cov(^,^) == a^'SiiaO - 0 et Cov(V,,V;) = 7W'S227(0 = 0 pour tout

l < i—1. On cherche deux combinaisons linéaires Uj = a^'>'X(-l') et Vj =^W'X^

à variances égales à l et telles que Uj et Vj ne sont pas carrelés à Ui et Vi pour

tout l < j —let que la corrélation p (o'^^^^) entre Uj et V, est maximale. Ceci
se traduit comme suit :

maximiser p {a{j\^(-3^ = Cov (Uj,Vj) = Q'^^Ei27^^ par rapport à o'^^ et 'y^ sous
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les contraintes suivantes :

Var(^,)=ay)'Siiaœ=l

Var (V,) = 7y)'S227a) = l

Cov(^,^) = Cov (a^'XW^'X^) = a^'En^

= a(o/SiiQa) = 0 pour l ^ j-l

Cov(V,,V;) == Cov (7^')/X(2),7(;)'X(2)) = ^'^^

= 7(0'S227(J) = 0 pour Kj-1.

(1.2.22)

(1.2.23)

(1.2.24)

(1.2.25)

(1.2.26)

Là aussi pour résoudre ce système on procédera par la méthode des multiplica-

teurs de Lagrange. Mais avant tout, on va démontrer un résultat qu'on a déjà

utilisé et qu'on utilisera encore à savoir :

J

pour \m^0 et m < n Cov(^,^) = 0 ^ Cov(^,V^) = 0 (1.2.27)

Cov(K,^) = 0 ^ Cov(^,Vj = 0 . (1.2.28)

En effet :

Cov {UnVm) = Cov [a^'X(-l\^'X^} = a(")/Si27(m) .

^omme 7(m) = ^-E^^a^, ansi
Cov(^,^) = ^-a(")/Ei2E221S2ia(m)

A
m

(1.2.29)

=^-a^'^nMa^ (où M = ^Eu^^i)
= Y-Q'(")'EiiA^Q;(m) (o;(m) est vecteur propre correspondant à A^)

km

= \^n^na^

= \mCov{Un,Um) ce qui prouve (1.2.27).
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De la même façon, nous avons

Cov(Vn,Vm) = Cov(7(n)'^(2),7(m)^(2))

= 7(n)'S227(m)

7(m) = ^-S2-21S2ia(7")
Am

COV(^,^) = ^7(n)/222S221S2ia(m)
A

•m

= ^-7(n)'22ia(m)
A

m

= JLcov(7(n)'X(2)a(m)'X(1))
'm

-Cov(K,^) ce qui prouve (1.2.28).
<m

Revenons à présent à la résolution de notre système dont le lagrangien et ses

dérivées s'écrivent comme suit :

A/: (a^'\7y)) - a^)/Ei27°') - ^ (a(^'Sua^) - l) - ^ (7(J)/E227y) - l)
J-l J-l

+ ^ ^a^'^aW + ^ ^7(J)'S227(fc) (1.2.30)
k=l k=l

ac ^w) - E.7U) - AE,,a» + g ^E^W = 0 (1.2.31)
fc=l

J-l,0') ^,U)\ 3~

^;TJ') = s^i^œ - ^27(J) + ^ 0^7W - 0 . (1.2.32)Ô70)
k=l

On multiplie (1.2.31) à gauche par aW et (1.2.32) par 7^' pour l < j -l.

Ansi les équations (1.2.31) et (1.2.32) deviennent en utilisant (1.2.25), (1.2.26)

(1.2.27) et (1.2.28) :

via(1)1EIIQC) = ^ = 0

^7(0%27(° = ^ = 0 .

(1.2.33)

(1.2.34)
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Finalement les équations (1.2.31) et(1.2.32) se résument à:

Si27a) - ASiia°') = 0

E2iQO) - /^S227°') = 0 .

(1.2.35)

(1.2.36)

J

Les équations (1.2.35) et (1.2.36) sont exactement les équations (1.2.2) et (1.2.3)

en prenant j = l ou les équations (1.2.20) et (1.2.21) en prenant j = 2. On

multiplie à gauche (1.2.35) et (1.2.36) respectivement par a^' et ^' on trouve :

a°')/Si27a) - Aay)/Siiay) = a(J)/Si27(J) - A = 0

7a)/S2iay) - /^7y)/S227a) = 7a)'S2ia(J) - ^ = 0 .

Donc p, = \= Q;^)'Ei27^^ = p (û'^\7^^).0n remplace ^ par A dans (1.2.36) ce
qui donne S2270) = ^S2iQ;0^ pour A / 0 . L'équation (1.2.35) est équivalente
à Si2S221s227(J) = AEiia(J). On remplace le terme S227°') par ^S2ia(J)

Sl2S221^2lQy)=AEnQ^
EnlSi2S221S2iao) = A2a(J) soit ^(aa) = \2au) .

Donc 0'^^ est le vecteur propre correspondant à la valeur propre A2 de la ma-

trice M.. Or on veut maximiser p (o/^\7^)) de telle façon que Uj = a^'X^ soit
orthogonale à Z^i, • • •, ^,-_i donc a^ serait le vecteur propre normalisé corres-
pondant à la racine carré positive de la jième plus grande valeur propre A de la

matrice M., et ^ se déduit de 7^^ = ^S^^îiQ'^^ qui vérifiera nécessairement
70) E227y) = l, et Q'0) et 7(-') sont telles que Uj et V,- sont non corrélées à Z^i, Vi
•••,^-i,v,-i.

Definition 1.2.3. Soient X{-1^ : pi x l, X{2) : pg x l avec (pi ^ ps) ^euï vecteurs
aléatoires, et soient les combinaisons linéaires Ur = a^'X^ et Vr = ^'X(2^

telles que Ur et Vr sont à variances égales à un et ne sont pas carrelées avec

les (r — l) premières variables canoniques et la corrélation entre Ur et Vr est

maximale. Ur et Vr sont dites les rièmes variables canoniques, et leur corrélation

est la rième corrélation canonique.
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Théorème 1.2.3. En gardant les mêmes notations qu'au théorème (1.2.1), la

rième corrélation canonique de X(-l') et X^ est la racine carré positive de la

rième plus grande valeur propre non nulle \î. de la matrice M. = Sii Si2S221^2i-

Z4 = Ct^'X^ et Vr = -yM'X^2) où a(-r^ est le vecteur propre normalisé de M

correspondant à la valeur propre Xf., et ^ est telle que 7^^ = •^-T.^Y.^a^ sont
lesrièmes variables canoniques de X^ et X^.

1.2.4. Ensemble de toutes les variables et corrélations canoniques.

On peut résumer tout ce qu'on a vu sur les variables et corrélations canoniques

sous forme d'écriture matricielle.

Soit A = (Q;(l\ • • • ,o'(p1^) une matrice pi x pi dont les colonnes sont les pi vec-
teurs des coefficients des combinaisons linéaires des composantes de X^ telles que

A'^nA = I oui est la matrice identité (pi x pi). Et soit F = {^1\ • • • ,7<p1))
une matrice p2 x pi dont les colonnes sont les pi vecteurs des coefficients des

combinaisons linéaires des composantes de X(2^ telles que ^/E22^ = -î- Et soit

A = (Ai, • • • ,ÀpJ une matrice diagonale dont les A, sont les racines carrées po-

sitives des valeurs propres de la matrice M. = £1^12^22^21 et sont telles que

(Âi>A2^---^A^ >0).

Soient U = MX^ :pixl et V = FX^ : pi x l, si les a(î) i = l,- • • ,pi

sont les vecteurs propres normalisés correspondants aux racines carrées positives

des valeurs propres A? 2 = l,---,pi de la matrice A4, et les 7^^ sont telles

que 7(i) = ^-S221si2Q'(t) (pourA, -^ 0) alors ^/ et V regroupent les pi variables
canoniques respectivement de X^ et X<~2\ et les éléments de la diagonale de la

matrice ^l'EiaF = A sont les pi corrélations canoniques.

J Théorème 1.2.4. SoientUz, V; ii = l,--- , pi les pi variables canoniques de X^ :

pi xl et XW .- p2 x l où pi < p2, e^ 50îen< U={U^--- ,Up,)', V == (Vi,... ,VpJ '
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et A = diag(\i, • • • ,ÀpJ oùAi < •••< Ap^ ^0 sont les pi corrélations cano-

niques, alors:

^\ /_, ..^ il A
E l" l (^ v}=

,V/ v- / \A î

DÉMONSTRATION. Les Z^, Vz sont les pi variables canoniques

et 3F : p2 x pi tel que ^ = A'XW, V = F'X^

E {UU'} = A^^A = T

E (W) = rS22F = î

et E {U'V} = A'SizF = A

^\ f... ...\ ^ i^u' uv
alors E| | (^' V) =E

,v/ v / \vu' vv

3A : pi x pi

Z A

A î

D

J

1.3. L'ANALYSE CANONIQUE AU NIVEAU DE L'ÉCHANTILLON.

Quand on a travaillé au niveau de la population, le paramètre ^ =
^21 ^22

était présent dans toutes les étapes de la recherche des variables et corrélations

canoniques. Malheureusement ce paramètre est souvent inconnu dans beaucoup

de situations réelles. Ceci n'empêche pas, pour trouver les variables et corrélations

canoniques au niveau de l'échantillon, de procéder de la même manière qu'au ni-

veau de la population tout en substituant la matrice <? = | " " | à la matrice
Sîi Sîî

n

^ et où 5,, = ^ E W - xw)(x(a3) - x^y, n est la taille de l'èchantillon.
a=l

r^(l)'
Supposons que le vecteur aléatoire X = | .., | , Xw : pi x l, X(2^ : p2 x l est

observé chez un échantillon aléatoire de taille n.
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ces observations. On a donc à cher-Soient a;i, • • • ,2;Q, • • • ,Xn OÙ 2;a =

cher les combinaisons linéaires uj = a(-j^'X(-l\ a^ : pi xl et vj = b^'X(2\
b(~3') : p2 x l telles que le coefficient de corrélation échantillonnale (empirique)

r (a(-3\b^)} = —7=^X== = a^'S^b^ soit maximal sous les contraintes Su,u, =
Ï]U]3V3V]

a^'S^a^ = l et Sy^^ = b^'S^b^ = l et que uj et Vj sont non corrélés avec les
{j — l) combinaisons (ui,ri), • • •, (uj_i,iij-i).

On procédera de la même manière qu'au niveau de la population. On trouvera

que la corrélation canonique lj et les variables canoniques uj et vj sont telles que

^, a^ et ô^^ sont solutions du systèmes suivant :

S^S^S^aw = l]Sna(j)']k

bu) = rS^S^ia^.
ij

(1.3.1)

(1.3.2)

Donc /, est la racine carré positive non nulle de lajième plus grande valeur propre

1'j de la matrice S^S^S^-Szi et a^ est le vecteur propre lui correspondant, b<-j'1
est telle que b(-j'> = ^-S^S^-ia^. Uj et Vj sont les jièmes variables canoniques
échantillonales (au niveau de l'échantillon) de Xw et Xw. Remarquons qu'en

travaillant au niveau de la population ou au niveau de l'échantillon on n'avait pas

besoin de la distribution de X = [ l . Cependant Anderson (1984) a montré
,xw.

que si X suit une loi multinormale alors c^3\ ^ et Àj, données par les équations
(1.3.1) et (1.3.2), sont les estimateurs de maximum de vraisemblance {EMV} de,

a^j\ ^ et A,.

En effet, on sait que l'EMV de ^ est :

J l ,"-
s = ^s(a;Q ~ ^) ^a ~ ^ ''

a=l
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qu'ont peut partitionner de la façon suivante :

E=
', E f^l) - ^(1)) f^l) - ^(l))/ , E f^) - ^(1)) ^2) - ^(2))/'
, £ (x^ - xW) (^ - xW) ' , E (^ - ^} (^ - ^) ' ^
0=1 ^ / v / " Q^l \ / \ /

E s11 12

E E21 22

En remplaçant dans (1.2.35) et (1.2.36) Eii , £12 , Ï21 et £22 respectivement par

EII , Ei2, EZI et Ë22 ( autrement on remplace ^ par son EMV ) on aura , selon

le corollaire 3.2.1 de Anderson (1984), les EMV de a(-j\ ^ et \^.

J

1.4. PROPRIÉTÉS ÉCHANTILLONNALES DES CORRÉLATIONS CANO-

NIQUES.

Avant d'étudier les propriétés échantillonnales des corrélations canoniques, on

tient à définir la loi de Wishart et celle de la statistique A de Wilks puisqu'on en

aura besoin.

1.4.1. La distribution de Wishart.

Definition 1.4.1. Soient -Zi, • • • ,Zn un échantillon aléatoire issu d'une popula-
-"_

tion A/" 0, ^ ) :piXÎ etj^ est définie positive . Soit A = Y, Zc,Za- La distribu-
\ / 0=1

tion de A est appelée la distribution de Wishart et est notée par: A ^ W (^ ,n).

Théorème 1.4.1. Si A ^ W[ ^_, ,n , alors sa densité est donnée par:

f {A) = |^]j(.-p-i)g(^E-^)
2^p(^|E|^]p[r[j(n+i-z)]

î

i=l

n>p pour A définie positive.

Pour la preuve de ce théorème on se réfère à Anderson (1984)
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1.4.2. La distribution de la statistique A de Wilks.

Definition 1.4.2. (tirée de Mardia et al. (1979) page 81 ).

Quand «4 ~ W (î,m) e^ 0 ~ W (ï,n), où 1 est la matrice identité p y. p, sont
indépendantes, on dit que :

l-41
A= = |Z+^-lff-l

\A+B\

a la distribution de la statistique A de Wilks de paramètres p, m et n. Souvent on

utilise la notation suivante A ~ A (p,m,n).
n

Théorème 1.4.2. A (p,m,n) ~ Y[Ui où [/i,--- ,Un sont n variables indépen-
1=1

dantes et telles que ; [/, ~ /3(j (m+î —p) ,jp) ,i =1,--- ,n où P (-,-) es^ /a loi
beta.

Rappelons que l'objectifde l'analyse canonique est de trouver de nouvelles va-

riables (variables canoniques Uj^Vj ) telle que leurs corrélations, \j = o;(^/Ei27^\
j = l... ^^ soient maximales. Les nouvelles variables expliquent les corrélations

qui existent entre X^ et X(-2\ Si ces dernières ne sont pas carrelées, c'est-à-dire

Cov (A^(1\X^2)) = Si2 = 0, alors c'est inutile d'aller chercher Uj et Vj puisque
toutes les À, sont nulles.

Pour tester l'hypothèse 'HQ : Sis = 0 ( ou bien les \j =0, j = l,-- -pi ), sous la
normalité de X^ et X^ , on utilise la statistique suivante (Mardia et al. (1979),
page 282) :

[T - S^S,^Sn\ = H (l - ^D , (1.4.1)

où les li sont les corrélations canoniques au niveau de l'échantillon. Cette statis-

tique suit la distribution de Wilks A {p-2,n — l — p2,pî).

Pour n assez grand on utilise l'approximation de Bartlett(Bartlett (1939)) :

(1.4.2)- ^- i (Pi +P2+3) logfj(l - l2) ~ x
î=l

.2
P1P2

De cette façon, on teste si toutes les corrélations canoniques Ai , •--, Ap^ sont
nulles.
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Si Ei2 / 0, alors la question qui se pose est : combien y a-t-il de corrélations cano-

niques Xj qui sont non nulles? ou bien de combien de combinaisons de variables
canoniques avons nous besoin pour expliquer les corrélations entre X^ et X^7

Pour tester l'hypothèse T-L : \s+ï = "• = ^pi =0; c'est à dire les pi — s dernières

corrélations sont nulles, alors on utilise le test suivant proposé par Bartlett (1939).

-|n-^(pi+p2+3)|logn (1-^)-^-
i=s+ï

s)(p2-s)- (1.4.3)

Afin de déterminer le nombre de corrélations canoniques non nulles on peut ap-

pliquer la règle empirique suivante :

(l): On teste l'hypothèse T-LQ: les pi corrélations canoniques sont nulles

(Fis =0 ou Ai = 0).

(2): Si l'hypothèse en (l) est rejetée, alors on teste : 'Ho : les (pi - l) petites

corrélations canoniques sont nulles, c'est à dire ^2 = ••• =Ap^ =0.

(3): et ainsi de suite jusqu'au moment où les \i qui restent commencent à

être négligeables (statistiquement nulles ).

La détermination du niveau globale du test pose un problème.

J

1.4.3. Distribution des corrélations canoniques.

Dans cette section on donnera la densité des corrélations canoniques dans le

cas où Sis == 0 et dans le cas où il existe des corrélations canoniques non nulles.
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1.4.3.1. Cas oùEi2 =0.

Supposons que X =
'xW

^(/.,E)oùE=
En S12

[XWf - "'^' ^ [^ ^^
Soient li , ••-, lp^ les corrélations canoniques au niveau de l'échantillon. La dis-

tribution de l j (j = l,-- • ,pi) est donnée par :

rn=^?__^kli^_ii
^ = 7r2pïr,[è("-i-p2)]r.Qpi)r.(jp2)

xn[^p2-pl-l)(i-^^-^l-3)]n^-^ ou p=p,+p,.
(1.4.4)

t=l i<3

Dans le cas oùpi = l pz =P—1; (1-4.4) se résume à:

r [j (n -1)] ^(P2-2) (l _^j("-P2-4) (1.4.5)r [^(n-1 - p2)j r, [^2]u
Cette densité n'est autre que celle de la racine carrée du coefficient de corrélation

multiple empirique entre X^ et X^2\ Pour plus de détails on peut se référer à
(Andersen (1984), section 13.4)

1.4.3.2. Cas où Si2 ^ 0.

On suppose que les k premières corrélations canoniques Ai,--- ,A<: sont dis-

tinctes et non nulles. Et soient :

l2 - A2
Zi= ^/n 4 ~ ^i

2A, (l - A,2)
z = l, •••,k

Zi=nl^ i= kjrl,- • • ,pi .

Les Zi pour i = l, • • • ,k, ont une distribution limite normale centrée et réduite,

alors que la distribution de Zi pour z = A;+ l,--- ,pi est donnée par :

-l ^
7ri^-fc)2e-2.-è(pi-fc)2e-2.J+izt

n ^<m-T-I) fi (.-^) '
î=fc+l ',3=k+l

i<3



32

"^

J

Pour plus de détails on peut se référer à Anderson (1984), section 12.4.

1.5. EXEMPLE: DONNÉES CONSCRITS

On étudiera dans le cadre de ce paragraphe les données d'un exemple dit

CONSCRITS . Les données de cet exemple sont tirées de Foucart (1984) pages 84

et 85 et sont données en annexe. Elles sont constituées de la taille, du poids et de

la pointure de 63 conscrits, de leurs pères et de leurs mères; les tailles sont notées

respectivement TAI, TAP et TAM; les poids sont notés respectivement PDS,

PDP et PDM\ les pointures sont respectivement notées PTU, PTP et PTM.

On veut étudier les corrélations existantes entre les tailles et les poids. Le premier

vecteur de variables aléatoires est celui des tailles: Xw = (TAI,TAP,TAM) ; le
deuxième est celui des poids X^) = ÇPDS,PDP,PDM)'

1.5.1. Analyse des résultats de la sortie SAS

L'examen des corrélations simples deux à deux que ce soit des variables de

A"^^(tableau 1.5.1) ou celles de X(2)(tableau 1.5.2) ou des variables de X^1'1 avec
celles de X^ (tableau 1.5.3) ne révèlent pas de corrélation importante.

TAB. 1.5.1. Correlations entre les variables de X1'1^

Variable TAI TAP TAM

TAI

TAP

TAM

1,000

0,532

0,447

0,532

1,000

0,311

0,447

0,311

1,000

TAB. 1.5.2. Correlations entre les variables de X(ï)

Variable PDS PDP FDM

PDS

PDP

FDM

1,000

0,390

0,385

0,390

1,000

0,160

0,385

0,160

1,000
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^ TAB. 1.5.3. Correlations entre les variables de X^ avec celles de X{î)

Variable

PDS

PDP

FDM

TAI TAP TAM

0,693

0,428

0,368

0,283

0,650

0,103

0,356

0,173

0,562

J

Le tableau 1.5.4 donne les corrélations canoniques entre X(-l') et X^.

TAB. 1.5.4. Analyse des corrélation canoniques

ordre de la corrélation correlation canonique

l

2

3

0,721

0,652

0,402

Soient les hypothèses HQ-^ : Ai =À2 =^3 =0; HQ^ : ^3=^3 =0 et HQS : As = 0.

Le tableau 1.5.5 donne les valeurs-p du test de chacune de ces hypothèses versus

Ru : Ai /0ou À2 74 OouAs 7é0, ^12 : A2 T" OouÀ3 T^Oet^is : As ^0

(respectivement) .

TAB. 1.5.5. Valeurs-p pour -H'oi, -^02 et ^03

hypothèse [ valeur-p

HOI

^02
^03

< 0,0001

< 0,0001

0,0013

Au niveau de signification 0,01 on rejette 7îoi^o2 et -^03 • Les deux premières

variables canoniques sont :

t/i = 0,114TA7 + 0,035TAP + 0,047TAM ,

YI = 0,10PDS + 0,02PDP + 0,04PPM .
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Ces deux variables canoniques sont des variables de tailles, une variable de taille

est une moyenne pondérée alors qu'une variable de forme est une variable qui op-

pose un groupe de variables qui la compose avec un autre. Si on retient l'echelle

suivant : une corrélation supérieur a 0,80 est jugée forte, une corrélation entre

0,30 et 0,80 exclussivement est jugée moyenne et enfin une corrélation en deçà

de 0,30 sera considérer comme faible. Ui est fortement carrelée à TAI puisque

Corr(£/i,TAJ) = 0,95 et moyennement carrelée à TAP et à TAM puisque Corr(^i,TAP) =

0,69 et Corr([/i,TAM) = 0,63. Vi est fortement carrelée à P D S puisque COTÏ^PDS) =

0,95 et moyennement carrelée à PDP et à FDM puisque Coïï{Vï,PDP) = 0,52

et CoTr(V^,PDM) = 0,60. Les secondes variables canoniques sont:

[/2 = -0,068TAJ + 0,171TAP - 0,106TAM ,

Vs = -0,032PD5 + 0,112PL>P - 0,067PZ?M .

Elles sont des variables de formes, t/2 est moyennement carrelée à TAP et faible-

ment carrelée à TAI et TAM. Va est faiblement corrélée à PDS, à PDPet à

FDM.

TAB. 1.5.6. Correlation de Ui, U^ et de Us avec T AI, TAP et TAAI.

u, u,2 u:3

TAI

TAP

TAM

0,954

0,688

0,633

-0,091

0,693

-0,387

-0,286

0,214

0,670

J

TAB. 1.5.7. Correlation de Vi, Is et de ¥3 avec PDS, PDP et PZ?M.

V, 2̂ ^3

PDS

PDP

FDM

0,955

0,525

0,598

-0,045

0,813

-0,405

-0,294

0,253

0,692
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Les troisièmes variables canoniques sont :

Us = -0,147TAJ + 0,065TAP + 0,192TAM ,

Vs = -0,106PDS + 0,048PPP + 0,135PPM .

Uz et Vy, sont, respectivement, moyennement corrélées à TAM et à FDM. Elles

sont, respectivement, faiblement carrelées à TAI et à TAP; à PDS et à PDP.

J
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Chapitre 2

L'ANALYSE CANONIQUE GÉNÉRALISÉE

2.1. APERÇU DE LA LITTÉRATURE SUR SUJET

La majorité des chercheurs qui ont travaillé sur la généralisation de l'analyse

canonique (AC) à plusieurs groupes de variables aléatoires ont souvent eu recours,

pour trouver les variables canoniques, à maximiser une fonction des corrélations

de celles-ci. La méthode des corrélations canoniques partielles (Roy (1957), Raja

(1969)) considère uniquement deux groupes de variables tandis que les autres

groupes sont considérés comme fixes. Andersen (1984) dans le problème 3 page

519, affirme que dans le cas de deux groupes de variables, la recherche des va-

riables canoniques en se basant sur le critère de maximisation du coefficient de

correlation est équivalente à celle basée sur le critère de minimisation de la va-

riance généralisée des variables canoniques, plus encore, il donne une méthode

pour trouver les variables canonique dans le cas de trois groupes de variables

aléatoires. M^ckeon (1965) a défini un coefficient de corrélation ?~i(Xi,--- ,Xh)
2 E ^,.

entre k variables comme étant ri (^i, • • • ,Xk) = ^_t^^^2 sur lequel il s'est basé

pour généraliser l'AC, où CTy = E(^-^(X,))(Xj.-^(Xj)) et a? = E(X,-//(^))2

Dans ce cas, il définit la corrélation canonique généralisée comme :

J

p{a\XW, • • • ,a,XW) = max7-i(a^(l\ ... ,a^w)

et les variables canoniques sont les combinaisons linéaires a'^X^i = l,-- • ,/;; qui

maximisent r-i . On verra dans la section suivante que Carroll (1968) quant à lui

a proposé une autre méthode de généralisation de l'AC basée sur le coefficient
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de corrélation empirique. Selon lui, les variables canoniques sont celles qui maxi-

misent une moyenne pondérée des carrés des coefficients de corrélation empiriques

entre elles et une variable auxilliaire.

J

2.2. GENERALISATION SELON L'APPROCHE DE CARROLL.

2.2.1. Position du problème et sa résolution.

Soient G'i, • • • ,6'fc À; groupes de variables aléatoires de tailles respectives mi, • • • ,mfc.

On observe tous ces groupes de variables chez un échantillon aléatoire de taille n.

Les donnés sont regroupées dans des matrices X-^,- • • ,Xk où Xi : mi x n est formé

de n observations prises sur chacune des m; variables du groupe Gi, i =1,- •• ,k.

On suppose que chaque matrice Xi est centrée (la somme des colonnes de chacune

d'elles est un vecteur de zéro) et de plein rang m,,î = l,-- • ,A;. On cherche des

combinaisons linéaires AiXi, Ai : l xmi i = 1,2--- ,k etuîi vecteur Z : l xn

composé de n observations prises sur la variable compromis (inconnue) telle que

la quantité :

7Z2=^w,r2(Z,A^) ,
t=l

soit maximale, où Wi est un poids associé à Gi et où r est le coefficient de corréla-

tion simple empirique entre Z et AiXi (on suppose que Z est centré et ZZ == l).

Pour maximiser T?.2, il suffit de maximiser r2{Z,AiXi).

 ^]'12

rl(z-Atx^ zfïS^. • (2.2.1)

Dans une première étape, on maximise (2.2. l) par rapport à Az , puis par la suite

on maximise par rapport à Z.

Pour maximiser r2(Z,AiXi) par rapport à Ai, il suffit de maximiser:

2

r^(Z,AA) =[ZX,^
AX^A, '
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pour y arriver on utilise le théorème et le corollaire suivants (tirés de Mardia et al.

(1979) pages 479-481) :

Théorème 2.2.1. Soient A et B deux matrices symétriques. On suppose que

la matrice B est définie positive. Alors le maximum (minimum) de X AX sous

contrainte X BX = l est atteint quand X est le vecteur propre de B-1A corres-

pondant à la plus grande (petite) valeur propre Ai(Ap) de B-1A .
Corollaire 2.2.1.

. (û^)2
max
T" X'BX

et ce maximum est atteint quand

B-la

=aB-la,

x=
a'B-la '

Retournons à la maximisation de r . Nous avons

r*'2(Z,^A) = [ZX^ _ [a A;]2
AXiX'.A', ~ ABÂ,

où a = X,Z' etB= XiX, .

D'après le corollaire précédent :

maxr*2(Z,AA) = ZA\'(A^^')- X,Z\
Ai

et ce maximum est atteint quand

^-  X;)-1X,Z'
ZX,(XiX,)-lX,Z' '

soit

A= zx^x^

(2.2.7)

(2.2.8)
ZX,(X,X'^X,Z'

La matrice T-L = X[(^XiX^~ X^ est idempotente et centrante (centring matrix).À
partir des propriétés de ce type de matrices (voir Mardia et al. (1979) section
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A.3.3 page 462) on peut écrire en posant T = Z :

./ ./ /

ZUZ =T'UT=T T-èET-
n

t

=T'T= ZZ' =1 [^Ti=° puisque Z est centré ,
i )

par conséquent Ai se réduit à :

A=zx',(x^)~ï (2.2.9)

J

D'où

et

maxrz(Z,A^,) =
zx'^x,)~ix,z'

zz' ;

max
^

7Z2=Y^ w,zx'dxlx'^±x'z'
î=l

=z^z

zz'

k

^w,X'^X'^iX,
2=1

z,/

ZQZ' k

zz'-où Q=^w,X',(X,X,)~lX,. (2.2.10)
î=l

Si tous les Wi sont positifs, alors Q est au moins semi-définie positive. Il suffit

maintenant de trouver le maximum de ZQ,Z'. D'après le théorème (2.2.1) ce

maximum est atteint quand Z est le vecteur propre de Q, correspondant à la plus

grande valeur propre de Q.

Comme on peut le voir à partir de (2.2.10), la valeur maximale de 'R? serait alors

la plus grande valeur propre de Q. Donc une fois que Z est trouvé, on le remplace

dans (2.2.9 ) pour trouver Ai.

Pour trouver les deuxièmes combinaisons linéaires Az orthogonales au pre-

mières et une deuxième variable Z orthogonale à la première, il suffit de prendre
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Z comme vecteur propre de Q associé à la deuxième plus grande valeur propre de

Q, et remplacer Z dans (2.2.9) pour trouver les Ai, et ansi de suite.

2.3. EXEMPLE : DONNÉES SUR LES MOUCHES LEPTOCONOPS CAR-

TERI.

Dans l'exemple suivant, on s'intéresse à étudier les structures de corrélations

qui existent entre les grandeurs de l'aile: X(-l\ les grandeurs de palpe: X^ et

les grandeurs de l'antenne: X(3) de 35 mouches de types leptoconops carteri. Les

données utilisées dans cet exemple sont tirées de Johnson & Wichern (1982).

Les variables mesurées sont X^ ': la longueur de l'aile, Xy: la largeur de l'aile,
-(2). (2).X^': la longueur de la troisième palpe, X^': la largeur de la troisième palpe,

X^ ': la longueur de la quatrième palpe, X[ ': la longueur du 12 ième segment

de l'antenne et Xy: la longueur du 13 ième segment de l'antenne. On forme les

trois matrices suivantes: ^i : 2 x35 contient les données sur X(-l\ Xz : 3 x35

contient les données sur X{ï} etXs : 2x 35 contenant les données sur X{3\ Les

poids des vecteurs Xw, Xw et X^3) sont considérés égaux à l. Après exécution

de l'algorithme, codé en Splus(voir annexel), qui calcule la solution de Caroll, les

résultats sont comme suit.

Seules les sept premières valeurs propres sont non nulles. Le tableau 2.3.1 les

donne par ordre décroissant.

J

TAB. 2.3.1. Valeurs propres de la matrice Q..

z l 2 3 4 5 6 7

Az 2,25 1,48 1,01 0,92 0,66 0,50 0,21

Limitons nous aux deux premières valeurs propres. Les vecteurs propres Z, leurs

correspondants sont donnés dans tableau 2.3.2.
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TAB. 2.3.2 Les vecteurs propres de la matrice Q, corres-

pondants à Ai et As.

J

z, z-2

0,373194055

0,281260226

-0,161446540

0,801006719

-0,184874277

-0,002845713

-0,378908031

-0,093281796

-0,177882745

-0,257507869

-0,637114629

0,169432743

0,112801772

-0,051519259

0,204349682

-0,168187437

0,233884700

0,019387433

-0,078333494

-0,051545860

-0,006288148

-0,281313597

0,193754689

0,161962260

0,726977456

0,79808844

0,21490302

-0,03682801

-0,11750189

0,14727664

0,10013188

0,21097475

-0,26137419

0,15538861

0,02885862

-0,03465702

-0,24214203

-0,35935212

0,01982990

-0,06916512

0,26580975

0,14905367

-0,06588097

-0,15349412

-0,13044032

-0,07077284

0,13833199

-0,24321462

0,24997910

-0,01352004
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0,029214586

-0,540298401

0,038468581

-0,147714545

0,313918569

-0,220542388

-0,288788133

0,142869676

-0,274776249

0,200685963

0,07121957

0,09304140

-0,20658897

0,08375808

-0,19668588

-0,09020074

-0,04745660

-0,06028405

-0,29631689

-0,03076900

./

J

Après avoir centré les Zi, on les transforme de telle sorte que Z,Z, = l. On

calcule les A, î = 1,2,3 d'ordre l et 2.

Les Ai d'ordre l sont :

Ai = -0.032Xi(l) + 0.007XW

As = -0.038Xm - 0.012XW - O.OUXW

As = 0.087Xi3) - 0.020ZW .

<

Les Ai d'ordre 2 sont :

<

Ai = 0.013Xil) - 0.034Z^1)
.(2)AZ = 0.035X}Z; - 0.076X2^ - 0.006^:3(2) .(2)

(3) .(3)As = -0.132XW - 0.122X2

Le maximum de 7?. est égale à la première valeur propre de Q à savoir 2,25, et il

se réalise quand les Ai sont ceux du premier ordre et Z = Z^.La, deuxième plus

grande valeur de Tt est la deuxième plus grande valeur propre de Q à savoir 1.48,

et elle se réalise quand les A; sont ceux du deuxième ordre et Z = Zg-
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2.4. RAPPEL DES MESURES DE LIAISON : RLS, RI, RV ET RVreg.

On considère deux vecteurs de variables aléatoires X(^ : p^xl et Xw : pzxl

observes chez un échantillon aléatoire de taille n. Soient XaL' , X^' o; = l," • ,n

ces observations. Et soient :

y: = (xw - xw,xw - xw,... ,xw - x^) :p,xn

Y, = (X;2) - ^(2),^2) - X(2),... ,^2) - X(2)) : ^ x n

On rappelle que pour toute matrice A, la fonction \\A\\ = VtrAA' est une norme

et que la distance entre deux matrices A et B de même dimension est dist{A,B) ==

\\A-B\\.

2.4.1. La mesure de liaison de Lingoes et Schonemann : RLS.

La mesure de Lingoes et Schonemann RLS (Lazraq &: Cléroux (1988A)) est

une mesure de liaison qui évalue la proximité entre deux tableaux de données,

elle est définie par :

]_

RLS{Y^Y,} =^{s^s^r2
v/tr5iitr522

et elle a la propriété suivante :

mm
T(±)

Y,
-T-

Y,2 = V/2v/l - AL5,

où T est une transformation linéaire orthogonale.

En effet, si on suppose que pi < p^, alors on ajoute p^ — pi lignes de zéros à la

matrice Fi, dans ce cas Vi et Vs sont de même dimension et on peut alors écrire:

dist2{Y,,TY,) =\\Y,- TY,\\2 = tî(Y, - TY,)(Y, - TY,)'

= tîY.Y, + trY^ - ïtrÇTY^Y,). (2.4.3)
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Minimiser (2.4.3) par rapport à T revient à maximiser tT(TY-iY^) par rapport à T.

Pour cela, on utilisera le lemme suivant énoncé sans preuve (voir Green (1969)).

Lemme 2.4.1. Soit A: r y. r une matrice carré et A = UAV sa décomposition

singulière où U et V sont orthogonales et A = diag(\-i, • • • ,\r) avec \i > 0 pour

i = 1,2--- ,r. Alors, pour toute matrice T orthogonale, trTA < tî(Â A) et

l'égalité tient quand T = VU .

On pose A = Y^Y^ on obtient alors, maxtrÇTY^) = tr(Y^Y^)2 et le
minimum de (2.4.3) devient :

'^mmdist2{Yi,TY^ = tîY^+tîY^ - 2tï(Y^Y^)

Si on remplace respectivement Vi et Vz dans (2.4.4) par Y^ et Y^ où

Y,
^=

(2.4.4)

trVi'ri
Y2K*=

2 /tr^'

on obtient, pour la même transformation T,

/ .'^mmdist'2(Y^TY^ = trY^' + trV^y;' - 2tr(yi*y;'r;y;')

.' ^4^i + ir rl:^'i - 2tr[ ^W 1t
^y^J-f-tr [trY^J - ^[tryi'yitr^yj

=2-2 tT(Y,Y,Y,Y,)2
tïY,Y,tTY^]

]_
2

(2.4.5)

or:

J
Y,Y,={n-l)Sn Y,Y,=(n-l)S,,

Yi^'= (" - l)5i2 Y^=(n-l)S,,.
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On remplace dans (2.4.5), on trouve alors:

mmdist2(Y^TY^ =2
T(Ï)"""" ^1''"

tr(5'i25'2i)
J_
2

^tr5ntr5'22

= 2(1 - RLS) .

Ce qui donne min dist(Y^,TY^) = \/2v/l - RLS.

RLS = l si et seulement s'il existe une transformation linéaire orthogonale T,

qui fait coïncider les deux tableaux de données Vi et Vs.

Si ^1. = Y^Y^ est non singulière, alors TA = ÇAÂ)2 possède une solution unique

T = {A'A)2A-1 = (A'A)^ A' = {Y,Y^Y^Y,Y^ .

La rotation T qui transforme Y^ en TY^ est appelée rotation procruste de Y^

relativement à Vi.

2.4.2. Les propriétés de RLS

Les propriétés de RLS sont les suivantes :

(l) : Sipi =p2= l alors RLS = |r| où r est le coefficient de corrélation

simple empirique;

(2) : 0 < RLS < l et RLS = 0 si et seulement si S^ = 0;

(3) : RLS(Y,,Y,) = RLS{Y,,Y,);

(4) : Si 'H: pi xpi est telle que 7i'H= kl où k est un scalaire strictement

positif et Z est la matrice identité, alors RLS{'HYi,Y^ = RLS{Yi,Y-î).

2.4.3. La mesure de liaison de Stewart et Love : RI.

La mesure de liaison de Stewart et Love (Lazraq & Cléroux (1988A)) est

définie comme étant le maximum de RLS2(Y-i,AI'Y'z) par rapport àM', où M :

p2 x Pi est une transformation linéaire. Ce maximum est atteint quand M.' =

S'i25'22 . Dans ce cas RLSÇY^^MY^) serait:

RLS2{Y^M'Y^ = iîs^s2ï = RI^Y,) = RI . (2.4.6)
tr5'11



46

^

J

En effet, on peut écrire

./ ./

RLS(Y,,M'Y^=m^ —— tryl™'y2 —^ ,
T {tiY,Y,)ï(tïM'Y^My2

(2.4.7)

où T est contrainte à l'orthonormalité. Par l'inégalité de Cauchy-Schwartz on a :

trVi'TM'Vs = ^Y^TM' = ^Y^[Y^}~VYîYiTM' = tîY^Y^Y^TM'Y^

\TM'YÎ\ l FM'y;

l
2

^Y[TM'Y^ ^ tr [[^(ysrs')"1^] [^'(^^T1^]'] tr |
= tr [Y,{Y,Y,)~\Y,Y,Y,(Y,Y,)~1Y^ tr [ïM'^r^T']
= tr [Y^Y^Y^Y^Y.Y^Y^ tr [M'Y^MT'T^ ^
= tr [Y,Y,Y,Y,(Y,Y,)~^ tv [M'Y,Y,M^
= tr [Y,Y,(Y,Y,)~1Y,Y,]2 tr [M'Y,Y,M^t
= tr [S^S^S^]2 tr [M'522 M] .

Revenons à (2.4.7) et si on tient compte de (2.4.9) on aura:

(tr5i2%152i)t(trM'522M)t

/ i

(2.4.9)

/ - -/

RLS(Y,,M'Y2) <
(tr5ii)^(trM'522M)^

(tîS^S^S^)̂
^ (2.4.10)

(tr5ii)^

L'èquation (2.4.10) fourni ainsi une borne supérieure pour RLS(Yi,M Y^) qui

ne dépend ni de M ni de T. Pour montrer que cette borne supérieure est atteinte

quand M = S^S^, il suffit de substituer M' = S^S^ dans (2.4.7) :

tïY[TS^S^Y,RLS(Y,,M'Y2)=m&x

= max

[tr5ii]^ [tTS^S^S^S^S'^
trT5'i2522 5'21

l
2

T"[tTS^[trS^S^S^e •
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Le maximum est atteint pour T = T puisqu'alors on obtient la borne supérieure

fournie par(2.4.10). On obtient finalement:

RLS(Y^^Y,} = ^sus^y = ^/RI{Y^) .
(tr5ii)2

RI est appelé indice de redondance de Stewart et Love. Si on se situe dans le

contexte de la régression linéaire multivariée, la matrice de covariance résiduelle

après la prédiction de X^ par X^2\ ou de Vi par Y^ est donné par 5ii.2 =

Sll — 5'i25'22 5'2l. Si On calcule la trace de •S'ii.z, on trouve:

tr'S'ii.2 = tr5'ii — tr5'i25'22 5'2i

= tr5ii - J?/tr5ii

= (l - RI)tTSn

(n - l)tr5'ii.2 = (l - RI)(n - l)tr5ii

,2\\Y,-M'Y^={1-RI)\\Y,\\2

J

La mesure RI a été utilisée par Lazraq & Cléroux (1988B) dans une procédure pas

à pas (de type stepwise) de sélection de variables en régression linéaire multivariée

ou en ACPVI (analyse en composantes principales par rapport à des variables

instrumentales).

2.4.4. La mesure d'Escoufier : RV.

La mesure de liaison d'Escoufier entre deux tableaux de données Yi,Y^ est

définie par :

RV = RV(Y,^ = tr5i252i
V/tr%tr5>j7
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Cette mesure est basée sur une certaine distance entre Vi et Vg ^(îii^)-

En effet, si on pose :

A=- Y, Y,

B=-

2
tv(YW

Y,Y,2

V/tr(^'^)2'
une distance induite entre Vi et Y^ est donnée par :

d(Y,,Y^ = dist{A,B)

y,'Vi Y2̂J2

V/tr(Ï^)2 ^r{Y,Y,}2
(2.4.12)

On développe (2.4.12) :

d2(Y^Y,)=tr

/

y;Vi Y,Y, Y,Y, Y,Y,

Vtr(yi'y02 v/tr(y2'^)2^ ^tr(y;yj2 v/tr ^-

(Y,Y,f , ÇY,Y^ Y,Y,Y,
•! ^. r \^ j /i^-/

^2 Y,Y,Y,Y,

^{YW t.(YW ^YW2tr(Y^f ^/tr(y,y,)2tr(y;yo
tr5'i25'2l tl'5'125'21

2

=2-
^/tr%tr5222 ^tr5'222tr5>i2.11

=2 1--
tr5'i2'S'2i

V/tr5i2itr|2
= 2 [l - RV}

Ainsi,

dÇY^Y,) = V2V]~RV où RV=-^^=,
l''z/ v-v^ "' "" "' V/tr%tr^2

RV = l si et seulement si les positions relatives du premier nuage de points dans

Rpl et ceux du deuxième nuage dans Rp2 sont identiques.
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2.4.5. Propriétés du RV

Les propriétés de RV sont les suivantes :

(l) : Si pi = p2 = l alors jRV2 = T-2 où r est le coefficient de corrélation
simple empirique;

(2) : O^RV ^let RV =0si et seulement si S^ = 0;

(3) :RV(Y^Y^=RV(Y,,Y^

(4) : Si'H : pi x p-i est telle que T-C'H = kT ovik est un scalaire strictement

positive et Z est la matrice identité, alors RV(/HYi,Y2') = RVÇY^Y^.

2.4.6. La mesure de Robert et Escoufier : RVreg •

La mesure de liaison de Robert et Escoufier entre deux tableaux de données

YI et Yg est définie comme :

./

RV^g = RV^{Y^Y^} = maxJ?y(ri,M'y2)
M

tr(5i2%152i)
tr52,

,2 e
OÙ M : J?2 x Pl est une transformation linéaire.

(2.4.13)

Ce maximum est atteint quand M = S^S^ ( voir Robert &; Escoufier (1976)).
Pour cette valeur de M', on a (Vi - M'Y^Y^ = 0.

On peut facilement démontrer que :

\\Y,Y, - Y,MM'Y,\\2 = \\Y,Y,\\\1 - RV2^). (2.4.14)
En effet :

\\Y,Y, - Y^MM'Y^2 = tr (Y,Y, - Y^MM'Y^) (Y,Y, - Y^MM'Y^)
= tî(Y,Y,y + tr^MM'Y^y - tr (Y,Y^MM'Y^ - tr ÇMM'Y^Y.Y^
= tr(Y,Y,) + tv{S^S^S^S^S^\n - l)2 - tr ÇS^S^S^S^S^S^ (n - 1):

- tr {S^S^S^S^S2iS^ (n - l)2
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= (n - l)2 [trS2,, + tr(5i2522152i)2 - trÇS^S^S^)2 - tr{S^S^S^2]
=(n-l)2[tr^-tr(5i2%152i)2]

2.= (n - l)'tr5^ tr(5'i252215'2i)2

tr%

=tT^Y^[l-RV^(Y,,Y,)]
= \\Y,Y,\\2 [l - RV2^Y,^] .

J

2.4.7. Comparaisons entre RLS, RI, RV et RVreg-

On peut facilement voir que RLS < RI et RV ^ RVreg- On peut aussi
démontrer que (voir Lazraq & Cléroux (1988A))

l

VPÏ
RI < RVreg < VplPI •

Comme on peut démontrer que (voir Lazraq et al. (1992))

l
2RLS'Z <RV< ^pïRLS

2.5. ANALYSE CANONIQUE GÉNÉRALISÉE AU CAS VECTORIEL VIA

(RLS,RI) : GENERALISATION DE LAZRAQ, CLÉROUX ET KlERS.

L'analyse canonique généralisée au sens de Lazraq et al. (1992) consiste à
chercher l combinaisons linéaires des variables de chaque groupe ainsi que l va-

riables compromis les plus liées, au sens de la mesure RLS, avec l'ensemble des

groupes de / combinaisons linéaires. Au niveau de l'échantillon, il s'agit de cher-

cher k groupes de combinaisons linéaires AiXi où Ai: l xmi i =ï,2,-- • ,k et une

matrice Z : Ixn dont les lignes sont normalisées ( ZZ = l ) telles que la quantité

Q2,=J^w,RLS\Z,AX^
1=1
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soit maximale. Comme à la section 2, pour maximiser Q^ , dans un premier temps

on fixe Z et on maximise par rapport à ^4;, puis après on maximise par rapport

àZ .

Maximiser Q] revient à maximiser RLS (Z,AiXi) Vî = 1,2- •• ,k. Le maximum

de RLS'2{Z,AiX,) est atteint quand A = ZA^(.Y,^')-1 (voir section 2.2) et la
valeur maximale de RLS (Z,AiXi) est

RI = tTZX',(X^)~lX,Z' _ tr5,,^1^
trZZ' tr5.

zz

où (n - 1)5^ = ZX',, (n - l)Sa = XiX',, (n - 1)5^ = ZZ' = Z sont des matrices

de covariances empirique. Et Q^ serait alors

QÏ=^trzxi{^ylxlz'
î=l

trZZ'

^Z\^WiX[{X,X[}~'X^Z:
Lt=i

trZZ'

tîZQ.Z
trZZ'

trZQZ'
l

k

où Q=^w^(X^')-1^
î=l

Maximiser Q^ par rapport à Z revient alors à maximiser trÇZQ.Z ) par rapport à

Z. La matrice Z qui maximise tr(ZQZ ) est celle dont les lignes sont les l vecteurs

propres de Q, correspondant aux l premières valeurs propres de Q, observées chez

l échantillon aléatoire, et les corrélations canoniques sont les l premières valeurs

propres de Q. On retrouve alors la solution de Carroll.

Exemple 2.5.1. On revient à l'exemple de la section 2.2 sur les mouches Lepto-

conops carteri. On a vu que seules les sept premières valeurs propres de la matrice

Q sont non nulles. Donc si on s'intéresse à trouver l = 7 combinaisons linéaires

de chaque groupe de variables aléatoire X(-^ les plus carrelées avec l = 7 variables

compromis Zi z = l,--- ,7; il suffit alors de prendre comme Zi les vecteurs
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propres de Q correspondants aux sept valeurs propres non nulles, on remplace

dans l'expression de A, et on retrouve la solution de Carrol jusqu'à l'ordre sept.

J

2.6. ANALYSE CANONIQUE GÉNÉRALISÉE AU CAS VECTORIEL VIA

{KM,RVreg},RV-GCA,: GÉNÉRALISATION DE LAZRAQ, CLÉ-

ROUX ET KlERS.

Dans cette section, on cherche l combinaisons linéaires AiXi et / variables

compromis telle que la quantité :

T2 = ^ w,RV2(Z,A,Xi) (2.6.1)
î=l

,/

soit maximale sous la contrainte ZZ = î. Il suffit donc de chercher le maximum

de RV'2(Z,AiXi). PourZ fixe, ce maximum est atteint quand Ai = ZX,'(Z,^')-1
et est donné par

^=tr(^(^):^)2-tr(s^')!. (-),2 _ tr(ZX',{X^)-lX,Z'r _ tr(S^lS^
tr(ZZ')2 -tr%-zz

où 5'z,, Sa, Szz sont données dans la section 2.4 . RVreg peut être écrit autrement,
en effet:

,2 _ trZX'^X,X,)~lXiZ'ZX,{X,X,)~lX,Z' _ tr(Z^Z')2 _, tr(P^,)2
reg~ trZZ'ZZ' ~ tîl ~ l ^

où 'Hz = Z Z : n xn est une matrice de produit scalaire et 7?, = X^(XiX^)~ X,, :

n x n est semi défini positive. Pi est dite une matrice de projection.

Donc on a à maximiser

k

^Witr(Z'P,Z') sous contrainte ZZ'=1 .
i=l

Cette quantité peut être maximisée de façon itérative en prenant, comme mise à

jour de Z, la matrice UV formé à partir de la décomposition singulière

k

^PiZ'ZViZ' =UW'
1=1
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(voir Kiers et al. (1994)). Cette procédure assure une convergence vers un maxi-
k ,2

mum au moins local de ^ w;tr(ZP;Z ) . Lazraq, Cléroux et Kiers ont élaboré
1=1

un algorithme codé en PCMATLAB pour calculer la solution Z obtenue par la

méthode de Carroll (1968) ainsi que la solution Z\,Z^ • • • ,Zn de cette section.

J

2.7. LA RV - GCA COMME UNE APPLICATION DE LA MÉTHODE

IDIOSCAL APPLIQUÉE AUX MATRICES DE PROJECTION

La méthode IDIOSCA1 (voir Carroll & Chang (1970) et Carroll & Chang

(1972)) consiste à minimiser la fonction

K

ai(ZA,---,^)=E
Â:=l

Sk — ZCkZ
,/

2

•) (2.7.1)

par rapport aux matrices Z :nxr et Ck :r xr, k =1,--- ,K où Ck est défini

semi positive(p.s.d), et sans perdre de généralité, Z est supposée orthonormale.

CTI peut être écrit sous forme

K

ai(ZA,--- ^)=E 'k ~

2
K

+E
À:=l k=l

_/

Ck ~ Z SkZ
2

, (2.7.2)

voir(Kiers et al. (1994)). o-i atteint son minimum en prenant Ck = Z S^Z, pour

tout k = l,- •• ,K. Si Sk est p.s.d,alors la matrice Ck l'est aussi. Remplaçant Ck,

par l'expression ci-dessus, dans (2.7.2), le problème à minimiser devient

a,{Z,*)=^\\Sh-ZZ'SkZZ'\
fc=l

K

E
fc=l

2

K

\\Sk\\2-y^(z's,z)z .z^
A;=l

(2.7.3)

Minimiser (2.7.3) sous contraintes Z Z = Jy.(où Ir est la matrice d'identité r x r)

revient à maximiser

K

^(Z) = ^tr(Z'5'/:Z), par rapport à Z sous contrainte Z'Z =7r . (2.7.4)
fc=l
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On a vu que la solution de la RV — GCA est celle qui maximise

K

) sous contrainte ZZ = Ir, (2.7.5)
k

2
où7?fc = X'^XkX'k) Xk. L'équation (2.7.5) peut être écrite comme ^^ trZ'(^2^)Z.
Il s'en suit que la RV—GCA est équivalente à l'application de la méthode IDIOS-

CAL aux matrices Sk == w^fc.On note que le Z dans (2.7.4) est le transposé de

celui dans (2.7.5)

Exemple 2.7.1. Toujours avec le même exemple des mouches, on cherche les

coefficients des variables canoniques par la méthode RV — GCA. Comme on a

supposé que les vecteurs X(l\ X(ï} et X(ï) sont de même poids, alors la matrice

Z donnée par la méthode RV —GCA est aussi celle donnée par la méthode IDIOS-

CAL tout en prenant Sk ="Pk- Une fonction Splus (programme 3) permettra de

calculer la matrice Z. Le résultat trouvé est donné dans le tableau suivant(la sortie

est celle de Splus).0n est allé jusqu'à l'ordre 5. La colonne f,jj désigne Zj.

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5]

[l,] -0.216187446 0.64287136 0.1784160040 0.089954218 0.442603176

[2,] -0.153672103 0.17709684 -0.0737096925 -0.447381907 -0.088768602

[3,] 0.084234886 -0.03647529 0.1348973650 -0.087472660 -0.125531753

[4,] -0.474619809 -0.10209814 0.0842340711 0.083818496 -0.242474971

[5,] 0.119325405 0.12731849 -0.0002977815 -0.056199469 -0.032619672

[6,] 0.008380318 0.08187910 -0.2248834593 0.024857675 0.030089168

[7,] 0.200210950 0.16169066 0.0200164951 0.174991633 -0.233622968

[8,] 0.056604727 -0.20335936 -0.1611392898 0.146639680 0.344214100

[9,] 0.093195607 0.12398962 -0.0046333544 0.029175787 -0.006707763

[10,] 0.138128554 0.02416364 -0.0005412001 -0.027132448 -0.064531549

[11,] 0.382727907 -0.01508429 0.2420634215 0.193505577 0.084716283

[12,] -0.089891908 -0.19266308 0.1648997547 0.026865961 -0.078795072

[13,] -0.040818543 -0.26863838 -0.3080115035 0.020627325 0.209846170
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[14,] 0.031699933

1:15,] -0.106277584

[16,] 0.091488310

[17,] -0.104412310

[18,] -0.023612419

[19,] 0.048232654

[20,] 0.009345790

[21,] 0.016581905

[22,] 0.155806445

[23,] -0.105215199

[24,] -0.094394327

[25,] -0.412319862

[26,] -0.013975546

[27,] 0.311846199

[28,] -0.037402433

[29,] 0.082446865

[30,] -0.179762807

[31,] 0.099992821

[32,] 0.144653659

[33,] -0.083016186

[34,] 0.150767680

[35,] -0.090092133

0.01589189

-0.05392470

0.20770247

0.13453603

-0.06579106

-0.11923532

-0.11442696

-0.04553534

0.11132251

-0.19173019

0.19784510

-0.01509921

0.05829959

0.07584848

-0.17667780

0.06320743

-0.15904518

-0.08698947

-0.04995044

-0.05394061

-0.24148769

-0.01151070

-0.0827480168

0.1250780381

-0.5023417709

0.3240256970

-0.0130652794

-0.1678195080

0.0512793905

0.0739795596

-0.0558277782

0.0915280788

-0.2997776511

-0.0575774902

0.1288163618

-0.0861263891

-0.0686738062

0.1231531825

-0.0549139821

0.2977987360

0.0462186441

-0.0877789796

0.0752524416

0.0882096910

0.360792767

0.125332294

-0.014876551

0.043752793

-0.057817796

-0.141521368

-0.101258455

0.140115785

0.079890184

0.024233653

0.140701290

0.145348060

-0.152859551

-0.324639551

-0.155194272

-0.071571685

-0.257652957

-0.118780085

0.007872296

0.275464260

0.175033433

-0.294614413

-0.184594857

-0.051253231

-0.329911925

-0.048721590

0.060651338

0.086557705

-0.099808633

-0.131464055

-0.196707126

0.078801431

-0.001132904

0.066958840

0.041602361

0.222059187

0.314895235

0.109971372

-0.027366164

-0.049731718

-0.024855264

0.137222846

0.039011000

-0.250600399

Les matrices Ai, Az e< As données par le programme 4 en annexel sont don-

nées dans les tableaux suivants.

J
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ordre

l

2

3

4

5

TAB. 2.7.1. La matrice Ai.

ordre -(l)coef de X^' \ coef de X-̂(l)

l 0,033 -0,007

2 0,014 -0,034

3 0,001 -0,003

4 0,001 -0,004

5 0,012 -0,024

TAB. 2.7.2. La matrice As.

coef de Xw \ coef de Xw \ coef de X.(2)
L3

0,039 0,013 0,013

0,035 -0,075 -0,006

-0,004 -0,83 0,033

0,021 -0,0121 -0,017

-0,034 0,055 -0,001

TAB. 2.7.3. La matrice As.

ordre .(3)coef de Xw \ coef de .̂(3)

l -0,081 0,193

e -0,129 0,114

3 0,087 -0,060

4 0,193 -0,135

5 0,032 -0,010

J

2.8. GENERALISATION DE L'ANALYSE CANONIQUE SELON GUPTA.

Les généralisations qu'on a vues jusqu'à présent sont basées sur le critère de

maximisation d'une fonction de corrélation. La généralisation de Gupta (1981),

quant à elle, est basée sur le critère de minimisation de la variance généralisée des

variables canoniques. Dans cette section on travaille avec les mêmes appellations
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utilisées par Gupta (1981), à savoir "new-GCV" qui désigne "nouvelle variable ca-

nonique" et "new-GCC" qui désigne "nouvelle corrélation canonique". Le principe

de cette approche consiste à chercher, dans une étape donnée, des combinaisons

linéaires (variables canoniques) des variables de chaque groupe telle que la va-

riance généralisée de ces variables canoniques soit minimale sous contrainte que

les variables canoniques sont équicorrélées, sont à variances égales à l et sont

indépendantes des variables canoniques des étapes précédentes. On commencera

par préciser les notations qui seront utilisées dans cette section et ce sera l'objet

de la section 2.8.1. Comme auparavant, on commencera d'abord par travailler au

niveau de la population, la section 2.8.2 sera consacrée à cet effet, dans laquelle

on va chercher dans un premier temps les premières new-GCV et new-GCC et

dans un deuxième temps on va chercher les new-GCV et new-GCC d'ordre quel-

conque. Par la suite on va travailler au niveau de l'échantillon et ce sera l'objet

de la section 2.8.4.

2.8.1. Notation

Soient X = (XW ,XW ,-•• ,XW )': px l où X^ : p,xl î = l,2---k et

^, pi = p vin vecteur aléatoire réparti en k groupes de variables aléatoires X('i\

î=l,2,---k.

On suppose sans perte de généralité que E(X) = 0 et soit ^ la matrice de

variance-covariance de X définie par :

/

E=
EH Si2 • • • Eifc

Ï21 ^22 • • • ^2k

\

\Sfcl Ekk l

:pxp, (2.8.1)

et où S,, = Cov (XW,X^) -. p, x p, 1,3 = 1,2... ,A:.
Soit Y, = (YW,YW, • • • ,YW) la sïeme new-GCV avec y,(i) = aw'X^ où aw est
un vecteur de coefficients des composantes de X{-^ à l' étape s.
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Soit a = (Q'^1\Q'(2\ • • • ,0'^^) un vecteur arbitraire qui sera utilisé pour trouver
les new-GCV Y(1\YW, • • • ,YW , y(») = a^ X^, à n'importe quelle étape.

Les a^ sont tels que Y<<1\Y^2\--- ,Y<-k^ sont équicorrélées. Si on pose Y ==

(v(l),y(2),... ,y(fc)) ceci se traduit par:

Var(V) =

^l)'En"(l) "(l)'Ei2"(2)
a(2)'E21"(l) 0'(2)'E22"(2)

\
/

Cf(k)'

\p

)'Eu"(l)

l p

p l •-.

A
p

p

p l/

^(l)'Eu^) ^
aW'E.^W

a(fc)'E.."(fc) )

(2.8.2)

i

3

Cette matrice on la note ^ , où p = COTT-ÇY^ ,Y^) pour tout i,j = 1,2, • • • ,Â;
désigne le coefficient de corrélation simple entre les variables new-GCV Y(-i'i et

Y^ trouvées à l'étape s.

2.8.2. Les premières new-GCV et new-GCC.

Definition 2.8.1. La première new-G CV est le vecteurY^ = (Yw ,YW, • • • ,YW) ==
(aw X^,aw XW, • • • ,aw XW) où awz = 1,2-.. ,k, sont choisis de telle façon
que les Y-^ i = 1,2, • --k sont équicorrélées, à variances égales à l et que la va-

riance généralisée de Yi soit minimale.

Pour trouver les premières new-GCV, on doit minimiser '̂p
sous les contraintes

que les new-GCV sont à variances égales à l et sont équicorrélées.

Comme on a fait auparavant, pour résoudre ce problème, on utilisera la méthode
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de Lagrange. Le lagrangien de ce programme est donné par :

k

L = L (A,,^, zj = 1,2. ••• ,k)= |^J + ^ A,
\^p\ • z^kÇk_^

1=1

o-(!) E,a(2) - l)

V- vij
,.^2^(^-1)

•i-JWj)

k{k - l)a(î) E,jaw - ^ a^Ey.a,0')

ijWj)

, (2.8.3)

où ^ désigne une double somme par rapport & i et j pour tout i ^ j.
îj(^j)

Le dernier terme de (2.8.3) provient du fait que les Corr(y(z),yy)) sont toutes

identiques et égales à leur moyenne:

Corr(r(l),yy)) = a(t)'E,,a°') = _ ^ Corr(r(î),ya))k{k-l)
ijWj)

/

E a^'^aW
'j(^j)
'fc(fc-l) ="• (2'8'4'

Les \i et Vij sont les multiplicateurs de Lagrange. En dérivant (2.8.3) par rapport

à Q'*-*-' on trouve:

^ = C(p)^2— y E(,a^ + ^2x—^aW^=cw^^^au^î^
jWt)

^2 ^ ^2Â;(Â;-1)
jU^t)

k(k - l)^a^ - 2 ^ Eya.ti)

jU^t)
= 0 (2.8.5)

pour tout t = 1,2--- ,k où C(/?) = ^ . Dans le dernier terme de l'équation

(2.8.5) on a utilisé le fait que

a(i) S^ay) = 0-°') ^aw ViJ = 1,2,... ,Â;.

En multipliant (2.8.5) à gauche par Q;(t) on trouve:

w^èr^ ^'^w ^ ^-^M^M
jWt)

k(k-l)

l

k(k - l)n ^
j(j^t)

k{k - l)a(t) E(,aa) - 2 ^ a(t) St.a,(])

jU^t)

0 (2.8.6)
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En tenant compte du fait que a^ Syo;^^ = p ^t ^ j t,j = 1,2,
aW SttQ^) = l (2.8.6) devient :

2 \—\ . 2À(

,k et

c(p) E^+
fc(A-l>,fe)'"<:(*-l)

l
^k(k-l)

jWt)
k{k-\}p- 2^p

](]^t)

=0

cw2!^1^^^
Â;(Â;-I) ' k(k-l)

L-n E ^^(^-l)/>-2(A;-l)p]=0
k{k-l)

jwt)

C^Ï + k^T) - W^{k -^k- ^ ^,v" = °
jWt)

C[p}2p{k - l) + 2A< - (A; - l)(fc- 2)/) y" ^, = 0E
]Wt)

(2.8.7)

C(/?)2p(fc-l)+2A(+i-(Â;-l)(fc-2)p^ ^+i,=0 . (2.8.8)
3(3^t)

Ansi (2.8.7) - (2.8.8) donne:

2{\t-\+i}+{k-l)(k-2)p

{k-l)(k-2)p

s ^+^~ \—^

2^ ^
'JWt+i) jO'^t)

=0

^t ~ ^t+1 =
2 2^ ^ - 2^ z't+1^

Jti^t) jwt)

(2.8.9)

Le dernier terme de (2.8.3) correspond aux contraintes d'équicorrélation entre les

variables canoniques. En fait ces contraintes sont identiques, de là on conclut que

les Vij sont tous identiques, et par conséquent (2.8.9) donnera A( = A(+I = A

Vï = 1,2, • • • ,Â; - l. Le dernier terme de (2.8.3) sera donc nul et (2.8.5) deviendra

alors:

^=CWïè^^^'}+îi^^M=Q9aW 'k{k ^ )3ti7it)
'k{k-l)'

(2.8.10)
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En multipliant à gauche (2.8.10) par a^ , on obtient:

WÎ^T) E, "'"s,,"01 + ^°(l)s,,"(" = 0, (2.S.11)

et en utilisant le fait que a^ Sya^) =pVj ^ ^ et aW £«0^ = l (2.8.11 )
devient :

C^TTT2—^ - 1)P+TT^ = 0,
'k(k-l) kÇk-1)

ce qui donne A = —(k — l)pC(p).

Remplaçant A dans (2.8.10), et en supposant que C(p) 74 0 on trouve:

E
]wt)

Eya°') - (A; - l)pE(tQ(t) = 0 pour t = 1,2,-••,k. (2.8.12)

En écriture matricielle, (2.8.12) peut être écrite sous forme:

/
-{k-l)p^n Sis

Ï21 -(Â;-l)pS22 •••

SIA:

^2k

^ f»»}

\
Efcl sfc2 -{k- l)p^kk)

a(2)

w^a'7

= 0 (2.8.13)

J

Aa=0, (2.8.14)

où A est la matrice de gauche et a est le vecteur des a(-j^ dans (2.8.13 ).

Une solution non triviale de (2.8.14 ) qui vérifie nécessairement a^ 'EjjOi^ = l
pour tout j = 1,2,- • -k existe si et seulement si la matrice A est singulière. Cela

se traduit par :

,-{k--.
<od v /' ^-^d\

=0 ou IE-^E.=0, (2.8.15)
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^
avec

<od

E,=

/
0 Ei2

S21 0

\
/

v v~l
^kl ^k2

Sii 0

0 Ë22

\
0

Slfc

^2k

0

0

0

0

\

/
\

î

Ekk/

î

J

et

A* = 1+ (À- l)p (2.8.16)

On résout (2.8.15) pour trouver les racines en fonction des A,*. L'equation (2.8.16)

donnera alors les p pi correspondants. Et on choisira pi pour lequel

minimum. On peut écrire (2.8.14) autrement:

EPi
est

A=y. .-(k-:
^—lod d

Aa= (Y" ,-(Â;-l)py".)a=0
\^^od v'~ ~'r-^-^d,

a = (k — l)pa,
\-^. v~^

Z^d ^-^od^ - v" -'^"•' '."•"•-

donc (k — l)p est une valeur propre de ^^1 ^ ^ et a est le vecteur propre de
Sd1 Sod correspondant à la valeur propre (k — !)/?.
D'après l'expression de ^ donnée en (2.8.2), nous avons que

|Ej=(l-/9)fc-l^Â:-l)+1]'
9

et
E

•p k-2

Qp = -k{k -1)^(1 - pY-z = c(p) (2.8.18)

À partir de (2.8.18) on déduit que ^ croît pour les valeurs négatives de p
et décroît pour les valeurs positives. On a à considérer les valeurs positives et

negatives de p pour choisir parmi elles celle, disons p(l), qui minimise E.p . Les

vecteurs des coefficients o'^1) = (a[),aw,--- ,a[ .,) correspondants à p^ sont
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^
alors déterminés à partir de (2.8.13), et le premier vecteur des variables canoniques

new-GCV est donné par Vi = {Yw ,YW, • • • ,YW,) où Yw = aw X^ pour tout
i == 1,2,• • • ,k. On a supposé auparavant que C(p) ^ 0, ce qui signifie d'après

(2.8.18) que p doit être différent de 0 et de l. Si |^^| ^ 0 alors p/ 0 et si

|El740alorsp/l.

2.8.3. Les new-GCV et new-GCC d'ordre quelconque.

Pour trouver les new-GCV d'ordre quelconque, d'autres contraintes s'ajou-

feront à celles de la section précédente. Les nouvelles contraintes vont exprimer

la non corrélation des new-GCV de l'étape à laquelle on est à celles des étapes

précédentes tout en supposant que les new-GCV des étapes précédentes sont in-

dépendantes entres elles (d'une étape à l'autre). Autrement : supposons qu'on est

à l'étape r + l. Alors les nouvelles contraintes sont :

Corr (YS^) = »S,E,,a"' = 0 (2.8.19)

pour l = 1,2,- •• ,r, i,j = 1,2,- • • ,k. Le lagrangien est alors :

k,k,r

L,+i=L+^^a(î)'S(,a^=0,
ij,s

(2.8.20)

k,k,r
où L est donné en (2.8.3). Le symbole ^ désigne la triple somme par rapport

îj,S

aux indicés i,j et s, i et j vont de l jusqu'à k alors que s va de l jusqu'à r.

On dérive Lr+i par rapport à a^ et on trouve :

J k,r
9Lr+i _ _9L_ ^ Y-^ ^ ^ ^ ^^) _
-9^=9^)+^9^^'=°

3,s

(2.8.21)
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J()
/

On multiplie à gauche par a^ ' et en tenant compte de (2.8.19), (2.8.21) devient :

^^,^s<,^)=o
],S

^9^aw^au)+ ^ 0^aw^ay=0
3=ï 3,s(s^l)

^a;t)E«Q;t)+p^ 0^=0
3(]^t)

Otti + P S QW = o .
jOVt)

(2.8.22)

Dans g^y on a les quantités Eyau^i; 'ZttO'-r+î.'-' ^tj'Q'r+i et ^tjQ'r+r Si on multiplie
„(*)à gauche tous ces termes par a^ où l < r + l alors ils s'annulent tous. Ce

qui donne aw g^y = 0. En fait comme on l'a fait au chapitre l, on peut aussi
démontrer que chacune des contraintes dans (2.8.19) implique les autres, donc

une seule suffit, autrement on prend tous les paramètres 6ijs égaux, et soit 0 leur

valeur commune. De ce fait, (2.8.22) devient:

0[l+(k- l)p] = 0 . (2.8.23)

Supposons que p / ^-, ce qui donne alors 0 = 0, et par conséquent (2.8.20) se ré-

sume à (2.8.3). On aura alors un système d'équations représenté par (2.8.13). Donc

à l'étape (r + l), on choisira la racine de (2.8.15), disons p{TJrv\ qui donne la (r +

l)zeme plus petite valeur de \J^,p\ qu'on appellera la (r+1) new-GCC (new genera-

Used canonical correlation ), et y(r+l) = (a^XW,Q^X(2\ • • • ,a(^ X^} où
"iïl,"ff,, Jfc)

/
,cr^i sont les vecteurs des coefficients correspondants à la (r+1) ieme

new-GCV. y(r+1) est appelé la (r + l)îeme new-GCV.

2.8.4. Les new-GCV échantillonnales.

Souvent en pratique, on ne dispose pas des paramètres de population ^ et ^.

Comme on a vu, les new-GCV et les new-GCC dépendent de p, et Y^ qu'on ignore.

Donc on est amené à estimer ps et a, = [aw ,0i^\ • • • ,Ct^)\. Pour simplifier le
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problème, on suppose que X ^ Np (/u, ^), et soit Xa = X^i ,X^' , • • • ,X^

Q! = 1,2,--- ,n un échantillon aléatoire issu de X ~ Np (^, ^). Et soit X et S

la moyenne et la variance échantillonale. Les estimateurs de maximum de vrai-

semblance E,j, ^ respectivement de E^ et ^ sont Sy et S , S est donnée en

(2.8.24).

Puisque ps et ^ sont exprimés en fonction de ^^ , ^, les estimateurs de maxi-

mum de vraisemblance ps = Tg et as = a,s de ps et Qs (resp) sont obtenus en

remplaçant les S^ dans ^^ par les Sij et ^ par S dans les expressions de ps et

Q;.s OÙ

•S'il S-i2 • • • S-ik

'S'21 •S'22 • • • S^k

\

s=

Ski Sk2 • • • Skk

(2.8.24)

Exemple 2.8.1. En annexel, on retrouve le programme 5 codé en Splus. Il cal-

cule les new-GCC et les new-GCV de l'exemple sur les mouches. Le tableau 2.8.1

donne E<p pour chaque valeur de p trouvée.

TAB. 2.8.1. Les new-GCC possibles

p -0.83 0.53 0.33 -0.30 0.23 0.05 -0.01

E
p

-2.22 046 0.74 0.68 0.87 0.99 l

La première new-GCC est celle qui donne le minimum de s. , sa valeur est

Ep parmipW = —0.83. La second new-GCC est celle qui donne le minimum de

ceux qui restent, sa valeur est 0.53 . Les a^ : coefficients des new-GCV corres-

pondant à ces new-GCC sont donnés dans le tableau 2.8.2. L'ordre est celui du

tableau 2.8.1.

J
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TAB. 2.8.2. Les new-GCV

Q;(S) \ rang l 2 3 4 5 6 7

aW \-0.334 0.733 0.136

0.071 -0.068 -0.185

Cf(2)

a(3)

0.132 -0.180 0.037 -0.049

-0.335 0.356 -0.105 0.132

-0.401

-0.130

-0.137

-0.555 0.257

-0.570 0.234

-0.255 0.111

0.345 0.560 0.586 0.168

-0.754 -0.836 -0.350 0.168

-0.060 0.022 -0.490 3.218

0.909

-2.1^6

0.670 1.420

-2.071 -2.725

-1.316 -0.296 5.480 -3.347

1.208 -0.222 -3.823 2.300

J



^
Chapitre 3

ANALYSE CANONIQUE: INFLUENCE ET

ROBUSTESSE

J

3.1. PERTURBATION ET FONCTION D'INFLUENCE AU NIVEAU DE

LA POPULATION.

3.1.1. Notion de perturbation.

'xW
Soit X = \^ _ | : px l où X^ :pi x l et X<2) :p2>< l (pi < ^2). Supposons

que X suit une distribution cumulative F de moyenne /^(F) =// et de matrice de

covariance ^(F) = ^, c'est à dire

^(F) = ^ = / 2;dF(z) =
^i(F)
\ (F)

^1

^2
l

et

E(F)= E = /[2:- ^(F)] [rc - ^(F)]'^(^)
En(F) Ei2(F)

,S2l(F) S22(F),

E E11 12

E s21 22

)

où ^ = ^(F) = E (X<1)) et Ey. = S^.(F) = Cov (X(l),Z^)) ?J = 1,2.
Soient p^(F) = pj j = 1,2, • • • ,pi les carrés des corrélations canoniques entre Xw
et X(2\ qui sont les racines de l'équation :

'12^22 S?l — P Sll| = 0.
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Et soient aj,13j des vecteurs canoniques satisfaisant les équations:

(Ei2E221s21 - P,2Sll) ^ = 0

(E2iE^Ei2 - p,2Eii) ^ = 0

a.Eiia, = ^S22^' = l

ûj.SllQy = /3jS22/3/ = 0 pour tout j + j .

Rappelons que CtjX^ et fîjX{ï) sont les jielme variables canoniques.
{^\

Soit 8^ une distribution mettant toute sa masse au point z = \ , 2j € W3
\zî)

f^\
j = 1,2. Et soit w = \ ' \ =z— /j,,Wj=Zj— fij j = 1,2.

^w^
Soit e un scalaire tel que 0< e < l. Une façon standard pour perturber F est de lui

ajouter une petite contribution à partir de la distribution ^. Soit F = (l—e)F+e^
cette perturbation. Alors :

J

/. [(l - 6)F + 65,] = J^xd [(l - e)F + eS,] (x)
(l-e) / xd(F)+e / ^[^(^)]

(l - e)/j.+ ez = /j,+e{z - ij.) = /j,+ ew (3.1.2)

p.1 + ew-i

, P-2 + ÉW2
ï
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et

Y^ [(l - 6)F + eô,] = l (x- fi- ew)(x - ^ - ew)' [(l - e)riF(2;) + edô,(x)]

= (l - e) / [{x -p.)- ew] | (2; - ^) - ew' | c?F(2;)

+ e / [(a; - /u) - ew] | (2; - ^) - ew | dS^{x)

= (1-e) l / (a;- /z)(rc - ^) dF(a;) -6 l (x - ^)w'dF(x)

- ew f (x-p,')'dF{x)+e2ww' / dF(rc)

+ e (x - /j.){x - p) dS^{x) -e2 / (2; - ^)w dSz(x)

-ew / [x - ^ d8^{x) + 6 ww / dôz{x}

= (l — e) ^ +e ww + eww — 2e2ww + e3ww

= ^ +e (ww' - ^) - e2ww' (3.1.3)

Sn(e) Si2(c)

,S2i(e) S22(e),
;

où

E,j(£) = Sy + e(wiW^ - Sy) - e2WiWj, t,j =1,2 (3.1.4)

pour tout 2;eRpetO<6<l, S^(e) est définie positive. Un développement à

l'ordre 2 de S7/(£) est donné par Romanazzi (1992)

^ = (l - ^)%I(<) = -l S7/ -£(l+eŵ S^w,)
-l

s^lw^jE7/

=EÏ+£(E^-E^W^)
+^2[^l-(l-^)S^w^l]+0(.3) (3.1.5)

où k, = w'^w, j = 1,2 . Soient Qj = S^S^/S,, et w, = S,,E7/w, , t,j = 1,2
eti ^ j .Eii utilisant (3.1.4) et (3.1.5) on obtient une approximation de la
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perturbation Çj(e) de Qj. c'est à dire

J

QjÇe) = Qj + e(wiW\ + w,iu/ - w,u)/ - Qj)

+e2 |(l4-A:j)(w,w/ -w,w,-w,-u)/)+Â;jW^| +0(e3). (3.1.6)

Les p~j , j = 1,2, • • • ,pi sont les racines de \Qi - p2Ejj| = 0. Alors les perturbations
de p'j, aj et /3j sont données par (Romanazzi (1989)), Théorème 2 et remarque 3)
et nous avons :

<

pfc(e)'= ^+e7fc + |e2^ + 0(e3)

Qfc(e) =Qk+ CTfe + je2Cfc + 0(e3)

A(É)=A+ÉTfc+^+0(e3) .

(3.1.7)

OÙ 7fc, TTfc et Tfc sont donnés à l'équation (3.1.8) et y?fc, Cfc; ^*: sont donnés aux 'équa-
r-î. =1

tions (3.1.9) à (3.1.11). Pour simplifier la notation on pose Gj = E^QzSiY —

p]I^ M, = SiTG,+Sj et K, = EjÇiSj -^ , 7V, = Sj^Sj où G+ et
K+ sont les pseudo-inverses (appelées aussi l'inverse de Moore et Penrose ) des

matrices G j et Kj.

Rappelons que si A+ est la pseudo-inverse de A, alors A+ vérifie :

(a) AA+A =A (e) A+AA+= A+

(e) (AA+) = AA+ (d) (A+A) = A+A,

la matrice A+ existe toujours et elle est unique. On pose aussi Uj = a^z^ — ^)
et Vj = f3j(z<-2) - p,î). Les coefficients de e en (3.1.7) sont:

<

7A = -Piu^ + 2pfcU/kVfc - p^v^

TTfc = -Pk{Vk - PkUk)MkWi - {Uk - pkVk)MkWi + |(1 - uJ)Q;fc,

Tk = -Pk{Uk - PkVk)NkWî - (Vk - PkUh)NkW2 + i(l - <uJ)/3fc

(3.1.8)
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et les coefficients de e2 sont :

^ = 2 ^(uk - pkVkf - 7^1 - ^'k^Gk^k\ (3.1.9)
Cfc = 2 \-fkUk - kî(uk - PkVk) + 7Tfc(^wl - 'u;l) l Mfc^l

- 2^k(uk - pkVk)Mk'SnMkWi - 2pk^k(vk - pkUk)Mk^nMkWi

+2 [k^Uk - pkVk) -^k(wi -wi)[ MkWi

+ (l - 2Ufc7TfcWi - 7T^Sii7Tfc)o;fc (3.1.10)

ç/; = 2 \^kVk - ki(vk - PkUk) + Tk(.PÎW2 ~ W2') l NkW2

- 2-Yh{vk - pkUk)Nk^2îNkU]î - 2pk-/k{uk - pkVk)N^22NkW2

+ 2 |Â;i(Ufc - phUh) - Tfc(w2 - W2) | ^W2

+ (l - 2^T^W2 - ^E22T-fc)A. (3.1.11)

J

3.2. LES FONCTIONS D'INFLUENCE DES CORRÉLATIONS ET DES

VARIABLES CANONIQUES.

Definition 3.2.1. Soit F = F(F) un paramètre exprimé comme une fonctionnelle

de la distribution cumulative F.

La fonction d'influence de F au point z en la distribution F est défini par:

JF[z,r(F)j = lim
e—>0+

r[(i-6)F+6^]-r(F)
e

î (3.2.1)

où 6^ est la distribution de Dirac qui met tout sa masse au point z.

La fonction d'influence IF[z,F(F')] donne une mesure de l'influence du point

z sur la fonction F si la distribution sous-jacente est F. On s'attend pour un

estimateur robuste à une fonction d'influence bornée.
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On peut aussi écrire (3.2.1) autrement, en efïet :

r[(i-e)F+c^]-r(F)IF [z,F(F)] = lim
f-»0+ e

r
== lim

e-).0+

F(6)] - F [F(0)]
6-0

= lim
e->0+

F [F(e)] - F [F(0)] p(,) _ F(O)
6-0F(e) - F(0)

91r(F)|ôF\ .^ 9r(F)
—^-1^-l (0) =—^(0) .
9F 9e 9e

Donc IF [z,F(F)} est la dérivée de la fonctionnelle T F(e) au point e = 0, rap-

pelons que F est une perturbation de F. Donc pour avoir les fonctions d'infiuence

des corrélations et variables canoniques (qui sont des fonctionnelles de F) il suffit

de dériver leurs perturbations qui sont des fonctionnelles de F.

En dérivant les équations en (3.1.7) par rapport à 6 et en calculant ses dérivées

au point e = 0, on trouve:

IF [z^} = 7^

IF[z,ak] =7r/c,

IF[z^k\=Tk,

où Ffc , Tfk et Tk sont données en (3.1.8).

3.3. PERTURBATION ET FONCTION D'INFLUENCE AU NIVEAU DE

L'ÉCHANTILLON.

Soit ^i,X2, • • • ,Xn un échantillon aléatoire issu de la distribution F, et soit

F sa distribution cumulative empirique. Dans le cadre de cette section en verra

trois types de fonction d'influence échantillonnale, à savoir :

(i) : la fonction d'infiuence empirique : IFE .

(ii) : la fonction d'influence empirique restreinte: IFE(;).
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(iii) : la fonction d'influence échantillonale : IFS.

La fonction d'influence empirique IFE est obtenue à partir de la définition en

(3.2.1) en remplaçant F par F . La fonction d'influence empirique restreinte IFEçi)

évaluée au point X^ est obtenue en remplaçant F dans IF [z,r(F~)} par F(,) où

F(t) est la fonction de distribution cumulative empirique obtenue en excluant de

l'échantillon l'observation Xi. Ces deux fonctions d'influence sont utilisées dans

le cas d'échantillons de grandes tailles.

Si la taille de l'échantillon est petite, on utilise la fonction d'influence échantillo-

nale IFS définie par :

IFS [X,r(F)j = -(n - l) [r(F(,)) - r(F)] i = 1,2,... ,n. (3.3.1)

Notons qu'au niveau de l'échantillon, les corrélations et variables canoniques (rj,

âj et bj) ont les mêmes expressions qu'au niveau de la population à la seule

différence que les Sy sont remplacées par les Sij.

Les r~j sont les racines de iS'is^ 5'2i — P25'ii = 0 et aj et 6j sont respectivement
les solutions de {S^S^S^i - r'JSu) aj = 0 et (5'2i5'fil5'i2 - r'JS^) bj = 0 et elles
vérifient les contraintes de normalisation et d'indépendance.

3.3.1. Fonctions d'influence empiriques: IFE

A partir de la définition de la fonction d'influence empirique, il s'en suit que :

<

IFE[z,p2,(F)]
l F E [z,a, (E)]
IFE[zA^

=7fc

=7Tfc

=Tk

(3.3.2)

où 7fc, Ti-k et ffc sont obtenues en remplaçant p., ^, pj, a j et /?,• respectivement

par X ,S ,rj , aj et bj. Les valeurs des fonctions en (3.3.2) au point X^ sont
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respectivement 7^, TTik et f^ qui sont données par:

7^ = -^<A + 2rfcU,fc^ - r^,

l
TTifc = (^fc - rkVik)âk [(-1,0,1)] + Tk(vik - TkUik)âk [(-1,1,0)] + -(l - u2^~)ak,

T-ik = (.Vik - rkUik)bk [(-1,0,1)] + rk(uih - TkVik)bk [(-1,1,0)] + ^(1 - v^~)bk,
où

^
âk[(l,s,t}}= ^ (rj - rJ)(afcWn)(^.w,i)aj,

j=l,j^k

h[(W)}= ^ (rl-r])l(b',w^\b^)\,
J=lJ^

avec w,g = Xw - X^ et w,, = ^,5^w^ , g, g e {1,2} et p / ^'.

3.3.2. Fonctions d'influence empiriques restreintes: IFE(,).

La fonction d'influence empirique restreinte a la même définition que IFE,

sauf que maintenant on travaille avec un échantillon de taille (n — l) après avoir

éliminé l'observation X, .

Romanazzi(1992) a donné une approximation des IFE({) [Xi,} exprimées en fonc-

tion des termes de l F E [Xi,.}. Ces approximations sont :

IFEa) ^,PJ(F(,))] = 7(,), = ^ - (n - l)-1 (^ - 7^) + 0 [(n - l)2] ,
l F E^ [X,,Q^(F(,))] = 7T(,)fc = TTifc - (n - l)-1 (Czfc - ^) + 0 [(n - l)2] ,
IFE^ [X,/?J(Ê(,))] = r^ = ïik -{n- l)-1 (^ - ^) + 0 [(n - l)2] .

3.3.3. Fonctions d'influence échantillonnales : IFS .

On rappelle que les fonctions d'influence échantillonnales sont utilisées quand

la taille de l'échantillon n'est pas assez grande, et elles sont déduites à partir

de (3.3.l).On se limitera à donner leurs expressions qui sont aussi exprimées en
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fonction des termes des l F E [X^.] .

IFS \X,,ph(F)

IFS [Xi,àh(P)
JF5|^A(F)

-(n - l) [p(ï)k - Pk) = 7ik - ^(n - l)~lVik + 0 [(n - l)-2

-(n - l) {à(i)k - âk) = ^ - ^(" - 1)-1C^ + 0 [(n - l)-2

-(n - l) (/3(,)fc - À) = T^ - ^(n- l)-1^ + 0 [(n - l)-2

)

î

Quand n —>• +00, IFE^) et IFS donnent le même résultat que IFE, ce qui n'est

pas le cas si n est petit.

Pour plus de détails sur ces fonctions on peut se référer à Romanazzi(1992) .

D

3.4. MÉTHODES ROBUSTES POUR L'ANALYSE CANONIQUE.

Dans la section précédente on a donné les fonctions d'influence des variables et

corrélations canoniques qui, comme on l'a vu au niveau de l'échantillon, utilisent

des estimateurs des paramètres ^ et p,. Toutefois on n'a pas parlé de la nature

de ces estimateurs et de leurs qualité( robustesse). Dans le cadre de cette section,

on donnera une série de cinq estimateurs robustes sans les comparer. Dehon et al.

(2000) ont appliqué quatre approches robustes à l'analyse canonique de deux

groupes de variables aléatoires, et ils ont comparé, à l'aide d'une simulation, les

résultats de ces approches à l'analyse canonique classique. On présentera dans

cette section les trois des approches en question, à savoir :

l : l'utilisation du "Minimum Covariance Determinant": MCD;

2 : l'utilisation des "signes"des données;

3 : l'utilisation de la régression alternée robuste.

et les deux dernières approches sont le M-estimateur et le S-estimateur.
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3.4.1. Première approche : utilisation du "Minimum Covariance

Determinant": MOD.

Soient X^ :j?i x l et X^ : p^ x l deux vecteurs aléatoires et soit X =

: p x l, p =pi +p2- ^ est observé sur un échantillon aléatoire de taille
.xw

n et soient Xa = | ,„, l ce = 1,2, •••n ces observations. L'estimateur MCD,

introduit par Rousseeuw (1985), consiste à trouver un sous-échantillon, de taille

h(l < h <n),de l'échantillon de départ tel que la variance généralisée (le

determinant de la matrice de covariance ) calculée à partir de ce sous-échantillon

est le minimum des déterminants des matrices de variance-covariance de tous

les sous-échantillons possibles de taille h. Soit (X^,---X^) les observations du

vecteur X sur le sous-échantillon qui donne le plus petit déterminant recherché.

L'indice ik k = l,2---h est utilisé uniquement pour éviter toute confusion.

L'estimateur MCD de position est défini par

l ^
T"= ÏY .xik^

k=ï

et l'estimateur MCD de la matrice de variance- covariance est défini par

A
C<"=C^E .-'7") -7")' où Cl =

1-Q;

^.^)'k=l ~ Xp+2

Jy2 ^ étant la fonction de répartition de la loi du khi-deux à p + 2 degrés de

liberté. Ci est un facteur de convergence pour une distribution normale, et Ça =

Xp,i-a est ^e quantille d'ordre (l — a) de la distribution khi-deux à p degrés
de liberté. Généralement, h prend les valeurs h = n(l — a), avec a = 0.5 ou

a = 0.25. Dans le premier cas, l'estimateur aura le plus haut point de rupture

(50%) et dans le second cas on aura un meilleur compromis entre efficacité et

haut point de rupture(qui sera 25%). On rappelé que le point de rupture d'un

estimateur est défini comme étant la plus grande proportion de points aberrants
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dans les données ne faisant pas exploser ou imploser l'estimateur. Des propriétés

théoriques de l'estimateur MCD ont été étudiées par Butler et al. (1993). La

fonction d'influence de l'estimateur MCD d'échelle multivarié à été trouvé par

Rousseeuw & Van Driessen (1999). Pour améliorer l'efficacité des estimateurs à

haut point de rupture, il est préférable d'utiliser leur version pondérée en une

étape, celle-ci garde le point de rupture initial. Les estimateurs RMCD( MCD

pondérés à une étape) sont définis par :

n

E^^,
rrR _ a=l

a

n n

E wo
0=1

n

E
C^c.a^

w^X^-T^X^-T^'
n

E wa
a=l

où

C2 =
1-6

T^^w

est un facteur de convergence. Les poids sont calculés comme suit :

WQ =
l si(^-Tj^-l(^-^)^ç5,

0 sinon

où Tn et Cn sont les estimateurs MCD non pondérés.

3.4.2. Deuxième approche: utilisation des "signes" des données.

On peut aussi tenir compte de l'infiuence des données aberrantes en travaillant

avec "les signes" des données plutôt qu'avec les données originales. Une fois les

signes des données calculés, on calcule la matrice des covariances ordinaire à partir

de ces signes ( voir Visuri et al. (2000)). On entend par "signe" de X^) la quantité :

s;=s(xw)=^s :p-xl î=l'2
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où m^(,) est la médiane du nuage de points X^' a = 1,2, • • • ,n définie par

n

m^(,) = argminy^ ||X^) - m|| : ^ x l i= 1,2.
m

/ ^
a=l

Donc une fois m^(i), S pour i = 1,2, • • • ,n calculés, on calcule à partir des signes

les matrices de covariances ordinaires Sg^i = 1,2 définies par:

_A^
J9V = ^

où

et

n

A^=E(^-51)^-^)' ^'=1'2
0=1

5!=ly^ î= 1,2 .
/-^
a=l

Les variables et corrélations canoniques seront calculées à partir de la matrice

^ = ^^,,^^,

3.4.3. Troisiènne approche : utilisation de la régression alternée.

La régression alternée proposé par Wold (1966) peut aussi être utiliser pour

l'estimation des variables canoniques. Soient a X^\ fÏ X{ï) les variables cano-

niques recherchées. On sait que pour un a donné tel que d X^ est une variable

canonique,

f3 = arg max Corr(a'X(l),6/Z(2))|.
^--\-—^-- '--- /1

Dans le contexte de la régression multiple, /3 est proportionnel au coefficient b

dans le modèle suivant :

a'JC(l)=6'X(2)+7i+^i. (3.4.6)

De la même façon, pour /? donnée telle que f3 X{î) est variable canonique, o; est

telle que :

|Corr(a'^(l\/?'X(2))| (3.4.7)a = arg max
a
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De la même manière que précédemment, a est proportionnel au coefficient a dans

le modèle suivant :

/3'X(2)=a'Z(l)+72+^2 (3.4.8)

Soit 0:0 une valeur initiale de cr (qu'on peut par exemple obtenir de l'analyse en

composantes principales sur la matrice de données (X{',Xy,--- ,X^')), alors

d'après (3.4.6) on obtient une première valeur ^i de f3 en faisant la régression li-

néaire de QoX^ sur X(-z'>. On utilisant par la suite (3.4.8) on obtient une deuxième

valeur Q;2 de o; en faisant la régression de ^X{2^ sur X(l\ et ansi de suite jus-

qu'à la convergence de cette procédure. On note qu'à chaque étape les coefficients

obtenus a et /3 sont normalisés et qu'une estimation robuste de la corrélation ca-

nonique est obtenue en calculant la corrélation linéaire simple entre les variables

canoniques.

3.4.4. Simulation

Cette section est consacrée à la comparaison des méthodes robustes des sec-

tions 3.4.1, 3.4.2 et 3.4.3 avec l'analyse canonique classique à l'aide de la simula-

tion faite par Dehon et al. (2000).

On génère Xwm,X^m, • • • ,Xwme R^ et Xwm,Xwm, • • • ,Xwme W2 m =
1,2, ••• ,M à partir d'une distribution multimodale. m désigne le numéro de si-

mulation, on fera M = 200 simulations. On prend n = 50,pi =2 et p^ == 3.

Les paramètres estimés sont notés pm, Qm et /?m et sont comparés avec les vrais

paramètres p, a et (3 qu'on calcule en faisant l'analyse canonique classique sur

Xw et X^ au niveau de la population (^ est connu). Soit ç!> la transformation

de Fisher définie par (j){p) == tanh~ (p). On calcule la variance de <f){pm} donnée

par:

_M_
MSE{p)=^Y^^pm}-4>[p)Y. (3.4.9)

m=l
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On calcule aussi l'angle moyen entre àm et a, entre /3m et (3 a l'aide des quantités

suivantes:

MSEw-^cos-l(S
™)=èE-f^

î

m=l Jl/?llll^ml

(3.4.10)

(3.4.11)

Puisqu' on est intéressé au comportement de /5m, Qm et /3m quand des observations

aberrantes sont présentes parmi les données, on génère dans une seconde étape

10% des données c'est-à-dire cinq observations disons X[ >m, • • • ,X^ ' à partir

de la distribution A/'(0,50îpJ et le reste des données à partir de la distribution
précédente X(0,E). Et on calcule les quantités (3.4.9), (3.4.10) et (3.4.11) dans
la nouvelle situation qu'on compare à celles calculées lorsqu'il n'y avait pas de

données aberrantes. Le tableau 3.4.1 résume les résultats de cette simulation.

TAB. 3.4.1. Résultats de la simulation (obs.naber: pas de présence

d'observations aberrantes; obs.aber: présence d'obsevations aber-

rantes).

Type d'AC M S E {p)

obs.naber obs.aber

MSE[a)

obs.naber obs.aber

MSE{{3}

obs.naber obs.aber

classique 0,02 1,33 0,14 0,99 0,28 0,92

basé sur MOD 0,06 0,05 0,23 0,22 0,40 0,40

basé sur les signes 0,12 0,25 0,18 0,19 0,32 0,40

basé sur la régression 0,06 0,05 0,20 0,22 0,34 0,37

J

On voit bien que dans le cas d'absence d'observations aberrantes, l'AC classique

est la plus précise. Alors que dans le cas où des observations aberrantes sont

présentes, l'AC basé sur MCD et celle basée sur la régression alternée sont les

plus précises.
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3.4.5. Quatrièine approche : M-estimateur .

J

Soit Xi,X2,

prime comme:

,Xn un échantillon aléatoire issu d'une loi / continue qui s'ex-

fW=\v\-h[{x-^'v-\x-^],
où p,: pxlV: px p sont respectivement les paramètres de position et d'échelle

de X , ^(l.l): [0,cx3) —> [0,oo) une densité dans Rp qui n'est connue qu '

approximativement ( donc la distribution de / est inconnu ), et |. estla norme

Euclidienne. / est dite une distribution elliptique et on note X ~ £p(/j,,~V). Notons

que [X — /z) V-1(X — fJ,) = d(X,p,,V) est la distance statistique entre X et p,

mesurée dans la métrique induite par la matrice définie positive V.

Le M-estimateur(Maronna (1976)) du paramètre /u ainsi que celui de V sont

définis comme étant la solution du système d'équations :

ave[ui(^)(X,-^)]=0 (3.4.12)

ave [u^t2,){X, - ^)(X, - ^)'] = V^, (3.4.13)
où^=[(X,-^)'V^l(^,-^)].
Le symbole ave désigné la moyenne, u-i, u-^ et ^ (défini par •0i(s) = su; (s)) sont

des fonctions qui vérifient les conditions suivantes :

A: ui et Us, qui sont définies pour tout s positif, sont des fonctions non

negatives, non croissantes et sont continues dans [0,oo);

B : -0l et '02 sont bornées ( dans une bande );

C : •02 est non décroissante, et est strictement croissante dans l'intervalle

où •02 < -Rr2 avec Ki = sup^i(s) pour î = 1,2;
s>0

D : il existe SQ tel que ^(s^) > pi et que 'Ui(s) > 0 pour tout s < SQ (et

par conséquent K^ > p);

E : il existe QQ tel que pour tout hyperplan t-L dim /H <,p —\

PW)<l-^-a.
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La condition E est indispensable pour l'existence, l'unicité et la convergence des

estimateurs fJ,n et Vn . Pour des échantillons de grande taille (n S> j?), la condition

E est vérifiée. Cependant si n est petit, K-^ devrait être plus grand que ^-. Mais

on verra plus tard qu'on perd de la robustesse (la robustesse diminue) avec des

valeurs assez grandes de K-^.

Si la distribution empirique est donnée par :

P(X,) = ^ pour t = 1,2,... ,n,

alors (3.4.12) et (3.4.13) seront équivalentes à:

_!L

^ui(^) -^)=0
î=l

^^(^2) -^) -^)'=v^.

(3.4.15)

(3.4.16)
1=1

Théorème 3.4.1. Soit f une distribution dans îV qui satisfait la condition (E)

et pour laquelle (^,V) est la solution unique du système d ' équations :

Ef[u,(t}{X-^\=Q

Ef[u,(t2)(X-^X-^=V,
(3.4.17)

(3.4.18)

l
où t = [(JC-^)'V-1(X-^)]2.
Soient X-[,X^, • • • ,Xn un échantillon aléatoire issu de la distribution f, et soient

Pn la distribution empirique correspondant à cet échantillon, et (/^n,Vn) la solu-

tion de (3.4-17) et (3.4-18) quand la mesure est Pn alors lim (/^n,Vn) = (/u,V)
n—i-oo

avec probabilité égale à l

Pour la preuve de ce théorème voir Maronna (1976).

Le point de rupture S* du M-estimateur est telle que :

5-<mm{^-t}
Donc plus -ft"2 est grand plus S* est faible plus le M-estimateur perd de sa robus-

tesse. Maronna(1976) a montré que puisque K^ > p , alors pour tout îvl-estimateur
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S* <: ^ly, ce qui veut dire que plus la dimension augmente moins le M-estimateur
est robuste.

3.4.6. Cinquième approche : S-estimateur.

Soit Xi ,^2, • • • ,Xn un échantillon aléatoire issu d'une population X: p xl où

X ~ £p^,V) et soit t= [(X - ^)' V-1 (X - ^)] = |-z| où z = V-5(X - ^),
z ~ (?p(0,î). Soit p une fonction qui vérifie les conditions suivantes:

Cl : p est symétrique, sa dérivée ip est continue et p(0) = 0.

C2 : il existe une constante CQ > 0 finie telle que p est strictement croissante

dans [0,Co) et est constante dans [co,oo).

Rousseeuw & Yohai (1984) ont trouvé, en se basant sur la fonction p, un estima-

teur robuste, qu'ils ont appelé le S-estimateur, pour estimer dans le cadre de la

regression un paramètre 0 :p x l.

Le S-estimateur (/^n,Vn) de (/^,V) est défini comme étant la solution optimale du

problème suivant :

<

min l V,
P.n,Vn>0

n

Sous contrainte

J_
n

^ E P{^ = bo
1=1

leoù^=[(X,-^)V,l(X,-^)]t
Vn > 0 signifie que Vn est une matrice défini positive, bo est une constante dans

]0,ao[ (ao = sup/? ). Une fonction p bien particulière est celle de Tukey défini par:

t2. _ J4_
2'-2Ï§
^

t6 si \t\ < co,
PW = {; 2câ '6CÎ

f si \t\ ^ co.

Si bo est choisie de telle sorte 0 < ^^r <, 7^£, alors le point de rupture du S-
estimateur serait ô°^ = [rE^ . Le point de rupture S* atteint sont plus haut niveau
quand r = ^ et sa valeur est [n-^+ J^ (asymptotiquement 50% ).



CONCLUSION

Dans ce mémoire, on trouve l'essentiel de ce qui se rapporte à l'analyse ca-

nonique, de l'analyse canonique à deux groupes de variables aléatoires (X^ :
pi x l, X{ï) :p2 x l ) jusqu'à l'application de la robustesse à celle-ci tout en pas-
sant par trois types de généralisation à plusieurs groupes de variables aléatoires

{X(-l\ • • • ,X(-k's), à savoir la généralisation de Carroll (1968), la généralisation de-
Lazraq et al. (1992) et enfin celle de Gupta (1981). On a vu dans le chapitre l
que les corrélations canoniques entre X^ et X(-2'1 ne sont autres que les valeurs
propres de la matrice A/( = T,^'S ^^ 2^21- La première corrélation canonique
est la plus grande valeur propre de la matrice A4, la deuxième corrélation ca-

nonique est la deuxième plus grande valeur propre de la matrice Ai et ansi de

suite. Les variables canoniques sont les vecteurs propres correspondants aux va-

leurs propres de la matrice M.. Dans le deuxième chapitre, on a présenté les trois

generalisations citées ci-dessus. On y a vu que la généralisation de Carroll (1968)

consiste à maximiser ^^r (Z,A,JSC,). La solution était de prendre comme va-
riables canoniques les quantités Ai = ZX^XiX^) , i = 1,2, •• •k où Xi est la
matrice contenant les données sur le vecteur observé X^. Z, variable compromis,

-'s-1

J

est le vecteur propre de la matrice Q. = S^i WiX[(XiX'^)~ Xi . La solution de
Lazraq et al. (1992) basée sur la mesure de Lingos et Schonemann(-RL>5') coïn-

cide avec la solution de Carroll (1968). La généralisation de Lazraq et al. (1992)

basée sur la mesure d'Escoufier(^V) consiste aussi à prendre comme variables

canoniques les quantités A, = ZX^ (XiX^) , i = l,2,---k et où Z estlà variable
compromis qui maximise ^f^i Witr(ZPZ') . La généralisation de Gupta (1981),
à l'opposée de la généralisation de 0arrol(1968) et celle de Lazraq et al(1992) qui

sont basées sur la maximisation d'une fonction de corrélation, est basée sur la
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minimisation de la variance généralisée des variables canoniques tout en suppo-
sant que celles ci sont équicorrélées. La solution de Gupta est de prendre comme

corrélations canoniques p les solutions de |^^ ~(JZ ~ l)pSdl = 0 où ^^ et ^^
sont données par (2.8.16). Les variables canoniques sont les vecteurs propres cor-
respondants aux valeurs propres (k — l)p de la matrice ^J i^od- ^e chapitre 3
est consacré à quelques méthodes robustes de l'analyse canonique. On y a exposé
les fonctions d'influence des variables et corrélations canoniques. Comme on y a

exposé quelques techniques robustes appliquées à l'analyse canonique telles que
l'utilisation du MCD, l'utilisation des signes des données ou l'utilisation de la

regression alternée robuste. Et dans la dernière partie de ce travail on à donné

les programmes codés soit en SAS soit en Splus qui ont servi pour le calcul des
solutions des deux premiers chapitres.

J
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PROGRAMMES

3.5. PROGRAMME SAS POUR ANALYSER LES DONNÉES CONSCRITS

DU CHAPITRE l

Programme 1 :

J

options nodate hnesize == 80 formdhm ='=';

filename données "exp.dat"; /* SAS lira les données dans le fichier exp.dat */

data expl;

infile 'exp.dat ' ;

input IND TAI PDS PTU TAP PDP FTP TAM PDM PTM;

run;

proc cancorr all;

titlel "Analyse canonique sur les données CONSCRITS ";

var TAI TAP TAM;

with PDS PDP PDM;

run;

3.6. PROGRAMME SPLUS POUR CALCULER LA SOLUTION DE CAR-

ROLL

{{ Xl, X2 et X3 sont les trois matrices, m^ x n, observées des vecteurs X(ï'\
(t X(-2') et X^. Ces vecteurs ont été observés sur n individus. Ces matrices seront
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it centrées à l'aide le la fonction Splus scale toute on utilisant l'option scale= F.

Les

{{ poids de chacun de ces vecteurs seront considérés égales à l (wl = w2 = w3 =

l).

Programme 2 :

J

Xl = t{scale(t(X l),center = T,scale = F))

X2 = t(scale(t(X2),center = T.scale = F))

X3 = t{scale(t(X 3),center = T,scale = F))

Xl.p=tÇXl)

si = solve(Xl% * %Xl.p)

Pl = Xl.p% * %sl% * %X1

Xï.p = t{XÎ)

s2 = solve{X2% * %X2.p)

P2 = Xï.p% * %s2% * %X2

X3.p=t(X3)

s3 = solve{X3% * %X3.p)

P3 = X3.p% * %s3% * %X3

Ç = wl * Pl + w2*P2+w3*P3

val.p = eigen.de f ault(Q,only.value = F)$value
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j} Seules les cinq premières valeurs propres de Q sont non nulles. Donc on ne

(l retiendra que les vecteurs propres correspondants a ces valeurs propres.

val.p == val.p[l : 5]

Z = eigen.de f ault(Q,only.value = F)$vector

Z = Z[,l : 5]

t( la ieme colonne de Z est le vecteur propre correspondant a la ieme valeur

j} propre de Q.

(l Pour centrer Z on utilise: sacle(Z,center == T,scale = F).

Z = scale{Z,center = T,scale = F}

)} reduction est une fonction qui transforme un vecteur v en un autre u telle

{t que t(u)% * %u = l , ona besoin de cette fonction pour transforme Z en un

t( autre Ztelle que ZZ/ = l

Z = apply(Z,2,reduction)

j{ les combinaisons linéaires Ai seront alors:

Al = t(Z[,l})% * %Xl.p% * %sl

A2 = i(Z[,l])% * %X2.p% * %s2

A3 = *(Z[,1])% * %X3.p% * %s3

(l Si on veut chercher les combinaisons du deuxième ordre, on à qu'à remplacer

JJZ[,1] dans l'expression de A, par Z[,2] et ansi de suite .

3.7. PROGRAMME SPLUS POUR LA DÉTERMINATION DE LA SOLU-

TION DE LAZRAQ, CLÉROUX ET KlERS

L objectif de ce programme est de déterminer la matrice Z : nxr qui permet

de maximiser ^j[=i tr(^5fc-^) • Ce programme est une fonction, appelée rvfun,
codé en Splus dont les arguments sont les matrices si,s2,s3 qui dans le cas de
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l'exemple des mouches sont les matrices de projections Pi, 772 '^'3 puisque les

poids w-i, W2 et ws sont tous égales à l. On commence par donner une fonction

Splus, appllé tr, qui calcule la trace d'une matrice puisque la fonction rvfun lui

fera appelle.

Programme 3 :

J

# fonction qui calcule la trace d'une matrice :

tr=function(mat)

{

sum(diag(as.matrix(mat)) )

}

#La fonction qui donne la matrice Z:

rvfun=function(sl,s2,s3,r,conv)

{

# S est une matrice qui regroupe si, s2 et s3

# r est la dimensionalite de la solution

# conv est le critère de convergence

# strat=:0 default; start=l valeur actuelle

# Les poids des vecteurs X(1),X(2) et X(3)

S=cbind(sl,s2,s3)

n=dim(S) [l]

mn=dim(S)[2]

m=mn/n

#initialisation de X

U=matrix(0,nrow=n,ncol=n)

f or (k in l: m)



90

n
{

J

cl=(k-l)*n+l

c2=k*n

sk=S[,cl:c2]

U=U+sk

}

X=svd(U)$u[,l:r]

tX=t(X)

sumU2=sum(U'~2)

f=1000*sum(U~2)

fold=f+2*conv*f

iter=0

while(fold-f>conv*f l l iter<3)

{

fold=f

iter=iter+l

# actualisation de X

BB=matrix(0,nrow=n, ncol=r)

for(k in l:m)

{

cl=(k-l)*n+l

c2=k*n

sk=S[,cl:c2]

#tX=t(X)

BB-BB+sk%*t/.X°/.*°/.tX%*t/.sk%*y.X

}

u=svd(BB)$u

v=svd(BB)$v

tv=t(v)
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X=u7.*°/.tv

tX=t(X)

f=0

for(k in l:m)

{

cl=(k-l)*n+l

c2=k*n

sk=S[,cl:c2]

matl=tX°/.*%sk

mat2=matl°/.*t/.X

f^f+sum(sk~2) -sum(mat2"~2)

}

f}

tX=t(X)

tra=0

f or (k in l:m)

{

cl-(k-l)*n+l

c2=k*n

sk=S[,cl:c2]

mat3=tXy.*°/.sk

mat4=mat3°/.*°/.X

mat5=mat4°/.*%mat4

tra=tra+tr(mat5)

}

list(X)

}

J



92

n
Le programme suivant permet de calculer les matrices A, dans le cas de la

méthode RV - GCA. La matrice Z est r x n. Elle est la transposée de la matrice

Z calcule par la fonction rvfun du programme passé.

Programme 4 :

===::

tXl=t(Xl)

tX2=t(X2)

tX3-t(X3)

matl=solve(Xl%*'/.tXl)

mat2=solve (X2°/.*°/,tX2)

mat3=solve (X3°/,*°/.tX3)

Z=t(Z)

Al=Z%*°/.tXl%*°/.matl

A2=Z7.*°/,tX2°/.*%mat2

A3=ZB/,*%tX3°/.*%mat3

3.8. PROGRAMME SPLUS POUR CALCULER LA SOLUTION DE GUPTA.

Le programme 5 permet de calculer la solution de Gupta.

# Programme 5:

# Xl est 2x35

# X2 est 3x35

# X3 est 2x35

# Construction de la matrice sigma_od.

J zeroll=matrix(0, nrow=2, ncol=2)

zero22=matrix(0, nrow=3, ncol=3)
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zero33=matrix(0, nrow=2, ncol^2)

tXl=t(Xl)

tX2=t(X2)

tX3=t(X3)

Sll=var(tXl)

S12=var(tXl,tX2)

S13=var(tXl,tX3)

S21=t(S12)

S22-var(tX2)

S23=var(tX2,tX3)

S31=t(S13)

S32=t(S23)

S33-var(tX3)

sigma.odl=cbind(zeroll, S12, S13)

sigma.od2=cbind(S21, zero22, S23)

sigma.od3=cbind(S31, S32, zero33)

sigma.od=rbind(sigma.odl, sigma.od2,sigma.od3)

# Construction de la matrice sigma_d

J

zerol2:=matrix(0, nrow=2, ncol=3)

zerol3:=zeroll

zero21=t(zerol2)

zero23=t(zerol2)

zero31=zeroll

zero32=zerol2
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sigma.dl=cbind(Sll, zerol2, zerol3)

sigma.d2=cbind(zero21, S22, zero23)

sigma.d3=cbind(zero31, zero32,S33)

sigma.d=rbind(sigma.dl, sigma.d2, sigma.d3)

# cacul du produit sigma.d~(-l)*sigma_od

sol.absolve(sigma.d)

prod. dod=sol. d7,*°/oSigma . od

# cacul de valeurs et vecteurs propres de la matrice

# sigma.d''(-l)*sigma_od

val.dod=as.matrix (eigen.default(prod. dod,only.value=F) $value)

vec.dod=eigen.default (prod.dod,only .value=F)$vector

# Construction de la fonction qui calcule ke determinant de sigma_rho

det.sig=function(rho, k)

{

((l - rho)-(k-l)) * (rhô * (k- l) +1)

}

J # calcul du determindnt de sigma_rho pour chacune des valeurs de rhô

# et determination du rhô qui donne le minimum de sigma_rho
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#

det.rho=apply(val.dod, l, det.sig, 3)

rhô.min=min(det. rhô)

J
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ANNEXE

Les données CONSCRITS qui ont

IND TAI PDS PTU TAP

J

l

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

184

175

189

173

169

175

164

190

174

184

168

179

174

163

172

176

190

172

178

173

175

73

62

76

73

62

68

64

85

55

74

56

64

65

58

53

61

85

56

68

65

67

42

43

45

44

4l

42

40

43

4l

43

4l

4l

40

4l

4l

42

45

4l

42

42

42

180

170

171

167

166

170

163

180

171

182

167

171

155

163

160

174

174

169

180

182

170

servis pour l'exemple 1.5 :

PDP FTP TAM FDM

85 45 164 55

54

68

63

58

70

65

67

80

64

58

82

71

85

70

62

57

65

65

72

65

70

70

78

75

4l

42

39

44

4l

39

44

44

44

4l

40

39

4l

39

42

4l

42

42

44

43

159

170

156

161

165

162

168

154

169

155

164

156

160

153

154

163

150

157

166

163

63

54

62

50

68

45

67

60

60

53

53

62

43

40

58

50

PTM

37

39

4l

37

39

39

37

37

38

40

36

37

38

38

36

36

39

36

36

37

37
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n

J

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

4l

42

43

44

45

46

47

48

49

50

168

180

175

184

181

169

174

175

175

180

172

179

183

170

178

168

188

177

165

172

173

176

177

180

170

184

175

181

175

64

66

65

75

75

60

65

66

60

60

58

68

90

62

75

50

70

68

55

55

56

66

70

62

52

70

67

67

61

4l

44

40

43

43

40

43

44

42

4l

4l

43

44

40

4l

40

44

43

40

40

42

43

42

42

42

44

4l

40

42

170

170

162

165

173

161

175

172

176

176

168

177

190

165

171

164

166

170

160

170

172

178

168

178

168

178

173

175

178

78

78

64

65

76

64

80

70

80

80

66

75

110

74

73

65

65

85

75

70

65

80

85

90

64

76

75

78

69

4l

42

40

4l

43

40

44

42

44

4l

4l

42

45

40

4l

40

40

4l

39

4l

42

43

4l

46

42

42

42

4l

4l

162

165

163

162

159

155

166

160

160

158

164

175

160

165

154

158

167

163

150

160

165

158

161

158

160

168

158

161

157

58

65

60

55

49

55

72

55

55

45

50

70

60

55

50

51

67

56

50

55

49

65

60

70

50

60

56

55

65

38

39

38

38

38

37

38

39

37

36

38

38

37

38

37

36

38

40

37

38

39

38

38

39

37

38

36

37

39
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n

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

162

176

187

180

173

172

171

170

172

180

172

178

173

63

60

68

69

64

68

60

56

70

65

70

63

62

40

40

45

43

42

4l

4l

4l

44

4l

40

42

40

165

172

170

170

170

164

172

169

160

178

169

168

169

62

62

70

70

80

67

75

68

72

72

75

68

80

42

4l

42

42

42

40

42

42

42

4l

43

4l

42

160

156

161

165

160

155

156

162

164

167

150

162

159

57

52

62

55

55

50

54

53

64

55

50

50

50

38

37

39

38

36

37

38

36

40

38

37

38

36

J
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