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SOMMAIRE

Dans plusieurs situations, nous voulons vérifier ’existence de relations entre
des séries chronologiques multivariées. Haugh (1976) a proposé un test asympto-
tique afin de vérifier 'hypothése de non corrélation (ou d’indépendance dans le
cas gaussien) entre deux séries univariées ARMA. El Himdi et Roy (1997) ont
généralisé cette approche au cas de deux séries multivariées ARMA stationnaires

et inversibles.

Hong (1996) a proposé une approche semi-paramétrique pour tester I'indé-
pendance de deux séries univariées autorégressives d’ordre infini (VAR(c0)). Son
approche consiste a filtrer chaque série a P’aide d’une autorégression d’ordre fini
et la statistique de test proposée fait intervenir les corrélations résiduelles croisées
a tous les délais. Ces derniers sont pondérés a 1’aide d’une fonction de noyau et
d’un point de troncature. Sous des conditions générales de régularité, il montre
que sous ’hypotheése nulle, la statistique de test, centrée et réduite de fagon appro-
priée, suit asymptotiquement une loi A/(0,1). D’une certaine facon, la statistique
portemanteau de Haugh peut étre vue comme un cas particulier en utilisant le

noyau uniforme tronqué.

Dans cette thése, nous généralisons l'approche d’El Himdi et Roy (1997) au
cas de deux processus multivariés VAR (c0) stationnaires et inversibles. Les statis-

tiques de tests sont basées sur les matrices de corrélations croisées résiduelles. Sous



v

I’hypothése nulle de non corrélation et en utilisant des résultats de Lewis et Rein-
sel (1985) sur approximation d’un processus VAR(co) par une autorégression
finie, il est montré qu’un vecteur quelconque de corrélations croisées résiduelles
suit la méme loi asymptotique que le vecteur correspondant des corrélations croi-
sées entre les deux séries d’innovations. Il découle du résultat précédent que les
statistiques de test considérées suivent asymptotiquement une loi khi-deux. Deux
statistiques de test sont décrites. La premiére est basée sur la matrice des corréla-
tions croisées résiduelles & un délai particulier alors que la deuxiéme fait intervenir
les corrélations croisées & plusieurs délais, disons de —M a M ou M est un entier
positif indépendant de la taille échantionnale N.

En utilisant & nouveau les résultats de Lewis et Reinsel (1985), nous montrons que
'analogue de la statistique de Hong (1996) pour des séries multivariées suit aussi
une loi normale sous ’hypothése nulle. La statistique de test proposée généralise
d’une certaine facon celle d’El Himdi et Roy (1997) pour le cas de deux processus
VAR/(c0). Pour une certaine classe de noyaux, la puissance locale et la puissance
globale asymptotiques sont étudiées de facon analytique et le noyau optimal est
identifié. Le controle du niveau et la puissance sont aussi étudiés par simulation

en échantillons finis. Une application a des données réelles est aussi présentée.
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INTRODUCTION

Ces derniéres années, plusieurs recherches ont été réalisées dans le domaine
des séries chronologiques. Particuliérement, ’étude de relations et de liaisons qui
peuvent exister entre deux séries chronologiques multivariées a intéressé plusieurs
chercheurs dans différents disciplines, surtout en économétrie, ou elle permet de
répondre & des questions importantes sur la compréhension des mécanismes éco-
nomiques sous-jacents. L’étude de liaisons entre deux séries chronologiques mul-
tivariées est souvent la premiére étape a l'identification des modéles régissant le
systéeme & 1'étude. D’onl la nécessité d’avoir des procédures simples & appliquer
et & interpréter afin de vérifier 'indépendance entre deux séries chronologiques
multivariées. Dans le cas univarié, Haugh et Box (1977) ont utilisé une procédure
de filtrage par des modéles ARMA dans le but d’identifier une liaison de type

causal entre deux séries chronologiques.

Pour étudier l'indépendance de deux séries chronologiques univariées, Haugh
(1976) a proposé une approche basée sur les corrélations résiduelles. Notons par
(XY et {XP} les deux séries d’intérét. Dans 'approche de Haugh, elles sont
préalablement filtrées & I’aide de modéles du type ARMA stationnaires et inver-
sibles. La statistique de test est alors basée sur les corrélations croisées entre les

deux séries résiduelles résultantes {a{"} et {&gz)}, notées rélz) (7) et définies par



la relation

N A(1)A(2
Zt:j—{-l ay ag—)j

N A(1)2 ~(2)2
{thl agl) Zf:l ag) }1/2

ra(9) <N -1,

oll N représente la longueur des séries. Sous I'hypothése nulle d’indépendance
entre les deux séries {Xt(l)} et {Xtm}, Haugh (1976) montre que pour toute suite
quelconque de délais distincts ji, ..., jm, qui ne dépendent pas de NN, le vecteur
de corrélations croisées résiduelles /N (rém(jl),“.,réw) (m)) = VN rélz), suit
asymptotiquement une distribution multinormale N'(0,I). Ce qui a conduit a la

définition de la statistique de type portemanteau

M
. 2
QL = N Y 8P3),

j==M

pour tester I’hypothése nulle d’indépendance contre I'hypothése alternative de
corrélation sérielle & au moins un délai 7, |j| < M < N — 1, ou M est fixe par
rapport & N. Cette statistique suit asymptotiquement sous ’hypothese nulle une
loi khi-deux & 2M + 1 degrés de liberté et I'hypothése nulle est rejetée pour les

grandes valeurs.

Hong (1996) a proposé une approche semi-paramétrique pour tester l'indépen-
dance de deux séries univariées autorégressives d’ordre infini (AR(oc)). Notons en
passant que sous certaines conditions, la classe des processus AR/(o0) englobent
la classe des processus autorégressifs-moyennes mobiles (ARMA). Son approche
consiste & filtrer chaque série & aide d’une autorégression d’ordre fini, et dont
I'ordre croit de facon adéquate avec la longueur de la série, voir Berk (1974). La

statistique de test Qn proposée fait intervenir les corrélations croisées a tous les



délais, et elle prend la forme suivante

oo = NELLYRGMIEG) - sk
v (2Dn (K 1172 7

ot k(.) est un noyau qui vérifie quelques hypothéses de régularité et M est un
paramétre de lissage tel que M = M(N) — oo et M/N — 0 quand N — oc.
Les deux quantités Sy (k) et Dy(k) sont définies au chapitre 3 par les relations
(3.1.8) et (3.1.9) et sont reliées & la moyenne et & la variance asymptotique de la
somme pondérée des corrélations croisées résiduelles au carré apparaissant dans
la définition de Qp. En utilisant le noyau uniforme tronqué, nous retrouvons une
version modifiée de la statistique de Haugh. Sous des conditions générales de
régularité, Hong (1996) a montré que sous '’hypothése nulle d’indépendance, la
statistique de test Qy suit asymptotiquement une loi N(0,1) et le test rejette

pour les grandes valeurs de la statistique.

El Himdi et Roy (1997) ont généralisé I’approche de Haugh dans le cas de
processus multivariés stationnaires. Ainsi, en considérant deux processus ARMA
vectoriels, ils déduisent de Roy (1989) la distribution asymptotique du vecteur
ri? des corrélations croisées entre les deux processus innovations {agl)} et {a®}
associés respectivement aux deux processus ARMA multivariés {Xgl)} et {ng) }
supposés indépendants ou non corrélés. Pour déduire un test d’indépendance entre
les deux séries, ils ont montré que le vecteur rSQ) des corrélations croisées rési-
duelles admet la méme distribution asymptotique que le vecteur i 2. Et ainsi,
ils ont obtenu une généralisation au cas multivarié de la statistique portemanteau

o . o .
Qa,n, ainsi qu'une version modifiée notée Q; ,/-



L’objet de ce travail est de proposer deux approches différentes pour tester
I'indépendance de deux séries multivariés stationnaires. La premiére est une gé-
néralisation du test d’El Himdi et Roy (1997) au cas de processus autorégressifs
d’ordre infini et ne fait intervenir qu’un nombre fixé de délais. La deuxiéme une
généralisation de approche de Hong (1996) au cas multivarié et fait intervenir

tous les délais.

Le premier chapitre est consacré & la présentation de quelques notations, dé-
finitions et résultats concernant les séries chronologiques multivariés qui seront
utilisé dans les autres chapitres. Nous rappelons aussi la définition et certaines
propriétés des processus multivariés autorégressifs d’ordre infini dont des résul-
tats de Lewis et Reinsel (1985) sur 'approximation d’un processus autorégressif
d’ordre infini par un processus d’ordre fini. Ces résultats constituent une généra-
lisation au cas multivarié de résultats univariés de Berk (1974) qui ont été utilisés

par Hong (1996).

Au chapitre 2, nous généralisons 'approche d’El Himdi et Roy (1997) au
cas de deux processus multivariés autorégressifs d’ordre infini VAR (oco). Notons
{aV} et {8} les deux séries résiduelles , issues de Papproximation d’un pro-
cessus VAR(oo) par un processus autorégressif d’ordre fini. La matrice RSZ) (71)
désigne la matrice de corrélation croisée de délai j entre les deux séries {&gl)}
et {&Ez)}. Le vecteur des corrélations croisées aux délais ji, .., jm est alors défini
par '\ = (vecREP (1)T), -., vecRED (jm)T))T ot vec(A) est Popérateur usuel
qui transforme la matrice A en un vecteur colonne. Nous montrons dans la sec-

(12)

tion 2.1, qu’un vecteur quelconque de corrélations croisées r; “’ posséde la méme



distribution asymptotique que celle du vecteur correspondant de corrélations croi-
sées entre les deux séries d’innovations r,(ll ). L'ordre fini de cette autorégression
dépend de la taille échantillonnale N mais croit moins rapidement que N vers

2)

Pinfini. La distribution de rg nous permet de déduire un test d’indépendance a

Sy . . 4 T . 12) /. . sz .
un délai fixe j, basée sur une statistique notée Qg )( J)*. Aussi, nous généralisons

dans ce cas la statistique portemanteau QS?JI*

Au chapitre 3, nous proposons une généralisation au cas multivarié de la
statistique de Hong (1996). En utilisant les résultats de Lewis et Reinsel (1985)
sur ’approximation d’un processus VAR(co) par une autorégression multivariée
d’ordre fini, nous montrons que Uanalogue de la statistique de Hong (1996) pour
des séries multivariées, notée Qy, suit aussi une loi A/(0, 1) sous I’hypothése nulle
d’indépendance. Le test est unilatéral et rejette pour les grandes valeurs. La dé-
monstration de ce résultat est longue et repose sur plusieurs lemmes techniques

dont les preuves sont présentées en annexe au chapitre 3.

Au chapitre 4, nous traitons la question de la puissance asymptotique du test
de Hong généralisé. Deux méthodes de comparaisons sont utilisées. L'une due &
Pitman (1979) pour la puissance locale et Pautre due & Bahadur (1960) pour la
puissance globale. Dans le cas de la puissance locale, nous utilisons 'approche
de Pitman. Ainsi, sous une classe d’alternatives locales, nous présentons la dis-
tribution asymptotique de la statistique du test. Et sous une classe spécifique de
noyaux, nous trouvons le noyau optimal, c’est & dire qui maximise la puissance
asymptotique locale. Dans le cas de la puissance asymptotique globale, I'approche
de Bahadur est utilisée. On montre la convergence de la statistique Qx sous une

hypothése générale de dépendance des deux processus. La pente asymptotique de



Bahadur est aussi obtenue. Dans les deux approches, efficacité relative asymp-

totique d’un noyau par rapport a un autre est calculée.

Au chapitre 5, nous rapportons les résultats d’une expérience de simulation
afin de vérifier si le niveau des tests est bien contr6lé aux niveaux asympto-
tiques nominaux usuels. Aussi, nous comparons la puissance de Qu pour différents
noyaux et Qu est aussi comparée au test basé sur la statistique portemanteau

0%"?* Q’El Himdi et Roy (1997).
a,M

Finalement, au chapitre 6, nous illustrons ’applicabilité des nouveaux tests
proposés en utilisant des données réelles provenant de Racette et Raynauld (1992).
Il s’agit de données trimestrielles portant sur des indicateurs économiques cana-
diens et américains et on s’intéresse aux relations existant entre les deux écono-

mies.



Chapitre 1

PROCESSUS MULTIVARIES STATIONNAIRES

Souvent, nous étudions des modeéles qui décrivent des relations entre des
variables multivariées qui dépendent du temps. De tels modéles multivariés sur-
gissent quand on observe simultanément plusieurs séries chronologiques au lieu
d’en observer une seule, comme dans le cas de I’analyse des séries chronologiques
univariées. Les séries chronologiques multivariées sont d’intérét considérable pour
une variété de disciplines telles qu’en ingénierie, sciences économiques et finance.
Dans ’étude des processus multivariés, un cadre est nécessaire pour décrire, non
seulement les différentes propriétés de chaque composante du processus indivi-
duellement, mais également des liaisons pouvant exister entre les diverses com-
posantes. Le but d’analyser et modéliser une série multivariée est de comprendre
les relations dynamiques, par rapport au temps, entre les différentes séries et
améliorer la précision des prévisions pour chaque série en utilisant non seulement
l'information contenue dans le passé de la série considérée mais aussi I'informa-

tion fournie par 'historique des autres séries.

Dans ce chapitre, nous introduisons les différentes définitions et notations qui

seront utilisées tout au long de ce travail. Nous rappelons quelques définitions et



résultats importants sur les processus linéaires. Nous décrivons aussi I'approxi-
mation d’un processus linéaire autorégressif d’ordre infini par un processus au-
torégressif d’ordre fini et nous énoncons les principaux résultats asymptotiques

correspondants.

1.1. PROCESSUS STATIONNAIRES

Considérons le processus X = {X;, t € Z} de dimension m, stationnaire au
second ordre, avec X; = (X1, oy Xme)' et ux = E(X,) le vecteur moyenne du
processus X, qui est constant pour tout ¢ € Z.

La fonction matricielle d’autocovariance {T'x(j) , j € Z} est définie par
Tx(j) = EX:— px)(Xeej — px)" ; t,Jj€Z.

Soit A(§) = (Ass(§))nxn une suite matricielle. On dit que la suite A(j) est abso-
lument sommable si elle vérifie la condition

Y A < oo, Lis=1,.,m, j€L (1.1.1)

j=—o00
La suite A(j) est dite de carré sommable si

ST IAGIE < o, jez, (1.1.2)
j=—oc0

ol ||.]|2 représente la norme euclidienne définie par || A5 = tr(AT A) et tr(A)
désigne I'opérateur matriciel trace de A.

La suite matricielle Ix () = (715(J))mxm €st supposée absolument sommable.

De méme, la matrice d’autocorrélation px(j) = (Puy(j))mxm du processus X au
délai j est définie par

_ Yuu(J)
{7uu(0) V0w (0) }1/2 ,

Puv(J) 1<u,v<m, j€eL (1.1.3)



Si on définit la matrice diagonale D{b;} de dimension m dont les éléments dia-
gonaux sont by, ..., by, on peut écrire la matrice px(j) sous la forme matricielle

suivante:
px(i) = D{1a(0)} "/ *Tx(j)D{1(0)}**, j € Z. (1.1.4)
Notons que pour tout délai j entier, on a:
px(i) = px(=)" et Tx(j) =Tx(~)". (1.1.5)

La densité spectrale du processus X, fx(A) = (fuo(A)),um, €0 termes de la

fonction d’autocovariance, est définie par

et les éléments f,,(\) s’écrivent

1 «— Ny
fu) = 5= D mw(@)e™ , —m<A<T (1.1.6)

j=—o0

La condition de sommabilité absolue de la suite I'x(j) assure lexistence de la
densité spectrale. Pour toute fréquence A, la densité spectrale fx(A) est une
matrice hermitienne et définie non négative, voir Fuller (1996, p. 170). De méme,
on peut exprimer la matrice d’autocovariance a l'aide de la densité spectrale
comme suit:

x

Tx() = [ ePfar,jez.

—r ‘

La fonction de cohérence compleze du processus X est définie par la matrice

Sx(A) = (Suv(A)),xm dont les éléments sont donnés par

Sw(A) = fu(Y) —r<A< . (1.1.7)

Vi) 7
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La fonction de cohérence du processus X est défini par la matrice |Sx(\)| dont

I’élément (u,v) est le module de la cohérence complexe, i.e.

tfuv()‘)l < A\ < T, (1.1.8)

Sl = e TS

ou |.| représente le module d’un nombre complexe.

La densité spectrale peut étre nulle en quelques fréquences, et dans cette situation
on assigne a la fonction de cohérence la valeur nulle pour ces fréquences. Notons
que S,y (A) peut étre interprétée comme une mesure de corrélation entre X, , et
Xt & la fréquence A. D’aprés Priestley (1981, p. 661), la fonction de cohérence
entre deux processus stationnaires dont la densité spectrale existe en toutes fré-

quences, reste invariante sous une transformation linéaire.

Supposons maintenant que le processus X est séparé en deux sous processus
X0 = {(XP t ez} et X = {X?, ¢t € Z} de dimension m; et my respective-
ment avec m = m; +my. La matrice d’autocovariance I'x (j) va étre partitionnée

en blocs matriciels comme suit:

reG) r{P0)

. 3 ] 6 ZJ
r$VG) TRYG)

X . hh), - . .

oil les deux blocs diagonaux I‘§( ) (7); h = 1,2, sont les matrices d’autocovariances
s - TN 12) /- .

au délai j associées & chacun des deux sous processus X®), T{? (5) est la matrice

de covariance croisée de délai j entre ces deux sous processus. Pour tout délai

positif 7, on a I‘gzl)(j) =T ()"
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La matrice de corrélation px(j) est partitionnée de fagon similaire & I'x (j), soit

PV G) p%P ()

PG e ()

, J €L

( (12

La matrice pgéz) (4) = (o5, )(7))m, xm, représente la matrice de corrélation croisée

au délai 5 dont les éléments sont définis par:

Y2(5)

(12), . Vis
pls (j) =
{7 (0)y (22)(0)}1/2

Aussi, notons que la densité spectrale posséde la méme répartition matricielle que

<mp; 1 <s<my.  (1.1.9)

la matrice de covariance. Ainsi, on peut représenter la fonction de cohérence Sx

sous la forme matricielle suivante:

CISIOVIICIRIPY

Sx(A) = , —m <A<, (1.1.10)
SHCVI S
ou S §§2)(,\) = (81(11,2)(/\)) représente la matrice de cohérence croisée dont les
my Xms

éléments s’écrivent en fonction des éléments des matrices de densités spectrales
des deux sous processus et de ceux des éléments de la matrice de densité spectrale

croisée,i.e.

[£5” (V)]
Sy = , —T <A< (1.1.11)
VAP0
Si on considére une réalisation de longueur N du processus X, la matrice de

covariance échantillonnale croisée au délai j est définie par
a =(1 <@\ T
() = NS (X -XO) (xP,-XP) (1)
t=j+1

T
pour 0 < j < N —1. Aussi, on pose pour 1 —N < 7 <0, ng)(—j) = Cgl)(j) et

Cgéz) (7) = 0 pour |j| > N. Ainsi, les éléments de la matrice de covariance croisée
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CE(5) = (! (§))my xm, $'€crivent sous la forme

N1 T (x@ @) i n_
(12)(]) Zt=]+1 (JX =X ) (Xs,t—j X, ) si0<j<N-1, (1.1.13)

NS (x5, -X) (x8 -X7) si-N+1<i<o0,
< (h <) =m\T :
ot XM = N1 DA XM = (Xg L anZ) est le vecteur moyenne échantion-
nale de la série multivariée {xﬁ")}, h=1,2.

De méme, on définit la matrice de corrélation croisée échantillonnale de délai 7,

0<j| < N =1, par REV(5) = (72 (5))myxms 01

a2 _ PG
Tls (]) - )1_<_l§m1,1__<_3sm2 (1114)

A (0)elP (0)

Sous une forme matricielle, on peut écrire
R%” () = Dufei”*(0)}C%” (j)De{ez*(0)} (1.1.15)

ou la matrice D, ; h = 1,2 est définie par (1.1.4).

La matrice densité spectrale croisée échantionnale fg;z)()\) = ( 2571?)(/\)) est

mi X2

définie par

f(12)( — c! 12) —z])\ —7 S A S o~

Finalement, on définit la matrice de cohérence complexe croisée échantionnale

sx = ($82)  par

mi Xma
()

—m<A<T. (1.1.16)
VD)2 ()

S
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1.2. PROCESSUS LINEAIRES

1.2.1. Processus moyennes mobiles d’ordre infini

Par le théoréme de Wold, un processus X = {X; , t € Z} stationnaire au sens

large purement non-déterministe admet une représentation de la forme suivante:
o0

X, = p+Y Ta_;=p+¥Ba,tecl, (1.2.1)
j=0

oWy =1I,,,9(z)=I,+> 1, ¥,z les W, représentent les coefficients matriciels
du processus et B est 'opérateur retard tel que B'a; = a;_;. La matrice identité de
dimension m est notée I,,. Pour assurer la convergence en moyenne quadratique,
on suppose que la suite ¥; est de carré sommable. Le processus {a;} de dimension
m est un bruit blanc faible, c’est-a-dire E (a;) = 0, E (a,a,7) = Tet E (aa”) =

0 pour ! # 0. Aussi, pour satisfaire la condition d’inversibilité, on suppose que
det {¥(z)} # Opour|z| <1 (1.2.2)

La représentation (1.2.1) définit un processus linéaire et est aussi appelée repré-

sentation moyenne mobile d’ordre infini, qu'on note MA(oo).

Dans plusieurs résultats concernant des propriétés des processus moyennes mo-

biles, on suppose que la série (¥;),>, est absolument convergente.

La fonction d’autocovariance d’un processus MA(co) peut étre définie en termes

des coefficients moyenne mobile de la fagon suivante

r(j)=> ¥zy,,"
=0
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Et ainsi, d’apreés Fuller (1996, p. 180), on peut déduire la matrice densité spectrale

du processus MA(co) et qui est donnée par

1 . .
FN) = 2—-11:(6“)2@(6-”)7’ T <A<,
T
Finalement, on peut noter que la représentation (1.2.1) dite, représentation de
Wold, est définie quand a, décrit 'erreur de prévision du meilleur prédicteur li-
néaire de X;, qu’on note par Xt_,l(l), basé sur une infinité de valeurs passées

Xt—l; Xt—27 ceey ¢’est-a-dire a; = Xt - Xt_l(l).

1.2.2. Processus autorégressifs d’ordre infini

Un processus multivarié X = {X; , t € Z} stationnaire au sens large de
dimension m admet une représentation autorégressive d’ordre infini VAR(co) si

on peut ’écrire sous la forme

Xt - Z @th_]' = @(B)Xt = a¢, (123)
j=1

ot ®(z2) = I, — S0, @2, S0 [1®i1]]3 < oo, et les @, sont les coefficients
matriciels autorégressifs du processus. En termes des coefficients, la condition de

stationnarité s’écrit
det {®(2)} # O0pour|z| <1. (1.2.4)

Un processus VAR(oco) stationnaire admet une représentation MA(occ) out ¥(z) =
®(2)”". Le processus d’innovation {a;} est le méme que celui apparaissant dans

la représentation MA (co) définie par (1.2.1).
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1.2.3. Processus ARMA multivariés

Un processus multivarié X = {X; , ¢t € Z} admet une représentation
autorégressive-moyenne mobile d’ordre (p, ¢), qu’on note VARMA(p, ¢), si on peut

I’écrire sous la forme suivante:
p q
(Xt - I.L) - Z @l (Xt—-l — /,I,) = a; — Z @lat...l, (125)
=1 =1
ou bien en utilisant I'opérateur retard B
(B) (X, - u) = ©(B)a; (1.2.6)

ot ®(z) = I, — S0 ¥, O(z) = I,, — Y1, ©;2! et les @, ©; sont les co-
efficients réels matriciels m x m du processus X. Le processus {a;} est un bruit

blanc faible de moyenne nulle et de matrice de covariance X.

Brockwell et Davis (1991, p. 418-19) ont montré que si la condition de station-
narité (1.2.4) est vérifiée, le processus (1.2.5) sera stationnaire et ainsi, peut étre
représenté sous une forme moyenne mobile d’ordre infini, comme dans (1.2.1),
et W(z) = ®(2)"'O(z) représente la série des coefficients matriciels du pro-
cessus qui est convergente pour |z| < 1. Aussi, si on suppose que la condition
d’inversibilité (1.2.2) est satisfaite, le processus (1.2.5) sera alors inversible avec
I(z) = O(2)'®(2) = I, — Y o, ;2" qui représente la série matricielle conver-
gente pour |z| < 1 des paramétres du processus {X;} de la représentation auto-

régressive d’ordre infini II(B) (X; — p) = a;.

Ainsi, dans tout ce qui suit et sans perte de généralité, on ne va considérer

que les processus autorégressifs d’ordre infini II(B) (X — p) = a;.
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1.3. APPROXIMATION D’UN PROCESSUS AUTOREGRESSIF D’ORDRE
INFINI

Considérons un processus multivarié X = {X; , t € Z} solution de I’équation
aux difféerences (1.2.3). Supposons que les coefficients matriciels du processus
(@)=, satisfont la condition de stationnarité (1.2.4) et qu'ils sont absolument

sommables.

A partir d’une réalisation de N observations, on veut approximer le processus
X par un processus autorégressif VAR(p), ot p désigne I’ordre autorégressif. Pour
les développements asymptotiques, nous supposons que p dépend de N et nous
écrivons p = p(N). Considérons ®(p) = (P1,,..., ®,,) la matrice formée des p

coefficients autorégressifs. L’estimateur de Yule-Walker ®(p) correspondant est

donné par
B(p) = (D1p,- Bpp) = AT AT, (1.3.1)
avec
R N
Ay = (N=p)7 ) Xp)X] (1.3.2)
t=p+1
et
R N
A, = (N=p)™ > X(p)X] (). (1.3.3)
t=p-+1
ol
Xt(p) = (XZ—lan:-z:'-')Xz_p)T- (134)
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Ainsi les résidus résultants sont donnés par
p ~
apy = Xi-— Z D, X, t=p+1,.., N
=1

Soit, ‘:Jp Iestimateur de 3 défini par

N
%, = (N—p)™ ) &,a, (1.3.5)
t=p+1

ol 8, = &y, — 8, et 8, = (N —p) Ziipﬂ apz-

Dans la suite, vec(B) désigne 'opérateur usuel qui transforme la matrice B
en un vecteur colonne. Le symbole ® représente le produit de Kronecker de deux

matrices.

Considérons {/(s)}sen une séquence arbitraire de vecteurs de dimension sm? x
1 satisfaisant la condition 0 < M; < ||i(s)]|2 < M, < oo, et notons par ®(s) =
vec(®(s)) et B(s) = vec(P(s)). Pour s et N — oo, les propriétés asymptotiques
de @(s) ont été étudiées par Lewis et Reinsel (1985). D’abord, voici le théoréme

qui nous donne la convergence de l'estimateur & (p).

Théoréme 1.3.1 (Lewis et Reinsel , 1985).

Soit {X;} un processus VAR(oo) défini par la relation (1.2.3). Aussi, supposons
que

(i) Ela; za;akp04] < va <00, 1 <4, 4, k, I < m;

(ii) p est une fonction de N tel que p(N) — oo et p(N)?/N — 0, quand N — co;
(iii) \/E(N_)_Z?ipﬂ |®;]ls = 0, quand N — co.

Alors, nous avons

. 1/2
180) - 2@l = 0,0 (136
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La démonstration du résultat (1.3.6) est implicite dans la preuve du théoréme
1 de Lewis et Reinsel (1985). Voir aussi le théoréme 2.1 de Paparoditis (1996).
Pour la normalité asymptotique, nous aurons besoin de la notation suivante:

T, = E (X:(p)X:(p)T), la matrice de covariance du vecteur X,(p).

Théoréme 1.3.2 (Reinsel et Lewis, 1985).

Si on considére {X;} un processus VAR(co) qui satisfait la relation (1.2.3), et
sous les conditions suivantes:

(1) Ela; aj a5 014] < va <00, 1 <4, 7, k, [ < m;

(ii) p est une fonction de N tel que p(N) — oo et p(N)?/N — 0, quand N — oo ;
(114) \/NZ;’;)H |®lla —= 0, quand N — oo

(iv) {1(s)}sen une séquence arbitraire de vecteurs de dimension sm* x 1 satisfai-
sant la condition 0 < My < [|I(s)||2 = 1(s)T1(s) < M, < 0.

Alors, il s’en suit que
(N “P)I/QZ(P)T@S(P) —®(p))/vn 4 N(0,1) quand N — oo, (1.3.7)

ou v} = I(p)* (T;' ® ) I(p).

De méme, comme on a vu & la section 1.2.2, le processus X autorégressif
d’ordre infini peut étre exprimé comme un processus MA(oo) tel que défini par

(1.2.1) ou la suite des coeflicients moyenne mobile ¥; est absolument sommable.

Les coefficients ¥; sont donnés en termes des matrices ®; par ¥(z) = ®(2)”' =
I+ Z;‘;l W27, Pour utiliser les résultats déja existants sur les paramétres au-
torégressifs ®;, Liitkepohl (1989, p.372) a exprimé les coefficients matriciels ¥

en termes des coefficients ®;. Ils sont donnés par

v, = JILJT
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ot J, est la matrice m x mp définie par J, = (I40...0), O est la matrice m X m

nulle, et IT, est la matrice bloc mp x mp définie comme suit:

(2, @ - . @,

I, 0 -~ . 0

0 I, -~~~ . O
I, =

\0 0 - I, O

Dans son livre, Liitkepohl (1991, p.314) a étudié sous les mémes conditions que
celles des théorémes 1.3.1 et 1.3.2, les propriétés asymptotiques du vecteur !i'(p)
ot ¥(p) = vec (\i’l,p, vy \i'p,p) avec W, = Jpﬁ;Jf et TI, est obtenu en rempla-

cant dans la matrice I1, les matrices ®; par leurs estimateurs ®;,.



Chapitre 2

TESTS D'INDEPENDANCE BASES SUR UN
SOUS-ENSEMBLE DE DELAIS

Dans I’étude des séries temporelles, les processus linéaires stationnaires ont
été utilisés fréquemment au cours des derniéres années. Ces processus incluent
en particulier les processus autorégressifs, moyennes mobiles et autorégressifs-
moyennes mobiles qu’on note souvent, respectivement, par AR, MA et ARMA.
Ces derniers ont fait I’objet de plusieurs études concernant I'identification, ’es-
timation et la validation ou diagnostic. Un des outils les plus utilisés dans la
derniére étape de validation du modéle est la fonction de corrélation des séries
résiduelles. La distribution asymptotique de ces corrélations résiduelles a été étu-
diée dans le but de P’utiliser dans la construction de tests pour chercher la liaison
existante entre deux processus linéaires stationnaires. L’étude des relations qui
peuvent exister entre deux séries chronologiques univariées ou multivariées inter-

vient dans plusieurs domaines telles que ’économétrie ou la finance.

Dans le cas univarié, Haugh (1976) a utilisé une approche de modélisation
par des processus ARMA pour tester I'indépendance de deux séries univariées.
Les corrélations croisées entre les deux séries résiduelles issues de cette modélisa-
tion sont ensuite utilisées dans le calcul d’une statistique de type portemanteau

pour tester 'hypothése d’indépendance. McLeod (1979) s’est intéressé a des tests



21

de corrélations croisées a des délais positifs ou des délais négatifs lorsqu’il y a

corrélation instantanée entre les deux séries.

Dans le cas multivarié, El Himdi et Roy (1997) ont généralisé approche uni-
variée de Haugh (1976) au cas de deux séries multivariées stationnaires au second
ordre. Ils ont établi que sous 'hypothése de non corrélation entre les séries ori-
ginales, la distribution asymptotique d’un ensemble fini de corrélations croisées
entre les deux séries résiduelles issues de la procédure de filtrage est la méme que
celle du vecteur de corrélations croisées entre les deux séries d’innovations corres-
pondantes. La distribution asymptotique de ces corrélations croisées résiduelles
a permis de déduire une procédure asymptotique pour tester la non corrélation

entre deux séries multivariées.

Dans ce chapitre, nous nous proposons de généraliser I’approche d’El Himdi
et Roy (1997) au cas de deux processus linéaires multivariés stationnaires. Nous
allons tout d’abord rappeler quelques résultats concernant la distribution asymp-
totique d’ensembles finis de corrélations et covariances croisées sérielles entre
deux séries chronologiques multivariées stationnaires au second ordre. Nous gé-
néralisons la procédure de tests d’El Himdi et Roy (1997) au cas de deux séries
multivariées d’ordre infini VAR (co). Nous établissons ainsi que sous ’hypothése
de non corrélation entre les deux séries originales, les distributions asymptotiques
d’un ensemble fini de corrélations croisées entre les séries résiduelles issues de la
procédure d’approximation des deux séries par des autorégressions d’ordres finis
est la méme que celle des corrélations croisées correspondantes entre les deux

séries d’innovations. La distribution asymptotique de ces corrélations croisées
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résiduelles permettra de déduire une procédure asymptotique pour tester I'indé-

pendance entre deux séries multivariées.

2.1. DEFINITIONS ET GENERALITES

Considérons une réalisation de longueur N d’un processus multivarié sta-
L W7 w@T\T N X
tionnaire X = (Xt , Xy ) , t € Z ; de dimension m = mj + my ol My
et mo sont les dimensions des sous processus X et X? respectivement. Soit
di, ..., d, une suite de n entiers distincts tels que |d;| < N, i = 1,..,n. Nous défi-
nissons les vecteurs cx et rx des covariances et des corrélations échantionnales,

de dimensions nm? chacun par:

ex = (vee(Cx(d))7,...,vee(Cx(dn))T)”

T
rx = (vee(Rx(d1))7,...,vec(Rx(dn))T)" .
De méme on introduit les vecteurs c§§2) et rg?) de dimensions nm;ms, des cova-

riances et corrélations sérielles croisées entre les deux processus X et X :

T
e = (uec(c§§2>(d1))7‘,...,vec(c§;2>(dn))T) , (2.1.1)
(12) _ (12) T (12) T
rf? = (vec(Rx (d))T, ..., vecRE? (dy)) ) . (2.1.2)

Par un choix approprié des délais dy, ..., d,, ces deux vecteurs ont été souvent uti-
lisés dans la littérature pour analyser la structure de dépendance pouvant exister
entre les deux processus multivariés X1 et X® . L’étude de leurs distributions
est nécessaire pour 1’élaboration de tests d’indépendance entre deux séries vecto-

rielles stationnaires.
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Dans un contexte de séries chronologiques, Roy et Cléroux (1993) ont gé-
néralisé la concept de corrélation vectorielle introduit par Escoufier (1973). Les
deux auteurs ont proposé le coefficient suivant de corrélation vectorielle croisée

au délai j entre deux processus vectoriels X et X2
- . T
tr (67 (NP ())
2 2\ ) 1/2
{tr (6820 ) r (K57 (0)) }

Ce coeflicient de corrélation vectoriel est tel que 0 < /\gém (j) <1 et, une condi-

A23G) = jEZ.  (2.1.3)

tion nécessaire et suffisante de non corrélation au délai j entre X et X je.
pg?) () =0, est que )\géz)(j) = 0. Les mémes auteurs, voir Cléroux et Roy (1988),
ont introduit un autre indicateur de corrélation de type scalaire en remplacant,
dans la définition (2.1.3), les vecteurs de corrélations croisées par les matrices de
covariances croisées et qu’ils ont noté Ay (j). Ces deux coefficients de corréla-
tion vectorielle ont les mémes propriétés sauf pour 'invariance qui est une pro-
priété propre a )\gz) (7). Des estimateurs convergents , notés 5\%2) (7) et /2\22) (),
des coefficients A§” (j) et A4?(j) sont obtenus en remplacant les matrices de
corrélations et de covariances théoriques par leurs estimations. De plus, Roy et
Cléroux (1993) ont étudié la distribution asymptotique de I'estimateur 5&2) (4)
sous 'hypothése nulle de non corrélation au délai j, /\%2) () = 0, et aussi sous

Palternative 0 < )\%2) () < 1. Ce qui permet de déduire un test de non corrélation

pour différents délais j entre les deux séries considérées.

(12)

2.2. DISTRIBUTION ASYMPTOTIQUE DE r, ~ POUR DEUX PROCES-

susS ARMA MULTIVARIES

Les deux vecteurs définis par (2.1.1) et (2.1.2) vont étre utilisés pour 1’éla-

boration du test d’indépendance des deux sous processus X pour h = 1,2.
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El Himdi et Roy (1997) ont étudié la distribution asymptotique de ces vecteurs,
pour des délais quelconques dj, ..., d,,, dans le cas ou les deux sous processus sont
autorégressifs-moyennes mobiles multivariés d’ordres finis (ARMA (py, g1)), c’est

a dire que Xgh) est solution de
aMBXM = o™ (B)a® (2.2.1)

ot @M () = I, — ) @gh)zl et @M (2) =1, — o @gh)zl. {agh)} est un
bruit blanc dont les matrices de covariance et de corrélation sont notées respecti-

vement 25 et p,. Ces deux sous processus vérifient les conditions de stationnarité

(1.2.4) et d’inversibilité (1.2.2).

Dans tout ce qui suit, on suppose que les deux sous processus X1 et X sont non
T T

corrélés. Ainsi, on peut remarquer que le processus X = { (Xgl) ,X§2) ) A Z}

qui est un processus résultant multivarié de dimension m = my + mo est décrit

par le modéle ARMA(p, ¢) stationnaire et inversible
®(B)X; = ©O(B)a;

de polyn6me autorégressif ®(B) = I, — Y ]_, ®,B" de degré p = maz(py,p;) et
de polynéme moyenne mobile ©(B) = I, —> 7, ©;B' de degré ¢ = maz(qy, ¢2).
Les coefficients ®;, [ =1,..,p et ©,, r =1, ..,¢q, sont donnés par:

3" o e o

3 r =

P, =
o &7 0o e?

avec <I>,(h) =0sip, <l <pet @gh) = 0 si g <7 < q. Puisque det{®(z)} =
det{®M(2)} det{®@®(2)} et det{©(2)} = det{OW(2)}det{®P(2)}, la station-
narité et U'inversibilité du processus {X;} se déduisent directement de celles de

ses deux composantes { X (V) et {X % }. Aussi, {a;} est un bruit blanc de matrice
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de covariance définie positive

0
> = . (2.2.2)
0 X,

La matrice de corrélation est donnée par

0
p=|" . (2.2.3)

0 p,
Dans le but d’étudier I'inter-dépendance entre deux processus ARMA multivariés
XM et X®| El Himdi et Roy (1997) ont utilisé la fonction matricielle de corré-
lation croisée entre les innovations associées a ces deux processus, notée p&w) (7).
De Pinversibilité et de la stationnarité des sous processus, il s’en suit Iéquivalence

des deux hypothéses suivantes, soit
PV(G) =0, < p8P ()= 0,V (2.2.4)

En disposant des séries résiduelles {aﬁ’”}, obtenues d’un ajustement du modéle
(2.2.1) aux deux séries, les auteurs ont estimé les matrices & et pi? (7) par les
caractéristiques échantillonnales résiduelles correspondantes Céhh) (0) et Rgz) (4)-
Ainsi, I'étude de la distribution asymptotique de ces estimateurs a constitué
I'étape principale dans la construction du test d’indépendance généralisant ce-
lui utilisé par Haugh (1976) dans le cas univarié. Les deux auteurs ont montré le

théoréme suivant.

Théoréme 2.2.1.

Soient XU et X? deuz processus stationnaires au second ordre vérifiant le mo-
déle ARMA multivarié (2.2.1) et satisfaisant certaines hypothéses de régularité.
Si ces deux processus sont non corrélés, alors les deuz vecteurs /N rgz) et VNI

définis par (2.1.2) possédent la méme distribution asymptotique N (0,I,® (p, ® p;))-
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La distribution asymptotique de v Nty découle d’un résultat général de Roy
(1989), voir aussi Chitturi (1976) et Li et McLeod (1981). El Himdi et Roy (1997)
ont construit un test de non corrélation entre deux processus multivariés ARMA
stationnaire et inversible. Ce test consiste & trancher entre I’hypothése nulle de

non corrélation Hy et 'hypothése alternative H,; données par
Ho :pe”(j)=0Vj€Z vs Hy: Fj e, |j| < Met piD(5) £0.

Pour un ensemble fini de délais {d,, .., d,}, la distribution asymptotique du vec-
teur rsz) donnée par le théoréme ci dessus, est particuliérement simple & utiliser

pour construire des tests pour H,.

2.3. GENERALISATION AU CAS DE DEUX PROCESSUS MULTIVARIES
VAR(c0)

Dans cette section, nous généraliserons le théoréme 2.3.1 a des processus
autorégressifs multivariés d’ordre infini tels que définis par (1.2.3). Ainsi, nous
supposons, pour h = 1,2 , que {Xgh)} sont deux sous processus autorégres-
sifs multivariés d’ordre infini VAR(co) qui vérifient I'équation aux différences

o0

(1.2.3). La série des coefficients autorégressifs (@l(h))t vérifie la condition de
=0

stationnarité (1.2.4) et est supposée absolument sommable. Le processus a =

o7 @aT\T : : .
a;’ ,a , t € Z ¢ est un bruit blanc de matrice de covariance X est de

la forme (2.2.2). En plus, les deux sous processus { agh)} vérifient ’hypothése

suivante.

Hypothése 2.3.1.

. h . . . , .
(i) {a} est un bruit blanc de dimension my, avec une matrice de covariance

Xy e E(aih)) =0et E(agh)agh)T) = 3.
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() Les moments d’ordre quatre des composantes {agz),i =1,...,mp} du vecteur

agh) eristent i.e. pour tout t,

Ela®a®a®e| <

it Qg Qg p Oy 4 0, 4,7,k l=1,..,m,.

La condition (ii) est équivalente & la condition d’existence de tous les cumulants
. h
d’ordre quatre, notés k;;;, du sous processus {a§ )}, avec
— (h) () _(h) ()

Kijkl = Cum{ai,t gty Qg g5 Oy y }
dont I'existence s’avére nécessaire pour établir plusieurs résultats asymptotiques
des estimateurs des moindres carrés des paramétres autorégressifs, des covariances
échantillonnales et aussi concernant approximation d’un processus VAR(co) par

un modéle autorégressif d’ordre fini.

La statistique du test d’indépendance entre les deux processus multivariés
XMW et X est basée sur les séries résiduelles {&gh)} obtenues en approximant les
deux sous processus VAR(co) par un processus autorégressif d’ordre fini. Ainsi, &
partir de réalisations de longueur NV, on ajuste un modéle AR(pn) a chaque série.
L’ordre autorégressif p, varie avec N et au besoin, nous écrivons p,(N). Pour

h = 1,2, les résidus résultants sont donnés par 'équation

X(h)_ pﬁ él X(}i) sit :ph+17‘-'7N )
O I=1 Fhpa i (2.3.1)

0 1t < pa,

ou les ‘i’l,pn sont les estimateurs de Yule-Walker des coefficients autorégressifs

donnés par (1.3.1) ou des estimateurs asymptotiquement équivalents. La matrice
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( 5(12)

de covariance croisée résiduelle est définie par Cfilz)( ) = (57 (7)) myxms, O01

1E A(l)() si0<j<N-1
9 i+ S, J = ’
A(l )(?) = = ” = (232)

‘s - oD, 0 .

(7 ~(12)

Tls (]))mlxrnz est donnée

La matrice de corrélation croisée résiduelle Rfim) (4) =

A(12) &, G) :
par 7,7 (j) = Wpourl—NgjgN—l.
&y (0)éss7 (0)
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Dans ce qui suit, nous énongons et montrons le théoréme qui nous donne la
distribution asymptotique du vecteur rgm) sous I’hypothése de non corrélation

des deux processus VAR(co).

Théoréme 2.3.1.

Sotent X1 et X@ deux processus linéaires stationnaires au second ordre vérifiant
le modéle VAR (co) décrit par I’équation (1.2.3). Les cumulants d’ordre quatre des
processus d’innovations correspondants sont supposés nuls. Si ces deuz processus
sont indépendants et vérifient les hypothéses suivantes:

(i) E!ai,ta’j,tak,ta.l,t[ Sv<oo, 1<, 4,k 1 < my

(ii) pn, h = 1,2, sont deuz suites d’entiers positifs telles que py, est une fonction
de N vérifiant pp(N) — oo et po(N)?/N — 0, quand N — oo ;

(i) VN 322, 18Pl = 0, quand N — co.

Alors les deuz vecteurs Wrém et VNT? définis par (2.1.2) posseédent la méme
distribution asymptotique N (0,1, ® (p, ® py)).

PREUVE DU THEOREME 2.3.1.
Pour montrer le théoréme 2.3.1, il suffit de montrer que VN (r((im) _ rSIl?)) -0

en probabilité, ou encore, quand N — oo,

Vi€ {jn,nim} \/N[Rg () — RUD(;j )] 2 0. (2.3.3)
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D’aprés (1.1.15), on peut écrire la matrice de corrélation croisée en terme des

matrices d’autocovariances et de covariance croisée, par

R{?(j) = Di{c; *(0)}CI? (j)Do{c; V(0)},

ot Dy, h = 1,2, est définie par (1.1.4). Pour simplifier la notation, on écrira
Dh{ci_il/ 2(0)) = D;'. La matrice Rgz)(j) admet une représentation similaire.

Ainsi, on obtient
R(Y(j) - RV() = D [Ci() - ()] by (23.4)
+ D{'DiR{P()D;D;" — REV(j).
On sait que, sous les conditions du théoréme 2.3.1, vV NR{? (7) converge en dis-
tribution. Aussi, d’aprés Liitkepohl (1989), on a que D;! — D; = O,(N~Y/2),

i = 1,2, et on peut donc écrire que D7'D; = I+ O,(N~Y/2). Donc, D{'D; et

152‘ D, converge en probabilité vers la matrice identité. Ainsi, on déduit que
VN [f);lanQ”(j)DZ]f)gl - RS}”(J')} 50, quand N - 0o, (2.3.5)

Puisque les matrices ]51’1 et f); ! convergent en probabilité, alors pour montrer
la relation (2.3.3), il suffit de vérifier que v N (Cglz)(j) - ci{? (j)) — 0 en pro-
babilité quand N — oo. Si on note par 7, = &ﬁ” - agl) et &, = &9 - af’, on

écrit alors
VN (C2G) - €)= Gi+etes, (2.3.6)
avec

N

_ N T

€ = N2 Z 'ﬂtag)j,
t=j+1
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N
¢; = N3 a8,

t=j7+1

N
C; = N2 Z ﬁtsf—j

t=j+1
Ainsi, il suffit de montrer que C; — 0 en probabilité, i = 1,2, 3, quand N — oo.
En écrivant 7, en terme des parameétres du modéle et d’aprés les équations (1.3.1)

a (1.3.4), on obtient

i = { 1) = S0) } X 01) + &y (2.37)
avec
$ipy = Z ‘I’z(l)Xﬁ)l, (2.3.8)
I=p1+1

qui représente le biais de I'approximation du processus {Xgl)} par un processus
autorégressif d’ordre fini p;.

Par la suite, on remarque que 7), ainsi que la différence (2.3.6) dépendent de la
différence entre les paramétres du modéle et leurs estimateurs. Aussi, de I’équation

(1.3.6), nous avons

1/2
1@(p1) — ®(pa)ll2 = O, (72\0]—’3175) : (2.3.9)

h =1, 2. Ainsi, si on considére le premier terme C; de la somme dans ’équation

(2.3.6), et par définition de 7}, donnée par 2.3.7, on peut écrire

Icill: = INTY2 Y #a) s

t=j+1

N N
= N7V Y {8 () - $E)IXP e + NV Y £(p1)al?] |

t=j+1 t=j+1



31

En utilisant I'inégalité triangulaire et 1'inégalité pour la norme d’un produit, on
obtient

ICillz < [|@(p1) — B(p1)lf2]| N2 Z XM (p1)al®] flo + N1/ Z &(p)al® |lz.
t=j+1 t=j+1
Notons par
N T
A = BN XPp)al? |2 (2.3.10)
t=j+1

Par définition de la norme euclidienne, on a

N

A= NEES X0 E0e®) S XP e

t=j+1 t=j3+1

Il

N=UE{tr] Z XM (1)a®” 0l XM (py)T])
t=j+1

N7YE{tr] Z Z XM (p1)a?] o X ()]

t=j-+1 t1=j+1
I ey

-+

En utilisant des propriétés usuelles de la trace d’une matrice et sous I’hypothése

d’indépendance des sous processus, on obtient

A = N7l Z Ea] o )EXY, (p)" XY, (51))}

i=j+1

+ N7 2: Z E@(?;] a® JEXY (p)TXD (p1))}
t=j+1 t1=i+1
t#Et)

Puisque E(a! agf) ;) =0et

EX{" (p)"X{" (p Z XXMy < Apy, (2.3.11)

nous obtenons alors

N
EIN-Y2 3 XPm)e®] (12 < Ap,. (2.3.12)

t=j+1
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Pour la deuxiéme partie de ||C;|2, en effectuant le méme développement de la

norme que dans la premiére partie, on a

N
T
BNV ST g,(p)al |F = IEtr{Zetm J(p)a?; a2},

t=j+1 t=j+1

Aussi, et par définition de £,(p;) donnée par (2.3.8), on note que

B¢, ()3 = }j aX |3
I=p1+1
= Etr{( Z dMx M) Z dMx)T
l=p1+1 l=p1+1

= Z Z tr(@MEXOXO M) (23.13)

l=p1+1l1=p1+1

Puisque la suite matricielle I‘gél)

E(XE}_)ZXF_)Z ) < Al,,. Aussi, d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

(I) est supposée absolument sommable, alors

T
r@P e’ = (@, @) <[|8",|3]2.
On obtient donc

Elp)ll; < A Z Z 127201251

l=p1+1l1=p;+1

< ACY 180 (2.3.14)

l=p1+1
Ainsi, sous I'hypothése d’indépendance des deux sous processus, on déduit que
N r o
- 2 1
BINTY2 Y &e)ai F < ACYS [19]L)
t=j+1 =p1+1

= 0(=). (2.3.15)
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Les résultats (2.3.9), (2.3.12) et (2.3.15), ainsi que les hypothéses (ii) et (i) nous
permettent de déduire que
1/2

p _
el = Op( ) Opr’) + Op(N 1/2).—_01,(]\?11/2), (2.3.16)

et donc, ||Cy ]|, converge en probabilité vers 0. Par symétrie, on peut obtenir un
résultat similaire pour le deuxiéme terme C, de la somme (2.3.6), et on a que

IC2]]2 converge en probabilité vers 0 quand N — oo.

Finalement, pour le troisiéme terme C; de la somme (2.3.6), compte tenu des
hypothéses d’indépendance des deux processus, des hypothéses sur les ordres
d’autorégressions py, h = 1,2, et les hypothéses sur les parameétres des deux

processus, on peut écrire

N
ICsll: = INTY2 S @8, e

t=g+1

IA

N
12(01) — 2@ 12(02) - SE)LIN S XD )X, (o)

t=j+1

N
+ [1®@) = 2@V S XD (1€, (02) 7l

t=j+1

N
+ o 20) ~ EELIN S &)X ) o
t=j+1

N
+ INTY2 N £ (pn)€ ()7 Il (2.3.17)

t=j+1
Pour la premiére partie de cette inégalité, notons
al T
Vi = EINTZ Y X)X () |1
t=7+1

En utilisant 1’équation (2.3.11), on obtient que E(X" (p,)Tx" (pr)) < Apy, pour

h = 1,2, et en utilisant des résultats de la preuve du théoréme 1 de Lewis et
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Reinsel (1985), on déduit que
al T
Vi = EINT Y X)X () |2 < Apips. (2.3.18)
t=j+1
Pour le deuxiéme terme dans le membre de droite de (2.3.17), notons
N
Ve = BN S0 XV )E ) I3
t=j+1

Si on note par Y; = Xgl)(pl)ét_j (p2)", on remarque que sous I’hypothése d’indé-

pendance des deux sous processus, on a

tr(B(Y YT) = trEX" (01)€,;(p) €)X (p)T))
= E(IX{" (02)IDE(IE,_, (p2)] ).

Et d’aprés (2.3.14) et (2.3.11), on a

BY.YT) < Ap( S [90))2 (2.3.19)

l=pa+1

En effectuant des développements similaires & ceux pour A dans (2.3.10), et en
appliquant la relation (2.3.19) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient alors

Vy = NTUE{tr( Z XV 0)e?; (v Z X (p1)e;(p2) )T}
t=j+1 t=j+1
< A Y 12> (2.3.20)
I=p2+1

Par symétrie, on peut montrer aussi que

N 00
EIN S 600X 13 < Am( Y 9P @3.21)

t=j+1 I=p1+1

Notons par V'3 le dernier terme du membre de droite de (2.3.17).

Vi = E[NT2 3" &,(p)€;(p2)TII3.

t=j+1
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Sous I'hypothése d’indépendance, en utilisant les mémes techniques que celles de

V5, et appliquant le résultat (2.3.13), on obtient

Vs = IE{tr(Z E(p1)E_;(p2)T Z Ep)€,_;(p2)")"}
t=j+1 t=j+1
< ACYD MR 1e)l)?. (2.3.22)
I=p1+1 I=p2+1

Et ainsi, en combinant les résultats (2.3.18), (2.3.20), (2.3.21) et (2.3.22), on

obtient
1/2 1 2 1/2
“63“2 = OP(N1/2) p(Nl/z) P(p / / )

p/?

0 (1\,1/2)01»(101/2 Z 12 l2) +0”(N1/2 (p'/? Z 150 2)

I=pa-+1 I=p1+1

O Y N1l ST 18P,

l=p1+1 l=pa+1

-+

-+

et en utilisant les hypothéses (i1) et (217), on a
ICsll2 = 0.

Ainsi, on a montré que v'N (Cgm) (j) — ci? (y )) — 0 en probabilité quand N —

00, et par suite on a montré (2.3.3). O

2.3.1. Procédures des tests d’indépendance

Le théoréme 2.3.1 nous permet, dans le cas de deux séries multivariées issues
de la classe des processus VAR(co), de définir une statistique de test de non
corrélation entre deux processus a(l) et a?. Puisque p, = Rghh) (0), h=1,2, est

un estimateur convergeant en probabilité de p,, nous définissons la statistique

suivante

QG = NG) (bt @ b ) rd0 (), (2.3.23)



36

qui est asymptotiquement distribuée comme une variable du khi-deux a m;ms,
degrés de liberté. Ainsi, pour tester, au niveau de signification o ’hypothése de
non corrélation & un délai j fixé quelconque, p&? (j) = 0, entre les deux pro-
cessus al) et a®, la statistique QSZ) (j) peut étre comparée au o-fractile de la

distribution asymptotique précédente.

De méme, ce théoréme 2.3.1 peut nous permettre aussi de déduire un test
global de non corrélation dans le cas de deux séries VAR(oco). Comme a été
mentionné dans El Himdi et Roy (1997), le choix de la suite j = —M, ..., M,
ou M prend une valeur indépendante de NN, dans la définition du vecteur r(m),
semble raisonnable dans le cas ou aucune direction de causalité n’est & priori
souspgonnée. Pour un tel choix de délais et pour une réalisation de longueur N

des deux séries multivariées, la statistique QS?& définie par:

Q(m) = Nl‘gz)T (Tom1 ® py ' ®@ prt) 5112)
M
= > Q¥ (2.3.24)
J=—M

suit asymptotiquement une loi khi-deux & (2M + 1)m;m, degrés de liberté.

La statistique Q M peut aussi s’exprimer en termes des deux autocovariances
Cfihh) (7), h = 1,2, et des covariances croisées Cg )( J) des séries résiduelles {dtl)}

et {a{”}. D’apres le lemme 4.1 d’El Himdi et Roy (1997), on peut écrire

..1 i
QY = N E 23" ( @0y @ ciV(0) )cgm(J). (2.3.25)
j=—M

L’hypothése d’indépendance des deux séries VAR (00) sera ainsi rejetée pour
les grandes valeurs de Q M comparées aux valeurs critiques issues de la distri-

bution du khi-deux. Aussi, dans le but de corriger la variance asymptotique de
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L’hypothése d'indépendance des deux séries VAR(oco) sera ainsi rejetée pour
les grandes valeurs de QS?\}I comparées aux valeurs critiques issues de la distri-
bution du khi-deux. Aussi, dans le but de corriger la variance asymptotique de
chaque composante 2 (7) du vecteur ng) (7), la statistique ng‘e] peut étre mo-
difiée en utilisant une correction analogue a celle introduite par Haugh (1976),
El Himdi et Roy (1997) et aussi par Hosking (1980) concernant le test porteman-

teau de bruit blanc. La statistique modifiée ngv)f* est définie par:

M
QLY = > oy, (2.3.26)
j=-M
avec
a2, _ N gy,
Qd (J) - N_IJ!Q& (])

Cette statistique modifiée suit, sous ’hypothése de non corrélation, la méme dis-
tribution que QS?, El Himdi et Roy (1997) ont illustré par simulation que la

statistique modifiée Qﬁ}* est mieux approximée par la distribution de khi-deux

pour de courtes séries que la statistique ng&, et particuliérement pour les valeurs

de M relativement grandes. Ainsi, dans notre étude de simulation au chapitre 5,

nous n’étudions que la distribution de la statistique modifiée Qflli){



Chapitre 3

TESTS D’INDEPENDANCE BASES SUR TOUS
LES DELAIS

Hong (1996) a généralisé I’approche de Haugh en considérant deux processus
linéaires univariés stationnaires, qui admettent une représentation AR(oco) sta-
tionnaire. Il approxime ces derniers par des processus autorégressifs d’ordres finis
dont l'ordre dépend de la taille échantionnale, voir Berk (1974). La statistique
du test, basée sur tous les délais, est définie comme une combinaison linéaire
pondérée par des corrélations croisées résiduelles. Les poids sont déterminés par
un noyau et une suite de points de troncature. La distribution asymptotique de
cette statistique suit une loi normale sous I’hypothése nulle contrairement & celle

de Haugh qui suit une loi khi-carré.

Dans ce chapitre, nous nous proposons de généraliser 'approche de Hong
(1996) au cas de deux processus linéaires multivariés stationnaires qui ont une
représentation VAR(co). Nous allons tout d’abord rappeler quelques résultats
univariés concernant la distribution asymptotique de la statistique de test. En-
suite, dans le cas multivarié, nous montrons que la distribution de la statistique
du test, basée sur tous les délais, sous ’hypothése d’indépendance entre les deux

processus multivariés VAR (oco) suit aussi une loi normale.
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3.1. APPROCHE DE HONG POUR DEUX PROCESSUS UNIVARIES AR(co)

Considérons les deux processus linéaires suivants

x® = igzs;.’”aﬁ’i’j JteZ; h=1,2, (3.1.1)

§=0
ou agh) sont deux bruits blancs de moyennes 0 et de variances o2 et tels que
]E(agh)4) < oo . Les coefficients ¢§h) sont tels que Z;’f’__o |¢§h)) < 00 avec ¢gh) =1
et satisfont les conditions d’inversibilité. Pour h = 1,2, Ces deux processus ont

une représentation autorégressive d’ordre infini AR(c0), qu’on écrit
a™M(B) XM = M ez,

avec

fos) oo -1
oM(B) = 1-> ¢"Bi= <Z¢§h>3j) :

j=1 j=0
ot B désigne Popérateur retard. A partir de réalisations de longueur N, nous ap-
proximons chacun des deux processus par une autorégression d’ordre fini p, pour
le processus X ™. Les séries résiduelles basées sur les estimateurs des moindres

carrés des parameétres sont données par
~(h R) 3
o = X" = §M ) X (o),

avec Xt(h)(ph) = (Xt(f)l, XM )T et

t—pp

N -1 N
M (py) = { 3 Xé’”@h)Xﬁ’”(ph)T} > XM () x ™.

t=pp+1 t=pp+1
La fonction de corrélation croisée résiduelle est définie par

< (5)
(™ (0)e (0)} /2

7 ()
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La fonction de corrélation croisée résiduelle est définie par

(12) /-
12 ;) = ¢ ()
: {ci(0)e2? (0) 172

(T VN . . . ,
ol cfi )( J) désigne la fonction de covariance croisée résiduelle donnée par

1IN A2 .
Cglz)(j) — N ' Zt:j‘l'l ay a’g—)] 517 2 Ov
‘ -1y A1) A(2) .
NTEY ey Gy sij <0,

h _ ~(h)?
") =N e

Hong (1996) a proposé, sous une approche semi-paramétrique, un test unila-
téral d’indépendance entre deux séries univariées d’ordre infini. La statistique de
test Qn proposée fait intervenir les corrélations croisées a tous les délais, pondé-
rées par un noyau qui vérifie ’hypothése suivante. On désigne par L?(R) I'espace

des fonctions réelles et qui sont de carrés intégrables.

Hypothése 3.1.1.

Les noyauz k sont dans la classe K| suivante
Ki = {k:R—[-1,1]; k(0) =1, k(z) = k(-z)Vz €R, ke L*(R),
k(.) est continue au point 0 et admet au plus un ensemble fini de
points de discontinuité} .
Des exemples de noyaux appartenant a la classe X; qu’on utilisera pour des fins

de simulation sont:

Noyau uniforme tronqué (TR):
1 |z <1,

k(z) = (3.1.2)
0 sinon;
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Noyau de Bartlett (BAR):

1—|2] |2] <1,
k(z) = { S (3.1.3)
0 sinon;
Noyau de Daniell (DAN):
sin(7z)
k = ; 1.
(2) ———,z€R (3.1.4)

Noyau de Parzen (PAR):
1—622+6[z]® silz] <0.5
k(z) =920 - |z]) si05< |2/ <1, (3.1.5)
0 sinon;

Noyau de Bartlett-Priestley (BP):

k) = — {Sm(”)—cos(m)} Z€R; (3.1.6)

(rz)? Tz
Noyau de Tukey-Hamming (TH):

k) = 5 (L+cos(rz)) si]z|<1, (3.17)

sinon.

(@s)

Pour d’autres noyaux appartenant aussi & Ky et leurs propriétés, voir Priest-

ley (1981, p. 441).

On définit aussi les deux quantités suivantes:

N-1

Sw(k) = Y (11— lil/NE(G/M), (3.1.8)

j=1-N

Dy(k) = > @=ll/N)1—(j] +1)/N)k*G/M).  (3.1.9)

j=2-N
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La statistique Qp est donnée par:

- . 2
Oy = NZ;'Y—_-E.N kQ(J/lw)Tém)(j) — Sy(k)
" 2Dy (R :
M est un parametre de troncature ou de lissage tel que M = M(N) — oo et

M/N — 0 quand N — co. Sy(k) et Dy (k) sont données par les relations (3.1.8)

et (3.1.9). Ainsi, Hong (1996) a établi la distribution asymptotique de la statis-
tique Qy sous I'hypothése nulle d'indépendance, sous des conditions de régularités
sur les paramétres des processus et sur les ordres des deux autorégressions. On a

le résultat suivant.

Théoréme 3.1.1.

Soient XW h = 1,2, deuz processus linéaires vérifiant [’équation (3.1.1). Soient
M — oo tel que M/N — 0, pp, = pa(N) deux suites d’entiers positifs qui vérifient
N1/2 0 2 N1/2

_ (h)? _
ph_o(Ml//&) , NV Z ; *O(Ml/“)'

J=pnr+1

Supposons que Uhypothése 8.1.1 est satisfaite. Si les deuz processus X™ sont

indépendants alors Qn — N(0,1) en distribution.

3.2. GENERALISATION AU CAS DE DEUX PROCESSUS MULTIVARIES
VAR(o0)
3.2.1. Définitions et généralités

Dans ce qui suit, on suppose que pour h = 1,2 , {Xgh)} sont deux sous

rocessus autorégressifs multivariés d’ordre infini ui vérifient ’équation aux dif-
p q
0

férences (1.2.3). La série des coefficients autorégressifs (@l(h) )z vérifie la condi-
=0

tion de stationnarité (1.2.4) et est supposée absolument sommable. Le processus

T T
a = { (agl) ,a§2) ) , tE Z} est un bruit blanc de matrice de covariance X
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qui admet la méme partition que (2.2.2). En plus, les deux sous processus {agh)}

vérifient ’hypothése 2.3.1.

Dans cette version de Hong généralisée, la statistique du test d’indépendance
entre les deux processus multivariés XU et X2 est basée sur les corrélations
croisées entre les séries résiduelles {&gh)} obtenues en approximant les deux sous
processus VAR(co) par des autorégressions d’ordre fini. Les délais sont pondérés
a l'aide d’un noyau qui vérifie I’hypothése 3.1.1

Si on note par rgz) ()= vec(RSZ) (7)), la version multivariée de la statistique
de Hong pour tester la non corrélation des deux processus X! et X est basée

sur la forme quadratique suivante:

T@® = Y Lu/MEG) 321

ou
T -1 -1 .
QWG) = NPG) (RGO @R{VO) ) 0).  (3:22)

La statistique centrée et réduite correspondante est la suivante:

Oy = T(&,E)—mlmgSN(k). (3.2.3)

V2mime Dy (k)

Comme a été mentioné dans la section 2.3.1, cette statistique peut aussi s’expri-

mer en terme des autocovariances Cghh) (0) et des covariances croisées Cg?)( j) des
mémes séries résiduelles. Ainsi, d’aprés le lemme 4.1 d’El Himdi et Roy (1997), la
forme quadratique 7 (a, f)) définie par 3.2.1 s’écrira aussi sous la forme suivante:

T@3®) = N Y #G/meE?6) (0 ecto) ) )

a
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avec co?(5) = vec (Cém (y))

Aussi, on définit par

. AT e _ .
T(a,%) = N Y KG/Me{?G) (55 e (),
j=1-N
ot c4?(j) = vec (C&lz)(j)), cl?(y) = (cfﬁ)(j)) . est défini de la méme
mi Xmg

N
maniére que ct'? (7) en remplacant les séries résiduelles (&?), de)) par les sé-
t=1

a
ries innovations (a,gl), aﬁ” )Zl

Dans la classe de noyaux Ky, les conditions £(0) = 1 et que le noyau k(.) est
continue au point 0 reflétent que pour un j petit par rapport & M, le poids attribué
a rgm) (j) sera prés de 1. Les deux quantités Sy (k) et Dy (k), définies par (3.1.8) et
(3.1.9), sont approximativement proportionnelles & la moyenne et la variance res-
pectivement de 7 (&, X). Les facteurs (1 —|5|/N) et (1 —(|j|+1)/N) peuvent étre
considérés comme des corrections échantillonnales finies et ils sont asymptotique-

ment négligeables. Le paramétre de troncature M est tel que: M = M(N) — oo,
M/N — 0.

Sous ces conditions sur le parameétre M et pour un noyau k dans K; , on peut

vérifier que
M~ 'Sn(k) — S(k)et M~'Dy(k) = D(k), (3.2.4)
avec

S(k) = /_ )z, D) = /_+o°k4(z)dz. (3.2.5)

Ainsi, on peut définir une version alternative de la statistique Qu, qu’on note 9%,

qui prend en considération les convergences ci-dessus des facteurs de correction
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Sn(k) et Dy (k) vers S(k) et D(k) respectivement. On définit alors

. T(@,%) — MmymgS(k)
v V2MmimoD(k)

Les deux statistiques Qy et Qj ont les mémes distributions asymptotiques, et

les mémes propriétés de puissance.

El Himdi et Roy (1997) ont proposé la statistique

M

Q=D Q470),

j=—M
ou M est fixé & priori, pour tester la non corrélation entre les deux processus
(XM} et {XP}, généralisant ainsi, au cas multivarié, celle de Haugh (1976).

Asymptotiquement, cette statistique suit une loi Xé M+1)mams-

En éliminant les facteurs de standardisation Sy(k) et Dy (k), la statistique
QHyr peut étre vue comme un cas particulier de la statistique Qu définie par
(3.2.3), avec le choix du noyau uniforme tronqué défini par (3.1.2). Comme on va
le voir plus loin, plusieurs choix de noyaux donneront des résultats meilleurs que
ceux du test d’El Himdi et Roy (1997). D’autre part, les résidus {&ﬁ”} et {dgz)}
utilisés par El Himdi et Roy (1997) sont obtenus en estimant les vrais modéles
ARMA(p, ¢). Comme il a été souligné par Haugh (1976), cette approche est de
nature quelque peu paramétrique puisqu’en pratique les vrais modéles ne sont
pas connus et des erreurs de spécification sont possibles. Aussi, une spécification
erronée des modéles servant & décrire chacune des deux séries peut mener & de
fausses conclusions puisqu’elle risque d’infirmer la distribution asymptotique de

la statistique du test.
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Dans notre cas, on approxime {Xgl)} et {XE”} par deux autorégressions d’ordres
finis py, h = 1,2. Les ordres p, croissent adéquatement en fonction de la taille
échantillonnale, voir Lewis et Reinsel (1985). Ce qui permet, sous des conditions
additionnelles sur les coefficients des processus VAR(co) de montrer que &ﬁ” et

Vet a§2). Aussi, la statistique Qy fait

~{(2 .
ag ) sont des estimateurs convergents de a,i
intervenir les corrélations croisées a tous les délais. Ce qui permettra d’avoir une

convergence de Qy vers une loi normale.

3.2.2. Loi asymptotique sous ’hypothése nulle

Dans ce qui suit, la notion de différence de martingales sera souvent utilisée. La

définition suivante provient de White (1984).

Définition 3.2.1.

Soit {X;,t € N} une suite de variables aléatoires définies sur un espace de pro-
babilité (2, F, P). Soit {F;} une suite croissante de sous o-algébres de F telle
que X; est Fi-mesurable. On dit que {X;, F;} est une différence de martingales
st E(X|Fi-1) = 0 presque partout, pourt > 2.

Avant d’énoncer le théoréme de convergence de la statistique Qp, voici un
théoréme central limite pour‘ une différence de martingales établi par Brown
(1971) qui nous servira dans la preuve de notre résultat. Ce théoréme se re-
trouve en particulier dans Taniguchi et Kakizawa (2000, p.22) et une version plus
générale pour un tableau triangulaire de variables aléatoires est présenté dans

Fuller (1996, p.235). Dans ce qui suit, nous notons par I la fonction indicatrice.

Théoréme 3.2.1.
Sotent {X,,n =1,2,...} une suite de variables aléatoires définies sur un espace

de probabilité (0, F, P) et {Gn,n = 1,2,...} une suite de sous o-algébres de § telle
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que §n est la sous o-algébre engendrée par {X1, .., X, }. Supposons que {X,, F,}
est une différence de martingales et notons par:
So=0, S =200, X, V7 =30 E(X?[Sin1) et si = E(VD).

Si on suppose que
s V251
et si la condition de Lindeberg suivante est satisfaite
n
sAY E(X(Xi|>es.) — 0, Ve>0,

=1

quand n — oo, alors on a
s71S, 5 WN(0,1).

En pratique, la condition de Lyapounov suivante est plus facile & vérifier et im-
plique la condition de Lindeberg
n
sP 0N B (X)) = 0, 6>0.
=1
Sous I’hypothése d’indépendance entre les deux sous processus X et X on
obtiendra la distribution asymptotique de Qy sous les hypothéses faites sur les

processus X0 et X® et sous les hypothéses 2.3.1 et 3.1.1.

Théoréme 3.2.2.

Supposons que les hypothéses 2.3.1 et 3.1.1 sont vérifiées. Soient M = M(N) —
00, M/N — 0 quand N — oo et p, avec h = 1,2, deuz suites d’entiers positifs
qui satisfont les conditions suivantes:

o= o(fme) N D lePiE=o(a ).

J=pn+1
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Si les deuz processus innovations {agl)} et {a§2)} sont indépendants, alors
d
Oy — N(O, 1)
PREUVE DU THEOREME 3.2.2.
Pour démontrer ce théoréme, on fera intervenir les matrices de covariances des
deux sous processus a'’) et a® dans la statistique Qy. Notons d’abord que

d’aprés Liitkepohl (1991, p.309), on a pour h = 1, 2,

c™©0) -, = O,(N"V2) (3.2.6)
et il en découle que
0222)(0)'~1 ® Cgl) (0)‘1 _ 22—1 ® 21—1 — OP(N—J/Z)‘ (327)

Ainsi; on peut introduire directement dans notre statistique la matrice de cova-

riance des innovations et on aura:
T(@,3%) = T(@%)+(T(a2)-Taxs),
ou

N-1
T(@3) = N Y RG/M6) (57 e 7)),
j=1-N

Ainsi, la statistique Qn devient

T(@,%) — mymySy (k)

Onv =

lengN(k)
— T(&" 2) + (T(&v 2) _ T(d) Z)) — m1m2SN(k)
2m1m2DN(k)
T(a, %) —mmySy(k)  T(a,%)-T(a, %)

= + : (3.2.8)

B 2myma Dy (k) V/2mymaDy (k)

Ainsi, il suffit de montrer que la premiére partie de Qy converge en distribution

vers la loi normale et que la deuxiéme partie converge en probabilité vers 0. On
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énoncera une proposition qui sera le résultat principal correspondant & la premiére

partie.

Proposition 3.2.1.
Supposons que les hypotheses 2.8.1 et 3.1.1 sont vérifiées. Soit M = M(N) — oo,
M/N — 0. Si on suppose que les processus {agl)} et {aP} sont indépendants,

alors
T(&, E) - mlszN(k) j_}
2myma Dy (k)

Cette proposition découle des deux lemmes suivants dont les preuves tech-

N(0,1).

niques et longues sont en appendice & la fin de ce chapitre. En effet, de fagon

similaire & (3.2.8), nous pouvons écrire
T(a, %) —mmeSy(k)  T(a,X)—mimSy(k) T(a,%)-T(a,X)

QmIWLQDN(]C) lengN(k) , 2m1m2DN(k)

Lemme 3.2.1.

Supposons que les hypotheéses 2.5.1 et 3.1.1 sont réalisées. Soit M = M(N) — oo,
M/N — 0. Si on suppose que les processus {agl)} et {agz)} sont indépendants,

alors
T(a, 2) - mlmQSN(k) _d;‘
2m1m2DN(k)

N(0,1).

Lemme 3.2.2.
Supposons que les hypothéses 2.8.1 et 8.1.1 sont réalisées. Soit M = M(N) — oo,
M/N — 0. Si on suppose que les processus {agl)} et {agg)} sont indépendants,

alors
T(@,%)-T(a,X) = o,(MV?).
Pour la deuxiéme partie de la statistique Qp, nous avons le résultat suivant.

Proposition 3.2.2.



Supposons que les conditions du théoréme 3.2.2 sont satisfaites, alors

lengN(k)

PREUVE DE LA PROPOSITION 3.2.2.
Puisque Dy (k) = MD(k){1 + o(1)}, il suffit alors de montrer que

T(a,%)-T(a,%) = O,(M/NY?.

Or, d’aprés la relation (3.2.7), on peut déduire que

N—-1
T(6,2)-T@s) = N Y BG/M?() 0,(N2)ci? (j)
Jj=1-N
N-1 T
= O,(N'?) 37 B(i/M)eS? () P ().
Jj=1-N
Or, on peut voir que
N-1 T
B(N) = Y E(j/M)c 195 M (5) = 0,(M/N). (3.2.9)

j=1-N

En effet, B(/V) peut étre écrite comme

B(N Z R G/M{S? () P () — 02 () el ()}
Y RG/MEG) ().
j=1-N

Or d’apres les relations (3.2.43) et (3.2.44), on a

S RGN G) D 0) - G @) = op(MY/N).

j=1-N
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Ainsi il suffit de vérifier que

N-1
BuN) = > K(/M)elD(5) D (j) = 0,(M/N).
Jj=1-N
Nous pouvons écrire
N-1
BN = S RGMEDG) )
j=1-N
N-1 T
= Y Fu/aneCi? i) cly)
j=1-N

-1
= 3 B0 () et ;) +Zk°<J/M>tr[ $24) e ()]
1-N

j=1- J=0

= By(N)+Bs(N)

ou
N-1
B(N) = DR (i/M)e{CL (=) €I ()],
B(N) = Y RG/MICE () ci2()L

Ainsi, en considérant chaque terme séparément et en utilisant la relation C{2 (=7) =

CEV(5)T, on obtient

N-1
szkz (3/M)tr[( Za(z) I)T Z alt (2)T
j=1

t=j+1 t=j+1

By(N)

I

fl

N-1
N2 k*( (3/M)tr] Z am 1)Tagl)Ja(Z)T
j=1 t=j+1

N
1T
+ > Z aal aP 0. (3.2.10)

t=j+1 t1=5+1
tty
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Comme a® et a® sont deux bruits blancs forts indépendants, E(a\” ag_)]T alt) - a?") =

0 lorsque ¢ # t;, le deuxiéme terme de (3.2.10) est nul. De plus, en utilisant la

propriété tr(AB) = tr(BA) et le fait que E[tr (a(h)Tagh))] est bornée, on obtient

E(By(N)) < AN~ QZ — )k (/M)

N-1 .
= AMNTHo S0 - Dy
j=1

= O(M/N).
Par symétrie, on montre aussi que
E(B3(N)) = O(M/N).
Alinsi,
T(a,8) =T (a,%) = O,(NY?)O,(M/N) = 0,(M/N'?).
D’ou le résultat. a

Finalement, d’aprés les deux propositions et les deux lemmes, le théoréme de

convergence de la statistique du test en découle. a

Sous les conditions sur py, les effets échantillonnaux des *i)z(h) n’influencent
pas la distribution asymptotique de Q. La condition p, = o ( ﬁ&,) contraint py,
a ne pas croitre trop rapidement, plus particuliérement, pj, ne va pas croitre plus
vite que N¥/2, quand M tend vers I’infini. Ceci nous assure que la variance asymp-
totique des <:1ﬁ>,(h) sera négligeable. D’autre part, la condition N3 2 | @Mz =
0 (%%) pousse aussi p, & ne pas croitre trop rapidement et [|®™ |, a déroitre
assez rapidement vers 0 et ainsi le biais causé par ’approximation des processus

VAR(oo) par des autorégressions finies est négligeable.
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Appendice

Avant de commencer la preuve de cette proposition, et étant donnée 1’utili-
sation fréquente de I'inégalité de Minkowski, on va la rappeler briévement.
Si on considére la norme ||.||, définie sur I'espace des fonctions p-intégrables L,

et si (f;);,, une suite de fonctions dans L,, on a,

H}:fillp < [Z“fz'”;/pil :

qu’on va pouvoir appliquer sur I’espace X,, des variables aléatoires d’ordre p, telles

que E(|X]?) < co quand X € X,,, ce qui donne

E(ﬁx) <

=1

N p
> RV (Xf)] : (3.2.11)

Aussi, notons par (x;,Xs) = X7 X, le produit scalaire des deux vecteurs et la norme

euclidienne d’un vecteur est donnée par ||x.[| = v/ (x;, x;).

PREUVE DU LEMME 3.2.1:

Considérons la transformation linéaire suivante:
bt = E_I/ZGt.

On note d’abord que le processus b = {b;, t € Z} est un bruit blanc de matrice
de covariance l'identité. Aussi, on peut vérifier que T2 — 7;(12) . En effet, on
remarque d’abord que la matrice de covariance croisée cgl"’) (7) du bruit blanc b

s’écrit en termes de la matrice de covariance croisée du bruit blanc a, et on a

Cy7G) = BCG)s;
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Par la suite, si on applique la propriété suivante: vec(ABC) = (CT ® A)vec(B),

on obtient que

05)12)(]-) - (22®21)—1/2c$112)(j) (3.2.12)
et donc
N-1 .
T = N Y EG/MLPG) (8 @ BT)el?()
j=1-N
N-1 -
- N K (5/M)eP () e ()
j=1—-N
_ 7;(12)

Ainsi, pour montrer le lemme 3.2.1, on va considérer la quantité ’7;(12), ou le

12)

processus b a pour matrice de covariance I'identité. Par définition de ’7;( , et

d’aprés (3.2.3), (2.3.2), et sachant que |Jvec(A4)|| = ||A]]2, on écrit

. ~T (19),.
™ = N K25 /M)ed? () 52 ()

= N 3 BG/Mu(c () P ;)]

j=1-N

= N i kK (j/M)tr[Cl? (~j)TC§12)(—J‘)]

[
1L

+ NS RG/MuCT () ;).

=

<.
1l
=}
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Or, pour j > 0, puisque Cg,m(-j) == Cfl) ()%, on a

N N
N . _ T T
a[CyP (=) CyP (=) = N2l S b)Y b b
t=j+1 t=j5+1
= Z 152,126 2
t=j+1
MRS D SICIRTIEIENTH
t=742 s=j+1
De méme, on a aussi pour 7 > 0
AT .
t[Cy? () C5P()] = Z 168711216812
t=j41
+ 2 Z Z b, b (67, b)),
t=j+2 s=j+1
Notons alors par
N-—-1
Hiy = N7 k(j/M) Z 1557112116211, (3.2.13)
j=0 t=j5+1
N-1 N
Hyy = N7') KG/M) Y 1671617, (3.2.14)
Jj=1 t=j+1
Hy = Hiy + Hay, (3.2.15)

= = 2N Z/& (/M) Z Z bV b (B2 6Py, (3.2.16)

t=7+2 s=j5+1

Wiy = 2N~ Zkz(]/M Z Z bgPJ,bsl_)]>(b<2>,bg2>), (3.2.17)

t=j+2 s=j+1

W;f - 1*N -+ W2*N (3218)
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On a alors,
7Y = Hy+Wj.

La suite de la preuve découle des deux lemmes suivants:

Lemme 3.2.3.

Sous les mémes hypothéses et notations que celles du théoréme 3.2.2, on a:
oY N){Hy — mim2Sy(k)} B0 ou 0?(N) = 2mima Dy (k).

Lemme 3.2.4.

Sous les mémes hypothéses et notations que celles du théoréeme 3.2.2, on a:

o NWE 5 N(0,1). (3.2.19)

PREUVE DU LEMME 3.2.3.

Dans la démonstration, I’élément A est une constante de majoration qui pren-
dra, au besoin, plusieurs valeurs distinctes mais qui ne dépendent pas de NNV.
Remarquons ensuite que E(Hy) = mim,Sy(k). En effet, de (3.2.13), (3.2.14) et
(3.2.15),0n écrit

E(Hy) = E[Hy+ Hap]

N-1 N
- N*lm{2k2(1/M> PN L ATk
=0

t=7-+1

N-1 N
+D_KG/M) ubiiznznb?)n?}.

t=j+1
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Par la symétrie du noyau £(z), par I'indépendance des deux processus, et puisque

par hypothése ]E(l]bgl)HQ) =my, E(]{b?)HZ) = My, on trouve

N-1 N N—-1 N
E(Hy) = mymoN~! dRG/M) + Y > B (/M)

j=0 t=j+1 j=1 t=j+1

N-1
= mmy N7 (Y (N = j)K(j/M) +Z — K (G/M))
= mymy Z l]] k2 ]/M)

j=1-N

= mlmgSN(k).

En considérant le premier terme de Hy, H;y donné par (3.2.13), on a

N-1 N
E(Huv —EHw)" = EINTU S KG/M) 3 (167121612 = mumy)

Par l'application de 'inégalité de Minkowski (3.2.11), on obtient

B(H,y —EH)? < {30 B (/M) (N }: (B IPIBZ 1 — mamg)?] 2}
7=0 t=j5+1
N-1 N
< QCRGMENT D (160 P 7 = mama)) 2
< &Y {M*jék?(j/M)}?

Par 'hypothése 3.1.1, puisque M — oo lorsque N — oo, on peut vérifier que
ZN "E2(5 /M) )= [ k*(2)dz < oo et ainsi

E(Hiy —EHiy)? = O(M?/N).
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Aussi, on peut montrer par symétrie que E (Hyy — IEHQN)2 = 0 (M?/N). Donc,

en appliquant & nouveau l'inégalité de Minkowski, on obtient

E(Hy —~EHy)? = E((Hiy — EHyy) + (Hyy — EHyy))?
< {EV?(Hyy —EHiy)? +EY? (Hyy — EH,y )% }?

= 0 (M?/N).

De plus, puisque M ™' Dy (k) converge vers D(k) défini par (3.2.5), quand N tend

vers ’infini et que M/N tend vers 0, on a que

c*(N) = 2mimyMD(k){1+ 0(1)} = O(M), (3.2.20)

et il s’en suit alors que o™} (N){Hy —m;mySy(k)} B 0. Ce qui prouve le premier

lemme. O

PREUVE DU LEMME 3.2.4.

Pour démontrer ce lemme, on développe la deuxiéme partie de notre statistique
qui est constituée par le produit des composantes des deux bruits blancs. D’aprés
(3.2.16), (3.2.17) et (3.2.18), et puisque 330" S, ST = SN, ST Yo
et Z;v:—lz Zi\;ﬂ—z ZZ-__:;H = Zia 22;11 Z;;L on écrit
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N t-1 s—1
Wi = 2N KGN, )6, b))
t=2 s=1 5=0
N t—-1 s-1
s 2
DD UM, 6 (6, 6,))
t=3 s=2 j=1
N t—1 s—1
= NS SN RGN, B (62,52
t=3 s5=2 j=0
N t-1 s—1
+ NI NS RGP, b))
t=3 s=2 j=1

N
- 1) (1 2) ,(2
+ 2N Y0, 67 (07, bf).
Ainsi, on peut écrire W sous forme de trois sommes qu’on va étudier séparément:

VV;T = N~ 12 Wth+Wm)+wN
t=3

N
= E Wit +wy,
t=3

ol
t—1 s—1

Wive = 2) > kKG/M)BP, b)), b)), (3.2.21)

s=2 j=0

t—1 s—1

Wone = 293 E(j/M)(b,62) (b, b)), (3.2.22)

s=2 j=1

N
wy = 2N B, 60) (6, 6P (3.2.23)

t=2
On remarque que sous I’hypothése nulle d’indépendance entre les deux sous pro-

cessus, wy = 0,(1), et d’aprés 'équation (3.2.20), o(N)~* = O(M~/2), on obtient
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alors o~ (N)wy % 0. Donc étudier le comportement asymptotique de W revient
a étudier celui de
N
Wy =N"1> "Wy (3.2.24)
t=3
Avant de continuer la preuve, montrons ce lemme qui nous donne la forme de la

variance de Wy.

Lemme 3.2.5.

Sous les mémes hypotheses et notations que celles du théoréme 8.2.2, on a:

Var(Wy) = 0?(N) ot 0*(N) = 2mymyDy (k). (3.2.25)

PREUVE DU LEMME 3.2.5:

Etant données I'hypothése 2.3.1 et I'indépendance des deux bruits blancs, on a
EWive) = 2> K (G/ME(bY, 6V)E(bZ;,52))).

Or, pour t # s, ]E((bgl), b)) = E(bgl)Tbgl)) = 0 puisque bY) est un bruit blanc
et ainsi E(W)n:) = 0. Aussi, on peut remarquer que E(W)yn;Wapn:) = 0 puisque

pourt > s,t > s, ona

E((bﬁ”,bﬁ”)(bm b(2)r)<b(2) b(2)><b(1) pH ) = 0

t—jr Ys—j t VY t—71% Us1—J1
Ainsi,
Var(Wy:) = E (Wﬁt) =K (Wth + W;Nt) .

En développant Wiy, on obtient

t—1 s-—1

Wiy = 43 O kG/M)G0, 60) 02, 62 )? + 5,

s=2 j=0
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avec

t—1
Bio= 4)
s=2

t—1 s—1s81~1

SN T RG/ME G /M), Y (6P 6P (b)), bDY (B by
=2 j=(

s1 j1=0
s#s] J#i1

Or, pour s # s; # t, on a E(f;) = 0. Aussi,

-1 s—1
RGP, 6D 07,620 = ST RG/M)GD, 60 (62,52 +
avec
s—1 s—1
By = sz"’(j/M)kZ(h/MXb? B 6P B, 6D (2. 6P,
=0 j3=0
J#i1

et pour j # ji, t # s, on aaussi E(8y) = 0. Ainsi, sous ’hypothése d’indépendance

des deux sous processus, et puisque E((b tl), bV))2 = m et E((btz)j, bf_)])) = Mo,

on a donc

t—1 s—1

EW2:) = 433 K G/MERD, b0) BB, 62"
s=2 j=0
t—1 s—1

= dmmy Yy > K'(j/M).

s=2 j=0

De méme on montre que E(W2y,) = dmim, 3020 ;__"_} k*(j/M). Alors

t—1 s—1

Var(Wy) = 4mimg » > k*(j/M).

5=2 [j=0

Puisque E(Wy;) = E(Win:) + E(Wan:) = 0 et par un développement similaire &

celui de Wiy, on peut montrer aussi que, pour t # ¢y, E(Wx Wy, ) = 0. Il s’en
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suit que:

N
1
Var(Wy) = -]\EZE(Wﬁt)

A, Y22 N
1Mg .

- TN Z Zk4(] /M)
Ainsi, on obtient

Va’r(VVN) _ 477;/\1[7”2 Z. (N_ U] - 1) (N—“ 1‘7')]{:4(]/1\4)

O

Si on note par §; la o-algébre engendrée par (bgl), b§2))T, s < t, on remarque que
(Wi, §i—1) est une suite de différences de martingales puisque E (Wy¢|Fi—1) =
0 étant donné l'indépendance entre {b(l)} et {bP}. En effet, on vérifie que
E(Wine|§ee1) = 0 puisque E((b{", b{")(b{”;, 5{”,)[F,—1) = 0. De méme pour
E(Wan¢|8:—1) = 0. On va montrer (3.2.19) en utilisant le théoréme 3.2.1 de

Brown (1971). Ainsi, montrer que {var(Wy)} "* Wy 4 N(0,1) repose sur la

preuve des deux lemmes suivants.
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Lemme 3.2.6.

Sous les mémes hypothéses et notations que celles du théoréme 8.2.2, on a:
1 X
2 N)z S EWR I{[Wrd > ea(N)}]=0 Ve > 0. (3.2.26)
t=3

Lemme 3.2.7.

Sous les mémes hypothéses et notations que celles du théoréme 3.2.2, on a:
1 L.
o2 N) = > WE B, (3.2.27)
t=3
ot W]%It =K (Wj%tlgt—l)'

PREUVE DU LEMME 3.2.6:

Pour montrer (3.2.26), il suffit de vérifier la condition de Lyapounov

N
o (N)N*D "E(Wy,) —0.
t=3

Pour cela, posons

= 2_: K (/M6 L)), (3.2.28)
Gl = ZkQ(J/Mth L b2, (3.2.29)

D’aprés (3.2.21), (3.2.22), (3.2.28) et (3.2.29), on peut écrire

t—1
Wm~—22(b(1) NGE et Wan =23 (6, 6P)GY.  (3.2.30)

§=2
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Etant données I’hypothése 2.3.1 et I'indépendance entre les deux sous processus

{6} et {b?}, on obtient:

E(me) =

IN

IN

o~
|
e

16E[Y (b7, bGP

o+ Gy
D

16E[>  [IbgV )16 G2

)
1

t—1
16E[b{V > 6] GE)

§=2

48E|| bgl) “4{2—:[E|] bgl) ”4E(G§§) )4]1/2}2

s=2

AT EED) 2y,

La deuxiéme inégalité provient du fait que si Y7, .., Y, est une suite de variables

aléatoires telle que E(Y;) = 0 et E(Y; f(Y}, Y%, Y])) = 0 pour ¢ # 7,k,[ et pour

toute fonction f, alors

B ¥ < 3(Y B, (3.231)

Aussi, pour ¢ > s, on peut voir que

E(G2)

S

— Y R/, B,

j=1

IN

B KGN
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et en appliquant I'inégalité (3.2.31), on obtient

BGP) < (3 K G/MEIBE 62,177

< 3(YKG/MEI6 EI6 142}

IA

51
AM?{—A}Z;H‘U/M)}?
= O(M?). (3.2.32)
Ainsi, on obtient
E(Wiy,) < At*M?
= O(t*M?).

De la méme facon, et par symétrie, on peut montrer que E(Wiy,) = Ot2M?).

Puisque (a + b)* < 8(a* + b*), 1l s’en suit donc:
N 8 N
sHNINTDY E(Why) < a“’(N)]—V—; D E (Wi + Way) -
t=3 t=3
Oro~*(N) = O(M~2) et 31 sEWiy, +Wiy,) <A #2M? < AN3M2, donc
N
cHNINTEY CE(Wh) = O(N7Y).
t=3

Ainsi la condition (3.2.26) est vérifiée.

PREUVE DU LEMME 3.2.7:

Nous vérifions maintenant la condition (3.2.27) en montrant que:

N
o~4(N)var (N"ZZW,ZW) - 0 (3.2.33)

t=3



66

Etant donnée l'indépendance des deux sous processus d’innovation, {bgl) } et
{b?}, on peut écrire par définition de W2, et en utilisant (3.2.30)
Wf%’t = E[Wj%t]ft—l]

= E[leNt i}—t—l] + E[szNt|-7:t~l]

t—-1 t—1

T T
= 4E[(b” Y bIGDF] +4E[(b7 Y PG F, ]
§=2 §=2
t—1 r t—1
= ar{E)_ &6 b6 S bVGR) A )}
§=2 s1=2
t—1 r
+ 4tr{ED_ G 6P meaggm 1}
§=2 51=2

Si on note par Ay y; = Zi ;G(l)b @7 ot ANt = Zif__lz Ggf)bgl)T, puisque tr(AB) =
tr(BA), tr(AB) < tr(A)tr(B) et que b et bgh)T pour h = 1, 2 sont indépendants,

on a

T
W2, < 4tr{EDw My Fo 1 {EBY | Fil)

+ 4t {EDon A | Fia | Y er (BP0 | 7,1 )}

Notons qu’en conditionant sur F;_1, les termes Ay et Aon¢ deviennent constants,

et puisque E[b; h)b ] = my, pour h = 1,2, alors
Whe < 4(Wiy, + Wiy,
ol

Wive = muldane?

Wive = madone]|
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Ainsi, il suffit de montrer que M ~2var(N=2 3" . W2,)—0 pour [ = 1,2.

Premiérement, on considére [ = 1 et on écrit:

W'th = mI]I)\thHZ
t—1
- mltr{ZG DM GEPBN))
§=2
t— t—1 sp—1 r
= mlzubg”n?(em +2mitr{ D 3 GLBGY")
§=2 s2=3 81=2
t—1 s9~1
2
= leHbmll I +2m Y S GRGE (D, bY)
§0=3 51 =2
- Bth‘f"Ath. (3234)

Notons que Ajy; = 22213A33) avec /1(12) ST ngngtSZ)(b D oMY est une

s1=2 s1 7 Sz

somme de différences de martingale par rapport a s, puisque E[Am |Fr1] =0
ou F,_; est la o-algébre engendrée par b;,, s; < 7. Pour t5 > ty,

tp—1 82—1 £1—1s2-1
E(Aives Aive) = 4miE[(Y " - G, 00, 00,600 (37 3 62,610, (60, 60))]
$p=3 §1=2 80=3 57=2
t;~1s0~1 (-) t1—1 52—1
2 2
=4miE[( Y 3 GLG0L 0D, 6IN(Y" D G, G, (), b))
So=3 ;=2 s2=3 ;=2
ta—1 sp—1 t1—189—1
2 2 2 2
+4m1E{ Z Z G§212G§211 .(si)abgi) (Z Z Ggl.)izaglzx gi)’b(l)>)]
so=t; §1=2 $9=3 51=2

Par l’indépendance de b; 1) et b(z) , et puisque ]E(bgh)) = 0, pour h = 1,2, le
deuxiéme terme de la dermere somme est nul. On obtient alors

tl—l 82—1 t}"l 32_1
B i) = Y 5 GRG0 (S 3 60,080, 040.60)
s2=3 81=2 $9=3 51=2
)‘.1 -1 S~ -1 ( )
2 2 2
= Z Z E Gtz 52 §2-)91 t1sz 5111)7
82:3 81—-2

ou la derniére égalité est donnée par 'indépendance entre {bgl)} et {6} et que
E((5V, bMY) = m.

81 7 782
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Etant donné la relation (3.2.28) et par des manipulations algébriques simples mais

longues, on a pour ty > sz , t1 > Sy,

2
AM2{ LS N2/ M ity =t,
e a o] < | 4 W EA0E smn g,
aM{F TS RGINY s>,
Ainsi, on a
1 1 N ~ N tx—1
G > Aiw)t = M2N4ZIE (A%,,) + M2N4ZZE Ay, Aine,)
t=3 to=4t1=3

Puisque E(A2y,) < M2 1, Zf_; A < AM282 et d’apres (3.2.35), E(Ayne, Ay, ) <
AM¢2, on obtient alors

N
11 .
IE(]—V—§ § Awv)? = OWNTT+MTY. (3.2.36)
t=3

Maintenant, on considére le premier terme dans (3.2.34), qui peut étre écrit
comme suit:
t—1
Bive=mi ) (G)? +m Z (16212 = m1)(GP)? = Bawe + Aoy, (3.2.37)
s=2
En conditionnant sur (b,@)ﬁ__l, Ay est une somme de suites de variables pon-
dérées, indépendantes et identiquement distribuées. Il s’en suit, par linéarisation

de 'espérance, que:
-1
1 .
A ZE 160N — mPE(GE))* < MM {22 T k¥ /M)Y
7=0

ot E(G2) < AM* {3 ZN "k2(j/M)}? comme on a montré ci dessus en véri-
fiant (3.2.32). Ainsi, d’aprés I'inégalité de Minkowski (3.2.11), on peut écrire:

Z ont)? < M2N4{Z EAZ,,) /2P = O(N7Y).  (3.2.38)

t=3



69

Maintenant, on considére le premier terme de (3.2.37). D’apres (3.2.28), on peut

décomposer Byy; en deux termes

Bth — Z(G(Q)

t—1 s-1 .
= Z{Zk2 ]/M t—J’bg—)J»z
§=2 j=0
t~1 s—1 r r
= mid D KG/MBY b b b2,
§s=2 j=0
t—1 s—1 ja—1

T o2mi) Y Y KRG/ MR (/M) b T @

5=2 ja=171=0
= Bani + Asny. (3.2.39)
avec
_ t—1 s—1 r r
BSNt - m%zzkéi(]/ﬁ/] b(Q) b(Q_)]b§2)] b£2)3’
$=2 j=0

t—1 s—~1 j2—1

1
Ay = mezz

2
5§=2 ja=171=0

K2/ M)R? (51 /M)B) b2 627 b

t—72 3—12 $—Jj1 7 t—j1

t—2 t—

t—3 1
T T
= > > SR (ia/ MK (41 / M) B, b2 b7 b

71=0 jo=j1+1 s=0

2 2 2)T , (2 2 2)T T
Or, en utilisant le fait que tr(b< " b(jjzbg_)h bg_)h) tr (1.‘1(,_>J1b(~)32 sz_)szgz_)]l) on

écrit

-3
Ay = t’"(z kQ(jl/M bg)gl Z k(52 /M)b(~yz Zb&—)}zbgz—);)

51=0 J2=j1+1 5=0
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Alnsi, notons que Asy; est une somme de différences de martingales sur Ji- Il s’en

suit que:
_ t—3 t—2 t—1 )
EAive < 4mi ) K'Gi/MOE( Y R/, 0 S 11 112, )
J1=0 J2=j1+1 s=j2+1

t—3 t—2 t—1
amimd Y K G /M) ST K (j /M) {E( o IS e 2y

Jji=1 J2=j1+1 s=ja+1

IN

3 1 phlts 4/ - 1 = 27 2
A {37 30K G /M 3 B Ga/M))

Jji=1 J2=1

= O@M?),

IA

ol la premiére inégalité provient du fait que #r (AB) < tr(A)tr(B), la deuxiéme
inégalité est obtenue en utilisant linégalité de Minkowski (3.2.11) et la troisiéme,

par le fait que ]E(Zz;i.zﬂ )lbg)ﬁ!][lbgz_)jzﬂ)z < At pour t > s > j, > 7). Ainsi,

E(Agm) = (’)(UW‘Q’),

et donc:

N N
1 1 A N\2 1 1/2/ 12 2 _
378 2 A’ < g (B (A = 0(/N). (3.2.40)

Finalement, d’aprés le premier terme de (3.2.39), on a:

t—1s5—1 t—1s—1

~ . . T T y
Bane = mimi} D K G/M)+mI Y3 k() /M)BE 62 6P 6P, — i)
§=2 j=0 $=2 j=0
= DT pw2 s A, (3.2.41)

4

A Paide de manipulations algébriques similaires & celles utilisées ci dessus, on

obtient

E(Aiv:)? < A8M.
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Il s’en suit que:

N N

1 - 1 _ .

M2N4E(Z Auwe)® < M2N4 {ZE1/2(AZN7:)}2 =O(M™). (3.2.42)
t=3 t=3

Ainsi, W2y, sécrit sous la forme suivante

4
. M1 ~
Wiy = 1 E(Wiye) + Z A,

=1

et si on combine les relations (3.2.36),(3.2.38), (3.2.40) et (3.2.42), on obtient

A 1 XL
ERIEER S
=1 t=3

= OINT'+ M)+ O(NY + O(M/N) + O(M~)

1 1A
72V 5z > Wi
t=3

IA

= O(M/N+ M™Y.

Un résultat similaire peut étre démontré par symeétrie pour Wy,. Ainsi la condi-

tion (3.2.27) est vérifiée pour M/N — 0 et M — co. O
Il s’en suit alors d’aprés le théoréme 3.2.1 de Brown que:
oY N)Wy — N(0,1).
O
Ce qui compléte la démonstration du lemme 3.2.4 et ainsi du lemme 3.2.1. O
PREUVE DU LEMME 3.2.2:
Pour ce lemme, on considére les mémes notations que celles du lemme 3.2.1. Ainsi,

en utilisant une transformation similaire a celle utilisée dans la preuve du lemme

3.2.1, soit Bt = 2”1/2&,; et en notant que

C.0) = =M i)s;
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on peut écrire

N—-1
T
T(a.%) = N Y K(/McE?0G) (2" e =)el? ()
j=1-N
N—-1
= N 3 BE/M () P ()
j=1-N
= 7(b,%)
Ainsi, on obtient
T(a,%) ~T(a,%) = T(b,X)-T(bx) (3.2.43)
et soit a montrer que:
T, -T(b,2) = o,(MY2). (3.2.44)

Notons que dans cette preuve, on ne va pas utiliser le fait que la matrice de cova-
riance du processus b est I'identité. Ce résultat reste valide pour tout processus
innovation de matrice de covariance quelconque. L’utilisation du processus b n’est
que pour alléger les calculs.

Pour cela on va d’abord décomposer 7'(b, 22) — T (b, X) sous la forme suivante

T (b, )-T0b,X) = N i k2 j/M){c(w)(j)Tc 12)(]’) (12)( ) 12)( 0}

j=1-N

=N Z K25/M) (e, () = g ()7 (™ (5) ~ 2 (5))

Jj=

.dZ

N-—
+ 2N 30 RG/M)SP () (D) - 2 (5)).

j=1-N

Alors il suffit de montrer que:

N Y RGMOIEG) - PO = o(07),  (3245)
j=1-N
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et

N-1

N Yo EGMY6) P 60) - P 6) = op (M) (32.46)

j=1-N

Notons que les sommes sur j peuvent étre décomposées en deux sommes, 'une
par rapport aux j positifs et I'autre par rapport aux 7 négatifs. Par symétrie, on
ne va considérer que les sommes sur les j positifs, car la preuve sera semblable
quand les indices j sont négatifs.

Montrons d’abord (3.2.45), i.e
TV = N5 RRG/MS (G) — P G)P = 0, (MM?). (3.2.47)

Pour cela, notons par:

Go=b0—b" ;  #=bP b (3.2.48)
et donc

N—

TP = NZk2 G/MD)eS 2 (5) = 52 ()1

y..A

O

2&;

= NY RGE/MCIG) - i)

(]

.
[=]

=z

T (2)
= NY B@G/M)|= Z(b”bﬁ'?j 5B )12

=0 t—:H—l
En utilisant ’équation (3.2.48) et 'inégalité de Cauchy-Shwartz, on obtient

Ty = NZk? (/M) H— Z( Oal + 8627 — 6T )|

t—3+1
< 4N (Twv +Ton + Tay) (3.2.49)
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avec
hy = Z KM Z bVAL 3, (3.2.50)
—J+1
N-1 1 N X .
Tov = Y KG/M)= 3 8 I3, (3.2.51)
Jj=0 t=j+1
Tan = Z kX J/M)H—~ }: S5 15 (3.2.52)
t=j+1

On va montrer que chacun de ces termes Tjy est 0,(M/2/N) pour j = 1,2, 3.
Rappelons que les techniques qu’on va utiliser dans cette preuve sont similaires
& celles utilisées dans la preuve du théoréme 2.3.1.

Notons d’abord que:

= (@) — 30:)}XP (p2) + &,(p2),

avec
2 2
- Y ex®),
{=p2+1

qui représente le biais de I’approximation du processus {ng) } par un processus

autorégressif d’ordre fini ps.

Selon (2.3.14), on a

E (1€, (pn)lI) ( > 18, )

I=pp+1

De méme, le théoréme 1.3.1 dit que

12n) - 2@n)l; = 0, {5}, h=12

=3



En utilisant le résultat (2.3.16) du chapitre 2, on peut déduire que

Ty = Z’: k*(j /M) H“’ Zm 2)TH2

t=j+1
p M
= Op( {— Z K*(j/M)}
Puisque p? = o(517), on a que
Ml/2
TlN - Op( N )

Par symétrie, on peut aussi écrire que:

Ton = o,(MY?/N).
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Pour le troisiéme terme, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient:

N-1 N T
Tov = Y KG/MINT Y 9,8, 13

3=0 t=j+1
N-—-1
< N1®m) - SE)I3I80) — (23 Y K2/ M)|IN Z X ()X, (p2) 112
7=0 t=j5+1
N-1
+ l12(p) - () szkz(J/M)HN Z X (p1)g;; (p2) I3
t=j41

+ 1) — B(p2) 113218 (j/M)|N"! Z &)X, (02)" |12

i= t=j41
N—-1
+ 3 BG/M)IN Zét(pl )&;—;(p2)7 113
j=0 t=j+1

Comme on a montré pour Ty, et en utilisant les résultats du chapitre 2, (2.3.18),

(2.3.20), (2.3.21) et (2.3.22), on obtient

- N
5 @ ()" AMpip,

Y ORG/MEINT YT XPe)XE () 2 < e

=0 t=j+1
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gl al AMp
. — 1
D _FG/MEINT S XP()e,_02)T I < 1 ( > H<I><2’uz) ,
J=0 t=j+1 l=p2+1
N-1 N
. - T AMp
Y FG/MEINT 3 & m)Xp) 2 < : ( > u@”u?) ,
Jj=0 t=j+1 [=p1+1
N-—-1 N
EGMBINT Y &e0é e < 20T el (3 18P,
=0 t=j+1 I=p;+1 I=pa+1
Ainsi, en utilisant les conditions p, = o(N'Y2/MY*) et N2, 1l "2 =
o(NY2/MY*), on déduit que
Tiy = OP(MI/Q/N);
Alnsi, si on réunit les trois égalités ci dessus, on obtient:
N-1
. 12), . 2
TV =N Y B G/ () — P G)IP = o, (MV2) . (3.2.53)

=0

En utilisant 1’équation (3.2.48) et 'inégalité de Cauchy-Schwarz, le membre de
gauche de (3.2.46) devient

N-1

TV = N Y RG/ME6), P 6) - e ()
j=1-N
N-1

k? GO0 Dl () = 2 (I

IN
=2

¥
ONIE

< N{ k?(a’/M)ncﬁ,”’u 2324 ): K2 /M)lles™ (7) - U2 (1732,
j=1-N J=1-N

Or d’aprés (3.2.53), on a

S RGMIEIG) ~ TG = O,(M/N?) = o,(*/N).
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Et aussi, par application de l'inégalité de Markov, P(|X| > ¢) < iEﬂfgl ou X est

une variable aléatoire et € > 0, on a
N-1
. 2 .
YRG/MIPGIP = Op(M/N), (3:2:54)
Jj=1
et puisque M/N — 0, on obtient alors

N-1
TV = N 30 RG/ME6), ¢ 6) ~ g (0) = 0 (MM2).
j=1-N

Ainsi la deuxiéme condition est réalisée, ce qui compléte la preuve de le lemme

3.2.2. O



Chapitre 4

PUISSANCE ASYMPTOTIQUE

4.1. INTRODUCTION

A chaque fois que deux tests sont disponibles pour une méme hypothése, il
est naturel de comparer leurs fonctions de puissance, et cette comparaison de-
vient intéressante quand les deux tests donnent des résultats distincts. Pour des
tests d’hypothéses en séries chronologiques, on ne peut en général utiliser ce genre
de comparaisons puisque souvent, seulement la théorie asymptotique sous I’hy-
pothése nulle est disponible. Ce type de problémes n’est pas récent, et plusieurs
auteurs ont utilisé différentes méthodes pour obtenir une meilleure comparaison
du comportement asymptotique de la statistique du test sous les hypothéses al-

ternatives.

Puisque le test d’indépendance, entre deux processus linéaires multivariés
que l'on a proposé au chapitre 3 est basé sur une statistique pondérée par un
noyau, la mesure de Pefficacité relative d’un test par rapport & un autre parait
nécessaire pour comparer ces tests pour différents noyaux. Dans ce chapitre, nous
utiliserons deux méthodes de comparaison, une due a Pitman (1979) et I'autre
due & Bahadur (1960). Pour chacune des deux approches, on calculera I’efficacité
relative asymptotique d’un test par rapport a un autre. On introduira le concept

de la pente approximée de Bahadur. L’approche de Pitman sera utilisée dans
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I’étude de la puissance asymptotique locale, et celle de Bahadur, dans le cas de la
puissance asymptotique globale. On présentera la distribution asymptotique de la
statistique du test sous une classe d’alternatives locales. Par la suite, on trouvera
le noyau qui maximise la fonction de puissance asymptotique. Finalement, dans
le cas de la puissance asymptotique globale, on montrera la convergence de la sta-
tistique Qy sous ’hypothése de dépendance des deux processus et on calculera

la pente asymptotique de Bahadur.

4.2. PUISSANCE ASYMPTOTIQUE LOCALE

Pour des tests convergents, la puissance asymptotique converge vers 1 quand
N — oo sous I’hypothése alternative H; pour tout niveau 0 < o < 1 . Pour
avoir une puissance inférieure & 1, on peut fixer la niveau et faire varier ’hypo-
thése alternative tout en s’approchant de Hy quand N — oo. Ainsi, nous allons
nous intéresser a la puissance asymptotique locale de la statistique Qp sous une
classe déterminée d’hypothéses alternatives locales. Considérons la suite suivante

d’alternatives:
Hon : SED (W) = p(N)G(w) , w € [-m,7],

ot S (w) est la fonction de cohérence croisée définie par (1.1.10) et (1.1.11)

entre les deux processus {agl)} et {a?) }, qu’on peut écrire sous la forme suivante

SPw) = > BTV (j)my e,

j=—00
La fonction G est une fonction matricielle complexe définie sur [—, 7] telle que
©(N)G(w) est une fonction de cohérence pour chaque N et ¢(N) — 0 lorsque

N — oo. Ainsi, ’hypothése alternative locale H,y converge vers H, quand
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N — oo. Aussi, notons que I’hypothése M,y peut s’écrire aussi sous une forme

vectorielle
Hon : 882 (w) = p(N)g(w) , w € [-, 7],

avec s&m(w) = vec (Sglz)(w)) et g(w) = vec(G(w)). Puisque vec (ABC) =
(C® A)vec(B), on a

) = 3 (Bae ) VL)
j=—0o0
Si on définit la norme quadratique suivante ||.||* = 5= [7|.|*dw, ot |.|? représente

le module d’un nombre complexe, on a

1§27 = Z’Y(”’ T (@ 20) " 82 (5), (4.2.1)

j=—o00

en utilisant la relation 5= [7 |e™™J|2dw = 1. Aussi, basé sur la série résiduelle

{a; :t =1,.., N}, un estimateur de s4? (w) pondéré par un noyau appartenant

a la classe Ky, est donné par

N-1 1
s07w) = Y kM) (0@ i) ) (122)
j=1-N

Dans tout ce qui suit, on ne va utiliser que la notation vectorielle. Dans ce
contexte, la dépendance de s42) (w) sur N est faite de fagon implicite pour simpli-
fier la notation. De (4.2.2), il est facile de vérifier que Hs( ) 1%, qui est la distance
carrée entre la fonction de cohérence estimée s( )( ) et la fonction de cohérence

sous ’hypothése nulle Hy qui est s4? (w) =0, s’écrit

N-1

Is$21F = 3 RG/ME?(5) (S0 @ clV0) ).

j=1-N
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Ainsi, selon (3.2.2), la statistique Qx est donnée par
N|sg”|[* — mumaS (k)
2myma Dy (k)
Afin d’étudier la puissance locale, nous allons comme dans Hong (1996), voir aussi
Gallant et Jorgenson (1979) et Gallant et White (1988), considérer la distance

g2) (w) et & (w) spécifiée par I'alternative H,y, ce qui nous améne

Ov =

carrée entre s

a la statistique

N8 — 8822 — myma Sy (k)
{2myme Dy (k) }'?

ot Sy (k) et Dy (k) sont définies respectivement par (3.1.8) et (3.1.9).

&)

)

Le théoréme suivant nous donne la distribution asymptotique de Q%.

Théoréme 4.2.1.

Supposons que les hypothéses 2.3.1 et 8.1.1 sont satisfaites, et que les deuz pro-
cessus {agl)} et {a?)} satisfont la suite d’hypothéses Hon. Soient M — oo,
M/N — 0 et pn, h = 1,2, deux suites d’entiers positifs qui satisfont les condi-
tions suivantes:

N1/2 e N1/2
Pn = o0 (W) , N Z “‘I’z(h)”% =0 (M1/4> -

l=pp+1

Si (N) = MY4/NY2 alors
Q5 N (u(k), 1),

ou

_ llg|?
k) = (2mimaD(k)} 72
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PREUVE DU THEOREME 4.2.1.

Sous H,n, s (w) = ¢(N)g(w), et par définition de la norme £%, on peut écrire

12 12
1552 — s8I = ||sUP|2 + @*(N) |2

— 20Re (5 [ 60 ) gwin)  @29)

olt Re(z) désigne la partie réelle de z et 2* est la valeur conjuguée du complexe
z et (,) désigne le produit scalaire. Considérons d’abord la derniére partie de

I’équation ci dessus. On a

- ~1/2 .
s w) = KGi/M) (CE20) @ €YD () el (e
j=1-N
= (22) (1) gy) 2 -172] (12 iwj
= k(j/M) {(C& (0) ®Cé. (0)) -—(22®21) }C& (j)e—-zw]
j=1-N
N-1 ‘
’ + k(]/M) (22 ®21)_1/2 05312)(j)€_th-
j=1-N

En considérant le bruit blanc décrit dans la preuve du lemme 3.2.1, b, = ¥~/ a,,

et dont la matrice de covariance est I'identité, et si on note par

N-1
DIPw) = Y kG/M)SP(G)e ™, B(N) = O,(N"V2)(S2 @ £)° +1
j=1-N
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ou I désigne la matrice identité, on peut écrire en utilisant la relation, c ( j) =

(22 © 1) 772 P (j), que

N-1
s6?(w) = K(i/M)O,(N7/)el (j)e ™7 + Z K(i/M)ey? (e

j=1-N j=1-N
N-1 o

= K(i/M)O,(N71%) (2 © Tn) 2 ¢ (j) e
j=1-N
N-1 o

+ k(j/M)ey (j)e ™
j=1—-N

= BW)DY” (w).

Considérons le dernier terme de 'égalité (4.2.3). Pour montrer que
L ["
3 | (6 W gtdw = o,(MVN),

il suffit alors de vérifier que 5~ fW(ng)* (w), g(w))dw = o,(M**/N/2). Ainsi,

2

en décomposant DSZ)* (w) en deux termes,

N-1

Dém)*(w) _ /{,‘(]/M (12)( ) (12)(]) zwj+ Z k‘ ]/M (12)( )) w;j’
j=1-N j=1-N

et en notant par g; = 5~ ["_ge“dw, on obtient que

3= | (DL ) gw)dw - 3 G0 -0,
N-1
+ k(j/M)cy™ () g,
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Puisque Ellc)’” (5)[13 < 2 et ||g;]13 < oo, on a alors

N-1 N-1

B Y MGl < § llaj3e 6/
j=1-N j=1-N
= OV

Aussi, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

N-1 ) N-1 .
|30 RGP G) =GN el < Mol YD KRG/ () - e ()T IR
j=1—-N j=1-N

Or, d’aprés équation (3.2.45) du chapitre 3, on a

N-1
KGNS () — S GNTIE = o)(MY2/N).
j=1-N

On obtient alors

| GADEEDG) ~ P) gl = op(MYE /N

et
L[ (DY (w), g(w))dw = O,(N"2) + o,(MY*/NV/2)
= o,(MY*/NV?).
Finalement, quand ¢(N) = M**/N'2 on obtient
Is§? = sSIP = [Is$P) + I gl*M2/N + 0, (MY /N).

Il s’en suit que

NIt — s02|12 — mymySy (k)
{2mymaDy (k)}?
NS — mumaSy (k) [ g]2 272 0,(M/?)
{2mym, Dy (k) }'? {2mymaDy(K)}?  {2mymaDy (k) }?

Qy =




D’aprés le théoréme 3.2.2 et la relation (3.2.4), on peut conclure que
d
QY — N(u(k),1),

. 2
ou M(k) - {Zmlrjllfg(k)}l/2' D

Le test Q% permet de discriminer entre Hg et une classe d’hypothéses alter-
natives locales qui convergent vers #, & la vitesse p(N) = "—]gli//—; Plus M croit
lentement, plus le test est puissant. Ceci est en contraste avec le fait que l'ap-
proximation la loi normale asymptotique s’améliore lorsque l'ordre autorégressif
pn croit rapidement. Puisque la vitesse % croit moins rapidement que la vi-
tesse paramétrique N~/2, notre test est moins efficace que celui d’El Himdi et
Roy (1997) sous '’hypothése H,y. En effet, E]1 Himdi et Roy (1997) supposent
un M arbitraire mais fixe. C’est le prix & payer pour obtenir un test convergent

quand on considére une large classe d’alternatives.

D’aprés le théoréme 3.2.1, la puissance asymptotique du test Q% au niveau

a € (0,1) est donnée par
A;I_I}n P(Qﬁ( >20) = 1- D {zq — .U’(k)}» (4'2'4)

ou @ est la fonction de distribution de la M'(0, 1), et z, est le quantile d’ordre «
de la loi normale N'(0,1). Cette puissance est une fonction du noyau k.

Supposons que M = N” ou 0 < v < 1. D’aprés Pitman (1979, chap. 7) et Ghosh
et Huang (1991, p. 1007), pour deux tests utilisant les deux noyaux k; et ks,
Pefficacité relative asymptotique de Pitman de k, par rapport & k; est donnée

par

1

ERAp(ks k1) = { ggg } o (4.2.5)
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Par exemple, d’aprés Hong (1996), 'efficacité relative du noyau de Bartlett kp(z) =
(1 —|z|) I{]z| < 1} par rapport au noyau tronqué kr(z) =IL{|z] < 1} est

ERAP(}CB,}CT) = 51/(2-’/) > 51/2 ~ 2.23

pour tout 0 < v < 1, et I est la fonction indicatrice telle que définie au chapitre 3.
Ainsi, kp est plus efficace que kr, ce dernier noyau correspond au test d’El Himdi
et Roy (1997). D’autres noyaux sont aussi plus puissants que le noyau tronqué.
Nous considérons maintenant le noyau optimal qui maximise la puissance de
Q% dans une classe de noyaux. Notons d’abord que le biais asymptotique de
I’estimateur par noyau dépend du comportement ou du lissage du noyau au point
zéro et aussi du lissage de la matrice de densité spectrale au méme point. D’aprés
Parzen (1957), on définit
k., : = lim {}————E(—Z—)—} pour r € [0, 00).

z—0 ‘z[r

Plus le noyau est lisse au point zéro, plus la valeur de r pour laquelle %, est fini
est grande. Si r est un entier pair, on a

_1dk(z)

Fr rl dzr =0,

et k, < co si et seulement si k(z) est r fois différentiable au point zéro. L’ezposant
caractéristique de la fonction k(z) est le plus grand entier r > 0 tel que %, est fini
et non nul. Par exemple, pour le noyau tronqué, k. = 0 pour tout r < oo, avec
le noyau de Bartlett, k& = 1, k., = 0 pour r < 1 et k. = oo pour r > 1. Pour les
noyaux de Parzen, Tukey-Hamming et Bartlett-Priestley, ky = 6, 72/4, et 1.42,
respectivement, k. = 0 pour r < 2, et k, = oo pour r > 2 et ceci pour les trois

noyaux. Ces définitions s’appliquent aussi a la fonction de densité spectrale.
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Nous considérons maintenant la classe suivante de noyaux, avec r = 2
1
k(T) = {k € Ky, ky :572, K(\) >0, A€ R} ,

ot K(\) est la transformée de Fourier du noyau k(z), appelée aussi fenétre géné-

ratrice spectrale définie par

K(\) = % / k(2)e—"dz.

Cette famille de noyaux contient tous les noyaux qui appartiennent & X; qui gé-
nérent, pour des échantillons finis, un estimateur semi défini positif. Entre autres,
les noyaux de Daniell, Parzen et Bartlett-Priestley appartiennent a x(7), mais
cette derniére ne contient pas le noyau tronqué, le noyau de Bartlett ni le noyau
de Tukey-Hamming. La condition ky = %7'2 joue un role de normalisation, puisque
le biais de I'estimateur par noyau dépend de k. Ainsi, pour le méme paramétre
de lissage, noté ici M, tous les noyaux appartenant a x(7) vont donner le méme
biais asymptotique et donc la comparaison sera équitable. Le théoréme qui suit,
dont la preuve se trouve dans Hong (1996), nous donne le noyau qui maximise la

puissance asymptotique dans la classe de noyaux (7).

Théoréme 4.2.2.
Supposons que les conditions de théoréme 4.2.1 sont réalisées. Alors le noyau de
Daniell

sin (3%7,2)

kp(z) = ) , 2 € (—00,00)

(3§Tz
mazimise la puissance asymptotique de Q% sur k(7).

Dans un contexte d’estimation de densité spectrale, c’est le noyau de Bartlett-
Priestley qui maximise la puissance asymptotique selon différents critéres d’erreur

quadratique moyenne.
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4.3. PUISSANCE ASYMPTOTIQUE GLOBALE

Tandis que 'analyse locale de la puissance nous fournit des informations
utiles sur Vefficacité des tests au voisinage de H,, il reste qu’elle ne nous donne
pas un compte complet sur I’ensemble des propriétés asymptotiques de la puis-
sance. C’est ce qui nous a poussé a examiner la puissance asymptotique globale de
la statistique Qp. Pour établir le théoréme de convergence sous I’hypothése alter-
native de dépendance #;, on va imposer une condition classique de dépendance
entre les deux processus linéaires multivariés {agl)} et {aém } Considérons ainsi

I’hypothése suivante:

Hypothése 4.3.1.
Les deuz processus innovations { agl) } et { a§2)} sont stationnaires d’ordre quatre

et vérifient les conditions suivantes:

+o0 400 400

Z Hr(lz) ”2 <00, Z Z Z ]’ﬁuvuv D i, 7, )I < o0,

j=—00 1=—00 j==—00 [=—00

0l Kywur (0,1, 7,1) est le cumulant d’ordre quatre de la distribution de

1 1 2)
( ir)taa’ut+ma’£¢g+ya£t+l)

Sous cette hypothése, la suite (I‘(u)( )) ~ n’a pas besoin d’étre absolu-
ment sommable, comme dans le cas des proz:e;sis a4 mémoire longue pour les-
quels la densité spectrale n’existe pas a la fréquence w = 0. La condition sur
les cumulants est standard dans la littérature des séries chronologiques multi-
variées, voir Hannan (1970, p. 211) et Anderson (1971, p. 465). Elle caracté-
rise la dépendance temporelle du couple (a§ ). al al’ ) Brillinger (1981, p. 26) fait
méme une hypothése plus forte en supposant que les cumulants de tous les ordres

existent et sont absolument sommables. A prime abord, quand (at , ag )) a une
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loi jointe normale bivariée, la condition sur les cumulants devient triviale puisque
Kuvu (0,4, 7,1) = 0,V4, j,I. De méme, selon Hannan (1970, p. 211), tous les proces-
sus linéaires stationnaires 4 1’ordre quatre, dont les coefficients sont absolument
sommables et dont les moments d’ordre quatre des innovations existent, satisfont

la condition des cumulants de ’hypothése 4.3.1.

Théoréme 4.3.1.
Supposons que les hypothéses 2.3.1 et 4.3.1 sont vérifiées. Soient M = M(N) —
0o, M/N — 0 et p, avec h = 1,2, deuz suites d’entiers positifs qui satisfont les
conditions suivantes:
0
ho=o(y) X 1ePE=o(u).
J=pr+l

Alors, nous avons,

M2 s s
( ~ )QN——> mmaD (T (4.3.1)

PREUVE DU THEOREME 4.3.1.
D’aprés (3.2.3), on peut écrire

( Ml/z) MU0 2 — (M) myma Sy (k)
N
N {2m1m2D(k)}1/2

Bk N-1Sy (k)

- - m 1/2. 0.
T M- DR} @M-Dawp? T 482

En appliquant les résultats de convergence (3.2.4), le deuxiéme terme de 'égalité
ci dessus converge vers zéro. Par I'invariance de la fonction de cohérence sous les
transformations linéaires, voir Priestley (1981, p. 662), on a ||s{?|| = Hss,,w)n ou
1BS 2)|[ est définie par (4.2.1). En utilisant la transformation utilisée au chapitre

3, b, = ©"2a,, on a donc ||s§?|| = [lsS"?|. Ainsi, montrer (4.3.1) revient a
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montrer que

sy 12 = 11y 1> % 0

qui découle des deux lemmes suivants. O

Avant d’énoncer les deux lemmes, notons que égm)(w) est défini de la méme

S\ N
fagon que 3( )(w) en remplacant les séries résiduelles (bil), b?)) par les séries
t=1

N
innovations (bgl),bgz)) .
t=1

Lemme 4.3.1.
Sous les hypothéses du théoréme 4.5.1, on a:

s 112~ 1155 1* & 0

Lemme 4.3.2.

Sous les hypothéses du théoreme 4.5.1, on a:

1352112 — 189212 B o

PREUVE DU LEMME 4.3.1.

Par définition de 3212) et ng) et en utilisant les mémes développements qu’au

chapitre 3, on a

IsS2)2 - 155212 = Z 2G/M) (18P (DIE ~ Nlee (5)113)
j=1-N

= 3 BTG - P61

+ 2 30 BE/MYK?6) 7 6) - 6P ().

Il suffit alors de montrer que le premier terme converge en probabilité vers 0,

car en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, le deuxiéme terme s’écrit comme
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produit du premier terme et d’une quantité finie.

En utilisant les notations du chapitre 3, et 'équation (3.2.49), on peut écrire

N-1 3
S BGE/MIGTG) - PGl < 4 T,
j=1=-N =1

ou Tin, | = 1,2,3, sont définies par (3.2.50), (3.2.51) et (3.2.52) repsectivement.
Commencons par montrer que T3y — 0 en probabilité. En appliquant 'inégalité

de Cauchy-Schwarz, on obtient

N-1
Tin = Z /M| Z b(l)m_yllz
7=0 t=j3+1

— N
SRTES SIS SR OTED SUPANEN

2 (2)

Or, par (3.2.48), on a 7, = b§2) — b, " et il s’en suit que

1 & e O
5 2 Il = 7\7 Z 1682, = .25 13
t=j+1
1 N
< 5 2 2@ - eE)XZ w3+ > ePxPE)
t=j+1 I=pa+1
2 o0
p
= O(F) +0(1) 3 17l
I=pa+1

Ainsi, en invoquant les hypothéses sur le processus b, sur p; et sur les parameétres

(@52)), on conclut que

MPz
N

= op(1).

Tiv = Op(—2)+ Op(M Z 1212)

l=pa+1
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Par symétrie, on montre que Toy = 0,(1). Pour Tsy, on écrit

N-—
Z (/M) ll— Z 8eii_jl3

7=0 t=3+1

M{ ZkZJ/M}{ ZH@H H5 lem_JHz}

il

Tzy

IA

- 2
Par symétrie, on montre que J—{f Zi\; 1613 = Op(%) + 0,(1) Zfipﬁ_l H@g”[]%, et
ainsi, en utilisant les mémes hypothéses que celles utilisées pour T}y, on déduit

que T3n = 0p(1). Finalement, on conclut que
12 ~(12
Is§212 = 1852117 = op(1).
Ce qui termine la preuve du lemme 4.3.1. O
PREUVE DU LEMME 4.3.2.

Pour montrer ce lemme, on effectuera des développements similaires & ceux de la

preuve précédente. Par définition de Hs |[2 et Hs(lz)llz, on écrit

IS = 12 = Y RGBDIE - Y I Ol
o
= K2G /M1 G)NE — 178D ()112]
j=1-N
N-1
+ k2G/M) = DIV O+ 3 12 G)IE.
j=1-N , lJI>N

Le deuxiéme terme de la derniére égalité tend vers 0 quand M — oo d’aprés le
théoréme de convergence dominé dont les conditions sont vérifiées par les hypo-
theéses 3.1.1 et 4.3.1. Le dernier terme converge aussi vers 0 quand N — oo car

J_“oo HI‘(H)( )3 < co. Donc il reste & montrer que le premier terme converge
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en probabilité vers 0. Puisque

}: K2 /M)y G)Z — e )] = K2 /M)1e02 (5) — 152 ()12

+ 23 BGADAG).

ou A(j) = (7(12)( ), (12)(3) (12) (7)). Comme dans la preuve du lemme 4.3.1, il
suffit alors de vemﬁer que ZJ N k2@ /M)Hcm)(J) (12)(3)]]2
= Z00 S vn B/’ () = 157 G)Y = 0,(1) od e’ (3) et 147 ()
désignent lelement (u,v) des matrices Cgm) () et I‘f,l )(]) respectivement.
Etant données les hypothéses 2.3.1, 4.3.1 et d’aprés Priestley (1981, p. 325-26),
on a

Var{c(})(j)} = *}v Zf (1- %){7&2)(1 + VS G = 5) + Ko (0,5,3,1 + )}

i=—N+1

Il s’en suit, d’apreés les hypothéses 3.1.1 et 4.3.1, que

N-1 1 N-1
> FUMVerl{cPG)} = & Y KG/M)
j=—N+1 j=—N+1
5 gl
x D =P+ G 6 - )
i=—N+1
1 N—-1
+ 5 > KA/M) Z (1~ )nm,,(o Jyiyi+4)
j=—N+1 it==N+1
1
= Oy + )
. 2 (12) (12) -
Ainsi, on conclut que Z] LN R /M) e G) - D3 = 0,(1). Ce qui
prouve le lemme 3.2. a

Le théoréme 4.3.1 implique que Qy tend vers I'infini a la vitesse N/M'/2 sous des
alternatives fixes. Asymptotiquement, plus M croit lentement, plus Qy diverge
rapidement vers l'infini, et plus le test Qx est puissant. Cette conclusion est la

méme dans le cas d’alternatives locales.
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Pour comparer Uefficacité de deux tests sous des alternatives fixes, le critére de
Pitman (1979) est inapproprié car la puissance de @y s’approche de 1 quand
N — co pour tout niveau « € (0,1).

Ce qui nous méne & utiliser le critére de la pente asymptotique de Bahadur,
qui est pertinent pour des tests basés sur des échantillons de grandes tailles et
sous des alternatives fixes. La pente asymptotique de Bahadur est définie comme
étant la vitesse de convergence du niveau de signification expérimental ou valeur-
p, asymptotique vers 0 quand N — oco. Et puisque Qpy est asymptotiquement
N(0,1) sous '’hypothése nulle, la probabilité de rejet asymptotique est donnée
par 1 — ®(Qy). |

Si on définit maintenant
RNy(k) = —2n{l-®(Qn)}.
D’aprés Bahadur (1960, p. 283), In {1 — ®(£)} = —2£*{1 + o(1)} quand ¢ — oo,

et par (4.3.2), puisque le deuxiéme terme de cette équation tend vers zéro, on

obtient

M2 s )2
( ¥ >NN(k)‘—>{2mlm2D(k)}l/2 (4.3.3)

en probabilité sous des alternatives fixes quand M — oo et M/N — 0. La quantité
l1s82112
{2m1m2D(k)}l/

Si on suppose que M = NV, l'efficacité relative asymptotique de Bahadur entre

5 est la pente asymptotique de Qy selon Bahadur (1960).

deux noyaux sera ainsi donnée par

ERAp(ks k1) = {D (kl)}z—”. (4.3.4)
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Pour le calcul de ERAg(ko, k1), on fait un raisonnement similaire & celui pour

Vefficacité relative asymptotique de Pitman ERAp(ko, k1). En fait

ERAg(ky, ki) = lim (N2> (4.3.5)

Ny—00,Ny—00 \ Np

ol N, est la taille échantionnale nécessaire afin que le deuxiéme test basé sur
le noyau ks, ait la méme puissance asymptotique que le premier test basé sur le
noyau k; avec une taille échantionnale N;. D’aprés (4.3.3) et puisque M = N?,
on déduit alors facilement (4.3.4).

Une grande pente asymptotique implique une vitesse rapide de convergence vers
0 de la valeur-p asymptotique quand N — oo. En plus, la vitesse de divergence
de Ny(k) vers Uinfini est d’ordre N?/M et Bahadur (1960) a souligné que cette
vitesse est plus rapide que celle des tests paramétriques incluant ceux basés sur

la normalité asymptotique et aussi les tests x?, qui sont d’ordre N.



Chapitre 5

ETUDE PAR SIMULATION

Nous avons proposé dans les chapitres 2 et 3 deux types de procédures pour
tester 'indépendance de deux séries multivariées autorégressives d’ordre infini
VAR(c0). Pour les deux procédures, on suppose que les deux séries multivariées
sont générées par des processus VAR(co) stationnaires et inversibles. Aprés une
procédure de filtrage par une autorégression finie qui permet d’estimer les para-
meétres autorégressifs pour chaque série, les séries résiduelles résultantes sont uti-
lisées pour le calcul des statistiques de tests ng)( 7), QS?& et Qn pour différents
noyaux, tailles échantillonnales et différentes valeurs du parameétre de troncature
M. Afin d’alléger la notation, les statistiques ng) (7) et nge, seront notées par
Qa(7) et Qa s respectivement. Les distributions des statistiques Qa(j) et Qa,m
sont approximées par des distributions du khi-deux et celle de Qx par une dis-
tribution A(0,1). Dans ce chapitre, nous nous proposons d’étudier la précision
de I'approximation des distributions exactes des statistiques Qn et Qs ar par les
distributions asymptotiques correspondantes. Pour la statistique Q4 as les dis-
tributions exactes des statistiques des tests H}! : p(}g)(j) =0, |j| < M, est
estimée pour les trois percentiles o = 0.01,0.05 et 0.10. Pour Qy, I'hypothése
Ho : pg}) () =0, |7] £ N —1, est aussi estimée pour les trois percentiles. Pour

étudier 'influence de la taille échantillonnale et du paramétre de troncature M
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sur la distribution de ces statistiques, différentes tailles seront considérées ainsi

que différentes valeurs de M.

5.1. METHODOLOGIE DE LA SIMULATION.

5.1.1. Choix des modéles de processus.

Pour étudier la performance des statistiques Qan, @n et Qy introduites
dans les chapitres précédents, nous avons simulé des réalisations suivant les trois
modeéles de processus stationnaires et inversibles AR(1), MA(1), AR;(1) décrits
dans le tableau 5.2. Les deux premiers modéles nous permettront de déterminer le
comportement des différentes statistiques de tests sous I'’hypothése nulle d’indé-
pendance des deux séries. Le modéle AR;s(1) représente un modele autorégressif
AR(1) qui décrit une alternative directe de dépendance entre les deux processus
multivariés stationnaires XU et X® et qui permettra d’évaluer la puissance des
tests. La matrice de covariance croisée dépend d’un paramétre § qui prend les
valeurs § = 1.0,1.5 et 2, et qui représente la dépendance instantanée entre les
deux processus innovations. Les valeurs des paramétres des différents modeles

sont données dans le tableau 5.2.

5.1.2. Description de la simulation

On va se limiter & des séries bivariées {Xgl)} et {Xg”} stationnaires et in-
versibles. On va générer pour chaque modéle des séries de longueurs N = 100 et
200. Nous avons utilisé le logiciel Splus, voir Venables et Ripley (2000) pour pro-
grammer une fonction qui génére des innovations gaussiennes vectorielles a;, .., ay
de matrice de covariance ¥,. Ainsi, une réalisation de longueur N du processus

conjoint (Xgl), ng)) se déduit directement & partir de récurrences définissant le
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modéle de processus MA(1). Pour les deux autres modéles AR(1), AR;(1), afin
d’avoir une méme structure de corrélation pour les valeurs initiales de la série
{X¢} que pour le reste des observationé, X est générée suivant sa distribution
exacte qui est gaussienne centrée de covariance I'x(0) a aide de algorithme
d’Ansley (1980) qui est aussi programmé dans le langage S. Les autres observa-
tions sont obtenues en résolvant l’équation aux différences définissant ces trois
modeéles. Afin de réduire le temps de calcul, quelques fonctions de récurrence ont
été programmeées dans le langage Fortran77. Par la suite, pour chaque sous-série
bivariée {Xgh)}, h = 1,2, nous avons estimé par la méthode des moindres car-
rés un modeéle autorégressif. L’ordre p a été déterminé en minimisant le critére
AIC d’Akaike pour 1 < p < P, ou P est fixé. A partir des séries résiduelles
égh) , h = 1,2, nous avons calculé les matrices de corrélations croisées résiduelles,

Rgz) (7) définies a la section 1.1.

5.1.3. Procédure des tests

Pour les tests basés sur les statistiques Qn et Q} définies par

N Zj\;’li]v k2 (5/M)Qa(s) — mimaSy(k)
ZmlngN(k)

Oy =

N Z;\:l_zv k2(j/M)Qé(j) —mymyMS(k)

O 2Mmym,D(k)

Y

on calcule pour chaque noyau les quantités Sy (k), Dy(k), S(k) et D(k) définies
par (3.1.8), (3.1.9), (3.2.5), & I'aide d’une fonction programmée dans le langage
S. Les différents noyaux qu’on va utiliser pour pondérer les statistiques du test et
qui appartiennent & la classe K; sont le noyau Uniforme Tronqué (TR), le noyau
de Bartlett (BAR), le noyau de Daniell (DAN), le noyau de Parzen (PAR), le
noyau de Bartlett-Priestley (BP) et le noyau de Tukey-Hamming (TH) qui sont
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1.0

0.8

0.6

Noyaux
0.4

0.2

0.0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Points

Fic. 5.1. Comparaison des différents noyaur utilisés

définis par (3.1.2) & (3.1.7). Les noyaux TR, PAR et TH ont un support compact
puisque k(z) = 0 pour |z| > 1. Pour ces fonctions, M est le nombre qui représente
le délai de troncature, puisque les délais d’ordre j > M ont un poids nul. Par
contre, les noyaux de Daniell et de Bartlett-Priestley ont un support non borné.
Pour ces noyaux, toutes les (N —1) autocorrélations échantionnales sont utilisées,

et M peut étre considéré comme un parameétre de lissage.

La figure 5.1 représente le graphique des six noyaux utilisés pour comparer
les tests. Ces noyaux ont été normalisés afin que les variances asymptotiques

des statistiques de tests soient identiques. Seuls les biais asymptotiques différent.
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Cette renormalisation parait nécessaire afin que la comparaison soit adéquate
pour chaque noyau et pour chaque valeur du paramétre M (N), voir Andrews
(1991). Et puisque la variance asymptotique dépend de D(k), alors les noyaux
renormalisés k(z) vérifient 2 k(z)*dz = 1. Par la suite, les noyaux utilisés dans
les statistiques de tests sont renormalisés par k(z) = k(cz) avec ¢ = [ k(z)*dz,
ol k représente un des noyaux cités ci dessus. Ainsi, ¢(TR) = 2, ¢(BAR) = 2/5,
c(PAR) = 0.382615, c(DAN) = 2/3, ¢(TH) = 35/64, ¢(BP) = 0.867532. Pour
le paramétre de lissage M trois choix vont étre utilisés, M = [In(N)], [3N%? et
[3N%3], ot [z] représente la partie entiére de x. Ces choix sont basés sur I'opti-

misation du choix du paramétre de lissage, voir Andrews (1991), Robinson (1991).

Pour chaque modéle, la simulation sera faite selon les étapes suivantes:
(1) On génére indépendamment N vecteurs a; de dimension 4 d’une loi N(0, X)
en utilisant la fonction rnorm de Splus.
(2) Pour chacun des modéles AR(1) et MA(1) dont les valeurs des paramétres
sont données dans le tableau 5.2, les valeurs de X;,.., X sont obtenues en ré-
solvant les équations aux différences (1.2.1) et (1.2.3). 5000 et 2000 réalisations
indépendantes ont été générées pour les longueurs de série N = 100 et 200 res-
pectivement.
(3) Les deux séries {Xgh)}fil, h = 1,2, sont modélisées de fagon indépendante en
estimant des modéles autorégressifs par la méthode des moindres carrés condition-
nels. L’ordre autorégressif a été déterminé en minimisant le critére AIC d’Akaike
pour p < P ot P est fixé & 12. Les séries résiduelles {&Eh)}, h = 1,2, sont utilisées
dans le calcul des corrélations croisées définies par (1.1.14).
(4) Les valeurs des statistiques @ ,, seront calculées pour chaque M =1,..,12.

Pour chaque test, la valeur de la statistique sera comparée a la valeur critique
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N=5000] NR5 | NRI1 N =2000| NR5 NR1
o= 0.7,1.3] | [0.6,1.4] a=1 |[0614] | [0.4,1.6]
a= [4.4,5.6] | [4.2,5.8] o= [4.0,6.0] | [3.7,6.3]
a=10 |[9.2,10.8]|[8.9,11.1] =10 |[8.7,11.3] | [8.3,11.7]

TaB. 5.1. Zones de non signification & 5% et 1% du pourcentage de rejets basé sur

5000 et 2000 réalisations respectivement pour chacun des trois niveacuzr nominaur.

obtenue & partir de la distribution de khi-deux correspondante. Les statistiques
Qn et Q% sont calculées pour chaque noyau mentionné ci-dessus et sont compa-
rées & la valeur critique de la distribution normale A (0, 1) pour les deux premiers
modéles. Pour le troisiéme modéle AR(1);, nous allons évaluer la puissance pour
différentes valeurs de 0.

(5) Finalement, pour chaque niveau de signification nominal, o = 0.01, 0.05 et
0.10, pour les deux premiers modéles et pour la longueur de série N = 100,
nous obtenons & partir des 5000 réalisations les niveaux empiriques (fréquences
de rejets de ’hypothése nulle d’indépendance). Les erreurs types des niveaux em-
piriques basés sur 5000 réalisations sont 0.14% pour 1%, 0.31% pour 5% et 0.42%
pour 10%. Pour la longueur N = 200, nous avons généré 2000 réalisations de
chaque modéle. Cette restriction & 2000 est due & la lenteur du programme en
Splus. Les erreurs types sont 0.22% pour 1%, 0.49% pour 5% et 0.67% pour 10%.
Ces valeurs permettent d’identifier, pour chaque test, les niveaux empiriques qui
différent significativement des niveaux nominaux correspondants.

(6) Finalement, afin d’étudier la puissance, nous avons généré pour les deux lon-
gueurs N = 100 et 200, 2000 réalisations du modéle AR(1);, avec § = 1.0, 1.5 et

2, dont les valeurs des paramétres sont données dans le tableau 5.2.
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5.2. ANALYSE DES RESULTATS DE SIMULATION.

5.2.1. Discussion de ’étude de niveau

Les résultats de I’étude de niveau sont rapportés dans les tableaux 5.3 &4 5.6.
Ces résultats sont analysés selon les zones de non signification a 5% et a 1% du
pourcentage de rejets pour chacun de trois niveaux nominaux, qui ont été notées
respectivement NR5 et NR1 dans le tableau 5.1.3.

Pour le premier modéle, on note que pour des séries de taille N = 100, nous
obtenons de bons résultats pour la deux tests basés sur les statistiques Qpy et
%, et aussi pour tous les noyaux, sauf le noyau tronqué. Ainsi, on remarque que
les niveaux observés sont pour la plupart a U'intérieur des zones de non-rejet NR5
pour les niveaux 5% et 10% et se situent, pour les mémes niveaux, trés prés des
zones de non rejet NR1. Ces niveaux deviennent de plus en plus précis quand
M croit. On note aussi une sous estimation du niveau de la part du noyau PAR
et surtout pour une petite valeur de M. Aussi, un sur rejet est observé avec les
noyaux DAN et BP pour le niveau 10%. Pour le noyau BAR, les niveaux sont
généralement bien approximés. Pour la statistique ()} ,;, on note que le niveau
est assez bien controlé et les résultats sont presque similaires & ceux du noyau
TR. Pour N = 200, et comme on s’y attendait, ’effet de la taille est remarquable.
Pour tous les noyaux, il y a eu une amélioration trés nette de ’approximation
du niveau. Le niveau 10% est surtout trés bien contrélé. Ces approximations
deviennent meilleures quand M prend des valeurs plus grandes. On remarque
aussi que la statistique @ ,, s’améliore quand M croft.
Finalement, on peut dire qu’avec les deux modéles considérés, le niveau est en
général bien contrdlé, spécialement & 5% et cela méme avec des séries de longueur

N = 100. L’approximation du niveau s’améliore un peu quand la longueur des
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séries croit. Aussi, il en est de méme lorsque le paramétre de lissage M croit.

L’utilisation d’un facteur de correction similaire & celui proposé par Li et
McLeod (1981) dans le cas multivarié (voir aussi Kheoh et McLeod (1992) pour
le cas univarié) conduirait possiblement & un meilleur contréle du niveau mais ce
point n’est pas discuté ici. Aussi, on peut conclure qu’il n’y a pratiquement pas

de différence d’un point de vue pratique entre les deux statistiques Qu et -

5.2.2. Discussion de I’étude de puissance

Pour les modéles AR(1)s, la matrice de covariance croisée n’est pas nulle et
est fonction d’un paramétre ¢ qui fait varier la dépendance entre les deux séries.
Pour le modéle AR(1)s, les résultats sont donnés dans les tableaux 5.7 & 5.12
respectivement pour ¢ = 1.0, 1.5 et 2. Pour § = 1 et N = 100, on observe un gain
de puissance des tests basés sur les noyaux considérés, autre que le noyau tronqué
TR, par rapport au test Qg?j Au niveaux 5%, Le noyau B P performe bien pour
toutes les valeurs de M considérées. Pour le méme niveau, le noyau DAN, per-
forme aussi bien pour les petites valeurs de M que pour les grandes. Pour 10%, le
comportement des noyaux est similaire, et on remarque une légére performance
du noyau PAR par rapport aux autres. Pour la méme valeur de 6 et N = 200, on
observe une certaine amélioration de la puissance pour toutes les valeurs de M
et pour tous les niveaux. On remarque aussi une meilleure performance du noyau
DAN pour toutes les valeurs de M. Les résultats pour les autres noyaux autre
que T'R sont plutot similaires. Aussi, quand la valeur de § augmente, la dépen-
dance est plus forte et ainsi le test a plus de facilité 4 la détecter. On remarque
pour les deux tailles échantionnales considérées que lorsque M prend une grande

valeur, la puissance diminue et ceci est normal, puisque les processus considérés
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sont & mémoire courte et quand M croit, on prend plus de délais. Avec le noyau

(}2)*

tronqué uniforme T'R, les résultats sont presque identiques a ceux du test Q aM -

Finalement, on peut conclure sur la puissance qu’il n’y a pas de différence impor-
tante entre les noyaux excepté le noyau TR qui donne des puissances rapprochées
a celles de la statistique QS?&* De méme que I’approximation du niveau, quand la
longueur des séries passe de 100 & 200, la puissance augmente considérablement.

Par contre, quand M augmente, la puissance décroit.



TaB. 5.2. Modéles et paramétres des processus utilisés dans Uétude par simulation
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TAB. 5.3. Pourcentages de rejet de I’hypothése nulle d’indépendance sous le modéle
AR(1) avec On et Qx basés sur 5000 réalisations pour N = 100 et 2000 réalisations
pour N = 200 en utilisant les noyouz DAN, PAR, BP et TR.

In N

DAN PAR BP TR| DAN PAR BP TR

1% 0.8 05 07 06 0.9 06 08 07
M=5 1| 5% 6.1 34 48 46 4.8 42 5.1 47
10% 94 7.8 102 84 9.7 82 103 93
1% 0.9 06 1.3 06 1.5 0.8 1.2 09
N=100 || M =8| 5% 5.4 39 52 36 5.2 42 48 41
10% || 105 89 107 7.1 94 93 10.2 89
1% 0.7 06 09 05 0.8 07 1.1 0.6
M=12 Y 5% 5.1 46 48 41 4.2 43 4.7 44
10% {| 10.6 86 11.1 7.5} 103 9.2 104 79

1% 0.8 06 08 07 0.8 08 11 08
M=5 | 5% 5.9 4.8 57 42 6.1 45 52 438
10% 9.1 8.3 94 79 8.5 84 96 86
1% 0.8 06 0.8 07 0.8 0.7 12 038
N=200| M=9 || 5% 6.3 42 5.7 4.2 5.8 44 56 4.7
10% 9.7 89 102 73 8.9 9.0 9.7 89
1% 1.2 07 08 07 0.9 08 08 0.7
M=15| 5% 6.4 41 58 39 5.1 43 5.2 43
10% || 10.2 89 104 6.9 9.7 91 106 85




TaAB. 5.4. Pourcentages de rejet de I’hypothése nulle d’indépendance sous le modéle
AR(1) avec Qn,QN et QF p basés sur 5000 réalisations pour N = 100 et 2000
réalisations pour N = 200 en utilisant les noyaur TH et BAR.

On Ay Qam
TH BAR|TH BAR

1% || 0.7 0.7 0.6 0.8 0.7

M=5]| 5% | 58 5.5 5.1 4.8 4.4

10% || 10.2 9.7 9.9 8.9 9.1

1% || 0.8 0.7 1.1 0.7 0.7

N=100| M=8 || 5% || 54 5.7 4.9 4.8 4.7
10% | 9.4 9.2 96 9.8 8.9

1% || 0.8 0.8 1.1 0.9 0.7

M=12| 5% || 5.2 4.8 4.7 4.7 4.2

10% || 9.2 8.7 9.5 9.2 8.2

1% || 0.6 0.7 0.7 0.9 0.8

M=51|5%1| 54 5.6 46 4.8 4.1

10% | 94 9.6 9.6 9.6 8.7

1% || 0.8 0.7 09 07 0.7

N=200| M=9 || 5% || 5.8 5.7 5.6 5.7 4.4
10% || 10.9 9.7 ||10.0 9.6 9.0

1% || 1.0 0.8 0.7 0.6 0.8

M=15| 5% || 48 4.5 54 4.6 4.6

10% |/ 10.6 9.7 |/ 10.2 9.8 8.9
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TAB. 5.5. Pourcentages de rejet de I’hypothése nulle d’indépendance sous le modéle

MA(1) avec On et Q¥ basés sur 5000 réalisations pour N = 100 et 2000 réalisations

pour N = 200 en utilisant les noyauz DAN, PAR, BP et TR.
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On

Qw
DAN PAR BP TR|DAN PAR BP TR
1% 0.8 0.6 09 06 0.9 0.7 11 07
M=5| 5% 5.9 42 5.2 46 4.8 43 5.1 4.7
10% | 10.3 7.8 10.2 8.2 9.6 95 9.8 8.7
1% 0.8 05 1.3 06 1.1 06 1.1 0.7
N=100| M=8 || 5% 5.4 42 56 3.6 5.2 43 48 4.1
10% | 103 82 101 7.1 9.4 86 92 79
1% 0.8 06 09 07 038 0.7 1.1 0.8
M=12| 5% 5.4 47 5.8 4.6 5.2 49 52 438
10% || 9.3 86 9.2 75 9.5 84 94 79
1% 0.7 06 08 07| 08 0.7 1.1 08
M=5| 5% 2.9 45 5.7 42} 6.1 44 52 48
10% || 9.2 83 9.0 79| 95 84 9.6 86
1% 0.8 09 08 07 08 09 1.0 038
N=200| M=9 || 5% 6.3 41 5.7 42 5.8 45 5.6 4.7
10% || 9.7 89 105 73| 9.2 91 97 89
1% 1.1 08 09 07| 08 08 1.1 09
M=15| 5% 6.4 44 5.8 45 5.1 45 54 46
10% || 10.2 91 9.2 69| 9.7 9.5 101 9.5




TAB. 5.6. Pourcentages de rejet de Uhypothése nulle d’indépendance sous le modéle
MA(1) avec On,QN €t Qi ar basés sur 5000 réalisations pour N = 100 et 2000
réalisations pour N = 200 en utilisant les noyauz TH et BAR.

n Ay Qanm
TH BAR|TH BAR

1% || 0.8 0.7 1.1 0.6 0.8

M=51| 5%| 61 54 52 4.6 4.8

10% || 10.3 9.8 || 10.2 8.2 8.7

1% || 09 1.1 1.0 0.8 1.1

N=100| M=8 || 5% || 54 5.9 5.2 5.2 5.2
10% || 10.5 10.6 || 10.1 7.1 9.4

1% || 0.8 0.9 0.8 0.6 0.8

M=121 5% || 5.1 4.9 4.8 4.6 4.3

10% || 9.3 8.6 9.1 8.9 7.9

1% || 0.7 0.8 0.9 0.7 0.7

M=51 5% | 59 5.7 5.6 5.2 6.1

10% || 9.4 9.6 9.2 89 8.5

1% || 0.9 0.8 0.8 0.7 0.8

N=200| M=9 || 5% || 6.3 6.1 58 5.2 5.8
10% | 9.7 9.5 ||10.2 9.3 8.9

1% || 1.1 0.9 0.7 0.8 0.8

M=15| 5% || 5.7 6.0 56 5.7 5.1

10% || 10.2 9.8 9.3 89 8.7
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TAB. 5.7. Pourcentages de rejet de U’hypothése nulle d’indépendance sous le modéle

AR(1)5, 6 = 1 avec Qn et Qx basés sur 2000 réalisations en utilisant les noyauz

DAN, PAR, BP et TR.
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On

Q

*

N
DAN PAR BP TR |DAN PAR BP TR

1% || 272 264 246 16.2| 282 26.0 25.6 16.8

M=5| 5% || 326 346 33.0 220 32.8 324 34.2 206

10% || 42.4 446 442 26.2 || 43.6 406 42.8 248

1% || 224 208 23.0 124 | 226 242 238 11.8

N=100|| M=8 || 5% || 30.2 276 284 141} 288 31.0 28.6 1338
10% || 342 36.0 328 16.0| 326 34.8 32.0 154

1% || 180 16.4 16.8 7.6 || 20.2 188 184 84

M=12| 5% | 25.2 244 262 11.8| 242 262 264 124

10% || 32.2 326 308 16.0| 342 30.2 32.8 16.8

1% || 46.2 44.8 424 26.2| 446 464 442 270

M=5 | 5% || 524 544 56.0 28.6| 582 54.2 56.2 30.8

10% 64.2 60.2 61.8 3421 626 644 66.2 36.8

1% || 34.0 32.6 30.8 22.6| 326 348 36.0 24.0

N=200| M=9 || 5% || 382 36.6 36.2 26.2| 362 364 34.6 28.2
10% || 41.2 42.0 38.0 28.2| 40.0 38.6 40.2 304

1% || 27.4 26.0 28.2 17.2 272 246 26.2 18.0

M=15 5% || 324 32.0 34.6 20.2| 320 346 34.2 22.6

10% || 34.2 32.8 30.2 242 36.2 364 344 26.0
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TAB. 5.8. Pourcentages de rejet de l’hypothése nulle d’indépendance sous le modéle
AR(1)s, 6 = 1 avec Qn, Qi et Qf pr basés sur 2000 réalisations en utilisant les

noyaur TH et BAR.

On ) a,M
TH BAR | TH BAR
1% || 26.8 27.4 || 245 26.6 || 188
M=51| 5% (324 36.2 ||34.2 34.6 | 22.8
10% |1 44.3 42.1 || 42.2 40.2 || 24.7
1% [ 20.8 18.6 || 19.2 204 | 114
N=100| M =8 || 5% | 28.4 26.9 ||27.2 24.6 || 13.2
| 10% || 33.4 34.6 || 36.1 36.4 || 15.4
1% || 18.2 159 || 16.8 17.4 8.2
M=12| 5% || 25.1 23.7 || 24.8 25.1 12.6
10% || 31.3 30.6 || 28.1 30.5 15.8

1% || 44.6 46.2 || 44.8 484 | 28.6
M=51 5% | 52.8 546 ||52.7 56.2 || 31.2
10% |} 62.2 60.3 || 58.2 57.6 || 32.2
1% || 324 30.8 ||30.6 31.2 | 224
N=200| M=9 || 5% || 36.2 35.1 ||38.2 36.2 | 25.8
10% | 40.7 38.8 | 40.0 36.6 || 28.4
1% || 26.2 28.3 ||24.6 25.6 || 18.2
M=15| 5% || 32.2 30.2 ||28.8 30.8 || 22.2
10% || 32.6 34.2 || 32.2 36.2 || 25.2




TAB. 5.9. Pourcentages de rejet de I’hypothése nulle d’indépendance sous le modéle

AR(1)s, § = 1.5 avec Qn et Q basés sur 2000 réalisations en wutilisant les noyauz

DAN, PAR, BP et TR.

112

On

Q

*

N
DAN PAR BP TR | DAN PAR BP TR
1% || 32.8 274 29.1 224 328 27.7 30.1 21.2
M=5| 5% || 427 403 | 39.8 25.8| 40.1 38.9 41.7 28.7
10% || 50.7 47.9 48.1 30.2| 474 485 503 31.7
1% || 329 317 334 30.5| 227 319 320 178
N=100| M=8 || 5% | 284 309 312 226} 322 300 328 20.1
10% || 28.3 246 25.1 19.1| 279 246 255 19.9
1% || 27.4 269 278 16.4 | 298 268 279 186
M=12| 5% || 29.1 28.7 288 19.4| 30.2 323 29.0 178
10% || 334 325 296 21.5) 329 30.6 295 21.6
1% || 54.4 54.6 526 322 528 50.6 52.0 334
M=5 5% | 57.9 557 59.7 31.2 | 60.1 589 59.8 36.8
10% || 61.2 58.2 64.2 38.9| 585 60.4 60.6 40.6
1% || 45.8 44.9 47.6 28.7| 444 429 46.9 29.8
N=200| M=9 | 5% || 52.3 502 52.7 332 549 534 51.6 32.5
10% || 57.8 529 55.0 35.3| 58.9 534 56.8 334
1% || 41.0 38.4 43.7 224 428 454 451 259
M=15| 5% | 44.4 43,5 457 21.7| 451 464 451 243
10% || 56.8 54.8 57.2 309 58.6 56.6 59.0 29.5
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TaB. 5.10. Pourcentages de rejet de Uhypothése nulle d’indépendance sous le modéle
AR(1)s, 6 = 1.5 avec Qn, QN et Q} r basés sur 2000 réalisations en utilisant les

noyauz TH et BAR.

On N Qam
TH BAR|TH BAR
1% |1 32.4 30.7 || 33.4 31.8 | 239
M=51 5% | 42.4 406 | 43.1 426 | 24.8
10% || 46.3 479 || 45.1 46.9 || 29.6
1% |1 25.4 23.6 || 24.0 24.6 || 184
N=100| M=8 || 5% {304 31.9 ||32.4 32.6 || 20.5
10% || 36.5 35.4 || 37.9 34.7 || 234
1% 11 25.3 22.9 || 26.8 23.5 || 15.8
M=12| 5% | 27.8 249 | 27.8 25.1 17.5
10% || 31.1 28.5 }29.9 27.8 || 22.9

1% | 50.5 48.9 || 48.8 49.7 | 34.8
M=5| 5% || 55.9 53.7 ||56.6 54.2 || 38.1
10% || 61.8 60.2 || 63.0 61.6 || 40.9
1% || 47.2 48.9 |1 48.8 50.7 || 28.7
N=2001| M=9 || 5% || 52.3 50.1 ||53.7 51.4 || 30.8
10% || 57.7 55.9 || 57.9 53.5 || 32.9
1% | 40.0 394 | 42.7 41.7 || 21.8
15| 5% || 45.6 47.0 || 46.7 49.6 || 24.5
10% || 56.3 54.7 || 57.5 54.8 || 28.6

=
I




TaB. 5.11. Pourcentages de rejet de I’hypothése nulle d’indépendance sous le modéle

AR(1)s, § = 2 avec Qn et Qi basés sur 2000 réalisations en utilisant les noyaus

DAN, PAR, BP et TR.
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On Qn
DAN PAR BP TR | DAN PAR BP TR
1% 53.8 514 56.3 324 54.2 52.7 53.1 31.2
M=5 | 5% 58.3 60.2 594 33.8| 59.1 61.9 58.7 34.2
10% || 65.1 624 68.1 37.2] 64.8 66.2 67.3 36.7
1% 494 51.2 50.8 26.5| 51.2 48.6.9 49.0 25.7
N=100| M =8 || 5% 544 526 56.2 29.2 | 56.2 54.0 55.0 30.1
10% || 60.3 57.8 62.1 32.1| 62.3 606 635 319
1% 45.4 442 46.8 24.4 | 46.2 447 453 234
M=12| 5% 52.1  49.7 50.8 27.4 | 51.2 483 520 264
10% || 53.4 52.6 54.2 275 54.9 52.6 53.5 2638
1% 72.4 745 746 482 76.8 726 T74.0 50.8
M=5| 5% 82.4 80.4 806 54.2| 84.2 826 84.8 528
10% || 92.2 89.6 90.8 58.4 1| 925 904 90.6 60.6
1% 64.2 62.8 606 42.4| 664 629 63.8 40.2
N=2001| M=9 || 5% 70.2 684 72.8 454 | 712 724 746 425
10% || 76.8 789 748 48.2| 77.8 754 788 474
1% 52.0 524 54.7 30.2| 54.8 534 55.1 299
M=15 5% 61.4 575 62.7 30.7| 62.1 56.4 61.1 31.3
10% || 60.8 51.8 58.2 30.9 )| 62.6 54.6 60.6 29.5
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TaB. 5.12. Pourcentages de rejet de I’hypothése nulle d’indépendance sous le modéle
AR(1)s, § = 2 avec Qn, Q¥ et Q3 basés sur 2000 réalisations en utilisant les

noyaus TH et BAR.

On N QZ,M
TH BAR|TH BAR
1% | 54.2 52.8 | 55.1 51.8 || 27.8
M=5| 5% ||57.6 584 552 52.5 | 28.4
10% || 66.5 65.2 ||69.1 61.4 | 29.3
1% || 46.2 427 || 494 41.5 || 19.4
N=100| M=8| 5% || 444 476 ||48.4 442 | 202
10% || 47.2 46.3 || 51.9 47.3 || 22.6
1% | 25.3 22.9 | 268 235 | 19.8
M=12 5% || 27.8 24.9 || 27.8 25.1 || 205
10% || 31.1 285 ||29.9 27.8 || 22.9

1% || 77.5 79.4 || 81.8 787 | 54.8
M=5| 5% 819 844 ||80.6 83.5 | 57.1
10% 1| 88.4 89.2 || 90.2 86.7 || 58.9
1% || 67.4 709 || 72.3 67.8 || 45.7
N=200| M=9 | 5% ||73.6 728 ||73.2 69.7 | 47.9
10% || 74.8 71.9 || 72.5 73.5 || 48.6
1% || 57.0 55.9 || 56.4 ©54.8 || 39.8
5% | 59.6 60.1 || 59.7 58.6 | 42.5
10% || 62.3 63.8 || 65.5 62.8 || 44.6

=
I

ot
Ut




Chapitre 6

APPLICATION

En vue d’illustrer les résultats obtenus dans les chapitres précédents et pour
comparer nos résultats & ceux d’El Himdi et Roy (1997), nous considérons le
méme jeu de données. Ainsi, nous considérons un ensemble de sept séries de
données trimestrielles d’indicateurs économiques canadiens et américains utilisés
initialement lors d’une étude de la politique monétaire canadienne, voir Racette
et Raynauld (1992). Les indicateurs économiques canadiens sont la production
intérieure brute en dollars constants de 1982 (PIB), I'indice implicite de prix de
la production intérieure brute (PIBD), le taux d’intérét nominale & court terme
(TX.CA) et la base monétaire (M1). Les trois autres variables représentent le
produit national brut américain en dollars constants de 1982 (GNP), l'indice im-
plicite des prix du produit national brut américain (GNPD) et le taux d’intérét
américain de court terme (TX.US). Dans cette étude, la période d’observation
s'¢tend du premier trimestre de 1970 au dernier trimestre de 1989, soit N = 80

observations pour chaque série.

Nous nous proposons dans cette étude d’appliquer différents tests étudiés
précédemment en vue d’explorer la liaison entre les indicateurs économiques ca-
nadiens et américains. Dans une analyse préliminaire de chacune des sept séries

économiques considérées, nous avons effectué différentes transformations et/ou
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différenciation qui visent & rendre ces séries stationnaires et & stabiliser leurs
variances. Les séries ainsi obtenues définissent deux séries chronologiques vecto-
rielles canadienne et américaine, de dimension 4 et 3 respectivement. Dans une
deuxiéme étape, nous procédons & la construction d’un modéle autorégressif vec-
toriel pour chacune de ces deux séries. Les séries résiduelles issues de I’estimation
de ces deux modéles permettent de calculer la statistique Qpy, pour différents

noyaux ainsi que les statistiques Q3 (j) et Qf 5/
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6.1. ANALYSE ET MODELISATION DES SERIES

Les graphiques des sept séries sont contenues dans la figure 6.1. Un examen
rapide de ces graphiques montre d’une part que les deux séries de taux d’intérét
se comportent de maniére irréguliére mais assez similaire. Les cinq autres va-
riables ont par contre une allure plus lisse et proche de celle d’'une promenade
aléatoire. Afin de stabiliser la variance et de rendre ces séries stationnaires, nous
effectuons des transformations et des différenciations. Nous utilisons les mémes
transformations qu’El Himdi et Roy (1997). Les séries stationnaires canadiennes

et américaine sont représentées par {Wﬁl)} et {W§2>} respectivement, ol

W] ([ w{) = 2A-(1- B)PIB,
Wil Wi =10(1 — B)PIBD;,
ng) - Qtl avec X ) a ) '
Wi wi = TX.CA,
WP | | Wi =100(1 - B)in(M1,),
et :
Wi Wff) = L(1- B)GNP,
w® = Wi avec Wi = 10(1 — B)GNPD;,
Wi W = TX.US,.

Les facteurs multiplicatifs ont été choisis pour que les variances des composantes

de chaque série multivariée soient de méme ordre de grandeur.

L’identification des modéles pour les séries {WEI)} et {W§2)} a été faite a
laide de la procédure STEPAR du progiciel SCA. Pour chaque série, nous avons
trouvé dans un premier temps un modéle AR(p). L’ordre p étant obtenu en mini-

misant le critére AIC d’Akaike et en utilisant le test khi-deux pour vérifier I'égalité



120

4 zéro du dernier coefficient autorégressif. Pour la série canadienne {ng)}, nous
avons d’abord trouvé p = 11 et par la suite, nous avons retranché les coefficients
non significatifs au niveau 5% pour aboutir & un modéle comportant uniquement
les valeurs retardées a t — 1, t — 2, t — 11, tel que défini par l’équation (6.1.1)

sulvante :
w® = ol +awl + "W, + YW, +aV | t € Z.(6.1.1)

Avec la série {W'?}, nous avons trouvé p = 3 et toutes les valeurs retardées ont

été retenues; le modéle est décrit par 1’équation (6.1.2) suivante:
w® = 0@ +aPW? +ePWP, +2PWP, +a? | te.(6.1.2)

Par la suite, nous avons estimé les paramétres, par la méthode du maximum
de vraisemblance, 4 'aide de la procédure MESTIM. Nous n’avons retenu que
les paramétres estimés dont la valeur absolue est supérieure a une fois son écart-
type. Les autres valeurs sont fixés & zéro tout au long de la phase d’estimation.
Nous nous sommes assurés que les modeéles obtenus sont stationnaires en calcu-
lant les racines des polyndmes autorégressifs définissants ces deux modéles. Les
paramétres de la série canadienne et sa matrice de covariance résiduelles sont

données par:

0.256 | [ 0.000 —0.107 0.000 0.000 |

o 1.275 50— 0.000 0.576 0.000  0.000 |
~0.357 0.179 0.177 0.888  0.106

| 3.339 | | 0.000 0.445 -1.718 —0.253 |




0.000 0.000 0.000 0.516 |
5 = 0.000 0.000 0.000 0.000
0.000 0.039 0.000 0.000
| —1.129 0.000 0.778 0.000 |
[ 0.109 0.000 0.177 0.049 |
50 _ 0.000 —0.189 0.000 0.000
0.000  0.000 0.000 0.000
| 0.000 0.000 0.000 0.000 |
[ 0.746 —0.327 0.033 —0.007
G _ | ~0327 0507 0021 0097
0.033 0.021 0.108 —0.006
| —0.007 0.097 —0.006 0.447
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Les graphiques des composantes de la série résiduelle canadienne sont pré-

sentées dans les figures 6.2. Chaque composante semble se comporter comme un

bruit blanc de moyenne zéro et de variance constante. Les corrélations résiduelles

sont fournies a la figure 6.3 et nous remarquons qu’il y a seulement sept corré-

lations légérement & lextérieur des limites de signification & 5%. Ceci concorde

parfaitement avec les résultats obtenus en utilisant ’analyse des résidus effectuée

dans la derniére phase de la modélisation par le progiciel SCA qui nous a permis

de conclure que les deux modéles multivariés estimés sont adéquats.
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Pour la série américaine, les estimateurs sont donnés par:

1.618 0.000 -0.000 0.000

~ (2 ~ (2

@é) = 0.486 ‘I'g . 0.000 0.576 0.510 |,
—0.141 0.000 0.122 0.880

0.219 0.000 -0.938

= (2)

®,” = | 0.000 0.000 0.314 |,
0.184 0.197 0.566

0.000 0.000 0.563

~ (2

& = | 0.000 0.000 0.000 |,
0.000 0.000 0.422

0.686 —0.078 0.058
= | —0.078 0.386 0.036
0.058  0.036 0.153

Les graphiques de la série résiduelle américaine et de ses corrélations sont don-
nées aux 6.4 et 6.5. A nouveau, les composantes de la série résiduelle semblent
se comporter comme des bruits blancs et il n’y a que 4 corrélations se situant a

Iextérieur des limites de significations & 5%.
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F1G. 6.5. Autocorrélations et corrélations croisées résiduelles de la série américaine différenciée.
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6.2. TESTS DE NON CORRELATION

Les valeurs de la statistique @ 12)( )* pour |j] = 0,1,..,12 calculées & partir
des séries résiduelles des deux modéles estimés sont représentées a la figure 6.6. La
ligne pointillée horizontale représente la valeur critique au niveau de signification
o = 0.05 pour tester 'hypothése nulle Hy de non corrélation entre les deux séries
(W} et {W§ )} contre l'alternative H,; : pi? (5) # 0. Cette valeur critique,
indépendante du délai j, est égale & x3, 95 = 21.026 et d’apreés la figure 6.6 nous
constatons que pi? () est significativement différent de zéro pour les délais j=0
et 2, et ’hypothése de non corrélation sera probablement rejetée avec un test
global. Nous pouvons aussi faire des tests simultanés sur plusieurs délais, par
exemple les délais j = —M, .., M ou M est un entier prédéterminé. L hypothése

alternative est alors
7{§M) il existe au moins un j tel que |j| < M et p?(j) # 0.

Comme les statistiques Q ( /)* sont asymptotiquement indépendantes et iden-
tiquement distribuées sous ’hypothése nulle, il faut utiliser le niveau marginal
o =1—-(1- a)ﬁﬂCT afin d’avoir un niveau global égale & . Dans la figure
6.6, nous présentons les valeurs critiques au niveau global a = 0.05 pour M =1
et 3 qui sont respectivement 24.578 et 27.171. Comme QSQ)(O)* = 26.765, nous

rejetons Ho & M = 1, mais nous ne rejetons pas a M = 3.

Les résultats du test global basé sur la statistique portemanteau Q(li} ainsi
que les niveaux de signification empiriques ays correspondants sont donnés au
tableau 6.2 pour M = 1,...,12. Au niveau de signification o = 0.05, ’hypothése

de non corrélation est rejetée pour toutes les valeurs de M inférieures ou égales
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a1l.

Pour le test global basé sur les statistiques Qy et Qy, les valeurs des statis-
tiques ainsi que les niveaux de significations empiriques ays sont donnés dans le
tableau 6.2 pour M = 4,7 et 11. Ces choix de valeurs du paramétre de lissage
M correspondent respectivement & [In(N)], [3N%?] et [3N%3], ou [z] représente
la partie entiére de x. Ainsi, pour M = 4, ’hypothése de non corrélation est
rejetée quand on considére la statistique Qu sauf pour les noyaux BAR. Pour la
méme valeur de M, on rejette aussi I’hypothése nulle pour les noyaux BAR et
TH quand on considere la statistique Qy. Quand M = 7, on rejette I'hypotheése
de non corrélation pour tous les noyaux et pour les deux statistiques. Finalement,
pour M = 11, on rejette ’hypothése nulle pour tous les noyaux avec la statistique
Qn. Avec la statistique modifiée Q}, il y a seulement le noyau T'R avec lequel
on ne rejette pas 'hypothése nulle. Pour cette valeur de M, la différence entre
les valeurs des statistiques Qy et Q} est probablement due au fait que les séries
sont courtes (N = 68) et que MS(k) et MD(k) ne fournissent pas de bonnes
approximations de Sy (k) et Dy(k). Il semble donc préférable pour des séries de

cette longueur d’utiliser la statistique non modifiée.
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critique marginale au niveau o = 0.05. Les autres lignes représentent les valeurs
critiqgues des tests simultanés auz délais |j] < M au niveau global o = 0.05 pour

M =1(-0-) et M = 3(-+-).
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»

* *
a,M ay a,M apm

M

60.422 | 0.007 || 7 {225.707 | 0.012
8
9

95.266 | 0.003 247.067 | 0.021
121.615 | 0.005 268.165 | 0.035
146.668 | 0.008 || 10 | 292.873 | 0.039
167.708 | 0.020 || 11 | 317.050 | 0.045
198.807 | 0.012 || 12 | 334.216 | 0.085

[=> B SNV

TaB. 6.1. Valeurs de la statistique Qj 5 et niveaus empiriques en fonction de M

pour la série canadienne et américaine différenciées.

Noyaux TR |BAR|DAN| TH | BP
On(M =4) ] 2.922 | 1.241|2.191 | 1.750 | 2.672
« 0.002 | 0.107 | 0.014 | 0.040 | 0.004

On(M =4)| 3586 | 1.374|1.931 | 1.658 | 2.474
o 0.0001 | 0.085 | 0.027 | 0.05 | 0.007

Noyaux TR |BAR| TH |DAN| BP
On(M =17) | 2.640 | 2.343 | 2.916 | 2.779 | 2.964
o 0.004 | 0.010 | 0.002 | 0.003 | 0.002

Q4 (M =7) || 2.680 | 2.225 | 2.367 | 2.560 | 2.537
@ 0.004 | 0.013 | 0.009 | 0.005 | 0.006

Noyaux TR | BAR | TH | DAN| BP
On(M =11) || 2.189 | 2.7043 | 2.918 | 2.969 | 2.838
o 0.014 | 0.003 | 0.002 | 0.002 | 0.002

v(M =11) || 1.544 | 2.324 | 1.950 | 2.564 | 2.054
o 0.061 | 0.01 }0.026 | 0.005 | 0.020

TaB. 6.2. Valeur des statistiques Qn et Qy avec M = 4,7,11 pour la série cana-

dienne et américaine différenciées.



CONCLUSION

Dans cette thése, nous avons proposé deux approches pour tester I'indé-

pendance de deux séries multivariées stationnaires autorégressives d’ordre infini

VAR(co).

La premiére approche est une généralisation de celle proposée par El Himdi
et Roy (1997) qui teste la non corrélation entre deux séries ARMA stationnaires
multivariées. Dans le cas de deux séries VAR(c0), nous avons vu qu’un ensemble
fini de corrélations croisées entre les séries résiduelles issues de 1'approximation
des deux séries par des autorégressions d’ordres finis posséde une distribution
asymptotique multinormale. Ceci nous a permis de déduire une procédure asymp-
totique pour tester 'hypothése de non corrélation (ou d’indépendance dans le cas
gaussien) par rapport a une alternative de corrélation a un délai particulier j
entre les deux séries d’innovations correspondantes. En utilisant la statistique
portemanteau inl,iz;‘, nous pouvons confronter hypothése nulle d’indépendance
a lalternative de corrélation sérielle croisée & un nombre fixé de délais, disons
pour j = —M, .., M. L’approche utilisée ici ne nécessite pas ’estimation des vrais
modéles ARMA décrivant les deux séries et nous protége ainsi d’erreurs éven-
tuelles de spécification lors de la modélisation. Ceci est un avantage par rapport
3 la méthode d’El Himdi et Roy (1997) qui repose sur ’estimation des vrais mo-

déles pour chacune des séries.
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Les tests basés sur QS?) ()%, 7] < M, comme le test portemanteau Qfﬁ)j ne

sont pas des tests convergents s’il y a corrélation sérielle a des délais j tels que
|j| > M entre les deux séries d’innovations. C’est la raison pour laquelle dans la
deuxiéme partie, nous avons proposé la statistique Qy qui prend en compte tous
les délais possibles (les délais j tels que |j| < N — 1 pour des séries de longueur
N). Les délais sont pondérés a l'aide d’une fonction de noyau et d’un point de
troncature comme dans Uestimation de la densité spectrale. Il s’agit d’une version
multivariée de la statistique de Hong (1996) et nous avons établi au chapitre 3 la

normalité asymptotique sous 'hypothése nulle.

Puisque ces tests sont basés sur des statistiques pondérées, nous avons étudié
au chapitre 4 la puissance locale, selon 'approche de Pitman (1979), et la puis-
sance globale selon 'approche de Bahadur (1960). Nous avons établi la normalité
asymptotique de la statistique @y sous des hypothéses alternatives locales. Nous
avons aussi identifié le noyau optimal dans une certaine classe de noyaux. Pour une
classe générale d’alternatives globales (fixe par rapport & N ), nous avons montré
que le test Qy est convergent. Finalement, nous avons effectué une expérience de
simulation afin d’ étudier la précision de 'approximation des distributions exactes
des statistiques Q%};, On et Q% par les distributions asymptotiques correspon-
dantes. On a observé qu’avec les modéles choisis, le niveau est bien controlé avec
tous les noyaux considérés et que les différents noyaux conduisent a des puissances
similaires excepté le noyau uniforme tronqué pour lequel la puissance est moindre.
En pratique, il semble donc que si 'on veut faire un test global, on a avantage
3 utiliser la statistique Qy avec un noyau autre que le noyau uniforme tronqué
qui produit un test moins puissant. Etant donné sa forme simple, le noyau de

Bartlett semble un choix judicieux. De I'expérience de simulation, il se dégage
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aussi que la statistique Qy et sa version modifiée Q% conduisent & des résultats

trés similaires, tout au moins pour les longueurs de séries considérées.

Dans ce travail, nous avons fait ’hypothése de stationnarité des deux séries
d’intérét. Cependant, une majorité de séries réelles sont non stationnaires. Par
exemple, en économie, plusieurs séries multivariées sont cointégrées, c’est a dire
que chaque composante peut &tre non stationnaire mais il existe au moins une
combinaison qui forme une série univariée stationnaire. En s’appuyant sur Pham,
Roy et Cédras (2001) et sur Saikkonen (1992), les résultats théoriques de cette
thése devraient pouvoir s’étendre au cas de deux séries partiellement non station-

naires ou cointégrées comme c’est souvent le cas avec des données économiques.
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