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SOMMAIRE

Dans plusieurs situations, nous voulons vérifier l'existence de relations entre

des séries chronologiques multivariées. Haugh (1976) a proposé un test asympto-

tique afin de vérifier l'hypothèse de non corrélation (ou d'indépendance dans le

cas gaussien) entre deux séries univariées ARMA. El Himdi et Roy (1997) ont

généralisé cette approche au cas de deux séries multivariées ARMA stationnaires

et inversibles.

Hong (1996) a proposé une approche semi-paramétrique pour tester l'indé-

pendance de deux séries univariées autorégressives d'ordre infini (VAR(oo)). Son

approche consiste à filtrer chaque série à l'aide d'une autorégression d'ordre fini

et la statistique de test proposée fait intervenir les corrélations résiduelles croisées

à tous les délais. Ces derniers sont pondérés à l'aide d'une fonction de noyau et

d'un point de troncature. Sous des conditions générales de régularité, il montre

que sous l'hypothèse nulle, la statistique de test, centrée et réduite de façon appro-

priée, suit asymptotiquement une loi ^V(0, l). D'une certaine façon, la statistique

portemanteau de Haugh peut être vue comme un cas particulier en utilisant le

noyau uniforme tronqué.

J

Dans cette thèse, nous généralisons l'approche d'El Himdi et Roy (1997) au

cas de deux processus multivariés VAR(oo) stationnaires et inversibles. Les statis-

tiques de tests sont basées sur les matrices de corrélations croisées résiduelles. Sous
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l'hypothèse nulle de non corrélation et en utilisant des résultats de Lewis et Rein-

sel (1985) sur l'approximation d'un processus VAR(oo) par une autorégression
finie, il est montré qu'un vecteur quelconque de corrélations croisées résiduelles

suit la même loi asymptotique que le vecteur correspondant des corrélations croi-

sees entre les deux séries d'innovations. Il découle du résultat précédent que les
statistiques de test considérées suivent asymptotiquement une loi khi-deux. Deux

statistiques de test sont décrites. La première est basée sur la matrice des corréla-

tions croisées résiduelles à un délai particulier alors que la deuxième fait intervenir
les corrélations croisées à plusieurs délais, disons de —M. à M où M est un entier

positif indépendant de la taille échantionnale N.

En utilisant à nouveau les résultats de Lewis et Reinsel (1985), nous montrons que
l'analogue de la statistique de Hong (1996) pour des séries multivariées suit aussi
une loi normale sous l'hypothèse nulle. La statistique de test proposée généralise
d'une certaine façon celle d'El Himdi et Roy (1997) pour le cas de deux processus
VAR(oo). Pour une certaine classe de noyaux, la puissance locale et la puissance
globale asymptotiques sont étudiées de façon analytique et le noyau optimal est
identifié. Le contrôle du niveau et la puissance sont aussi étudiés par simulation
en échantillons finis. Une application à des données réelles est aussi présentée.
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INTRODUCTION

Ces dernières années, plusieurs recherches ont été réalisées dans le domaine

des séries chronologiques. Particulièrement, l'étude de relations et de liaisons qui

peuvent exister entre deux séries chronologiques multivariées a intéressé plusieurs

chercheurs dans différents disciplines, surtout en économétrie, où elle permet de

répondre à des questions importantes sur la compréhension des mécanismes éco-

nomiques sous-jacents. L'étude de liaisons entre deux séries chronologiques mul-

tivariées est souvent la première étape à l'identification des modèles régissant le
système à l'étude. D'où la nécessité d'avoir des procédures simples à appliquer

et à interpréter afin de vérifier l'indépendance entre deux séries chronologiques

multivariées. Dans le cas univarié, Haugh et Box (1977) ont utilisé une procédure
de filtrage par des modèles ARMA dans le but d'identifier une liaison de type

causal entre deux séries chronologiques.

Pour étudier l'indépendance de deux séries chronologiques univariées, Haugh

(1976) a proposé une approche basée sur les corrélations résiduelles. Notons par
{X^} et {X^} les deux séries d'intérêt. Dans l'approche de Haugh, elles sont
préalablement filtrées à l'aide de modèles du type ARMA stationnaires et inver-

sibles. La statistique de test est alors basée sur les corrélations croisées entre les

deux séries résiduelles résultantes {à\ '} et {â,^ }, notées r^ (j) et définies par

u
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la relation

r,
Wf.\ -
a 0) =

\-N ^ .WnW.
2^t=j+i ai ' ai-j

{^N.
/t=l

r,W2^N^W2'
Z^t=l

, \3\^N-1,

où N représente la longueur des séries. Sous l'hypothèse nulle d'indépendance
entre les deux séries {X^ )} et {X^ '}, Haugh (1976) montre que pour toute suite
quelconque de délais distincts j-i,...,jm, qui ne dépendent pas de N, le vecteur
de corrélations croisées résiduelles V^V(^ (ji),...,^ (jm)) = VNr^), suit
asymptotiquement une distribution multinormale A/"(0,I). Ce qui a conduit à la
definition de la statistique de type portemanteau

)(12).
''â,M

M

= ^ E '•r'w2.
j=-M

pour tester l'hypothèse nulle d'indépendance contre l'hypothèse alternative de
correlation sérielle à au moins un délai j, \j\ < M <:N -l, où M est fixe par
rapport à N. Cette statistique suit asymptotiquement sous l'hypothèse nulle une

loi khi-deux à 2M + l degrés de liberté et l'hypothèse nulle est rejetée pour les

grandes valeurs.

u

Hong (1996) a proposé une approche semi-paramétrique pour tester l'indépen-
dance de deux séries univariées autorégressives d'ordre infini (AR(oo)). Notons en
passant que sous certaines conditions, la classe des processus AR(œ) englobent
la classe des processus autorégressifs-moyennes mobiles (ARMA). Son approche
consiste à filtrer chaque série à l'aide d'une autorégression d'ordre fini, et dont
l'ordre croît de façon adéquate avec la longueur de la série, voir Berk (1974). La
statistique de test Q,yi proposée fait intervenir les corrélations croisées à tous les
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délais, et elle prend la forme suivante

2N^:^k\jlM}ry\3}'-S^k}
{2^(À)}1/2 )

où A;(.) est un noyau qui vérifie quelques hypothèses de régularité et M. est un

paramètre de lissage tel que M = M{N) -^ oo et M/N —» 0 quand N —> oo.

Les deux quantités Sff(k) et DffÇk) sont définies au chapitre 3 par les relations

(3.1.8) et (3.1.9) et sont reliées à la moyenne et à la variance asymptotique de la

somme pondérée des corrélations croisées résiduelles au carré apparaissant dans

la définition de Q,N- En utilisant le noyau uniforme tronqué, nous retrouvons une

version modifiée de la statistique de Haugh. Sous des conditions générales de

régularité, Hong (1996) a montré que sous l'hypothèse nulle d'indépendance, la

statistique de test Q,N suit asymptotiquement une loi A/'(0, l) et le test rejette

pour les grandes valeurs de la statistique.

El Himdi et Roy (1997) ont généralisé l'approche de Haugh dans le cas de

processus multivariés stationnaires. Ainsi, en considérant deux processus ARMA

vectoriels, ils déduisent de Roy (1989) la distribution asymptotique du vecteur

Ta des corrélations croisées entre les deux processus innovations {a^ } et{a^ }

associés respectivement aux deux processus ARMA multivariés {Xa)} et {X^)}
supposés indépendants ou non carrelés. Pour déduire un test d'indépendance entre

les deux séries, ils ont montré que le vecteur r^ ' des corrélations croisées rési-

duelles admet la même distribution asymptotique que le vecteur T^, . Et ainsi,

ils ont obtenu une généralisation au cas multivarié de la statistique portemanteau

Qà,M, ainsi qu'une version modifiée notée Q*^M-

u
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L'objet de ce travail est de proposer deux approches difïérentes pour tester

l'indépendance de deux séries multivariés stationnaires. La première est une gé-

néralisation du test d'El Himdi et Roy (1997) au cas de processus autorégressifs

d'ordre infini et ne fait intervenir qu'un nombre fixé de délais. La deuxième une

generalisation de l'approche de Hong (1996) au cas multivarié et fait intervenir

tous les délais.

Le premier chapitre est consacré à la présentation de quelques notations, dé-

finitions et résultats concernant les séries chronologiques multivariés qui seront

utilisé dans les autres chapitres. Nous rappelons aussi la définition et certaines

propriétés des processus multivariés autorégressifs d'ordre infini dont des résul-

tats de Lewis et Reinsel (1985) sur l'approximation d'un processus autorégressif

d'ordre infini par un processus d'ordre fini. Ces résultats constituent une généra-

lisation au cas multivarié de résultats univariés de Berk (1974) qui ont été utilisés

par Hong (1996).

Au chapitre 2, nous généralisons l'approche d'El Himdi et Roy (1997) au

cas de deux processus multivariés autorégressifs d'ordre infini VAR(oo). Notons

{a^} et {â^)} les deux séries résiduelles , issues de l'approximation d'un pro-
cessus VAR(oo) par un processus autorégressif d'ordre fini. La matrice R^ ^(j'i)

désigne la matrice de corrélation croisée de délai j entre les deux séries {a^ }

et {à}. }. Le vecteur des corrélations croisées aux délais j\,..,jm est alors défini

par r^l2) = {vec(RW(ji~)T),..,vec{I{^2\j^)T))T où vec(A) est l'opérateur usuel
qui transforme la matrice A en un vecteur colonne. Nous montrons dans la sec-

tion 2.1, qu'un vecteur quelconque de corrélations croisées r^ ' possède la même

u



5

n

distribution asymptotique que celle du vecteur correspondant de corrélations croi-

sees entre les deux séries d'innovations r^a . L'ordre fini de cette autorégression

dépend de la taille échantillonnale N mais croît moins rapidement que N vers

l'infini. La distribution de r^' nous permet de déduire un test d'indépendance à

un délai fixe j, basée sur une statistique notée Qa (j)*. Aussi, nous généralisons

dans ce cas la statistique portemanteau Q^M" •

Au chapitre 3, nous proposons une généralisation au cas multivarié de la

statistique de Hong (1996). En utilisant les résultats de Lewis et Reinsel (1985)
sur l'approximation d'un processus VAR(oo) par une autorégression multivariée
d'ordre fini, nous montrons que l'analogue de la statistique de Hong (1996) pour
des séries multivariées, notée Q^, suit aussi une loi A/'(0, l) sous l'hypothèse nulle
d'indépendance. Le test est unilatéral et rejette pour les grandes valeurs. La dé-

monstration de ce résultat est longue et repose sur plusieurs Femmes techniques

dont les preuves sont présentées en annexe au chapitre 3.

Au chapitre 4, nous traitons la question de la puissance asymptotique du test

de Hong généralisé. Deux méthodes de comparaisons sont utilisées. L'une due à

Pitman (1979) pour la puissance locale et l'autre due à Bahadur (1960) pour la
puissance globale. Dans le cas de la puissance locale, nous utilisons l'approche

de Pitman. Ainsi, sous une classe d'alternatives locales, nous présentons la dis-

tribution asymptotique de la statistique du test. Et sous une classe spécifique de

noyaux, nous trouvons le noyau optimal, c'est à dire qui maximise la puissance

asymptotique locale. Dans le cas de la puissance asymptotique globale, l'approche

de Bahadur est utilisée. On montre la convergence de la statistique Q,N sous une

hypothèse générale de dépendance des deux processus. La pente asymptotique de

u
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Bahadur est aussi obtenue. Dans les deux approches, l'efficacité relative asymp-

totique d'un noyau par rapport à un autre est calculée.

Au chapitre 5, nous rapportons les résultats d'une expérience de simulation

afin de vérifier si le niveau des tests est bien contrôlé aux niveaux asympto-

tiques nominaux usuels. Aussi, nous comparons la puissance de Qff pour différents

noyaux et Q,N est aussi comparée au test basé sur la statistique portemanteau

Ç^* d'El Himdi et Roy (1997).

Finalement, au chapitre 6, nous illustrons l'applicabilité des nouveaux tests

proposés en utilisant des données réelles provenant de Racette et Raynauld (1992).
Il s'agit de données trimestrielles portant sur des indicateurs économiques cana-
diens et américains et on s'intéresse aux relations existant entre les deux écono-

mies.

u
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Chapitre l

PROCESSUS MULTIVARIÉS STATIONNAIRES

Souvent, nous étudions des modèles qui décrivent des relations entre des

variables multivariées qui dépendent du temps. De tels modèles multivariés sur-

gissent quand on observe simultanément plusieurs séries chronologiques au lieu

d'en observer une seule, comme dans le cas de l'analyse des séries chronologiques

univariées. Les séries chronologiques multivariées sont d'intérêt considérable pour

une variété de disciplines telles qu'en ingénierie, sciences économiques et finance.

Dans l'étude des processus multivariés, un cadre est nécessaire pour décrire, non

seulement les différentes propriétés de chaque composante du processus indivi-

duellement, mais également des liaisons pouvant exister entre les diverses com-

posantes. Le but d'analyser et modéliser une série multivariée est de comprendre

les relations dynamiques, par rapport au temps, entre les difïérentes séries et

améliorer la précision des prévisions pour chaque série en utilisant non seulement

l'information contenue dans le passé de la série considérée mais aussi l'informa-

tion fourme par l'historique des autres séries.

Dans ce chapitre, nous introduisons les différentes définitions et notations qui

seront utilisées tout au long de ce travail. Nous rappelons quelques définitions et

u
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résultats importants sur les processus linéaires. Nous décrivons aussi lapproxi-

mation d'un processus linéaire autorégressif d'ordre infini par un processus au-

torégressif d'ordre fini et nous énonçons les principaux résultats asymptotiques

correspondants.

1.1. PROCESSUS STATIONNAIRES

Considérons le processus X = {X< , < 6 Z} de dimension m, stationnaire au
second ordre, avec X( = (^i,t, ...,Xm,tY , et ^x = E(Xt) le vecteur moyenne du
processus X, qui est constant pour tout ^ G Z.

La fonction matricielle d'autocovariance {FX^) , ^ £ Z} est définie par

FxO) = E(Xt -  )(Xt-, - ^x)r ; *, J e Z.

Soit A(j') = (A;,(^'))nxn une suite matricielle. On dit que la suite A(j) est abso-
lament sommable si elle vérifie la condition

co

^ |A;,0')| < ro,/,s=l,...,m, j çZ.
.,=-00

La suite A{j) est dite de carré sommable si

(1.1.1)

00

^ ||A(j)||j < œ, ^€Z,
j=-co

(1.1.2)

où 11.11a représente la norme euclidienne définie par ||A[|| == tr{A A) et tr(A)
désigne l'opérateur matriciel trace de A.

La suite matricielle FxO) = (7^0))mxm est supposée absolument sommable.

u

De même, la matrice d'autocorrélation px0) = (puv(j))mxm du processus X au
délai j est définie par

7^0')
PuvU)

{7uu(0)7..(0)}1/2 , l <u,v<m , j ç'L. (1.1.3)
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D

Si on définit la matrice diagonale D {6,} de dimension m dont les éléments dia-

gonaux sont &i, ...,bm, on peut écrire la matrice pxO) sous ^a forme matricielle

suivante:

PxO) - D{7.(0)}-l/2rxO-)D{^-(0)}-l/2 ^-€ Z. (1.1.4)

Notons que pour tout délai j entier, on a :

px0) = px(-j)T et rx(j)=rx(-j)T. (1.1.5)

La densité spectrale du processus X, jfx(^) = (/u'"(^))mxm' en termes de la

fonction d'autocovariance, est définie par

/x(A) = ^ ^;rx0)e-^ , -7T<A<7T,
.?'=-00

et les éléments fuvW s'écrivent

f^W = èÈ^O')6"^ ' -7T^A<7T. (1.1.6)
j=-co

La condition de sommabilité absolue de la suite FX^) assure l'existence de la

densité spectrale. Pour toute fréquence À, la densité spectrale /x(-^) es^ une

matrice hermitienne et définie non négative, voir Fuller (1996, p. 170). De même,

on peut exprimer la matrice d'autocovariance à l'aide de la densité spectrale

comme suit:

FxO) = / e!JÀ/xWÂ , j ç Z,
-7T

La fonction de cohérence complexe du processus X est définie par la matrice

S-X.ÇX) = (5uu(^))mxm ^ont ^es éléments sont donnés par

fn.W
SuvW == -

VfnnWf^W
, —7T < A < 7T. (1.1.7)



'^1
/

10

La fonction de cohérence du processus X est défini par la matrice |<S'x(A)| dont

l'élément Çu, v) est le module de la cohérence complexe, i.e.

|^(A)| = - |A.(A)|
V//^(A)^(A)

, —7T < A < 7T, (1.1.8)

où l.] représente le module d'un nombre complexe.

La densité spectrale peut être nulle en quelques fréquences, et dans cette situation

on assigne à la fonction de cohérence la valeur nulle pour ces fréquences. Notons

que Suv(\) peut être interprétée comme une mesure de corrélation entre Xfu et

Xf,v à la fréquence A. D'après Priestley (1981, p. 661), la fonction de cohérence

entre deux processus stationnaires dont la densité spectrale existe en toutes fré-

quences, reste invariante sous une transformation linéaire.

Supposons maintenant que le processus X est séparé en deux sous processus

x^) = {x.w, ^ e z} et x<2) = {Xi2), A € Z} de dimension mi et m^ respective-
ment avec m = m-^ + ma. La matrice d'autocovariance FxO) va être partitionnée

en blocs matriciels comme suit:

.(11)^)u) rro)
r(21)
x

(12) <

(j) FX^O)(22) < , ^e z,

J

où les deux blocs diagonaux F^ ;(j); h = 1,2, sont les matrices d'autocovariances

au délai j associées à chacun des deux sous processus X^\ F^ J(j) est la matrice

de covariance croisée de délai j entre ces deux sous processus. Pour tout délai

positifj,onar^)o')=rÏ2)(-^)T
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u

La matrice de corrélation px(j) est partitionnée de façon similaire à FxO); soit

PÎI\J} PÏ^}
px"'y) px22)o)

,j 6 Z.

,(12)^,^ _ ^(12)La matrice p^ (j) = (p;, 0))mixm2 représente la matrice de corrélation croisée

au délai j dont les éléments sont définis par:

pww = ^Sk^-l<'<-ml-l<-s^' (LL9)
Aussi, notons que la densité spectrale possède la même répartition matricielle que

la matrice de covariance. Ainsi, on peut représenter la fonction de cohérence 5x

sous la forme matricielle suivante:

S^W SÏ2)(A)
^x(A) = .'(21)s^w s^'w(22) <

, —7T < A < 7T, (1.1.10)

où S^ ' (A) = ( S-uv ' (A) représente la matrice de cohérence croisée dont les
mi x ma

éléments s'écrivent en fonction des éléments des matrices de densités spectrales

des deux sous processus et de ceux des éléments de la matrice de densité spectrale

croisée,î.e.

1^2)(A)1^2)(A) =
A1)(A)A22)(A)

, —7T ^ A ^ 7T. (1.1.11)
J vu

Si on considère une réalisation de longueur N du processus X, la matrice de

covariance échantillonnale croisée au délai j est définie par

CÏ2)0) - N-1 ^ (X,<I> - x(") (x£>, - x<2))T, (1.1.12)
t=j+l

pour 0<j <N-1. Aussi, on pose pour 1-N <j <0, C§2)(-j) = C^\j) et
^x 0) = 0 pour |j| > N. Ainsi, les éléments de la matrice de covariance croisée
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cï2)0') = (CL12)0'))mixm2 s'écrivent sous la forme

N-
^2)0) •s^,(^,;)-ï!")(^?-,-^!)) ..»<,<^-i, ^

,(X^-XW)(X^-XW) si-TV+l^-^O,r-iy-JV
/^t=-j+l

Toù Xw = N-1 Eili Xw = (x[h\ ...,X^y est le vecteur moyenne échantion-
nale de la série multivariée <{ X^ ; }>, /;, = l, 2.

De même, on définit la matrice de corrélation croisée échantillonnale de délai j,

0<\3\^N- l, par R£2)(j) = (r;;2)0-))^,^, où

r;;2)(j) = , ,ci; œ,=;KZ<mi;Ks^m2. (1.1.14)
V/cin)(0)c^(0) '

Sous une forme matricielle, on peut écrire

RÏ2)0) = Di{c,l/2(0)}C^O-)D2{^v2(0)} (1.1.15)

où la matrice D/i ; h = 1,2 est définie par (1.1.4).

0

î.(12),La matrice densité spectrale croisée échantionnale f^ (A) == f^,v ' (A) est
mi xmz

définie par

^(12),

f^W N_1 N-1

27T
E c^O-)e-À,-^À^7T.

j=ï-N

Finalement, on définit la matrice de cohérence complexe croisée échantionnale

5S2)(A)=(<S^(A))^'X par
771l Xm2

<?^2)(A) - -=^
f(12)(À)

V//^1)(A)^2)(A)
, —7T < A < 7T. (1.1.16)
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1.2. PROCESSUS LINÉAIRES

1.2.1. Processus moyennes mobiles d'ordre infini

Par le théorème de Wold, un processus X = {X^ , < G Z} stationnaire au sens
large purement non-déterministe admet une représentation de la forme suivante:

00

Xt == ^ + ^ ^'at-, = ^ + ^(B)at , i £ Z,
]=0

(1.2.1)

OÙ ^o = -^m; ^(2;) = -^m+S^i ^i^î les ^r; représentent les coefficients matriciels
du processus et B est l'opérateur retard tel que Blat = a-t-i- La matrice identité de

dimension m est notée Jm. Pour assurer la convergence en moyenne quadratique,

on suppose que la suite ^; est de carré sommable. Le processus {a^} de dimension
m est un bruit blanc faible, c'est-à-dire E (a^ = 0, E Ça.tatT) = S et E (ata(+;T) =
0 pour l74 0. Aussi, pour satisfaire la condition d'inversibilité, on suppose que

det{^(z)} ^ Opour]z|^l. (1.2.2)

La représentation (1.2.1) définit un processus linéaire et est aussi appelée repré-

sentation moyenne mobile d'ordre infini, qu'on note ]V[A(oo).

Dans plusieurs résultats concernant des propriétés des processus moyennes mo-

biles, on suppose que la série (^1)^0 est absolument convergente.

u

La fonction d'autocovariance d'un processus MA(oo) peut être définie en termes

des coefficients moyenne mobile de la façon suivante

00

rO')=E^S l̂+3~
T

;=0
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Et ainsi, d'après Fuller (1996, p. 180), on peut déduire la matrice densité spectrale

du processus MA(oo) et qui est donnée par

f(\) = —^(elÀ)S^(e-ÎÀ)T , -^ < A <TT.

Finalement, on peut noter que la représentation (1.2.1) dite, représentation de

Wold, est définie quand a< décrit l'erreur de prévision du meilleur prédicteur li-

néaire de X^ qu'on note par Xt_i(l), basé sur une infinité de valeurs passées

X(_i, Xt_2,..., c'est-à-dire at = Xf - Xt-i(l).

1.2.2. Processus autorégressifs d'ordre infini

Un processus multivarié X = {Xf , t ç Z} stationnaire au sens large de
dimension m admet une représentation autorégressive d'ordre infini VAR(oo) si
on peut l'écrire sous la forme

00

X,-^;$,X,_, = $(5)X,=a<,
J-l

(1.2.3)

OÙ ^(2) = Im — Y^l^lzl' S^l 11^'IIJ < 00) et les ^i sont ^es coefficients
matriciels autorégressifs du processus. En termes des coefficients, la condition de

stationnarité s'écrit

u

det{$(-z)} -^ Opour|2|<l. (1.2.4)

Un processus VAR(oo) stationnaire admet une représentation MA(oo) où ^(z) =
$(-2)-1. Le processus d'innovation {a J est le même que celui apparaissant dans
la représentation MA(oo) définie par (1.2.1).
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1.2.3. Processus ARMA multivariés

Un processus multivarié X = {X< , < e Z} admet une représentation
autorégressive-moyenne mobile d'ordre {p, q), qu'on note VARMA(p, g), si on peut

l'écrire sous la forme suivante:

p g

(Xt-^)-^^(X^-^) = a,-^0;a^, (1.2.5)
i=l ;=l

ou bien en utilisant l'opérateur retard B

^(5)(Xt-/.)=Q(B)a, (1.2.6)

OÙ ^(z) = Im - T^=-i ïl^1, ®(-z) = Im - S^i QlZ1 et les $;, ©; sont les co-
ejBicients réels matriciels m x m du processus X. Le processus {a^} est un bruit

blanc faible de moyenne nulle et de matrice de covariance S.

Brockwell et Davis (1991, p. 418-19) ont montré que si la condition de station-

narité (1.2.4) est vérifiée, le processus (1.2.5) sera stationnaire et ainsi, peut être

représenté sous une forme moyenne mobile d'ordre infini, comme dans (1.2.1),

et ^fÇz) = ^{z)~lQ{z) représente la série des coefficients matriciels du pro-

cessus qui est convergente pour \z\ < l. Aussi, si on suppose que la condition

d'inversibilité (1.2.2) est satisfaite, le processus (1.2.5) sera alors inversible avec

Tl{z) == Q(z)~l^(z) = Im— ^^i 11^ qui représente la série matricielle conver-
gente pour ]2;| <, l des paramètres du processus {X^} de la représentation auto-

regressive d'ordre infini II(-B) (Xt — ^) =0.1.

u

Ainsi, dans tout ce qui suit et sans perte de généralité, on ne va considérer

que les processus autorégressifs d'ordre infini n(B) (Xj — ^) = af.
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1.3. APPROXIMATION D'UN PROCESSUS AUTORÉGRESSIF D'ORDRE

INFINI

Considérons un processus multivarié X = {X^ , t G Z} solution de l'équation

aux différences (1.2.3). Supposons que les coefficients matriciels du processus

(^;)î=o satisfont la condition de stationnante (1.2.4) et qu'ils sont absolument
sommables.

u

A partir d'une réalisation de N observations, on veut approximer le processus

X par un processus autorégressifVAR(p), où p désigne l'ordre autorégressif. Pour

les développements asymptotiques, nous supposons que p dépend de N et nous

écrivons p = p{N). Considérons $(p) = (^i,p,..., $p,p) la matrice formée des p

coefficients autorégressifs. L'estimateur de Yule-Walker ^(p) correspondant est

donné par

avec

et

où

^(p) = (^,..,^,,)=À^À;1,

N

Ai,, = {N-p)-1 ^x,(p)xr
t=p+l

N

Âp = (7V-p)-l^X<(p)XÏÏp).
/ ^
t=p+l

x,(p) = (xr_,,x^,.,xf_,)T.

(1.3.1)

(1.3.2)

(1.3.3)

(1.3.4)
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Ainsi les résidus résultants sont donnés par

p

âp,t = Xt-^^i,pXt^,t=p+l,...,N.
1=1

Soit Sp l'estimateur de S défini par

N
i-1 V^ ^ ^TS, = (^V-p)-l>Jà,,^

où àp,t = âp,t - ap et àp = (A^ - p) Ei=p+i âp,*.

(1.3.5)

Dans la suite, vec(B) désigne l'opérateur usuel qui transforme la matrice B

en un vecteur colonne. Le symbole (g) représente le produit de Kronecker de deux

matrices.

L)

Considérons {l(s)}sçN une séquence arbitraire de vecteurs de dimension sm2 x

l satisfaisant la condition 0 < Mi ^ ||^(s)||2 ^ MÎ < oo; et notons par ^(s) =

rec($(s)) et ^(s) = vec($(s)). Pour set 7V —>• oo, les propriétés asymptotiques

de ^(s) ont été étudiées par Lewis et Reinsel (1985). D'abord, voici le théorème

qui nous donne la convergence de l'estimateur ^(p).

Théorème 1.3.1 (Lewis et Reinsel , 1985).

Soit {Xt} un processus VAR(oo) défini par la relation (1.2.3). Aussi, supposons

que

(i) E|a,,fa^afe,tG;,f| <74 <oo, l < ^ J, k, l ^ m;

(ii) p est une fonction de N tel que p(N) -)• oo etp{N)2/N —>• 0, quand N -^- oo ;

(m) Vp{N)ZJL^ \W\2 -^ 0, quand N -^ oo.
Alors, nous avons

$(p)-$(p)||2 = 0.(P^1T2). (1.3.6)
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La démonstration du résultat (1.3.6) est implicite dans la preuve du théorème

l de Lewis et Reinsel (1985). Voir aussi le théorème 2.1 de Paparoditis (1996).

Pour la normalité asymptotique, nous aurons besoin de la notation suivante:

Tp= E (X((p)Xt(p)T), la matrice de covariance du vecteur X<(p).

Théorème 1.3.2 (Reinsel et Lewis, 1985).

Si on considère {X^} un processus VAR(oo) qui satisfait la relation (1.2.3), et
sous les conditions suivantes:

(i) E|a^a^a/e,ta;,f| <74 <oo, l <î, j, k, l < m;

(ii) p est une fonction de N tel que p{N') —)• oo et p(N)3/N —^ 0, quand N —> oo ;

(ni) -/NET=p+i ll^'lla -> 0, quand TV -> oo
(iv) {l(s)}sçN une séquence arbitraire de vecteurs de dimension sm x l satisfai-
sant la condition 0 < Mi < ||^(s)||| = l{s)Tl(s) <, M^ < oo.

Alors, il s'en suit que

(N-p^2lÇp)T(Ï{p)-^{p))/VN^N(0,l) quand N ^oo, (1.3.7)

où^=l{p)T(T,^^l(p).

De même, comme on a vu à la section 1.2.2, le processus X autorégressif

d'ordre infini peut être exprimé comme un processus MA(oo) tel que défini par

(1.2.1) où la suite des coefficients moyenne mobile ^ est absolument sommable.

u

-lLes coefficients ^j sont donnés en termes des matrices ^j par ^{z) = ^{z)~ =
Im + ^^=1 ^r;-2;-?- Pour utiliser les résultats déjà existants sur les paramètres au-

torégressifs $j, Lûtkepohl (1989, p.372) a exprimé les coefficients matriciels ^j
en termes des coefficients ^,. Ils sont donnés par

3̂
TJpVr,
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où Jp est la matrice m x mp définie par Jp = (ImO.-.O), 0 est la matrice m x m

nulle, et Tip est la matrice bloc mp x mp définie comme suit:
/

n,=

$1 $2 • • • $\
p

Im 0 ... .
0 In

•m

0

0

0 0 ... I\ 0 0 • • • Im O ^

Dans son livre, Lùtkepohl (1991, p.314) a étudié sous les mêmes conditions que

celles des théorèmes 1.3.1 et 1.3.2, les propriétés asymptotiques du vecteur !Îr(p)

où ^(p) = vec ( ^i,p,..., ^fp,p ) avec ^^p = Jpfl J^ et Ap est obtenu en rempla-
cant dans la matrice îïp les matrices ^j par leurs estimateurs ïj,p.

u
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Chapitre 2

TESTS D'INDÉPENDANCE BASÉS SUR UN

SOUS-ENSEMBLE DE DÉLAIS

Dans l'étude des séries temporelles, les processus linéaires stationnaires ont

été utilisés fréquemment au cours des dernières années. Ces processus incluent

en particulier les processus autorégressifs, moyennes mobiles et autorégressifs-

moyennes mobiles qu'on note souvent, respectivement, par AR, MA et ARMA.

Ces derniers ont fait l'objet de plusieurs études concernant l'identification, l'es-

timation et la validation ou diagnostic. Un des outils les plus utilisés dans la

dernière étape de validation du modèle est la fonction de corrélation des séries

résiduelles. La distribution asymptotique de ces corrélations résiduelles a été étu-

diée dans le but de l'utiliser dans la construction de tests pour chercher la liaison

existante entre deux processus linéaires stationnaires. L'étude des relations qui

peuvent exister entre deux séries chronologiques univariées ou multivariées inter-

vient dans plusieurs domaines telles que l'économétrie ou la finance.

Dans le cas univarié, Haugh (1976) a utilisé une approche de modélisatiou

par des processus ARMA pour tester l'indépendance de deux séries univariées.

Les corrélations croisées entre les deux séries résiduelles issues de cette modélisa-

tion sont ensuite utilisées dans le calcul d'une statistique de type portemanteau

pour tester l'hypothèse d'indépendance. McLeod (1979) s'est intéressé à des tests
J



21

-)

de corrélations croisées à des délais positifs ou des délais négatifs lorsqu'il y a

correlation instantanée entre les deux séries.

Dans le cas multivarié, El Himdi et Roy (1997) ont généralisé l'approche uni-

variée de Haugh (1976) au cas de deux séries multivariées stationnaires au second

ordre. Ils ont établi que sous l'hypothèse de non corrélation entre les séries ori-

ginales, la distribution asymptotique d'un ensemble fini de corrélations croisées

entre les deux séries résiduelles issues de la procédure de filtrage est la même que

celle du vecteur de corrélations croisées entre les deux séries d'innovations corres-

pondantes. La distribution asymptotique de ces corrélations croisées résiduelles

a permis de déduire une procédure asymptotique pour tester la non corrélation

entre deux séries multivariées.

Dans ce chapitre, nous nous proposons de généraliser l'approche d'El Himdi

et Roy (1997) au cas de deux processus linéaires multivariés stationnaires. Nous

allons tout d'abord rappeler quelques résultats concernant la distribution asymp-

totique d'ensembles finis de corrélations et covariances croisées sérielles entre

deux séries chronologiques multivariées stationnaires au second ordre. Nous gé-

néralisons la procédure de tests d'El Himdi et Roy (1997) au cas de deux séries

multivariées d'ordre infini VAR(oo). Nous établissons ainsi que sous l'hypothèse

de non corrélation entre les deux séries originales, les distributions asymptotiques

d'un ensemble fini de corrélations croisées entre les séries résiduelles issues de la

procédure d'approximation des deux séries par des autorégressions d'ordres finis

est la même que celle des corrélations croisées correspondantes entre les deux

séries d'innovations. La distribution asymptotique de ces corrélations croisées

J
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résiduelles permettra de déduire une procédure asymptotique pour tester l'indé-

pendance entre deux séries multivariées.

2.1. DEFINITIONS ET GÉNÉRALITÉS

Considérons une réalisation de longueur N d'un processus multivarié sta-

tionnaire X = ^ ( X^ ^ , ~X.\ ' ) , t6 Z^- de dimension m = m^+m^ où mi

et ma sont les dimensions des sous processus X(l) et X.^ respectivement. Soit

d-i,..., dn une suite de n entiers distincts tels que \di\ < N, i ==1,.., n. Nous défi-

nissons les vecteurs ex et rx des covariances et des corrélations échantionnales,

de dimensions nm chacun par:

ex = (^c(Cx(di))T,...^ec(Cx(4))T)r,

rx = (^c(Rx(di))T,...,î;ec(Rx(rin))T)r.

De même on introduit les vecteurs c^ ' et r^ ; de dimensions nm^m.'i des cova-

riances et corrélations sérielles croisées entre les deux processus ~K.^ et X(2) :

cÏ2) = (.ec(C^(^)f,...,.ec(C^(riJ)r)T, (2.1.1)

r^ = (.ec(R^(dO)T,.,.ec(R^(d,)f)\ (2.1.2)
Par un choix approprié des délais di,..., dn, ces deux vecteurs ont été souvent uti-

lises dans la littérature pour analyser la structure de dépendance pouvant exister

entre les deux processus multivariés X.^ et X.^. L'étude de leurs distributions

est nécessaire pour l'élaboration de tests d'indépendance entre deux séries vecto-

rielles stationnaires.

u
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Dans un contexte de séries chronologiques, Roy et Cléroux (1993) ont gé-

néralisé la concept de corrélation vectorielle introduit par Escoufier (1973). Les

deux auteurs ont proposé le coefficient suivant de corrélation vectorielle croisée

au délai j entre deux processus vectoriels X*'1) et X.^
T-

^(12)^)w =
tr (P^WP^WT)

{tr(pïl'(0)2)tr(pr>(0)!i)}1/2 j € Z. (2.1.3)

J

Ce coefficient de corrélation vectoriel est tel que 0 <: A^ (j) < l et, une condi-
tion nécessaire et suffisante de non corrélation au délai j entre X.^ et ~X(2\ i.e.

Px 0') = o'est ciue ^x 0') = 0- Les mêmes auteurs, voir Cléroux et Roy (1988),

ont introduit un autre indicateur de corrélation de type scalaire en remplaçant,

dans la définition (2.1.3), les vecteurs de corrélations croisées par les matrices de

covariances croisées et qu'ils ont noté ^^{j)- Ces deux coefficients de corréla-

tion vectorielle ont les mêmes propriétés sauf pour l'invariance qui est une pro-

priété propre à X^ (j)- Des estimateurs convergents , notés A^ (j) et Ax (j)i

des coefficients A^ (j) et A^ ;(j) sont obtenus en remplaçant les matrices de
corrélations et de covariances théoriques par leurs estimations. De plus, Roy et

Cléroux (1993) ont étudié la distribution asymptotique de l'estimateur Â^2)(ji)
sous l'hypothèse nulle de non corrélation au délai j, \^ {j) = 0, et aussi sous

l'alternative 0 < A^ (j) < l. Ce qui permet de déduire un test de non corrélation
pour différents délais j entre les deux séries considérées.

2.2. DISTRIBUTION ASYMPTOTIQUE DE r^l2) POUR DEUX PROCES-
SUS ARMA MULTIVARIÉS

Les deux vecteurs définis par (2.1.1) et (2.1.2) vont être utilisés pour l'éla-

boration du test d'indépendance des deux sous processus X.(-h') pour h = 1,2.
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El Himdi et Roy (1997) ont étudié la distribution asymptotique de ces vecteurs,
pour des délais quelconques di, ...,dn, dans le cas où les deux sous processus sont

autorégressifs-moyennes mobiles multivariés d'ordres finis (ARMA(p/a, ç/i)), c'est
à dire que ~KW est solution de

^h\B)XW = QW(B)aw (2.2.1)

où QW{z) = ï^ - Z9^Qwzl et ^h\z) = ï^ - Zt^?^1- {aw} est un
bruit blanc dont les matrices de covariance et de corrélation sont notées respecti-

vement S/i et p^. Ces deux sous processus vérifient les conditions de stationnante
(1.2.4) et d'inversibilité (1.2.2).

Dans tout ce qui suit, on suppose que les deux sous processus X^^ et X(2) sont non
corrélés. Ainsi, on peut remarquer que le processus X = <{ ( X^ ^ , X.^ ' ) ; A e Z

qui est un processus résultant multivarié de dimension m = mi +m2 est décrit

par le modèle ARMA (p,ç) stationnaire et inversible

^(B)X( = 0(B)a(

de polynôme autorégressif ^(B) = Im - SLi ^i-B de degré p = max(pi,p^) et
de polynôme moyenne mobile Q(B) = 1^ — ^^^ ©iBl de degré q = max{q^, q^).
Les coefficients $;, Z = l, ..,pet ©r, r = l, ..,ç, sont donnés par:

(*w °\ ^ - (9W °
0 ^1 ^r~\ 0 Qi2);'^==

';

J

avec ^>^ ==0 siph < l <pet Q^ =0siç/i < r ^ g. Puisque det{ï{z)} =
det{^(l)(z)} det{^(2)(^)} et det{0(z)} = det{QW{z)}det[QW(z)}, la station-
narité et l'inversibilité du processus {X(} se déduisent directement de celles de
ses deux composantes {X\ '} et {X\ '}. Aussi, {at} est un bruit blanc de matrice
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de covariance définie positive

L)

s=
Si 0

0 S,
(2.2.2)

La matrice de corrélation est donnée par

p=
0Pl

0 ?2
(2.2.3)

Dans le but d'étudier l'inter-dépendance entre deux processus ARMA multivariés
X^ et X(2), El Himdi et Roy (1997) ont utilisé la fonction matricielle de corré-
lation croisée entre les innovations associées à ces deux processus, notée pa {j}-
De l'inversibilité et de la stationnante des sous processus, il s'en suit l'équivalence
des deux hypothèses suivantes, soit

pï2)œ =o,vj^ pal2)a)= o,vj. (2.2.4)

En disposant des séries résiduelles {aV;}, obtenues d'un ajustement du modèle
(2.2.1) aux deux séries, les auteurs ont estimé les matrices S et pa Çj) Par les
caractéristiques échantillonnales résiduelles correspondantes C^ ' (0) et R^ i Çj).
Ainsi, l'étude de la distribution asymptotique de ces estimateurs a constitué

l'étape principale dans la construction du test d'indépendance généralisant ce-
lui utilisé par Haugh (1976) dans le cas univarié. Les deux auteurs ont montré le
théorème suivant.

Théorème 2.2.1.

Soient X^^ et X^2^ rfeua: processus stationnaires au second ordre vérifiant le mo-
dele ARMA multivarié (2.2.1) et satisfaisant certaines hypothèses de régularité.
Si ces deux processus sont non carrelés, alors les deux vecteurs ^/Nr{^ ) et
définis par (2.1.2) possèdent la même distribution asymptotique N {0, In ® (pî ® pi)).
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La distribution asymptotique de v^Vr^i12 découle d'un résultat général de Roy
(1989), voir aussi Chitturi (1976) et Li et McLeod (1981). El Himdi et Roy (1997)
ont construit un test de non corrélation entre deux processus multivariés ARMA
stationnaire et inversible. Ce test consiste à trancher entre l'hypothèse nulle de
non corrélation Tio et l'hypothèse alternative 'Hi données par

^o : P(a2\j} -0 Vj-eZ vs ^i: 3j e z, [^1 < M et p^(j) ^ 0.

Pour un ensemble fini de délais {rii,.., dn}, la distribution asymptotique du vec-
teur r^"/ donnée par le théorème ci dessus, est particulièrement simple à utiliser
pour construire des tests pour "Ho.

2.3. GENERALISATION AU CAS DE DEUX PROCESSUS MULTIVARIÉS
VARÇoo)

Dans cette section, nous généraliserons le théorème 2.3.1 à des processus
autorégressifs multivariés d'ordre infini tels que définis par (1.2.3). Ainsi, nous
supposons, pour h = 1,2 , que •{ X^'"''^ sont deux sous processus autorégres-
sifs multivariés d'ordre infini VAR(cx3) qui vérifient l'équation aux différences
(1.2.3). La série des coefficients autorégressifs f^; ) vérifie la condition de

\ / ;=o

stationnarité (1.2.4) et est supposée absolument sommable. Le processus a =
a[^ ,a[^ } , ^€Z^ est un bruit blanc de matrice de covariance S est de

la forme (2.2.2). En plus, les deux sous processus ^a\ [ vérifient l'hypothèse
suivante.

0

Hypothèse 2.3.1.

(i) {a^ } est un bruit blanc de dimension m^, avec une matrice de covariance
S/, i.e. E(aw) = 0 et E(awEiwT) = SA.
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(ii) Les moments d'ordre quatre des composantes {a,}t ,i = l,...,m/i} du vecteur
a'i"' existent i.e. pour tout t,

.(fe)^(/l)«(/l)»(/l)l ^ -„ „• „•E\a^'a}'t)a^aî,t' l < oo, iJ,k,l=l,..., m/,.

La condition (ii) est équivalente à la condition d'existence de tous les cumulants
d'ordre quatre, notés Kzjki, du sous processus {a^ }, avec

^ = cum{ag\a^,a;5,^}

dont l'existence s'avère nécessaire pour établir plusieurs résultats asymptotiques
des estimateurs des moindres carrés des paramètres autorégressifs, des covariances
échantillonnales et aussi concernant l'approximation d'un processus VAR(oo) par
un modèle autorégressif d'ordre fini.

La statistique du test d'indépendance entre les deux processus multivariés
X.^ et X^2-' est basée sur les séries résiduelles {a^ } obtenues en approximant les
deux sous processus VAR(oo) par un processus autorégressifd'ordre fini. Ainsi, à
partir de réalisations de longueur N, on ajuste un modèle ARÇph) à chaque série.
L'ordre autorégressif p/i varie avec N et au besoin, nous écrivons phÇN). Pour
/z = 1,2, les résidus résultants sont donnés par l'équation

D

àw =
lt —

XW-E^i^X^ sit=p,+l,...,N,
0 sït< pf,,

(2.3.1)

où les ^i,pf, sont les estimateurs de Yule-Walker des coefficients autorégressifs
donnés par (1.3.1) ou des estimateurs asymptotiquement équivalents. La matrice
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u

de covariance croisée résiduelle est définie par C^ )(j) == (e;, O'))mixm2> où(12)^,^_ ^(12)^,^

4")y)
,(1)^(2)^-lEf=,+i^a^ siO<^-<AT-l,

N-1 E^-.+i <14.ai3 si -N+i <^o.
(2.3.2)

La matrice de corrélation croisée résiduelle R^ (j) = (^5 0))mixm2 est donnée(12) ^,^_ ^(12),

ParrS2)œ= e^)
^l)(0)c^2)(0)pour l-N<j^N-l.

Dans ce qui suit, nous énonçons et montrons le théorème qui nous donne la

distribution asymptotique du vecteur r^'; sous l'hypothèse de non corrélation
des deux processus VAR(oo).

Théorème 2.3.1.

Soient X^l') et X^2-' deux processus linéaires stationnaires au second ordre vérifiant
le modèle VAR(oo) décrit par l'équation (1.2.3). Les cumulants d'ordre quatre des
processus d'innovations correspondants sont supposés nuls. Si ces deux processus
sont indépendants et vérifient les hypothèses suivantes:
(i) E|a,,ta^aA,ta;,t| ^74 <oo, l ^ z, j, k, l < m;
(ii} ph, h = 1,2, sont deux suites d'entiers positifs telles que p^ est une fonction
de N vérifiant ph{N) -f co et ph(N)2/N -» 0, quand N -^ oo ;
(lii) VN^^, ||$w||2 ^ 0, quand N-^ oo.
Alors les deux vecteurs v^Vr^ et ^/N^a définis par (2.1.2) possèdent la même
distribution asymptotique N(0, In 0 (ps ® Pi))-

PREUVE DU THÉORÈME 2.3.1.

Pour montrer le théorème 2.3.1, il suffit de montrer que \rN (r^12^ - r^12^) —>• 0
en probabilité, ou encore, quand N —> oo,

Vj e O'i, ...,^} , ^N [R^12)(j) - R,12)(j-)] 4 0. (2.3.3)
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D'après (1.1.15), on peut écrire la matrice de corrélation croisée en terme des
matrices d'autocovariances et de covariance croisée, par

u

Ral2)0) = Di{c,l/2(0)}C^O)D2{c,l/2(0)},

où D/i, h = 1,2, est définie par (1.1.4). Pour simplifier la notation, on écrira

D/i{c^ / (0)} = D^ . La matrice R^ J(^') admet une représentation similaire.
Ainsi, on obtient

Râl2)œ-RL12)œ = Drl[crœ-c^o-)]D,-1 (2.3.4)
+ DrlD,R^O-)D2D,-l-R^O).

On sait que, sous les conditions du théorème 2.3.1, V'ArRaL^(j) converge en dis-

tribution. Aussi, d'après Lùtkepohl (1989), on a que D,-l - D, = Op{N-l/2\
i = 1,2, et on peut donc écrire que Di~lDi = l + Op(A^-l/2). Donc, D^lDi et
Dg Da converge en probabilité vers la matrice identité. Ainsi, on déduit que

VN [D^lDiR^O-)D2D2-1 - R^)0)] 4 0 , quand N-. oo. (2.3.5)
Puisque les matrices D]-I et Ï)^1 convergent en probabilité, alors pour montrer
larelation (2.3.3), il suffit de vérifier que VN ( C^'2){j) - C{a2){j) ) ^ 0 en pro-
habilité quand N ^- oo. Si on note par TI^ == a^ ; — a^ ; et Si = à}.' — a}.', on
écrit alors

avec

v^v (cL12)0) - c,12)^)) = c,+c,+ ^

C, = N-^ ^ ^a^;,

(2.3.6)

t=j+ï
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N

u

C, = N-^ ^ aN<.'_,,
t=j+l

N
Î.TCs = JV-/2 E .,,<;_,

Ainsi, il suffit de montrer que Ci —>• 0 en probabilité, z = l, 2, 3, quand N —> oo.

En écrivant ^ en terme des paramètres du modèle et d'après les équations (1.3.1)

à (1.3.4), on obtient

T), = {^(p0-ê(^)}xil)(^)+^,
avec

00

>(1)Y(1)
•t,pl = /. ^ '-^-t-r

l=pl+l

(2.3.7)

(2.3.8)

qui représente le biais de l'approximation du processus {X^ ;} par un processus
autorégressif d'ordre fini pi.

Par la suite, on remarque que 77^ ainsi que la différence (2.3.6) dépendent de la

difïérence entre les paramètres du modèle et leurs estimateurs. Aussi, de l'équation

(1.3.6), nous avons

-,y2
ll$(p,)-^(^)lb = 0,(^). (2.3.9)

/

/i = 1,2. Ainsi, si on considère le premier terme Ci de la somme dans l'équation

(2.3.6), et par définition de 77; donnée par 2.3.7, on peut écrire

IIAII. = \\N-^^rî,a^\\,
t=j+l

N N

= ii^-l/2 E WP^ - ^(Pi)}xil)(pi)aS2); +7V-1/2 ^ ^(^)a^;|
t=j+l t=j+l

12
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En utilisant l'inégalité triangulaire et l'inégalité pour la norme d'un produit, on
obtient

l|Cl||2 < ||^l)-$(Pl)l|2|l^-l/2 E Xw(^)a^;||2+[|^-l/2 ^ ^(Pi)aw;||2.

Notons par

N

A = E\\N-^ ^ X^^)a^;||i.
t=j+l

(2.3.10)

Par définition de la norme euclidienne, on a

A = N-lE{tr[( ^ X^)^)a^;)( ^ X^^)^;)7]}

= N-^E{tr[ ^ X^^)^;a%X^(^)^]}

+ N-^E{tr[ ^ ^ X^(pJ^2.);^2L,X^l)(^)T]}
-t^t;

En utilisant des propriétés usuelles de la trace d'une matrice et sous l'hypothèse
d'indépendance des sous processus, on obtient

A = 7V-4r{^ E(a^;a%)E(X^,(^)TX%(pi))}

N N

t=J+l tl=3+l
-t^tl

+ N-ltr{^ E E(a^;a^,)E(X^(^)TX^^))}

Puisque E(ai2) ai2)_.) = 0 et

E(xil)(pi)TxSl)(^)) = E(^X;ÏX^)^Api, (2.3.11)

nous obtenons alors

pl

î=l

N

E|tAr-l/2Exil)(pi)aS2);||i^Ap,.
/ -l

t=J+l
(2.3.12)
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Pour la deuxième partie de ||Ci ]2, en effectuant le même développement de la

norme que dans la première partie, on a

IE||^V-1/2 ^ ^(px)a;2_);||j = 7V-1E[^{ ^ ^(^)r^(p,)a^a%}].

Aussi, et par définition de ^{Pï.) donnée par (2.3.8), on note que

mM\\
00

|2
2 EII E ^!l)x2i[|

;=pl+l

00 00

= E[tr{( ^ $WX^>,)( ^ ^X»,f}]
i=pl+l ;=pl+l

00 00

= E E ^(^,<l>E(xSI.>,x;IO*i,^).
l=pl+l ?l=pl+l

(2.3.13)

.(11)Puisque la suite matricielle F^'(l) est supposée absolument sommable, alors

E(XS1);XS1.Ç) ^ AImr Aussi, d'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
,(1)^(1)TM _ 1/^(1) ^(1) (l)ll-ll^(l)l\trW^r)\ = Wi),^)}\<:\^WM^)\\.

On obtient donc

00 00

mup.m ^ A ^ ^ ii^il)ii2ii<l);l 112
;=pl+l<l=pl+l

00

^ A( ^ |[$;1)||,)2.
l=pl+l

(2.3.14)

Ainsi, sous l'hypothèse d indépendance des deux sous processus, on déduit que

N 00

E||N-1/2 ^ UP^\\Ï ^ A( ^ ||$;1)||,)
t=j+l l=pi+l

= °(^-

2

(2.3.15)
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Les résultats (2.3.9), (2.3.12) et (2.3.15), ainsi que les hypothèses (ii) et (m) nous
permettent de déduire que

||Ci|[2 = 0,(^)0,(^/2)+^(^-1/2)=0,(^), (2.3.16)
et donc, ||Ci||2 converge en probabilité vers 0. Par symétrie, on peut obtenir un
résultat similaire pour le deuxième terme C^ de la somme (2.3.6), et on a que
Cs 2 converge en probabilité vers 0 quand N —>• oo.

u

Finalement, pour le troisième terme €3 de la somme (2.3.6), compte tenu des
hypotheses d'indépendance des deux processus, des hypothèses sur les ordres
d'autorégressions p/i, /i = 1,2, et les hypothèses sur les paramètres des deux
processus, on peut écrire

1|C3||2 = \\N-1'2 ^ ^5f_,||2
t=J+l

N

12

< [|$(pi)-$(pi)||2[|$(p2)-é(p2)||2|^-v2 ^ X,(l)(pi)X%(p2)r
t=j+l

+ \\ï(p,)-^p,)MN-l/2 ^ X^(p^_^f\\

+ \WP2)-^P2)\\2\\N-1/2 ^ ^(P1)X%(P2)'

+ ||7V-1/2 ^ ^(P1)^-,(P2)T||2.

12

T
l2

(2.3.17)

Pour la première partie de cette inégalité, notons

N

V, = E\\N-^2 ^ xSl)(p,)X%^)T||J.

En utilisant l'équation (2.3.11), on obtient que E(XW (^)TXW(p/,)) < Ap/, pour
h = 1,2, et en utilisant des résultats de la preuve du théorème l de Lewis et
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Reinsel (1985), on déduit que
N

V, = E||7V-1/2 ^ X;l)(pi)xS2.),(^)r||J < Api^. (2.3.18)

Pour le deuxième terme dans le membre de droite de (2.3.17), notons

V, = E||N-1/2 ^ xSl)(^)^-,^)r||J.
t=j+l

Si on note par Yf = X^'(p^^t-j{P2) , on remarque que sous l'hypothèse d'indé-
pendance des deux sous processus, on a

tr^Y.Y^) = tr(E{xil\p^_^f^(p,)x[l\p,f))
= E(||xSl)(^)||j)E(|[^_,(^)||i).

Et d'après (2.3.14) et (2.3.11), on a
00

E(r<rn < A^( ^ ||^2)|[,)2. (2.3.19)
;=P2+l

En effectuant des développements similaires à ceux pour A dans (2.3.10), et en
appliquant la relation (2.3.19) et l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient alors

Vï = N-lE{tr[( ^ xil)(^)€),(p2)T)( E X^^)€),(P2)T)T]}
t=J+l t=j+l

00

(2.3.20)^ Api( ^ ||^2)||2)2.

Par symétrie, on peut montrer aussi que

E||7V-1/2 ^ ^(Pi)xi2.),(^)r||| < Ap2( ^ ||^(1)||2)2. (2.3.21)
t=J+T- l=Pl+T-

Notons par Vs le dernier terme du membre de droite de (2.3.17).
N

V, = E||7V-1/2 ^ ^(pi)^_,(p2)T||J.
t=j+l
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Sous l'hypothèse d'indépendance, en utilisant les mêmes techniques que celles de

V2, et appliquant le résultat (2.3.13), on obtient

Vs = N-lE{tr[Ç^ UP^-,{P2)T)(^ UPi^t-^ff}}
t=j+l t=j+ï.

00 CX3

< A( ^ ||^||,)2( ^ D^ll,)2.
i=Pl+l l=P2+ï.

(2.3.22)

Et ainsi, en combinant les résultats (2.3.18), (2.3.20), (2.3.21) et (2.3.22), on
obtient

\\C3\\2
,1/2 _1/2

_(-^_ln_CP2_^_^l/2^1/2^
'P^^fT/Î^P^^/Ï^P^i P2
1/2 oo 1/2 oo

+ o^Wp^2 ^ \^2}\\.)+o^)o^2 ^ ||^)||.)
00

<=P2+1

co

i=pl+l

-^

D

+ o.( E ii^(l)ii2 E ii^(2)ii2),

et en utilisant les hypothèses (n) et (in), on a

\\C3\\2^0.

Ainsi, on a montré que V~N (c^l2)^) - Cw{j)} ^ 0 en probabilité quand N
oo, et par suite on a montré (2.3.3).

2.3.1. Procédures des tests d'indépendance

Le théorème 2.3.1 nous permet, dans le cas de deux séries multivariées issues

de la classe des processus VAR(oo), de définir une statistique de test de non

correlation entre deux processus a^ et a^. Puisque p^ = R^ J(0), h = 1,2, est
un estimateur convergeant en probabilité de ?/;, nous définissons la statistique
suivante

çil2)0) = ^12)a)"(p.-l®prl)ril2)o'), (2.3.23)
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qui est asymptotiquement distribuée comme une variable du khi-deux à m^m^

degrés de liberté. Ainsi, pour tester, au niveau de signification a l'hypothèse de
non corrélation à un délai j fixé quelconque, pa (j) == 0, entre les deux pro-
cessus a^ et a^2\ la statistique Q^ (j) peut être comparée au cr-fractile de la
distribution asymptotique précédente.

De même, ce théorème 2.3.1 peut nous permettre aussi de déduire un test

global de non corrélation dans le cas de deux séries VAR(oo). Comme a été
mentionné dans El Himdi et Roy (1997), le choix de la suite j = —M,..., M,
où M prend une valeur indépendante de N, dans la définition du vecteur r^a ,
semble raisonnable dans le cas où aucune direction de causalité n'est à priori

souspçonnée. Pour un tel choix de délais et pour une réalisation de longueur N

des deux séries multivariées, la statistique Qa,M définie par:

Q(S - Nr^T(ï^^p,^p^r^
M

E oww,
j=-M

(2.3.24)

suit asymptotiquement une loi khi-deux à (2M + l) mima degrés de liberté.

J

La statistique QQ,^ peut aussi s'exprimer en termes des deux autocovariances
^a 0)' ^ =: ;1-'2, et des covariances croisées C^ '(j) des séries résiduelles {â^ }
et {âw}. D'après le lemme 4.1 d'El Himdi et Roy (1997), on peut écrire

QS = wEcwœT(c.22)(o)-I«ci"'(o)-I)ciI2>o)' (2-3-25)
j=-M

L'hypothèse d'indépendance des deux séries VAR(oo) sera ainsi rejetée pour

les grandes valeurs de Qa,M comparées aux valeurs critiques issues de la distri-
bution du khi-deux. Aussi, dans le but de corriger la variance asymptotique de
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L'hypothèse d'indépendance des deux séries VAR(oo) sera ainsi rejetée pour

les grandes valeurs de Q^ comparées aux valeurs critiques issues de la distri-
bution du khi-deux. Aussi, dans le but de corriger la variance asymptotique de

chaque composante Cuv (j) du vecteur c^ )(j), la statistique Q^M peut être mo-
difiée en utilisant une correction analogue à celle introduite par Haugh (1976),

El Himdi et Roy (1997) et aussi par Hosking (1980) concernant le test porteman-

teau de bruit blanc. La statistique modifiée Q^M est définie par:

= E ^12)o')^ (2-3-26)
j=-M

)(12).* =
'â,M

avec

*Qwti)' = N l(12)ïïQrœ.N-\3\'
Cette statistique modifiée suit, sous l'hypothèse de non corrélation, la même dis-

tribution que Q^i. El Himdi et Roy (1997) ont illustré par simulation que la
statistique modifiée Qaj^i est mieux approximée par la distribution de khi-deux
pour de courtes séries que la statistique Q^[, et particulièrement pour les valeurs
de M relativement grandes. Ainsi, dans notre étude de simulation au chapitre 5,

nous n'étudions que la distribution de la statistique modifiée Ça,M •

u
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Chapitre 3

TESTS D'INDÉPENDANCE BASÉS SUR TOUS

LES DÉLAIS

Hong (1996) a généralisé l'approche de Haugh en considérant deux processus

linéaires univariés stationnaires, qui admettent une représentation AR(oo) sta-

tionnaire. Il approxime ces derniers par des processus autorégressifs d'ordres finis

dont l'ordre dépend de la taille échantionnale, voir Berk (1974). La statistique

du test, basée sur tous les délais, est définie comme une combinaison linéaire

pondérée par des corrélations croisées résiduelles. Les poids sont déterminés par

un noyau et une suite de points de troncature. La distribution asymptotique de

cette statistique suit une loi normale sous l'hypothèse nulle contrairement à celle

de Haugh qui suit une loi khi-carré.

u

Dans ce chapitre, nous nous proposons de généraliser l'approche de Hong

(1996) au cas de deux processus linéaires multivariés stationnaires qui ont une

représentation VAR(oo). Nous allons tout d'abord rappeler quelques résultats

univariés concernant la distribution asymptotique de la statistique de test. En-

suite, dans le cas multivarié, nous montrons que la distribution de la statistique

du test, basée sur tous les délais, sous l'hypothèse d'indépendance entre les deux

processus multivariés VAR(oo) suit aussi une loi normale.
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3.1. APPROCHE DE HONG POUR DEUX PROCESSUS UNIVARIÉS AR(oo)

Considérons les deux processus linéaires suivants

(3.1.1)
00

Xw = ^^)a£),,^Z;^l,2,

où a^ sont deux bruits blancs de moyennes 0 et de variances o-j et tels que
E(ai/l) ) < oo . Les coefficients (f)w sont tels que ^J^o l^-/l)l < °° avec ^) = 1
et satisfont les conditions d'inversibilité. Pour h = 1,2, Ces deux processus ont

une représentation autorégressive d'ordre infini AR(oo), qu'on écrit

^h\B)XW = aw ; ^€Z,

avec

J

^)(B) = 1-^^^'=(^;^^) ,
j=l \j=0

où B désigne l'opérateur retard. A partir de réalisations de longueur N, nous ap-

proximons chacun des deux processus par une autorégression d'ordre fini p/i pour

le processus X^h\ Les séries résiduelles basées sur les estimateurs des moindres
carrés des paramètres sont données par

aS/l) = x^-^^fx^),

avecZW(p,)= w,..,X^JTet

^h\p.} = { E ^h\p^h\p.
.t=ph+l

,)T^ ^ x^(^)^.
t=PA+l

La fonction de corrélation croisée résiduelle est définie par

CWWri12'U) -
{411)(0)ci22)(0)}^
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La fonction de corrélation croisée résiduelle est définie par

r?2'f,l = .... ^'
râ '{3) = {411)(0)ci22)(0)}^

où c^ 0') désigne la fonction de covariance croisée résiduelle donnée par

^) |Ar-lE^âwâ% SU-SO,
\N-lEN=-^â^âw si j <0,

cw(0)=N-l^,à[h)\

Hong (1996) a proposé, sous une approche semi-paramétrique, un test unila-

téral d'indépendance entre deux séries univariées d'ordre infini. La statistique de

test Q,N proposée fait intervenir les corrélations croisées à tous les délais, pondé-

rées par un noyau qui vérifie l'hypothèse suivante. On désigne par L2 (R) l'espace
des fonctions réelles et qui sont de carrés intégrables.

Hypothèse 3.1.1.

Les noyaux k sont dans la classe /Ci suivante

/Ci = {Â;:R->[-1,1] ; Â;(O) =1, À;(a;) =Â;(-^)VrceR, fceL2(R),

k(.) est continue au point 0 et admet au plus un ensemble fini de

points de discontinuité} .

Des exemples de noyaux appartenant à la classe /Ci qu'on utilisera pour des fins
de simulation sont:

Noyau uniforme tronqué (TR):

k{z}=

J

l 1-zl ^ l,

0 sinon;
(3.1.2)
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Noyau de Bartlett (BAR):

k{z}=
Ï-\Z\ \Z\<1,

0 sinon;

Noyau de Daniell (DAN):

;7T2;:
k{z) = ""^"~/ , ^ e R;

7T2;

Noyau de Parzen (PAR):

l-6z2+6\z\3 si [z| < 0.5,

2(1-|2|)3 si0.5^|^|<l,k{z)=

0 sinon;

Noyau de Bartlett-Priestley (BP):

3 f sin(7r2;;
À(-z) = 7-^ <! ""v'~/ - COS(7T2;) }• ,ZÇR;

[7TZ)£ l •KZ

Noyau de Tukey-Hamming (TH):

w=
j (l +COS(7T2;)) Si |-z| ^ l ,

0 sinon.

4l

(3.1.3)

(3.1.4)

(3.1.5)

(3.1.6)

(3.1.7)

Pour d'autres noyaux appartenant aussi à JC-^ et leurs propriétés, voir Priest-

ley (1981, p. 441).

J

On définit aussi les deux quantités suivantes:

N-l

SNW = ^ (i-b'l/^)^207M),
j=\-N

(3.1.8)

N-2

DNW = ^ Çl-\j\/N)(l-(\j\+l)/N)k\j/M). (3.1.9)
j=2-N
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La statistique QN est donnée par:

QN =
N^^kî{3/M}r^\3^-S^k}2

{2P^(fc)}V2
M est un paramètre de troncature ou de lissage tel que M = M {N) —fooei,

M/N —f 0 quand N —f oo. S^W et ^(A:) sont données par les relations (3.1.8)

et (3.1.9). Ainsi, Hong (1996) a établi la distribution asymptotique de la statis-

tique Q.N sous l'hypothèse nulle d indépendance, sous des conditions de régularités

sur les paramètres des processus et sur les ordres des deux autorégressions. On a
le résultat suivant.

Théorème 3.1.1.

Soient X(-h\ h =1,2, deux processus linéaires vérifiant l'équation (3.1.1). Soient
M —)• oo tel que M. / N —)• 0, p^ = ph(N) deux suites d'entiers positifs qui vérifient

Ph 0
'Nl/l\ iv V- ^)2 - . (N1/L\

' N 1^ €' =0 t ^ï7ï) •
3=ph+i

. Afl/4 )

Supposons que l'hypothèse 3.1.1 est satisfaite. Si les deux processus X{-h>> sont
indépendants alors Q.N —> A^(0, l) en distribution.

3.2. GENERALISATION AU CAS DE DEUX PROCESSUS MULTIVARIÉS

VAR(oo)

3.2.1. Definitions et généralités

Dans ce qui suit, on suppose que pour A = 1,2 , <{ X;"; }• sont deux sous

processus autorégressifs multivariés d'ordre infini qui vérifient l'équation aux dif-
00

férences (1.2.3). La série des coefficients autorégressifs ^ ' ) vérifie la condi-
1=0

tion de stationnante (1.2.4) et est supposée absolument sommable. Le processus

a == <{ ( a^' , a^' } , A6Z}> est un bruit blanc de matrice de covariance S
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qui admet la même partition que (2.2.2). En plus, les deux sous processus ^ a^
vérifient l'hypothèse 2.3.1.

^>

Dans cette version de Hong généralisée, la statistique du test d'indépendance

entre les deux processus multivariés X.^ et X^2^ est basée sur les corrélations

croisées entre les séries résiduelles {à\ } obtenues en approximant les deux sous
processus VAR(oo) par des autorégressions d'ordre fini. Les délais sont pondérés

à l'aide d'un noyau qui vérifie l'hypothèse 3.1.1

Si on note par r^ O") == vec(îi^ '{j)), la version multivariée de la statistique
de Hong pour tester la non corrélation des deux processus X.^ et X.^ est basée

sur la forme quadratique suivante:

N-1

T(a,Ê) = ^ fc20'/M)Qil2)0-)
j=l-N

(3.2.1)

où

QWW = Arrf'0)T(R(22)
a (0)-10Riu)(0)-l)ril2)a). (3.2.2)

La statistique centrée et réduite correspondante est la suivante:

T'(à,S) -mim^SNW
'.N = (3.2.3)

^/2mim2-DAr(À;)

Comme a été mentioné dans la section 2.3.1, cette statistique peut aussi s'expri-

mer en terme des autocovariances C^ ;(0) et des covariances croisées C^ 'Çj) des
mêmes séries résiduelles. Ainsi, d'après le lemme 4.1 d'El Himdi et Roy (1997), la

forme quadratique T[à, S) définie par 3.2.1 s'écrira aussi sous la forme suivante:

N-1

T(a,S) = N-^ ^y/M)ci'2>0)T(cS,22'(0)-I»C,"'(0)-l)4':i'y)
j=l-N



44

0

avec412)a)=^(c^0)).
Aussi, on définit par

N-l

T(a,S) = N Y^ fc207M)c^(j)r(S2-l®Srl)c^O),
j=l-N

où c^l2)(j) = vec (C(a2\j)), Cal2)0) = fc^2)(j)) est défini de la même
mi xmz

manière que c^ '(j) en remplaçant les séries résiduelles ( à\ ',ày'' ) par les sé-
\ /f=l

N
ries innovations ( a^', a\"' )

\ / t=l

Dans la classe de noyaux /Ci, les conditions Â;(0) = l et que le noyau k{.) est

continue au point 0 reflètent que pour un j petit par rapport à M, le poids attribué

à r^ (j) sera près de l. Les deux quantités 5'Ar(A;) et D^{k), définies par (3.1.8) et

(3.1.9), sont approximativement proportionnelles à la moyenne et la variance res-

pectivement de 7~(â, S). Les facteurs (l - \j\/N} et (l - (|j| + 1)/A^) peuvent être

considérés comme des corrections échantillonnales finies et ils sont asymptotique-

ment négligeables. Le paramètre de troncature M. est tel que: M = M'(N) —>• oo,

M/N -^ 0.

u

Sous ces conditions sur le paramètre M et pour un noyau k dans Â^i , on peut

verifier que

M-lSN(k) -^ SÇk) et M~lDN(k) -> DÇk),

avec

(3.2.4)

•+00 />+00

S{k) = f k2{z)dz , D{k~) = / k\z~)dz. (3.2.5)
—00 J —00

JViAinsi, on peut définir une version alternative de la statistique Q,N, qu'on note Q^

qui prend en considération les convergences ci-dessus des facteurs de correction
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Srf(k) et DN(k) vers 5'(&) et D{k} respectivement. On définit alors

^ T(a,S)-Mmim25(Â;)^
- V/2Mmim2^y

Les deux statistiques Q,^ et Q*^ ont les mêmes distributions asymptotiques, et

les mêmes propriétés de puissance.

El Himdi et Roy (1997) ont proposé la statistique

oS = E d")o).
3=-M

où M est Êxé à priori, pour tester la non corrélation entre les deux processus

{X^} et {X^2)}, généralisant ainsi, au cas multivarié, celle de Haugh (1976).
Asymptotiquement, cette statistique suit une loi

mimz "

En éliminant les facteurs de standardisation S^Çk) et DpfÇk), la statistique

Q!IM peut être vue comme un cas particulier de la statistique Q,N définie par

(3.2.3), avec le choix du noyau uniforme tronqué défini par (3.1.2). Comme on va

le voir plus loin, plusieurs choix de noyaux donneront des résultats meilleurs que

ceux du test d'El Himdi et Roy (1997). D'autre part, les résidus {âm} et {àw}
utilises par El Himdi et Roy (1997) sont obtenus en estimant les vrais modèles

ARMA(p,ç). Comme il a été souligné par Haugh (1976), cette approche est de

nature quelque peu paramétrique puisqu'en pratique les vrais modèles ne sont

pas connus et des erreurs de spécification sont possibles. Aussi, une spécification

erronée des modèles servant à décrire chacune des deux séries peut mener à de

fausses conclusions puisqu'elle risque d'infirmer la distribution asymptotique de

la statistique du test.
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Dans notre cas, on approxime {X^ ;} et {X^ ;} par deux autorégressions d'ordres

finis phi /i = 1,2. Les ordres p/i croissent adéquatement en fonction de la taille

échantillonnale, voir Lewis et Reinsel (1985). Ce qui permet, sous des conditions

additionnelles sur les coefficients des processus VAR(oo) de montrer que à\) et

à^} sont des estimateurs convergents de a^ et aw. Aussi, la statistique Q,N fait
intervenir les corrélations croisées à tous les délais. Ce qui permettra d'avoir une

convergence de Q,^ vers une loi normale.

u

3.2.2. Loi asymptotique sous l'hypothèse nulle

Dans ce qui suit, la notion de différence de martingales sera souvent utilisée. La

definition suivante provient de White (1984).

Definition 3.2.1.

Soit {Xf, t G N} une suite de variables aléatoires définies sur un espace de pro-

habilité (Cl,^F,P). Soit {-^t} une suite croissante de sous cr-aîgèbres de F telle

que Xt est ^-mesurable. On dit que {Xt, ^} est une différence de martingales

si E(X( .7~t-i) = 0 presque partout, pour t >^ 2.

Avant d'énoncer le théorème de convergence de la statistique Q,N, voici un

théorème central limite pour une différence de martingales établi par Brown

(1971) qui nous servira dans la preuve de notre résultat. Ce théorème se re-

trouve en particulier dans Taniguchi et Kakizawa (2000, p.22) et une version plus

générale pour un tableau triangulaire de variables aléatoires est présenté dans

Fuller (1996, p.235). Dans ce qui suit, nous notons par l la fonction indicatrice.

Théorème 3.2.1.

Soient {Xn,n = 1,2,...} une suite de variables aléatoires définies sur un espace

de probabilité (f2,5', P) et {'Sn, " = l; 2,...} une suite de sous a-algèbres de 'S telle
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que î?n est la sous a-algèbre engendrée par {JCi, ..,Xn}. Supposons que {Xn,^n}
est une différence de martingales et notons par:

s, =o,s^= Er=i ^, ^2 = E?=i ^ Wlî.-i) ^ 4 = ^(K2).
Si on suppose que

^-2V.2 -^ l
3

et si la condition de Lindeberg suivante est satisfaite
n

s^^E[X^(\Xi\>esn)) -^ 0, Ve>0,
1=1

quand n —> oo, alors on a

dS^Sn A ^f {0,1).

En pratique, la condition de Lyapounov suivante est plus facile à vérifier et im-

plique la condition de Lindeberg

n

^2-5EE(w2+s) -^ °'s>0-
1=1

Sous l'hypothèse d'indépendance entre les deux sous processus X^^ et X.^, on

obtiendra la distribution asymptotique de Q,^ sous les hypothèses faites sur les

processus X(l) et X(2) et sous les hypothèses 2.3.1 et 3.1.1.

û

Théorème 3.2.2.

Supposons que les hypothèses 2.3.1 et 3.1.1 sont vérifiées. Soient M = M.[N} —f

oo, M f N —f 0 quand N —r oo et ph avec h = 1,2, deux suites d'entiers positifs

qui satisfont les conditions suivantes:

Ph -f^^Eii^-f^).
.?=Ph+l

,Ml/4y
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Si les deux processus innovations {a\ } et {a,(s } sont indépendants, alors

QN 4 ^f (o,i).

PREUVE DU THÉORÈME 3.2.2.

Pour démontrer ce théorème, on fera intervenir les matrices de covariances des

deux sous processus a^^ et a^ï) dans la statistique Q,N- Notons d'abord que

d'après Lûtkepohl (1991, p.309), on a pour h =1,2,

C^) (0)-S, = 0,(N-1/2)

et il en découle que

.(22)^-1Cf)(0)-l 0 C,u)(0)-l - S^ ® s:1 = o,(^v-l/2).

(3.2.6)

(3.2.7)

Ainsi, on peut introduire directement dans notre statistique la matrice de cova-

riance des innovations et on aura:

r(â,S) = r(a,S)+(T(a,S)-r(a,S)),

où

N-1
T

T(a,S) = N Y^ Â:20/Af)412)0-)'(S,-l®Srl)412)0).

Ainsi, la statistique Q,N devient

T(a,S)-mim2^(fc)
QN

^m^m^D^Ck)

T(a, S) + (T(a, S) - r(a, S)) - mim25,v(À;)
^ïm^mzDff^k)

T(a,S)-mim2^(À;) T(a, S) - T(a, S)^ (3.2.8)
^m^m^DNÇk) ^m^m-iDi^k}

Ainsi, il suffit de montrer que la première partie de Q,^ converge en distribution

vers la loi normale et que la deuxième partie converge en probabilité vers 0. On
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énoncera une proposition qui sera le résultat principal correspondant à la première

partie.

Proposition 3.2.1.

Supposons que les hypothèses 2.3.1 et 3.1.1 sont vérifiées. Soit M == M{N} -^ oo,

M. / N —> 0. Si on suppose que les processus {a,^ } et {a,{s } sont indépendants,
alors

T(a, S) - mim25Ar(Â;) ^
V/2mim2^v(I) ' "'"''

Cette proposition découle des deux lemmes suivants dont les preuves tech-

niques et longues sont en appendice à la fin de ce chapitre. En effet, de façon

similaire à (3.2.8), nous pouvons écrire

T(â,S)-mim2^(À) T(a, S) - mim2^(A;) , r(a, S) - T(a, S)
V/2mim2£)jv(^) y/2mim2Djv(Â;)

u

y/2mim2-DAr(Â;)
Lemme 3.2.1.

Supposons que les hypothèses 2.3.1 et 3.1.1 sont réalisées. Soit M = M (N) —> oo,

M/N —> 0. Si on suppose que les processus {at } et {as } sont indépendants,
alors

T(a,S)-mim25^(Â;) ^
i/2mim2DAr(Â;)

Lemme 3.2.2.

Supposons que les hypothèses 2.3.1 et 3.1.1 sont réalisées. Soit M. = M {N} —>• oo,

M l N —f 0. Si on suppose que les processus {a,\ } et {0.3 } sont indépendants,
alors

7'(à,S)-T(a,S) = Op(Ml/2).

Pour la deuxième partie de la statistique Q.N, nous avons le résultat suivant.

Proposition 3.2.2.
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Supposons que les conditions du théorème 3.2.2 sont satisfaites, alors

T(â, S) - T(a, S) ^
^2m-im^Dff{k)
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PREUVE DE LA PROPOSITION 3.2.2.

Puisque Dpfik) = MD{k}{~\. + o(l)}, il suffit alors de montrer que

r(a,S)-T(a,S) = Op(M/7Vl/2).

Or, d'après la relation (3.2.7), on peut déduire que

N-1
x—^T(a, S) - T(â, S) = ^ E Â;2^/M)câl2)(^o.(7v-l/2)cil2)œT

2-^
3^-N

N-1
T= o,(^/2) ^ fc2o7M)c^o)'412)a).

j=l-N

Or, on peut voir que

N-1

S3(N) = ^ k2{j/M)cw{3fc^\j)=0,(M/N). (3.2.9)

En effet, B(N) peut être écrite comme

N-1

B(N) = Y, k2(3/M){cPufc^{j)-c^ufc^W

+ ^ fc2a/M)c^o-)^12)o-).

Or d'après les relations (3.2.43) et (3.2.44), on a

^ k2(j/M){c^ufc^U)-cWuf^U)} = o,[Ml/î/N).
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Ainsi il suffit de vérifier que

B,W = ^ k2U/M)c^{j)Tc^\j)=O^M/N).

Nous pouvons écrire

B,{N) = Y^ k2(3/M)c^ufcWU)

où

N-1

E,
J=1-N

N-1

^ k2U/M)tT[C^\jfcWW]
j=l-N

-l N-1

^ k\jlM)tv[C^ (j)TC^ (j)} + ^ fc20-/M)tr[C^2) 0)rcL12) ^)]
j=l-N j=0

B^N)+Bs{N)

N-1

B,{N} = EÂ:2^/M)tr[c"12)(-j)Tcal2)(-^)],
J=l

u

N-1

B,{N) = ^k2(j/M}tT[C^Ufc^\j)}.

Ainsi, en considérant chaque terme séparément et en utilisant la relation C^ (—j)
C^21)0-)T, on obtient

N-1 N N

B.(N) = W-2S*2y/M)t,[(^ai2)a,N;)(^a,N,aS2'T)]
.?=! t=j+l t=j+l

= 7V-^fc'0/M)tr[^a?'aiI>;a,<l',<.r

V" /,(2)/,(DT«(1) .(2)T1V^ a(ï)awTaw ..a(2)îat 'at-j at,'-jati' J- (3.2.10)
t=J+l tl=3+^

t^tl
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Comme a(l) et a[ï) sont deux bruits blancs forts indépendants, E(a^2)a^l)J a^^-a^2 ) =
0 lorsque t ^ t-i, le deuxième terme de (3.2.10) est nul. De plus, en utilisant la
propriété tr(A5) = tr(BA) et le fait que E[tr(aw aw)} est bornée, on obtient

N-1

E(^W) ^ A^-2^(7V-j)À;20'/M)
J=l

N-1

= AM^-1{^^(1-^)A20/M)}
= 0(M/N).

Par symétrie, on montre aussi que

E (03 (A^)) = OÇM/N).

Ainsi,

T(a,S)-r(â,S)) = Op(7Vl/2)Op(M/^V)=Op(M/7Vl/2).

D'où le résultat. D

Finalement, d'après les deux propositions et les deux lemmes, le théorème de

convergence de la statistique du test en découle. D

Sous les conditions sur p/i, les effets échantillonnaux des $; n'influencent

pas la distribution asymptotique de QN. La condition p/i = o [ ^7^ ) contraint p^
à ne pas croître trop rapidement, plus particulièrement, ph. ne va pas croître plus
vite que Nl/2, quand M tend vers l'infini. Ceci nous assure que la variance asymp-
totique des ^ sera négligeable. D'autre part, la condition NY^lp^^ 11^; III =
o (-^74 ) pousse aussi ph, à ne pas croître trop rapidement et ||^^ ;[|2 à dcroître
assez rapidement vers 0 et ainsi le biais causé par l'approximation des processus
VAR(co) par des autorégressions finies est négligeable.
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Appendice

Avant de commencer la preuve de cette proposition, et étant donnée l'utili-

sation fréquente de l'inégalité de Minkowski, on va la rappeler brièvement.

Si on considère la norme ||.|[p définie sur l'espace des fonctions p-intégrables Lp,
et si (/t)^i, une suite de fonctions dans Lp, on a,

\Ewyp\
n

^ fi
î=l

;/. p ^
Lî=l

qu'on va pouvoir appliquer sur l'espace Xp des variables aléatoires d'ordre p, telles

que E(|X[P) < oo quand X çXp, ce qui donne

N p

E E^. <

!=1

N

EEl/p(xn
î=l

p

(3.2.11)

Aussi, notons par (x^, Xs) = x^x, le produit scalaire des d'eux vecteurs et la norme

euclidienne d'un vecteur est donnée par ||x(|| = ^/{xt,~x.t}-

u

PREUVE DU LEMME 3.2.1:

Considérons la transformation linéaire suivante:

bt = S-l/2a<.

On note d'abord que le processus 6 = {bf, t ç Z} est un bruit blanc de matrice

de covariance l'identité. Aussi, on peut vérifier que T^ = T^ . En effet, on
remarque d'abord que la matrice de covariance croisée C^ (j) du bruit blanc b
s'écrit en termes de la matrice de covariance croisée du bruit blanc a, et on a

c^a) = srl/2c'L12)o-)s,-l/2.
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Par la suite, si on applique la propriété suivante: vec{ABC) = ÇCT (g) A)rec(-B),
on obtient que

c^œ = (s^s,)-l/2cL12)œ (3.2.12)

0

et donc

N-1
T(12)
/ n.a = N ^ fc207M)c^Of(S,-l®Si-l)c,l2)0-)

J=1-N

N-1

= N^ k2U/M)c^U)Tc^U)
.;'=1-AT

-r(12)
'b

Ainsi, pour montrer le lemme 3.2.1, on va considérer la quantité 7^ , où le
processus b a pour matrice de covariance l'identité. Par définition de 7^ , et
d'après (3.2.3), (2.3.2), et sachant que ||vec(A)|| = ||A||2, on écrit

N-1

Tw = N^ fc207M)c^O)Tc^O)

= N ^ k2U/MMC^U)TCf2\3)}

- N^k\3/M^[Cf\-j}TC^\-3}}

+ N^k\j/M^[Cy\3}TC^W
J=0
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u

(12),Or, pour j > 0, puisque C^'(-j) = C^l)(j)T, on a•^Wf.\T

t,lC^(-,)TC^H)] = JV-2tr[( ^ 6S^.6S2)r)'-( ^ 6,'I),.bS2'T)
t=j+l t=j+l

N
,(1) ll2llh(2)1]2= N-2[J^ \\b^\\2\\b^\\

t=j+l

+ 2^ ^(^,^,)^,bW}].
t=j+2 s=j+l

De même, on a aussi pour j >0

T
N

tr[C,12)0)TC^O)] = N-2[^||6il)[|2|[^,||2
t=J+l

+ 2^ ^(&w,bil'>(6S21,,6 ,)].
t=j+2s=j+l

Notons alors par

H^ = A^-l^P07Af) ^ ||6œ||2|[^,||2, (3.2.13)
j=0 t=j+l

N-1 N

HW = N-^k\j/M}^ ||^),[|2[|6S
t=j+l

2-^
J=l

;

H N = H^N + HÎN,

N-2 N t-1

W^ = 2N-1 ^ k2U/M) ^ ^ {6il), 6^)<^, bi2_),),
j=0 t=j+2s=j+l

(3.2.14)

(3.2.15)

(3.2.16)

N-2 N t-1

W^ = 2N-1 ^ k2U/M) ^ ^ (^,, C),)(6S2), 6i2)}, (3.2.17)
j=l t=j+2 s=j+l

w^= w^+w^.IN '2N- (3.2.18)
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-r(12)
'b HN+W^.N-

La suite de la preuve découle des deux lemmes suivants:

Lemme 3.2.3.

Sous les mêmes hypothèses et notations que celles du théorème 3.2.2, on a:

a~\N){HN - m^m2SN{k)} ^ 0 où a2{N) = 2m^m^DN{k~).

Lemme 3.2.4.

Sous les mêmes hypothèses et notations que celles du théorème 3.8.2, on a:

.—l/Ar\TT/'* '',a-l(N)W^^N(0,l). (3.2.19)

PREUVE DU LEMME 3.2.3.

Dans la démonstration, l'élément A est une constante de majoration qui pren-

dra, au besoin, plusieurs valeurs distinctes mais qui ne dépendent pas de N.

Remarquons ensuite que E^) = mi ma ^(A;). En effet, de (3.2.13), (3.2.14) et

(3.2.15),on écrit

u

E ) = E[H,N+Hw]
N-1 N

= N-lE{^k2U/M)^\\bW\\b^\\2
j=0 t=j+l

+5:^2(,/M)^||^,||2||6f
j=l t=j+l

2
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Par la symétrie du noyau k{z), par l'indépendance des deux processus, et puisque
par hypothèse E([[&S1)||2) = mi , E(|[&i2)||2) = m^, on trouve

N-1 N N-l N

E ) = mim2^V-l(^ ^ Â;207A^)+^ ^ fc20/M))
j=0 t=j+î. j=l t=j+l

N-1 N-1

= m,m,N-l{^(N - j)k\j/M) +^{N- j)k2{j/M))
3=13=0

= m,m, ^ (l - ^)Â;20-/M)\—^

j=\-N

= m-im-îSff(k).

^w
N'

En considérant le premier terme de HN, H^N donné par (3.2.13), on a

N-1 N

E{H^ - EH^)2 = E[N-1 ^ k\j/M) ^ (|i6Sl)||2||6i2.),||2 - m,m^]2
3=0 t=j+l

Par l'application de l'inégalité de Minkowski (3.2.11), on obtient

N-1 N

|2E(H^-EH^)2 < {^E[À;40/M)(^-l^(||&il)||2||6^,||2-m,m2)2]l/2}2
j=0 t=j+l

< (Efc2(j/M)[E{7V-1 E(116Sl)11211&^-112-mim2)}2]v2)2

< A^!^M-l^;\2oyM)}2.
N l-"-1

J=0

Par l'hypothèse 3.1.1, puisque M ->• oo lorsque N -^ oo, on peut vérifier que
M-1 ^-o1 k2(j/M)-^ Jo00 À2(^)^ < oo et ainsi

0 EÇH.N-EH^)2 = 0{M2/N}.
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Aussi, on peut montrer par symétrie que E (^2^ - E-Hr2^v)2 = 0 (M2/N). Donc,
en appliquant à nouveau l'inégalité de Minkowski, on obtient

E(ff^-E^)2 = E((Iîi^-Eff^)+ ^-E^2^))2

< {El/2 ^-EJ?^)2+El/2(ff2Ar-IE^2Ar)2}

= 0 [M2 IN}.

2

De plus, puisque M~lDN{k) converge vers DÇk) défini par (3.2.5), quand N tend
vers l'infini et que M / N tend vers 0, on a que

a2(N) = 2mim2MD(À;){l+o(l)}=0(M), (3.2.20)

et il s'en suit alors que o--l(A/'){iï'Ar-mim2>S'Ar(Â;)} ^ 0. Ce qui prouve le premier
lemme. D

0

PREUVE DU LEMME 3.2.4.

Pour démontrer ce lemme, on développe la deuxième partie de notre statistique

qui est constituée par le produit des composantes des deux bruits blancs. D'après

(3.2.16), (3.2.17) et (3.2.18), et puisque E£2 E^-+2 E^+1^-^t—1 _ •^iAr ^^t-1 ^^s-l
Z-^t=2 Z^5=l ^-^j'=0

-t E^-iN-2 -^N ^t-1 _ Y^^ Y^f-1 •^s-1
/^it=j+2 Z-is=j+l ~ ^—/t=3 ^-^s^l L^i^, on écrit
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0

^ = 2N-^^^k2U/M){bf\bW}{b^,b^}
t=2 s=l j=Q

+ EEE*2o/M)<;>S2>.(>pl)(^',.^>}
(=3 s=î j=ï

= 2N~1 E E E k2um{bp, b^{b^ b^}
t=3 s=2 j=0

N t-1 s-1

+ 2N~1 Y^ V^ Y^ k2(j/M}(b^2\ b[2)Vbîl),, bil),
2-^ 2—/ 2—/
t=3 s=2 j=l

N

fc2a/M)(^,bi2))(^,,^,}

+ 2N-^^\b?}{bP,b?}.
t=2

Ainsi, on peut écrire W^ sous forme de trois sommes qu'on va étudier séparément:
N

WN = N-l^(W,Nt+W^+^N
t=3

N

= N-l^WNt+^
(=3

où

t-1 s-1

W^t = 2^yU/M)(bf\bW){b^b^}, (3.2.21)/ ^ / ^
s=2 ]=0

W^Nt = 2EEfc2^/Mx&i2)'6w)^'&%)-
5=2 J=l

N

.„ = 2N-lY,l.fm,l'W}{b?\l,W).

(3.2.22)

(3.2.23)
t=î

On remarque que sous l'hypothèse nulle d'indépendance entre les deux sous pro-

cessus, UN = 0p(1), et d'après l'équation (3.2.20), (7(N)-1 = 0(M-1/2), on obtient
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alors cr~l{N)ujN ^ 0. Donc étudier le comportement asymptotique de W^ revient
à étudier celui de

N

WN=N-l^WNt. (3.2.24)
t=3

Avant de continuer la preuve, montrons ce lemme qui nous donne la forme de la

variance de WN-

Lemme 3.2.5.

Sous les mêmes hypothèses et notations que celles du théorème 3.2.2, on a:

Var(WN)=a2(N) où a2{N) = 2m^m^DN{k). (3.2.25)

u

PREUVE DU LEMME 3.2.5:

Etant données l'hypothèse 2.3.1 et l'indépendance des deux bruits blancs, on a

E(Wi^) = 2^^Â;2(j7M)E((bil\^))E((6%,b;2_),)).

Or, pour t ^ s, E«bjl),ba))) = E{bwl bw) = 0 puisque b(l) est un bruit blanc
et ainsi E(Wi^) = 0. Aussi, on peut remarquer que ^(WiNtWsNt) = 0 puisque

pour t> s,t > S]_, ov.a

E((6w,6?>)(bS^,i>w,)(''p),^))(€),,,i-?-,)) = 0

Ainsi,

Var{W^} = E{W^)=E{W^+W^).

En développant W^i oïl obtient

^t = 4^(y;^2a/M)(6il\^)<e),,&2,))2+A
/—^^z-^
s=2 j=0
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u

avec

t-1 t-1 S-l Sl-1

^ = 4E E E E ^o-m^ovM){bS1), 6il))(bi2),, e).)<6Sl)^S))<&%p e.)
5=2 ^1=2 j=Q Ji=0

^^1 ' J^'l

Or, pour s^si ^ï, on a E(/3i) = 0. Aussi,

s-1 s-1
K—^(^ k\j/M}^\ 6il))<^, 6;22,})2 = ^ fc407M)(bSl\ ^))2(&%, b;2),)2 + A

j=o

avec

z^
j=-o

s-1 s-Ï.

^ = E E ^/M}k2^/M}^\ 6il))(b%, b%)(6il), b^}(bS2),, ^,),
j=0 h=o

j^h

et pour j / Ji, ^ 7e s, on a aussi E(/?2) = 0. Ainsi, sous l'hypothèse d'indépendance

des deux sous processus, et puisque E((&S1), b^)))2 = mi et E((&i2)., 6?_)j))2 = -^2,
on a donc

f-1 s-1

^W^} = 4^^fc40/M)E(6Sl),^)ZE{^,,b^.)
s=2 j=0

2

t-l s-l

= ^m,m^Y^k\JlM}.
s=2 j=0

De même on montre que ^(W^) = 4mim2 E^2 Eî^î k\j/M}. Alors

VarÇWNt) =
t-1 s-1

4mim2^^Â;40-/M).
.=2 |j[=0

Puisque E(WM-t) = E(WiNt) + ^(Wzm) = 0 et par un développement similaire à

celui de W-^Nt, on peut montrer aussi que, pour t ^ t^, EÇWNtWNt^) = 0. Il s'en
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suit que:

^L
Var{W^ = ^EE(^)

t=3

4^?EÏ:Ë*4ywN2

4mim2
N2

t=3 s=2 \j\=Q

N-î N t

E E EÀ4^/M)
\j\=0t=\j\+2 s=2

Ainsi, on obtient
N-2

4mim2
Var{WN) = —j^-

1^1=0
N2

(N-W-WN-W)^^)
2

N-î

= 2^g[l-^)(l-^),<(,/M)
b1=o

= 2mim2D^(À;)

= a2 (TV).

D

Si on note par ^ la a-algèbre engendrée par (b^, b^2))T, s < t, on remarque que
(Wfft,'St-i') est une suite de différences de martingales puisque jEI (Wjvd^-i) =
0 étant donné l'indépendance entre {bw} et {b^}. En effet, on vérifie que
E(Wi^|^-i) = 0 puisque E((&S1), b^)(b;2),, 6^.)|^-i) = 0. De même pour
^(Wwt\Ït-i) = 0. On va montrer (3.2.19) en utilisant le théorème 3.2.1 de
Brown (1971). Ainsi, montrer que {var(Wff)}~l/2 WN 4- Ar(0, l) repose sur la
preuve des deux lemmes suivants.

0
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Lemme 3.2.6.

Sous les mêmes hypothèses et notations que celles du théorème 3.2.2, on a:

^L.
^2W^^[W^1{\W^\ > £a(7V)}]^0 VÉ > 0. (3.2.26)

t=3

Lemme 3.2.7.

Sous les mêmes hypothèses et notations que celles du théorème 3.2.2, on a:

a-2(Ar)^E^41' (3.2.27)
t=3

où^=E(^|?<-i).

PREUVE DU LEMME 3.2.6:

Pour montrer (3.2.26), il suffit de vérifier la condition de Lyapounov

N

Pour cela, posons

a-\N)N-^E{W^]-^0.
t=3

s-1

G^=^k2(j/M){b^,b^}.
J=l

(3.2.28)

(J

s-1

G^=^k^/M}{b^b^.

D'après (3.2.21), (3.2.22), (3.2.28) et (3.2.29), on peut écrire

t-1 t-1

(3.2.29)

W,^ = 2 ^{bP, bW}Gi? et W^, = 2 ^(&S2), bW)Gff. (3.2.30)
s=2 s=2
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Etant données l'hypothèse 2.3.1 et l'indépendance entre les deux sous processus

{bm} et {bw}, on obtient:

t-l

E(F^) = 16E[^(bil),6^)C?L2)]4

^ 16EE||6il)||||6il)||GL2)]4

= 16E|[bSl)||4EE||bœ|]^)]4

< 48E||^||4{^[E||bil)||4E((;L2))T/2}2

< A{^;[E(GL2))T/2}2.
5=2

La deuxième inégalité provient du fait que si Y^,..,Yn est une suite de variables

aléatoires telle que E(^) = 0 et E(Yif{Yj,Yk,Yi)) = 0 pour i ^ j,k,l et pour
toute fonction /, alors

n n

E(^y,)4<3{^[E(r,4)]l/2}l/2. (3.2.31)
i=l î=l

Aussi, pour A > s, on peut voir que

s-1

E(Gi?)4 = E[^À20-/M)(^,&i2),)]4

< EE^O-/M)|[^,||||6i2),||]4,
j=l
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et en appliquant l'inégalité (3.2.31), on obtient
5-1

E(GL2))4 < 3{^À407M)[E||bS^||4||6;2_),||4]^}2
J=l
s-1

< 3{^fc40/M)[E||&^.||4E||&2,||T/2}2
J=l

^ AM2{^^Â;4(j/M)}2
J=l

= 0(M2). (3.2.32)

Ainsi, on obtient

E(^i4vt) ^ Ai2 M2

= 0(t2M2).

De la même façon, et par symétrie, on peut montrer que E(W^) == 0[t2M2}.

Puisque (a + 6)4 ^ 8(a4 + 64), II s'en suit donc:
N

8 N

a-\N)N-^E{W^) ^ ^\N)^^E{W^+W^).
t=3 t=3

Or a-^N} = 0(M-2) et E^s ^W^+W^) ^ A E^s t2M2 ^ ^N3M2, done
N

^-4(N)^V-4^E(^) = 0(N-1).
t=3

Ainsi la condition (3.2.26) est vérifiée.

PREUVE DU LEMME 3.2.7:

Nous vérifions maintenant la condition (3.2.27) en montrant que:

D

a-\N)var [ N-2E^<
t=3

-^ 0 (3.2.33)
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Etant donnée l'indépendance des deux sous processus d'innovation, {6^ } et

î^ )}, on peut écrire par définition de W^ et en utilisant (3.2.30)

Wj,, = E[^|^_i]

= E[^J^-i]+E[TV^I^-i]

= 4E[(6S1)' ^ bil)Gi?)2|^_J + 4E[(&r ^ 6i2)GLl))21^-i]t-u

s=2 s=2

t-1 t-1

= 4ir{E[^ GSbPTbW ^ 6i;'GL2il^-il}
s=2 si=2

+ 4fr{EE GW^I^ E i>;2)G.(;;l^-.l}
s=2 si =2

Si on note par X,^ = ^\ G^b^ et X^t - E;^ C?L2)&il)T, Puisque ^(AB) =
trÇBA), trÇAB) < tr{A)tr(B} et que bw et bwT pour h =1,2 sont indépendants,
on a

^ < 4^{E[Ai^A^|^-i]}^{E[bSl)bil)T|^-i]}
+ 4^{E[A2^A^|^_i]}tr{E[&S2)bS2)T[^_i]}

Notons qu'en conditionant sur -^-i, les termes X^t et ^2Nt deviennent constants,

et puisque 'E[b\ !b\ } ] = m/i, pour h = 1,2, alors

w2^ <, ^w^+w^\

où

W^t = mi||Ai^|[2,

w.2îNt m2||A:!2Nt\
12
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0

Ainsi, il suffit de montrer que M~2var{N~2 ^^3 W^')—>-0 pour l = 1,2.
Premièrement, on considère l =1 et on écrit:

712Vt = ml||Al^Vt||2
t-1

WÎNt = ml\\xlNt\

= m,<r{(^(?g'i>i")£GS?i,NT)}
s=2 s=2

t-1 t-1 S2-1

t-1

= -l E ll&il)112(Gg))2 + 2m^r{^ ^ ^^^^f}
5=2

t-1

S2=3si=2

t-1 S2-1

= m,i:||(,N||2(GS?)2+2^ E £G.pi^«'S;)>"ï>
s=2 S2=3si=2

= B.Nt+A^t. (3.2.34)

Notons que À^t = E^3 A;;? avec A;;? = ^T^G^G^M^b^} est une
somme de différences de martingale par rapport à 53 puisque IE[A^^ |-îr--i] = 0
où Fr-\ est la a-algèbre engendrée par 632, S2 ^ T- Pour ^2 > ^i,

E(A-^A^) = 4m^[( ^ ^ ^IG^(^),^)))(E E €.^^),^)))]
S2=3si=2 S2=3si=2

=4m?E[(^ ^^IG^{^,^)))(^ £^^<^),^)})]
S2=3si=2 S2=3si=2

+4m^[(^ EC?^^(^),^)))(E E^lGa^,^))].
S2=tisi=2 S2=3si=2

Par l'indépendance de ba) et 6^), et puisque E(&S/l)) = 0, pour h = 1,2, le
deuxième terme de la dernière somme est nul. On obtient alors

E(Â,^A,^) = 4m?E[(^ ^€.^(^),^)))(^ ^G^G'^{^,^))
sa =3 Si =2 »2=3si=2

,.? \^ \^ wn^ nW nW
ll Z^ Z^ ^L7t2S2l-rt2SlL7tlS2t-rilSl^

s-i=3 Si=2

où la dernière égalité est donnée par l'indépendance entre {bw} et {6^} et que
E((&i;),&£)))=^i-
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Étant donné la relation (3.2.28) et par des manipulations algébriques simples mais

longues, on a pour t^> s^ , t-^ > s-^,

AM2{^E7=olÂ:20'/M)}^ si^=*i,;(2) ^,(2) ^,(2) ^,(2)
rtlS2<JtlSl <

AM{^E£lfe207M)} si t, > t,.
(3.2.35)

Ainsi, on a

^E(^EA^)2 = ,7èvïEE(A^)+i^vîEËE(A^A^)M2 "v TV2
t=3 "' " t=3 "" " t2=4ti=3

Puisque E(A^) ^ M2 E;;^ E^S A ^ AM2^2, et d'après (3.2.35), E(Âi^,Ai^) ^
/\Mt^, on obtient alors

N

(3.2.36)^E(^ÈA".)2 = G(W-+M-').
M2

t=3

Maintenant, on considère le premier terme dans (3.2.34), qui peut être écrit

comme suit:

B^t = m2, ^(GS))2 + mi ^(||^||2 - m,){G<i?)2 = B^t + À^. (3.2.37)

En conditionnant sur (b^ )^i, As^-f est une somme de suites de variables pon-

dérées, indépendantes et identiquement distribuées. Il s'en suit, par linéarisation

de l'espérance, que:

EÂj^ = EEdl^l)112 - mi)2]E(Gi?)4 < A<M2{^ ^A207M)}2,

où E(Gg))4 ^ AM2 {^ ^-ol k2(j/M)}2 comme on a montré ci dessus en véri-
fiant (3.2.32). Ainsi, d'après l'inégalité de Minkowski (3.2.11), on peut écrire:

^E(^i E-4'")2 ^ ^{È(EAi".)v2}2 ° °(;v-1)- f3-2-38)
(=3 t=3
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Maintenant, on considère le premier terme de (3.2.37). D'après (3.2.28), on peut
decomposer Bgjvt en deux termes

t-l

B^t = m^(Gg))(2)^2

s=2

t-1 s-1

^E<Efe2o'/Mxb%'b%)}2z^^z-^'
s=2 j=0

= m^^*-0/M)bi2';e),C>Jl>£),

+ 2m? E EE ^w^mtffj,^,^^
s=2j2=lji=0

B^Nt + A^Nf (3.2.39)

avec

Bwt == m{ŒEk4o/^)^ïe'^?-1;^,
s=2 ^'=0

À^3.. = 2m^S^*'(A^)fO,/M)^e',,C)>w,,
s=2j2=lji==0

(-3 t-2 t-1

= E E Ek2(À/M)*2^w'iïe',,e):(-!2),,.
J1=OJ2=J1+Î. S=0

Or, en utilisant le fait que tr(l^€',,^^ = tr(l^,^,^^, on
écrit

u

t-3 t-2 t-1A,., = tr(^^(j,/M)6,<%, ^ t2(A/M)6i2'^6?4e';,).
ji=o 32=31+1

^ ^
5=0
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Ainsi, notons que A^Nt est une somme de difïérences de martingales sur j'i. Il s'en
suit que:

t-3 t-2 t-1EA~32^ ^ 4m^fc4yi/M)E( ^ A;20-2/M)||ft%J| ^ ||&i2),j|||b^,j|)2
J 1=0 J2=^'l+l S=J2+1
t-3 t-2 t-1

< 4^mJ^Â:40-i/M)[ ^ A2(j2/M){E( ^ ||6^,||||^2),JI)2}1/2]2
J'l=l J1=}1+1 S=J'2+1

^ AtM3{^^fc40VM)}{^^fc202/M)}2l2
Jl=l }2=1

0(tM3),

où la première inégalité provient du fait que tr(AB) < tr(A)tr{B), la deuxième
inégalité est obtenue en utilisant l'inégalité de Minkowski (3.2.11) et la troisième,
par le fait que E(E^;,+i ||bi2),Jlllb?4lD2 ^ Aï Pour ^ >s >J2 > Ji. Ainsi,

E(A32^) = 0(*M3),

et donc;

^E(^2 ÈA3^)2 ^ ^vT{EEl/2(A32m)}2 = ^(^/Ar). (3.2.40)M-i^N2 ^^^' - M2N^

Finalement, d'après le premier terme de (3.2.39), on a:

B^ = m?mj^^A4a/M)+m^^À;4(,7M)(e);e),e)^%-^)
m^E(W^)+A^. (3.2.41)

A l'aide de manipulations algébriques similaires à celles utilisées ci dessus, on
obtient

u EÇÀwt)2 < ^t2M.
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L)

Il s'en suit que:

^E£A^)2 < ^{ÉEl/2(AIm)}2=0(^-1). (3.2.42)M2^4-V^—^ - M2N^

Ainsi, W^ s'écrit sous la forme suivante

mfî2E(^,)+^A^,w2... = mlm2i
INt =

4

1=1

et si on combine les relations (3.2.36),(3.2.38), (3.2.40) et (3.2.42), on obtient

^ar(^W^) ^ -âÈE(^è^)2wuui1'^^ M2 /—I^NÎ /—i
i=l ~ (=3

= 0{N-1 + M~l) + 0(N-1) + 0(M/N) + 0(M-1)
= 0(M/N+M-1).

Un résultat similaire peut être démontré par symétrie pour W^. Ainsi la condi-
tion (3.2.27) est vérifiée pour M/N ^0 et M-^ oo. D

Il s'en suit alors d'après le théorème 3.2.1 de Brown que:

(7-l(Ar)^^7V(0,l).

Ce qui complète la démonstration du lemme 3.2.4 et ainsi du lemme 3.2.1.

D

D

PREUVE DU LEMME 3.2.2:

Pour ce lemme, on considère les mêmes notations que celles du lemme 3.2.1. Ainsi,
en utilisant une transformation similaire à celle utilisée dans la preuve du lemme
3.2.1, soit 6( = S-l/2at et en notant que

c^w = srl/2c,12'(,)srl/2,
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on peut écrire

u

N-1
\^ î.2^,/^^(12)^.^ ^-1^^-1^(12),r(a,s) = N ^ A207M)c^or(S2-l®srl)c^(j)

= N ^ k2U/M)c^U)Tc^U)

= T(6,S).
Ainsi, on obtient

T(à,S)-T(a,S) = T(b,S)-T(b,S),
et soit à montrer que:

r(6, S) - T(6, S) = o,(Ml/2).

(3.2.43)

(3.2.44)

Notons que dans cette preuve, on ne va pas utiliser le fait que la matrice de cova-
riance du processus b est l'identité. Ce résultat reste valide pour tout processus
innovation de matrice de covariance quelconque. L'utilisation du processus b n'est
que pour alléger les calculs.

Pour cela on va d'abord décomposer TÇb, S) — T(b, S) sous la forme suivante

r(&,s)-r(5,s) = N ^ h2u/M){c^ufc^u)-c^ufc^u}}

= N^ k'WM)(c^(j)-^U)f^W-c^W)
j=l-N

N-1
T+ 2N^ k2(j/M)c^(jf{^W-cmW}.

Alors il suffit de montrer que:

N ^ À2a/M)ii412)œ-c^o)ii2 = o,(Ml/2), (3.2.45)
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et

N-1

N ^ k2U/M){cw{j),cf\j)-c[12\j)} == o,(Ml/2). (3.2.46)

Notons que les sommes sur j peuvent être décomposées en deux sommes, l'une

par rapport aux j positifs et l'autre par rapport aux j négatifs. Par symétrie, on

ne va considérer que les sommes sur les j positifs, car la preuve sera semblable

quand les indices j sont négatifs.

Montrons d'abord (3.2.45), i.e.

T^ =^E£^2a/M)||412)0)-c^2)0)||2= o,(MV2). (3.2.47)

Pour cela, notons par:

S, = bP - 6"
; r,,=bP-^, (3.2.48)

u

et donc

N-1
-.(1) _ AT \^ l.21 .(12)^-^ _,(12)^,^||2T^ = N^k2U/M)\\c^>U)-c^M2

= N^k2{3/M}\\cf^-cy\j}\\î

= N^k^/M)^^(^^-i,mi,^nl.

En utilisant l'équation (3.2.48) et l'inégalité de Cauchy-Shwartz, on obtient

41) = N~^ k2U/M)\\^ ^ (^G, + ^€); - ^f-,)llj
IAr

^0 " t=j+l

< W(Tw+T2N+T3N}, (3.2.49)
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avec

T<
-t-1N=E'=2owii^È!>SI)"r-,iii.

3=0
N .^^

t=j+l

^=EÀ;20'/M)II^È^Ïlli'
j=0 " t=j+l

(3.2.50)

(3.2.51)

N-1 N

(3.2.52)^=I;^^/M)II^E5<€,lli.
On va montrer que chacun de ces termes Tj^ est Op(Ml'/2/Ar) pour j = 1,2,3.
Rappelons que les techniques qu'on va utiliser dans cette preuve sont similaires

à celles utilisées dans la preuve du théorème 2.3.1.

Notons d'abord que:

{^(p2)-ê(^)}XS2)(p2)+^( ),rît

avec

00

i.fe) = ^ $!2'x;2>,,
l=P2+l

qui représente le biais de l approximation du processus {X^ ^} par un processus
autorégressif d'ordre fini p^.

u

Selon (2.3.14), on a

/ 00 2

E(1|^(P.)|[2) = 0( E 11^Wi
12 , h=l, 2.

\'=ph+l

De même, le théorème 1.3.1 dit que

t|^(^)-^(p/.)||J = 0,[^}, h =1,2.
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0

En utilisant le résultat (2.3.16) du chapitre 2, on peut déduire que
N-1

T.N = EP^/M)II^È^2);IIJ

= ^H^WM)]
Puisque p^ = o(^^), on a que

,M1/2.
^ = ^(i^-).

Par symétrie, on peut aussi écrire que:

TW = Op(Ml/2/7V).

Pour le troisième terme, en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient:

TSN =
N-1

E
J=0

N
Î.Tk\j/M)\\N-1 ^ rit8^\\i

t=j+l

N-1

< ||$(pi)-$(pi)llill$(p2)-$(p2)||J^A20/M)||7V-1 ^ X^(pJX%(^)'||22
j=0 t=j+l

N-l N

+ ||$(pi) - $(^i)||J ^ fc20/M)||7V-1 ^ XW(pi)^_,(^)T||
.;=0 t^j+1

\\^2)-^(p2)\\Ï^k\j/M)\\N-1 ^ ^(p,)Xw^f\\

|2
12

+ |2
12

j=0 t=j+l

+ ^ k\JlM}\\N-1 ^ ^(pi)^_,(p2)2T]|2
12

Comme on a montré pour T-^N, et en utilisant les résultats du chapitre 2, (2.3.18),
(2.3.20), (2.3.21) et (2.3.22), on obtient

Ï-l,.2/../,^ll^-l V- ^(1)^ ^^(2) .. ,^,,2 . AMpip2^k2U/M)E\\N-1 ^ X;l)(pOX%(^)
j=0 t=j+-L

j < 'N~^'
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N-1 N A »/ / °o \ 2'^*20/M)E||JV- ^ xN(p,)S,_,fe)T||i < A^( ^ ||$,W||,) ,
J=0 t=J+l " \;=p2+l

N-1 N

VA;2!
/-^
j=0 t=j+l

Â;20/M)E[|^-1 ^ ^(pi)xS2),(p2)T||2l2 <
AMp. 00 2

'2

N ( E ii$i
\<=pl+l

(l)l
12 )

^\20/M)E||7V-1 ^ ^(pi)^_,te)T||J ^ ^( E ll^(l)ll2)2( E 11<)11^)2-
J=0 t=J+l ~ t=pl+l l=P2+l

Ainsi, en utilisant les conditions p^ = o(Nl/2/Ml/4) et NY^^^ \\^w\\l =^i=pA+l 11^ 112

o(Arl/2/Ml/4), on déduit que

TSN = Op{M^2/N),

0

Ainsi, si on réunit les trois égalités ci dessus, on obtient:

T^ =N^k2U/M)\\c^U) - c^W = o, (MV2) . (3.2.53)

En utilisant l'équation (3.2.48) et l'inégalité de Cauchy-Schwarz, le membre de
gauche de (3.2.46) devient

T^ = N ^ k2(3/M){c^(j),c^U)-c^U)}
j=l-N

< N ^ k2U/M)\^2\j)\\\\c^W-c^\j)\\

^ N{^ fc20/M)||c^O-)||2}l/2{ ^ A;207M)||412)0)-cf)(,)||2}l/2.
j=l-N

Or d'après (3.2.53), on a

N-1

j=l-N

^À20/M)||412)0-)-412)0-)||2 = 0,(M/7V2)=o,(Ml/2/7V).
3=0
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Et aussi, par application de l'inégalité de Markov, P{\X\ > e) < ^x^ où X est
une variable aléatoire etc > 0, ona

N-1

EÂ:20'/M)IICS>12)0')112 = 0,{M/N\ (3.2.54)
.?=!

et puisque M N —>• 0, on obtient alors

^ = N^ fc2o/M)(c^œ,412)a)-c^œ)=o,(Ml/2).

Ainsi la deuxième condition est réalisée, ce qui complète la preuve de le lemme

3.2.2. D

u
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Chapitre 4

PUISSANCE ASYMPTOTIQUE

4.1. INTRODUCTION

A chaque fois que deux tests sont disponibles pour une même hypothèse, il
est naturel de comparer leurs fonctions de puissance, et cette comparaison de-

vient intéressante quand les deux tests donnent des résultats distincts. Pour des
tests d'hypothèses en séries chronologiques, on ne peut en général utiliser ce genre

de comparaisons puisque souvent, seulement la théorie asymptotique sous l'hy-
pothèse nulle est disponible. Ce type de problèmes n'est pas récent, et plusieurs
auteurs ont utilisé différentes méthodes pour obtenir une meilleure comparaison

du comportement asymptotique de la statistique du test sous les hypothèses al-
ternatives.

u

Puisque le test d'indépendance, entre deux processus linéaires multivariés

que l'on a proposé au chapitre 3 est basé sur une statistique pondérée par un

noyau, la mesure de l'efficacité relative d'un test par rapport à un autre paraît

nécessaire pour comparer ces tests pour différents noyaux. Dans ce chapitre, nous

utiliserons deux méthodes de comparaison, une due à Pitman (1979) et l'autre
due à Bahadur (1960). Pour chacune des deux approches, on calculera l'efficacité
relative asymptotique d'un test par rapport à un autre. On introduira le concept
de la pente approximée de Bahadur. L'approche de Pitman sera utilisée dans
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l'étude de la puissance asymptotique locale, et celle de Bahadur, dans le cas de la

puissance asymptotique globale. On présentera la distribution asymptotique de la

statistique du test sous une classe d'alternatives locales. Par la suite, on trouvera

le noyau qui maximise la fonction de puissance asymptotique. Finalement, dans

le cas de la puissance asymptotique globale, on montrera la convergence de la sta-

tistique Q.N sous l'hypothèse de dépendance des deux processus et on calculera

la pente asymptotique de Bahadur.

4.2. PUISSANCE ASYMPTOTIQUE LOCALE

Pour des tests convergents, la puissance asymptotique converge vers l quand

N ^- oo sous l'hypothèse alternative 'Hi pour tout niveau 0<o; < l . Pour

avoir une puissance inférieure à l, on peut fixer la niveau et faire varier l'hypo-

thèse alternative tout en s'approchant de Tio quand 7V —>• oo. Ainsi, nous allons

nous intéresser à la puissance asymptotique locale de la statistique Q,^ sous une

classe déterminée d'hypothèses alternatives locales. Considérons la suite suivante

d'alternatives:

-H^ : S^\w~} = ^(7V)G(w) , W e [-7T,7T],

où S^~2\w) est la fonction de cohérence croisée définie par (1.1.10) et (1.1.11)
entre les deux processus \ a} ' ^ et ^ a\ }•, qu'on peut écrire sous la forme suivante

00

D

sw{w) = ^ Si-l/2rL12)a)S2-l/2e-^-.
J=-00

La fonction G est une fonction matricielle complexe définie sur [-TT, TTJ telle que
(pÇN)GÇw) est une fonction de cohérence pour chaque N et (p(N) —>• 0 lorsque
N -^ oo. Ainsi, l'hypothèse alternative locale TiyN converge vers 'HQ quand



0

80

u

N -^ oo. Aussi, notons que l'hypothèse HyN peut, s'écrire aussi sous une forme
vectorielle

UyN : sw(w} = yÇN)g{w) , W e [-7T,7T],

avec s(a (w) == vec(S^~2\w)} et g(w) = vec(G(w}). Puisque vec{ABC} =
(C'(g)A)vec(B), on a

00

^12)(^) = £(S^Si)-l/27^2)0-)e-^.
j=-co

Si on définit la norme quadratique suivante ||.|| = ^ J_ |.|2dw, où |.|2 représente
le module d'un nombre complexe, on a

00

^12)ir = E7Ll2)or(^®s,)-17il2)œ, (4.2.1)
j=-co

en utilisant la relation ^ f_ \e j\ dw = l. Aussi, basé sur la série résiduelle
{at : t = l, ..,N}, un estimateur de s^i ;(w) pondéré par un noyau appartenant
à la classe Â^i, est donné par

N-1 -1/2412)H = E ^o"/M)(ci22)(())^ciu)(°))-l/zc.l2)œe-!tuJ(4-2-2)

Dans tout ce qui suit, on ne va utiliser que la notation vectorielle. Dans ce

contexte, la dépendance de s{a ' (w) sur N est faite de façon implicite pour simpli-

fier la notation. De (4.2.2), il est facile de vérifier que ||s^ ||2, qui est la distance
carrée entre la fonction de cohérence estimée s^ (w) et la fonction de cohérence
sous l'hypothèse nulle T-io qui est s^a (w) = 0, s'écrit

Isr'ii2
N-1

= '^ fc207M)cil2'(,r(cf>(o)8C,n>(o))-IciI2'y).
j=l-N
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Ainsi, selon (3.2.2), la statistique Q,^ est donnée par

Q ^ N\\s^)\\2-m,m,SN(k)^
^/2mi_m^Dff(k)

Afin d'étudier la puissance locale, nous allons comme dans Hong (1996), voir aussi

Gallant et Jorgenson (1979) et Gallant et White (1988), considérer la distance

carrée entre s^ '{w) et s}i '(w) spécifiée par l'alternative 'HyNi ce qui nous amène
à la statistique

^ N\\sw-sw\\2-m,m,SN(k)
{2mim2D^(Â;)}l/2

où SpfÇk) et D^Çk} sont définies respectivement par (3.1.8) et (3.1.9).
Le théorème suivant nous donne la distribution asymptotique de Q^.

Théorème 4.2.1.

Supposons que les hypothèses 2.3.1 et 3.1.1 sont satisfaites, et que les deux pro-

cessus •{ a^'' }• ei <{ a^ }> satisfont la suite d'hypothèses T-iyff. Soient M —>• oo,

M N -^ 0 etph, h= 1,2, deux suites d'entiers positifs qui satisfont les condi-
tions suivantes:

Ph "r^)^Ei^ii-@.
i=PA+l

.MV4/

Si ip(N) = M^/N1'2, alors

^4^(/.(À;),i),
où

/.(Â;)=
llpll2

{2mim2P(Â;)}l/2'

u
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PREUVE DU THÉORÈME 4.2.1.

Sous 'HyAT) s^a (w) = (p(N)g(w), et par definition de la norme £2, on peut écrire

,(12) _ ^(12) 112
"à — '"'a = ll412)112+^(^V)||g||2

- 2^N)Re(^^{s^)\w),g(w)}dw^ (4.2.3)

où Re(z) désigne la partie réelle de z et z* est la valeur conjuguée du complexe
z et (,) désigne le produit scalaire. Considérons d'abord la dernière partie de
l'équation ci dessus. On a

N-1

412)(w) = E ^/M)(ci22)(o)^cill)(°))-l/2cil2)œe-lwJ

^31 M) [ (0^(0) ^ Ciu)(0))~l/2 - (S. ^ Si)-l/2} 412)0-)e-
j=l-N

N-l

E,
j=l-N

N-1

+ ^ Â;a/M)(S2®Si)-l/24l2)0-)e-i^.
J=1.-N

En considérant le bruit blanc décrit dans la preuve du lemme 3.2.1, bf = S-l//2a(,
et dont la matrice de covariance est l'identité, et si on note par

0

N-l

Dr)(w) = E ^o/^)412)o')e-ÎWJ > ^W = o,(^--l/2)(S2 ^ Si)l/2 +1
j=l-N



83

0

où I désigne la matrice identité, on peut écrire en utilisant la relation, e}. 'Çj) =

(S2®Si)-l/2412)œ,que

N-1 N-l

412)(^) = E A:07M)Op(^-l/2)4l2)0-)e-iwJ+ ^ k[3/M}^î\3}e-^

= ^ fc07M)0,(7V-l/2)(S2®Si)l/2412)0)e-^
j=\-N

+ ^ A;07M)412)0)e-^

= f3ÇN)D(^\w).

Considérons le dernier terme de l'égalité (4.2.3). Pour montrer que

^/_^2r^9{w)}dw = o,(Ml/4/A^l/2),

il suffit alors de vérifier que ^ f^{D(^r (w),g(w)}dw = Op(Ml/4/A^l/2). Ainsi,
en décomposant D^ ' (w) en deux termes,

N-1 N-1

£>112)'(w) = E ^ow(412)^)-CS>12)^))etu'J+ E ^iM}^2\]}yw^
j=l-N 3=1-N

et en notant par g j = ^ ^geijwd'w, on obtient que

u

l. FlD^ N-1

^ / _{DW\w},g{w]}dw = ^ k(3/M){c^\j)-cwU))Tg,
-îr 3=1-N

N-1

+ ^ k^/M}^\3}T9r
j=l-N
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Puisque E||ci,12)0')||| < ^ et ||g.||l < oo, on a alors
N-1

E| ^; fc(,7M)c^O-)Tg,|2 ^ ^ g ||ff,||iÀ20/M)
j=ï.-N ~ j=l-N

= 0(N-1).

Aussi, en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

l ^ fc07M)(c^o)-c^y))'r9,| ^ ||9[|2{ ^ fe207M)||412)(,)-c^o-))T||j}l/2.

Or, d'après l'équation (3.2.45) du chapitre 3, on a

E Â;207M)||c^O)-c^O-))r||j = o,(Ml/2/^V).
j=l-N

On obtient alors

N-1

et

^ ^07M)(412)0) - c^o-))T^| = o^M^/N^}
j=l-N

^^ (^12)*(w),g(w))dw = 0,(7V-l/2)+o,(Ml/4/A^V2)
= Op(Ml/4/Nl/2).

Finalement, quand (p(N) = M1/4/A^1/2, on obtient

(12)-<(12)112 =\sr - s, = ll412)ll + \\g\\2M^/N+o,{Mll2lN}.

Il s'en suit que

N\\sw-sw\\2-m,m2SN(k))V- =
'N — {2mim2^(A;)}l/2

N\\sw\\2-m,m,SN{k)
+ \9 12MV2

+
Op(Ml/2)

{2mim2^(A;)}l/2 ' {2mim2^(Â;)}v2 ' {2mim2^(Â;)}v2
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D'après le théorème 3.2.2 et la relation (3.2.4), on peut conclure que

d.Q^ 4 X(^(&),1),

où p,{k) = llslt2
[2mim2D(k)}1/2-

D

Le test Q^. permet de discriminer entre T-io et une classe d'hypothèses alter-

natives locales qui convergent vers 'Hy à la vitesse ip{N') = ^TTT. Plus M croît
lentement, plus le test est puissant. Ceci est en contraste avec le fait que l'ap-

proximation la loi normale asymptotique s'améliore lorsque l'ordre autorégressif

ph croît rapidement. Puisque la vitesse -^yy croît moins rapidement que la vi-
tesse paramétrique A^-l/2, notre test est moins efficace que celui d'El Himdi et

Roy (1997) sous l'hypothèse U^N- En effet, El Himdi et Roy (1997) supposent

un M. arbitraire mais fixe. C'est le prix à payer pour obtenir un test convergent

quand on considère une large classe d'alternatives.

0

D'après le théorème 3.2.1, la puissance asymptotique du test Qv^ au niveau

a 6 (0, l) est donnée par

lmp(^>^) = l-<p{^-^k)},
N-i-00

(4.2.4)

où <? est la fonction de distribution de la At (0, l), et Za est le quantile d'ordre a

de la loi normale A/"(0, l). Cette puissance est une fonction du noyau k.

Supposons que M =N" oùO <v <1. D'après Pitman (1979, chap. 7) et Ghosh

et Huang (1991, p. 1007), pour deux tests utilisant les deux noyaux k-i et k^,

l'efEcacité relative asymptotique de Pitman de fez par rapport à fci est donnée

par

ERA^^ - {^r- (4.2.5)
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Par exemple, d'après Hong (1996), l'efficacité relative du noyau de Bartlett ^5(2)

(l — \z\} î \\z\ <, 1} par rapport au noyau tronqué kr^z} = l {\z\ <^ 1} est

ERAp{kB,kT) = 51A2-I/) > 51/2 ^ 2.23

pour tout 0 < y < l,etlest la fonction indicatrice telle que définie au chapitre 3.

Ainsi, kg est plus efficace que kr, ce dernier noyau correspond au test d'El Himdi

et Roy (1997). D'autres noyaux sont aussi plus puissants que le noyau tronqué.

Nous considérons maintenant le noyau optimal qui maximise la puissance de

Q^ dans une classe de noyaux. Notons d'abord que le biais asymptotique de

l'estimateur par noyau dépend du comportement ou du lissage du noyau au point

zéro et aussi du lissage de la matrice de densité spectrale au même point. D'après

Parzen (1957), on définit

kr : = lim
z^.0

1--k{zy
z\r

pour r 6 [0,oo).

Plus le noyau est lisse au point zéro, plus la valeur de r pour laquelle kr est fini

est grande. Si r est un entier pair, on a

l drk(z)
"r ~~ ~7\~^^~ 2=07

et, kr < oo si et seulement si kÇz) est r fois difïérentiable au point zéro. L'exposant

caractéristique de la fonction k(z) est le plus grand entier r > 0 tel que kr est fini

et non nul. Par exemple, pour le noyau tronqué, kr = 0 pour tout r < oo, avec

le noyau de Bartlett, Â;i = l, A;r=0 pour r <let kr =00 pour r > l. Pour les

noyaux de Parzen, Tukey-Hamming et Bartlett-Priestley, ky = 6, 7T2/4, et 1.42,

respectivement, Â;r = 0 pour r <2, et Â;r ==oo pour r > 2 et ceci pour les trois

noyaux. Ces définitions s'appliquent aussi à la fonction de densité spectrale.
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Nous considérons maintenant la classe suivante de noyaux, avec r = 2

/î(ï) = ^eX;i, Â;2=JT2, i^(A) >0, A 6 R},
où K{\) est la transformée de Fourier du noyau k{z), appelée aussi fenêtre géné-

ratrice spectrale définie par
•00.00

K{\) = ^- l k{z)e-izxdz.

Cette famille de noyaux contient tous les noyaux qui appartiennent à /Ci qui gé-

nèrent, pour des échantillons finis, un estimateur semi défini positif. Entre autres,

les noyaux de Daniell, Parzen et Bartlett-Priestley appartiennent à K.ÇT], mais

cette dernière ne contient pas le noyau tronqué, le noyau de Bartlett ni le noyau

de Tukey-Hamming. La condition k^ = ^r2 joue un rôle de normalisation, puisque
le biais de l'estimateur par noyau dépend de ky. Ainsi, pour le même paramètre

de lissage, noté ici M, tous les noyaux appartenant à /<(?-) vont donner le même

biais asymptotique et donc la comparaison sera équitable. Le théorème qui suit,

dont la preuve se trouve dans Hong (1996), nous donne le noyau qui maximise la

puissance asymptotique dans la classe de noyaux /î(r).

Théorème 4.2.2.

Supposons que les conditions de théorème 4-2.1 sont réalisées. Alors le noyau de

Daniell

sin (3ÎT2;

^—^-, zç (-00,00)
[312TZ\

kcÇz)

(J

V /

maximise la puissance asymptotique de Q^- sur /î(r).

Dans un contexte d'estimation de densité spectrale, c'est le noyau de Bartlett-

Priestley qui maximise la puissance asymptotique selon différents critères d'erreur

quadratique moyenne.
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4.3. PUISSANCE ASYMPTOTIQUE GLOBALE

Tandis que l'analyse locale de la puissance nous fournit des informations

utiles sur l'efficacité des tests au voisinage de Tio, il reste qu'elle ne nous donne

pas un compte complet sur l'ensemble des propriétés asymptotiques de la puis-

sance. C'est ce qui nous a poussé à examiner la puissance asymptotique globale de

la statistique Q,N- Pour établir le théorème de convergence sous l'hypothèse alter-

native de dépendance ?^i, on va imposer une condition classique de dépendance

entre les deux processus linéaires multivariés <} a\ ' [ et <{ a^s [. Considérons ainsi

l'hypothèse suivante:

Hypothèse 4.3.1.

Les deux processus innovations ^ a\'~} } et •{ a)"' } sont stationnaires d'ordre quatre

et vérifient les conditions suivantes:

+00 +00 +00 +00

E ii^l2)œiii<00' E E E iK—(o'î'^^i<00'
j=-oo i=—ooj=—ool=—oo

où K,uvuv{0,i,J,l) est le cumulant d'ordre quatre de la distribution de
.W. n^.. nW . nW
('U,(;5 u'V,t+iï UU,t+J^U'V,t+l j •

u

Sous cette hypothèse, la suite ( T^
03

J=-oo
n'a pas besoin d'etre absolu-

ment sommable, comme dans le cas des processus à mémoire longue pour les-

quels la densité spectrale n'existe pas à la fréquence w = 0. La condition sur

les cumulants est standard dans la littérature des séries chronologiques multi-

variées, voir Hannan (1970, p. 211) et Andersen (1971, p. 465). Elle caracté-

rise la dépendance temporelle du couple (a\\a\'). Brillinger (1981, p. 26) fait

même une hypothèse plus forte en supposant que les cumulants de tous les ordres

existent et sont absolument sommables. A prime abord, quand (a^',a\'} a une
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loi jointe normale bivariée, la condition sur les cumulants devient triviale puisque

KuvuvÇO, l-iJi 0 = O^V^J) J" De même, selon Hannan (1970, p. 211), tous les proces-

sus linéaires stationnaires à l'ordre quatre, dont les coefficients sont absolument

sommables et dont les moments d'ordre quatre des innovations existent, satisfont

la condition des cumulants de l'hypothèse 4.3.1.

Théorème 4.3.1.

Supposons que les hypothèses 2.3.1 et 4-3.1 sont vérifiées. Soient M = M(^V) —>•

oo, M. N —>• 0 et ph avec h = 1,2, deux suites d'entiers positifs qui satisfont les
conditions suivantes:

/N-
^ = ° IM J

00

,2
î E \\^h)\\l=o(M-1).

J=Ph+i

Alors, nous avons,

(T)-p,
.(.12)||2
'X

{2mim2£>(Â;)}l/2' (4.3.1)

PREUVE DU THÉORÈME 4.3.1.

D'après (3.2.3), on peut écrire

(Ml/l\n.. - M"2\\s{^\\î-(My)m^s^k~)
(^-)QN = —— ^^^(fe)}l/2

11^<12)|]2 w:ls''(t),,,("..".)'/2. (4.3.2)
{2mim2M-l£>jv(&)}l/2 {2M-1£>^(A;)}1/2

En appliquant les résultats de convergence (3.2.4), le deuxième terme de l'égalité

ci dessus converge vers zéro. Par l'invariance de la fonction de cohérence sous les

transformations linéaires, voir Priestley (1981, p. 662), on a ||s^c12 || = \\s^ \\ où
||s^i ;|| est définie par (4.2.1). En utilisant la transformation utilisée au chapitre

3, bf = S-l/2a(, on a donc ||s^ || = ||s^, ||. Ainsi, montrer (4.3.1) revient à
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montrer que

s(12)
b

2
\s

(12)||2 P,
b

0.

qui découle des deux lemmes suivants. D

(12),Avant d'énoncer les deux lemmes, notons que s^^;(w) est défini de la même

façon que s^ ;(w) en remplaçant les séries résiduelles b^ , 64 par les séries

innovations ( b\ ', b\
N

-.w h^'
lot 'ut ^=1-

Lemme 4.3.1.

Sous les hypothèses du théorème 4-3.1, on a:

s
(12)
&

2
Is
ï02)||2^
b II ^0

Lemme 4.3.2.

Sous les hypothèses du théorème 4-3.1, on a:

s(12)
Is&

|2
\s

(12) 112^,
b ^>0

PREUVE DU LEMME 4.3.1.

Par définition de s^"/ et s^"' et en utilisant les mêmes développements qu'au

chapitre 3, on a

ii412)ii2-iis.l2)ii2 = E ^ow(ii412)œiii-ii412)œiij)

= ^ fe207M)||c^O)-c^ 0)111

+ 2 ^ ^20-/M)(c^O),c,12)œ-c^O-)).

Il suffit alors de montrer que le premier terme converge en probabilité vers 0,

car en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, le deuxième terme s'écrit comme
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(J

produit du premier terme et d'une quantité finie.

En utilisant les notations du chapitre 3, et l'équation (3.2.49), on peut écrire

N-1 3

^ k\3/M}\\^\3}-e^Wl ^ 4^T^,
j=ï-N 1=1

où TIN, I = 1,2,3, sont définies par (3.2.50), (3.2.51) et (3.2.52) repsectivement.

Commençons par montrer que Ti^y —>• 0 en probabilité. En appliquant l'inégalité

de Cauchy-Schwarz, on obtient

N-1 N

^ = EÂ;2^"/M)iiE6Sl)^ 2
2

j=Q t=j+l

N-1

< ^{^Efc2o'/M)H^Èii&il)iii}{^Eii^iii}-
j=0 - t=l ~ t=l

Or, par (3.2.48), on a ^ = b\! — b^ et il s'en suit que

^ E li".-^ = ^Eii'-i2),-^ 2
2

t=j+l t=j+ï.

N 00

^ ^E{ll^)-^^)x;2J,^)||j+|i ^ $i2)xi2Jj|j}
t=j+l

^
'N/

l=ps+ï.

00

Op(^)+0p(1) E 11^(
i=P2+l

!2)lli.

Ainsi, en invoquant les hypothèses sur le processus b, sur p^ et sur les paramètres

($^2)), on conclut que

,Mpi 00

T.N = 0^}+0,(M ^ ||$;2)||J)
i=P2+l

= 0p(1).
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Par symétrie, on montre que Typf = 0p(1). Pour Tsyv, on écrit

^ = E^20W||^^^€,12
2

j=0 t=j+l

< M{^ E k2U/M)}{^ ^ \Ml}{-^ ^ ||^_,[|j}.

Par symétrie, on montre que ^ E2=i 11^111 = Op(^) + 0p(1) ^^^ \\^w\\i et
ainsi, en utilisant les mêmes hypothèses que celles utilisées pour Tijv, on déduit

que Tsjv = 0p(1)- Finalement, on conclut que

^(12) |]2_ [l5(12) ]|2 ^
îb ' \\~ = °p[i)-

Ce qui termine la preuve du lemme 4.3.1. D

0

PREUVE DU LEMME 4.3.2.

Pour montrer ce lemme, on effectuera des développements similaires à ceux de la

preuve précédente. Par définition de ||s^, ||2 et [|s^ ||2, on écrit
N-1 00

s(12)||2
ISb Is(12)|]2 _

b = ^ ^207M)iicro-)iii-Eii^2)œii22
—00J=~i-N

= E ^207^)[iicS,12)œiij-i]7,12)œiij]

+ ^ (^2o7M)-i)ii7,12)œiii+ E ii7?2)œiii.

Le deuxième terme de la dernière égalité tend vers 0 quand M —^ oo d'après le

théorème de convergence dominé dont les conditions sont vérifiées par les hypo-

thèses 3.1.1 et 4.3.1. Le dernier terme converge aussi vers 0 quand A^ —)• oo car
Y^+oo
Z^j=-oo 1^x0)112 < °°• Donc il reste à montrer que le premier terme converge
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en probabilité vers 0. Puisque

E k\3/M}[\\c^mî-\\^2\3}\\ï\ = E ^07M)iic^a)-^l2)œiij
j=l-N J=l-N

+ 2 ^ ^07M)AO-).

où A(j) = (7^, (j), Ct, 0) — 7(, 0))- Comme dans la preuve du lemme 4.3.1, il
suffit alors de vérifier que E^-N^U/M)^^ - ^2\j)\\2,
= T^S^=^k\3lM}{^\3} - ^\j)Y = o,(l) où ^2)0-) et 7^2)(j)
désignent l'élément (u, v) des matrices C[ ' (j) et 1'^ ' (j) respectivement.
Etant données les hypothèses 2.3.1, 4.3.1 et d'après Priestley (1981, p. 325-26),
on a

N-1

Var{c^(j)} == ^ ^ Çl-^){^(i+j^)(i-j)+^^o,j,i,i+j)}.
i=-N+l

Il s'en suit, d'après les hypothèses 3.1.1 et 4.3.1, que
N-1 N-î.

^ k2{j/M}Var{c^\j)} = ^ ^ fc20-/M)
J=-N+1 j=-N+l

N-1

x E ^-^2)(i+3HU\i-j)

l
+ T7

N'
i=-N+l

N-1 N-1

k\j!M)
i=-N+l

'N z-^
j=-N+l

E (1-^)-^
•uvuv{0,3,i,i+J)

<^'.
Ainsi, on conclut que E^i^ fc20/M)llci>12)0") - 7,12)a)lli = ^(1). Ce qui
prouve le lemme 3.2. D

Le théorème 4.3.1 implique que Qff tend vers l'infini à la vitesse N/]\41^2 sous des
alternatives fixes. Asymptotiquement, plus M croît lentement, plus Q,yi diverge

rapidement vers l'infini, et plus le test Q^ est puissant. Cette conclusion est la

même dans le cas d'alternatives locales.
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Pour comparer l'efficacité de deux tests sous des alternatives fixes, le critère de

Pitman (1979) est inapproprié car la puissance de Qff s'approche de l quand

N -^ oo pour tout niveau a ç (0, l).

Ce qui nous mène à utiliser le critère de la pente asymptotique de Bahadur,

qui est pertinent pour des tests basés sur des échantillons de grandes tailles et

sous des alternatives fixes. La pente asymptotique de Bahadur est définie comme

étant la vitesse de convergence du niveau de signification expérimental ou valeur-

p, asymptotique vers 0 quand Ar —>• oo. Et puisque Q,N est asymptotiquement

A/'(0, l) sous l'hypothèse nulle, la probabilité de rejet asymptotique est donnée

par l -^(QN)-

Si on définit maintenant

^(k) = -2ln{l-^(Q^}.

D'après Bahadur (1960, p. 283), In {l - $(0} = -^2 {l + o(l)} quand ^-^ oo,

et par (4.3.2), puisque le deuxième terme de cette équation tend vers zéro, on

obtient

(12)112(^)^-<.S^ (4.3.3)

en probabilité sous des alternatives fixes quand M —)• oo et M / N —f 0. La quantité

."^ nJl^i/2 est ^a Pente asymptotique de QN selon Bahadur (1960).
Si on suppose que M == Nv, l'efficacité relative asymptotique de Bahadur entre

deux noyaux sera ainsi donnée par

<J
ERA^= {^r- (4.3.4)
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Pour le calcul de ERAB(k^,k^), on fait un raisonnement similaire à celui pour

l'efficacité relative asymptotique de Pitman ERAp(kî,k^). En fait

ERAB^k,) = ^ ^lim _(1^
Ni-^oo,N2->oo \ 7Vi

(4.3.5)

où A'2 est la taille échantionnale nécessaire afin que le deuxième test basé sur

le noyau k-^ ait la même puissance asymptotique que le premier test basé sur le

noyau A;i avec une taille échantionnale N^. D'après (4.3.3) et puisque M = Nv,

on déduit alors facilement (4.3.4).

Une grande pente asymptotique implique une vitesse rapide de convergence vers

0 de la valeur-p asymptotique quand 7V —)• ex). En plus, la vitesse de divergence

de ^Tv(^) vers l'infini est d'ordre N2 /M^ et Bahadur (1960) a souligné que cette
vitesse est plus rapide que celle des tests paramétriques incluant ceux basés sur

la normalité asymptotique et aussi les tests ^2, qui sont d'ordre N.

(J
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Chapitre 5

ÉTUDE PAR SIMULATION

Nous avons proposé dans les chapitres 2 et 3 deux types de procédures pour

tester l'indépendance de deux séries multivariées autorégressives d'ordre infini

VAR(oo). Pour les deux procédures, on suppose que les deux séries multivariées

sont générées par des processus VAR(oo) stationnaires et inversibles. Après une

procédure de filtrage par une autorégression finie qui permet d'estimer les para-

metres autorégressifs pour chaque série, les séries résiduelles résultantes sont uti-

Usées pour le calcul des statistiques de tests Q^2)(j), Q^M et QN pour difïérents
noyaux, tailles échantillonnales et différentes valeurs du paramètre de troncature

M. Afin d'alléger la notation, les statistiques Ç^ (j) et Q^ seront notées par
QàÇj) et Qà,M respectivement. Les distributions des statistiques Ça (j) et Qa,M

sont approximées par des distributions du khi-deux et celle de Q,N par une dis-

tribution A^(0,l). Dans ce chapitre, nous nous proposons d'étudier la précision

de l'approximation des distributions exactes des statistiques Q.N et Qâ,M par les

distributions asymptotiques correspondantes. Pour la statistique Qa,M les dis-

tributions exactes des statistiques des tests ^^ : py {.J) == °, \J\ ^ M, est

estimée pour les trois percentiles a = 0.01,0.05 et 0.10. Pour QN, l'hypothèse

'HQ : pjf (j) = 0, \j\ < N — l, est aussi estimée pour les trois percentiles. Pour

étudier l'influence de la taille échantillonnale et du paramètre de troncature M

u
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sur la distribution de ces statistiques, différentes tailles seront considérées ainsi

que différentes valeurs de M.

5.1. MÉTHODOLOGIE DE LA SIMULATION.

5.1.1. Choix des modèles de processus.

Pour étudier la performance des statistiques Qa,Mi QN et Q*^ introduites
dans les chapitres précédents, nous avons simulé des réalisations suivant les trois

modèles de processus stationnaires et inversibles AR(1), MA(1), ARj(l) décrits
dans le tableau 5.2. Les deux premiers modèles nous permettront de déterminer le

comportement des différentes statistiques de tests sous l'hypothèse nulle d'indé-

pendance des deux séries. Le modèle AR5(1) représente un modèle autorégressif

AR(l) qui décrit une alternative directe de dépendance entre les deux processus
multivariés stationnaires X(l) et X^2^ et qui permettra d'évaluer la puissance des
tests. La matrice de covariance croisée dépend d'un paramètre 5 qui prend les

valeurs S = 1.0,1.5 et 2, et qui représente la dépendance instantanée entre les

deux processus innovations. Les valeurs des paramètres des différents modèles

sont données dans le tableau 5.2.

0

5.1.2. Description de la simulation

On va se limiter à des séries bivariées {X^ ^} et {X^ ;} stationnaires et in-
versibles. On va générer pour chaque modèle des séries de longueurs N = 100 et

200. Nous avons utilisé le logiciel Splus, voir Venables et Ripley (2000) pour pro-

grammer une fonction qui génère des innovations gaussiennes vectorielles ai,.., a^r

de matrice de covariance Sa- Ainsi, une réalisation de longueur N du processus

conjoint {X.\i,'X.\' se déduit directement à partir de récurrences définissant le
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modèle de processus ]VIA(1). Pour les deux autres modèles AR(1), ARj(l), afin

d'avoir une même structure de corrélation pour les valeurs initiales de la série

{X(} que pour le reste des observations, Xi est générée suivant sa distribution

exacte qui est gaussienne centrée de covariance Fx(0) à l'aide de l'algorithme

d'Ansley (1980) qui est aussi programmé dans le langage S. Les autres observa-

tions sont obtenues en résolvant l'équation aux différences définissant ces trois

modèles. Afin de réduire le temps de calcul, quelques fonctions de récurrence ont

été programmées dans le langage Fortran??. Par la suite, pour chaque sous-série

bivariée {Xw}, h = 1,2, nous avons estimé par la méthode des moindres car-

res un modèle autorégressif. L'ordre p a été déterminé en minimisant le critère

AIC d'Akaike pour l <p ^ P,oùP est fixé. A partir des séries résiduelles

â^"'', h =1,2, nous avons calculé les matrices de corrélations croisées résiduelles,

Ril 0') définies à la section 1.1.

5.1.3. Procédure des tests

Pour les tests basés sur les statistiques Q.^ et Q*^ définies par

QN =

QN =

N E?=il-^v k2U/M)Q^j) - m.m^W

^^r-l

^îmim^DffÇk)

N E^-N k2U/M)Q.U} - m,m,MS{k)
^/'2Mm^m^D(k~)

on calcule pour chaque noyau les quantités S^Çk), D^Çk), S(k) et -D(fc) définies

par (3.1.8), (3.1.9), (3.2.5), à l'aide d'une fonction programmée dans le langage

S. Les différents noyaux qu'on va utiliser pour pondérer les statistiques du test et

qui appartiennent à la classe Â^i sont le noyau Uniforme Tronqué (TR), le noyau

de Bartlett (BAR), le noyau de Daniell (DAN), le noyau de Parzen (PAR), le

noyau de Bartlett-Priestley (BP) et le noyau de Tukey-Hamming (TH) qui sont
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FIG. 5.1. Comparaison des différents noyaux utilisés

définis par (3.1.2) à (3.1.7). Les noyaux TR, PAR et TH ont un support compact

puisque k(z) = 0 pour |-s| > l. Pour ces fonctions, M est le nombre qui représente

le délai de troncature, puisque les délais d'ordre j > M. ont un poids nul. Par

contre, les noyaux de Daniell et de Bartlett-Priestley ont un support non borné.

Pour ces noyaux, toutes les (N —l) autocorrélations échantionnales sont utilisées,

et M peut être considéré comme un paramètre de lissage.

(J

La figure 5.1 représente le graphique des six noyaux utilisés pour comparer

les tests. Ces noyaux ont été normalisés afin que les variances asymptotiques

des statistiques de tests soient identiques. Seuls les biais asymptotiques différent.
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Cette renormalisation paraît nécessaire afin que la comparaison soit adéquate

pour chaque noyau et pour chaque valeur du paramètre M(A^), voir Andrews

(1991). Et puisque la variance asymptotique dépend de D{k), alors les noyaux

renormalisés kÇx~) vérifient f_ k(x') dx = l. Par la suite, les noyaux utilisés dans
les statistiques de tests sont renormalisés par k(x) = k(cx} avec e = f k{x~)'idx,
où k représente un des noyaux cités ci dessus. Ainsi, c(TR) = 2, c(BAR) = 2/5,

c(PAR) = 0.382615, c{DAN) = 2/3, c(TH) = 35/64, c(BP) = 0.867532. Pour

le paramètre de lissage M. trois choix vont être utilisés, M = [ln{N)\, [ï -ï} et

[3Ar0'3], où [re] représente la partie entière de x. Ces choix sont basés sur l'opti-

misation du choix du paramètre de lissage, voir Andrews (1991), Robinson (1991).

Pour chaque modèle, la simulation sera faite selon les étapes suivantes:

(l) On génère indépendamment N vecteurs ai de dimension 4 d'une loi N(0, S)

en utilisant la fonction rnorm de Splus.

(2) Pour chacun des modèles AR(1) et MA(1) dont les valeurs des paramètres

sont données dans le tableau 5.2, les valeurs de Xi,..,Xjy sont obtenues en ré-

solvant les équations aux différences (1.2.1) et (1.2.3). 5000 et 2000 réalisations

indépendantes ont été générées pour les longueurs de série N = 100 et 200 res-

pectivement.

(3) Les deux séries {X.^ }^, h= 1,2, sont modélisées de façon indépendante en
estimant des modèles autorégressifs par la méthode des moindres carrés condition-

nels. L'ordre autorégressif a été déterminé en minimisant le critère AIC d'Akaike

pour p < P oùPest fixé à 12. Les séries résiduelles {â\ '}, h = 1,2, sont utilisées

dans le calcul des corrélations croisées définies par (1.1.14).

(4) Les valeurs des statistiques Q*a^ seront calculées pour chaque M = l,.., 12.
Pour chaque test, la valeur de la statistique sera comparée à la valeur critique

0
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n
N = 5000 NR5 NR1

a= l

cr = 5

a =10

[0.7,1.3]
[4.4,5.6]

[9.2,10.8]

[0.6,1.4]

[4.2,5.8]

[8.9,11.1]

N = 2000 NR5 NR1

Qi=l

ce = 5

a =10

[0.6,1.4]
[4.0,6.0]

[8.7,11.3]

[0.4,1.6]

[3.7,6.3]

[8.3,11.7]

TAB. 5.1. Zones de non signification à 5% et 1% du pourcentage de rejets basé sur

5000 et SOOO réalisations respectivement pour chacun des trois niveaux nominaux.

u

obtenue à partir de la distribution de khi-deux correspondante. Les statistiques

QN et Q*ff sont calculées pour chaque noyau mentionné ci-dessus et sont compa-

rées à la valeur critique de la distribution normale A/'(0, l) pour les deux premiers

modèles. Pour le troisième modèle AR{l)s, nous allons évaluer la puissance pour

différentes valeurs de S.

(5) Finalement, pour chaque niveau de signification nominal, et = 0.01, 0.05 et

0.10, pour les deux premiers modèles et pour la longueur de série N = 100,

nous obtenons à partir des 5000 réalisations les niveaux empiriques (fréquences

de rejets de l'hypothèse nulle d'indépendance). Les erreurs types des niveaux em-

piriques basés sur 5000 réalisations sont 0.14% pour 1%, 0.31% pour 5% et 0.42%

pour 10%. Pour la longueur N == 200, nous avons généré 2000 réalisations de

chaque modèle. Cette restriction à 2000 est due à la lenteur du programme en

Splus. Les erreurs types sont 0.22% pour 1%, 0.49% pour 5% et 0.67% pour 10%.

Ces valeurs permettent d'identifier, pour chaque test, les niveaux empiriques qui

different significativement des niveaux nominaux correspondants.

(6) Finalement, afin d'étudier la puissance, nous avons généré pour les deux lon-

gueurs N = 100 et 200, 2000 réalisations du modèle AR{l)s, avec S = 1.0, 1.5 et

2, dont les valeurs des paramètres sont données dans le tableau 5.2.
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5.2. ANALYSE DES RÉSULTATS DE SIMULATION.

5.2.1. Discussion de l'étude de niveau

Les résultats de l'étude de niveau sont rapportés dans les tableaux 5.3 à 5.6.

Ces résultats sont analysés selon les zones de non signification à 5% et à 1% du

pourcentage de rejets pour chacun de trois niveaux nominaux, qui ont été notées

respectivement NR5 et NR1 dans le tableau 5.1.3.

Pour le premier modèle, on note que pour des séries de taille N = 100, nous

obtenons de bons résultats pour la deux tests basés sur les statistiques Q.N et

Q]y, et aussi pour tous les noyaux, sauf le noyau tronqué. Ainsi, on remarque que

les niveaux observés sont pour la plupart à l'intérieur des zones de non-rejet NR5

pour les niveaux 5% et 10% et se situent, pour les mêmes niveaux, très près des

zones de non rejet NR1. Ces niveaux deviennent de plus en plus précis quand

M croît. On note aussi une sous estimation du niveau de la part du noyau PAR

et surtout pour une petite valeur de M. Aussi, un sur rejet est observé avec les

noyaux DAN et BP pour le niveau 10%. Pour le noyau BAR, les niveaux sont

généralement bien approximés. Pour la statistique Q*^M^ on note clue ^e niveau
est assez bien contrôlé et les résultats sont presque similaires à ceux du noyau

TR. Pour N = 200, et comme on s'y attendait, l'effet de la taille est remarquable.

Pour tous les noyaux, il y a eu une amélioration très nette de l'approximation

du niveau. Le niveau 10% est surtout très bien contrôlé. Ces approximations

deviennent meilleures quand M. prend des valeurs plus grandes. On remarque

aussi que la statistique Q*a^i s'améliore quand M croît.
Finalement, on peut dire qu'avec les deux modèles considérés, le niveau est en

général bien contrôlé, spécialement à 5% et cela même avec des séries de longueur

N = 100. L'approximation du niveau s'améliore un peu quand la longueur des

u
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séries croît. Aussi, il en est de même lorsque le paramètre de lissage M croît.

L'utilisation d'un facteur de correction similaire à celui proposé par Li et

McLeod (1981) dans le cas multivarié (voir aussi Kheoh et McLeod (1992) pour
le cas univarié) conduirait possiblement à un meilleur contrôle du niveau mais ce
point n'est pas discuté ici. Aussi, on peut conclure qu'il n'y a pratiquement pas

de différence d'un point de vue pratique entre les deux statistiques Q,rf et Q*^,.

u

5.2.2. Discussion de l'étude de puissance

Pour les modèles AR(l)s, la matrice de covariance croisée n'est pas nulle et
est fonction d'un paramètre S qui fait varier la dépendance entre les deux séries.

Pour le modèle AR(l)s, les résultats sont donnés dans les tableaux 5.7 à 5.12
respectivement pour S == 1.0, 1.5 et 2. Pour S =let N = 100, on observe un gain

de puissance des tests basés sur les noyaux considérés, autre que le noyau tronqué

TR, par rapport au test Q^M- ^u nlveaux 5%, Le noyau BP performe bien pour
toutes les valeurs de M considérées. Pour le même niveau, le noyau DAN, per-
forme aussi bien pour les petites valeurs de M que pour les grandes. Pour 10%, le
comportement des noyaux est similaire, et on remarque une légère performance

du noyau PAR par rapport aux autres. Pour la même valeur deS et N = 200, on
observe une certaine amélioration de la puissance pour toutes les valeurs de M

et pour tous les niveaux. On remarque aussi une meilleure performance du noyau
DAN pour toutes les valeurs de M. Les résultats pour les autres noyaux autre

que TR sont plutôt similaires. Aussi, quand la valeur de 5 augmente, la dépen-

dance est plus forte et ainsi le test a plus de facilité à la détecter. On remarque
pour les deux tailles échantionnales considérées que lorsque M prend une grande

valeur, la puissance diminue et ceci est normal, puisque les processus considérés
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sont à mémoire courte et quand M croît, on prend plus de délais. Avec le noyau

tronqué uniforme T-R, les résultats sont presque identiques à ceux du test Q\^.

Finalement, on peut conclure sur la puissance qu'il n'y a pas de différence impor-

tante entre les noyaux excepté le noyau TR qui donne des puissances rapprochées

à celles de la statistique Q^ • De même que l'approximation du niveau, quand la
longueur des séries passe de 100 à 200, la puissance augmente considérablement.

Par contre, quand M augmente, la puissance décroît.

0
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TAB. 5.2. Modèles et paramètres des processus utilisés dans l'étude par simulation

AR(1)
xï(l)

•t
(2)

$(i) o

o $<2)

-(l)
••t-1

X;(2)
!t-l

+
^t
(l)

a<
(2)

S^l) 0
0 S^

MA(1)
xî(l)

•t
(2)

ç(i) o

o $(2)
a^\
^ +

aw
^

S^l) 0
0 E^2)
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MODÈLES EQUATIONS Sa

AR(î)s
xï(l)

Lt
(2)

$(i) o

o $(2)

x

x

(1)^
t-1

(2).
t-1

4-
a<
(l)

at
(2)

y.(l) v.(12)
^a ^a,S

.(12)
Ja,S

.(2)
'a

PARAMÈTRES

$(1)
1.2 -0.5

0.6 0.3
$(2) =

-0.6 0.3

0.3 0.6
^(1) = -0.2 0.3

-0.6 1.1

^(2)
0.8 0.3

0.1 0.6
•'(1) -
'a —

1.0 0.5

0.5 1.0
.(2)
'a

1.0 0.75

0.75 1.0

.(12)
-a,S

0.15 0

0 0.055



106

0
TAB. 5.3. Pourcentages de rejet de l'hypothèse nulle d'indépendance sous le modèle

AR(1) avec QN et Q"^ basés sur 5000 réalisations pour N = 100 et 2000 réalisations

pour N =. 200 en utilisdnt les noyaux DAN, PAR, BPetTR.

QN Q*.N
DAN PAR BP TR DAN PAR BP TR

N=100

M=5

1%

5%

10%

0.8 0.5 0.7 0.6

6.1 3.4 4.8 4.6

9.4 7.8 10.2 8.4

0.9 0.6 0.8 0.7

4.8 4.2 5.1 4.7

9.7 8.2 10.3 9.3

M=8

1%

5%

10%

0.9 0.6 1.3 0.6

5.4 3.9 5.2 3.6

10.5 8.9 10.7 7.1

1.5 0.8 1.2 0.9

5.2 4.2 4.8 4.1

9.4 9.3 10.2 8.9

M =12

1%

5%

10%

0.7 0.6 0.9 0.5

5.1 4.6 4.8 4.1

10.6 8.6 11.1 7.5

0.8

4.2

10.3

0.7

4.3

9.2

1.1 0.6

4.7 4.4

10.4 7.9

N =200

M=5

1%

5%

10%

0.8 0.6 0.8 0.7

5.9 4.8 5.7 4.2

9.1 8.3 9.4 7.9

0.8

6.1

8.5

0.8

4.5

8.4

M=9

1%

5%

10%

0.8 0.6 0.8 0.7

6.3 4.2 5.7 4.2

9.7 8.9 10.2 7.3

M 15

1%

5%

10%

1.2

6.4

10.2

0.7

4.1

8.9

0.8 0.7

5.8 3.9

10.4 6.9

1.1 0.8

5.2 4.8

9.6 8.6

0.8 0.7 1.2 0.8

5.8 4.4 5.6 4.7

8.9 9.0 9.7 8.9

0.9 0.8 0.8 0.7

5.1 4.3 5.2 4.3

9.7 9.1 10.6 8.5

u
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TAB. 5.4. Pourcentages de rejet de l'hypothèse nulle d'indépendance sous le modèle

AR(1) avec QN,QN et Q^M basés sur 5000 réalisations pour N = 100 et 2000

realisations pour N = 200 en utilisant les noyaux TH et BAR.

QN Q.*

!N

TH BAR TH BAR

Q'â,M

N = 100

M=5

1%

5%

10%

0.7 0.7

5.8 5.5

10.2 9.7

0.6

5.1

9.9

M=8

1%

5%

10%

0.8

5.4

9.4

0.7

5.7

9.2

1.1

4.9

9.6

M =12

1%

5%

10%

0.8

5.2

9.2

0.8

4.8

8.7

1.1

4.7

9.5

0.8

4.8

8.5

0.7

4.8

9.8

0.9

4.7

9.2

0.7

4.4

9.1

0.7

4.7

8.9

0.7

4.2

8.2

N=200

M=5

M=9

M =15

1%
5%

10%

0.6

5.4

9.4

0.7

5.6

9.6

0.7

4.6

9.6

1%

5%

10%

0.8 0.7

5.8 5.7

10.9 9.7

0.9

5.6

10.0

0.9

4.8

9.6

0.7

5.7

9.6

1%

5%

10%

1.0 0.8

4.8 4.5

10.6 9.7

0.7

5.4

10.2

0.6

4.6

9.8

0.8

4.1

8.7

0.7

4.4

9.0

0.8

4.6

8.9

u
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TAB. 5.5. Pourcentages de rejet de l'hypothèse nulle d'indépendance sous le modèle

MA(1) avec Q.N et Qîy basés sur 5000 réalisations pour N = 100 et 2000 réalisations

pour N = 200 en utilisant les noyaux DAN, PAR, BPetTR.

QN Q\N
DAN PAR BP TR DAN PAR BP TR

N = 100

M=5

1%

5%

10%

0.8 0.6 0.9 0.6

5.9 4.2 5.2 4.6

10.3 7.8 10.2 8.2

0.9 0.7 1.1 0.7

4.8 4.3 5.1 4.7

9.6 9.5 9.8 8.7

M==8

1%

5%

10%

0.8 0.5 1.3 0.6

5.4 4.2 5.6 3.6

10.3 8.2 10.1 7.1

1.1 0.6 1.1 0.7

5.2 4.3 4.8 4.1

9.4 8.6 9.2 7.9

M = 12

1%

5%
10%

0.8 0.6 0.9 0.7

5.4 4.7 5.8 4.6

9.3 8.6 9.2 7.5

0.8 0.7 1.1 0.8

5.2 4.9 5.2 4.8

9.5 8.4 9.4 7.9

N=200

M =5

M=9

M =15

1%

5%

10%

0.7 0.6 0.8 0.7

5.9 4.5 5.7 4.2

9.2 8.3 9.0 7.9

0.8

6.1

9.5

0.7

4.4

8.4

1%

5%
10%

0.8 0.9 0.8 0.7

6.3 4.1 5.7 4.2

9.7 8.9 10.5 7.3

1%

5%

10%

1.1 0.8 0.9 0.7

6.4 4.4 5.8 4.5

10.2 9.1 9.2 6.9

1.1 0.8

5.2 4.8

9.6 8.6

0.8 0.9 1.0 0.8

5.8 4.5 5.6 4.7

9.2 9.1 9.7 8.9

0.8 0.8 1.1 0.9

5.1 4.5 5.4 4.6

9.7 9.5 10.1 9.5

0
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TAB. 5.6. Pourcentages de rejet de l'hypothèse nulle d'indépendance sous le modèle

MA(1) avec Q.N ,QN et Ça,M basés sur 5000 réalisations pour N = 100 et SOOO
realisations pour N = 200 en utilisant les noyaux TH et BAR.

QN Qî.N
TH BAR TH BAR

Q.â,M

A^=100

M=5

1%

5%
10%

0.8 0.7

6.1 5.4

10.3 9.8

1.1 0.6

5.2 4.6

10.2 8.2

M=8

1%
5%
10%

0.9 1.1

5.4 5.9

10.5 10.6

1.0

5.2

10.1

0.8

5.2

7.1

M =12

1%
5%
10%

0.8

5.1

9.3

0.9

4.9

8.6

0.8

4.8

9.1

0.6

4.6

8.9

0.8

4.8

8.7

1.1

5.2

9.4

0.8

4.3

7.9

TV =200

M=5

M=9

M =15

1%

5%

10%

0.7

5.9

9.4

0.8

5.7

9.6

0.9

5.6

9.2

0.7

5.2

8.9

1%

5%

10%

1%
5%
10%

0.9

6.3

9.7

1.1

5.7

10.2

0.8

6.1

9.5

0.9

6.0

9.8

0.8

5.8

10.2

0.7

5.6

9.3

0.7

5.2

9.3

0.8

5.7

8.9

0.7

6.1

8.5

0.8

5.8

8.9

0.8

5.1

8.7

u
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TAB. 5.7. Pourcentages de rejet de l'hypothèse nulle d'indépendance sous le modèle

AR(l)s, 5=1 avec QN et Q^y basés sur 2000 réalisations en utilisant les noyaux

DAN, PAR, BP etTR.

QN QN̂

DAN PAR BP TR DAN PAR BP TR

M=5

A^=100 M=8

M =12

M=5

TV =200 M ==9

M =15

1%

5%

10%

1%

5%

10%

1%

5%

10%

1%

5%

10%

1%

5%

10%

1%

5%

10%

27.2

32.6

42.4

22.4

30.2

34.2

18.0

25.2

32.2

46.2

52.4

64.2

34.0

38.2

41.2

27.4

32.4

34.2

26.4

34.6

44.6

20.8

27.6

36.0

16.4

24.4

32.6

44.8

54.4

60.2

32.6

36.6

42.0

26.0

32.0

32.8

24.6

33.0

44.2

23.0

28.4

32.8

16.8

26.2

30.8

42.4

56.0

61.8

30.8

36.2

38.0

28.2

34.6

30.2

16.2

22.0

26.2

12.4

14.1

16.0

7.6

11.8

16.0

26.2

28.6

34.2

22.6

26.2

28.2

17.2

20.2

24.2

28.2

32.8

43.6

22.6

28.8

32.6

20.2

24.2

34.2

44.6

58.2

62.6

32.6

36.2

40.0

27.2

32.0

36.2

26.0

32.4

40.6

24.2

31.0

34.8

18.8

26.2

30.2

46.4

54.2

64.4

34.8

36.4

38.6

24.6

34.6

36.4

25.6

34.2

42.8

23.8

28.6

32.0

18.4

26.4

32.8

44.2

56.2

66.2

36.0

34.6

40.2

26.2

34.2

34.4

16.8

20.6

24.8

11.8

13.8

15.4

8.4

12.4

16.8

27.0

30.8

36.8

24.0

28.2

30.4

18.0

22.6

26.0

u
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TAB. 5.8. Pourcentages de rejet de l'hypothèse nulle d'indépendance sous le modèle

AR(î)s, 5=1 avec QN , QN et Qa,M basés sur SOOO réalisations en utilisant les

noyaux TH et BAR.

QN

TH BAR

Q*.•N
TH BAR

Qà,M

A^=100

M=5

1%

5%

10%

26.8 27.4

32.4 36.2

44.3 42.1

24.5

34.2

42.2

26.6

34.6

40.2

M=8

1%

5%

10%

20.8 18.6

28.4 26.9

33.4 34.6

19.2

27.2

36.1

20.4

24.6

36.4

M =12

1%

5%

10%

18.2 15.9

25.1 23.7

31.3 30.6

16.8

24.8

28.1

17.4

25.1

30.5

18.8

22.8

24.7

11.4

13.2

15.4

8.2

12.6

15.8

N=200

M=5

M=9

M =15

1%

5%

10%

44.6 46.2

52.8 54.6

62.2 60.3

44.8

52.7

58.2

48.4

56.2

57.6

1%

5%

10%

32.4 30.8

36.2 35.1

40.7 38.8

30.6

38.2

40.0

31.2

36.2

36.6

1%

5%

10%

26.2 28.3

32.2 30.2

32.6 34.2

24.6

28.8

32.2

25.6

30.8

36.2

28.6

31.2

32.2

22.4

25.8

28.4

18.2

22.2

25.2

(J
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TAB. 5.9. Pourcentages de rejet de l'hypothèse nulle d'indépendance sous le modèle

AR(l)s, S == 1.5 avec QN et Qp, basés sur 2000 réalisations en utilisant les noyaux

DAN, PAR, BP etTR.

QN Q*

N

DAN PAR BP TR DAN PAR BP TR

M=5

N=100 M =8

M = 12

M=5

N=200 M =9

M =15

1%

5%

10%

1%

5%

10%

1%

5%

10%

1%

5%

10%

1%

5%

10%

1%

5%
10%

32.8

42.7

50.7

32.9

28.4

28.3

27.4

29.1

33.4

54.4

57.9

61.2

45.8

52.3

57.8

41.0

44.4

56.8

27.4

40.3

47.9

31.7

30.9

24.6

26.9

28.7

32.5

54.6

55.7

58.2

44.9

50.2

52.9

38.4

43.5

54.8

29.1

39.8

48.1

33.4

31.2

25.1

27.8

28.8

29.6

52.6

59.7

64.2

47.6

52.7

55.0

43.7

45.7

57.2

22.4

25.8

30.2

30.5

22.6

19.1

16.4

19.4

21.5

32.2

31.2

38.9

28.7

33.2

35.3

22.4

21.7

30.9

32.8

40.1

47.4

22.7

32.2

27.9

29.8

30.2

32.9

52.8

60.1

58.5

44.4

54.9

58.9

42.8

45.1

58.6

27.7

38.9

48.5

31.9

30.0

24.6

26.8

32.3

30.6

50.6

58.9

60.4

42.9

53.4

53.4

45.4

46.4

56.6

30.1

41.7

50.3

32.0

32.8

25.5

27.9

29.0

29.5

52.0

59.8

60.6

46.9

51.6

56.8

45.1

45.1

59.0

21.2

28.7

31.7

17.8

20.1

19.9

18.6

17.8

21.6

33.4

36.8

40.6

29.8

32.5

33.4

25.9

24.3

29.5

0
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TAB. 5.10. Pourcentages de rejet de l'hypothèse nulle d'indépendance sous le modèle

AR(l)s, S = 1.5 avec Q.N, Q^ ef Qâ,M ^asés sur S000 réalisations en utilisant les
noyaux TH et BAR.

113

QN

TH BAR

Q*

N

TH BAR

Qaà,M

N =100

M=5

1%
5%
10%

32.4 30.7

42.4 40.6

46.3 47.9

33.4

43.1

45.1

31.8

42.6

46.9

M=8

1%
5%

10%

25.4 23.6

30.4 31.9

36.5 35.4

24.0

32.4

37.9

24.6

32.6

34.7

M =12

1%
5%

10%

25.3 22.9

27.8 24.9

31.1 28.5

26.8

27.8

29.9

23.5

25.1

27.8

23.9

24.8

29.6

18.4

20.5

23.4

15.8

17.5

22.9

N =200

M=5

M =9

M =15

1%
5%
10%

50.5 48.9

55.9 53.7

61.8 60.2

48.8

56.6

63.0

49.7

54.2

61.6

1%
5%
10%

47.2 48.9

52.3 50.1

57.7 55.9

48.8

53.7

57.9

50.7

51.4

53.5

1%
5%

10%

40.0 39.4

45.6 47.0

56.3 54.7

42.7

46.7

57.5

41.7

49.6

54.8

34.8

38.1

40.9

28.7

30.8

32.9

21.8

24.5

28.6

(J
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TAB. 5.11. Pourcentages de rejet de l'hypothèse nulle d indépendance sous le modèle

AR(l}s, S = 2 avec Q.N et Q ff basés sur 8000 réalisations en utilisant les noyaux

DAN, PAR, BPetTR.

QN Q'*N

DAN PAR BP TR DAN PAR BP TR

N= 100

M=5

1%

5%

10%

53.8

58.3

65.1

51.4

60.2

62.4

56.3

59.4

68.1

32.4

33.8

37.2

54.2

59.1

64.8

52.7

61.9

66.2

53.1

58.7

67.3

31.2

34.2

36.7

M =8

M =12

M =5

N^200 M=9

M =15

1%

5%

10%

1%

5%

10%

1%

5%

10%

1%

5%

10%

1%

5%

10%

49.4

54.4

60.3

45.4

52.1

53.4

72.4

82.4

92.2

64.2

70.2

76.8

52.0

61.4

60.8

51.2

52.6

57.8

44.2

49.7

52.6

74.5

80.4

89.6

62.8

68.4

78.9

52.4

57.5

51.8

50.8

56.2

62.1

46.8

50.8

54.2

74.6

80.6

90.8

60.6

72.8

74.8

54.7

62.7

58.2

26.5

29.2

32.1

24.4

27.4

27.5

48.2

54.2

58.4

42.4

45.4

48.2

30.2

30.7

30.9

51.2

56.2

62.3

46.2

51.2

54.9

76.8

84.2

92.5

66.4

71.2

77.8

54.8

62.1

62.6

48.6.9

54.0

60.6

44.7

48.3

52.6

72.6

82.6

90.4

62.9

72.4

75.4

53.4

56.4

54.6

49.0

55.0

63.5

45.3

52.0

53.5

74.0

84.8

90.6

63.8

74.6

78.8

55.1

61.1

60.6

25.7

30.1

31.9

23.4

26.4

26.8

50.8

52.8

60.6

40.2

42.5

47.4

29.9

31.3

29.5

0
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TAB. 5.12. Pourcentages de rejet de l'hypothèse nulle d'indépendance sous le modèle

AR(l)s, 6=2 avec Q.N, Qff et Qa.,M basés sur 2000 réalisations en utilisant les
noyaux TH et BAR.

Q•N QN̂

TH BAR TH BAR

Qaâ,M

A^=100

M =5

1%

5%
10%

54.2 52.8

57.6 58.4

66.5 65.2

55.1

55.2

69.1

51.8

52.5

61.4

M=8

1%

5%
10%

46.2 42.7

44.4 47.6

47.2 46.3

49.4

48.4

51.9

41.5

44.2

47.3

M =12

1%
5%
10%

25.3 22.9

27.8 24.9

31.1 28.5

26.8

27.8

29.9

23.5

25.1

27.8

-27.8

28.4

29.3

19.4

20.2

22.6

19.8

20.5

22.9

N=200

M =5

M=9

M =15

1%

5%

10%

77.5 79.4

81.9 84.4

88.4 89.2

81.8

80.6

90.2

78.7

83.5

86.7

1%
5%

10%

67.4 70.9

73.6 72.8

74.8 71.9

72.3

73.2

72.5

67.8

69.7

73.5

1%
5%
10%

57.0 55.9

59.6 60.1

62.3 63.8

56.4

59.7

65.5

54.8

58.6

62.8

54.8

57.1

58.9

45.7

47.9

48.6

39.8

42.5

44.6

0
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Chapitre 6

APPLICATION

En vue d'illustrer les résultats obtenus dans les chapitres précédents et pour

comparer nos résultats à ceux d'El Himdi et Roy (1997), nous considérons le
même jeu de données. Ainsi, nous considérons un ensemble de sept séries de
données trimestrielles d'indicateurs économiques canadiens et américains utilisés
initialement lors d'une étude de la politique monétaire canadienne, voir Racette

et Raynauld (1992). Les indicateurs économiques canadiens sont la production
intérieure brute en dollars constants de 1982 (PIB), l'indice implicite de prix de
la production intérieure brute (PIBD), le taux d'intérêt nominale à court terme
(TX.CA) et la base monétaire {Ml}. Les trois autres variables représentent le
produit national brut américain en dollars constants de 1982 (GNP), l'indice im-
plicite des prix du produit national brut américain (GNPD) et le taux d'intérêt
américain de court terme (TX.US). Dans cette étude, la période d'observation
s'étend du premier trimestre de 1970 au dernier trimestre de 1989, soit N = 80

observations pour chaque série.

0

Nous nous proposons dans cette étude d'appliquer différents tests étudiés

précédemment en vue d'explorer la liaison entre les indicateurs économiques ca-
nadiens et américains. Dans une analyse préliminaire de chacune des sept séries

économiques considérées, nous avons effectué différentes transformations et/ou
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différenciation qui visent à rendre ces séries stationnaires et à stabiliser leurs

variances. Les séries ainsi obtenues définissent deux séries chronologiques vecto-

rielles canadienne et américaine, de dimension 4 et 3 respectivement. Dans une

deuxième étape, nous procédons à la construction d'un modèle autorégressif vec-

toriel pour chacune de ces deux séries. Les séries résiduelles issues de l'estimation

de ces deux modèles permettent de calculer la statistique Q.N, pour différents

noyaux ainsi que les statistiques Q*^{j) et Q^M-

0
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FIG. 6.1. Séries d'indicateurs économiques canadiens et américains.

0
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6.1. ANALYSE ET MODÉLISATION DES SÉRIES

Les graphiques des sept séries sont contenues dans la figure 6.1. Un examen

rapide de ces graphiques montre d'une part que les deux séries de taux d'intérêt

se comportent de manière irrégulière mais assez similaire. Les cinq autres va-

riables ont par contre une allure plus lisse et proche de celle d'une promenade

aléatoire. Afin de stabiliser la variance et de rendre ces séries stationnaires, nous

effectuons des transformations et des différenciations. Nous utilisons les mêmes

transformations qu'El Himdi et Roy (1997). Les séries stationnaires canadiennes

et américaine sont représentées par {W^ ;} et {W^ J} respectivement, où

w^ =

w.

w

-(l)
It

•(l)
2t

w.(l)3t

w,(l)4t

avec

<l)=ïcèo(l-B)PJB<'
W^) = 10(1 - B)PIBDt,

WS) = TX.CA^
W^ =100{l-B)ln{Mlt),

et

w;2>=
w,(2)

It

w(2)
2t

w(2)
3t

avec <

t-1WS)=^(Ï-B}GNP^
WS) = 10(1 - B)GNPDf,

Wg) = TX.USt.

Les facteurs multiplicatifs ont été choisis pour que les variances des composantes

de chaque série multivariée soient de même ordre de grandeur.

L'identification des modèles pour les séries {W^} et {W;(2)} a été faite à
l'aide de la procédure STEPAR du progiciel SCA. Pour chaque série, nous avons

trouvé dans un premier temps un modèle AR(p). L'ordre p étant obtenu en mini-

misant le critère AIC d'Akaike et en utilisant le test khi-deux pour vérifier l'égalité
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à zéro du dernier coefficient autorégressif. Pour la série canadienne {W^ ^}, nous
avons d'abord trouvé j) = 11 et par la suite, nous avons retranché les coefficients

non significatifs au niveau 5% pour aboutir à un modèle comportant uniquement
les valeurs retardées a.t —l, t —2, t —11, ie\ que défini par l'équation (6.1.1)
suivante:

rW _ o(1) ^ ^(l)w(1) ^ <ft(l)^(1) ^ A(l)^(l)Ww = QolJ + ^\L)W^ + ^>W^ + ^^W^n + ^' , t € Z.(6.1.1)(l)

Avec la série {W^ ;}, nous avons trouvé p = 3 et toutes les valeurs retardées ont
été retenues; le modèle est décrit par l'équation (6.1.2) suivante:

wi2) = ©?) + ^;2)w;2\ + $?)WS2)2 + $i2)wi2)3 + a;2) , i e Z. (6.1.2)

Par la suite, nous avons estimé les paramètres, par la méthode du maximum

de vraisemblance, à l'aide de la procédure MESTIM. Nous n'avons retenu que

les paramètres estimés dont la valeur absolue est supérieure à une fois son écart-
type. Les autres valeurs sont fixés à zéro tout au long de la phase d'estimation.
Nous nous sommes assurés que les modèles obtenus sont stationnaires en calcu-

lant les racines des polynômes autorégressifs définissants ces deux modèles. Les

paramètres de la série canadienne et sa matrice de covariance résiduelles sont

données par :

u

é;l)=

0.256

1.275

-0.357

3.339

*a) =
0.000 -0.107 0.000 0.000

0.000 0.576 0.000 0.000

0.179 0.177 0.888 0.106

0.000 0.445 -1.718 -0.253

)
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0

(̂l)
2 Ï

.,(1)
$11 )

0.000 0.000 0.000 0.516

0.000 0.000 0.000 0.000

0.000 0.039 0.000 0.000

-1.129 0.000 0.778 0.000

-0.109 0.000 0.177 0.049

0.000 -0.189 0.000 0.000

0.000 0.000 0.000 0.000

0.000 0.000 0.000 0.000

0.746 -0.327 0.033 -0.007

-0.327 0.507 0.021 0.097

0.033 0.021 0.108 -0.006

-0.007 0.097 -0.006 0.447

Les graphiques des composantes de la série résiduelle canadienne sont pré-

sentées dans les figures 6.2. Chaque composante semble se comporter comme un

bruit blanc de moyenne zéro et de variance constante. Les corrélations résiduelles

sont fournies à la figure 6.3 et nous remarquons qu'il y a seulement sept corré-

lations légèrement à l'extérieur des limites de signification à 5%. Ceci concorde
parfaitement avec les résultats obtenus en utilisant l'analyse des résidus effectuée

dans la dernière phase de la modélisation par le progiciel SCA qui nous a permis

de conclure que les deux modèles multivariés estimés sont adéquats.

si"-

u
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FIG. 6.2. Composa.ntes de la série résiduelle correspondant à la série canadienne différenciée.
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FIG. 6.3. Autocorrélations et corrélations croisées résiduelles de la série canadienne différenciée.
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Pour la série américaine, les estimateurs sont donnés par :

1.618 l l 0.000 -0.000 0.000

0.486 l ^S2) = | 0.000 0.576 0.510
-0.141 l l 0.000 0.122 0.880

éw=
?

ê?'=

€=

0.219 0.000 -0.938

0.000 0.000 0.314

0.184 0.197 0.566

0.000 0.000 0.563

0.000 0.000 0.000

0.000 0.000 0.422

î

3

Ê.2)=
0.686 -0.078 0.058

-0.078 0.386 0.036

0.058 0.036 0.153

Les graphiques de la série résiduelle américaine et de ses corrélations sont don-

nées aux 6.4 et 6.5. À nouveau, les composantes de la série résiduelle semblent

se comporter comme des bruits blancs et il n'y a que 4 corrélations se situant à

l'extérieur des limites de significations à 5%.

u
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FIG. 6.4. Composantes de la série résiduelle correspondant à la série américaine différenciée.
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FIG. 6.5. Autocorrélations et corrélations croisées résiduelles de la série américaine différenciée.
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6.2. TESTS DE NON CORRÉLATION

Les valeurs de la statistique Q^ (j)* Pour Ijl = 0) l; ••; 12 calculées à partir
des séries résiduelles des deux modèles estimés sont représentées à la figure 6.6. La

ligne pointillée horizontale représente la valeur critique au niveau de signification

a = 0.05 pour tester l'hypothèse nulle ?^o de non corrélation entre les deux séries

{WJ1)} et {W((2)} contre l'alternative H^ : pw{j) ^ 0. Cette valeur critique,
indépendante du délai j, est égale à xÎ2,o.95 = 21.026 et d'après la figure 6.6 nous
constatons que pa. {j} est significativement difïérent de zéro pour les délais j=0
et 2, et l'hypothèse de non corrélation sera probablement rejetée avec un test

global. Nous pouvons aussi faire des tests simultanés sur plusieurs délais, par

exemple les délais j = —M, ..,M où M est un entier prédéterminé. L'hypothèse

alternative est alors

'H{M) : il existe au moins un j tel que \]\ < M et Pal2)(j) 724 °•

u

Comme les statistiques Q^ (j)* sont asymptotiquement indépendantes et iden-
tiquement distribuées sous l'hypothèse nulle, il faut utiliser le niveau marginal

Q;o = l — (l — Q;)2MîT afin d'avoir un niveau global égale à Cf. Dans la figure
6.6, nous présentons les valeurs critiques au niveau global cr = 0.05 pour M = l

et 3 qui sont respectivement 24.578 et 27.171. Comme Q^2\OY = 26.765, nous
rejetons /HQ à M = l, mais nous ne rejetons pas à M = 3.

Les résultats du test global basé sur la statistique portemanteau Q^j^ ainsi
que les niveaux de signification empiriques ÛM correspondants sont donnés au

tableau 6.2 pour M = l,..., 12. Au niveau de signification a = 0.05, l'hypothèse

de non corrélation est rejetée pour toutes les valeurs de M inférieures ou égales
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Pour le test global basé sur les statistiques Q.N et Q^, les valeurs des statis-

tiques ainsi que les niveaux de significations empiriques a^ sont donnés dans le

tableau 6.2 pour M = 4,7 et 11. Ces choix de valeurs du paramètre de lissage

M correspondent respectivement à [ln{N')}, [3N°'2] et [3Ar0-3], où [x] représente

la partie entière de x. Ainsi, pour M = 4, l'hypothèse de non corrélation est

rejetée quand on considère la statistique Q,N sauf pour les noyaux BAR. Pour la

même valeur de M, on rejette aussi l'hypothèse nulle pour les noyaux BAR et

TH quand on considère la statistique Q*^. Quand M = 7, on rejette l'hypothèse

de non corrélation pour tous les noyaux et pour les deux statistiques. Finalement,

pour M = 11, on rejette l'hypothèse nulle pour tous les noyaux avec la statistique

QN. Avec la statistique modifiée Q*^, il y a seulement le noyau TR avec lequel

on ne rejette pas l'hypothèse nulle. Pour cette valeur de M, la différence entre

les valeurs des statistiques Q.N et Q*^ est probablement due au fait que les séries

sont courtes (N = 68) et que M. S (k} et M'D(k) ne fournissent pas de bonnes

approximations de SN{k) et D N (k). Il semble donc préférable pour des séries de

cette longueur d'utiliser la statistique non modifiée.

0
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FIG. 6.6. Valeurs de la statistique Q^ (j) à différents délais pour les séries cana-

dienne et américaine différenciées. La ligne horizontale pointillée représente la valeur

critique marginale au niveau ce = 0.05. Les autres lignes représentent les valeurs

critiques des tests simultanés aux délais \j\ < M au niveau global a = 0.05 pour

M = l(-o-) et M =3(-+-).
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0
M Ql,M O'M M Qa,M OM

l

2

3

4

5

6

60.422

95.266

121.615

146.668

167.708

198.807

0.007

0.003

0.005

0.008

0.020

0.012

7

8

9

10

11

12

225.707

247.067

268.165

292.873

317.050

334.216

0.012

0.021

0.035

0.039

0.045

0.085

TAB. 6.1. Valeurs de la, statistique Qa.^ et niveaux empiriques en fonction de M

pour la série canadienne et américaine différenciées.

Noyaux TR BAR DAN TH BP

QN{M == 4) 2.922 1.241 2.191 1.750 2.672

a 0.002 0.107 0.014 0.040 0.004

Q^M = 4) 3.586 1.374 1.931 1.658 2.474

Cf 0.0001 0.085 0.027 0.05 0.007

Noyaux TR BAR TH DAN BP

Qiv(M=7) 2.640 2.343 2.916 2.779 2.964

Q; 0.004 0.010 0.002 0.003 0.002

Q^(^=7) 2.680 2.225 2.367 2.560 2.537

a 0.004 0.013 0.009 0.005 0.006

Noyaux TR BAR TH DAN BP

QN(M = 11) 2.189 2.7043 2.918 2.969 2.838

a 0.014 0.003 0.002 0.002 0.002

Q^(M=11) 1.544 2.324 1.950 2.564 2.054

a 0.061 0.01 0.026 0.005 0.020

u

TAB. 6.2. Valeur des statistiques QN et Q3v avec M = 4,7,11 pour la série cana-

dienne et américaine différenciées.
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CONCLUSION

Dans cette thèse, nous avons proposé deux approches pour tester l'indé-

pendance de deux séries multivariées stationnaires autorégressives d'ordre infini

VAR(oo).

La première approche est une généralisation de celle proposée par El Himdi

et Roy (1997) qui teste la non corrélation entre deux séries ARMA stationnaires
multivariées. Dans le cas de deux séries VAR(oo), nous avons vu qu'un ensemble
fini de corrélations croisées entre les séries résiduelles issues de l'approximation

des deux séries par des autorégressions d'ordres finis possède une distribution

asymptotique multinormale. Ceci nous a permis de déduire une procédure asymp-

totique pour tester l'hypothèse de non corrélation (ou d'indépendance dans le cas
gaussien) par rapport à une alternative de corrélation à un délai particulier j
entre les deux séries d'innovations correspondantes. En utilisant la statistique

portemanteau Qa^i nous pouvons confronter l'hypothèse nulle d'indépendance
à l'alternative de corrélation sérielle croisée à un nombre fixé de délais, disons

pour j = —M,.., M. L'approche utilisée ici ne nécessite pas l'estiination des vrais
modèles ARMA décrivant les deux séries et nous protège ainsi d'erreurs éven-
tuelles de spécification lors de la modélisation. Ceci est un avantage par rapport
à la méthode d'El Himdi et Roy (1997) qui repose sur l'estimation des vrais mo-
deles pour chacune des séries.

0
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Les tests basés sur Q^ {j)*, \j\ < M, comme le test portemanteau Q^j^ ne
sont pas des tests convergents s'il y a corrélation sérielle à des délais j tels que
|^'| > M entre les deux séries d'innovations. C'est la raison pour laquelle dans la
deuxième partie, nous avons proposé la statistique Q.N qui prend en compte tous
les délais possibles (les délais j tels que \j\ <: N —l pour des séries de longueur
N). Les délais sont pondérés à l'aide d'une fonction de noyau et d'un point de
troncature comme dans l'estimation de la densité spectrale. Il s'agit d'une version
multivariée de la statistique de Hong (1996) et nous avons établi au chapitre 3 la
normalité asymptotique sous l'hypothèse nulle.

Puisque ces tests sont basés sur des statistiques pondérées, nous avons étudié
au chapitre 4 la puissance locale, selon l'approche de Pitman (1979), et la puis-
sance globale selon l'approche de Bahadur (1960). Nous avons établi la normalité
asymptotique de la statistique Q,N sous des hypothèses alternatives locales. Nous
avons aussi identifié le noyau optimal dans une certaine classe de noyaux. Pour une
classe générale d'alternatives globales (fixe par rapport à N), nous avons montré
que le test Q.N est convergent. Finalement, nous avons effectué une expérience de
simulation afin d' étudier la précision de l'approximation des distributions exactes

des statistiques Q^ , Q,N et Q*^ par les distributions asymptotiques correspon-
dantes. On a observé qu'avec les modèles choisis, le niveau est bien contrôlé avec
tous les noyaux considérés et que les différents noyaux conduisent à des puissances
similaires excepté le noyau uniforme tronqué pour lequel la puissance est moindre.
En pratique, il semble donc que si l'on veut faire un test global, on a avantage
à utiliser la statistique Q,^ avec un noyau autre que le noyau uniforme tronqué
qui produit un test moins puissant. Etant donné sa forme simple, le noyau de
Bartlett semble un choix judicieux. De l'expérience de simulation, il se dégage
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aussi que la statistique Q,N et sa version modifiée Q*^ conduisent à des résultats
très similaires, tout au moins pour les longueurs de séries considérées.

Dans ce travail, nous avons fait l'hypothèse de stationnante des deux séries

d'intérêt. Cependant, une majorité de séries réelles sont non stationnaires. Par

exemple, en économie, plusieurs séries multivariées sont cointégrées, c'est à dire

que chaque composante peut être non stationnaire mais il existe au moins une
combinaison qui forme une série univariée stationnaire. En s'appuyant sur Pham,

Roy et Cédras (2001) et sur Saikkonen (1992), les résultats théoriques de cette
thèse devraient pouvoir s'étendre au cas de deux séries partiellement non station-

naires ou cointégrées comme c'est souvent le cas avec des données économiques.
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