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SOMMAIRE

Les études longitudinales jouent un role de plus en plus important en re-
cherche, entre autre en sécurité routiére. Par exemple, il arrive réguliérement que
les accidents des conducteurs soient observés de fagon répétée dans le temps.
La théorie pour I'analyse de données longitudinales lorsque la réponse est dis-
créte n’est pas encore consolidée. En effet, un certain nombre d’approches ont
été introduites et sont encore en discussion dans la littérature. Ce mémoire est
donc consacré a 1’étude des extensions du modéle linéaire généralisé 4 I'analyse
de données longitudinales de type dichotomique.

Nous proposons d’abord un survol de différentes méthodologies réparties en
deux catégories: le modéle marginal et le modéle spécifique aux sujets. Nous nous
intéressons ensuite plus particuliérement au modéle logistique-normal (approche
spécifique aux sujets) en décrivant la théorie a la base de méthodes permettant
de maximiser la vraisemblance. Nous discutons entre autre de I'approche de la
quasi-vraisemblance pénalisée (PQL), stratégie permettant d’éviter l'intégration
en faisant une approximation des équations score. Puisque cette méthode méne a
des résultats biaisés pour des réponses dichotomiques avec peu de répétitions dans
le temps, nous décrivons une correction des estimateurs proposée par Lin et Bres-
low (1996a). Nous étudions finalement 1’approximation numérique qui consiste &
évaluer l'intégrale par la quadrature gaussienne adaptée (QGA).

Les performances des méthodes PQL, PQL corrigée et QGA sont évaluées

a l’aide de simulations. Nous constatons que l'estimateur QGA de la variance



iv

de Peffet aléatoire peut étre loin de la vraie valeur pour de petits échantillons
lorsque le nombre d’observations dans le temps n’est pas élevé. Nous proposons
donc I'utilisation des estimateurs PQL corrigés lorsque le nombre d’individus est
petit et 'utilisation des estimateurs QGA dans le cas contraire. Nous terminons
ce mémoire en appliquant la méthodologie & des données réelles provenant du

domaine de la sécurité routiére.
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INTRODUCTION

Les études longitudinales, impliquant plusieurs réponses dans le temps pour
un méme individu, jouent un role important en sécurité routiére. De telles données
permettent d’examiner les changements dans le temps d’une caractéristique qui
est mesurée de facon répétée pour chacun des participants de I'étude. De plus,
les sujets peuvent généralement étre considérés comme indépendants. L’analyse
de données longitudinales requiert des méthodes statistiques spéciales puisque les
observations pour un méme sujet ont tendance a étre dépendante. En effet, il
faut tenir compte de la corrélation dans le temps pour que I'inférence statistique
et l'estimation des coefficients soient valides. Notons qu’en sciences sociales et
économiques, le terme études de panels est utilisé pour désigner les études de
type longitudinal.

L’importance pratique de développer des méthodes appropriées a 'analyse de
mesures répétées est reconnue depuis longtemps en recherche. De plus, la popula-
rité de tels modéles s’est considérablement accrue au cours des derniéres années
grace 3 la puissance des nouveaux ordinateurs. Notons qu’il n’y a pas eu de
développements récents de la théorie statistique pour I’analyse de modéles para-
métriques linéaires & mesures répétées sous I'’hypothése de normalité des données.
Par contre, la méthodologie n’est pas encore consolidée pour les données longitu-
dinales lorsque la réponse est discréte. En effet, un certain nombre d’approches

ont été introduites depuis le début des années 80 (Stiralli, Laird et Ware (1984),



Anderson et Aitkin (1985), Zeger, Liang et Albert (1988),...) et sont encore en
discussion dans la littérature.

Nous proposons d’étudier des extensions du modéle linéaire généralisé pro-
posé par Nelder et Wedderburn en 1972 a I'analyse de données longitudinales de
type dichotomique. Notons que contrairement au cas linéaire, les modéles pour les
données discrétes comme la régression logistique peuvent mener & des interpréta-
tions distinctes selon les hypothéses posées au départ sur la source de corrélation.
Il faut donc définir soigneusement les objectifs de ’analyse au moment de choi-
sir une approche particuliére. Les deux principales approches examinées sont le
modéle marginal et le modéle spécifique aux sujets.

La premiére stratégie consiste 4 modéliser la moyenne marginale comme c’est
le cas pour les études transversales ("cross-sectional"). Dans le cas dichotomique,
’espérance marginale dépend des variables explicatives par une fonction de lien
logit. L’analyse marginale inclut des hypothéses sur la forme de la corrélation
et modélise séparément la moyenne et la covariance. Ainsi, seul les deux pre-
miers moments de la réponse sont spécifiés. Avec des données gaussiennes, ces
moments déterminent complétement la vraisemblance. Par contre, ce n’est pas le
cas pour les autres membres de la famille des modéles linéaires généralisés, et une
approche raisonnable est alors d’utiliser la méthode des équations d’estimation
généralisée (GEE) proposée par Liang et Zeger (1986). Cette méthode est basée
sur la fonction de quasi-vraisemblance décrite par Wedderburn (1974).

Le modéle spécifique aux sujets est justifié lorsque I'objectif est de faire de
Iinférence sur les individus plutét que sur la moyenne. Nous supposons alors
qu’il y a de I’hétérogénéité naturelle entre les sujets en ce qui a trait & leur coeffi-
cient de régression. Cette hétérogénéité peut étre représentée par une distribution

de probabilité. La corrélation parmi les observations pour une personne provient



donc d’une variable aléatoire non observable commune. Puisqu’un paramétre aléa-
toire supplémentaire est ajouté au modéle, la maximisation de la vraisemblance
requiert des techniques d’intégration numérique particuliéres telle que la quadra-
ture gaussienne adaptée (QGA) . Une stratégie alternative est d “éviter 'intégra-
tion en utilisant une approximation appelée quasi-vraisemblance pénalisée (PQL).
Cette approche a I’avantage de permettre des modéles plus complexes, mais elle
donne des estimateurs biaisés lorsque la réponse est de type dichotomique. Afin
de pallier le probléme, Lin et Breslow (1996a) propose une correction du biais des
estimateurs PQL.

Au Laboratoire sur la sécurité des transports du Centre de recherche sur les
transports (CRT) de 1'Université de Montréal, on utilise la méthode du GEE
lorsque le modéle marginal tient. Bien que la théorie a la base de tels modéles
soit complexe et récente, il est possible de 'appliquer grace aux nouveaux dé-
veloppements de la procédure GENMOD du progiciel SAS. Par contre, il existe
aujourd’hui peu de logiciels statistiques qui offrent la possibilité d’analyser direc-
tement le modéle a effets aléatoires pour des réponses de type binaire. Il serait
donc trés intéressant pour le CRT de connaitre les nouveaux développements de
la méthodologie des modéles a effets aléatoires et de pouvoir appliquer ces mé-
thodes & ’aide d’un programme approprié. Ainsi, bien que le modéle marginal soit
abordé briévement au cours du chapitre 1, la présente recherche discute essentiel-
lement du modéle aléatoire pour la régression logistique (approche spécifique aux
sujets).

Au chapitre 1, nous présentons briévement deux extensions du modéle linéaire
généralisé basées sur les modéles marginal et spécifique aux sujets. Plus particulié-
rement, 'interprétation et la comparaison des paramétres de ces deux approches

sont examinées. Le modéle spécifique aux sujets est discuté en détail au chapitre



92 en insistant sur deux propositions permettant de maximiser une approxima-
tion de la fonction de vraisemblance : les méthodes PQL et QGA. Nous étudions
également dans ce chapitre la correction proposée par Lin et Breslow (1996a)
pour améliorer la performance des estimateurs PQL. Au chapitre 3, nous compa-
rons entre eux les estimateurs PQL, PQL corrigés et QGA par des simulations
selon trois modéles distincts. Le dernier chapitre est consacré a une illustration
de I'approche spécifique aux sujets & I'aide de données en sécurité routiére. Nous
modélisons les risques d’accidents avec victimes de nouveaux conducteurs appar-
tenant & deux banques de données. La premiére contient les 53 069 hommes de
la banque de données analysée par Laberge-Nadeau et al. (1999) alors que la se-
conde est constituée des 3 550 conducteurs ayant eu des sanctions ou des retards
de paiement de plus de 90 jours. Finalement, nous terminons ce mémoire par une
conclusion qui permet d’exposer globalement les résultats et les recommandations

de la recherche.



Chapitre 1

SURVOL DES METHODES CONSIDEREES

Lorsque les données sont de type longitudinal, le modéle linéaire généralisé
(MLG) classique ne tient plus car il faut tenir compte de la corrélation dans le
temps. La corrélation intra-sujet dans les problémes de régression logistique a
¢té Pobjet d’études et de méthodes récentes. Celles-ci sont basées sur le modéle
spécifique aux sujets (modéle a effets mixtes) et sur le modele marginal (modéle
de moyenne de population). Si de tels modeles sont considérés, il est important de
bien choisir le plus approprié pour répondre aux questions scientifiques. En effet,
dans le cas non linéaire, linterprétation des paramétres différe selon le modele
utilisé. Dans ce chapitre, nous discutons d’abord du MLG classique. Nous étudions
entre autre l'inférence basée sur le maximum de vraisemblance et le maximum
de quasi-vraisemblance. Nous exposons ensuite les approches du modéle marginal
et du modeéle spécifique aux sujets. Nous examinons finalement I'interprétation
des paramétres de régression dans ces approches générales. Par cette démarche,
nous voyons que pour des données binaires corrélées, les paramétres spécifiques
aux sujets et ceux des modéles marginaux décrivent différents types d’effets des

variables explicatives sur la réponse.



1.1. INFERENCE ET MODELES LINERAIRES GENERALISES

Dans plusieurs situations pratiques, la variable réponse ne suit pas une distri-
bution normale. La non-normalité est traditionnellement traitée par des transfor-
mations variées permettant d’appliquer les méthodes linéaires standards. Nelder
et Wedderburn (1972) présentent une approche unifiée: le modéle linéaire géné-
ralisé (MLG). L’idée de base de cette approche est d’estimer les parametres d’un
modéle linéaire en utilisant le maximum de vraisemblance basé sur la distribution
des données (McCullagh et Nelder 1989; Agresti 1990; Agresti 1996). Cette sec-
tion présente le MLG classique et est essentiellement tirée des annexes de Diggle,

Liang et Zeger (1994).
1.1.1. La vraisemblance maximale

En statistique, le but est souvent de modéliser un phénomeéne et de détermi-
ner la statistique qui estime les paramétres inconnus du modéle. Nous discutons
d’abord de l'inférence basée sur la vraisemblance maximale des paramétres pour
des données observées. La fonction de densité des réponses observées, y, étant
donné un vecteur de paramétres inconnus, 8, est f(y;d). Lorsque les données
sont observées, la seule quantité inconnue est 8 d’ot la fonction de vraisemblance

de la forme

L(dly) = f(y;9).

L’estimateur du maximum de vraisemblance de 4 est la valeur § qui maximise

la fonction de vraisemblance ou son logarithme. Par conséquent, pour toute valeur

g,

L(3ly) < L(d]y).



En pratique, & est obtenu soit en maximisant directement log L, soit en résolvant
le systéme d’équations

_OlogL

@) =5~ =0.

La fonction S(8) est appelée fonction score de 8. L’algorithme de Newton-Raphson
est parfois utilisé pour résoudre 1"équation score lorsque celle-ci n’a pas de solu-
tion explicite.

L’estimateur du maximum de vraisemblance a plusieurs propriétés asymp-
totiques intéressantes. En particulier, sous des conditions de régularité pour f,
8 est asymptotiquement sans biais et asymptotiquement efficace au sens ou 8 est
I'estimateur non biaisé ayant la plus petite variance. La matrice de covariance

asymptotique de 8 est donnée par

" -1
V___(_E(alogL)) .
d6*
La matrice V™! est appelée matrice d’information de Fisher de 4.

1.1.2. Le modéle linéaire généralisé

Les modéles linéraires généralisées (MLG) forment une vaste classe de mo-
déles incluant la régression ordinaire, les modéles d’analyse de la variance ainsi
que les modéles pour les variables réponses catégoriques. Un cas spécial important
approprié lorsque les réponses sont binaires est le modéle de régression logistique.
Un MLG comporte trois parties distinctes : une composante aléatoire, une compo-
sante systématique et le lien entre ces deux composantes. Il s’applique uniquement
lorsque les données sont indépendantes. Appelons Y; la variable aléatoire réponse
pour un sujet i , ¢; le vecteur des p variables explicatives associées a chacune des
n unités expérimentales (sujets) et 3 le vecteur des paramétres de régression de

dimensions p x 1. Nous révisons ici les points saillants de la classe des MLG.



L’objectif principal du MLG est de décrire la dépendance entre la réponse
moyenne p; = E(Y;) et les variables explicatives. La réponse moyenne est reliée

au vecteur de variables explicatives par une fonction de lien A(.):

ot z! est le vecteur transposé du vecteur x; et z! 3 la composante systématique.

De plus, la variance de Y; est une fonction spécifique de la moyenne p;,
Var(Y;) = v; = ¢v(pi).

Dans cette expression, la fonction v(.) est connue, le paramétre déchelle ¢ est
une constante connue pour quelques membres de la famille des MLG et les autres
paramétres doivent étre estimés.

Chaque type de MLG correspond a un membre de la famille des distributions
exponentielles (composante aléatoire) avec une fonction de vraisemblance de la

forme

fy:) = expl{yivi — ¥(3)}/ o + c(yi, 9], (1.1.1)

oil ; est le paramétre naturel en relation avec p; par p; = 0v¥(y)/0v:. Par

exemple, la distribution binomiale est un cas spécial de la famille exponentielle

”),¢=1.
Yi

La famille exponentielle inclut les familles de distributions gaussienne, Poisson

avec

7 =log{p/(1 — pi)}, ¥(7:) = log(1 +€™), c(yi; ¢) = log (

et gamma a deux paramétres. Les relations bien connues de la théorie de la
vraisemblance maximale,

E(aﬂy_i)):o " E(aﬁgégi))w(af(yi) )2207

T




permettent d “écrire les fonctions de moyenne et de variance suivantes

oV (v; &Y (v

Yi = () et  Var(¥;) = w(;m
o;

La régression logistique s’applique lorsque la variable expliquée est de type

.

binaire, par exemple la présence ou I’absence d’une maladie. Le modéle logistique
utilise la distribution Bernoulli pour modéliser les réponses dichotomiques. De
plus, la fonction de lien est la transformation logit, le paramétre naturel de la
distribution binomiale (lien canonique). Ainsi,

log —+ =
BPH=0 Cl-m

Alors que l'estimateur de yu; est restreint a l'intervalle [0, 1], le logit peut prendre
n’importe quelle valeur réelle. Le coefficient de régression représente le change-
ment du logarithme de la cote de la variable réponse par changement d’unité des
variables explicatives. Une autre caratéristique importante de la régression logis-
tique est que pour des réponses binaires, la fonction de la variance est entiérement

déterminée par la moyenne. Plus spécifiquement,

v(p) = il — pa).

Dans n’importe quel MLG, les coefficients de régression 3 sont estimés en

résolvant I’équation suivante:

sB) =Y ( % ) - we) =o (L12)

Notons que S(/3) est la dérivée du logarithme de la fonction de vraisemblance d'un

1=l

membre quelconque de la famille des distributions exponentielles (équation 1.1.1).
La solution B, qui maximise la vraisemblance, ne peut pas étre obtenue directe-
ment lorsque les variables ne sont pas de distribution gaussienne. L’algorithme de

Newton-Raphson est alors utilisé pour résoudre numériquement 1 équation score.
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Finalement, pour des échantillons de grande taille, ,5’ obéit & une distribution

gaussienne de moyenne 3 et de variance

E O T_alii -
Vz(;( Bﬁ) Ui18;6> . (1.1.3)

Cette variance peut étre estimée en remplagant 3 par B dans l'expression 1.1.3.

En conclusion, le MLG est un modéle pour lequel chacune des variables expli-
quées est un membre de la famille des distributions exponentielles (composante
aléatoire). Une relation (lien) est établie entre une fonction de la moyenne et les
variables explicatives (composante systématique) pour une équation de prédiction
linéaire.

1.1.3. La quasi-vraisemblance

Une caractéristique importante de la famille des MLG est que la fonction score
dépend uniquement de la moyenne et de la variance de Y;. Wedderburn (1974) est
le premier dans la littérature & utiliser cette caractéristique pour définir la quasi-
vraisemblance. Il souligne que 1°équation 1.1.2 peut étre utilisée pour estimer
les coefficients de régression pour tout lien et fonction de variance peu importe le
membre de la famille exponentielle & laquelle la composante aléatoire est associée.
Pour définir la vraisemblance, la forme de la distribution des observations doit
étre précisée. Par contre, la quasi-vraisemblance est déterminée uniquement par la
relation entre la moyennne et la variance des observations sans que la distribution
exacte des Y; ne soit spécifiée.

McCullagh (1983) montre que la solution ﬁ de la fonction quasi-score 1.1.2 a
une distribution échantillonnale qui, pour des échantillons de tailles élevées, est
approximativement gaussienne avec une moyenne (3 et une variance donnée par

I’équation 1.1.3. De plus, 3 est un estimateur convergent de B si h(u;) =7 8.
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Cette propriété robuste tient parce que l'espérance de S(8) est égale & zéro tant

que E(Y;) = p;(8) . La matrice de la variance asymptotique de B est de la forme

n T
Vo=V ( > ( g’tg ) U{IVar(Yi)vi'lg/g ) V. (171'4)

=1

Notons que Vs est identique & V (équation 1.1.3) si et seulement si Var(Y;) = v;.
Lorsque cette hypothése est douteuse, I'intervalle de confiance pour 3 peut étre
basé sur la matrice de la variance estimée

. - a.uiT—l i 2—1% 3
V2—V Z 6,3 vi {}/1. ﬂz(ﬂ)} Y; 8,3 Va

i=1

évaluée en 3 . Soulignons que V., est un estimateur robuste de la variance puisque
V, est convergent méme si Var(Y;) n’est pas spécifié correctement.

En pratique, la quasi-vraisemblance peut étre un choix judicieux pour esti-
mer les paramétres de régression. En effet, il peut étre difficile de décider d’une
distribution particuliére des observations. Par contre, la relation entre la moyenne
et la variance est souvent plus facile & postuler; la quasi-vraisemblance permet

alors une analyse satisfaisante des données.
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1.2. DESCRIPTION DE L’APPROCHE MARGINALE

Lorsque les variables sont de type longitudinal, le MLG ne tient plus. Une
stratégie consiste alors 4 modéliser I'espérance marginale de la réponse en consi-
dérant la corrélation comme un paramétre de nuisance. Nous illustrons le mo-
déle marginal pour lequel Yj; est la variable de réponse aléatoire pour le sujet ¢
(i = 1,..,m) au temps j (j = 1, .., 1;), x;; le vecteur de variables explicatives
pour le sujet i au temps j et B le vecteur des parametres de régression de dimen-
sions p X 1. Emettons 'hypothése que les sujets sont indépendants les uns des
autres. L’ensemble des réponses répétées pour un sujet 7 peut étre regroupé en
un vecteur Y; = (Y, ..., Y;;,)T de dimensions ; x 1. Le vecteur Y; a une moyenne
représentée par E(Y;) =p; et une matrice de covariance de format t; x t; notée
Var(Y';). L’élément jk de Var(Y;) est Cov(Yj;, Yix), la covariance entre ¥ ot Yo
Pour le modéle marginal, les paramétres de régression et la corrélation intra-sujet
sont modélisés séparément. Nous supposons que:

i) 'espérance marginale de la réponse, E(Yy;) = pij) dépend des variables
explicatives @;; par h(ju;) = a:?;ﬂ, ou h est la fonction de lien du modéle
et x]; le vecteur transposé du vecteur Z;j,

ii) la variance marginale dépend de la moyenne marginale selon l'équation
Var(Y;;) = v(pi5)¢, ot v est une fonction de variance connue et ¢ un para-
meétre d’échelle qu’il faut estimer dans certains cas,

iii) la corrélation entre Y;; et Yi, est une fonction de la moyenne marginale et
peut-étre d’un paramétre additionnel a, i.e. Corr(Yy;, Yix) = p(pij, tk; @),
ol p(.) est une fonction connue.

Notons que l’espérance et la variance marginales correspondent aux résultats
obtenus & la premiére section. En fait, le modéle marginal est différent en raison

de la corrélation entre les réponses observées (item iii).
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Remarquons que le modéle marginal est exprimé en terme d’espérance sur
tous les membres de la population qui ont les mémes valeurs de variables explica-
tives; pour cette raison, il est parfois appelé modéle de moyenne de population. Le
modéle marginal peut ajuster des données provenant d’études transversales puis-
qu’il n’implique pas le temps comme caractéristique intrinséque. Par conséquent,
comme dans le cas des études transversales, le vecteur 3 caractérise la maniere
dont les variables explicatives dépendent de la distribution.

Dans le cas spécifique de la régression logistique pour des variables dichoto-

miques répétées, la fonction de lien est la fonction logit telle que

Hig
1 — pyj

logit(pi;) = log

De plus, pour les réponses binaires, v(u;;) = pi;(1 — pi;) et ¢ = 1.

Puisque le modéle n’est pas entiérement spécifié, il n’est pas possible d’utiliser
les méthodes du maximum de vraisemblance pour l'analyse sans imposer une
structure plus précise. Cette structure peut étre ajoutée de plusieurs fagons, voir
par exemple McCullagh et Nelder (1989, Sections 6.5 et 6.6). Malheureusement,
toutes ces méthodes nécessitent des calculs fastidieux pour les modéles avec plus
de 2 mesures répétées, pour plus de détails voir Liang, Zeger et Qaqish (1992,
Section 2).

Une alternative est la méthode des moindres carrés généralisés empiriques
(MCGE). Pour cette approche, 'estimation et I'inférence sont basées sur les mé-
thodes préconisées par Grizzle, Stamer et Koch (1969) ainsi que Koch et al.
(1977) et discutées plus récemment par Agresti (1989). La méthode MCGE n’est
pas discutée ici car elle comporte deux inconvénients majeurs. Premiérement, elle
nécessite des échantillons de taille plus élevée que 'approche GEE. Stokes, Davis

et Koch (1995) suggérent un échantillon efficace de 25-30 personnes pour chacune
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des fonctions de la réponse. Deuxiémement, la méthode des MCGE ne peut pas
étre utilisée lorsque des variables explicatives sont continues.

1l n’est pas nécessaire d’utiliser la méthode du maximum de vraisemblance
usuelle pour obtenir les estimateurs des parametres du modéle marginal. Pour
le reste de cette section, nous décrivons une approche alternative qui requiert
seulement les spécifications du modéle marginal (2 premiers moments) et qui
se nomme GEE (équation d’estimation généralisée); voir les détails dans Liang
et Zeger (1986), Zeger et Liang (1986) et Prentice (1988). Cette approche semi-
paramétrique, introduite par Liang et Zeger, est utilisée pour I'analyse de données
longitudinales par plusieurs auteurs dans la littérature. L’intérét majeur de l'ap-
proche GEE est qu’elle peut étre utilisée pour des réponses répétées catégoriques.

Comme il n'y a pas de forme simple de la fonction de vraisemblance, 3 est es-
timé en résolvant un analogue multivarié de la fonction score provenant de la fonc-
tion de quasi-vraisemblance. Il faut que la formulation de la quasi-vraisemblance
(Wedderburn, 1974) s’applique comme c’est le cas par exemple pour les variables
de distribution normale, Poisson, binomiale et gamma. L’équation score pour

(3 devient :

m 7
sig =3 (%) Varlx)¥e ) =0 (12,1
i=1
Cette fonction est plus compliquée que celle de Wedderburn (équation 1.1.2)
car elle ne dépend pas seulement de (3, mais aussi d'un parametre addition-
nel o puisque Var(Y;) = Var(Y;; 8, ). Plusieurs auteurs parlent de Var(Y;)
comme d’une matrice de covariances "de travail" ("working covariance matrix").
Ce terme est utilisé premiérement parce que l’estimateur de la matrice de cova-
riances dépend du paramétre a. Deuxiémement, nous savons que les paramétres

de régression et leurs variances convergent, et ce méme lorsque la structure de la
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matrice de covariance est mal spécifiée. La perte d’efficacité lorsque le choix de
Var(Y;) est incorrect n’a donc pas de conséquence lorsque le nombre de sujets
est grand. Enfin, la structure de covariance dans le temps est traitée comme un
paramétre de nuisance.

La dépendance de o peut étre résolue dans ’équation 1.2.1 par un estima-
teur m!/2-convergent é(3). Liang et Zeger (1986) démontrent que la solution de
’équation résultante est asymptotiquement aussi efficace que si o était connu.
Pour des réponses binaires, le paramétre a peut étre estimé a l'aide de diffé-
rentes méthodes. Une approche simple consiste & paramétriser Var(Y;) en terme
de corrélation et a utiliser la méthode des moments pour estimer les parametres
inconnus. Il s’agit en fait d’estimer les paramétres de corrélations en utilisant
les résidus de Pearson. Cette approche est la premiére proposée (Liang et Zeger,
1986), et elle est utilisée dans la procédure GENMOD du progiciel SAS pour les
estimateurs GEE. Dans un autre ordre d’idées, Fitzmaurice, Laird et Rotnitsky
(1993) paramétrisent o a l'aide des rapports de cotes conditionnelles. De plus,
Lipsitz, Laird et Harrington (1991), Liang, Zeger et Qaqish (1992) et Carey, Zeger
et Diggle (1993) formulent Var(Y;) en fonction du rapport de cotes marginales.

Une méthode importante pour estimer les parameétres de second moment
est proposée par Prentice (1988) et utilisée par Diggle, Liang et Zeger (1994).
Prentice estime les paramétres associés au modéle en ajoutant un second groupe
d’équations d’estimation, et il résout simultanément les équations pour B et é.

L’équation score pour « lorsque les réponses sont dichotomiques est de la forme:

suB0 = (21 ) mwi-n) =0, 122)
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ou

W, = (RyRi2, RaRi, ..., Rit,-1Rit,),

H, = diag{Var(R;; Ri»), Var(Ri1 Ri3), ---, Var(R;;,-1Rit,) },
Rij = {Ysy — ps}/ {mis (1 — pig) /2,

\

Pour des réponses binaires, 17, et H; sont complétement déterminés par les mo-
déles de la moyenne et de la corrélation sans hypothése additionnelle sur les
moments d’ordre supérieur. La solution (d,ﬁ) des équations 1.2.1 et 1.2.2 est
asymptotiquement gaussienne et convergente (Liang et Zeger, 1986). La variance

correspondante est estimée par:

m = m m -1
( 3 CIB;'D; ) ( 3. CTB;'VB;'C; ) ( S DTB;!C; ) (1.2.3)
i=1 i=1 i=1
évaluée en (&, B), o
O op; Oy
c mﬁ 0 B — Var(Y;) O e 23 2a
1 0 QQL ) 13 0 H 3 [3 anl 6_"12_
o ? 93 b
et
P
Vo = yi — K Yi— Hy
w; — 1; w; —1;

L’équation 1.2.3 permet d’estimer de maniére convergente la variance des estima-
teurs de la régression.

La méthode GEE posséde deux avantages majeurs. Premiérement, dans plu-
sieurs situations pratiques B est presqu’aussi efficace que les estimateurs du maxi-
mum de vraisemblance de 3 lorsque Var(Y;) est une approximation raisonnable
(Liang et Zeger, 1986). En fait, 'équation 1.2.1 correspond a l’équation score

du maximum de vraisemblance lorsque les données sont gaussiennes multivariées.
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De plus, Zhao et Prentice (1990) ont identifié une classe de modéles quadratiques
exponentiels pour laquelle une forme particuliére du GEE est le maximum de vrai-
semblance et donc asymptotiquement efficace. Deuxiémement, ,E:I est convergent
lorsque n — oo méme si la structure de la matrice de covariances des Y; n'est
pas spécifiée correctement.

Sharples et Breslow (1992) présentent les résultats de simulations pour étudier
les propriétés du GEE lorsque les échantillons sont de petite taille. Ils considerent
le cas pour lequel il y a peu d’observations par sujet et ou les variables explicatives
sont dichotomiques. Selon leurs résultats, la méthode GEE dans ce cas particulier
donne de bons estimateurs des paramétres de régression; cependant I’estimation
des paramétres de corrélation pose quelques problémes. Pour les petits échan-
tillons (~ 100), une mauvaise structure de corrélation affecte le biais, ce qui n’est
pas le cas pour des échantillons plus larges. Lipsitz et al. (1994) discutent des
estimateurs obtenus en une étape, i.e. provenant d’une seule itération de I'ap-
proche GEE. Ils comparent leur performance pour des petits échantillons a celle
des estimateurs obtenus par 1'algorithme complet. Ils concluent que I'estimation
en une étape est & peu prés aussi performante que I'itération compléte.

Pour terminer cette section, nous faisons un survol des articles qui proposent
des extensions de la méthode GEE pour modéliser des réponses de différents
types. Thall et Vail (1990) présentent une famille de modéles pour des données
longitudinales de comptage en adoptant une approche similaire & celle de Liang et
Zeger (1986). Liang, Zeger et Qaqish (1992) utilisent une extension multivariée du
GEE afin d’estimer les coefficients de régression pour des réponses multivariées.
Lipsitz, Kim et Zhao (1994) discutent d’une extension de la méthode de Liang et
Zeger pour modéliser la corrélation entre des réponses catégoriques nominales ou

ordinales. Leur méthode se réduit a celle de Liang et Zeger lorsque les réponses
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sont binaires. Finalement, Fitzmaurice, Heath et Clifford (1996) discutent des
maniéres d’analyser des données longitudinales lorsque les réponses sont binaires

et que des sujets quittent 'étude en cours de route ("drop out").

1.3. DESCRIPTION DE L’APPROCHE SPECIFIQUE AUX SUJETS

Historiquement, le modéle avec des effets aléatoires a éteé développé pour te-
nir compte de la variabilité supplémentaire des réponses binaires en blocs. En
effet, puisque la variabilité intra-blocs ne peut étre expliquée seulement par une
distribution binomiale, les modéles avec des effets aléatoires sont introduits pour
tenir compte de cette variation "extra-binomiale". La distribution beta-binomiale
(Skellam, 1948) est une des premiéres a étre présentée. Elle est utilisée ensuite
par plusieurs auteurs dans les années 70-80. Originellement, la structure beta-
binomiale requiert que chaque réponse d’un méme bloc ou d’un méme sujet ait
la méme probabilité. Par contre, Rosner (1984) propose une extension de la dis-
tribution beta-binomiale afin de permettre que les variables explicatives différent
dans un méme bloc. Malgré cette amélioration, le modéle a plusieurs limites;
voir Diggle, Liang et Zeger (1994, section 9.3.2). De plus, Crouch et Spiegel-
man (1990) expliquent que le modéle logistique-normal est préférable au modéle
beta-binomial, entre autre parce que les effets fixes et aléatoires sont ajoutés
sur la méme échelle, et parce que plusieurs niveaux sont facilement incorporeés
au modele. Dans cette section, nous discutons des principales propriétés du mo-
dele logistique-normal en mettant I’emphase sur les différentes propositions pour
résoudre la fonction de vraisemblance.

Un modéle linéaire généralisé a effets mixtes (MLGM) est une extension du
MLG qui permet d’analyser entre autre des données longitudinales en ajoutant

des effets aléatoires & la fonction de prédiction linéaire. Dans le cas des études
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longitudinales, le MLGM est raisonnable lorsqu’on suppose que les coefficients
de la régression peuvent varier d’une personne a une autre suivant une loi F.
Ce type de modéle est appelé modéle spécifique aux sujets car la corrélation des
observations pour un méme sujet vient de leur variable aléatoire non observable
commune.

Dans le modéle spécifique aux sujets, nous supposons que, sachant U;, les ré-
ponses Yj, ..., Yi, sont mutuellement indépendantes et suivent un modéle linéaire

généralisé avec la densité de la famille exponentielle

9(i;U3) = expl{yiyri — w(0)}/ ¢ + ey 9)]
Les moments conditionnels (voir 'équation 1.1.2),

(i)
0v?

i = E(Yy5|U;) = Om) o vi; = Var(Y;|U;) =

67i ¢7

satisfont h(ui;) = LB + dLU; et vy = v(pi;)¢, ou h et v sont respectivement
les fonctions de lien et de variance. De plus, d;; (de dimensions ¢ X 1) est un
sous-ensemble de x;; (de dimensions p X 1) pour le sujet i au temps j. Le vecteur
U; = [Ui, ..., Ui)T, @ = 1,...,m, est de format ¢ X 1 otl ¢ est le nombre d’effets
aléatoires présents dans le modéle. Les effets aléatoires U,, sont mutuellement
indépendants et obéissent & une distribution multivariée commune F. Bien que
plusieurs autres distributions des effets aléatoires puissent étre utilisées, nous nous
limitons & la loi gaussienne car elle est la plus communément utilisée et elle donne
habituellement une approximation raisonnable. Nous supposons donc que les U;
sont indépendants identiquement distribués selon une loi gaussienne de moyenne
0 et de matrice de covariance G de dimensions ¢ X c. La matrice G dépend d’un

paramétre inconnu 8 = (61, ..., 8.)T. La matrice de covariance des U, est donc de
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la forme
Cov(U;) = G(0) = diag(bs, ..., b.).

Le modéle logistique-normal est un cas particulier du modéle spécifique aux
sujets. Il est utilisé pour la modélisation des réponses corrélées de type dichoto-
mique. La composante aléatoire associée au modéle est la distribution binomiale.

Ainsi, le deuxiéme moment conditionnel est
vij = Var(Yi|U;) = pig (1 — pa),

car ¢ = 1 dans le cas du modéle logistique.
En général, pour un modéle spécifique aux sujets, la vraisemblance exprimée

en fonction des paramétres inconnus 3 et @ est donnée par la fonction suivante:
m £

£6,6:9) = [1 [ T otwslU £ 0)aU, (131)
i=1Y j=1

Cette fonction de vraisemblance a la forme d’une intégrale de la distribution
conjointe des données et des effets aléatoires, sur les effets aléatoires non observés.
Dans le cas du modéle de régression ordinaire avec des effets aléatoires, I'intégrale
a une expression connue et des méthodes simples existent pour maximiser la vrai-
semblance (par exemple, l’algorithme de Newtorn-Raphson). Par contre, lorsque
le modéle est non linéaire, il faut souvent utiliser des techniques d’intégration
numeériques complexes pour évaluer le maximum de la vraisemblance.

Dans le cas du modéle logistique avec des effets aléatoires gaussiens, les diffi-
cultés de calcul sont toujours présentes. La fonction de vraisemblance pour G et

G est

148, G5v) = [T [ [T (8, VDY {1 = (8, U Y ¥ S(U: 0)dU (1.3.2)
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ot p35(B, U;) = E(y;;|Uy; B) = exp(e;8+dLU;) /{1 +exp(z];8+d];U;)}. Avec

le lien logit et une hypothése gaussienne sur les U;, ’équation 1.3.2 se réduit a

m ti t; t;
H/exp [ BTZ &y + Ui Z dijyij — Z log{1 + exp(:ciTjB + d;f';Ui)}
=1 J=1 i=1 j=1

x (21)"% G|V 2exp(-UT G™1U,;/2)dU;. (1.3.3)

Le but est de trouver 3 et G qui maximisent cette expression, le probléme princi-
pal étant I’évaluation de 'intégrale multiple. Plusieurs méthodes ont été proposées
dans la littérature et un survol de ces méthodes est présenté dans cette section.
Au chapitre 2, deux approches spécifiques seront décrites en détails.

L'intégrale 1.3.3 peut étre calculée en utilisant la quadrature gaussienne
lorsque ¢ < 2. Diggle, Liang et Zeger (1994) conseillent d’ailleurs des techniques
numériques pour estimer les coefficients du modéle logistique-normal. Crouch et
Spiegelman (1990) présentent une nouvelle méthode qui est une extension de la
méthode publiée par Goodwin (1949) pour résoudre 'intégrale. Leurs études nu-
mériques montrent la quadrature gaussienne (avec 20 points de quadrature) est
préférable pour des petites valeurs de la réponse. Par contre, lorsque la quadrature
gaussienne ne converge pas, la nouvelle méthode est une alternative intéressante.
Pinheiro et Bates (1995) décrivent et comparent plusieurs approximations de I'in-
tégrale de la vraisemblance. Ils concluent que la quadrature gaussienne adaptée
(QGA) est une des meilleurs méthodes lorsque 'effet aléatoire est de petite di-
mension.

Pour des problémes de dimension élevée (¢ > 2), la méthodologie de Zeger
et Karim (1991) est conseillée. Il s’agit d’utiliser ’algorithme d’échantillonnage’
de Gibbs pour faire une simulation & partir d'une distribution a posteriori simi-

laire a la fonction de vraisemblance. L’algorithme de Zeger et Karim (1991) est
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flexible car il permet de changer facilement le nombre d’effets aléatoires et leur
distribution hypothétique. Par contre, il nécessite des calculs fastidieux.

Une stratégie alternative permet d éviter les intégrations en faisant une ap-
proximation des équations score. Plusieurs stratégies d’approximation de la procé-
dure d’inférence sont proposées. Celles-ci incluent les approximations de Laplace
de D'intégrale de la vraisemblance (Liu et Pierce 1993; Salomon et Cox 1992) et
lapproche de la quasi-vraisemblance pénalisée (PQL) également basée sur les ap-
proximations de Laplace (Breslow et Clayton 1993; Schall 1991). Les approxima-
tions de Laplace sont assez complexes et d’aprés Breslow et Lin (1995), elles sont
instables numériquement dans certaines circonstances. Par exemple, elles peuvent
occasionnellement ne pas avoir de maximum local dans le voisinage de la vraie
valeur du parameétre. Nous étudions donc la correction du biais des estimateurs
PQL dans ce texte.

L’approche PQL est présentée par Stiralli, Laird et Ware (1984) pour ’ana-
lyse de réponses dichotomiques corrélées. L'inférence est basée sur l’estimation
du maximum de vraisemblance des effets fixes et des composantes de la variance.
De plus, 'estimation des effets aléatoires est effectuée par la méthode empirique
bayésienne. Comme les solutions exactes n’existent pas, Stiralli, Laird et Ware
proposent une approximation utilisant le mode de la distribution a posteriori des
effets aléatoires. Cette approximation est effectuée au moyen de l'algorithme EM
décrit par Dempster, Laird et Rubin (1977). Notons que cet algorithme a d’abord
été mis au point pour 'analyse de jeux de données incomplets. Chacune des ité-
rations comprend une étape d’évaluation de l'espérance (étape E) suivie d’une
étape de maximisation (étape M). Lindstrom et Bates (1990) appliquent 1'ap-

proximation de Stiralli, Laird et Ware (1984) aux modéles mixtes non linéaires.



23

Schall (1991) utilise la méme approximation avec la modification de Harville de
la méthode d’Henderson des approximations successives.

Breslow et Clayton (1993) présentent une approche unifiée en reliant les prin-
cipes des modéles linéaires mixtes généralisés. Ils proposent quelques modifica-
tions & une expansion de Laplace afin de justifier des équations estimées (GEE)
pouvant étre résolues itérativement. Wolfinger et O’Connell (1993) raffinent la
procédure de Breslow et Clayton pour I'estimation des effets. Leur méthode tient
compte explicitement du paramétre de d’échelle ¢ dans I'estimation des modeles
linéaires généralisés.

En fait, la procédure de Wolfinger et O’Connell est semblable & celle de Bres-
low et Clayton, car dans les deux cas, les équations généralisées du modele mixte
sont utilisées. La méthode de Breslow et Clayton, qu’ils appellent PQL, sup-
pose que le paramétre d’échelle ¢ = 1. Par contre, la procédure de Wolfinger et
O'Connell, qu'ils appellent pseudo-vraisemblance (PL) ou pseudo-vraisemblance
restreinte (REPL), suppose que le paramétre d “échelle est inconnu. L’estimateur
de ¢ avec PL peut étre vu comme un estimateur du maximum de vraisemblance
alors qu’avec REPL il s’apparente plutot & un estimateur du maximum de vrai-
semblance restreint. En résumé, la méthode PQL est un cas spécial de la méthode
PL lorsque ¢ = 1.

La méthode PQL est décrite en détail au chapitre suivant. Cette méthode
meéne & des résultats biaisés pour des réponses dichotomiques avec peu de répé-
titions dans le temps (Breslow et Clayton, 1993). Les expressions asymptotiques
obtenues par Solomon et Cox (1992) sont donc utilisées par Breslow et Lin (1995)
et Lin et Breslow (1996a) pour réduire le biais des estimateurs PQL. Nous étu-
dions finalement ’approximation numérique qui consiste a évaluer 1'intégrale par

la QGA.
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Pour terminer cette section, nous mentionnons deux articles intéressants pour
Panalyse de données dichotomiques corrélées avec des méthodes autres que la ré-
gression logistique. Orme et Fry (1995) parlent de I'ajout d’effets aléatoires dans
les modéles avec un lien probit. Dans ce cas, la vraisemblance ne requiert pas
d’intégration numérique et les expressions pour l’équation score et la matrice
Hessienne sont données. Conaway (1990) discute également de I’analyse des don-
nées binaires avec des effets aléatoires. Par contre, le lien choisi est le log-log et la
distribution mixte log-gamma est utilisée. Dans cet article, la vraisemblance est

calculée numériquement.

1.4. COMPARAISONS DES DEUX APPROCHES

Suivant Diggle, Liang et Zeger (1994), Zeger et Liang (1992) et Kenward et
Jones (1992), nous comparons deux approches pour I'analyse de données binaires
longitudinales: le modéle marginal et le modéle spécifique aux sujets. La prin-
cipale distinction entre ces deux modéles est I'interprétation des coefficients de
régression. En régression linéaire, les coefficients peuvent avoir une interprétation
marginale pour chacune des deux approches. Par contre, ce n’est plus cas pour les
modéles non linéaires. Les coefficients du modeéle marginal décrivent alors leffet
des changements des variables explicatives sur la réponse moyenne de la popu-
lation alors que les coefficients du modéle spécifique aux sujets décrivent ’effet
sur la réponse d’un individu. Le modéle spécifique aux sujets est donc adéquat
lorsque le but est de modéliser la réponse pour un individu. Par contre, le modéle
marginal est utilisé efficacement dans les études de population, par exemple en
épidémiologie. Le but est alors de faire de I'inférence sur la réponse moyenne de

la population entre deux groupes avec des facteurs de risque différents.
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Une deuxiéme distinction entre les deux approches concerne les hypothéses
de dépendance dans le temps. En effet, le modéle marginal décrit la covariance
des réponses observées pour un méme sujet tandis que le modéle spécifique aux
sujets explique la source de cette covariance. Dans le modéle marginal, la seule
restriction sur la matrice de covariance est qu’elle doit étre définie positive. Par
contre, dans le modéle spécifique aux sujets, la dépendance dans le temps vient
uniquement des effets communs aux sujets (U;) dans I'espérance conditionnelle.
La matrice de covariance est donc totalement déterminée par le choix de h(u;;)

et de F (la loi des effets aléatoires).

Exemple 1.4.1. Considérons une étude clinique pour laquelle il faut tester le role
protecteur du médicament A contre la maladie M. Un échantillon est sélectionné
pour former aléatoirement un groupe d’individus qui regoit le médicament A et
un autre groupe qui regoit un placebo. L’expérimentateur doit vérifier, 4 chacun
des temps j (j = 1,...,t;), si UVindividu 1 (i = 1,...,m) est atteint ou non de la

maladie M. Les variables de | "étude sont donc les suivantes:

)
1 si Uindividu @ est atteint de la maladie M au temps j,
Yij =
LO SINON.
:
1 si Vindividu © est traité avec le médicament A,
Tij =
0 1 l'individu 1 regoit le placebo.
\

Le groupe de référence est formé des individus ayant pris le placebo puisque z;; = 0

pour ce groupe.
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L’approche marginale du modéle de régression logistique (lien logit) pour

I’exemple 1.4.1 consiste & poser

P(Y;

) logit(isy) = log T =3 b

= log —2— = By + [1zi;, 00 E(Y;) = pijs

=1
(Yi; =0) 1— pij

i) Var(Yi;) = pi;(1 — pij),
iii) Corr(Y;;, Yir) = c.

Ce modéle ignore la différence entre les individus en ce qui a trait a leur prédispo-
sition naturelle a contracter la maladie M. Dans ce contexte, exp(fp) est le ratio
de la fréquence des malades versus les non-malades parmi la sous-population du
groupe de référence. Le terme exp(0;) représente donc la cote des malades parmi
le groupe de référence. Par conséquent, le taux de maladie M parmi les individus
du groupe de référence est exp{fBo}/ exp{l + exp(fo)} . De plus, exp(f:) repré-
sente le risque approximatif de contracter la maladie M pour les individus ayant
recu le médicament A divisé par le méme risque pour les sujets du groupe placebo.
En d’autres termes, exp(/3;) est le ratio approximatif de la prévalence de la mala-
die M des deux sous-populations d’individus lorsque la prévalence est petite. En
effet, nous savons que le rapport de cotes est approximativement égal au risque
relatif lorsque la proportion de succés est proche de zéro pour les deux groupes.
En résumé, les coefficients de régression du modéle marginal sont interprétés en
terme de moyenne de population parce qu’ils comparent les cotes des malades de

la population avec et sans le facteur d’exposition (médicament A).
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En ce qui concerne 'analyse par I’approche spécifique aux sujets pour ’exemple
1.4.1, le modéle logistique-normal peut étre utilisé comme suit:
P(Y;; = 1|Ui)

i) logit(E(Yi;|U;)) = log 2

(Y;; = O|U;) = 05 +diUi + Bizi; = G5 + Ui+ Bi vij,
ij — 7

i) Var(Y;|U;) = E(Y;|U){1 — E(Yy|U)},
iii) U; ~ N(0,8).

Notons que dans ce cas, U; et # ne sont pas des vecteurs puisque le modéle n’a
qu’un seul effet aléatoire (¢ = 1). Cet effet aléatoire a la forme d’'une ordon-
née a l'origine puisque d;; = 1V i, j. Nous supposons donc que la probabilité de
contracter la maladie M varie parmi les sujets, reflétant ainsi leur prédisposition
naturelle & avoir cette maladie et 'influence non mesurable des facteurs environ-
nementaux. L’effet du médicament A sur la probabilité d’infection est la méme
pour chacun des sujets. La variance # de la distribution gaussienne représente
donc le degré d’hétérogénéité parmi ces mémes sujets.

Le rapport des cotes de la maladie M pour un sujet qui aurait regu le mé-
dicament A versus le méme sujet qui aurait regu le placebo est exp(f57). Nous
constatons que ce rapport de cotes est le méme pour tous les individus appar-
tenant au groupe d’étude. Par contre, chacun de ces indivividus a son propre
risque de référence, soit exp(f; + U;)/{1 + exp(8; + U;)}. Notons que le para-
métre exp(/3;) représente la cote d’infection pour une personne typique lorsque
'effet aléatoire U; = 0.

En somme, les paramétres des modéles marginal et spécifique aux sujets dif-

féerent pour le cas logistique. Le premier décrit le ratio des prévalences de la
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population, tandis que le second décrit le ratio des cotes individuelles. Comme
I'interprétation des coefficients est différente, il en est de méme pour leur magni-
tude.

Posons un modéle spécifique aux sujets avec un seul effet aléatoire U; avec
d;; = 1. Neuhaus, Kalbfleisch et Hauck (1991) montrent que pour toute distribu-
tion F avec Var(U;) > 0, les éléments des vecteurs de régression marginale (3) et

spécifique aux sujets (3*) satisfont les énoncés suivants:

(1) 1Bel < 16kl, k=1,...,p,
(2) l'égalité tient si et seulement si 57 = 0,
(3) la différence entre By et G augmente avec Var(U;).

En particulier, Zeger, Liang et Albert (1988) montrent que si F est une distribu-

tion gaussienne de moyenne 0 et de variance ¢, alors

logitE(Y;;) =~ (g%0* + 1)'1/2:1:56*,
ol g = 16v/3/(157). 11 suit que
B (0" + 1)1, (1.4.1)
avec g2 =~ 0, 346. Notons que 1’équation 1.4.1 vérifie les trois propriétés démon-

trées par Neuhaus, Kalbfleisch et Hauck (1991).



Chapitre 2

METHODE PQL ET QUADRATURE
GAUSSIENNE

Ce chapitre est consacré entiérement & 'approche spécifique aux sujets. Nous
discutons de deux méthodes pour résoudre le maximum de la vraisemblance du
modéle logistique-normal. Il s’agit premiérement de décrire Papproche PQL. Pour
ce faire, une notation matricielle correspondant a la notation de la section 1.3 est
introduite. Deuxiémement, puisque la méthode PQL est biaisée pour les réponses
binaires, nous examinons la correction du biais des estimateurs proposée par Lin
et Breslow (1996a). Nous terminons le chapitre en étudiant une méthode sans

biais basée sur la quadrature gaussienne.

2.1. NOTATION

Le modéle spécifique aux sujets qui a comme cas spécial le modéle logistique-
normal est décrit & la section 1.3. Nous avons postulé le modele suivant pour

Pindividu z = 1,...,m au temps j = 1, ..., ¢;:
;) =2LB+dLU;  on  Us=[Un, ... Ui (2.1.1)
Dans le cas du modeéle logistique-normal, les moments conditionnels sont

pi = BE(Y5|U) et vy =Var(Yy|Us) = v(pis) = pai(L— pg)-
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Nous supposons également que les U; sont indépendants identiquement distri-
bués selon une loi gaussienne de moyenne O et de matrice de covariance G de

dimensions ¢ x ¢. La matrice de covariance des Uj; est donc de la forme
Cov(U;) = G(08) = diag(6s, ..., 0¢)-

Dans le présent chapitre, une notation matricielle est utilisée afin de simplifier
les développements théoriques. Définissons donc b comme le vecteur partitionné

de dimensions cm % 1 telle que
b=[bT,.. b,
ou
by = [Hgs < Hal?, B=1,.q6

Notons que by, est un vecteur de m éléments qui représente le k™ effet aléatoire
pour tous les individus de I’échantillon. Posons dyj la variable explicative associée
3 leffet aléatoire k au temps j pour l'individu i, et n = 372, ¢; le nombre total

d’observations de 1’étude. Ceci permet de définir les variables sulvantes:

di.k = [d’ilky Iy ditik]Ts de dimensions {; X ].,
7. = diag{diix,...,dmi}’, de dimensions n X m,
7 ={Z,..,2Z.}", de dimensions n xcm,

T

j b 4 :[mu,...,mltl,wgl,...,:cztz,...,mml,...,mmtm], de dimensions n X p,

o T . .
Y e [Yn,...,Yltl,Ygl,...,thz,...,le,...,Ymtm] , de dimensions n x 1,

= T 5 :
p o= [uu,...,ultl,ugl,...,u2t2,...,uml,...,,umtm] , de dimensions n x 1.
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Notons que Y est le vecteur des n observations de Bernoulli indépendantes et Zy

la matrice des variables explicatives associées au k'®™¢ effet aléatoire.

Exemple 2.1.1. Considérons l'ezemple 1.4.1 dans le cas particulier ot m = 4
=t d ¥y m = Z;’;lti =—mx2=28etc=1. Les vecteurs b et Z sont alors

définis comme suit :

b= )T = (U,...Ua)"
/100 0)
1000
0100

,_ 0100
0010
0010
0001
\0 00 1)

D’aprés la nouvelle notation, ’équation 2.1.1 peut s’écrire comme

h(p?) = XB+Ziby+...+Zcb,

— XB+1Zb,

avec

u® = E(Y|b).



32

Dans le cas particulier du modéle logistique-normal,

E(Y;;|b) = pf = P(Yy; = 1|b),

Var(Y;[b) = vudy) = mi5(1 — 1),

b
. Hij
h(ug) = logzt(,u%) = log i —]/ib-'
ij

Ce modéle implique que les effets aléatoires by sont de distribution gaussienne
de moyenne zéro et de covariance cov(bg) = 0pln, ou I, est la matrice identité
d’ordre m. Ainsi, avec 8 = (61, ..., 8.)7, la matrice de covariance de b est cov(b) =

D(6) = diag(11,,, ..., 01n).

2.2. METHODE PQL

Nous savons que la fonction de vraisemblance pour le modele logistique-
normal ne permet pas d’obtenir des solutions explicites des estimateurs. Tel
que mentionné a la section 1.3, une stratégie consiste alors a utiliser la quasi-

vraisemblance pénalisée (PQL) afin d"éviter les intégrations.

2.2.1. Motivation

Nous avons déja défini la fonction de vraisemblance du modéle logistique-
normal (équations 1.3.2 et 1.3.3). L’approche PQL repose essentiellement sur le

fait qu’il soit possible d “écrire la fonction de vraisemblance de la fagon suivante:

L(B,6) = el(ﬂ’e)

m t;
x |Dl—1/2/exp{ ZZlU(ﬁ; b) — %bTD"lb }db, (2.2.1)

i=1 j=1
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ol,

b
li;(B; b) = [ Yij log( ’_Ljub ) +log(1 — pb) ] : (2.2.2)

La procédure d’estimation PQL peut étre obtenue & partir de plusieurs argu-
ments. Breslow et Clayton (1993) utilisent une modification de 'aproximation de
Laplace. Il s’agit en fait d’écrire I'équation 2.2.1 sous la forme ¢|/D| /2 [ e~*P)db
et d’appliquer la méthode de Laplace pour I’approximation de l'intégrale (Barndorff-
Nielsen et Cox 1989, sec. 3.3).

Supposons que k' et k" représentent respectivement les matrices des dérivées
partielles de premier et de second ordre de « par rapport & b. En ignorant la

constante de multiplication ¢, nous obtenons
1 1 "o ~
1(B,0) = —5 log|D| — 5 log |k"(b)| — x(b), (2.2.3)

ou b = b(3, 8) est le vecteur qui minimise (b). b est donc la solution du systéme

d “équations

-

——ZZyU u” ZzJ—i-D_lb 0,

i=1 j=1

ol Z;; dénote la (i7)® ligne de Z. En dérivant x(b) une seconde fois par rapport

a b, nous calculons

K'"(b) = Z Z ZUZZJ/J’U 1 - /’LZ) a2 D_l

=1 j=1

= ZTWZ+ D™, (2.2.4)

ot W est une matrice diagonale n x n dont les éléments de la diagonale sont

wij = v(pfy) = pe(1— p) (en énumérant les ¢; temps du sujet 1 au sujet m). La
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combinaison des équations 2.2.1 4 2.2.4 donne

1 m (7 B 1 N _
1(B,6) ~ —5 log [T+ ZTWZD|+ > Y 1l;(8;b) - 5bTD-lb. (2.2.5)

i=1 j=1

Breslow et Clayton (1993) supposent que les éléments de la diagonale de W
varient lentement comme une fonction de la moyenne et ignorent le premier terme
de expression 2.2.5. Les estimateurs (3, b) = (8p(8),b(8)) ol b(6) = b(B(9)),
sont donc obtenus conjointement en maximisant le logarithme de la fonction de
quasi-vraisemblance pénalisée (PQL)

m t;

1
Z Z Lii(B;b) — §bTD_1b,

1=l g=1
pour @ fixé. De maniére équivalente, I’estimateur PQL B p(0) maximise
m i;
; T Leg o ip
Ip(B,6) = ;;lm‘(ﬂ,b) - 5bD7'b, (2.2.6)

pour @ fixé. De plus, b résout
Z'r, —D'b=0

et Ty, est un vecteur de résidus y;; — u?j de dimension n x 1 (en énumérant les t;

temps du sujet 1 au sujet m). Ceci nous améne & écrire les équations scores pour

Bethb:

m i "
oD (Yy—pi)zi; =0
s I |
et
m 1
> (Y- pi)Zi; =D7'b.
i=1 j=1

Stiralli, Laird et Ware (1984) et Schall (1991) obtiennent ces mémes équations a

l’aide de la théorie bayésienne.
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2.2.2. Solution des estimateurs PQL
2.2.2.1. Estimation des coefficients de la régression

Harville (1977) propose un systéme d’équations permettant d’obtenir le meilleur
estimateur sans biais (BLUE) de B et b pour un modéle mixte avec des va-
riables réponses normales. L équation du modéle de Harville est de la forme
Y =XB+Zb+e€ oue~ N0, W), b~ N(,D) et € et b sont indépendants.
Les estimateurs obtenus par la méthode des scores de Fisher peuvent étre expri-
més comme la solution du systéme d’équations suivant (Harville 1977, théoréme

2):

XTWX XTWZD 3 XTWY (35%)
ZTWX 1+ ZTWZD v ZTWY |’ o

ot b= Dv.

Une caractéristique importante des estimateurs PQL est qu'ils peuvent étre
estimés en ajustant itérativement un modéle linéaire a effets mixtes avec un vec-
teur de variables réponses “de travail”. Il s’agit de définir un vecteur Y* de di-
mensions n % 1 formé des composantes Y;; = =7 8+2%b + (y;; —ufj)[v(ug)]‘l (en
énumeérant les ¢; temps du sujet 1 au sujet m). Il est alors possible d’exploiter les
développements théoriques de Harville (1977) puisque Y* est normalement dis-
tribué avec une moyenne X3 et une matrice de covariance V. = W-1 + yADYAN
ot W est W évalué en b,

Les estimateurs PQL de 3 et b sont obtenus en résolvant le systéme 2.2.7 pour

Y". De maniére équivalente, nous pouvons premiérement résoudre pour 3 par

(XTVIX)3 = XTV-ly* (2.2.8)
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ot V=W-142ZDZT = Wl + 3¢ 0,Z,ZF. Ceci suggere que la covariance
approximative de Bp est (XTV~1X)~l. Cette derniére valeur est I'inverse de
linformation de Fisher pour le modéle linéaire ordinaire lorsque 6 est connu.

Deuxiémement, nous posons
b=Dp=DZ"V(Y* - X3p). (2.2.9)

Les écarts types estimés pour b peuvent étre calculés a partir de I’équation 2.2.9.
Mentionnons que les équations 2.2.8 et 2.2.9 ne tiennent pas compte de la varia-

bilité additionnelle provenant de ’estimation de 8.

2.2.2.2. Estimation de la variance

Les estimateurs PQL des composantes de la variance sont également obtenus
a 'aide des relations connues de la théorie de la loi normale. Par contre, la dépen-
dance de W par rappport a @ est ignorée lors du calcul de 8V /00y (k =1, ....¢).
L’équation du maximum de vraisemblance pour 'estimation des composantes de
la variance 6, déduite d’aprés Harville (1977, sec. 4), est approximativement

égale a
1 1 * a2 \Txr—1 * =
—510g|V|—§(Y - XBp) VY- XBp),

ou Bp = Bp(). Les équations d’estimation correspondantes sont donc définies

comme suit :

1 *_~T_13_Y_1*_A_(_16‘_V _
o | (V= XBp)' VT VY XBp)—tr| Vg =0,(2.2.10)

ou Bp = PBp(8).
Breslow et Clayton (1993) notent que ’approche du maximum de vraisem-
blance pour estimer 6, ne tient pas compte de la perte de degrés de liberté associée

a Pestimation de B dans I’équation 2.2.10. Pour cette raison, les estimateurs du
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maximum de vraisemblance sont généralement biaisés lorsque le nombre de degrés
de liberté est petit. Ce probléme est éliminé en utilisant ’approche du maximum
de vraisemblance restreint. L’estimateur PQL de la variance est alors la valeur

de @ qui maximise
1 1 - y L. =~ - & 3
— g5 log hite §1Og|XTV X| - §(Y — XBp)VHY" - XBp),

ou Bp = Bp(0).
Les dérivées partielles de I’équation précédente par rapport aux composantes
de @ permettent d’obtenir les équations d’estimation PQL suivantes pour les

parameétres de la variance:

1 % 3 T —18_V —1 * 3 = ( _C?_X _
S| (0 = XV VY - XBp) i ( Pog ) | =0, (2211)

ot P = V-1 — VIX(XTV-1X)1XTV-! (Harville, 1977) et 3, = Bp(0). La
matrice d’information de Fisher correspondante est formé des composantes

1 oV _adVv

L’approche du maximum de vraisemblance restreint est justifiée lorsque 3 et
@ sont des paramétres orthogonaux au sens de Cox et Reid (1987) et que la
matrice d’information de Fisher pour 35(8) est XTV~1X. Notons qu’aucune de

ces deux spécifications n’est exacte pour le modéle logistique-normal.

2.2.3. Algorithme

Un des principaux avantages de 'approche PQL est qu’elle peut étre program-
mée en ajustant itérativement un modéle linéraire mixte & la variable réponse “de
travail” Y*. Wolfinger (1993a) a d’ailleurs développé une macro SAS nommée

GLIMMIX qui permet d’obtenir aisément les estimateurs PQL.
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Cette macro calcule les estimateurs basés sur la pseudo-vraisemblance (PL)
et la pseudo-vraisemblance restreinte (REPL) d’aprés article de Wolfinger et
O’Connell (1993). Tel que mentionné a la section 1.3, I’approche PQL est un cas
spécial de la méthode PL lorsque le paramétre d’échelle est égal 4 1 (¢ = 1). Voici
un bref apercu des étapes de I'algorithme PQL de la macro GLIMMIX pour des
réponses binaires.

1) Calculer P'estimateur initial de uf’, noté [LB, en utilisant un ajustement qui
permet d’utiliser la fonction de lien. Par exemple, une donnée binaire y;;
pourrait étre remplacée par (y;; + 0.5)/2;

2) Calculer le vecteur Y* formé des éléments h(A5) + (yi; — fiy) ()] ™" (en
énumeérant les ¢; temps du sujet 1 au sujet m);

3) Utiliser une procédure d’estimation du maximum de vraisemblance restreint
pour ajuster un modéle linéaire mixte & la variable réponse Y*; ce qui
revient a résoudre les équations d’estimation 2.2.10. Cette procédure permet
d’obtenir 'estimateur PQL des composantes de la variance noté Op:

4) Comparer les anciens estimateurs @p avec les nouveaux. Si la différence est
suffisamment petite, arréter, sinon aller a I’étape suivante;

5) Résoudre les équations du modéle mixte pour Bp et b ot b(#) =b(B(8)).
Les estimateurs correspondent & ceux donnés par les équations 2.2.8 et 2.2.9;

6) Calculer le nouveaux estimateurs des uf'j en substituant les nouveaux Bp
et b dans l'expression 2° = h=2(X 8p + Zb). Retourner a I'étape 2.

Les étapes 3 & 5 sont effectués a 'aide de la procédure PROC MIXED de SAS
(Littell et al., 1996). Notons enfin que dans 1"étape 3, l'algorithme de Newton-
Raphson est préférable & I’algorithme EM pour les raisons discutées par Lindstrom

et Bates (1988).
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2.2.4. Convergence

Comme mentionné précédemment, les estimateurs PQL B p €t @p résolvent
conjointement les équations 2.2.8 et 2.2.10. Ces équations d’estimation nécessitent
plusieurs approximations pour lesquelles aucune justification analytique n’a été
donnée. Généralement, les estimateurs PQL convergent lorsque les Yi; sont de
loi normale. Par conséquent, les estimateurs sont sérieusement biaisés lorsque
les données sont de type binaire. Pour une bonne discussion de ces points, voir
Breslow et Clayton (1993, sec. 2.5).

Breslow et Lin (1995) étudient le biais asymptotique des estimateurs PQL
pour des données appariées avec des réponses binaires. Leurs études numériques
montrent que I’estimateur des composantes de la variance est sérieusement biaisé.
Lin et Breslow (1996a) obtiennent des formules générales du biais asymptotique
des estimateurs PQL dans le cas des MLGM avec une fonction de lien canonique

et plusieurs effets aléatoires indépendants.

2.3. CORRECTION DU BIAIS DES ESTIMATEURS PQL

Il y a deux sources possibles du biais de B p. Premiérement, B p dépend de la
matrice 8 qui doit étre estimée. Deuxiémement, les équations d’estimation PQL
pour ,@ p lorsqu’on suppose @ connu sont des approximations qui peuvent occa-
sionner un biais. Il est possible de diminuer le biais de la premiére source en
utilisant les composantes corrigées de @p dans l’équation 2.2.8. Le biais prove-
nant de la seconde source peut étre réduit en écrivant B p comme une fonction

polyndémiale de @ pour des petites valeurs de 8.
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2.3.1. Biais des estimateurs des coefficients de régression

Solomon et Cox (1992) font une approximation de I'intégrale de la vraisem-
blance (2.2.1) & I'aide d’un développement de Taylor autour de b = 0 dans le
cas spécifique ot ¢ = 1. Leur approximation est & la base des formules de correc-
tion du biais des estimateurs PQL présentées dans cette section. Lin et Breslow
(1996a) généralisent les approximations proposées par Solomon et Cox (1992) au
MLGM avec plusieurs composantes de dispersion (¢ > 1). Ils en déduisent un

développement quadratique de [(3,8) autour de 8 = O:

18,0) = 3.3 145(8:0) + (8 + £1)76

i=1 j=1

1
+ 5eT(zz21 + € + Lo + £24)8 + 0(||0]1?), (2.3.1)

ol £y, et £1o sont des vecteurs de dimensions ¢ X 1 et £y, loy, £o3 et £oy des

matrices de dimensions ¢ X ¢ avec les composantes

1
By (k) = 5r;-;“zkz{]:o

alk) = ——%tr(ZfWoZk)

(k1) = —rYZiZIWoZ,Z] 1o

Lyo(k,l) = %tr(szozlz;fwozk)=%1§(szoz,)(2)1m
b (k1) = —%[ﬁz?”wlzkz{rﬁ1§z§f)Twlzllero]
Oy(k,l) = —%ﬂz?”wngﬁm.

Notons que Wy = Wlp—q, To = I'b|b=o €t £ = pfjlb=o. De plus, W, et W sont
i = Hij

des matrices diagonales avec les éléments v(ud;)(1 — 2u;) et v(u;)(1 — 6u(u;))-
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Enfin, la notation suivante est utilisée: H® = {hZ} pour toute matrice H et 1;
est un vecteur de 1 de dimensions s x 1.
En utilisant les équations 2.2.6 et 2.3.1, nous déduisons la relation suivante

entre [p (équation 2.2.6) et [ (équation 2.3.1) pour de petites valeurs de :
1
lp=1-£,0 - ‘Z‘HT(£22 + €3 + £24)8 + 0(]|0]1°). (2.3.2)

D’aprés Breslow et Lin (1995), le développement linéaire de I’équation score cor-
respondante autour de 8 = I p est
ol ol 0?1
8la a-38la s | 53087 (B
Bl=8 9Pip-B, 0BIB" |-

ou ||B8* — Bp| < ||B - Bp|. L’estimateur du maximum de vraisemblance B et son

approximation 3 p (Pestimateur PQL) sont donc reliés par 1’équation

5. 0?1
IB = ﬁP = ( aIBaIBT

2.3.1.1. Correction d’ordre 1

-1
ol . 2
= — 40 - 8|1H. 2.3.3
MP) 95|g_p, T OB~ AN (289)

Pour obtenir la correction d’ordre 1, nous évaluons le développement linéaire
du second terme du co6té droit de ’équation 2.3.3 autour de € = 0. Il s’agit de dé-
velopper les deux dérivées partielles séparément autour de @ = 0. Premiérement,

de I'équation 2.3.1, il suit que

%l

RS azwﬁo
28057 G = X;JZ; 56087 +0(llel)
= =X W0X|ﬁ:BP+O(||0||) (2.3.4)

Deuxiémement, de 'équation 2.3.2, nous déduisons que [ et [p sont en relation

d’aprés reliés par

l=1p +£ 0 + o(]|0]})-
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En dérivant de chacun des cotés de I’égalité par rapport & B et en évaluant

I’expression au point 3 = Bp, nous obtenons

oL ol oL,
o8 Y] -3 9+ o(]|@
9lp-, OB ﬁzgj( 58 MP) +o(llel)
- _ixTw,z® R
= —5(XIWiZBJ|5_g )6+ o(|10])) (2.3.5)

on J = diag(1,,, ..., 1,;) est une matrice diagonale en blocs de dimensions cm X c.

La substitution de 2.3.4 et 2.3.5 dans 1 "équation 2.3.3 méne &

5.5,8+ollel).

Puisque B converge vers (3 lorsque m — oo, le biais asymptotique de J¢ p est

x e U]
B =Bp— 5[(XTWX) " XTW, 2]

d’ordre 6. L’estimateur PQL d’ordre 1 corrigé est donc

- - 1
Bep1 = Bp — B [(XTWDX)_IXTW1Z(2)J] (2.3.6)

- 0.
|ﬂ=BP
2.3.1.2. Correction d’ordre 2

Les résultats numériques pour des données appariées (Breslow et Lin, 1995)
et les études de simulation pour des données binaires (Lin et Breslow, 1996b)
suggérent que ,BC p; surestime le biais réel, spécialement pour des petites valeurs
de B et 0. Lin et Breslow (1996a) proposent donc une deuxiéme correction de
I’estimateur PQL des coefficients.

Cette correction est obtenue 4 l'aide du développement en série de Taylor
d’ordre 2 du second terme de ’équation 2.3.3 autour de @ = 0. Lin et Breslow

(1996a) définissent 'estimateur corrigé de deuxiéme ordre de la fagon suivante:
. ~ 1 ~
Bcp:z = Bep + §(XTW0X) .

{3 X"Wi[(Z:Zf W) -zl]1m9k91}] b5 (@37
k=1 I=1 &
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ou V'opérateur - représente la multiplication des matrices élément par élément.
Le vecteur ch tel que défini en 2.3.7 est en fait une correction “partielle” de
deuxiéme ordre, car seul le terme quadratique principal de 2.3.3 (67 £5,0) est pris

en considération. Dans ce cas, ’équation 2.3.3 peut étre récrite comme
1
l=1lp+€,0+ 50%249 + O(||81).

D’aprés Lin et Breslow (1996a), le fait d’ignorer les termes quadratiques £53 et
£,, dans 2.3.3 simplifie grandement la correction d’ordre 2. De plus, les résultats
numeériques montrent que cette correction produit des résultats satisfaisants pour

des réponses binaires.

2.3.1.3. Covariance des estimateurs

L’approximation de la covariance de Bop; et Beps est évaluée par

COV(BCPl) i COV(BCP2) (2.3.8)

~ cov(Bapy) + (XTWeX) 1B cov (Bop)BT (XTWeX) ™, (2.3.9)

ou B = (1/2)XTW,Z®J. Notons que les matrices cov(Bepo) et cov(Bcp) sont
décrites a la section suivante. L’approximation de la covariance est obtenue en
ignorant la corrélation asymptotique entre 3 et 6 ainsi que la variabilité venant
de (XTW,X)~'B. De plus, le calcul de la covariance de B¢ p, De tient pas compte
de la variabilité provenant de (X?WX) A ou

c ¢
A= -;-{ ; ; XTW, [(ZeZFWoZy) - z¢]1m9k9,}’ 85

En effet, la variabilité de A est moins importante pour des petites valeurs de 0

puisque A est une fonction quadratique de 0. Les simulations pour des réponses

binaires présentées par Lin et Breslow (1996b) montrent que I'approximation de

la covariance des estimateurs corrigés donne des résultats satisfaisants.
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2.3.2. Biais des estimateurs des composantes de la variance

L’équation générale du biais asymptotique des estimateurs PQL de 6 est
obtenue selon un principe semblable & celui utilisé pour I’étude du biais asymp-
totique de B p. Le biais asymptotique est donc calculé & 1'aide du développement
en série de Taylor et de la vraisemblance pénalisée (équation 2.2.6).

Posons [4(8) = log L{B(0), 8} le logarithme de la vraisemblance de profil et 6
’estimateur du maximum de vraisemblance de 6. Puisque nous nous intéressons
au biais asymptotique, il n’est plus utile de tenir compte de la perte de degrés de
liberté associée a lestimation de B3. Par conséquent, les équations d’estimation
de @ notées dl%/00 sont définies selon I'équation 2.2.10 et I'estimateur PQL
correspondant est noté p.

La relation entre Pestimateur du maximum de vraisemblance 8 et I'estimateur
PQL 0p est étudiée en prenant le développement en série de Taylor d’ordre 1 de
Ol* /60 et de son approximation 81% /88, autour de @ = 0. Par ce raisonnement,

Breslow et Lin (1995, sec. 5) déduisent que

_ 274 =1 2 7t o
6 = ( b - ) ﬂ% )6 (2.3.10)
86000" |g_p- 0000" |9-9;,

ot ||6*]] < ||81], ||03]] < ||8p|l- D’aprés I'équation 2.3.10, le biais asymptotique
de @p est d’ordre 6 lorsque 8 | 0.

L’estimateur PQL corrigé est obtenu & l'aide d’une approximation des déri-
vées partielles d’ordre 2 de 1"équation 2.3.10 sous I'hypothése que 8 = 0. Nous

calculons d’abord

o

S = (=80 + £y + BT(XTW,X)'B + . (2311
50007 A (—£22 24 ( 0X) )lﬁ:gT op(n), ( )
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ot B est la vraie valeur de 8. Par la suite, sous des conditions de régularité,

36 p(8)/00,| §—o converge vers 0 en probabilité et par conséquent,

o1,
0000" |g_,

= (’322)'ﬂ=gT + op(n). (2.3.12)

Voir Lin et Breslow (1996a, annexe B) pour les détails.
La combinaison des équations 2.3.11 et 2.3.12 dans 2.3.10 méne a l’estimateur

PQL corrigé de la variance:
Gcp = C'Cplp. (2.3.13)
C et Cp sont évalués a la vraie valeur de 3 et définis par

C = %JT(ZTWOZ)(Q)J+LIIJTZ(Q)TWQZ(Q)J

-BT(XTW X)™'B

et

Cp= %JT(ZTWOZ)(”J,
En pratique, C et Cp sont évalués a la valeur de I'estimateur PQL ,@P. De plus,
afin d’améliorer la performance pour les petits échantillons, @p est Pestimateur du
maximum de vraisemblance restreint donné par les équations d’estimation 2.2.10.
Enfin, il est intéressant de remarquer que la matrice de correction est réduite &
’identité lorsque les réponses sont gaussiennes.

Une approximation de la covariance de Gcp est donnée par
cov(@cp) = C1Cpcov(fp) CpC2. (2.3.14)

Ce résultat ne tient pas compte de la variabilité supplémentaire provenant de

la dépendance entre C™1Cp et BP; la corrélation entre (3 et @ est également
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ignorée. L’approximation est valide lorsque les éléments de la diagonale de Wy

et leur dérivée varient lentement avec 3.

2.3.3. Algorithme

Lin et Breslow (1996a) proposent un algortihme en 4 étapes pour le calcul
des estimateurs PQL corrigeés:

1) Evaluer les estimateurs PQL B p et 6 p ainsi que leur covariance respective
cov(Bp) et cov(Bp). Cette étape peut étre réalisée & l'aide de la macro
GLIMMIX de SAS décrite a la section 2.2.3.

2) Corriger fp par Ocp (équation 2.3.13). Evaluer la covariance de @¢p par
son approximation donnée par 2.3.14.

3) Utiliser Ocp pour réestimer 3 a l'aide de la macro GLIMMIX. Cette étape
méne aux estimateurs de départ Bcpo et cov(ﬁc —_

4) Corriger 30 po par Bcpl et Bcpy. Les deux corrections sont évaluées au point
A= Bcpo- L’approximation des covariances de ch et BCPQ est donnée
par 1 équation 2.3.8.

En somme, Bop1, Bopss cov(Bep,) et cov(Bcp,) donnent les corrections de pre-
mier et de deuxiéme ordre des estimateurs PQL des coefficients de la régression
ainsi que les estimateurs de leur covariance. La variable Ocp est Vestimateur PQL
corrigé des composantes de la variance et cov(B¢p) la matrice de leurs covariances

estimeées.
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2.4. QUADRATURE GAUSSIENNE ADAPTEE

Puisque la méthode PQL peut produire des résultats biaisés pour les don-
nées binaires, nous discutons d’une approche de quadrature numérique. Cette
approche consiste & maximiser la fonction de vraisemblance sans faire d’approxi-
mation préalable afin d’obtenir des estimateurs sans biais. Davidian et Gallant
(1992) proposent I’approche de la quadrature dans le cadre d’une étude phar-
macodynamique de population. Pinheiro et Bates (1995) décrivent et comparent
plusieurs techniques de calcul de I'intégrale de la vraisemblance. Selon eux, la

quadrature gaussienne adaptée (QGA) est une des meilleures méthodes.

2.4.1. Description de ’approche QGA

La quadrature est une méthode d’approximation qui consiste a évaluer I'in-

tégrale par une combinaison linéaire telle que

b
f f(2)ds = wif(2) + waf (23) + - + wn ),

-0 < a<b< oo,

ol 23, ..., zyy sont des points prédéfinis nommeés abscisses et wy, ..., WN les N poids
qui accompagnent ces points. Voir Davis et Rabinowitz (1984) pour plus de dé-

tails.

2.4.1.1. Quadrature gaussienne

Dans le cas particulier de la quadrature gaussienne, 2] et wj, j§=1,..,Nge
représentent respectivement les abscisses et les poids de la fonction de Gauss-
Hermite (en une dimension). Ces valeurs sont disponibles dans des tables stan-
dards pour Ngg < 20 (Abramowitz et Stegun, 1964 table 25.10). Pour Nog > 20,
des formules de calcul sont données par Golub et Welsch (1969).
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La notation introduite au chapitre 1 sera utilisée pour le reste de cette section.
Revenons maintenant a l'intégrale du maximum de vraisemblance présentée ala
section 1.3 pour le modéle logistique-normal. Selon les équations 1.3.1 4 1.3.3, la

fonction de vraisemblance pour 3 et G est:

08,G3y) = I[ [Latwsivas ;o).
=1 j=1

_ ﬁ/exp{iyijln( = )—&-Zlnl—uu ]f(Ui)dUi.

Puisque U; ~ N(0,G) ou G est de dimensions ¢ x ¢, nous obtenons

L(B,0;y) = H / (27)~2|G| 7% exp| ;(B, Us) | exp(=U; G™'U;/2)dU

ou ;(3,U;) quln(lﬁw ) Zlnl——uu

L’approximation de I'intégrale par la quadrature gaussienne est faite a ’aide d'une
somme pondérée des abscisses prédéfinies sur l'effet aléatoire.

Les régles de la quadrature gaussienne pour les intégrales multiples sont com-
plexes. En utilisant la structure de I'intégrale du modéle logistique-normal, il est
possible de transformer le probléme en une application successive de quadratures
gaussiennes & une dimension. Ainsi, lorsque la dimension de U; est petite (c=1 ou
2) la quadrature gaussienne peut étre appliquée a I’aide d’un logiciel approprié.

Posons z* un vecteur de Ng¢ abscisses d’un noyau de distribution normale

centrée réduite. Par un changement de variable, la fonction de vraisemblance du
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modeéle logistique-normal peut &tre récrite de la fagon suivante:

1 [ Gy explb(8, GT122") Jexp( | /2) e

Noe  Ngg c
~ T/2, %
=Yy expl (8,675, i) [ T wse,
n=l1 je=1 k=1
‘ * — * *\T 9 : : .
ot 2, . = (z},... ,2; )" . L’approximation correspondante du logarithme de

cette vraisemblance est

i Noa c
loa(B, 65 y) = —nlog(2m)/2+ ) log { > expl1i(8, G772}, ;) 1T wy } ,

i=1 J

ot f =0 gl b =Y, e

Dans ce cas, la quadrature gaussienne peut étre vue comme une version mo-
difiée de I'intégration de Monte Carlo pour laquelle les échantillons aléatoires des
U; sont générés d’une distribution N(0,G). La seule distinction est que dans
notre cas, les zj et les poids w; sont fixés au départ tandis qu’ils sont choi-
sis aléatoirement pour la méthode de Monte Carlo. D’aprés Pinheiro et Bates
(1995), I’échantillonnage d’importance (“importance sampling”) est une approche
plus efficace que 'intégration de Monte Carlo. Pour cette raison, ils considérent

I'approche QGA qui est 1”équivalent de 1"échantillonnage d'importance dans le

contexte de la quadrature gaussienne.

2.4.1.2. Quadrature gaussienne adaptée

Il s’agit d’abord de centrer 'intégrale autour de ’estimateur bayésien empi-
rique de U; plutot qu’en zéro. L'estimateur U, est donc le mode conditionnel de

U, obtenu en maximisant

1
~ri(U;) = (8, U:) - U G,
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De la méme maniére, & la section 2.2.1 nous avons posé b comme le vecteur
qui minimise x(b). Ensuite, nous calculons la matrice hessienne notée I'(U;)

provenant de la maximisation de —«;(U;). Elle est donnée par
t

—&/(U;) =T(U;) = Y _ diydf(1 — pyy) + G
j=1

Nous supposons que I'(U;) est une matrice d “échelle appropriée pour les abscisses
de la quadrature.
L’approximation de la fonction du maximum de vraisemblance par la QGA

est donc
1 [ @n )G 2 exp [ - G+ D(U) 22 + a7]/2 ]

x exp(—||z"|*/2)dz"

Nge Noc c
Ry ) exp [ —r( Ui+ T(U:) 225, ) + g5, 5 l/2 ] I wir.
=l ge=l o

L’approximation correspondante du logarithme de la vraisemblance est

1 m
la6(8,039) = 3 { niog(zm)/2-+ mlog Gl + 33 1og (U }

m Ngg =
+3l0gd S exp [ —wi( Ui+ T(U)2g7) + |1z 17/2 | [Twse
i=1 j k=1

Il est possible d’ajuster le nombre de points de quadrature Ngg afin d’obtenir
differents niveaux d’exactitude. Dans le cas ou Ngg = 1, 'approximation QGA
correspond & 'approximation modifiée de Laplace décrite a la section 2.2.1 et
utilisée par Wolfinger (1993b).

D’aprés Crouch et Spiegelman (1990), Nog = 20 est généralement adéquat
pour P’application du modéle logistique-normal & 'aide de la quadrature gaus-

sienne. Par contre, selon Pinheiro et Bates (1995), I’approximation de 'intégrale
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par la quadrature gaussienne donne des résultats adéquats lorsque le nombre
d’abscisses est grand (> 100). L’avantage de cette approximation est qu’elle ne
requiert pas l'estimation des modes a posteriori des effets aléatoires & chacune
des itérations. Par contre, ceci ne compense pas l'inefficacité des calculs et le
manque de précision de la quadrature gaussienne; l'approche QGA (quadrature

gaussienne adaptée) est donc a prévilégier.

2.4.2. Algorithme

La nouvelle procédure PROC NLMIXED de la version 8 de SAS (disponible
seulement depuis mars 2000) permet d’ajuster un modéle non linéaire en maxi-
misant une approximation de 'intégrale de la vraisemblance des effets aléatoires.
Différentes approximations de l'intégrale sont disponibles dont la QGA décrite
précédemment. De plus, la procédure permet d’utiliser une grande variété de
techniques d’optimisation.

Par défaut, PROC NLMIXED utilise I’algorithme de quasi-Newton lorsque
I’approximation QGA est spécifiée. Cet algorithme est idéal pour les échantillons
de taille moyenne, car contrairement a l’algorithme de Newton-Raphson, il ne
requiert que les dérivées de premier ordre. En effet, la matrice des dérivées de se-
cond ordre, en 'occurrence la matrice de covariance des estimateurs, est calculée
a l’aide des approximations par des différences finies (" finite difference approxi-
mations "). Il s’agit grosso modo d’évaluer numériquement les dérivées de second
ordre. Comme la fonction objective et le gradient sont plus rapides & calculer
que la matrice hessienne, I’algorithme de quasi-Newton est plus rapide que l'algo-
rithme de Newton-Raphson. En fait, ’algorithme de quasi-Newton requiert plus
d’itérations que celui de Newton-Raphson, mais chacune des itérations est calcu-

lée beaucoup plus rapidement. Par défaut, la technique de quasi-Newton exploite



92

la double mise a jour de Broyden, Fletcher, Goldfard et Shanna du facteur de
Cholesky de la matrice hessiennne approximative. Les détails de cette technique
sont donnés par Fletcher (1987).

Tel que mentionné précédemment, I’approche GQA pour I'approximation de
I'intégrale permet d’ajuster le nombre de points de quadrature Ngg afin d’obte-
nir un niveau d’exactitude suffisant. La procédure PROC NLMIXED propose une
technique pour déterminer le nombre de ces points: lorsque la différence relative
entre deux calculs successifs de la vraisemblance est plus petite que 7 = 1 x 1074,
la recherche se termine et le plus petit nombre de points est utilisé pour I'optimi-
sation subséquente. La variable r représente donc la tolérance pour sélectionner le
nombre de points de quadrature. Pour la méthode QGA, la séquence de recherche
pour Ngg est 1,3,5,7,11,11 + 5,114 2s,... ou la valeur par défaut de s est 10.
Mentionnons finalement que le nombre de points maximum permis par défaut est

égal & 31.



Chapitre 3

COMPARAISON DES METHODES PQL ET
QGA PAR DES SIMULATIONS

Ce chapitre a pour but de comparer les estimateurs PQL, PQL corrigés et
QGA a laide de simulations. Pour ce faire, nous utilisons trois modeles différents.
Le premier est un modéle fréquemment étudié dans la littérature mais avec une
modification du nombre d’observations dans le temps. Le deuxiéme correspond
exactement au modéle de la littérature tandis que le dernier est semblable aux
modéles analysés en sécurité routiére. Pour le premier modéle, nous choisissons
de faire varier le parameétre de la variance ainsi que le nombre d’individus. Par
contre, seul le nombre d’individus varie pour le modéle de sécurité routiere.

Pour débuter ce chapitre, nous expliquons et justifions le cadre de I'étude.
Nous présentons ensuite les résultats obtenus en séparant ’analyse du premier
modéle pour chacune des valeurs du paramétre de la variance. Nous examinons
plus spécifiquement les diagrammes en boites, les moyennes, les écarts types simu-
lés et estimés ainsi que les erreurs quadratiques moyennes des parametres estimes.
En terminant, nous discutons de maniére globale des résultats obtenus pour en
arriver a une recommandation générale quant a l'utilisation des différentes ap-

proches.
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3.1. CADRE D’ETUDE

Afin de comparer la performance des estimateurs PQL et QGA, nous consi-

dérons trois modéles distincts.

3.1.1. Premier modéle étudié

Nous étudions d’abord le modéle suivant :

logit(ui;) = Bo + Brhj + Bozi + Bsxih; + Ui,
Bl s oo . (3.1.1)
ou

’

3 sij=1,
hi=< 0 sij=2,
\3 g1 9=3
)

1 avec une probabilité de 1/2
T; = §

0 avec une probabilité de 1/2.

F=(m 6 & 6)=(-25 1,0 -1,0 0,5 ),
U; ~ N(0,6).

D’aprés le modéle postulé, nous avons t; = ¢t = 3 et ¢ = 1. Les coeflicients des
effets G, . .. , O3 sont posés de telle facon que la probabilité d'une réponse positive
varie de 0,0041 a 0,62 lorsque z; = 0, et de 0,0003 & 0,731 lorsque z; = 1 avec
U; = 0 pour les deux valeurs de z;. Au tableau 3.1.1, nous présentons l’effet de
'ajout de £2v/8 a la probabilité de succés pour quelques valeurs 6.

Dans un premier temps, nous générons les variables explicatives z; d’aprés

une loi de probabilité Bernoulli(3). Les valeurs obtenues sont considérées fixes
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TaB. 3.1.1. Variation de la probabilité d’une réponse positive pour le modéle 3.1.1

lors de Uajout +£2v/0 & Uéquation (U; = 0).

T; Variation
0,5 O 0,0010 & 0,87
1 0,0001 a 0,92
1,0 0O 0,0006 a 0,92
1 0,00005 a 0,95
1,5 0 0,0004 a 0,95
1 0,00003 a 0,97

pour le reste de I'expérience. Dans un deuxiéme temps, nous générons les effets
aléatoires U; pour chacun des m individus & I’aide d’une loi de probabilité N(0, §).
Nous pouvons ainsi calculer les valeurs de logit(y;;) a I’aide des vraies valeurs des
effets 3, . .. , f5. Nous déduisons ensuite la probabilité de succés p;; en appliquant
la transformation inverse. Finalement, les variables réponses y;; sont obtenus en
générant une loi Bernoulli(yu;).

Nous générons 200 jeux de données de n = 3 x m observations chacun. Nous
croyons que 200 répétitions nous assurent une précision suffisante puisque Lin
et Breslow (1996b) obtiennent une valeur maximale d’écart type de 0,5 pour un
cadre d “étude similaire mais avec ¢t = 7 répétitions. De plus, nous évaluons que les
simulations prendrons approximativement 40 heures lorsque m = 1000. Ce délai
nous semble raisonnable étant donné le nombre de simulations que nous désirons
effectuer.

L’expérience entiére est reproduite pour m = 250, 500, 750, 1000 respecti-
vement. De plus, pour chacune de ces simulations, nous faisons varier la valeur de
6:6=(0,51,01,5). Nous analysons donc un total de 12 modéles, chacun d’eux
étant répété 200 fois, selon trois approches différentes.

La premiére approche consiste & ajuster une régression logistique a ’ensemble
des 200 jeux de données pour chacun des 12 modéles. Il s’agit d’une approche

“naive”, car elle ne tient pas compte de l'extra-variabilité introduite par la loi
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normale. Le critére relatif de convergence requiert qu’a l'itération ¢,

g?Higi

|l~]—}-—]E—6 < valeur

ou [; est la valeur du logarithme de la fonction de vraisemblance, g; le gradient
et H; 'espérance de la matrice hessienne inverse. Nous utilisons la valeur par
défaut de la procédure PROC LOGISTIC de SAS, soit 1IE—8 (notation SAS pour
1x1078).

La deuxiéme approche consiste a analyser les 200 jeux de données a 1’aide des
méthodes PQL et PQL corrigée. Pour chacune de ces méthodes, nous utilisons
d’abord le maximum de vraisemblance et ensuite le maximum de vraisemblance
restreint pour estimer la variance (voir section 2.2.2.2). Le paramétre initial pour
I'estimation de la variance est fixé & 1 et le critére relatif de convergence pour
chacun des modéles linéaires (étape 3 de la section 2.2.3) est 1IE—8 (1 x 1078).

Pour la troisiéme approche, nous analysons chacun des 200 jeux de don-
nées avec la méthode QGA et ce, pour les 12 modéles. Les valeurs initiales des
coefficients de la régression sont celles de I'approche naive et la variance ini-
tiale est fixée & 1 (valeur par défaut de PROC NLMIXED). Le critére relatif de
convergence est la valeur par défaut de la procédure PROC NLMIXED de SAS,
soit 1E—8 (1 x 1078). Il s’agit une fois de plus d’un critére standard calculé en
utilisant une forme quadratique du gradient et de la matrice hessienne inverse.
Toujours par défaut, la borne supérieure de la longueur de 1“étape initiale pour la
recherche linéaire des 5 premiéres itérations est fixée & 1. La méthode QGA néces-
site | “utilisation des techniques d’optimisation. Nous choisissons l'algorithme de
quasi-Newton décrit succintement a la section 2.4.2 et I’algorithme bien connu de
Newton-Raphson. Notons que Pajustement du nombre de points de quadrature

est effectué selon la technique présentée a la méme section.
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3.1.2. Deuxiéme modéle étudié
Le deuxiéme modéle considéré est :

logit(ui;) = Bo + Brh; + Bazi + Bawshy + Ui,

i=1,...,100, j=1,...,7, (3.1.2)

ou
h]:j—4

1 avec une probabilité de 1/2
Ir; =

0 avec une probabilité de 1/2.

BT:(ﬁo B Ba ﬁ3)=(—2,5 1,6 -1,0 0’5)’
U; ~ N(0,1).

Comme pour le modéle 3.1.1, la probabilité de succés varie de 0,0041 4 0,62 lorsque
z; = 0, et de 0,0003 & 0,731 lorsque z; = 1 avec U; = 0 pour les deux valeurs
de z;. Nous générons 200 jeux de données de 700 observations chacun. Nous
analysons le modéle 3.1.2 selon les approches logistique, PQL, PQL corrigée et
QGA. Afin de limiter le nombre de comparaisons, la variance de la méthode PQL
est estimée a 'aide du maximum de vraisemblance restreint seulement. De plus,

seul ’algorithme de Newton-Raphson est utilisé pour la méthode QGA.

3.1.3. Troisiéme modéle étudié

Le dernier modéle étudié est de la forme suivante:

logit(pi;) = Bo + Brx1i + BaTos + PBa3xsi + Bshy + U,

i=1,...m, j=1,...,3, (3.1.3)
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ou
hj =n9
p
1 avec une probabilité de 0,3
T1i =
0 avec une probabilité de 0,7.
\
4
1 avec une probabilité de 0,25
T2; = §
\0 avec une probabilité de 0,75.
s
1 avec une probabilité de 0,20
Tgi = §
0 avec une probabilité de 0,80.

ﬂT=(ﬂo B B2 Ps ﬁ4)=(—1,96 -0,86 —0,17 0,04 —0,44),
Uy

~ N(0,1/2).

Pour ce modéle, la probabilité de succés varie de 0,01 & 0,09 lorsque U; = 0. De la
méme maniére que pour le modéle 3.1.1, nous générons 200 jeux de données de n =
3 x m observations chacun. L’expérience est répétée pour m = 1000, 1500, 2000.
Notons en terminant que les jeux de données obtenus sont analysés selon les

mémes approches que pour le modeéle 3.1.1.

3.2. MOTIVATION

Le modéle 3.1.1 est analogue a celui utilisé par Zeger et Karim (1991) dans
le cadre de 'échantillonnage de Gibbs pour ¢ = 7. Il est également repris par
Breslow et Clayton (1993) pour I'étude des estimateurs PQL, avec g5 = —0,5,
ce qui, selon eux, a un effet négligeable sur la comparaison des résultats. Enfin,
Lin et Breslow (1996b) examinent la performance des estimateurs PQL corrigés

en suivant le plan d’expérience de Zeger et Karim (1991). Ils fixent 6 = 1 et
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m = 100,200 pour des données binaires et générent leurs jeux de données 200
fois.

Selon les résultats obtenus par Lin et Breslow (1996b), les estimateurs Pl
en particulier les estimateurs de la variance, sont fortement biaisés négativement
lorsque les données sont binaires. Ces résultats sont en accord avec ceux de Bres-
low et Clayton (1993). La correction proposée par Lin et Breslow (1996a) réduit
efficacement le biais et ’erreur quadratique moyenne (EQM) de la variance. Elle
fonctionne mieux lorsque les composantes de la variance sont petites. La correc-
tion augmente les écarts types estimés de chacun des coefficients estimés. Lorsque
la variance associée & la loi normale est petite et que I’échantillon est de petite
taille, il est possible que I'inflation des écarts types domine. En ce qui a trait aux
coefficients de la régression, les deux corrections ne fonctionnent pas bien lorsque
la variance est élevée. Au-dela des limites de I’étude, les résultats présentés par
Lin et Breslow (1996b) suggérent que la correction du biais augmente significa-
tivement la performance des estimateurs PQL pour des échantillons de grande
taille. Ceci est spécialement vrai pour les problémes qui impliquent seulement
quelques observations binaires & chacun des niveaux de 1'effet aléatoire.

Le pertinence de la correction des estimateurs PQL pour chaque probleme
particulier dépend de la taille de I’échantillon et de la forme de la distribution
conditionnelle de la réponse. En sécurité routiére, par exemple, les banques de
données contiennent généralement de 3 & 5 observations dans le temps. Pour cette
raison, et contrairement aux modéles présentés dans la littérature, le modele 3.1.1
est posé avec t = 3. Nous choisissons également de faire varier 6 et m: aucun des
articles mentionnés précédemment n’examine le comportement des estimateurs
PQL et PQL corrigés lorsque 6 varie. Enfin, les estimateurs QGA sont calculés
3 T'aide de la nouvelle procédure PROC NLMIXED de la version 8 de SAS. A
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notre connaissance, la performance de la quadrature gaussienne adaptée (QGA)
dans le cadre du modéle logistique-normal n’a jamais été étudiée ni comparée
a la performance des estimateurs PQL. Comme I’approche QGA ne permet pas
'utilisation du maximum de vraisemblance restreint, nous calculons, & des fins
de comparaison, les estimateurs PQL et PQL corrigés en utilisant le maximum
de vraisemblance pour estimer la variance.

Le modéle 3.1.2, postulé avec ¢t = 7, correspond au modéle étudié par Lin et
Breslow (1996b). Comme eux, nous fixons § = 1, m = 100 et nous générons 200
jeux de données. Les résulats pour les estimateurs PQL et PQL corrigés doivent
donc logiquement étre semblables a ceux de Lin et Breslow (1996b). Par contre,
notre étude permet de comparer la performance de ces estimateurs avec celle des
estimateurs QGA. Notons que la taille d’échantillon du modéle 3.1.2 est de 700
(7 x 100), ce qui correspond a peu prés a la taille d’échantillon du modéle 3.1.2
lorsque m = 250 (3 x 250 = 750).

En pratique, il est rare que les modéles 3.1.2 et 3.1.2 soient observés en sécurité
routiére, car les probabilité de succés sont assez élevées et dispersées. Pour cette
raison, nous étudions un modéle qui n’est pas présent dans la littérature: le
modeéle 3.1.3. La probabilité de succés étant moins élevé, nous devons générer des
échantillons de plus grandes tailles. Nous ajustons donc le modeéle 3.1.3 pour des

échantillons de taille mm = 1000, 1500, 2000.
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En résumé notre plan d’expérience permet de répondre aux questions sui-
vantes:

1) Est-ce que les résultats des simulations de Lin et Breslow (1996b) tiennent
encore lorsque ¢t = 37

2) Est-ce que la correction des estimateurs PQL est aussi performante que la
méthode QGA?

3) Quelle est I'influence de la variance associée a la loi normale dans I'estima-
tion des coefficients & ’aide des méthodes PQL, PQL corrigée et QGA?

4) Est-ce que les algorithmes de Newton-Raphson et de quasi-Newton donnent
des résultats semblables pour les tailles d’échantillon choisies?

5) Quelle est la performance de 'approche QGA lorsque ¢ = 77

6) Quelle approche devrait-on privilégier pour la modélisation de données en

sécurité routiére?
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3.3. RESULTATS DES SIMULATIONS POUR LE MODELE 3.1.1

Afin d’alléger la présentation des graphiques et des tableaux de résultats, les
abréviations suivantes désigneront les méthodes d’estimation utilisées:

LOGIT : régression logistique,

PQL ¢ méthode PQL utilisant le maximum de vraisemblance restreint
pour estimer les composantes de la variance,

CPQLO : méthode PQL utilisant les composantes de la variance corrigées
(permet d’obtenir les valeurs initiales pour les corrections d’ordre
1et 2),

CPQL1 : correction d’ordre 1 des estimateurs PQL,

CPQL2 : correction d’ordre 2 des estimateurs PQL,

MPQL : méthode PQL utilisant le maximum de vraisemblance pour esti-
mer les composantes de la variance,

MCPO : méthode MPQL utilisant les composantes de la variance corrigées

(permet d’obtenir les valeurs initiales pour les corrections d’ordre

1 et 2),
MCP1 : correction d'ordre 1 des estimateurs MPQL,
MCP2 : correction d’ordre 2 des estimateurs MPQL,
QNR : méthode QGA utilisant ’algorithme de Newton-Raphson,
QQN : méthode QGA utilisant I’algorithme de quasi-Newton.

Le tableau 3.3.1 présente le nombre de simulations parmi les 200 pour les-
quelles la méthode utilisée converge. Notons que la non-convergence d’un jeu de
données implique que le critére de convergence ne peut étre atteint par I'algo-
rithme. 1] est évident d’aprés ce tableau que les simulations avec une vraie valeur
de & = 0,5 convergent moins souvent que les autres. Toutefois, le nombre de
jeux de données pour lesquels les méthodes convergent augmente avec m. Il faut

donc étre trés prudent dans l'interprétation des résultats des simulations lorsque
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m < 1000 et # = 0, 5. En observant les colonnes pour les autres valeurs de 8, nous

constatons que presque tous les jeux de données convergent lorsque m > 250.

TAB. 3.3.1. Nombre de simulations parmi les 200 pour lesquelles la méthode utilisée

converge (modéle 3.1.1).

m Méthode 6=10,5 =1 6=1,5
250 LOGIT 200 200 200

PQL 178 190 199
MQLP 169 187 195
QNR 166 187 195
QQN 178 193 197

500 LOGIT 200 200 200
PQL 180 200 200
MQLP 175 200 200
QNR 169 199 199
QQN 185 200 200

750 LOGIT 200 200 200
PQL 187 200 200
MQLP 183 200 200
QNR 180 199 200
QQN 187 199 200

1000 LOGIT 200 200 200
PQL 193 200 200
MQLP 191 200 200
QNR 190 200 199
QQN 194 200 200

Nous présentons maintenant les résultats des simulations effectuées a l'aide
du modeéle 3.1.1. Afin de décrire les 200 jeux de données générés, nous examinons
les graphiques en boites des coefficients de la régression et des composantes de
la variance pour m = 250, 500, 750, 1000. Nous calculons ensuite les valeurs
moyennes des paramétres estimés selon chacune des méthodes ainsi que les écarts
types simulés et estimés. Finalement, les tableaux des EQM permettent d "évaluer
la performance globale des différentes approches. Cette démarche en trois étapes

est Tépétée pour les trois valeurs de 6 choisies.
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3.3.1. Résultats pour § = 1

Les graphiques en boites pour les échantillons des 200 parameétres estimés
selon différentes méthodes avec une vraie valeur 8 = 1 sont présentés en annexe A.
Alors que nous ne remarquons rien de spécial pour les distributions des paramétres
de la régression, il semble que les estimateurs QGA (méthodes QNR et QQN)
du paramétre 6 soient trés éparpillés lorsque m = 250 (voir figure A.0.1). En
fait, ils varient de 0,02 jusqu’a 4,34. De plus, nous distinguons plusieurs valeurs
aberrantes sur les diagrammes en boites des valeurs estimées de § obtenus par les
méthodes QNR et QQN. Notons toutefois que la dispersion de ces estimateurs
diminue lorsque m augmente : ’étendue n’est que de 2,18 lorsque m = 1000 (voir
figure A.0.4).

Nous étudions de maniére plus précise plusieurs exemples de jeux de donneées
simulés pour lesquels des valeurs aberrantes de I’estimateur QGA de 6 sont ob-
tenues. Il est important de mentionner que le critére de convergence est vérifié
pour toutes ces simulations et que tous les éléments du gradient projeté sont plus
petits que 1E—3 1 x 107, Il n’y a donc aucune irrégularité de la convergence des
estimateurs QGA. Il est peu problable que la valeur initiale du paramétre f cause
probléme puisque celle-ci est égale & 1 par défaut. En terminant, I'estimateur de
0 est toujours loin de la vraie valeur peu importe les techniques d’optimisation
ou de mise & jour choisies.

Le tableau 3.3.2 présente les valeurs moyennes des parameétres estimeés lorsque
la vraie valeur de 0 est égale a 1. Les estimateurs PQL et MPQL de 6 sont forte-
ment biaisés négativement, et ce peu importe la taille de I’échantillon. Par contre,
la correction proposée par Lin et Breslow (1996a) améliore considérablement la
moyenne de ces estimateurs. Les estimateurs PQL et MQPL des coeflicients de

la régression ont également un biais négatif, mais beaucoup moins prononcé que
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celui des estimateurs de 6. Les résultats pour les méthodes PQL corrigés d’ordre 1
ou 2 sont & peu prés semblables. De plus, il semble que les corrections d’ordre 1 et
2 donnent des résultats légérement moins biaisés, sauf pour le parameétre négatif
B> qui est estimé plus adéquatement par la méthode CPQLO. En général, peu
importe la taille de I’échantillon, le maximum de vraisemblance restreint donne
des résultats plus proches des vraies valeurs que le maximum de vraisemblance.
1l est probable que la différence entre les deux approches diminue avec le nombre
d’observations dans le temps.

En examinant les résultats moyens pour la méthode QGA (QNR et QQN),
nous remarquons que l'estimateur de 6 est fortement biaisé positivement lorsque
m = 250. Ceci refléte probablement le fait que les estimateurs QGA de ¢ ne
sont pas stables lorsque ’échantillon est de petite taille. Par contre, & partir de
m = 500, les moyennes de tous les estimateurs QGA sont raisonnables puisque
qu’elles ne différent des vraies valeurs qu’a la deuxiéme décimale. Mentionnons
enfin que la technique d’optimisation n’a pas vraiment d’effet sur les estimateurs
QGA, car les résultats sont semblables pour les algorithmes de Newton-Raphson

et quasi-Newton.



TaB. 3.3.2. Valeurs moyennes des paramétres estimés du modéle 3.1.1 avec 200

répétitions pour une vraie valeur de § = 1.

m  Méthode 6 Bo B B2 B
Vraie valeur 1,00 -2,50 1,00 -1,00 0,50
250 LOGIT — -2,23 0,88 -0,99 0,46
PQL 0,35 -2,24 0,89 -0,99 0,46
CPQLO 0,93 -230 091 -0,99 0,46
CPQL1 093 -2,63 084 -0,85 0,52
CPQL2 0,93 -2,51 0,83 -0,90 0,51
MPQL 0,32 -2,23 0,89 -1,10 0,46
MCPO 0,85 -2,29 0,91 -1,00 0,47
MCP1 085 -2,59 0,84 -0,87 0,52
MCP2 0,8 -2,49 0,83 -0,92 0,51
QNR 120 -263 1,05 -112 053
QQN 1,25 -2,62 1,05 -1,10 0,53
500 LOGIT —  -2,21 0,88 -0,94 046
PQL 0,31 -2,22 0,88 -0,94 0,46
CPQLO 0,81 -2,27 0,90 -0,94 0,46
CPQL1 0,81 -2,56 0,84 -0,82 0,51
CPQL2 0,81 -2,47 0,83 -0,85 0,51
MQLP 0,29 -2,22 0,88 -0,94 0,46
MCPO 0,76 -2,27 0,90 -0,94 0,46
MCP1 0,76 -2,54 0,84 -0,82 0,51
MCP2 0,76 -2,46 0,83 -0,86 0,51
QNR 1,07 -2,66 1,02 -1,04 0,52
QQN 1,07 -2,56 1,02 -1,04 0,52
750 LOGIT — -220 0,88 -0,91 0,44
PQL 0,31 -2,21 0,88 -091 0,44
CPQLO 0,81 -2,26 090 -0,91 0,45
CPQL1 0,81 -2,54 0,84 -0,78 0,50
CPQL2 0,81 -246 0,83 -0,82 0,49
MPQL 0,30 -2,21 088 -0,91 0,44
MCPO 0,78 -2,25 0,90 -0,91 0,45
MCP1 0,78 -2,53 0,84 -0,79 0,49
MCP2 0,78 -245 0,83 -0,82 0,49
QNR 1,08 -2,55 1,02 -1,01 0,51
QQN 1,08 -2,55 1,02 -1,01 0,51
1000 LOGIT  — 2,18 087 -0,90 044
PQL 031 -2,19 0,87 -0,90 0,44
CPQLO 081 -223 0,89 -090 044
CPQL1 081 -2,52 082 -0,78 0,49
CPQL2 091 -2,43 082 -0,81 049
MPQL 031 -2,19 087 -0,90 0,44
MCPO 0,78 -2,23 0,89 -0,90 0,44
MCP1 078 -2,51 0,82 -0,78 0,49
MCP2 078 -2,43 082 -0,82 049
QNR 1,07 -252 101 -1,00 0,50
QON 1,07 -252 101 -1,00 0,50
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Nous présentons les valeurs des écarts types estimés et simulés au tableau
3.3.3 pour m = 250, 500 et au tableau 3.3.4 pour m = 750, 1000. Notons d’abord
que les plus grandes valeurs d écarts types sont observées pour le parametre
B». Nous observons également que les écarts types estimés des parametres fixes
concordent raisonnablement avec les écarts types simulés pour la méthode PQL
et ses variantes. Par contre, cette affirmation ne tient plus pour 0: les écarts
types estimés sont considérablement plus élevés que les écarts types simulées. Ce
phénoméne, bien que de plus grande amplitude, est en accord avec la tendance
décelée par les simulations de Lin et Breslow (1996b). Dans notre cas, il est
possible que la différence importante entre les écarts types simulés et estimés de
8 soit attribuable au petit nombre d’observations répétées par individu (¢ = 3).
L’écart entre les deux valeurs diminue lentement lorsque m augmente, montrant
ainsi que l’écart type estimé du paramétre de la variance est asymptotiquement
adéquat. Nous croyons également que 1“écart entre les différentes probabilités de
succes associée au modéle 3.1.1 puisse influencer 'estimation.

Analysons maintenant les écarts types obtenus par les méthodes QGA. Nous
remarquons que les écarts types estimés et simulés de @ sont trés élevés pour les
méthodes QNR et QQN lorsque m = 250. En fait, ils sont de 'ordre de l'esti-
mateur (=~ 1). Tel que mentionné précédemment, la dispersion des estimateurs
de la variance diminue lorsque m augmente. Enfin, nous ne constatons aucune
différence majeure entre les écarts types estimés et simulés des coefficients de la
régression. Notons toutefois que les valeurs les plus élevées sont une fois de plus

observées pour le coeflicient .



TaAB. 3.3.3. Comparaison des écarts types estimés et simulés du modéle 3.1.1 avec

200 répétitions pour m = 250,500 et une vraie valeur de 6 = 1.

m  Méthode [ Bo B B2 Bs
250 LOGIT Sim.° — 029 0,10 064 0,22
Est.® — 027 0,10 0054 0,20

PQL Sim. 0,17 0,28 0,10 0,63 0,22
Est. 034 0,27 0,10 0,54 020

CPQLO Sim. 0,46 0,29 0,11 0,63 0,22
Est. 0,90 0,28 0,10 0,56 0,20

CPQL1 Sim. 046 0,40 0,13 064 0,24
Est. 090 043 0,13 0,58 0,21

CPQL2 Sim. 0,46 0,34 0,13 0,64 0,24
Est. 0090 043 0,13 058 021

MPQL  Sim. 0,16 0,28 0,10 0,63 0,22
Est. 033 027 0,10 0,55 0,20

MCPO Sim. 043 0,29 0,11 063 0,22
Est. 089 0,28 0,10 0,56 0,20

MCP1 Sim. 043 0,39 0,13 0,65 0,23
Est. 0,89 043 0,13 0,57 0,21

MCP2 Sim. 0,43 0,34 0,13 0,64 0,23
Bst. 089 043 0,13 057 021

QNR Sim. 0,89 044 0,17 0,70 0,25
Est. 0,96 0,41 0,16 0,60 0,22

QQN Sim. 091 0,44 0,17 0,70 0,25
Est. 095 041 0,16 039 0,22

500 LOGIT Sm. — 020 0,07 038 0,14
Est. — 0,18 0,07 0,36 0,13

PQL Sim. 0,13 0,20 0,07 0,38 0,14
Est. 024 0,19 0,07 037 0,13

CPQL0O Sim. 0,33 021 0,07 038 0,14
Bst. 0,62 0,20 0,07 0,38 0,14

CPQL1 Sim. 0,33 028 0,08 040 0,15
Est. 062 030 0,09 039 0,4

CPQL2 Sim. 0,33 025 0,09 039 0,15
Est. 0,62 0,30 0,09 0,39 0,14

MPQL  Sim. 0,13 0,20 0,07 0,38 0,14
Est. 023 0,119 0,07 037 013

MCPO Sim. 0,33 0,21 0,07 0,38 0,14
Est. 062 019 0,07 037 0,14

MCP1 Sim. 0,33 0,28 0,08 040 0,15
Est. 0,62 029 0,09 039 0,14

MCP2  Sim. 0,33 024 0,08 0,39 0,15
Est. 062 029 009 039 0,4

QNR Sim. 0,57 0,30 0,11 041 0,16
Est. 061 028 011 040 0,15

QQN Sim. 057 0230 0,11 041 0,16
Est. 061 028 0,11 040 0,15

9 écart type simulé: écart type estimé par les simulations.

b

écart type estimé: moyenne des écarts types estimés.
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TaB. 3.3.4. Comparaison des écarts types estimés et simulés du modéle 3.1.1 avec

200 répétitions pour m = 750, 1000 et une vraie valeur de f = 1.

m Méthode [ Bo 51 J5p) B3
750 LOGIT Sim.® — 0,15 0,06 029 0,11
Est.® — 0,15 006 0,29 0,11

PQL Sim. 0,11 0,15 0,06 029 0,11

Est. 0,19 0,15 006 029 0,11
CPQLO Sim. 028 0,16 0,06 0,29 0,11
Est. 0,50 0,16 006 0,30 0,11
CPQLl Sim. 0,28 0,22 0,07 0,30 0,12
Est. 0,50 024 007 031 0,11
CPQL2 Sim. 028 0,19 0,07 0,30 0,12
Est. 0,50 024 007 031 0,1
MPQL  Sim. 0,10 0,15 0,06 029 0,11
Est. 0,19 015 006 029 0,1
MCP0  Sim. 027 0,16 0,06 0,29 0,11
Est. 049 0,16 006 030 0,11
MCPl  Sim. 027 0,22 0,07 0,30 0,12
Est. 049 024 0,07 03l 0,11
MCP2  Sim. 027 0,19 0,07 030 0,12
Est. 0,49 024 007 03l 0,11
QNR Sim. 046 024 009 032 0,12
Est. 0,550 023 009 032 0,12
QQN Sim. 046 024 009 032 0,12
Est. 050 023 009 032 0,12

1000 LOGIT Sim. — 0,14 0,06 0,23 0,08
Est. — 0,13 0,06 0,25 0,09
PQL Sim. 0,09 0,13 005 0,23 0,08

Est. 0,16 0,13 0,05 0,25 0,09
CPQLO Sim. 022 014 0,05 023 0,08
Est. 0,42 0,14 005 0,25 0,10
CPQL1 Sim. 022 018 0,06 023 0,09
Est. 042 020 006 026 0,10
CPQL2 Sim. 022 0,16 0,06 023 0,09
Est. 042 020 006 026 0,10
MPQL  Sim. 0,09 0,13 0,05 0,23 0,08
Est. 016 013 0,05 025 0,0
MCP0O  Sim. 022 014 0,05 023 0,08
Est. 042 013 005 025 0,09
MCP1  Sim. 024 017 0,06 023 0,09
Est. 042 020 006 026 0,10
MCP2  Sim. 0024 0116 0,06 023 0,09
Est. 0,42 020 006 026 0,10
QNR Sim. 0,38 0,19 0,08 0,26 0,10
Est. 0,42 0,19 007 027 0,10
QQN Sim. 038 019 007 026 0,10
Est. 042 019 007 027 0,10

@ écart type simulé: écart type estimé par les simulations.
bécart type estimé: moyenne des écarts types estimés.
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Puisque la correction du biais proposée a été développée a partir de la théorie
asymptotique, nous nous attendons a ce que la performance soit meilleure lorsque
le nombre d’observations augmente. Comme prévu, les EQM des estimateurs
PQL et de ses variantes diminuent lorsque m augmente (voir tableau 3.3.5). Par
exemple, 'EQM de 6 pour la méthode CPQLO diminue de 64% lorsque m passe
de 250 a 500. Par contre, pour un m fixé, les EQM correspondant aux estimateurs
des parameétres de la régression ne diminuent pas vraiment lorsqu’on applique la
correction.

La performance des estimateurs QGA de @ est faible lorsque m = 250, car les
EQM sont trés élevés. Toutefois, nous constatons que les EQM diminuent lorsque
m = 500. Cette mauvaise performance est probablement attribuable aux écarts
types élevés des estimateurs de 6. En fait, peu importe la taille de I’échantillon,
la performance des estimateurs PQL corrigés de 6 est meilleure que celle des
estimateurs QGA. Notons toutefois que la différence entre les performances des
deux approches diminue losrque m augmente. En terminant, nous constatons que
les valeurs des EQM pour le paramétre (3, sont trés grandes lorsque m = 250,

mais que la performance rejoint celle des autres estimateurs lorsque 1 augmente.



Tas. 3.3.5. EQM des paramétres estimés du modéle 3.1.1 avec 200 répétitions pour

une vraie valeur de 6 = 1.

m Méthode 6 Bo G [ B3
250 LOGIT — 0,19 0,03 0,68 0,08
PQL 0,45 0,18 0,03 0,66 0,08
CpPQLO 0,35 0,17 0,02 0,66 0,08
CPQL1 035 028 005 0,71 0,09
CpPQL2 0,35 0,19 0,06 0,69 0,09
MPQL 049 0,18 003 0,65 0,08
MCPO 0,33 0,18 0,03 0,65 0,08
MCP1 0,33 026 005 0,71 0,09
MCP2 0,33 0,19 005 0,68 0,09
QNR 1,25 0,32 0,05 0,79 0,10
QQN 1,29 031 0,05 0,79 0,10
500 LOGIT — 0,14 0,02 0,24 0,03
PQL 0,50 0,13 0,02 0,24 0,03
CPQLO 0,21 0,11 0,02 024 0,03
CPQL1 021 0,13 0,04 028 0,04
CcpQL2 0,21 0,10 0,04 0,26 0,04
MPQL 0,52 0,13 0,02 0,24 0,03
MCP0 0,22 012 002 024 0,03
MCP1 0,22 0,12 0,03 0,25 0,04
MCP2 0,22 0,10 0,04 0,26 0,04
QNR 0,53 0,14 0,02 0,27 0,04
QQN 0,53 014 0,02 027 0,04
750 LOGIT —— 0,12 002 0,15 0,02
PQL 0,48 0,11 0,02 0,15 0,02
CPQLO 0,15 0,09 0,01 015 0,02
cpQLr 0,15 0,08 0,03 0,18 0,02
cpQL2 0,15 0,06 0,03 0,17 0,02
MPQL 0,50 0,11 0,02 0,15 0,02
MCPO 0,15 0,09 0,01 0,15 0,02
MCP1 0,15 0,08 0,03 0,18 0,02
MCP2 0,15 0,06 0,03 0,17 0,02
QNR 0,35 0,09 0,010 0,17 0,02
QQN 0,35 0,09 0,01 0,17 0,02
1000 LOGIT —— 0,12 0,02 0,09 0,01
PQL 0,48 0,12 0,02 0,09 0,01
CpPQLO 0,11 0,09 0,01 0,09 0,01
CPQL1 0,11 0,06 0,04 0,12 0,01
cpQL2 0,11 0,05 0,04 0,12 0,01
MPQL 049 0,12 0,02 009 0,01
MCPO 0,11 0,10 0,02 0,09 0,01
MCP1 0,11 0,05 0,04 0,12 0,01
MCP2 0,11 0,04 004 0,11 0,01
QNR 0,24 005 001 011 0,02
QQN 024 0,05 001 011 0,02
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3.3.2. Résultats pour § = 1,5

En annexe B, nous présentons les graphiques en boites des échantillons des
parameétres f estimés selon différentes méthodes avec une vraie valeurde 8 =1,5.
Les mémes remarques que pour les graphiques de l’annexe A s’appliquenf. I
semble toutefois que la dispersion des estimateurs QNR et QQN de 6§ soit plus
éparse dans le cas o § = 1,5. En effet, 'étendue des estimateurs est de 7,34
lorsque m = 250 et de 2,93 lorsque m = 1000.

Afin d’alléger le texte, seul le tableau des EQM des estimateurs est présenté
dans cette section. Les tableaux des moyennes et des écarts types simulés et
estimés peuvent étre consultés & I'annexe C. En général, le comportement des
résultats est & peu prés le méme que pour = 1. Par contre, en examinant les
moyennes estimées des tableaux C.0.1 et C.0.2 de 'annexe C, nous remarquons
que la correction des estimateurs PQL fonctionne moins bien que dans la section
précédente. Ceci s’explique par le fait que les estimateurs PQL corrigés sont ob-
tenus en faisant un développement linéaire autour de § = 0. Il est donc normal
que la correction soit moins adéquate lorsque @ s éloigne de 0. Les tableaux C.0.3
et C.0.4 montrent que les écarts types des estimateurs de 6 obtenus par les mé-
thodes QNR et QQN sont encore plus élevés lorsque la vraie valeur de 6 est fixée
a 1,5. Ceci confirme le phénomeéne observé sur les diagrammes en boites.

Le tableau 3.3.6 permet d’analyser la performance des parameétres estimeés se-
lon les différentes méthodologies. Les EQM des estimateurs de # sont sensiblement
plus élevées que celles du tableau 3.3.5. Nous en concluons que la performance
de ces estimateurs diminue lorsque la valeur de  augmente, et ce pour toutes
les méthodes étudiées. Plus spécifiquement, nous pouvons affirmer que ce phé-

nomeéne est attribuable d’une part au biais élevé des estimateurs PQL et PQL
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corrigés de 6 lorsque @ = 1,5, et d’autre part, & 'augmentation des écarts types

des estimateurs de 6 par les méthodes QGA lorsque la vraie valeur de § augmente.

TaB. 3.3.6. EQM des parametres estimés du modéle 3.1.1 avec 200 répétitions pour

une vraie valeur de § = 1, 5.

m Méthode @ 5o 51 B2 Ba
250 LOGIT — 0,23 0,04 0,43 0,06
PQL 1,13 0,21 0,03 043 0,06
CPQLO 0,47 0,18 0,03 043 0,06
CPQL1 0,47 0,20 0,06 0,51 0,07
CPQL2 047 014 007 047 007
MPQL 1,18 0,22 0,03 0,44 0,06
MCPO 0,47 0,18 0,03 0,44 0,06
MCP1 0,47 0,18 0,06 0,51 0,07
MCP2 047 0,14 0,07 047 0,07
QNR 1,72 0,25 0,04 0,505 0,08
QQN 174 025 004 054 0,08
500 LOGIT — 0,21 0,04 0,16 0,02
PQL 1,16 0,20 0,03 0,16 0,02
CPQL0 0,31 0,15 0,02 0,16 0,02
CPQL1 0,31 0,11 0,06 0,22 0,02
CPQL2 0,31 0,09 0,06 0,19 0,02
MPQL 1,20 0,20 0,03 0,16 0,02
MCPO 0,34 0,16 0,03 0,16 0,02
MCP1 0,34 0,10 0,06 0,22 0,02
MCP2 0,34 0,09 0,06 0,19 0,02
QNR 056 012 002 020 0,03
QQN 056 012 002 020 003
750 LOGIT — 0,22 0,03 0,16 0,02
PQL 1,14 0,20 0,03 0,16 0,02
CPQLO 0,27 0,15 0,02 0,16 0,02
CPQL1 0,27 0,07 0,06 0,21 0,02
CPQL2 0,27 0,06 0,06 0,19 0,02
MPQL 1,17 020 003 0,16 0,02
MCPO 0,29 0,316 0,02 0,16 0,02
MCP1 0,29 0,07 0,06 0,21 0,02
MCP2 0,29 0,06 0,06 0,19 0,02
QNR 0,43 0,08 0,01 0,19 0,02
QQN 043 008 001 019 002
T000 LOGIT — 0,20 0,03 041 0,02
PQL 1,15 019 0,03 011 0,02
CPQLO 0,26 0,14 0,02 0,11 0,02
CPQL1 0,26 0,06 0,06 0,17 0,01
CPQL2 026 005 006 014 0.01
MPQL 1,17 0,19 0,03 0,11 0,02
MCPO 028 014 002 011 002
MCP1 0,28 0,06 0,06 0,16 0,01
MCP2 0,28 0,05 0,06 0,14 0,01
QNR 0,35 0,06 0,00 0,11 0,01
QQN 035 006 001 012 001
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3.3.3. Résultats pour 6 = 0,5

Les diagrammes en boites des estimateurs de 6 lorsque la vraie valeur de
6 = 0,5 sont présentés en annexe B. Une fois de plus, les mémes remarques
que pour # = 1 s’appliquent (voir section 3.3.1). Nous constatons également que
I’étendue des estimateurs QGA de # est de 4,33 lorsque m = 250 contre 1,73
lorsque m = 1000.

Comme mentionné précédemment, nous observons un nombre non négligeable
de jeux de données pour lesquels la convergence n’est pas atteinte lorsque B=105
et m est petit. Pour cette raison, nous ne discutons ici que du cas ou m = 1000,
'analyse des résultats pour m < 1000 étant laissée & la discrétion du lecteur. Les
tableaux des moyennes des estimateurs et des écarts types estimés et simulés sont
disponibles en annexe C. Nous constatons que pour m = 1000, 'estimateur de 6
a un biais positif important pour les méthodes QNR et QQN alors qu'’il n’est que
légerement biaisé pour la méthode PQL corrigée. Les estimateurs des coeflicients
de la régression obtenus par les méthodes CPQL2 et MCP2 sont généralement
plus proches des vraies valeurs. La seule exception est I'estimateur de 5, qui est
moins biaisé en appliquant I'une ou l'autre des méthodes QGA.

Les écarts types estimés pour m = 1000 et § = 0,5 sont présentés au ta-
bleau C.0.8. Les mémes remarques que pour # = 1 s’appliquent. Toutefois, nous
remarquons que les écarts types simulés et estimés de 6 sont 1égérement plus petits
que ceux du tableau 3.3.4. Finalement, les EQM sont présentées au tableau 3.3.7.
La performance des estimateurs de 6 est meilleure pour les estimateurs PQL ou

MPQL corrigés, et ce méme lorsque m = 1000.



TaB. 3.3.7. EQM des paramétres estimés du modéle 8.1.1 avec 200 répétitions pour

une vrate valeur de 6 = 0,5.

m  Méthode 6 Bo [ B2 Bs
250 LOGIT — 0,15 0,02 0,56 0,07
PQL 0,09 0,15 0,02 0,54 0,06
CcPQLO 0,39 0,15 0,02 0,54 0,06
CPQL1 0,39 0,28 0,03 0,57 0,07
CPQL2 0,39 0,20 0,04 0,56 0,08
MQLP 0,09 0,14 0,02 0,54 0,06
MCPO 0,33 0,15 0,02 0,54 0,06
MCP1 0,33 0,26 0,03 0,57 0,07
MCP2 0,33 0,19 0,03 0,56 0,07
QNR 1,18 0,31 0,05 0,60 0,08
QQN 119 030 005 062 0,08
500 LOGIT — 0,08 0,01 0,26 0,03
PQL 0,11 0,08 001 0,26 0,04
CPQLO 0,20 0,08 0,01 0,26 0,04
CPQL1 0,20 0,13 0,02 0,28 0,04
CPQL2 0,20 0,10 0,02 0,27 0,04
MQLP 0,11 0,08 0,01 0,26 0,03
MCPO 0,19 0,08 0,02 0,26 0,03
MCP1 0,19 0,12 0,02 0,27 0,04
MCP2 0,19 0,10 0,02 0,27 0,04
QNR 0,44 0,13 0,02 0,29 0,04
QQN 0,46 0,13 0,02 0,28 0,04
750 LOGIT -— 0,07 0,01 0,17 0,02
PQL 011 007 001 016 0,02
CPQLO 0,11 0,06 0,01 0,16 0,02
CPQL1 0,11 0,07 0,01 0,8 0,02
CPQL2 0,11 0,06 0,01 0,17 0,02
MQLP 0,12 0,07 0,01 0,16 0,02
MCPO 0,10 0,06 0,01 0,16 0,02
MCP1 0,10 0,07 0,01 0,18 0,02
MCP2 0,10 0,06 0,01 0,17 0,02
QNR 0,22 0,08 0,01 0,17 0,02
QQN 0,23 0,08 0,01 0,17 0,02
1000 LOGIT — 0,06 0,00 0,13 0,02
PQL 0,11 0,05 0,01 0,13 0,02
CPQLO 0,09 0,05 0,01 0,13 0,02
CPQLL 009 0,06 001 014 0,02
CPQL2 0,09 0,05 0,02 0,14 0,02
MQLP 0,12 0,06 0,01 0,13 0,02
MCPO 0,09 0,056 0,01 013 0,02
MCP1 0,09 0,06 0,01 0,14 0,02
MCP2 0,09 0,05 0,01 0,4 0,02
QNR 0,19 0,07 0,01 0,14 0,02
QQN 0,19 0,07 0,00 0,13 0,02
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3.4. RESULTATS DES SIMULATIONS POUR LE MODELE 3.1.2

Nous présentons les résultats des simulations effectuées d’aprés le modéle 3.1.2.
Rappelons que pour ce modéle, la vraie valeur de O est égalealetn=mXx7=
700. Le tableau 3.4.1 présente le nombre de simulations parmi les 200 pour les-
quelles la méthode utilisée converge. Nous observons une seule simulation que
ne converge pas (méthode QNR). En examinant la figure 3.4.1, nous constatons
que les estimateurs du paramétre 6 ne sont pas trés éparpillés, et ce peu importe
I'approche choisie. L’estimateur de & par la méthode QNR par exemple varie de

0,243,

25 3.0

|

—

i |

Paraméire estimé
1.0

05

[EE S

PQL CPQLO QNR

Méthodes

Fic. 3.4.1. Graphiques en boites des estimateurs de 6 pour le modeéle 3.1.2 avec

m = 100 individus (vraie valeur = 1,0).
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TaB. 3.4.1. Nombre de simulations parmi les 200 pour lesquelles la méthode utilisée

converge (modele 3.1.2).

m Méthode Nombre
100 LOGIT 200
PQL 200
QNR 199

Le tableau 3.4.2 présente les valeurs moyennes des parameétres estimés pour
le modéle 3.1.2. Nous remarquons que ’estimateur PQL de 8 est fortement biaisé
négativement. Par contre, la correction améliore considérablement cet estimateur.
Nous constatons également que les corrections d’ordre 1 et 2 (CPQL1 et CPQL2)
diminuent le biais des estimateurs fo, 51 et 3s, les meilleurs résultats étant obtenu
4 Paide de la méthode CPQL2. Notons toutefois que la méthode CPQLO donne
I’estimateur de type PQL le moins biaisé pour f;. En général, la méthode QNR
donne les estimateurs les moins biaisés au tableau 3.4.2.

TaB. 3.4.2. Valeurs moyennes des paramétres estimés du modéle 3.1.2 avec 200 répétitions.

m  Méthode 6 Bo 51 B2 s
Vraie valeur 1,00 -2,50 1,00 -1,00 0,50
100 LOGIT — -2,20 0,89 -0,89 0,44
PQL 0,68 -229 092 -091 0,45
CPQLO 0,91 -232 094 -0,92 0,46
cpQLT 0,9t -2,67 0,80 -0,78 0,53
CPQL2 0,91 -2,39 0,83 -0,90 0,51
QNR 1,03 -2,54 1,02 -1,03 0,51

Le tableau 3.4.3 permet de comparer les valeurs des écarts types estimeés et
simulés pour le modéle 3.1.2. Comme pour la section précédente, les plus grandes
valeurs d’écarts types sont observées pour f2. Par contre, nous ne remarquons
ici aucune différence marquée entre les écarts types estimés et simulés. De plus,
contrairement aux résultats du tableau 3.3.3 pour m = 250, les écarts types pour
g ne sont pas trop élevés.

Finalement, nous présentons les EQM des parameétres estimés au tableau 3.4.4.
Nous constatons que la performance des estimateurs QNR est moins bonne que

celle des estimateurs CPQL2. En effet, les valeurs des EQM sont plus élevées
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TaB. 3.4.3. Comparaison des écarts types estimés et simulés du modéle 3.1.2 avec

200 répétitions.

m  Maéthode [ Bo B B2 B
100 LOGIT Sim.° — 0,28 @11 0,50 0,20
Est.® — 024 0,12 045 0,21

PQL Sim. 0,29 029 0,11 0550 0,20

Est. 031 028 012 049 022
CPQLO Sim. 0,40 030 012 0,51 021
Est. 042 029 0,12 051 0,22

CPQLl Sim. 0,40 041 016 051 025
Est. 042 033 0,14 051 022

CPQL2 Sim. 040 033 015 052 023
Est. 042 033 0,14 051 022

QNR Sim. 054 036 0,14 0,58 024
Est. 050 033 014 054 024

a gcart type simulé: écart type estimé par les simulations.
b gcart type estimé: moyenne des écarts types estimés.

pour la méthode QNR. Tel que prévu, les valeurs sont moins élevées que celle du

tableau 3.3.5 pour m = 250.

Tab. 3.4.4. EQM des paramétres estimés du modéle 3.1.2 avec 200 répétitions.

m  Méthode 8 Bo B B2 B3

100 LOGIT — 0,20 0,03 041 0,07
PQL 0,23 0,17 0,02 042 0,07
CPQLO 0,27 0,17 0,02 043 0,07
CPQL1 0,27 0,28 0,07 0,46 0,10
CPQL2 0,27 0,18 0,06 045 0,09
QNR 0,46 021 0,03 0,53 0,09

3 5. RESULTATS DES SIMULATIONS POUR LE MODELE 3.1.3

Nous étudions les résultats des simulations pour le modéle 3.1.3. Au ta-
bleau 3.5.1, nous remarquons que le nombre de simulations parmi les 200 pour
lesquelles la méthode QNR converge est moins élevé que pour les autres méthodes.
En fait, nous observons entre 14% et 21% de non-convergence pour la méthode

QNR.
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TaB. 3.5.1. Nombre de simulations parmi les 200 pour lesquelles la méthode utilisée

converge (modéle 3.1.5).

m Méthode Nombre
1000 LOGIT 200

PQL 187
MPQL 186

QNR 158

QQN 188

1500 LOGIT 200
PQL 189
MPQL 186

QNR 161

QQN 191

2 000 LOGIT 200
PQL 194
MQLP 193

QNR 172

QQN 196

Les diagrammes en boites pour les échantillons des 200 parametres estimés
selon différentes méthodes sont présentés en annexe D. Nous remarquons que les
estimateurs ne sont pas trop éparpillés peu importe I’approche utilisée.

Les valeurs moyennes des parameétres estimés sont disponibles au tableau 3.5.2.
Comme pour les autres modéles, nous constatons que I’estimateur PQL de 6 est
inadéquat, car il est fortement biaisé négativement. De plus, bien que la cor-
rection améliore considérablement le biais de l'estimateur de f, ’estimateur le
moins biaisé est obtenu par la méthode QQN. Notons enfin que les estimateurs
de fo, ..., s sont & peu prés semblables peu importe 'approche choisie.

Les tableaux 3.5.3 et 3.5.4 présentent les écarts types simulés et estimés pour
m = 1000, 1500 et m = 2000 respectivement. Pour la méthode PQL et ses va-
riantes, nous remarquons un écart entre les écarts types estimés et simulés pour
6 lorsque m = 1000. II semble toutefois que I’écart diminue lorsque m augmente.
En fait, les écarts types des difféerentes méthodes sont & peu prés semblables pour

tous les paramétres lorsque m = 2000.
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TaB. 3.5.2. Valeurs moyennes des paraméires estimés du modéle 3.1.3 avec 200 répétitions.

m  Méthode 6 Bo B B2 Jis Ba
Vraie valeur 05 -1,96 -0,86 -0,17 0,04 -0,44
1000 LOGIT — -1,79 -0,85 -0,18 0,02 -0,43
PQL 0,31 -1,79 -0,85 -0,18 0,02 -0,43
CPQLO 0,48 -1,80 -0,85 -0,18 0,02 -0,43
CPQL1 0,48 -1,99 -0,87 -0,19 0,02 -0,44
CPQL2 0,48 -1,97 -0,88 -0,19 0,02 -0,44
MPQL 0,29 -1,79 -0,85 -0,18 0,02 -0,43
MCPO 0,46 -1,80 -0,85 -0,18 0,02 -0,46
MCP1 0,46 -1,98 -0,87 -0,19 0,02 -0,44
MCP2 0,46 -1,96 -0,88 -0,19 0,02 -0,44
QNR 0,59 -2,00 -0,90 -0,20 0,03 -0,44
QQN 0,52 -1,97 -0,88 -0,19 0,02 -0,44
1500 LOGIT — -1,79 -0,84 -0,17 0,05 -0,43
PQL 0,30 -7,80 -0,84 -0,17 0,04 -0,43
CPQLO 0,47 -1,81 -0,83 -0,17 0,04 -0,43
CPQL1 0,47 -1,99 -085 -0,17 0,04 -0,44
CPQL2 0,47 -1,97 -0,86 -0,17 0,04 -0,44
MPQL 0,29 -1,80 -0,84 -017 0,04 -0,43
MCPO 0,46 -1,81 -0,83 -0,17 0,04 -0,43
MCP1 0,46 -1,98 -0,85 -0,17 0,04 -0,44
MCP2 046 -1,96 -0,86 -0,17 0,04 -0,44
QNR 0,57 -2,00 -0,87 -0,17 0,04 -0,44
QQN 0,51 -197 -0,87 -0,17 0,05 -0,44
2 000 LOGIT — -1,78 -0,84 -0,19 0,02 -0,43
PQL 0,29 -1,79 -0,83 -0,18 0,02 -0,43
CPQLO 0,45 -1,80 -0,83 -0,18 0,02 -0,43
CPQL1 0,45 -1,97 -0,85 -0,19 0,02 -0,44
CPQL2 045 -1,95 -0,86 -0,19 0,02 044
MQLP 0,28 -1,79 -0,84 -0,19 0,02 -0,43
MCPO 0,44 -1,79 -0,83 -0,18 0,02 -0,42
MCP1 0,44 -1,96 -0,85 -0,19 0,02 -0,44
MCP2 0,44 -195 -0,86 -0,19 0,02 -0,44
QNR 0,53 -1,96 -0,87 -0,19 0,02 -0,44
QQN 049 -1,95 -0,86 -0,19 0,02 -0,44

Nous remarquons que les paramétres J, et 33 ne sont jamais significativement
différents de 0 au seuil 5% (test de Student), méme avec m = 2000. Par contre,

le paramétre de 6 est presque significatif lorsque m est grand.



TaB. 3.5.3. Comparaison des écarts types estimés et simulés du modéle 3.1.3 avec

200 répétitions, m = 1000, 1500.

m Meéthode [ Bo B1 B2 Bs on
1000 LOGIT Sm.° — 020 021 0,19 022 0,10
Est.® — 021 021 019 020 0,10

PQL Sim. 0,14 0,20 0,21 0,19 022 0,10

Est. 024 021 022 020 021 0,10
CPQLO Sim. 0,22 021 020 0,19 022 0,10
Est. 038 0,21 022 020 021 0,10

CPQL1 Sim. 022 024 021 020 022 011
Est. 038 0,26 022 020 021 0,10

CPQL2 Sim. 0,22 024 021 020 023 0,11
Est. 0,38 0,26 0,22 020 021 0,10

MPQL  Sim. 014 020 02l 0,19 0,22 0,10
Est. 024 021 022 020 021 0,10

MCP0  Sim. 022 0,21 0,20 0,19 0,22 0,10
Est. 0,38 021 022 020 021 0,10

MCP1  Sim. 0,22 024 021 020 022 0,11
Est. 038 0,26 022 020 021 0,10

MCP2  Sim. 0,22 0,24 021 0,20 023 0,11
Est. 0,38 0,26 022 020 021 0,10

QNR Sim. 0,23 0,24 021 021 0,23 0,1
Est. 0,37 0,25 023 021 022 0,10

QQN Sim. 0,28 0,24 021 0,20 023 0,11
Est. 037 025 023 021 021 0,10

1500 LOGIT  Sim. — 0,17 0,17 017 0,19 0,08
Est. — 0,17 0,17 0,16 0,16 0,08
PQL Sim. 0,15 0,17 0,17 0,17 0,19 0,08

Est. 019 0,117 0,18 016 0,17 0,08
CPQLO Sim. 024 0,17 0,17 0,17 0,19 0,08
Est. 0,31 0,17 0118 0,16 0,17 0,08
CPQLl Sim. 024 021 017 0,17 019 0,08
Est. 0,31 0,21 018 0116 0,17 0,08
CPQL2 Sim. 0,24 0,20 0,17 0,17 020 0,08
Est. 031 021 0,8 016 0,17 0,08
MPQL  Sim. 0,15 0,17 0,17 0,17 019 0,08
Est. 019 017 0,18 016 0,17 0,08
MCP0  Sim. 024 0,17 017 017 0,19 0,08
Est. 031 0,17 0,18 0,16 0,17 0,08
MCP1  Sim. 0,24 021 017 0,17 0,19 0,08
Est. 031 021 018 016 0,17 0,08
MCP2  Sim. 0,24 020 018 0,17 020 0,08
Est. 031 021 0,8 0,6 0,17 0,08
QNR Sim. 0,29 0,20 0,18 0,18 0,19 0,08
Est. 0,30 0,20 0,18 017 0,17 0,08
QQN Sim. 0,31 0,21 018 0,17 0,20 0,08
Est. 0,29 020 0,118 0,17 0,17 0,08

¢ gcart type simulé: écart type estimé par les simulations.

b gcart type estimé : moyenne des écarts types estimés.
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TaB. 3.5.4. Comparaison des écarts types estimés et simulés du modéle 3.1.3 avec

200 répétitions, m = 2000.

m  Meéthode [ Bo B B Ba Ba
2000 LOGIT Sim.®° — 0,15 0,14 0,13 0,14 007
Est.® — 0,15 0,15 0,14 0,14 0,07

PQL Sim. 0,13 0,15 014 0,13 0,14 0,07

Est. 017 0,15 0,15 0,14 0,14 0,07
CPQLO Sim. 0,20 0,15 0,14 0,13 0,14 0,07
Est. 027 0,15 015 0,14 0,15 0,07
CPQL1 Sim. 0,20 0,18 0,14 0,14 0,15 0,08
Est. 0,27 0,18 0,15 0,14 0,15 0,07
CPQL2? Sim. 020 0,17 014 0,14 0,15 0,08
Est. 027 0,18 0,15 0,14 0,15 0,07
MPQL  Sim. 0,13 0,15 0,14 0,13 0,14 0,07
Est. 0,17 0,15 0,15 0,14 0,14 0,07
MCP0  Sim. 020 0,15 0,14 0,13 0,14 0,08
Est. 027 0,15 0,15 0,14 0,15 0,07
MCP1  Sim. 020 0,18 0,14 0,14 0,15 0,08
Est. 027 0,18 0,15 0,14 0,15 0,07
MCP2  Sim. 020 0,18 0114 0,14 0,15 0,08
Est. 027 0,18 015 014 0,15 0,07
QNR Sim. 0,23 0,18 0,15 0,14 0,15 0,08
Est. 026 0,17 016 0,14 015 0,07
QGA Sim. 0,26 0,18 0,15 0,14 0,15 0,08
Est. 025 0,17 0,16 0,14 0,15 0,07

¢ écart type simulé: écart type estimé par les simulations.
b écart type estimé: moyenne des écarts types estimeés.

Le tableau 3.5.5 permet d’évaluer la performance des estimateurs pour le
modéle 3.1.3. En général, nous constatons que les EQM des parameétres estimés

sont raisonnables et & peu prés égales pour toutes les méthodes.



TAB. 3.5.5. EQM des paramétres estimés du modéle 3.1.8 avec 200 répétitions.

m Méthode [ Bo 55 B2 Bs Ba
1000 LOGIT — 0,09 0,07 0,06 0,08 0,02
PQL 0,06 0,09 0,07 0,06 0,08 0,02
CcpPQLO 0,08 0,08 0,07 006 0,08 0,02
cpQL1 0,08 0,10 0,07 0,06 0,08 0,02
CcpPQL2 0,08 0,09 0,07 0,06 0,09 0,02
MPQL 0,07 0,09 0,07 0,06 0,08 0,02
MCPO 0,08 0,08 0,07 0,06 0,08 0,02
MCP1 0,08 0,10 0,07 0,06 0,08 0,02
MCP2 0,08 0,09 0,07 0,06 0,09 0,02
QNR 0,09 0,09 0,07 0,07 0,09 0,02
QQN 0,13 0,10 0,07 0,07 0,08 0,02
1500 LOGIT — 0,07 0,05 0,05 0,05 0,01
PQL 0,07 0,07 0,05 0,06 0,056 0,01
CPQLO 0,10 0,06 0,05 0,05 0,06 0,01
cpQL1 0,10 0,07 0,06 0,05 0,06 0,01
cpQL2 0,10 0,07 0,05 0,05 0,06 0,01
MPQL 0,07 0,07 0,05 0,00 0,06 0,01
MCPO 0,09 0,07 0,05 005 0,06 0,01
MCP1 0,09 0,07 0,05 0,05 0,06 0,01
MCP2 0,09 0,07 005 0,05 0,06 0,01
QNR 0,14 0,07 0,06 0,06 0,06 0,01
QAN 0,15 0,07 0,05 0,05 0,06 0,01
2000 LOGIT — 0,06 0,03 0,03 0,03 0,01
PQL 0,06 0,06 0,03 0,03 0,03 0,01
CcPQLO 0,07 0,06 0,03 0,03 003 0,01
crPQL1 0,07 0,05 003 0,03 0,03 0,01
CpPQL2 0,07 0,06 0,03 0,03 0,04 0,01
MQLP 0,07 0,06 0,03 0,03 0,03 0,01
MCPO 0,07 0,06 0,03 0,03 0,03 0,01
MCP1 0,07 0,05 0,03 0,03 0,03 0,01
MCP2 0,07 0,05 0,03 0,03 004 0,01
QNR 0,09 0,05 0,03 0,03 0,04 0,01
QQN 0,11 0,05 0,03 0,03 0,04 0,01

83
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3.6. DISCUSSION ET RECOMMANDATIONS

Dans le cadre de notre étude, les simulations sont effectuées a partir de trois
modéles. Le modéle 3.1.1 reprend un modéle présent dans la littérature en mo-
difiant le nombre d’observations dans le temps (¢ = 3). Le modéle 3.1.2 corres-
pond exactement au modéle étudié par Lin et Breslow (1996b). Nous utilisons
toutefois une approche supplémentaire afin de comparer la performance des es-
timateurs QGA et PQL corrigés. En pratique, il est rare qu’un tel modéle soit
observé en sécurité routiére, car ses probabilités de succés sont assez élevées et
dispersées. Pour cette raison, nous étudions un troisiéme modéle qui représente
plus adéquatement le type d’analyses effectuées en sécurité routiére.

Notre premiére remarque concerne la convergence des différents algorithmes.
En effet, il faut que la taille de ’échantillon soit assez élevée pour détecter des
petites valeurs de 6, sinon l’algorithme a tendance & ne pas converger et les
résultats sont douteux. Par exemple, dans le cadre de ’étude du modéle 3.1.1,
le nombre de simulations qui convergent est adéquat seulement pour m = 1000
lorsque € = 0, 5.

D’aprés nos résultats, la correction des estimateurs PQL réduit efficacement
le biais pour . Par contre, cette correction fonctionne de moins en moins bien
a mesure que la vraie valeur de  augmente. Une autre faille de la correction de
Lin et Breslow (1996a) lorsque ¢t = 3 est que les écarts types estimés pour 8 sont
considérablement plus élevés que les écarts types simulés. Notons toutefois que la
différence entre les deux valeurs est beaucoup moins grande lorsque ¢ = 7 (voir
tableau 3.4.3). Le biais des estimateurs PQL des paramétres 3y, 51, 83 pour les
modéles 3.1.1 et 3.1.2 diminue lorsque nous appliquons les corrections d’ordre 1
ou 2. Toutefois, le meilleur estimateur du coefficient négatif 3, est obtenu par I’ap-

proche CPQLO (ou MCPO0). Finalement, il est préférable d’utiliser le maximum
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de vraisemblance restreint pour estimer la variance, car les résultats obtenus, bien
que similaires, sont moins biaisés qu’avec le maximum de vraisemblance.

Les estimateurs QGA de 6 sont trés dispersés, en particulier pour m petit et 8
élevée lorsque ¢ = 3. Ainsi, méme si le biais des estimateurs QGA est négligeable,
leur performance est relativement faible dans le cadre de 1’étude du modéle 3.1.1
pour m < 500. Par contre, la dispersion des estimateurs de # d’apés le modéle 3.1.2
(m =100 et ¢t = 7) n’est pas problématique.

Les estimateurs PQL (ou MPQL) corrigés du modéle 3.1.1 ont des EQM
moins grandes que celles des estimateurs QGA, et ce méme pour m = 1000.
De plus, malgré le biais négligeable des estimateurs QNR du modéle 3.1.2, la
performance des estimateurs PQL corrigés est meilleure en raison de l'inflation
des écarts types. Notons enfin qu’il n’y a pas de différence marquée entre les deux
algorithmes d’optimisation pour les tailles d’échantillons choisies. L’algorithme
de quasi-Newton est donc a privilégier, car il est plus rapide et converge plus
souvent que celui de Newton-Raphson.

En sécurité routiére, les banques de données comportent généralement beau-
coup d’'individus, peu d’observations dans le temps et des probabilités de succés
petites (événements rares). Le modeéle 3.1.3 refléte bien cette réalité. Les simu-
lations de la section 3.5 montrent que les différentes approches peuvent donner
des résultats différents lorsque 1 "échantillon est de taille moyenne. Par contre, les
performances sont 4 peu prés semblables lorsque m augmente.

A la lumiére des résultats obtenus, nous sommes & méme de faire des re-
commandations générales pour le choix d’une approche. Nos résultats montrent
I'importance du nombre d’observations dans le temps lorsque I'approche spéci-

fique aux sujets est choisie. La prudence est donc de mise lors de I’application de
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I’approche QGA pour des petits échantillons surtout lorsque ¢ est petit, car I'es-
timateur de la variance peut étre loin de la vraie valeur de 6. Une alternative est
alors l'utilisation des estimateurs PQL corrigés. Contrairement aux estimateurs
PQL, les estimateurs QGA ne sont pas biaisés asymptotiquement; ils sont donc

a privilégier lorsque m est grand.



Chapitre 4

ILLUSTRATION DU MODELE
LOGISTIQUE-NORMAL

Ce chapitre est entiérement consacré a une illustration du modéle spécifique
aux sujets dans le cadre d’une étude en sécurité routiére. Aprés un bref résumé
de la problématique, nous présentons la population et les variables étudiées. Nous
effectuons également une analyse descriptive de ces variables. Par la suite, nous
examinons un méme modéle pour deux populations distinctes de conducteurs
québécois. Nous comparons les résultats obtenus selon chacune des approches
décrites au chapitre 2. Nous terminons en présentant 'interprétation des résultats

a l'aide des risques relatifs.

4.1. PROBLEMATIQUE

La plupart des pays industrialisés ont une législation se rapportant aux exa-
mens exigés pour avoir le privilége de conduire un véhicule. L’objectif est de s’as-
surer que les nouveaux conducteurs possédent les connaissances et les habilités
minimales nécessaires a la conduite automobile. Plusieurs études ont d’ailleurs été
menées afin de comprendre le comportement des nouveaux conducteurs. L'équipe
du Laboratoire sur la sécurité des transports du Centre de recherche sur les trans-

ports (CRT) a publié récemment une étude sur le lien entre la performance aux



88

examens (théorique et pratique) pour l'obtention d’un permis et le taux d’ac-
cidents (Laberge-Nadeau et al., 1999). Une banque de données de la Société de
’assurance automobile du Québec (SAAQ) comprenant les accidents de nouveaux
conducteurs enregistrés pendant les 3 années suivant 'obtention du permis a alors
été analysée.

Nous savons que la plupart des études sur les nouveaux conducteurs d’autres
pays industrialisés traitent des accidents avec victimes, i.e. les accidents avec
blessés graves ou légers et les accidents avec décés. De plus, les accidents ayant
donné lieu & des constats amiables ne sont pas inclus dans la banque de données
de la SAAQ. Pour ces raisons, nous effectuons des analyses supplémentaires afin
d’exploiter plus en détail la richesse de cette banque.

Nous examinons particuliérement 1’existence d’un lien entre les résultats aux
examens permettant d’obtenir un permis de conduire et I'implication ultérieure
des individus dans des accidents de la route avec victimes. II s’agit d’une étude
longitudinale puisque que la réponse (accident ou non) est observée de fagon
répétée pour les 3 années d’observation. Nous considérons donc la corrélation

dans le temps en appliquant le modéle logistique-normal.

4.2. POPULATIONS ETUDIEES

La premiére banque de données déja constituée contient 111 533 nouveaux
titulaires (53 069 hommes et 58 464 femmes) ayant tous entrepris leurs démarches
d’obtention d’un premier permis de classe 5 au cours de la période du ler mars
1991 au 28 fevrier 1993. De plus, ces nouveaux titulaires sont des aspirants conduc-
teurs ayant obtenu le permis régulier ou probatoire de classe 5 avant le 1* janvier

1994, qui ne détiennent pas de permis d’autres classes, qui ont un dossier actif 3
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ans aprés l'obtention du permis et qui ont moins de 90 jours d’interruption totale
de leur permis de conduire.

Nous tenons également compte dans nos analyses de la plupart des 4 911
sujets (1 322 femmes et 3 589 hommes) ayant des interruptions totales supérieures
a 90 jours. Parmi ces personnes, 2 536 ont eu plus de 90 jours de sanction et 2 287
ont retardé leur renouvellement de permis pour une période totale de plus de 90
jours. Les 88 autres individus dépassent 90 jours d’interruption en tenant compte
a la fois des sanctions et des retards de paiement. Nous choisissons d’exclure les 66
personnes qui ont plus de 540 jours d’interruption pour retards de renouvellement
de permis. En effet, ces conducteurs et conductrices ont peu d’accidents avec
victimes pendant I'interruption; ils n’ont donc probablement pas conduit pendant
plus de la moitié des trois années d’observation. La deuxiéme banque de données
contient donc 4 845 nouveaux titulaires (1 295 femmes et 3 550 hommes).

En sécurité routiére, les hommes ont généralement des taux d’accidents plus
élevés que les femmes. Pour cette raison, les conducteurs et les conductrices sont
habituellement analysés séparément. A des fins d'illustrations, nous choisissons
dans ce chapitre d’examiner deux populations distinctes de conducteurs mas-
culins. En premier lieu, nous présentons un modéle spécifique aux sujets avec
interaction pour les 53 069 hommes du fichier des 111 533 nouveaux titulaires.
Par la suite, nous proposons d’ajuster le méme modéle pour les 3 550 conducteurs
ayant eu des sanctions ou des retards de paiement de plus de 90 jours. En effet,
il est intéressant d’étudier le comportement en termes d’accidents corporels ou
mortels des 3 550 sujets ayant des interruptions totales supérieures & 90 jours,
surtout si ces conducteurs " marginaux " ont des taux d’accidents avec victimes

plus élevés que les 53 069 hommes.
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Plusieurs autres modéles de ces mémes populations pour les hommes et les

femmes seront présentés sous peu dans un nouveau rapport du CRT.

4.3. DESCRIPTION DES VARIABLES A L'ETUDE

Nous subdivisons les trois années d’observations des accidents suivant 1’ob-
tention du permis en 3 périodes de 365 jours. La variable réponse (variable dé-

pendante) est donc de la forme suivante:

1 sily a présence d’au moins un accident avec victime(s) au cours de la ji¢me
année suivant la date d’obtention du permis de conduire de l'individu 1,

0 sinon (présence d’accidents avec dommages matériels seulement

ou d’aucun accident),

ou j = 1,2,3. La plupart des variables explicatives du modéle sont de type
catégorique. En fait, seule la variable " expérience ", introduite pour tenir compte
du nombre d’années accumulées comme nouveau conducteur est de type continue.

Pour cette variable I'unité de mesure utilisée est ’année.
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Voici une bréve description des variables explicatives présentes dans notre

modéle:

- L’age en années révolues de la personne au moment o elle obtient son per-

mis de conduire :

16 ans,

17 ans,

18 4 19 ans,
20 4 24 ans,
25 ans et plus;

- La date d’entrée dans le processus d’accés a la conduite:

01/03/91 au 29/02/92,
01/03/92 au 28/02/93;

- L’année d’obtention du permis de conduire:

1991,
1992,
1993;
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- La durée de 'apprentissage correspondant au nombre de jours entre la date

d’obtention du permis d’apprenti et la date d’obtention du permis proba-

toire :

90 a 180 jours,
181 a 270 jours,
Plus de 270 jours;

- Le nombre de tentatives pour réussir les examens théorique et pratique:

1 si le conducteur a réussi les deux examens dés la premiére tentative,

0 sinon;

- L’expérience du conducteur en années, i.e. le nombre d’années accumulées

comme nouveau conducteur.



93

4.4. ANALYSE DESCRIPTIVE

Comme mentionné précédemment, les trois années d’observation des acci-
dents suivant la date d’obtention du permis sont subdivisées en 3 périodes de 365
jours. Pour chacune de ces périodes, nous calculons un taux moyen d’accidents
corporels ou mortels par nouveau conducteur. Les figures 4.4.1 et 4.4.2 montrent
que les taux d’accidents corporels ou mortels des nouveaux conducteurs des deux

populations & I’étude diminuent lorsque 'expérience des conducteurs augmente.

0,032

0,031 -

0,03 -

0,029 +

0,028 4

0,027 +

Taux annuel d'accidents corporele ou mortels

0,026 1
0-365 366-730 731-1085

Période d’observation {en jours) des accidents
euivant la date d'obtention du permis

Fig. 4.4.1. Tauz annuel d’accidents avec victimes par nouveau conducteur apparte-

nant au fichier des 53 069 conducteurs

A la figure 4.4.2, le calcul des taux est fait en considérant que les sujets
conduisent pendant leurs sanctions: il s’agit donc d’une sous-estimation des taux
réels. Cette approche est justifiée, car les personnes qui ont plus de 90 jours de
sanction ont en moyenne 3 sanctions pour conduite pendant sanction. De plus,
pour ces personnes, les taux d’accidents avec victimes annualisés pendant et hors

période de sanction sont respectivement de 0,016 et 0,087. En ce qui concerne les
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Taux annuel d"accidents corporels oy mortels

0-385 366-730 731-1095
Période d'observation (en jours} des accidents

suivant la date d'obtention du permis

Fic. 4.4.2. Tauz annuel d’accidents avec victimes par nouveau conducteur apparte-

nant au fichier des 8 550 conducteurs ayant plus de 90 jours d’interruption totale

conducteurs ayant plus de 90 jours d’interruption pour retard de renouvellement,
les taux d’accidents pendant et hors sanction sont respectivement 0,014 et 0,048.

Le tableau 4.4.1 présente la répartition et les taux d’accidents avec victimes
par année des titulaires de permis masculins pour les trois années suivant 1’obten-
tion du permis selon différentes variables explicatives utilisées dans les modéles de
régression. Notons que la premiére colonne de ce tableau est consacrée aux taux
pour la population des 53 069 conducteurs alors que la deuxiéme colonne présente

les taux des 3 550 conducteurs ayant plus de 90 jours d’interruption totale.



TaB. 4.4.1. Tauz d’accidents avec victimes par nouveau conducteur par an pour
les trois années suivant ’obtention du permis selon différentes variables explicatives

utilisées dans les modéles de régression.

55069 TITULAIRES | 3550 TITULAIRES
Variables explicatives Lo i
Nombre| d'accidents Nombre| d'accidents
avec victimes avec victimes
Période d'observation des accidents
Premiére année 53069 0,031 35501 0,081
Deuxiéme année 53069 0,029 3550] 0,056
Troisitme année 53069 0,028 35501 0,035
Age a'obtention du permis
16 ans 27298 0,030 980f 0,070
17 ans 12043 0,031 1034| 0,065
18-19 ans 7057 0,031 838 0,053
20-24 ans 2926 0,025 396| 0,028
25 ans et plus 3745 0,022 302 0,041
Réussir I'examen théorique et pratique
16 ans 17511 0,028 512| 0,063
17 ans 5937 0,026 430{ 0,061
18-19 ans 3336 0,026 3400 0,057
20-24 ans 1373 0,023 182) 0,026
25 ans et plus 1447 0,019 134 0,035
Echous 'examen théorique et pratique
16 ans 9787 0,034 468 0,078
17 ans 6106 0,036 604 0,068
18-19 ans 3721 0,035 4981 0,051
20-24 ans 1553 0,026 214 0,030
25 ans et plus 2298 0,025 168) 0,046
Date d'entrée dans le processus d'acces
01/03/91 au 29/02/92 26523 0,030 1417 0,056
01/03/92 au 29/02/93 29546 0,029 21331 0,059
Année d'obtention du permis
1991 8398 0,030 271] 0,069
1992 26079 0,030 1604] 0,055
1993 18592 0,029 1675 0,058
Durée d'apprentissage
90 a 130 jours 40419 0,031 2286] 0,062
181 & 270 jours 6879 0,029 586 0,055
Plus de 270 jours STl 0,024 678) 0,043
Réussir I'examen théorique et pratique
| tentative 29604 8,027 15931 0,054
Plus d'une tentatve 23465 0,033 1952 0,060
Ensemble 53069 0,030 3550 0,057
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En général, la répartition des groupes d’age n’est pas la méme pour les deux
populations étudiées. En effet, nous observons & peu prés le méme nombre de
conducteur qui ont plus de 90 jours d’interruption totale (3 550 titulaires) appar-
tenant aux catégories des 16 ans, 17 ans et 18-19 ans. Par contre, pour le fichier
des 53 069 titulaires, 51,4% des conducteurs appartiennent a la catégorie des 16
ans a l'obtention du permis. En examinant la répartition des autres variables ex-
plicatives, nous observons que la majorité des conducteurs du fichier des 53 069
titulaires obtiennent leur permis & I’age de 16 ans. Par conséquent, la plupart
des conducteurs de ce fichier (76,2%) détiennent leur permis d’apprenti moins de
6 mois. Nous remarquons enfin que 56% des conducteurs du fichier des 53 069
titulaires réussissent les deux examens en une seule tentative contre 45% pour le
fichier des conducteurs ayant plus de 90 jours d’interruption totale.

Examinons maintenant les taux d’accidents avec victimes du tableau 4.4.1.
Nous remarquons que les nouveaux titulaires qui ont obtenu leur permis a 20
ans ont des taux d’accidents avec blessés ou décés moins élevés que les autres
groupes d’age. De plus, les taux d’accidents diminuent lorsque le nombre de jours
d’apprentissage augmente. Les nouveaux titulaires masculins qui ont eu besoin
d’une seule tentative pour réussir I’ensemble des examens ont des taux d’accidents
corporels ou mortels moins élevés que les autres. Ce résultat se confirme pour
chaque groupe d’age, sauf pour les 18-19 ans ayant plus de 90 jours d’interruption
totale. Il est toutefois intéressant de constater que les conducteurs agés de 20
ans et plus ayant eu besoin de plus d’une tentative ont des taux d’accidents avec
victimes moins élevés que les 16 ans ayant réussi les deux examens dés la premiére
tentative. En terminant, notons que les taux d’accidents des nouveaux titulaires
ayant plus de 90 jours d’interruption totale sont plus élevés que ceux du fichier des

53 069 conducteurs, et ce pour chacune des modalités des variables considérées.
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4.5. MODELISATION

Nous présentons un modéle de régression logistique-normal avec interaction
comportant 16 variables explicatives. Rappelons que I'unité d’observation est un
nouveau titulaire masculin et que la variable expliguée est la présence ou non
d’au moins un accident corporel ou mortel par nouveau conducteur pour la i
année suivant I'obtention du permis (j varie de 1 & 3). Notre but est de vérifier si
la présence ou non d’accidents avec victimes est influencée par différentes carac-
téristiques du titulaire (Age & 'obtention du permis, année d’obtention du permis,
durée d’apprentissage et nombre de tentatives pour réussir 'examen théorique et
pratique).

Pour les variables de type catégorique, une modalité est choisie comme groupe
de référence. Pour une variable donnée, les coefficients associés aux modalités
mesurent donc Veffet individuel de cette modalité sur la variable dépendante
relative au groupe de référence. En sécurité routiére, il peut y avoir de I'interaction
entre ’age 4 'obtention et la performance deux examens théorique et pratique
(Laberge-Nadeau et al., 1999). Nous créons donc une variable a dix catégories
qui décrit simultanément ces deux variables. Nous choisissons comme groupe de
référence la catégorie des 16 ans a I'obtention du permis qui ont réussi les deux
examens dés la premiére tentative.

Nous utilisons la méthode QQN décrite a la section 3.3 afin de modéliser le
fichier des 53 069 conducteurs. En effet, d’aprés les simulations présentés a la
section 3.5 et les résultats théoriques, ’approche QQN est conseillé lorsque m est
grand. Comme le modéle avec interaction présenté ici s’apparente au modéle 3.1.3
de la section 3.5 et que le nombre d’individus est trés élevé (m = 53 069), la

méthode QQN est un choix judicieux pour P’analyse des 53 069 conducteurs.
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En ce qui concerne les 3 550 conducteurs ayant plus de 90 jours d’interrup-
tion totale, nous proposons de comparer les résultats obtenus selon différentes
approches puisque le nombre d’individus n’est pas trés élevé. Notre but est de
vérifier si les résultats obtenus & l'aide des méthodes LOGIT, PQL, CPQLO,
CPQL1, CPQL2 et QQN (voir section 3.3) sont semblables.

4.5.1. Comparaisons des résultats obtenus selon différentes approches

pour les 3 550 conducteurs

Les tableaux 4.5.1 et 4.5.2 présentent respectivement les coefficients estimées
et les écarts types estimés du modéle de régression pour les conducteurs ayant
plus de 90 jours d’interruption totale. Nous remarquons que les coefficients et les
écarts types estimées sont & peu prés égaux peu importe I’approche utilisée.

L’estimateur de la composante de la variance n’est pas significativement dif-
ferent de zéro au seuil 5% et ce, quelque soit la méthodologie utilisée. Par conseé-
quent, les résultats obtenus par la régression logistique sont semblables & ceux des
autres méthodes qui tiennent comptent de la corrélation dans le temps. Il semble
que P'estimateur de la composante de la variance soit plus élevée pour méthode
PQL corrigée. Par contre, cette légére différence n’est pas inquiétante puisque
les rapports des estimateurs de 6 divisés par les écarts types correspondants sont
prés de 0 dans tous les cas (estimateurs de 6 non significatifs).

L’interprétation des résultats pour le fichier des 3 550 conducteurs peut donc
atre effectuée 4 ’aide de n’importe quelle méthodologie présentée au tableau 4.5.1.
Nous choisissons toutefois de présenter I'approche QQN dans la section suivante

afin de comparer les résultats avec ceux des 53 069 conducteurs.



TaB. 4.5.1. Comparaison des coefficients estimés par le modéle logistique-normal

selon différentes méthodes pour le fichier des 8 550 conducteurs.

Variables explcatives LOGIT| PQL |CPQLO|CPQLL|CPQL2| QQN

Constante AT | LT LT -LT6 | -LTET | LT
Période d'observation des accidents | -0435 | -0435 | 0435 | 0436 | 0436 | -0436
Date d'entrée dans le processus d'acces

01/03/91 au 29/02/92 0,008 | 0,007 | 0,007 | 0007 | 0,007 | 0,008
0U0392au2902%3 | e | e [ o | e ]

Annge d'obtention du permis

. Y [Fovimey S MU RN [ v—
1992 0210 | 0210 | 0,210 | 0212 | 0212 1 0210
1993 0,108 | -0,108 | -0,108 | -0109 | -0.109 | 0,107
Durée d'apprentissage

90 4 180 jours UV FPRUIU (PO e
181 4 270 jours 0,187 | 0,187 | 0,187 | 0,188 | 0188 | 0,188
Plus de 270 jours 0325 | -0325 | -0325 | -0327 | 0327 | 0377

Nombre de tentatives pour réussir
I'examen theorique et pratique

Une tentative
16 ans
17 ans 0047 | 0047 | 0048 | 0049 | 0045 | 0047
18-19 ans 00%9 | 0038 | -0038 | 0038 | -0,038 | -0,038
20-24 ans 0853 | 0854 | 0854 | -08%4 | 0,854 | -0855
25 ans et phus Q5701057 10570 | 05 | 057 | 0571
Plus d'une tentative
16 ans 089 | 0189 | 0189 | 0187 | 0187 | 0190
[7 ans 0126 | 0,126 | 0,126 | 0126 | 0,126 | 0,126
18-19 ans Q13500351 0135 | 0136 | 0,136 | 0,136
20-24 ans 0738 10738 ) 0738 | 0741 | -0 4L | -0040
25 ans et plus 0299 | 0299 | -0299 | -0302 | 0,302 | -0302

Composante delavariance | - 0056 | 0089 | 0,089 | 0,089 | 0,053
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TaAB. 4.5.2. Comparaison des écarts types estimés par le modéle logistique-normal

selon différentes méthodes pour le fichier des 3 550 conducteurs.

Variables explicatives LOGIT|PQL|CPQLO|CPQLY|CPQL2 | QQN
Constante 0221 (0222 0222 | 0238 | 0238 |0232
Période d'observation des accidents 0,054 (0,054] 0,054 | 0054 | 0,054 1004
Date d'entrée dans le processus d'accés

0110391 au 29/02/92 0116 (0.116] 0117 | 0117 | Q117 [OLL7
00392 an 20002093 | e e s el e e
Année d'ohtention du permis
199] FEIEY R gpones
1992 0,168 (0,169] 0169 | 0169 | 0,169 |0,169
1993 0,202 {0,202} 0,203 | 0,203 | 0203 {0203
Duree d'apprentissage
90 & 180 jous o | e | et
1814 270 jours 0,125 (0125] 0125 | 0126 | 0126 [0,125
Plus de 270 jours 0,137 |0,138] 0,138 | 0138 | 0,138 [0138
Nombre de tentatives pour réussir
I'examen théorique et pratique
Une tentative
16 ans e |
17 ans 0,160 |0,161] 0162 | 0162 | 0162 |06
18-19 ans 077 |0178] 0179 | 0179 | 0179 {0178
20-24 ans 0,293 0,204 0294 | 0294 | 0,204 |02%4
25 ans et plus 0,293 |0294] 0,295 | 0295 | 0,295 029
Plus d'mne tentative
16 ans 0,149 [0150] 0450 | 0,150 | 0150 | 0,150
[7ans 0,148 (0,149] 0,49 | 0,149 | 0,149 (0,149
18-19 ans 0,165 (0,166 0166 | 0,166 | 0,186 {0,166
20-24 ans 0,265 (0,266 0266 | 0267 | 0,267 0266
25 ans et plus 0245 0,246 0247 | 047 | 0247 |0.247
Compsante de la variance e (01431 0,225 | 0225 | 0225|0184
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4.6. INTERPRETATION DES RESULTATS

Notre analyse est effectuée selon I’approche spécifique aux sujets puisque
nous utilisons le modéle logistique-normal. Nous supposons donc que la proba-
bilité d’avoir au moins un accident corporel ou mortel varie parmi les sujets,
reflétant ainsi leur prédisposition naturelle & avoir ce type d’accident et l'in-
fluence non mesurable des facteurs environnementaux. L'effet de I’appartenance
a un sous-groupe de la population ou effet de I'expérience accumulée (période
d’observation des accidents) est donc semblable pour chacun des conducteurs. La
composante de la variance représente le degré d’hétérogénéité parmi ces conduc-
teurs.

Les tableaux 4.6.1 et 4.6.2 donnent les coefficients estimés a I'aide de I’ap-
proche QQN, les rapports de cotes individuels (exponentiel des coefficients es-
timés) et les intervalles de confiance a 95% correspondants. Les intervalles de
confiance sont obtenus & ’aide de la distribution asymptotique des estimateurs
des coeflicients (distribution normale) et de la variance approximative des esti-
mateurs calculée par des différences finies (voir section 2.4.2). Notons que par
définition, le rapport de cotes du groupe de référence est égal & 1. De plus, le
rapport de cotes est significativement différent de 1 au niveau 5% lorsque la va-
leur 1 n’est pas incluse dans I'intervalle de confiance & 95%. Tel que mentionné
a la section 1.4, le rapport de cotes est approximativement égal au risque relatif
lorsque la proportion de succes (avoir au moins un accident avec victimes) est

proche de zéro pour les deux groupes.
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4.6.1. Interprétation des résultats pour les 53 069 nouveaux conduc-

teurs

Au tableau 4.6.1, le coefficient estimé correspondant & la période d’observa-
tion des accidents est significatif (au niveau 5%) et négatif montrant ainsi que le
risque approximatif d’au moins un accident corporel ou mortel diminue lorsque
Pexpérience augmente. Ceci confirme la tendance observée graphiquement a la
section 4.4. De plus, la variance estimée de la composante aléatoire est significa-
tive au niveau 5% : il est donc nécessaire de tenir compte de la corrélation dans
le temps.

En examinant les résultats, nous constatons que les hommes du fichier des
53 069 conducteurs qui sont plus lents & obtenir leur permis sont significativernent
(au niveau 5%) moins a risque individuellement que ceux qui ont entre 90 et 180
jours d’apprentissage. De plus, nous constatons qu’un conducteur de 16 a 19 ans
a lobtention du permis qui aurait besoin de plus d’une tentative pour réussir
’ensemble des examens (pratique et théorique) est significativement plus & risque
au niveau 5% que le méme conducteur qui appartiendrait & la catégorie des 16 ans
ayant réussi les deux examens dés le premier essai. Enfin, les 25 ans et plus qui
ont réussi les deux examens dés la premiére tentative ont des risques individuels
d’accidents corporels ou mortels approximativement 33% moins élevés que les 16

ans a 'obtention du permis ayant réussi I'ensemble des examens en un seul essai.
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TaB. 4.6.1. Modéle logistique-normal pour la probabilité d’au moins un eccident avec

victimes par année par nouvesu conducteur (fichier des 53 069 conducteurs).

ICa05%
Varihles explicaives Coeffcient f:g‘;::; Linite | Limite
inferieure |supérieure
Constante 3,2

Période d'observation des accidents 0062 | 0940 0906 0974
Date d'entrée dans le processus d'accés

0103191 au 29002192 0,093 L0971 1008 | LI%

0039290293 | - 1000 | Groupe de référence
Année d'obtention du permis

1991 1000 | Groupe de référence

1992 0,004 1,004 0910 1,108

1993 0,050 1,051 0922 1,199
Durée d'apprentissage

90 4 180 jours 1000 | Groupe de référence

1814 270 jours D126 | 0882 | 0801 | 097

Plus de 270 jours 0316 | 0729 | 0648 | 0820

Nombre de tentatives pour réussir
I'examen théorique et pratique

Une tentative
bans | e LO00 | Groupe de référence
[7ans 0,003 1,003 0,898 L2l
18-19 ans -0,006 09% 0,365 114
20-24 ans 0,160 0,852 0,634 1,062
25 ans et plus 0400 | 067 | 0530 | 0847
Plus d'une tentative
16 ans 0213 | L1237 | 1135 | L340
17ans 0,326 1385 | 1250 | 1535
18-19 ans 0290 | 1336 117 | 1514
20-24 ans 0,022 LR | 0% | LM
25 ans et s 0057 | 04 0,79 LI20
Log de la waisemblance AT
Paramtre de la vartance estimée 0467 (p<0,01)

Note : les résultats en gras sont significatifs au seuil 5%
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4.6.2. Interprétation des résultats pour les 3 550 nouveaux conduc-

teurs ayant plus de 90 jours d’interruption totale

Au tableau 4.6.2, le coefficient correspondant a la période d’observation des
accidents est négatif et trés significatif (au niveau 5%). Nous en concluons que
plus Pexpérience augmente, plus la probabilité d’accidents corporels ou mortels
diminue. Ces coefficients estimés confirme une fois de plus la tendance observée au
graphique 4.4.2. L’estimateur de la variance de effet aléatoire est non significatif
au seuil 5%. Il n’y aurait donc pas d’hétérogénéité naturelle entre les conducteurs
de méme sous-groupe ayant plus de 90 jours dinterruption totale.

En examinant rapports de cotes du tableau 4.6.2, nous remarquons que les
conducteurs qui sont trés lents a obtenir leur permis probatoire (plus de 270
jours d’apprentissage) sont significativement moins a risque au niveau 5% que
ceux qui détiennent leur permis d’apprenti entre 90 et 180 jours. Nous constatons
également que les 20-24 ans & l'obtention du permis ayant réussi les deux examens
en une tentative ont des risques individuels d’au moins un accident corporel ou
mortel approximativement 57% fois moins élevés que les conducteurs appartenant
a la catégorie de référence. De plus, un homme qui aurait entre 20 et 24 ans &
I’obtention du permis et qui aurait réussi les deux examens en plus d’une tentative
est 52% fois moins & risque que le méme homme appartenant a la catégorie des
16 ans qui aurait réussi les deux examens en une seule tentative.

En général, les résultats pour les 3 550 nouveaux conducteurs sont différents
comparativement aux 53 069 hommes du fichier précédent. Par contre, les groupes
de comparaisons des tableaux 4.6.1 et 4.6.2 ne sont pas les mémes et les taux
d’accidents avec victimes différent d’un facteur 2 entre les deux fichiers (voir
tableau 4.4.1). Nous ne pouvons donc pas comparer directement les deux analyses

méme si les variables agissent de facon analogue.
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TaB. 4.6.2. Modele logistique-normal pour la probabilité d’au moins un accident avec

victimes par année par nouveau conducteur (fichier des 3 550 conducteurs).

' N | Ragport 1Ca%5%
Variables explicatives Coefficient o cotes Limite | Limite
inferieure | supérieure |
Constante -1,754
Période d'ohservation des accidents D436 | 0546 0581 0,719
Date d'entrée dans le processus d'accés
0L03/91 au 29002192 0,008 1,008 0302 1,266
0y 2929 0 | e 1000 | Groupe de référence
Amée d'obtention du permis
1 LOO0 | Groupe de référence
1992 020 | 081 0,562 1,129
1993 0107 | 039 0,604 1337
Durée d'apprentissage
0aldljous | e 1000 | Croupe de référence
1814 270 jours 0188 | 080 0,648 1,060
Plus de 270 joucs 037 | 071 | 0351 | 045
Nombre de tentatives pour réussir
I'examen théorique et pratique
Une tentative
fas | e L000 | Groupe de référence
17 ans 0,047 1,048 0,764 1438
18-19 ans 0038 | 0962 067 1,365
20-24 ans 0855 | 0418 | 0239 | 07
15 ans et plus 0571 0,565 0317 1,007
Plus d'une tentative
16 ans 0,190 1,09 0901 1622
7 ans 0,126 L35 0347 1,520
18-19 ans 4136 | 0873 0,630 1,208
20-24 ans 4740 | 0477 | 0283 | 08M
25 ans et plus 2302 | 079 0456 1,199
Log de la wratsemblance 220700
Paraméire de la vaniance estmée 0,053 (p>01)

Note : les résultats en gras sont significatifs au seuil 5%



CONCLUSION

Ce mémoire avait pour but I’étude des différentes extensions du modéle de
régression logistique pour analyser des données dichotomiques longitudinales. Les
différentes approches proposées dans la littérature ont été réparties en deux caté-
gories : le modéle marginal et le modéle spécifique aux sujets. En sécurité routiére,
les banques de données contiennent généralement plusieurs réponses dans le temps
pour un méme individu. Les chercheurs du Laboratoire sur la sécurité des trans-
ports du CRT étaient donc intéressés a connaitre les nouveaux développements
de la méthodologie se rapportant & I’analyse de telles données. Ils souhaitaient
plus particuliérement une recommandation générale quant a l'utilisation des dif-
férentes méthodes de 'approche spécifique aux sujets.

Nous avons tout d’abord effectué un survol des approches proposées dans la
littérature. Essentiellement, 'approche marginale consiste 4 modéliser I’espérance
marginale de la réponse en considérant la corrélation comme un paramétre de nui-
sance. L’approche spécifique aux sujets, quant 4 elle, consiste plutét & modéliser
les réponses individuelles en supposant que la corrélation des observations pour
un méme sujet vient d’une variable aléatoire normale commune. Une premiére
distinction entre les deux approches concerne donc les hypothéses de dépendance
dans le temps. Nous avons également vu que les deux approches s’interprétent
differemment. En effet, les coefficients du modéle marginal décrivent I'effet des
changements des variables explicatives sur la réponse moyenne alors que les co-

efficients du modéle spécifique aux sujets décrivent I'effet pour un seul individu.
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Nous avons présenté un exemple concret d’interprétation dans le cadre d’une
étude clinique sur un médicament afin d’illustrer ces deux approches. Enfin, nous
avons terminé le premier chapitre en indiquant que les coefficients du modeéle spé-
cifique aux sujets avec un seul effet aléatoire sont toujours plus grands ou égaux
aux coefficients du modéle de régression marginale.

En sécurité routiére, objectif est souvent de faire de I’inférence sur les indi-
vidus plutot que sur la moyenne. Nous nous sommes donc intéressés plus parti-
culiérement au modéle logistique-normal, en décrivant la théorie & la base de dif-
férentes meéthodes permettant de maximiser la vraisemblance. La méthode PQL,
proposée par Breslow et Clayton (1993), consiste a faire une approximation des
équations scores & ’aide d’équations d’estimation généralisées pouvant étre re-
solues itérativement. Comme cette méthode méne & des résultats biaisés pour
des réponses dichotomiques avec peu de répétitions dans le temps, nous avons
décrit en détail la correction proposée par Lin et Breslow (1996). Leur idée est
essentiellement d’utiliser les expressions asymptotiques dérivées par Solomon et
Cox (1992). Finalement, nous avons étudié une méthode sans biais basée sur
la quadrature gaussienne. Suivant le raisonnement de Pinheiro et Bates (1995),
nous avons privilégié 'approche QGA qui peut étre ajustée a I’aide de la nouvelle
procédure PROC NLMIXED de la version 8 de SAS.

Afin de comparer les méthodes PQL, PQL corrigée et QGA, nous avons effec-
tué des simulations selon trois modéles comportant une seule variable aléatoire.
Nous avons constaté que les écarts-types estimés pour la variance de l'effet aléa-
toire sont considérablement plus élevés que les écarts-types simulés lorsqu’il y a
trois répétitions dans le temps pour la méthode PQL corrigée. De plus, nos ré-
sultats ont montré I’importance du nombre d’observations dans le temps lorsque

P'approche spécifique aux sujets est choisie. Nous recommandons I'approche QGA
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4 l’aide de D’algorithme d’optimisation de quasi-Newton lorsque le nombre d’in-
dividus est trés grand. Par contre, Pestimateur de la variance de Peffet aléatoire
peut étre loin de la vraie valeur pour de petits ¢chantillons surtout lorsqu’il y
a peu de répétitions dans le temps. Une alternative est alors l'utilisation des
estimateurs PQL corrigés.

Dans le dernier chapitre, nous avons appliqué les méthodes spécifiques aux
sujets & des données de sécurité routiére. Notre but était de modéliser les risques
d’accidents avec victimes de nouveaux conducteurs appartenant a deux banques
de données distinctes. Il ’agissait d’une étude longitudinale, puisque les réponses
(présence ou non d’au moins un accident avec victimes) étaient observées de fagon
répétée dans le temps. Nous avons présenté un modéle logistique-normal avec
interaction pour les 53 069 hommes de la banque de données analysée par Laberge-
Nadeau et al. (1999) ainsi que pour les 3 550 conducteurs ayant eu des sanctions
ou des retards de paiement de plus de 90 jours. Pour la premiére banque de
données, Papproche QGA avec 'algorithme d’optimisation de quasi-Newton a été
choisie, car le nombre d’individus était trés élevé. Mentionnons que la composante
aléatoire du modéle n’étant pas significative pour les conducteurs ayant plus de
90 jours, les différentes approches donnaient des résultats comparables.

Les modéles de régression pour les simulations et pour I’exemple d’applica-
tion en sécurité routiére ne comportaient qu'un seul effet aléatoire. En pratique,
il arrive que le modéle ait plusieurs composantes aléatoires. Tel que mentionné
au chapitre 1, I'approche QGA est adéquate pour les modéles comportant moins
de 3 effets aléatoires, alors que la méthode PQL corrigée est conseillée pour les
problémes de dimensions élevées. Notons toutefois que la procédure PROC NL-
MIXED de SAS (méthode QGA) ne permet que la modélisation avec un effet

aléatoire. Il serait donc intéressant d’améliorer cette procédure.



109

L’extension des modéles linéaires généralisés & 'analyse de données longitu-
dinales pave la voie a plusieurs autres sujets de recherche. Ainsi, la procédure
de Wolfinger et O’Connell (1993), raffinement de I’approche PQL parce qu’elle
suppose que le paramétre d’échelle est inconnu, mérite d’étre étudiée. Nous avons
d’ailleurs constaté que les coefficients estimés pour I’analyse des nouveaux conduc-
teurs étaient différents lorsque nous appliquions cette procédure. En terminant,
il arrive réguliérement en sécurité routiére que les études portent sur le nombre
d’accidents. Il serait donc intéressant d’examiner les différentes méthodes de I’ap-

proche spécifique aux sujets, mais cette fois pour des données de comptage.



Annexe A

DISTRIBUTION DES PARAMETRES ESTIMES
POUR LE MODELE 3.1.1 LORSQUE LA VRAIE
VALEURDE 9 =1
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Fic. A.0.1. Graphiques en boites des estimateurs de 8 pour le modéle 3.1.1 avec

m = 250 individus (vraie valeur = 1).
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FI1G. A.0.2. Graphiques en boites des estimateurs de 8 pour le modeéle 8.1.1 avec

m = 500 individus (vraie valeur = 1).

Paramétre estimé

HH

—_

PQL

Fic. A.0.3. Graphiques

CPQLO

en boites des estimateurs de 6 pour le modéle 3.1.1 avec

MPQL

Méthodes

m = 750 individus {vraie valeur = 1).
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Fic. A.0.4. Graphiques en boites des estimateurs de 6 pour le modéle 5.1.1 avec

m = 1000 individus (vraie valeur = 1).
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Fi1c. A.0.5. Graphiques en boites des estimateurs de Bo pour le modéle 3.1.1 avec

Méthodes

m = 250 individus (vraie valeur = -2,5).
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Fic. A.0.6. Graphiques en boites des estimateurs de Bo pour le modéle 3.1.1 avec

m = 500 individus (vraie valeur = -2,5).
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FiG. A.0.7. Graphigues en boites des estimateurs de [Bo pour le modéle 3.1.1 avec

m = 750 individus (vraie valeur = -2,5).
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FiGg. A.0.8. Graphiques en boites des estimateurs de (3o pour le modéle 8.1.1 avec

m = 1000 individus (vraie valeur = -2,5).
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Fic. A.0.9. Graphiques en boites des estirnateurs de 31 pour le modéle 3.1.1 avec

m = 250 individus (vraie valeur = 1).
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Fic. A.0.10. Graphiques en boites des estimateurs de B1 pour le modéle 3.1.1 avec

m = 500 individus (vraie valeur = 1).
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Fic. A.0.11. Graphiques en boites des estimateurs de 1 pour le modeéle 3.1.1 avec

m = 750 individus (vraie valeur = 1)
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Fic. A.0.12. Graphiques en boites des estimateurs de S1 pour le modéle 3.1.1 avec

m = 1000 individus (vraie valeur = I).
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Fic. A.0.13. Graphiques en boites des estimateurs de B2 pour le modéle 3.1.1 avec

m = 250 individus (vraie valeur = -1).
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Fi1Gc. A.0.14. Graphiques en boites des estimateurs de B2 pour le modéle 3.1.1 avec

m = 500 individus (vrate valeur = -1)
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Fi1Gc. A.0.15. Graphiques en boites des estimateurs de B2 pour le modéle 5.1.1 avec

m = 750 individus (vraie valeur = -1).
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F1G. A.0.16. Graphiques en boites des estimateurs de B2 pour le modéle 8.1.1 avec

m = 1000 individus (vraie valeur = -1).
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Fic. A.0.17. Grephiques en boites des estimateurs de B3 pour le modéle 3.1.1 avec

m = 250 individus (vraie valeur = 0,5).
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Fic. A.0.18. Graphiques en boites des estimateurs de B3 pour le modéle 3.1.1 avec

m = 500 individus (vraie valeur = 0,5).
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Fic. A.0.19. Graphiques en boites des estimateurs de 83 pour le modéle 3.1.1 avec

m = 750 individus (vraie valeur = 0,5).
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Fig. A.0.20. Graphiques en boites des estimateurs de B3 pour le modéle 3.1.1 avec

m = 1000 individus (vraie valeur = 0,5).



Annexe B

DISTRIBUTION DES PARAMETRES ESTIMES
POUR LE MODELE 3.1.1 LORSQUE LA VRAIE
VALEUR DE 9 = 1,5 OU 0,5
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Fic. B.0.1. Graphiques en boites des estimateurs de 0 pour le modéle 8.1.1 avec

m = 250 individus (vraie valeur = 1,5).
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Fic. B.0.3. Graphiques en boites des estimateurs de § pour le modéle 3.1.1 avec

m = 750 individus (vraie valeur = 1,5).
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Fic. B.0.5. Graphiques en boftes des estimateurs de 8 pour le modéle 3.1.1 avec

m = 250 individus (vraie valeur = 0,5).
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Fic. B.0.7. Graphiques en boites des estimateurs de 6 pour m = 750 individus

(vraie valeur = 0,5).
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Annexe C

MOYENNES ET ECARTS TYPES DES
PARAMETRES POUR LE MODELE 3.1.1
LORSQUE # = 1,5 OU 0,5

TaB. C.0.1. Valeurs moyennes des paramétres estimés du modéle 3.1.1 avec 200

répétitions pour m = 250,500 et une vraie valeur de § =1,5.

m Meéthode 6 Bo il B2 Ba
Vraie valeur 1,50 -2,50 1,00 -1,00 0,50
250 LOGIT — 2,09 0,84 -0,89 0,42
PQL 0,46 -2,12 084 -0,89 0,43
CPQLO 1,12 -219 0,88 -0,89 0,43
CPQL1 1,12 -2,58 0,79 -0,72 0,50
CPQL2 1,12 -240 0,77 -0,80 0,49
MPQL 0,43 -2,11 0,84 -0,89 0,43
MCPO 1,06 -2,18 0,87 -0,89 0,43
MCP1 1,06 -2,54 0,79 -0,73 0,49
MCP2 1,06 -2,39 0,78 -0,80 0,49
QNR 1,70 -2,59 1,04 -1,04 0,52
QQN 1,69 -2,59 1,04 -1,04 0,52
500 LOGIT -2,08 0,82 -0,87 0,42
PQL 0,43 -2,10 0,83 -0,87 0,42
CPQLO 1,05 -2,16 0,86 -0,87 0,43
CPQL1 1,056 -2,53 0,77 -0,71 0,49
CPQL2 1,06 -2,39 0,76 -0,77 0,49
MPQL 0,41 -2,10 0,83 -0,87 0,42
MCPO 1,01 -2,16 0,86 -0,87 0,43
MCP1 1,00 -251 0,77 -0,72 0,49
MCP2 1,01 -2,38 0,76 -0,77 0,48
QNR 1,50 -2,53 1,00 -1,01 0,51
QQN 1,50 -2,63 1,00 -1,01 0,51




TaB. C.0.2. Valeurs moyennes des paramétres estimés du modéle 3.1.1 avec 200

Tépétitions pour m = 750,1000 et une vraie valeur de 6 =1, 5.

m  Méthode 6 Bo J5 B2 Ba
Vraie valeur 1,50 -2,50 1,00 -1,00 0,50
750 LOGIT — -2,06 0,82 -0,85 0,42
PQL 0,44 -2,08 0,83 -0,85 0,42
CPQLO 1,06 -2,14 0,86 -0,85 0,42
CPQL1 1,06 -250 0,77 -0,70 0,48
CPQL2 1,06 -236 0,76 -0,76 0,48
MPQL 0,42 -2,08 0,83 -0,85 0,42
MCP0 1,03 -214 0,85 -0,85 0,42
MCP1 1,03 -249 0,77 -0,70 0,48
MCP2 1,03 -2,36 0,76 -0,76 0,48
QNR 1,63 -2,51 1,01 -1,00 0,50
QQN 1,53 -2,51 1,01 -1,00 0,50
1000 LOGIT — -2,06 082 -0,87 0,42
PQL 0,43 -2,08 0,83 -0,87 0,42
CPQLO 1,05 -2,15 0,86 -0,87 0,42
CPQIL1 1,06 -2,61 0,77 -0,71 0,49
CPQL2 1,05 -2,37 0,76 -0,77 0,48
MPQL 0,42 -2,08 0,83 -0,87 0,42
MCPO 1,03 -2,14 0,86 -0,87 0,42
MCP1 1,03 -2,50 0,77 -0,72 0,49
MCP2 1,03 -2,37 0,76 -0,77 048
QNR 1,61 -2,52 1,01 -1,02 0,51
QQN 1,51 -252 1,01 -1,01 0,51

127



TaB. C.0.3. Comparaison des écarts types estimés et simulés du modéle 3.1.1 avec

200 répétitions pour m = 250,500 et une vrate valeur de § = 1,3.

m  Methode [ Bo 5 B2 Ba
250 LOGIT Sim.° — 0,24 0,09 0550 0,18
Est.® — 025 0,10 048 0,18

PQL Sim. 0,20 0724 0,09 0,550 0,18
Est. 0,34 0,25 0,10 049 0,18

CPQLO Sim. 048 025 0,09 050 0,18
Est. 085 027 0,0 051 0,18

CPQL1 Sim. 048 035 0,12 0,52 0,21
Est. 085 0,40 0,12 052 0,19

CPQL2 Sim. 048 028 0,13 051 0,21
Est. 085 0,40 0,12 0,52 0,19

MPQL  Sim. 0,19 024 0,09 051 0,18
Est. 0,33 0,25 0,10 0,49 0,18

MCP0O  Sim. 0,45 025 0,09 051 0,18
Est. 083 0,27 009 050 0,18

MCP1 Sim. 045 0,34 0,12 0,52 0,21
Est. 0,83 0,39 0,12 052 0,19

MCP2  Sim. 045 028 0,12 0,52 021
Est. 083 039 0,12 052 0,19

QNR Sim. 1,05 0,40 0,16 0,58 0,22
Est. 1,04 041 0,16 056 0,21

QQN Sim. 1,07 040 0,16 0,58 0,22
Est. 1,05 040 0,16 0,56 0,21

500 LOGIT Sim. — 0,18 0,06 030 0,11
Est. — 0,17 0,07 0,33 0,12

PQL Sim. 0112 0,18 0,06 030 0,11
Est. 0,24 0,18 0,07 033 0,12

CPQLO  Sim. 0,30 0,19 0,06 0,31 0,11
Est. 058 0,19 0,07 034 0,12

CPQL1 Sim. 0,30 0,26 0,08 031 0,12
Est. 058 027 0,09 035 0,13

CPQL2 Sim. 0,30 021 0,08 0,31 0,12
Est. 058 027 0,09 035 0,13

MPQL  Sim. 0,12 0,18 0,06 0,30 0,11
Est. 0,23 018 0,07 0,33 0,12

MCPO  Sim. 0,29 0,19 0,06 031 0,11
Est. 0,58 0,18 0,07 034 0,12

MCP1 Sim. 0,29 0,25 0,08 0,31 0,12
Est. 058 0,27 0,08 035 0,13

MCP2  Sim. 0,29 0,21 0,08 031 0,12
Est. 0,58 027 0,08 035 0,13

QNR Sim. 060 0,28 0,10 0,35 0,13
Est. 067 027 0,11 0,38 0,14

QQN Sim. 060 0,28 0,10 0,35 0,13
Est. 067 027 0,11 038 0,14

@écart type simulé: écart type estimé par les simulations.

b

écart type estimé : moyenne des écarts types estimés.
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TaB. C.0.4. Comparaison des écarts types estimés et simulés du modéle 3.1.1 avec

200 répétitions pour m = 750, 1000 et une vraie valeur de 8 =1, 5.

m Methode 8 Bo o B2 B
750 LOGIT Sim.® —— 0,14 0,05 0,30 0,10
Est.® — 014 005 0,26 0,10

PQL Sim. 0,11 0,14 0,05 0,30 0,10
Est. 0,19 0,14 005 027 0,10

CPQLO Sim. 0,26 0,15 0,05 0,30 0,10
Est. 0,47 0,15 0,06 0,28 0,10

CPQL1 Sim. 0,26 0,20 0,06 030 0,11
Est. 0,47 022 006 029 0,10

CPQL2 Sim. 0,26 0,17 0,06 0,30 0,11
Est. 047 022 006 029 0,10

MPQL  Sim. 0,11 0,14 005 030 0,10
Est. 0,19 0,14 0,05 027 0,10

MCPO Sim. 0,25 0,15 0,05 030 0,10
Est. 0,46 0,15 0,06 0,28 0,10

MCP1 Sim. 0,25 0,20 0,06 0,30 0,11
Est. 046 0,22 0,07 028 0,10

MCP2 Sim. 0,25 0,17 0,06 0,30 0,11
BEst. 046 022 0,07 028 0,10

QNR Sim. 0,52 022 0,08 034 0,12
Est. 0,555 022 0,09 031 0,11

QQN Sim. 0,52 0,22 0,08 0,34 0,12
Est. 055 022 009 0,31 0,11

1000 LOGIT Sim. — 0,12 0,04 0,24 0,08
Bst. — 0,12 0,05 023 0,09

PQL Sim. 0,10 0,12 0,04 024 0,08
Est. 0,17 0,12 0,05 023 0,09

CPQLO Sim. 023 0,13 0,05 0,24 0,08
BEst. 0,41 013 005 024 0,09

CPQL1 Sim. 0,23 0,18 0,06 0,25 0,09
Est. 041 0,19 006 025 0,09

CPQL2 Sim. 023 0,15 0,06 0,25 0,09
Est. 041 019 006 025 0,09

MPQL  Sim. 0,10 0,12 0,04 0,24 0,08
Est. 017 0,12 0,05 023 0,09

MCP0 Sim. 0,23 0,13 0,05 024 0,08
Est. 0,40 0,13 0,05 024 0,09

MCP1 Sim. 0,23 0,18 0,06 025 0,09
Est. 0,40 0,19 0,06 025 0,09

MCP2 Sim. 0,23 0,15 006 025 0,09
Est. 040 0,19 006 025 0,09

QNR Sim. 0,47 020 0,08 027 0,10
Est. 048 0,19 0,07 027 0,10

QQN Sim. 0,47 020 0,08 028 0,10
Est. 048 0,19 0,07 027 0,10

@ écart type simulé: écart type estimé par les simulations.

bécart type estimé: moyenne des écarts types estimés.
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TaB. C.0.5. Valeurs moyennes des paramétres estimés du modéle 3.1.1 avec 200

répétitions pour m = 250,500 et une vraie valeur de 6 = 0, 5.

m  Méthode @ Bo B1 B2 Bs
Vraie valeur 0,50 -2,50 1,00 -1,00 0,50
250 LOGIT — -2,36 094 -1,07 0,51
PQL 0,27 -2,37 094 -1,07 0,52
CPQLO 0,77 -242 0,96 -1,06 0,52
CPQL1 0,77 -2,70 0,90 -0,94 0,57
CPQL2 0,77 -2,60 0,89 -0,98 0,56
MQLP 0,25 -2,36 094 -1,09 0,52
MCPO 0,71 -2,40 095 -1,09 0,52
MCP1 0,71 -2,66 0,9 -0,97 0,57
MCP2 0,71 -2,58 0,89 -1,01 0,57
QNR 1,06 -2,71 1,08 -1,17 0,58
QQN 0,99 -2,60 1,07 -1,16 0,58
500 LOGIT -— -2,33 093 -1,00 0,49
PQL 0,20 -234 093 0,99 049
CPQLO 0,56 -2,37 0,95 -0,99 0,49
CPQL1 0,56 -2,58 0,90 -0,90 0,52
CPQL2 056 -2,53 0,90 -0,92 0,52
MQLP 0,19 -235 0,94 -0,99 048
MCPO 0,53 -2,37 095 -0,98 0,48
MCP1 0,53 -2,57 091 -0,90 0,52
MCP2 0,53 -2,52 0,90 -0,92 0,52
QNR 0,71 -2,59 1,04 -1,056 0,53
QQN 0,66 -2,57 1,03 -1,06 0,53
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TaB. C.0.6. Valeurs moyennes des paramétres estimés du modéle 3.1.1 avec 200

répétitions pour m = 750,1000 et une vraie valeur de 6 = 0,5.

m  Méthode @ Bo B Ba Ba

Vraie valeur 1,50 -2,50 1,00 -1,00 0,50
750 LOGIT — -2,33 0,94 -0,98 047
PQL 0,18 -2,33 0,94 -097 0,46
CPQLO 0,49 -2,36 095 -0,97 0,46
CPQL1 0,49 -2,54 091 -0,89 0,49
CPQL2 0,49 -2,50 0,90 -0,91 0,49
MQLP 0,17 -2,33 0,94 -0,98 046
MCPO 0,48 -2,35 0,95 -097 047
MCP1 0,48 -2,53 0,91 -0,90 0,49
MCP2 0,48 -2,49 091 -0,91 0,49
QNR 0,60 -2,54 1,02 -1,03 0,50
QQN 0,59 -2,53 1,02 -1,02 0,50

1000 LOGIT — -2,35 0,93 -0,94 047
PQL 0,18 -2,35 0,93 -0,94 047
CPQLO 0,49 -2,37 094 -0,94 047
CPQL1 0,49 -2,55 090 -0,86 0,50
CPQL2 0,49 -2,52 0,90 -0,87 0,50
MQLP 0,17 -2,35 0,93 -0,94 047
MCPO 0,47 -2,37 0,94 -0,94 0,47
MCP1 047 -2,55 0,90 -0,86 0,50
MCP2 0,47 -2,51 0,9 -0,87 0,50
QNR 0,60 -2,56 1,02 -0,99 0,51
QQN 0,59 -2,55 1,01 -0,99 0,51
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TaB. C.0.7. Comparaison des écarts types estimés et simulés du modéle 3.1.1 avec

200 répétitions pour m = 250,500 et une vraie valeur de 6 = 0,5.

m  Méthode 6 o 51 B2 B3
250 LOGIT Sim.° — 0,28 0,11 059 0,20
Est.® — 0028 0,11 060 0,22

PQL Sim. 0,16 028 0,11 0,58 0,20
Est. 034 029 0,11 060 022

CPQLO Sim. 0,47 030 0,11 0,58 0,20
Est. 0,99 030 0,11 061 0,22

CPQL1 Sim. 047 041 0,13 059 0,21
Est. 0,99 048 0,14 0,63 0,23

CPQL2 Sim. 047 035 0,13 059 021
Est. 099 048 0,14 063 0,23

MPQL  Sim. 0,15 028 0,11 0,58 0,20
Est. 0,34 029 0,11 060 0,22

MCP0  Sim. 0,44 029 0,11 058 0,20
Est. 098 0,30 0,11 061 0,22

MCP1  Sim. 044 0,39 0,12 0,59 021
Est. 0,98 0,47 0,4 0,63 0,23

MCP2  Sim. 044 035 0,12 0,59 021
Est. 0,98 047 0,14 063 0,23

QNR Sim. 0,85 043 0,17 061 0,22
Est. 0,95 044 0,17 064 0,24

QGA Sim. 0,86 043 0,17 0,62 0,22
Est. 0,92 043 0,17 064 0,23

500 LOGIT Sim. — 0,20 0,07 041 0,14
Est. — 0,20 0,08 040 0,15

PQL Sim. 0,12 0,20 0,07 041 0,15
Est. 0,24 0,20 0,08 0,40 0,15

CPQLO Sim. 0,35 0,20 0,07 041 0,15
Est. 0,66 021 0,08 040 0,15

CPQL1 Sim. 0,35 0,28 0,08 042 0,16
Est. 0,66 032 0,09 042 0,15

CPQL2 Sim. 0,35 0,24 0,08 041 0,16
Est. 0,66 032 0,09 042 0,15

MPQL  Sim. 0,12 020 007 041 0,15
Est. 0,24 020 0,08 040 0,15

MCPO  Sim. 0,33 0,20 007 041 0,5
Est. 0,66 021 0,08 040 0,15

MCP1  Sim. 0,33 027 0,08 041 0,15
Est. 066 032 009 042 0,15

MCP2  Sim. 0233 0,24 008 041 0,15
Est. 0,66 032 0,09 042 0,15

QNR Sim. 0552 0,28 0,111 043 0,16
Est. 0,56 028 011 042 0,15

QGA Sim. 0,54 029 0,11 042 0,16
Est. 055 028 0111 042 0,15

° gcart type simulé: écart type estimé par les simulations.

b écart type estimé: moyenne des écarts types estimes.
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Tap. C.0.8. Comparaison des écarts types estimés et simulés du modeéle 3.1.1 avec

200 répétitions pour m = 750, 1000 et une vraie valeur de 6 = 0,5.

m  Meéthode 6 Bo B B2 B
=50 LOGIT  Sim.° — 0,16 0,06 033 0,12
Est.® — 0,16 0,06 032 0,12

PQL Sim. 0,10 0,16 0,06 032 0,11
Est. 0,19 016 006 032 0,12

CPQLO Sim. 0,26 017 006 032 0,11
Est. 053 017 006 032 0,12

CPQL1 Sim. 026 021 006 032 0,12
Est. 053 026 008 033 0,12

CPQL2 Sim. 026 0,19 007 032 0,12
Est. 0,53 026 0,08 033 0,12

MPQL  Sim. 009 0,16 006 032 011
Est. 0,19 016 0,06 032 0,12

MCPO  Sim. 0,25 0,17 0,06 0,32 0,11
Est. 0,53 0,17 0,06 032 0,12

MCP1 Sim. 0,25 0,21 0,06 033 0,12
Est. 0,33 026 0,08 033 0,12

MCP2  Sim. 0,25 0,19 0,07 032 0,12
Est. 0,53 026 0,08 033 0,12

QNR Sim. 0,37 0,22 0,08 033 0,12
Est. 043 022 0,09 033 0,12

QGA Sim. 0,37 0,21 0,08 033 0,12
Est. 043 022 009 033 0,12

1000 LOGIT Sim. — 0,15 005 027 0,10
Est. — 0714 005 027 0,10

PQL Sim. 0,09 0,15 0,05 027 0,10
Est. 0,17 0114 005 027 0,10

CPQLO Sim. 024 0,15 0,05 027 0,10
Est. 0,46 0,14 005 028 0,10

CPQL1 Sim. 024 0,19 006 028 0,10
Est. 0,46 022 007 029 0,10

CPQL2 Sim. 024 0,18 006 028 0,10
Est. 046 0,22 007 029 0,10

MPQL  Sim. 0,08 015 0,05 027 0,10
Est. 0,16 0,14 005 027 0,10

MCPO  Sim. 0,23 0,15 0,05 0,27 0,10
Est. 046 0,14 005 028 0,10

MCP1  Sim. 0,23 0,19 0,06 0,28 0,10
Est. 046 0,22 007 029 0,10

MCP2  Sim. 023 0,18 006 0,28 0,10
Est. 046 022 007 029 0,10

QNR Sim. 033 0,20 008 029 0,11
Est. 0,37 020 008 029 0,11

QGA Sim. 034 0,20 008 028 0,10
Est. 0,37 0,19 0,08 029 0,11

a gcart type simulé: écart type estimé par les simulations.

b gcart type estimé: moyenne des écarts types estimés.
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Annexe D

DISTRIBUTION DES PARAMETRES ESTIMES
POUR LE MODELE 3.1.3
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Fic. D.0.1. Graphiques en boites des estimateurs de 0 pour le modéle 3.1.9 avec

m = 1000 individus (vraie valeur = 0,5).
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Fig. D.0.2. Graphiques en boites des estimateurs de 8 pour le modéle 3.1.3 avec

m = 1500 individus (vraie valeur =0,5).
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Fic. D.0.3. Graphiques en boites des estimateurs de 0 pour le modéle 3.1.3 avec

m = 2000 individus (vraie valeur = 0,5).
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Fic. D.0.4. Graphiques en boites des estimateurs de fo pour le modéle 3.1.8 avec

m = 1000 individus (vraie valeur = -1,96).
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Fic. D.0.5. Graphiques en boites des estimateurs de Bo pour le modéle 3.1.3 avec

m = 1500 individus (vraie valeur = -1,96).
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Fic. D.0.6. Graphiques en boites des estimateurs de By pour le modéle 8.1.8 avec

m = 2000 individus (vraie valeur = -1,96).

o~ —
B
1 — —— —_ aa — — - A
s
g [xnl ) Ll - lapl [an) - lanl anl
i i i i i i
i H H H i i i i
i i i i f i i i T i
i i H i H i {
© i : i H i i i
?" i H £ i H i 5 i
H H i H H H
© i ) | i i :
& i i i i i
@
@ o
g o -
> 1
E
o
T o =
o < 4 i H i - H
J i H i H
H H i | H i
H i H H i H
i i i i i i
o i i i | i i i
ko1 H H H i i i i
| i i i i i i i
i H i i
H H i } i H i
—_ H 1 H [ i
- = i (] = = —_ H
= = — == - =] = — j—
L pu— — _ —

LOGIT PQL CPQLO CPQL1 CPQL2 MPQL MCPD MCP1 MCPZ QNR QQN

Méthodes

FiG. D.0.7. Graphiques en boites des estimateurs de 51 pour le modéle 3.1.8 avec

m = 1000 individus (vraie valeur = -0,86).
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F1c. D.0.8. Graphiques en bottes des estimateurs de 51 pour le modéle 3.1.8 avec

m = 1500 individus (vraie valeur = -0,56).
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Fic. D.0.9. Graphiques en boites des estimateurs de B, pour le modele 3.1.8 avec

m = 2000 individus (vraie valeur = -0,86).
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Fig. D.0.11. Graphiques en boites des estimateurs de 32 pour le modéle 3.1.3 avec

0.4
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10. Graphiques en boftes des estimateurs de B2 pour le modéle 3.1.3 avec

Méthodes

individus (vraie valeur = -0,17).
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m = 1500 individus (vraie valeur = -0,17).
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Fic. D.0.12. Graphiques en boites des estimateurs de B2 pour le modele 8.1.5 avec

m = 2000 individus (vraie valeur = -0,17).
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Méthodes

F1G6. D.0.13. Graphiques en boites des estimateurs de B3 pour le modele 3.1.3 avec

m = 1000 individus (vraie valeur = 0,04).
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Fic. D.0.14. Graphiques en boites des estimateurs de B3 pour le modéle 3.1.3 avec

m = 1500 individus (vraie valeur = 0,04).
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Fic. D.0.15. Graphiques en boites des estimateurs de B3 pour le modéle 3.1.3 avec

m = 2000 individus (vraie valeur = 0,04).
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Fic. D.0.16. Graphigues en boites des estimateurs de 34 pour le modéle 3.1.3 avec
m = 1000 individus (vraie valeur = -0,44).
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Fic. D.0.17. Graphiques en bottes des estimateurs de B4 pour le modéle 5.1.8 avec

m = 1500 individus (vraie valeur = -0,44).
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