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SOMMAIRE

Cette thése comporte quatre essais en statistique appliquée. Les deux premiers portent
sur la théorie de ’échantillonnage alors que les deux derniers portent sur I’analyse des séries
chronologiques dans un contexte multidimensionnel.

Le premier essai porte sur les estimateurs de calage d’usage fortement répandu. Les résul-
tats de cet essai ont fait I'objet de I’article Duchesne (1999) paru dans le numéro de juin 1999
de Survey Methodology, revue publiée par Statistique Canada. Les estimateurs de calage du
total consistent & considérer comme estimateur du total de la variable y la quantité > WYk,
ou les poids wy sont obtenus d’une mesure de distance, sujet aux contraintes d’étalonnage et
sur les poids. Ils sont faciles & interpréter car les poids wy ont une signification en pratique.
Cependant, les estimateurs de calage usuels ne sont pas robustes. On montre comment 1’on
peut construire des estimateurs de calage avec des propriétés raisonnables de robustesse en
choisissant adéquatement des poids implicites de fagon robuste qui sont transformés en poids
calés. Les estimateurs proposés sont étudiés de maniére empirique.

Dans le second essai, on établit & ’aide de la technique des groupes aléatoires des formules
explicites de l’estimateur de variance jackknife de I'estimateur par régression. Les résultats
de cet essai sont acceptés pour publication dans Journal of Official Statistics, revue publiée
par Statistics Sweden. Les formules obtenues donnent de nouveaux exemples de la régle bien
connue affirmant que les estimateurs de variance jackknife sur-estiment la vraie variance. Un
estimateur modifié afin de corriger la sur-estimation est présenté. Dans l'illustration numé-
rique, des résultats raisonnables sont obtenus avec ce nouvel estimateur.

Dans le troisiéme essai, on étudie les modeéles autorégressifs multidimensionnels avec va-
riables explicatives (VARX), qui se retrouvent fréquemment dans les applications statistiques.
Plusieurs propriétés des statistiques de base pour cette classe de modéles reposent sur I’hy-
pothése d’indépendance des erreurs. En s’inspirant de Hong (19964a), une statistique de test
pour vérifier cette derniére hypothése est proposée. Elle est obtenue en comparant la den-
sité spectrale des erreurs sous I’hypothése nulle d’'indépendance & un estimateur de la densité

spectrale calculé a l'aide de la méthode du noyau. La loi asymptotique de la statistique de



v

test est obtenue sous I’hypothése nulle. Le test résultant généralise la statistique portmanteau
de Hosking (1980). Cependant, certains noyaux permettent d’obtenir une meilleure puissance.
Le niveau et la puissance des tests résultants sont étudiés par simulation et une application
est présentée.

Dans le quatriéme essai, on s’intéresse au probléme d’indépendance de deux séries. Une
approche classique est celle de Haugh (1976), mais sa statistique repose sur un nombre fixé
de délais. Hong (1996b) considére une statistique pondérée qui généralise la statistique de
Haugh. Dans bien des situations la puissance est supérieure. Cependant, le probléme des
valeurs aberrantes survenant en séries chronologiques est important et les statistiques de
Haugh et Hong sont susceptibles d’étre sensibles dans ce contexte. Une statistique de test
robuste pour vérifier I'indépendance de deux séries et prenant en compte un nombre fixé de
délais a été considérée dans Li et Hui (1994). La statistique que nous proposons généralise
celle de Hong et celle de Li et Hui. Elle repose sur I'ensemble des délais et offre de meilleures
propriétés de puissance. Le niveau et la puissance des tests sont étudiés empiriquement. Une

application est présentée pour illustrer la méthodologie.
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INTRODUCTION

Deux domaines importants de la statistique appliquée sont sans aucun doute la théorie
de ’échantillonnage et I’analyse des séries chronologiques. Nous allons dans les deux sections
qui suivent introduire les concepts de base utiles dans notre contexte, et donner un apergu du

contenu des quatre essais.

THEORIE DE L’ECHANTILLONNAGE

La théorie de I’échantillonnage cherche souvent a estimer des quantités inconnues dans
le contexte d’une population finie, que l'on note U = {1,... ,N}. Etant donné une variable
d’intérét y, un but fréquent est I'estimation du total T, = > ; yx inconnu (Si A est un
ensemble d’unités, A C U, alors ) , est une notation signifiant ), ). Un échantillon s est
observé selon un plan d’échantillonnage. Les probabilités d’'inclusion d’ordre un et deux sont
notées my et mg;. Le plan d’échantillonnage pourrait étre un tirage aléatoire simple (ol tous
les 7, sont égaux et valent n/N), ou encore un plan 7ps.

Un estimateur bien connu dans ce contexte est I'estimateur Horvitz-Thompson (HT),
défini par TyHT =Y dyyx, ot dx = 7r,;1 est le poids d’échantillonnage. Cependant, nous
avons souvent en plus de Iinformation auxiliaire z de dimension p, qui peut étre utilisée
afin d’obtenir de meilleures estimations. Par exemple, un estimateur utilisant I'information

auxiliaire est I’estimateur par la régression généralisée (GREG) de T donné par

TereG = Zs dkGksYk
ou
Grs = 1+ (Tz — Tzﬂ')’(zs dkka;c/ck)_lmk/ck’

est le poids-g, Tor = Yo Tk /7k est Vestimateur HT pour T, et ¢ est choisi par I'utili-
sateur. Les constantes ¢ sont des facteurs de pondération qui peuvent prendre en compte

(par exemple) des problémes d’hétéroscédasticité. Sarndal (1996) discute le choix des cx. La



variance asymptotique AV pour le GREG est donnée par

AV(Torec) = ZE AnEE),

ol By =yx —z,B, B= 2y Tph /o)t Yy Thyk/cky Dkt = Tgt — Tk €L Ey = Ey /7.
Nous allons considérer dans le premier essai des estimateurs du total Ty s'écrivant comme
> s WkYk, appelés estimateurs de calage. Ils sont développés par exemple dans Deville et
Sirndal (1992). On cherche les poids wy aussi prés que possible des poids d’échantillonnage
di = TrI:1 mais qui respectent les contraintes d’étalonnage, notée CE (dites aussi contraintes

de calage),

stkfﬂk =Ty,

ot 7y, est I'information auxiliaire disponible de total Ty = > ; zx connu. Ces estimateurs sont
populaires car ils s’interprétent aisément, puisque les méthodologistes sont habitues d’apposer
des poids wy aux unités yg. Plusieurs métriques sont étudiées afin de mesurer la proximité
entre di et wg. L’estimateur GREG est un exemple important avec wy = drgrs. Il est obtenu
en minimisant la métrique quadratique Y, cx(wk — di)?/dy. Cependant, puisque les poids-g
gk = wy/dr, du GREG ne sont pas bornés en général, d'autres métriques sont proposées afin de
les borner pour qu'ils satisfassent certaines restrictions applicables 4 la fourchette des valeurs
(RAFV). Ceci permet en particulier d’éviter la présence indésirable de poids wy négatifs. Voir
Deville et Sirndal (1992), Singh et Mohl (1996) et Stukel, Hidiroglou et Sarndal (1996).

La variance asymptotique est habituellement une quantité inconnue. Ainsi, Sarndal,
Swensson et Wretman (1989) ont suggéré un estimateur pondéré par les poids-g, pour es-

timer la variance du GREG:

V, = Vy(TerEc) ZZ Ari(grsers) (Gis€is),

ot exs = Yk — TpBs, Bs = (X, drrai/ck) ™t g drTryr/ ks Agi = Dpifr et Exs = exs [Tk
Avec Vg, on peut construire un intervalle de confiance Ty donné par TerEG £ Z1-a /2[ ]1/ L
valide approximativement au niveau de confiance 1 — a. Une autre méthode pour estimer la

variance est la méthode du jackknife, que nous étudions pour le GREG dans l'essai 2.

Estimateurs de calage robustes

I'estimateur GREG repose essentiellement sur l'estimateur des moindres carrés généra-

lisés, qui est bien connu étre sensible & la présence de valeurs aberrantes. Le premier essal



s’intéresse a la recherche d’estimateurs alternatifs au GREG, satisfaisant des propriétés rai-
sonnables de robustesse.

Le probléme des valeurs aberrantes est important dans toutes les branches de la statis-
tique. En théorie des sondages, le contexte est différent de celui de la statistique paramétrique
puisque I'on s’intéresse souvent & l'estimation du total T,. Or une valeur aberrante peut avoir
son plein poids dans le total de la population. De plus, le méthodologiste qui procéde a la
phase d’estimation peut supposer que les valeurs des unités sont enregistrées sans erreur,
puisque souvent les unités une fois ramassées sont traitées dans un systéme d’édition (Sérn-
dal, Swensson et Wretman 1992, Section 1.7). Cette étape fait partie de la réalisation d'un
sondage dans les grandes agences statistiques, comme par exemple & Statistique Canada. Lee
(1995) fait un survol des développements de la robustesse en théorie des sondages.

Cependant, puisqu’il arrive fréquemment que les populations dans les enquétes écono-
miques sont asymeétriques, quelques unités risquent d’étre ezirémes par rapport aux autres,
sujet abordé dans Kish (1965). Retirer complétement ces unités entraine des estimations biai-
sées, alors que si on les conserve avec leur plein poids un estimateur comme le GREG risque
d’étre trés variable. Ceci suggére un compromis entre le biais et la variance. En présence
de valeurs aberrantes, le défi est de proposer des estimateurs robustes du total peu affectés
par certaines unités trés a 'écart des autres. Ces estimateurs devront avoir un petit biais et
une petite erreur quadratique moyenne. Traditionnellement, la théorie de I’échantillonnage a
consacré beaucoup d’efforts a développer des estimateurs sans biais ou asymptotiquement sans
biais (ADU). Voir par exemple Sirndal et al. (1992, Section 7.12). Cependant, la propriété
ADU n’est peut-étre pas souhaitable dans un contexte de valeurs aberrantes. Voir la discus-
sion de Chambers et Kokic (1993) qui montrent qu’un conflit est présent entre la propriété
ADU et la robustesse d’'un estimateur.

Supposons la variable d’intérét y positive et la population asymétrique. L’estimateur
HT étant une moyenne pondérée par les dy, il est vulnérable aux grandes valeurs de y. Une
unité avec un poids dj, élevé peut aussi avoir un grand impact sur l'estimation en entrainant
des estimations variables. Lee (1995) définit ces unités comme influentes. Une unité extréme
n’est pas forcément influente si son poids dj, est suffisamment petit. Traditionnellement, les
méthodologistes cherchent & limiter 'impact des unités influentes lorsqu’elles sont connues
avant le sondage, en donnant par exemple des poids d’échantillonnage proche de un aux
unités extrémes. Gambino (1987) et Lee (1995) discutent cependant de situations ot nous ne

pouvons pas agir ainsi. Dans un article important, Hidiroglou et Srinath (1981) considérent



I’altération des poids d’échantillonnage en présence de valeurs aberrantes. Leur approche a
grandement légitimeé la modification des poids dans le monde des sondages.

Parmi les premiéres alternatives robustes du total, plusieurs reposent sur les M-estimateurs
et les G M-estimateurs. Cependant, beaucoup d’attention a été consacrée récemment a des
estimateurs possédant en plus de bonnes propriétés de robustesse globale, telle que mesurée
par le point de rupture d’'un estimateur. Ces notions sont discutées par exemple dans Do-
noho et Huber (1983), Hampel, Ronchetti, Rousseeuw et Stahel (1986) et Rousseeuw et Leroy
(1987). Le point de rupture mesure le pourcentage de valeurs aberrantes dans 1'échantillon
que l'estimateur peut tolérer tout en donnant tout de méme une bonne estimation d’une cer-
taine caractéristique de la population. Lee, Ghangurbe, Mach et Yung (1992) réclament des
estimateurs du total basés sur des estimateurs robustes avec un haut point de rupture.

Les estimateurs de calage ont un lien avec les méthodes robustes comme noté dans Fuller,
Loughin et Baker (1994, p. 81). Cependant, il est inexact de prétendre que les estimateurs
de calage possédent nécessairement de bonnes propriétés de robustesse, puisqu’il suffit de
se rappeler que tous les estimateurs de calage considérés par Deville et Sdrndal (1992) sont
asymptotiquement équivalents au GREG qui étant ADU n’est pas robuste. De plus, on voit
qu'un estimateur traditionnel de calage n’est pas robuste puisqu'il dépend linéairement de
wy, et wg ne prend pas en compte Yi.

Le but du premier essai est de construire des estimateurs de la forme ) wiyr ou les
poids wy, assurent en méme temps la robustesse et le respect des contraintes sur les variables
de calage et sur les poids wg. Le point de départ de notre approche est la classe des esti-
mateurs QR de Wright (1983). Supposons que nous disposions des constantes {(qk,7x),qx >
0,7 > 0,Vk € U}, telles que Yy mkgrziz), > 0 €t S @kzka) > 0,Vs. (Si A est une matrice
symétrique, A > 0 signifie que A est définie positive). Les estimateurs QR sont définis & partir

de g et T par la relation
Tyor =ToBg+ ) Tier,

ol Bq admet une forme pondérée par les gx

B, = (Zs qezkTy) Zs KTk Yk

oll e = Yg — wSCBq. Nous montrons que les estimateurs QR sont des estimateurs de calage et
introduisons une nouvelle classe d’estimateurs, notée RQR, reposant également sur le choix des
constantes g et rx. Elle généralise d'une certaine facon les estimateurs QR ainsi que la classe

des estimateurs de Deville et Siarndal (1992). L'intérét de la classe RQR est qu’elle permet



d’obtenir des poids wy restreints & un intervalle donné, disons [L, U]. Quelques propriétés des
classes QR et RQR sont discutées.

Un aspect intéressant de la classe RQR est qu’elle fournit un cadre pour la construction
d’estimateurs de calage robustes. L'idée principale consiste & modifier des poids implicites ro-
bustes pour qu'ils respectent les contraintes de calage. Nous discutons du choix des constantes
gx. et 7 en utilisant un raisonnement propre aux estimateurs de calage. Cette approche s’avére
nouvelle et unificatrice, et nous guide dans le choix des g; et rx en présence d’information
auxiliaire. Un élément important est P'utilisation d’un estimateur robuste admettant une forme
pondérée fournissant les gx. Nous remarquons que c’est le cas pour les GM-estimateurs. Les
estimateurs avec un haut point de rupture n’ont habituellement pas une forme pondérée. Une
repondération de ces estimateurs est considérée, permettant de conserver le point de rupture
sous contréle et d’avoir des estimateurs s’écrivant sous la forme pondérée. Voir Rousseeuw et
Leroy (1987) et Simpson et Chang (1997). Nous discutons alors des choix de g; et 74 per-
mettant de calculer un estimateur RQR afin d’obtenir un estimateur de calage robuste avec
des poids bornés. Dans une étude empirique, nous comparons divers estimateurs robustes,
dont l'estimateur de Lee (1991) et celui de Chambers (1986), aux estimateurs RQR ainsi
qu’au GREG et & un estimateur de calage considéré dans Deville et Sarndal (1992) dont les
poids sont restreints. L’estimateur de Lee (1991) peut étre considéré comme un cas parti-
culier de notre approche. Il nous permet aussi de considérer un nouvel estimateur avec des
poids bornés. Quatre populations déja étudiées dans la littérature sont considérées. On notera
que les estimateurs sans contrainte sur les poids sont sujets & des problémes de pondération
négative. Les estimateurs de la classe RQR permettent d’obtenir des estimateurs robustes
possédant des poids positifs, se comparant bien aux estimateurs sans contrainte sur les poids.
Nous concluons l'essai en donnant quelques recommandations ainsi qu’en discutant quelques
avenues de recherche possible.

Dans I'annexe A se trouve un complément 4 l’essai 1. L’estimation de I’erreur quadratique
moyenne des estimateurs RQR est considérée et une nouvelle métrique est introduite. Des
simulations d’estimateurs robustes avec cette métrique sont considérées. Finalement, 'effet
du plan d’échantillonnage est abordé, en considérant des simulations sous un plan SPS, ce

dernier plan étant une modification du plan PO.



Une note sur 1’estimation de variance jackknife pour le GREG

Dans le second essai, nous nous intéressons a l'estimation de la variance de ’estimateur
GREG avec la méthode du jackknife. Le jackknife est une autre technique populaire pour
obtenir un estimateur de variance. Cette méthode est décrite dans Wolter (1985) et Sérndal
et al. (1992, chap. 11). Nous obtenons des formules explicites pour les estimateurs de variance
jackknife du GREG. Une version corrigée est proposée qui retire une grande partie du biais
positif calculé selon le modeéle. Dans une bréve étude empirique, nous obtenons des résultats

raisonnables avec la version corrigée.

ANALYSE DES SERIES CHRONOLOGIQUES

L’étude des séries chronologiques cherche a expliquer des phénomeénes observés dans le
temps. Plusieurs phénoménes physiques ou économiques peuvent étre décrits & ’aide de mo-
déles de séries chronologiques. On s’intéresse & deux types de problémes dans un contexte
multidimensionnel, supposant que nous avons plusieurs variables a ’étude. Dans le premier
probléme nous nous intéressons a des tests de corrélation sérielle dans le terme d’erreur dans
une certaine classe de modéles, alors que dans le second nous nous intéressons a des tests

d’indépendance robustes entre deux séries chronologiques.

Tests de corrélation sérielle dans les modéles VARX

Dans le premier probléme on s’intéresse & la classe des processus autorégressifs multivariés

avec variables explicatives, notée VARX(r,s). Ces processus s’écrivent sous la forme
AB)y, =c+V(B)x; +ut, t € Z,

ot A(B) = Ag— 377, A;B', V(B) = Ay V;BJ, B désigne 'opérateur retard et u =
{u; : t € Z} est un bruit blanc fort de dimension d, c’est-a-dire que les u; sont des vecteurs
aléatoires indépendants et identiquement distribués. La classe des modéles VARX est trés
utilisée dans les applications touchant entre autres I’économie. Ils sont aussi appelés modéles &
équations simultanées dynamiques dans la littérature économétrique. Ces modéles généralisent
les modeéles de régression linéaire multiple ou ’on inclut parmi les variables explicatives des
variables endogénes et exogénes retardées. Ainsi, dictés par des considérations théoriques
ou empiriques, ces modéles permettent de formuler des situations ol 'on reconnait qu'’il
peut exister des relations causales entre des variables économiques présumeées stochastiques.

Dans de tels modéles, on reconnait également que des données économiques sont susceptibles



d’étre influencées par les états actuels et passés des variables impliquées. Dans cette classe
de modéles, nous pouvons étre amené & vérifier si toutes les hypotheéses de base entourant ce
modéle ne sont pas violées de fagon flagrante, comme par exemple 'absence de corrélation du
terme d’erreur.

Dans les modeéles ARX univarié, Hong (1996a) a proposé plusieurs classes de tests conver-
gents pour vérifier 'hypothése que le terme d’erreur est un bruit blanc contre une alternative
de dépendance de forme inconnue. Rappelons qu’un test convergent admet une puissance
asymptotique tendant vers un lorsque le nombre d’observations n tend vers l'infini, pour un
niveau o fixé. Ces tests sont motivés par le fait que toute forme de corrélation sérielle dans le
terme d’erreur risque d’entrainer des problémes dans l'identification des paramétres ainsi que
la non convergence de 'estimateur des moindres carrés. Ainsi, Hong (1996a) a proposé trois
classes de statistiques de type portmanteau pour I’hypothése de bruit blanc pour le terme
d’erreur d’un modéle ARX. Son approche repose sur une comparaison d’un estimateur de
la densité spectrale calculé par la méthode du noyau & la densité spectrale sous I’hypothese
nulle. Plusieurs mesures de distance sont considérées par Hong (1996a). Lorsque la fonction

de distance choisie est la norme quadratique, la statistique de Hong (1996a) s’écrit comme

n 3021 k2(5/pn) 62 (5) — Mn(k)

V2Vo (k) ’

o p(j) = R()/R(0) et R(j) =n~" 31 ;41 fete—j), k est un noyau et

Ml'n. (

=
!
=

Mn(k) = (1= 3/n)k?(i/pn),

;'. s,
Il
m s

Va(k) = Z (1—4/n) (1 = (G + 1D /n)k* (i/pn)-

Hong (19964) considére aussi d’autres mesures de distance, dont une basée sur la métrique de
Hellinger et une autre basée sur le critére d’information de Kullback-Leibler.

En présence de plusieurs équations, il incombe également de vérifier 'hypothése que le
terme d’erreur est un bruit blanc. Ainsi, nous étendons I'approche de Hong (19964a) aux mo-
déles & équations simultanées dynamiques écrits sous leur forme réduite. Tout comme dans
le cas univarié, nous développons un test convergent pour une alternative de corrélation sé-
rielle de forme inconnue. L’approche consiste 4 comparer un estimateur de la densité spectrale

multidimensionnel obtenue avec la méthode du noyau et la densité spectrale sous I'hypothése



nulle, en utilisant une certaine norme quadratique. Nous obtenons la distribution asympto-
tique sous 1’hypothése nulle qui est N(0,1) sans avoir & spécifier un modéle pour les erreurs
sous 'hypothése alternative. Le test reste invariant lorsque les régresseurs contiennent des
variables endogénes retardées. Ce test permet aussi d’obtenir une nouvelle interprétation de
la statistique portmanteau multivariée de Hosking (1980), ce dernier test étant la version
multivariée de la statistique de Box et Pierce (1970).

La puissance est étudiée théoriquement, suivant ’approche décrite dans Hong (1996a), et
on démontre que certains noyaux permettent d’obtenir une meilleure puissance que celle du
test de Hosking (1980).

Une approche différente abordant les tests d’ajustement d’une série univariée est décrite
dans Paparoditis (1999). L’approche consiste & comparer avec une mesure de distance un
estimateur par le noyau du ratio de la véritable densité spectrale et de la densité spectrale hy-
pothétique, & la valeur espérée de 1'estimateur, sous I'hypothése nulle. L’étude de la puissance
des tests d’ajustement est étudiée dans Paparoditis (2000).

Le niveau et la puissance des nouveaux tests sont également étudiés dans une étude
de simulation. L’étude empirique suggére également que des gains peuvent étre obtenus en
choisissant un noyau autre que le noyau uniforme tronqué. Une application est présentée,

illustrant 1'utilisation des nouveaux tests.

Tests d’indépendance robustes entre deux séries chronologiques

Dans le second probléme on s’intéresse aux tests robustes d’indépendance entre deux
séries chronologiques unidimensionnelles. On suppose que les deux processus {X;} et {Y;}

sont dans la classe des processus ARMA:

$1(B)Xy = 01(B)uy,
$2(B)Yy = 62(B)uy,

ou ¢1(B) = Y0 ¢1:B, 61(B) = Y-, 61; B, o1 B est 'opérateur retard. Les définitions pour
¢2(B) et 02(B) sont similaires. On suppose que 819 = 29 = P19 = P9 = 1. Il est présumé que
{X:} et {Y;} sont stationnaires et inversibles. Lorsque nous avons & notre disposition deux
séries chronologiques, une question naturelle porte sur l'existence de relations entre elles. En
économie, l’élucidation des relations de causalité entre les séries chronologiques est souvent
trés importante dans un contexte de prévision. Une autre question importante est I'indépen-

dance entre deux séries chronologiques. Comme ’hypothése d’indépendance entre deux séries



implique la non-causalité, alors si des procédures raisonnablement puissantes pour vérifier
l'indépendance sont disponibles, alors une analyse de causalité peut devenir redondante. Les
approches connues pour tester I'indépendance entre deux séries reposent habituellement sur
'utilisation de la fonction de corrélation croisée. Par exemple, Haugh (1976) a développé une
procédure dans laquelle des modéles ARMA sont ajustés aux séries. La statistique de test est
basée sur les corrélations croisées résiduelles, notées r45(k), qui sont définies par
Z?=k+1 Uy
(fm @F g 9D

pour |k| < n — 1. La distribution asymptotique d’un nombre fixé de corrélations croisées

raa(k) =

résiduelles est établie par ce dernier sous I’hypothése nulle d’indépendance. Il considére alors
une statistique de type portmanteau, basée sur la somme d’un nombre fixé de corrélations
croisées prises au carré calculées & l'aide des séries résiduelles. Plus précisément, il considére

la statistique

M
Suy=n Z r2.(k),
k=—M

oit M < n — 1 est un entier fixé. La distribution asymptotique est de type khi-carré, et 'on
rejette pour de grandes valeurs de la statistique de test. Voir aussi El Himdi et Roy (1997),
qui généralisent 1'approche de Haugh a un contexte multidimentionnel.

Hong (1996b) a généralisé 'approche de Haugh dans plusieurs directions. La statistique de
test est une somme pondérée des carrés des corrélations croisées, c’est-a-dire que la statistique

est de la forme

/2 .

Qn(k)

Y KR/ m)r
(2Va (k)
ot M() = S2h (1= 11/mk2(5/m) et Va(k) = T3z (1=131/m) (1= (131 +1)/m)4 (G/m).
La pondération s’effectue & I'aide d’un noyau k, et dans ce sens le test de Haugh peut étre
considéré comme un cas particulier lorsque I’on choisit le noyau uniforme tronqueé. Cependant
beaucoup de noyaux offrent une puissance supérieure au noyau uniforme tronqué. Aussi, Hong
(1996b) évite l'utilisation de modeéles ARMA en ajustant des modéles autorégressifs d'un ordre
suffisamment élevé. La statistique de test est sous 'hypothése nulle asymptotiquement N (0,1)
et le test est unilatéral, rejettant pour les grandes valeurs.
En pratique, la présence de valeurs aberrantes dans les séries chronologiques est un phé-
noméne non-négligeable. Il peut étre occasionné par exemple par des erreurs dans ’écriture

des données, ou des défaillances temporaires dans les équipements. Les procédures de test
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d’indépendance comme celles de Haugh ou de Hong reposent sur des méthodes d’estimation
sensibles & la présence de valeurs aberrantes. La choix de la fonction de corrélation croisée
usuelle n’est pas souhaitable en présence de valeurs aberrantes. Des procédures d’estimation
robuste dans les modeles ARMA ont été développées par Bustos et Yohai (1986), et une fonc-
tion d’autocovariance robustifiée y est proposée. En présence de deux séries chronologiques,
Li et Hui (1994) proposent une statistique de test généralisant Haugh (1976), ainsi que les
tests considérés par McLeod (1979). Li et Hui (1994) proposent une fonction de corrélation
croisée robustifiée et établissent la distribution asymptotique d’un nombre fixé de corrélations
croisées résiduelles robustifiées. Des statistiques de test dont la distribution asymptotique est
khi-carré sont alors obtenues.

Le but de l'essai 4 est de décrire deux statistiques de test afin de tester la non-corrélation
de maniére robuste. La premiére est basée sur la corrélation croisée résiduelle robuste & un
délai particulier. Cette approche utilise les résultats généraux obtenus par Li et Hui (1994).
La seconde est basée sur une statistique de type portmanteau qui généralise d’une certaine
maniére au cas robuste la statistique de Hong (1996b). La statistique de test est une somme
pondérée des carrés des corrélations croisées résiduelles robustes. Nous présumons que les deux
séries chronologiques sont ARMA et estimons les paramétres suivant la procédure robuste de
Bustos et Yohai (1986). Nous discutons aussi comment adapter les procédures pour tester la
causalité au sens de Granger (1969) entre les deux séries, suivant une approche similaire &
El Himdi et Roy (1997), en utilisant des résultats de Li et Hui (1994). Les nouveaux tests
sont étudiés empiriquement relativement au niveau et a la puissance, avec plusieurs choix des
noyaux et de fonctions intervenant dans la définition des corrélations croisées robustifiées. Les
résultats suggérent que des gains peuvent étre obtenus en choisissant un noyau autre que le

noyau uniforme tronqué. Une application est présentée afin d’illustrer la méthodologie.
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Je dédie le premier essai au peuple québé-
cois, qui vivait une crise du verglas alors
que je m’étais réfugié au laboratoire pour
compléter ce travail qui est devenu mon ar-

ticle sur les estimateurs de calage.



Chapitre 1

ESTIMATEURS DE CALAGE ROBUSTES

Résumé
Nous considérons l'utilisation d’estimateurs de calage en présence de valeurs aberrantes. Une

extension de la classe des estimateurs de calage de Deville et Sirndal (1992) reposant sur
les estimateurs QR de Wright (1983) est obtenue. Elle s’obtient aussi en minimisant une
métrique générale sous des contraintes sur les variables de calage et sur les poids. Comme
application, cette classe d’estimateurs nous permet de considérer des estimateurs de calage
robustes en choississant judicieusement ses paramétres. Il est ainsi possible, pour des be-
soins éventuellement cosmétiques, de restreindre les poids robustes a un intervalle spécifié a
l'avance. L'utilisation d’estimateurs robustes avec haut point de rupture est considéré. Dans
le cas particulier de la métrique quadratique, lestimateur que nous suggérons est une géné-
ralisation d'une proposition de Lee (1991). Une bréve étude de simulation illustre la nouvelle
méthodologie.

Mots Clés: Estimateur de calage, Estimateur par la régression, Pondération restreinte, Ro-

bustesse.

1.1. INTRODUCTION

Le probléme des valeurs aberrantes est important dans toutes les branches de la statis-
tique. En théorie des sondages, le contexte est différent de celui de la statistique paramétrique
puisque I'on s’intéresse souvent & I'estimation du total d’une variable d’intérét y. Or une valeur
aberrante peut avoir son plein poids dans le total de la population. De plus, le méthodologiste
qui procede & la phase d’estimation peut supposer que les valeurs des unités sont enregistrées
sans erreur, puisque souvent les unités une fois ramassées sont traitées dans un systéme d’édi-
tion (Sarndal et al. 1992, Section 1.7). Cette étape fait partie de la réalisation d’un sondage
dans les grandes agences statistiques, comme par exemple & Statistique Canada. Lee (1995)
fait un survol des développements de la robustesse en théorie des sondages.

Cependant, puisqu’il arrive fréquemment que les populations dans les enquétes écono-

miques sont asymeétriques, quelques unités risquent d’étre eztrémes par rapport aux autres,
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sujet abordé dans Kish (1965). Retirer complétement ces unités entraine des estimations biai-
sées, alors que si on les conserve avec leur plein poids un estimateur comme celui par la
régression généralisée (GREG) risque d’étre trés variable. Ceci suggére un comproimis entre le
biais et la variance. En présence de valeurs aberrantes, le défi est de proposer des estimateurs
robustes du total peu affectés par certaines unités trés a I'écart des autres. Ces estimateurs
devront avoir un petit biais et une petite erreur quadratique moyenne. Traditionnellement,
la théorie de ’échantillonnage a consacré beaucoup d’efforts & développer des estimateurs
sans biais ou asymptotiquement sans biais (ADU). Voir par exemple Sarndal et al. (1992,
Section 7.12). Cependant, la propriété ADU n’est peut-étre pas souhaitable dans un contexte
de valeurs aberrantes. Voir la discussion de Chambers et Kokic (1993) qui montrent quun
conflit est présent entre la propriété ADU et la robustesse d’un estimateur.

Considérons ’estimateur Horvitz-Thompson (HT'), défini par Ty HT = 2_s dkYk, OU d =
7rk-1, 7, étant la probabilité d’inclusion (Si A est un ensemble d’unités, A C U, alors Y 4
est une notation signifiant Y, 4). Supposons la variable d’intérét y positive et la population
asymétrique. L’estimateur HT étant une moyenne pondérée par les dy, il est vulnérable aux
grandes valeurs de y. Une unité avec un poids dj élevé peut aussi avoir un grand impact
sur lestimation en entrainant des estimations variables. Lee (1995) définit ces unités comme
influentes. Une unité extréme n’est pas forcément influente si son poids di est suffisamment
petit. Traditionnellement, les méthodologistes cherchent & limiter l'impact des unités influentes
lorsqu’elles sont connues avant le sondage, en donnant par exemple des poids d’échantillonnage
proche de un aux unités extrémes. Gambino (1987) et Lee (1995) discutent cependant de
situations oll nous ne pouvons pas agir ainsi. Dans un article important, Hidiroglou et Srinath
(1981) considérent l'altération des poids d’échantillonnage en présence de valeurs aberrantes.
Leur approche a grandement légitimé la modification des poids dans le monde des sondages.

Parmi les premiéres alternatives robustes du total, plusieurs reposent sur les M-estimateurs
et les G M-estimateurs. Cependant, beaucoup d’attention a été consacrée récemment & des es-
timateurs possédant en plus de bonnes propriétés de robustesse globale, telle que mesurée par
le point de rupture d’un estimateur. Ces notions sont discutées par exemple dans Donoho et
Huber (1983), Hampel et al. (1986) et Rousseeuw et Leroy (1987). Le point de rupture mesure
le pourcentage de valeurs aberrantes dans I’échantillon que Pestimateur peut tolérer tout en
donnant tout de méme une bonne estimation d'une certaine caractéristique de la population.
Lee et al. (1992) réclament des estimateurs du total basés sur des estimateurs robustes avec

un haut point de rupture.
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Nous allons considérer des estimateurs de calage du total T} s’écrivant comme ), wiyk.
Ces estimateurs sont développés par exemple dans Deville et Sarndal (1992). On cherche les
poids wy aussi prés que possible des poids d’échantillonnage dy = 7rk_1 mais en respectant les

contraintes d’étalonnage, notée CE (dites aussi contraintes de calage),

> wizk =T, (1.1)

ol zx est un vecteur de dimension m correspondant a 'information auxiliaire disponible de
total T = ) ; zx connu. Ces estimateurs sont populaires car ils s’interprétent aisément,
puisque les méthodologistes sont habitués d’apposer des poids wy aux unités yx. Plusieurs
métriques sont étudiées afin de mesurer la proximité entre dj et wy. L'estimateur GREG est
un exemple important avec wy = dy(1 + (Ty — Tepr) M 2t /ct), ot M, = s ATk /Ck-
Il est obtenu en minimisant la métrique quadratique ) cx(wy — dy)?/dy. Les constantes cx
sont des facteurs de pondération qui peuvent prendre en compte (par exemple) des problémes
d’hétéroscédasticité. Sdrndal (1996) discute du choix de ces constantes. Cependant, puisque
les poids-g gx = wg/dr du GREG ne sont pas bornés en général, d’autres métriques sont
proposées afin de les borner pour qu'ils satisfassent certaines restrictions applicables a la
fourchette des valeurs (RAFV). Ceci permet en particulier d’éviter la présence indésirable de
poids wy, négatifs. Voir Deville et Sirndal (1992), Singh et Mohl (1996) et Stukel et al. (1996).

Les estimateurs de calage ont un lien avec les méthodes robustes comme noté dans Fuller
et al. (1994, p. 81). Cependant, il est inexact de prétendre que les estimateurs de calage
possédent nécessairement de bonnes propriétés de robustesse, puisqu’il suffit de se rappeler que
tous les estimateurs de calage considérés par Deville et Sérndal (1992) sont asymptotiquement
équivalents au GREG qui étant ADU n’est pas robuste. De plus, on voit qu’un estimateur
traditionnel de calage n’est pas robuste puisqu’il dépend linéairement de wg, et wy ne prend
pas en compte yi.

Le but de cet article est de construire des estimateurs de la forme ), wiyx ou les poids wy
assurent en méme temps la robustesse et le respect des contraintes sur les variables de calage
et sur les poids wy. Le point de départ de notre approche est la classe des estimateurs QR de
Wright (1983). Supposons que nous disposions des constantes {(gx,7x),gx > 0,7% > 0,Vk €
U}, telles que Y megrziz), > 0 et Y qpzeay, > 0,Vs. (Si A est une matrice symétrique,
A > 0 signifie que A est définie positive). Les estimateurs QR sont définis & partir de gx et i

par la relation

TyQR = T;_,Bq + Zs TkEk, (2]
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ou By admet une forme pondérée par les g

B, = (Zs grzkz)) ! Zs QkTkYks (1.3)

et
er = Yk — Th By (1.4)

Nous montrons a la section 1.2 que les estimateurs QR sont des estimateurs de calage et
introduisons une nouvelle classe d’estimateurs, notée RQR, reposant également sur le choix des
constantes g et rx. Elle généralise d’une certaine fagon les estimateurs QR ainsi que la classe
des estimateurs de Deville et Sirndal (1992). L’intérét de la classe RQR est qu’elle permet
d’obtenir des poids wy, restreints a un intervalle donné, disons [L, U]. Quelques propriétés des
classes QR et RQR sont données 4 la section 1.2.

La section 1.3 contient des applications de la classe RQR pour la construction d’estima-
teurs de calage robustes. L’idée principale consiste & modifier des poids implicites robustes
pour qu'ils respectent les contraintes de calage. Nous discutons & la section 1.3.1 du choix
des constantes g et rx en utilisant un raisonnement propre aux estimateurs de calage. Cette
approche s’avére nouvelle et unificatrice, et nous guide a la section 1.3.2 dans le choix des gx
et r; en présence d'information auxiliaire. Un élément important est I'utilisation d’un esti-
mateur robuste admettant la forme pondérée (1.3), fournissant les gx. Nous remarquons que
c’est le cas pour les GM-estimateurs. Les estimateurs avec un haut point de rupture n’ont
habituellement pas une forme pondérée. Une repondération de ces estimateurs est considérée,
permettant de conserver le point de rupture sous contrdle et d’avoir des estimateurs s’écri-
vant sous la forme (1.3). Voir Rousseeuw et Leroy (1987) et Simpson et Chang (1997). Nous
discutons alors des choix de gx et 7 permettant de calculer un estimateur RQR afin d’obtenir
un estimateur de calage robuste avec des poids bornés. Nous comparons dans la section 1.4
divers estimateurs robustes, dont I’estimateur de Lee (1991) et celui de Chambers (1986), aux
estimateurs RQR ainsi qu’au GREG et & un estimateur de calage considéré dans Deville et
Sarndal (1992) dont les poids sont restreints. L'estimateur de Lee (1991) peut étre considéré
comme un cas particulier de notre approche. Il nous permet aussi de considérer un nouvel
estimateur avec des poids bornés. Quatre populations déja étudiées dans la littérature sont
considérées. On notera que les estimateurs sans contrainte sur les poids sont sujets a des
problémes de pondération négative. Les estimateurs de la classe RQR permettent d’obtenir

des estimateurs robustes possédant des poids positifs, se comparant bien aux estimateurs sans
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contrainte sur les poids. Finalement, nous concluons dans la section 1.5. Notons que 'appen-
dice B contient une liste des abréviations et que I’appendice C contient une liste des diverses

constantes contenues dans l'article avec leurs définitions.

1.2. ESTIMATEURS DE LA CLASSE RQR

Soit une population finie U = {1,2,... , N} de taille N dont nous désirons estimer le total
Ty = Yy Yk pour une variable d’intérét y positive. On sélectionne un échantillon s de taille
ns selon un plan d’échantillonnage p(s). La probabilité d’inclusion d'une unité k est notée my
et les probabilités d’inclusion d’ordre deux sont notées ;. Nous supposons que l'information
auxiliaire xy est unitaire, c’est-a-dire que z est connu de source sire, Vk € U.

Wright (1983) introduit la classe des estimateurs QR s’écrivant sous la forme (1.2) avec
pour objectif principal d’unifier un grand nombre d’estimateurs familiers. On retrouve le
meilleur estimateur linéaire sans biais (BLU P) de Royall (1970) issu de la théorie basée sur
les modéles, obtenu en posant (gx,7x) = (1/ck, 1) et le GREG de Cassel, Sarndal et Wretman
(1976) en considérant le choix (gx,7x) = (dg/ck,dk). Alternativement, (1.2) peut s’écrire

comine

Tyor = Zs dkgrYk;

ou drg satisfait

~

digr =1+ (To = Top)' (Y _axerak) ™ quas, (1.5)

avec Tyr = Y TkZk. Si on pose T = di, gx correspond au poids-g du GREG.
Les estimateurs QR sont des estimateurs de calage, obtenus de la minimisation de la

métrique quadratique sujet aux CE

L1
min i Zs(wk - rk)Q/qk, tel que ZS wpzg = Ty. (1.6)

Les poids wy sont choisis aussi prés que possible des 7 et les gx sont des facteurs de pon-
dération. Autrement formulé, les poids de départ rx sont transformés en poids calés wy. La
solution au probléme (1.6) est wy = drgx, oU digx est donné dans la formule (1.5).
Cependant, rien ne garantit que les poids wg de ’estimateur QR soient positifs, ce qui
peut étre indésirable pour le praticien. Voir Brewer (1994), qui formalise 'interprétation des

poids. Afin de restreindre les poids wy dans [L, U], nous considérons de résoudre

minzs G(wg; qe, k), tel quezs wizr = Tretwy € [L,U]. (1.7)
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L’estimateur de calage du total est

Tyror = stkyk, (1.8)

ol les wy sont obtenus de la résolution du probléme (1.7). La fonction G(w;q,) est supposée
strictement convexe et dérivable en w pour r et g fixés. Nous notons g(u;¢,r) = G'(u;q,7) et
h(u;q,r) = g~1(u;q,7). On suppose de plus que h(0; g,7) = r et h'(0;¢,7) = g. Nous appelons
les estimateurs obtenus les estimateurs de calage restreints QR (RQR).

Fuller et al. (1994) privilégient des estimateurs de régression possédant des propriétés
raisonnables d’invariance. On peut montrer que les estimateurs RQR sont équivariants de
régression et d’échelle lorsque les constantes gy et rx sont invariantes aux transformations.
Voir pour les définitions utiles Bolfarine et Zacks (1992).

L’existence d’une solution au probléme (1.7) n’est pas garantie. Voir I’étude de simulation
de Stukel et al. (1996). Il peut arriver par exemple des réalisations de I’échantillon pour lequel
on ne peut méme pas satisfaire les CE (1.1). Ainsi, 'échantillon est tellement débalancé qu'il
est impossible que la somme pondérée des composantes de chaque dimension puisse donner
le total de la population correspondant. Le seul recours du praticien est alors de relaxer
les contraintes en réduisant la dimension du nombre de variables auxiliaires. Voir aussi la
discussion de Fuller et al. (1994). Dans le cas des estimateurs de calage considérés dans
Deville et Sarndal (1992), les auteurs montrent dans leur résultat 1 qu’une solution existe
avec probabilité tendant vers un. Sous certaines conditions, ce résultat peut étre adapté aux
estimateurs de la classe RQR.

1. Les estimateurs RQR sont équivariants de régression et d’échelle lorsque les constantes g et ry sont inva-
riantes aux transformations. Considérons un estimateur du total £. Un estimateur { posséde 1’équivariance de régression
S1

H(ze, yr +247) Yk € 5} = H{(zk, yx), Yk € 8} + 7,

alors que ? est équivariant d’échelle si

t{(zk,cyr),Vk € s} = ct{(zk,yx),Vk € s}.

Lorsque zj = 1, I’équivariance de régression se réduit a ’équivariance de position. Notons que Pestimateur HT n’est
pas équivariant de position. Cependant, la forme de Hajek, c’est-a-dire Cs(d) > @Yk, 00 Cs(d) = N/ 37, di posséde

cette propriété. On montre qu’un estimateur RQR est équivariant de régression en notant les relations suivantes
tror{(zr yk +247),VE € 5} = Zs wi (g + T57)

Zs WeYk + Zs WTRY

iror{(zk,vk), VK € s} + 17,

It

et ’équivariance d’échelle se montre de la méme maniere.
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La métrique qui retiendra notre attention afin que les poids satisfassent les RAFV est
une légére modification du cas 7 de Deville et Sarndal (1992). Nous 'appelons la métrique

quadratique restreinte. La fonction G correspondant au choix de cette métrique est

Lo — pii3 {wp € (LU,
G(wk;qk,'f'k)z{ z(wk T'k) /qk Sl wg [ ]

00 sinon,

alors que la fonction h est

L ) + qkm;c)\ < L,
Rz A gk, Tk) = § Tk + QTN TR+ iz € [L U],
U Tk + qk:L‘;c)\ >U.

Avec cette modification, c’est le poids wy, qui est contraint et non pas seulement wg /dy comme
dans le cas 7 de Deville et Sarndal (1992). Dans notre situation, wy peut “corriger” un poids
initial qui est aberrant. Notons que telle que formulée la métrique de Deville et Sirndal (1992)
insére subtilement les contraintes sur les wy dans la fonction G. Pour calculer estimateur (1.8)
selon cette métrique, il suffit de respecter la méme démarche que Deville et Sérndal (1992),

ce qui nous ameéne & résoudre avec la méthode de Newton I’équation suivante en A

Zs h(zA; gk, )2k = To (1.9)

L’estimateur final est TyRQR = 3, h(2} Moo} Gk Tk) Yk OU Aoo est la solution de I'équation (1.9)2.

1l est d’intérét de savoir si la contrainte des poids change les propriétés de 'estimateur
comparativement & l’estimateur QR sans contrainte de poids. Le résultat suivant (dont la
preuve est en appendice) montre sous certaines conditions que les deux estimateurs sont
asymptotiquement équivalents. En pratique, avec la métrique quadratique restreinte, nous

n’avons pas observé d’écarts importants.

Proposition 1. Sous les hypothéses Cy et Cy données en appendice,

N~YTyor — Tyrqr| = op(n~'/?). (1.10)

2. Notons que résoudre ’équation 1.9 avec la méthode de Newton revient & calculer

Aps1 = Ay — (Zs h'(ELAu;Qk,rk)Ikz‘;C)"l (Zs h(zh A gk, mi)zr — Tk ).

1l est bien connu que si la valeur initiale Ap est suffisamment prés de la solution, alors la méthode de Newton converge
3 un taux quadratique. Notons que l’estimateur QR correspond & la premiére itération de la méthode de Newton en

choisissant Ag = 0.
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Ce résultat s’obtient possiblement de la démarche pour obtenir le résultat 5 dans Deville
et Sérndal (1992) portant sur I’équivalence asymptotique entre le GREG et les estimateurs de
calage considérés par ces auteurs. Cependant, la proposition 1 peut étre utile pour comprendre
le type de conditions nécessaires pour avoir le résultat annoncé dans notre contexte.

Puisque (1.2) a le méme comportement asymptotique que la quantité T, B, + Y, wx Ek,
ott By =y — 2} By et By = (3 mkqkTrTi) "' Yoy TkqkTkYk, Ceci suggére pour estimateur de

variance

=Y Zs Api(wrer) (wie), (1.11)

ott Ay = T — Tpmy, Apy = Apy/7 et eg est donné dans (1.4). Voir Sérndal et al. (1989) et
Sdrndal et al. (1992, p. 234). On peut montrer que le biais asymptotique d'un estimateur QR

est donné sous des conditions générales par

Ey(Tyor — Ty) = ZU(W,c —1)E;.

Un estimateur possible du biais est alors b = ), dp (77 — 1)ex, que I'on peut utiliser conjoin-
tement avec la formule (1.11) pour construire un estimateur de ’erreur quadratique moyenne
pour un estimateur QR et RQR, en utilisant la proposition 1.

Les estimateurs RQR permettent d’obtenir des estimateurs de calage avec des poids
contraints. Avec g et r, déterminées, il suffit de procéder a la résolution du probléme (1.7).
Les sections qui suivent sont des applications de la classe RQR dans un contexte de robustesse.
Nous verrons comment devrait s’orienter le choix des constantes g et 7y, choisies en pratique

avec ’aide de I’échantillon s.

1.3. CONSTRUCTION D’ESTIMATEURS ROBUSTES ET CALES
1.3.1. Méthodes reposant sur la réduction de poids et la modification des valeurs

Lee (1995) discute de diverses propositions reposant sur la méthode de réduction de poids
dans un tirage aléatoire simple. Une fois les observations aberrantes détectées, ces méthodes
consistent & réduire les poids des observations extrémes. Ces méthodes sont préférables a
celles qui retirent complétement les observations douteuses puisque toutes les observations
dans I’échantillon sont légitimes, comme discuté dans Lee et al. (1992).

Traduit dans le langage des estimateurs de calage, commencons par considérer la situation
ou nous ne disposons pas d’information auxiliaire et ot la seule contrainte est ) wy = N. Ce

cas sert & motiver notre démarche. Considérons 'estimateur QR avec g = 1. Pour les fins de
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notre discussion, on considére les constantes ry connues et fixées. Les poids minimisant (1.6)

sujet & S, wg = N sont wg = Cs(7)rk, O Cs(r) = N/ ¥, k, de sorte que Tyqr devient

Tyqr = Cs(r) Zs TkYk- (1.12)

Lorsqu’une observation est extréme, elle représente potentiellement peu d’unités comme elle
dans la population et on devrait alors peut-étre réduire son poids. Afin de satisfaire les CE,
ceci suggere de trouver des poids wy les plus prés possible des poids d’échantillonnage dy, pour
les unités qui ne sont pas aberrantes mais aussi prés que possible d'un facteur de réduction
r pour les unités aberrantes, ou r est choisi par le statisticien. Plus précisement, notons
s = 51 Usg, ou s; de cardinalité n, représente les unités qui ne sont pas déclarées aberrantes,
alors que s = s — 51 de cardinalité ng = n —m représente les unités aberrantes de s.
Le facteur de réduction r satisfera typiquement 7 < di, Vk € s2. Par exemple, considérons
Iestimateur (1.12) avec gx = rx = Br = dplin + 7(1 — Iy1), ou Iy est la variable indicatrice
de l’appartenance a s;. Ainsi les constantes gx et 7 sont réduites pour les unités de s afin

de refiéter que les unités de sp sont extrémes. L’estimateur (1.12) devient

Tyor = Cs(B)(Zsl deye +7 252 Yk)-

Dans le cas du tirage aléatoire simple, dy = N /n et on obtient

Tyor = Cs(B)Iys,

ou Ty = N/n 3o, Yk +T 2, Yk st Pestimateur de Bershad (1960) discuté dans Lee (1995).
D’autres méthodes reposant sur la méthode de réduction de poids sont discutées dans Lee
(1995), qui discute également du choix de 7.

Un désavantage des méthodes reposant sur la réduction de poids est que 'analyste doit
lui-méme identifier les unités aberrantes. Les méthodes reposant sur la modification des va-
leurs permettent d’éviter cette difficulté en réduisant graduellement le poids des unités plus

extrémes. Considérons un tirage aléatoire simple. Posons
m(yk;taa‘ab) =b+ (a—b) mln(lvt/yk) (113)

Ainsi, cette fonction attribue un poids de départ valant a pour les yx < ¢, et graduellement
réduit jusqu’a un poids final b, & mesure que Y devient extréme. La valeur ¢ est appelée le
seuil. Les constantes a, b et ¢ sont choisies par le statisticien. Plusieurs valeurs pour a et b ont

&té considérées dans la littérature. Ainsi, plutét que d’attribuer un facteur de réduction fixe
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aux unités de s, choisissons qx = rx = Wk = m(yx;t, N/n, fN/n), ot f est une constante
comprise entre 0 et 1. L’estimateur (1.12) devient

~

Tygr = Cs(W)ZSkak
= Cs(W)Tyw.

L’estimateur Tyw est discuté dans Gross, Bode, Taylor et Lloyd-Smith (1986) ainsi que dans
Chambers et Kokic (1993), qui 'appellent I'estimateur winsorisé. Il est un cas particulier de
I’approche de Chambers (1982, 1986). Lorsque f = 0, I'estimateur (1.12) devient ’f’yQR =
C’S(WI)TyWI avec qr = mx = Wi = m(yk;t, N/n,0), ol Tyw, = N/n(}3,, yx + nat), 51
dénotant la partie de s contenant les unités satisfaisant y; < t. L’estimateur Tyw, est discuté
dans Lee (1995), ainsi que dans Gross et al. (1986) qui appellent I'estimateur winsorisé de
type I. Lorsque f = n/N, Gross et al. (1986) I'appellent l'estimateur winsorisé de type II. 11
est également discuté dans Bruce (1991).

Dans un plan 7ps, Dalén (1987) a inséré le plan en posant Dy = m(yx; mkt, dk, 1). Ainsi, si
k et | sont deux observations extrémes telles que yx = ¥, alors celle dont le poids d’échantillon-
nage est le plus grand aura un poids Dy plus élevé. Le choix ry = gk = Dy, permet d’obtenir
essentiellement ’estimateur de Dalén, TyQ r = Cs(D) 3", Dyyi. L'estimateur Ty p =2, Dryk

a été étudié notamment dans Tambay (1988).

Tas. 1.1. Estimateur (1.12) reposant sur la réduction de poids et la modification des valeurs.

Estimateur Valeurs de g = 7%
Bershad By =diliy +r(1 — Iy)
Winsorisé Wi =m(yx;t, N/n, fN/n)

Winsorisé, type I | Wix =m(yx; t, N/n,0)

Winsorisé, type II | Wirr=m(yk;t, N/n, 1)

Dalén Dy = m(yg;mit, di, 1)
Note: m(yg;t,a,b) = b+ (a — b) min(1,¢/ys).

La démarche de cette section suggére que nous pouvons & l'occasion vouloir des estima-
teurs dont les poids sont prés des i plut6t que des poids d’échantillonnage d. Les constantes
re seront choisies elle-mémes prés des dy pour les bonnes unités, mais réduites lorsqu’une
unité est déclarée extréme. Les estimateurs QR unifient les méthodes de réduction de poids
et de modification des valeurs. Les méthodes reposant sur la modification des valeurs nous

ameénent & choisir les poids de maniére adaptative a I’échantillon particulier s choisi. Comme



22

noté dans Chambers et Kokic (1993) cela n’est pas surprenant puisque le probléme des valeurs
aberrantes survient aprés la sélection de I’échantillon s. On doit utiliser 'échantillon a notre
disposition pour tenter de le régler. Dans la prochaine section nous généralisons ces méthodes

en présence d’information auxiliaire.

1.3.2. Estimateurs du total basés sur des statistiques robustes

Parmi les premiéres tentatives vers 'obtention d’alternatives robustes pour le total de la
population en présence d’information auxiliaire on retrouve Chambers (1982, 1986) qui pro-
pose un estimateur par le ratio robuste basé sur une décomposition de I’estimateur BLUP.
Une extension récente des travaux de Chambers se retrouve dans Welsh et Ronchetti (1998).
Gwet et Rivest (1992) proposent également une version robuste de l'estimateur par le ratio
en basant leur approche sur le plan d’échantillonnage dans un tirage aléatoire simple. Rivest
et Rouillard (1991) font une étude comparative de plusieurs estimateurs robustes et étu-
dient plusieurs estimateurs de l'erreur quadratique moyenne. Dans les plans avec probabilités
inégales, Hulliger (1995) considére une robustification de I'estimateur HT lorsque les probabi-
lités d’inclusion sont obtenues avec l'information auxiliaire. Gwet et Rivest (1992) et Hulliger
(1995) considérent une version de la fonction d’influence pour populations finies, insistant sur
le besoin de procédures possédant de bonnes propriétés de robustesse locales et l'utilisation
d’estimateurs ayant des fonctions d’influence bornées. Les fonctions d’influence sont discutées
dans un contexte général dans Hampel et al. (1986).

Nous allons voir dans les sections suivantes comment construire des estimateurs robustes
avec des poids contraints. La construction de ces estimateurs repose sur les étapes suivantes:

— Identification des constantes gx et 7. Ceci nous donne un estimateur QR.

— Reésolution du probléme (1.7) afin d’obtenir un estimateur RQR.

D’un point de vue de la robustesse, les coefficients g sont choisis de telle sorte que Bq est
un estimateur robuste. De cette maniére, la premiére partie de 'estimateur QR, TI’Bq, donne
une bonne valeur prédite pour toute la population. La deuxiéme partie de l'estimateur QR,
3" Tkex, corrige la premiére partie pour les yj observés dans ’échantillon. Les constantes 7
évitent qu’avec cette correction les valeurs aberrantes dans I’échantillon reviennent avec plein

poids.
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1.3.2.1. Choiz de g basé sur un GM -estimateur

Considérons l'estimateur (1.2) dans lequel on remplace Bq par un estimateur robuste
d’un coefficient de régression. Ces estimateurs sont discutés par exemple dans Huber (1981)

ou Hampel et al. (1986). On obtient ainsi
T, =T.B; % Zs ri(yk — o} By). (1.14)

L’estimateur (1.14) n’est pas sous la forme des estimateurs QR & moins que f)’g admette une

forme pondérée. Clest le cas si Bg est un G M-estimateur défini par 1’équation

>, dxhwad((yx — o B)/(oh van) /v/a = 0, (1.15)

puisque la solution de (1.15) peut s’exprimer comme

Bg = (Zs dkh,lc_aukmkz‘;c/ck)_l Zs dkh}c—aukickyk/ck,

ou

uo = YU = 24B)/(oh yex)
(v — 4 B) (o y2R)

Les propriétés des GM-estimateurs sont discutées dans Simpson et Chang (1997). On suppose

que o est connu afin de simplifier notre discussion, et le role de ¢; est le méme que dans le
cas du GREG. La fonction 1 est déterminée par ’analyste. Un exemple d’un usage courant

est la fonction de Huber

c siz>gc
Yaw(zic) = =z silz] <g, (1.16)
—c siz < —c.
Une valeur de ¢ autour de 2 est souvent utilisée dans le calcul des GM-estimateurs. Voir par
exemple Hampel et al. (1986), Gwet et Rivest (1992) et Hulliger (1995).

Le choix de hy permet de borner 'influence d’une information auxiliaire trop extréme. La
constante a = 0 donne lieu au choix de Mallows alors que a = 1 permet d’obtenir la version
de Schweppe. La version de Schweppe est parfois privilégiée. Voir Coakley et Hettmansperger
(1993) et Hampel et al. (1986, p. 322). En présence d’information auxiliaire minimale, c¢’est-a-
dire lorsque nous disposons que d’une variable réelle x, ¥k € U, un choix possible de fonction
hy est

i
" oy /med(zk)

)- (1.17)

hy = min (1
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Dans un plan 7ps, une modification de hy, inspirée de Dalén (1987) pour tenir compte des dif-
férents poids d’échantillonnage serait peut-étre souhaitable. La constante ¢ doit étre spécifiée
par le statisticien. Une valeur de t autour de 1.5 est rencontrée dans les applications. Voir par
exemple Rivest et Rouillard (1991) qui donnent aussi d’autres choix de fonctions hy.
L’écriture de Bg comme un estimateur pondéré permet d’écrire I'estimateur (1.14) comme

un estimateur QR avec

(gks7x) = (dehp *ur/ck,T)-

Nous discuterons du choix des constantes ry dans la section 1.3.2.3.

1.3.2.2. Choiz de g basé sur un estimateur avec haut point de rupture

Le choix d'un G M-estimateur n’est qu’un premier pas afin d’obtenir un estimateur trés
robuste du total. En effet, bien que la fonction d’influence des GM-estimateurs soit bornée,
il n’en demeure pas moins que ces estimateurs ne possédent pas un haut point de rupture,
qui décroit habituellement avec la dimension de l'information auxiliaire (Rousseeuw et Leroy
1987, p. 13). Nous verrons dans cette section comment construire des estimateurs de calage
robustes basés sur des estimateurs avec un haut point de rupture. Comme ces estimateurs ne
possédent habituellement pas la forme pondérée, nous considérons une repondération de ces
estimateurs. Ceci nous permettra de dégager, comme dans la section précédente, les constantes
g nécessaires au calcul de la métrique de l'estimateur RQR. Plus précisément, on considére

les poids @ suivants

- Pk — z Bo)/(0hg /Ck))

U = 5 1.18
"7 "y — 24, B0)/ (chg /ex) (118

ou By est un estimateur équivariant avec un haut point de rupture satisfaisant certaines

conditions de régularité. L’estimateur repondéré est

B.=()_, dihy kel /ck) T D dehyGkziyk/ck. (1.19)

Les propriétés asymptotiques de ce type d’estimateurs sont étudiées dans Simpson et Chang
(1997).

L’estimateur Bg que l'on considére est le GM-estimateur en une étape de Coakley et
Hettmansperger (1993). Cet estimateur posséde un haut point de rupture. Il s’obtient comme

la premiére itération de la formule de Newton dans 1'équation (1.15), ot I'on adopte la version
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de Schweppe en posant a = 13. D’autres choix d’estimateurs robustes auraient pu étre utilisés.
Cependant, I’efficacité jumelée avec les propriétés de robustesse de l’estimateur de Coakley et

Hettmansperger (1993) en font un bon choix. Ainsi, la constante gx que l’on propose est
g = dghy “dk/ck,
avec By = Ben, Bon désignant estimateur de Coakley et Hettmansperger (1993).

1.3.2.3. Choiz de ¢

Ayant déterminé les constantes gx, nous devons maintenant choisir les constantes 7. Si
dy = 7y alors l'estimateur QR est sous des conditions générales un estimateur ADU. Cepen-
dant ce choix de rx donne un estimateur sensible aux valeurs aberrantes. Alternativement
le choix r; = 0 procure un estimateur robuste qui risque d’étre tres biaisé comme souligné
dans Gwet et Rivest (1992, p. 1180). Lee (1991) suggére le choix ry = 6dy, ol 6 € [0,1].
Le biais asymptotique devient sous des conditions générales (6 —1) >y Ey, out Ey, représente
les résidus obtenus en ajustant un estimateur robuste sur toute la population. Le choix de
6 permet de contrdler le biais de I'estimateur. La discussion de la section 1.3 nous améne a
suggérer des constantes 7 proches des dy pour les bonnes unités et graduellement réduites

pour les observations suspectes. Nous suggérons le choix

e = dxul, (1.20)

¥ (s — 2B/ (ohg VaR)
(4 — 24, Br) (013 /)

La fonction v* que nous allons considérer est une modification de la fonction de Huber

uy =

g si |z] < a,
¥*(z) = { asign(z) si|z|>aet|z| <a/b, (1.21)
bz si |z| > a/b.

3. 11 s’obtient de la formule

5 5 — 28 _ "
Bon =fo+ (Zs dk:rkzjclﬁ'(%l-ﬁ)/ck) ! Zs diuorzi (yx — T3 50)/ ks

ou v est la dérivée premiére de v et
et 3 P((yx ~ ILAﬁo)/(Uhk\/a)),
(v — =i B0)/ (Ghiv/Ck)
et Bo est l'estimateur par les moindres résidus tronqués (LTS) qui est disponible dans le logiciel S-PLUS (Statisti-
cal Sciences 1991).
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Nous choisissons @ = 9, b = 1/4. La raison de cette modification est que nous ne voulons pas
que les valeurs aberrantes possédant de gros résidus ou une information auxiliaire extréme
aient des poids trop réduits. Ainsi le poids d’échantillonnage est pleinement conservé lorsque
I'argument de uj est entre -9 et 9, et graduellement réduit jusqu’au quart. Si on réduit trop
le poids des grands résidus alors le biais devient trop grand, ce qui motive le choix de ¥*.
Le choix des constantes 7 s’est effectué de maniére empirique et semble bien fonctionner en
pratique.

Ainsi, on se propose de considérer le choix des constantes g et T suivant

(gks k) = (dihy ™ *ik/ck, drug). (1.22)

Notre suggestion est une généralisation de la proposition de Lee (1991) puisque plutét que
de considérer 7 = dib ou @ est fixe, ry = dyuj s’adaptera de maniére automatique (ou
adaptative) avec ’échantillon. Ayant ce choix des constantes g et r, & notre disposition
et avec la métrique quadratique usuelle, nous obtenons un estimateur QR. Il est cependant
sujet 4 des problémes de pondération négative. Cependant avec les constantes (1.22) nous
pouvons considérer la métrique quadratique restreinte, résoudre le probléme (1.7) et obtenir
un estimateur robuste satisfaisant les CE et les RAFV.

Le comportement asymptotique de 'estimateur RQR résultant comparativement & l'es-
timateur QR sans contrainte de poids trouve des éléments de réponse dans la proposition 1.
Cependant, puisque les constantes (1.22) dépendent de s de fagon compliquée, ceci ne nous
permet pas de conclure automatiquement a I’équivalence asymptotique. Cependant, ’étude de
simulation de la section 1.4 semble suggérer un comportement trés comparable entre 'estima-
teur avec et sans contrainte sur les poids, en ce qui a trait a l'erreur quadratique moyenne de
Monte-Carlo. Ainsi, I’évidence empirique montre que si les g et rx sont choisies de telle sorte
que 'estimateur sans contrainte sur les poids est robuste, alors la version avec des contraintes
de poids sera aussi robuste.

Finalement, résumons les étapes de la méthode proposée afin d’obtenir un estimateur
RQR robuste.

i. Choix des constantes g et ri. Nous suggérons les constantes que 1’on retrouve & 'équa-
tion (1.22). Cette étape nécessite le calcul de Beg.

ii. Choix de la métrique. Si besoin est, choix des constantes L et U. On choisit ces
constantes telles que L < r, < U, Vk € s.

iii. Résolution avec la méthode de Newton de 1'équation (1.9).
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iv. Poser wg = h(Z} Aso; Gk, Tk) POUT Ao Solution de I'étape 3.

v. Poser Tyr = ). Wik, qui est I'estimateur RQR que ’on propose.

La procédure nécessite un certain nombre de constantes. On retrouve les constantes a, ¢
et ¢ dans le calcul de gg et rx. Le choix de ces valeurs est cependant justifié avec 'aide de la
théorie de la robustesse, ce qui permet de guider le praticien. Par exemple, la valeur du ¢ de
la fonction de Huber peut étre obtenue en tenant compte de préoccupations d’efficacité sous
erreurs normales. Voir Hampel et al. (1986, p. 333) et Gwet et Rivest (1992). On retrouve
aussi les constantes a et b, qui sont plus directement reliées aux estimateurs proposés. La
constante b représente la réduction maximale de poids que I'on est prét & accorder dans la
spécification des poids implicites ry, et a dans ce sens un lien avec la suggestion de Lee
(1991). La constante la plus importante & spécifier est possiblement la valeur de a. Nous
suggérons ici @ = 9. Cependant, dans nos simulations, une valeur de a entre 6 et 12 donne des
résultats relativement comparables. Le choix des bornes L et U repose sur des considérations
cosmétiques, afin d’avoir des poids restreints & un intervalle. Cette derniére considération
est peut-étre secondaire pour le praticien. Il semble donc que l'aspect le plus important est
de choisir une valeur de 7 proche de dj, pour les bonnes valeurs, et réduite & mesure qu'une
observation est extréme, et c’est ce but qui a motivé le choix de ry de cette section. Cependant

il serait utile d’avoir un choix de 7 satisfaisant un certain critére d’optimalité.

1.3.3. Estimateur modéliste de Chambers

Une autre approche est basée sur une décomposition proposée par Chambers (1982, 1986)
que nous appliquons maintenant aux estimateurs QR. Remarquons que nous pouvons toujours

écrire un estimateur QR sous la forme

Tyor = ey + (To - Tor) B+ 26/ (yk — 2i.B),

ot 8 = (T —TIT)’(ZS qkmkmk)_lzk, (G, Tor = 3., 7kTk et B est arbitraire. Chambers (1986)
avait considéré le cas particulier (gx,rx) = (1/02,1) pour l'estimateur par le ratio. Afin de

limiter I'influence des unités aberrantes, Chambers propose

Tyoram =Y iy + (T —Ter)'B + Zs 2kp(Vak (yx — i B)). (1.23)

La fonction %, permet de limiter I'influence des gros résidus. Le choix de B est un estimateur

robuste, comme par exemple Eg. Une fonction 9, considérée dans Chambers (1986) est

Pp(t) = texp(—0.25(|t] — 6)?). (1.24)
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Il est intéressant de noter que (1.23) peut s’écrire comme
Tycnam =TiB + Zs("'k + (dkgx — Tk)Ak)er(B),

ol ex(B) = yx — z}. B, gi est défini dans la formule (1.5) calculé a I'aide de g et %, et

_ (/e — 74B))
Va(s — 7B)

Ainsi, les résidus ex(B) sont pondérés par une relation rappelant la formule (1.13). Si Az =

Ak (1.25)

1, alors digs est appliqué aux résidus ex(B) et on vérifie facilement que nous retrouvons
I'estimateur TyQR. Alternativement, si Ay = 0, nous obtenons (1.14) si nous posons B =
B,. Si dans (1.23) on pose (gk,7x) = (1/ck,1) et B = B,, alors V'estimateur de Chambers
représente un compromis entre le BLU P et un estimateur robuste basé sur un G M-estimateur.

Remarquons que (1.23) est formellement un estimateur QR avec

(g, 75) = (drhy *ur/ck, Tk + (drgk — k) Ak)-

Cependant, puisque 7} n’est pas forcément positif, il n’est pas toujours possible de procéder

4 un changement de métrique dans ce cas.

1.4. ETUDE EMPIRIQUE

Afin d’étudier la performance des estimateurs de calage robustes, nous avons entrepris
une étude de simulation de Monte Carlo. Nous avons considéré quatre populations composées
de données provenant d’ouvrages facilement accessibles en théorie de I'échantillonnage. Pour
chacune des populations, K = 2000 échantillons ont été tirés par tirage aléatoire simple
pour différentes tailles échantillonnales. Notre objectif principal est de savoir s'il est possible
d’obtenir des estimateurs possédant de bonnes propriétés empiriques (biais, erreur quadratique
moyenne) mais satisfaisant aussi les CE et les RAFV. Notons que tous les programmes ont
été écrit en S-PLUS (Statistical Sciences 1991) et sont disponibles en communiquant avec

lauteur.

TaB. 1.2. Totaux des diverses populations et totaur connus de l’information auziliaire.

Population T T, N
POPUSA | 179972 | 203923 | 51
AREA 29118 6781 | 34
MU284 13500 8339 | 284
MU281 757246 | 53124 | 281




29

1.4.1. Populations a I’étude

Les graphiques des populations se retrouvent dans la figure (1.1). La premiére population
posséde 51 unités et se retrouve dans Mosteller et Tukey (1977, p. 560). Elle consiste en la
population américaine en 1960 et en 1970 pour chacun des 50 états et du district fédéral
de Columnbia. Nous la notons POPUSA. Du nuage de points de la population de 1970 en
fonction de celle de 1960, nous remarquons que toutes les unités semblent étre sur la méme
droite, avec la présence de quelques bons points de levier. Un exemple d’un bon point de
levier est le point entouré dans cette population. La seconde population posséde 34 unités et
se retrouve dans Singh et Chaudhary (1986, p. 177). Il est question de superficie de champs
ensemencés en 1971 et en 1974. Nous appellons cette population AREA. Un mauvais point
de levier (voir le point entouré) est présent dans cette population puisque le point (4170, 99)

ne respecte pas la tendance linéaire de la majorité des unités. Des échantillons de taille 10 et

Fic. 1.1. Les quatre populations 4 l'étude.
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15 sont tirés dans POPUSA et AREA. La troisieme population est la population M U284
de Sirndal et al. (1992) qui porte sur les 284 municipalités de Suéde. Nous considérons les
variables z = S82 concernant le nombre total de siéges dans le conseil municipal et y = P85
la population suédoise en 1985. On note la présence d’aberrants verticaux (voir par exemple
le point entouré) et d'un mauvais point de levier. Finalement, nous considérons la population
MU?281 consistant de MU284 de laquelle les trois plus grosses municipalités ont été exclues.
Les variables considérées sont z = REV84 qui représente les valeurs des biens fonciers suivant
’évaluation de 1984 et y = RMT85 qui représente les revenus des taxes municipales en 1985.
L'unité de mesure est le million de kronors pour ces deux variables. Plusieurs mauvais points de
levier semblent présents dans cette population. Des échantillons de taille n = 30 et n = 60 sont

tires dans MU284 et MU/281. Le tableau (1.2) contient les totaux des diverses populations.

1.4.2. Description des estimateurs

Les deux estimateurs de base sont le GREG ainsi que I’estimateur obtenu en considérant
le cas 7 de Deville et Sérndal (1992) qui est un GREG avec des poids bornés. Nous notons ces
estimateurs GREG/U et GREG/ R respectivement. Nous avons choisi ¢; =1 pour les popu-
lations POPUSA et AREA, alors que nous avons optés pour ¢, = Ty pour les populations
MU?284 et MU281. Notre choix des ¢ est motivé par la relation existant entre ces constantes
et 1'hétéroscédasticitée du modéle de superpopulation. Parmi les estimateurs robustes, nous

avons étudié Pestimateur de Chambers (1986) en considérant
(gh.75) = (dxan(Bon)/ex, 1+ (digr — DA(B)),

ot dans la formule (1.5) (gx,7x) = (1/ck,1), not¢ CHAM, basé sur B,. Les constantes
4, (Bcy) sont obtenus de la formule (1.18). Le choix a = 1 a été adopté tout au long de
la simulation. La fonction 1 de Huber a été utilisé avec la constante ¢ = 1.345 pour B,.
Les fonctions hy sont celles données par la formule (1.17), ol nous avons choisis ¢ = 1.46.
La fonction A est définie par 'équation (1.25). La fonction 1, considérée est celle donnée
dans ’équation (1.24). L’échelle a été estimée comme dans Coakley et Hettmansperger (1993).
Nous avons également considéré 'estimateur modéliste BLUP dans lequel nous avons rem-
placé I'estimateur par les moindres carrés généralisés par l'estimateur B, que nous appelons
MODEL. De plus, lestimateur de Lee (1991) a été considéré basé sur B, ou rp = 0.25dy,
en utilisant la métrique quadratique. Nous étudions également une extension de l'estimateur

de Lee (1991) en considérant la métrique quadratique restreinte. Nous notons ces estimateurs
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LEE?25/U et LEE25/R respectivement. Finalement, nous avons considéré la nouvelle mé-
thode de la section 1.3.2.3 avec le choix (gx,rx) donné dans I’équation (1.22) selon la métrique
quadratique et la métrique quadratique restreinte. Nous les notons QRROB/U et QRROB/R

respectivement. Le choix de la fonction %* est donné dans la formule (1.21).

1.4.3. Mesures fréquentistes

Pour chaque échantillon, les huit estimateurs de la section (1.4.2) sont calculés. Les ré-
sultats sont dans les tableaux 1.3, 1.4, 1.5 et 1.6. Puisqu’un attrait des nouvelles méthodes
concerne les RAFV, des statistiques sont calculées sur ces poids. Les colonnes MIN et MAX
des tableaux de résultats contiennent les valeurs minimales et maximales des poids calculées
lors de la simulation et ce pour chaque estimateur. Nous rapportons aussi le pourcentage
d’échantillons pour lesquels les poids sont & l'intérieur des RAFV dans la colonne RAFV des
tableaux de résultats. Nous avons également considéré le pourcentage d’échantillons pour les-
quels les estimateurs restreints ont convergé dans la colonne CONV. Les intervalles adoptés
[L, U] pour les intervalles restreints sont précisés dans les divers tableaux. Dans tous les cas,
les diverses statistiques ont été calculées sur les échantillons pour lesquels tous les estimateurs
ont convergé.

Un autre aspect important est relié au biais et a l'efficacité des méthodes proposées. Soit
T un estimateur du total T,. Posons T I’estimateur du total calculé & I'aide de I’échantillon
i,1=1,...,K. Le biais relatif de Monte Carlo BRyy, la valeur moyenne Ej; et la variance
Vi sont donnés par les formules usuelles, & savoir BRy = (Enm (T) = T) /Ty x 100, En (7) =
+ ZiKlei et Var = % }:f;l(’_f} — Eun(T))2. Notre critére principal d'efficacité sera I'erreur
quadratique moyenne de Monte Carlo, définie par MSEp = % Efil (T;—Ty)?. Les coefficients
de variation CVy sont calculés selon /MSEp;/T,. Les variances et erreurs quadratiques
moyennes sont exprimées en millions. Les coefficients de variation, les biais relatifs, les RAFV

et la convergence des versions restreintes sont exprimés en pourcentage.

1.4.4. Discussion

La population POPUSA ne comportait pas de valeurs aberrantes ne respectant pas le
modéle linéaire. Lors de I’échantillonnage, les coefficients de variation des estimateurs étaient
petits, ce qui était prévisible compte tenu de P'allure de la population. Les colonnes MSE et
V AR sont trés semblables, confirmant que le biais n’est pas un probléme dans cette population.

Tous les biais relatifs sont inférieurs a 1%. L’estimateur QRROB/U offre une réduction de
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TaB. 1.3. Résultats de Monte-Carlo lors de U'échantillonnage dans la population POPUSA.

ESTIMATEURS VARy MSEy CVym BRpy | MIN MAX RAFV! CONV

n =10
GREG/U 34.90 3492 290 -0.07) -6.24 26.75 86.7
GREG/R 35.29 3530 291 -0.04 0.20 32.00 100.0 98.4
CHAM 32.43 33.75 2.85 -0.56 || -19.61 40.96 84.0
MODEL 27.66 3069 2.72 -0.85|-19.71 40.86 82.8
LEE25/U 27.48 30.07 269 -0.79|-19.38 39.64 83.2
LEE25/R 28.67 30.90 2.73 -0.73 0.20 32.00 100.0 98.4
QRROB/U 27.40 2840 2.61 -0.49| -15.68 40.10 83.2
QRROB/R 28.33 29.18 2.65 -0.45 0.20 32.00 100.0 98.4

GREG/|U 21.90 2195 230 -0.10) -3.13 15.32 94.7
GREG/R 22.12 22.15 231 -0.09 0.20 16.00  100.0 99.5
CHAM 18.11 20.14 220 -0.70| -5.79 16.44 924
MODEL 15.43 19.03 214 -093| -6.09 16.92 91.0
LEE25/U 15.44 19.54 217 -099 | -6.19 17.06 90.8
LEE25/R 15.72 19.68 2.18 -0.98 0.20 16.00 100.0 99.5
QRROB/U 14.68 1644 199 -0.65| -4.48 1641 90.9
QRROB/R 14.85 16.56 2.00 -0.64 0.20 16.00  100.0 99.5

! Les bornes pour les RAFV sont [0.20,32] pour n = 10 et [0.20, 16] pour n = 15.

variance par rapport 8 GREG/U de plus de 21% lorsque n = 10, et de plus de 30% lorsque
n = 15.

La population ARFE A est de petite taille. Elle comportait un mauvais point de levier qui
a occasionné des biais relatifs empiriques trés élevés pour tous les estimateurs. L’estimateur
GREG /U affiche un biais relatif de plus de 7% malgré un échantillonnage de 44% dans cette
population. Les estimateurs robustes affichent les biais les plus importants, mais relativement
comparables au biais de Vestimateur GREG/U. La réduction de variance la plus importante
a été enregistrée par 'estimateur QRROB /U, mais au prix d’un biais relatif autour de 10%.

La population M U284 contient un aberrant vertical et des mauvais points de levier. Les

estimateurs robustes réduisent de maniére radicale la variance, puisqu'ils ne sont pas affectés
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ESTIMATEURS VARy MSEy CVy BRy | MIN MAX RAFV! CONV
n =10
GREG/U 1.334 1.700 19.23 892 -3.35 14.94 86.6
GREG/R 1.295 1.629 18.82  8.53 0.20 14.00 100.0 99.0
CHAM 1.187 1.541 18.30 8.77| -4.09 14.90 87.2
MODEL 1.291 1.580 1854 7.93| -523 16.75 86.8
LEE25/U 1.279 1.593 18.61 8.26 | -5.28 16.89 86.6
LEE25/R 1.284 1.596 18.63 8.24 0.20 14.00 100.0 99.0
QRROB/U 1.026 1.440 1770 9.50| -4.74 1538 87.6
QRROB/R 1.028 1.437 17.68 9.43 0.20 14.00 100.0 99.0
n =15
GREG/U 0.940 1.178 16.00 7.18| -1.40 7.03 93.0
GREG/R 0.928 1.1564 1585 7.01 0.20 6.00 100.0 99.8
CHAM 0.708 0.989 14.67 7.82| -1.52 7.92 93.7
MODEL 0.757 0.997 14.73 7.22) -1.66 8.39 93.1
LEE25/U 0.672 1.059 15.18 9.18 | -1.68 9.40 92.0
LEE25/R 0.671 1.056 15.15 9.15 0.20 6.00 100.0 99.8
QRROB/JU 0.485 0.990 14.68 10.48]| -1.59 8.90 93.9
QRROB/R 0.485 0.986 14.64 10.44 0.20 6.00 100.0 99.8

1 Les bornes pour les RAFV sont [0.20, 14] pour n = 10 et [0.20,6] pour n = 15.

par les trois unités extrémes en y qui s’éloignent de fagon marquée de la tendance linéaire. Les
estimateurs CHAM, QRROB/R et QRROB/U sont plus que quatre fois moins variables

que Pestimateur GREG/U. Cependant cela occasionne un biais négatif qui est beaucoup plus

élevé. Tous les estimateurs robustes sont sévérement biaisés. L’estimateur MODEL affiche

un biais négatif de plus de 13% alors que QRROB/U posséde un biais négatif de I'ordre de

11%. Dans le cas de QRROB, un meilleur choix des constantes dans la fonction ¢* pourrait

réduire une plus grande part du biais au prix d’une moins grande réduction de variance.

L'augmentation de la taille échantillonnale 4 n = 60 a permis de réduire le biais sous les 10%

pour les estimateurs CHAM et QRROB, mais les autres estimateurs robustes restent plus

biaisés.




34

Tas. 1.5. Résultats de Monte-Carlo lors de I’échantillonnage dans la population MU284.

ESTIMATEURS VARy MSEy CVum BRay | MIN MAX RAFV' CONV

n =30
GREG/U 2.833 2.925 20.51 -3.64| -6.83 23.30 89.8

GREG/R 2.813 2.910 2046 -3.73 0.20 16.00 100.0 99.2
CHAM 0.645 1.639 1535 -11.95)-11.80 31.26 77.0
MODEL 0.709 2.037 17.11 -13.82 | -12.06 31.91 68.4

LEE25/U 0.887 1.877 16.43 -11.93 | -11.06 30.93 73.5
LEE25/R 0.871 1.847 16.30 -11.85 0.20 26.00 100.0 99.2
QRROB/U 0.719 1.532 14.84 -10.81 | -9.46 25.84 86.5
QRROB/R 0.720 1.525 14.81 -10.76 0.20 16.00 100.0 99.2

n = 60
GREG[U 1.473 1.489 14.63 -1.49| -1.19 10.03 90.1
GREG/R 1.467 1.484 1461 -157) 0.20 7.00  100.0 99.7
CHAM 0.357 0.990 11.93 -9.54 | -2.53 15.39 69.8
MODEL 0.380 1.255 13.43 -11.22] -4.93 14.52 58.1

LEE25/U 0.403 1.201 13.14 -10.72 | -4.80 14.20 60.3
LEE25/R 0.396 1.203 13.16 -10.78 0.20 7.00 100.0 99.7
QRROB/U 0.308 0.976 11.85 -9.80| -2.36 10.99 86.1
QRROB/R 0.308 0.979 11.87 -9.82 0.20 7.00 100.0 99.7

1 Les bornes pour les RAFV sont [0.20, 16] pour n = 30 et [0.20, 7] pour n = 60.

La population MU281 contient un nombre assez grand de mauvais points de levier. La
variance domine la part du MSE dans cette population. L’estimateur LEE25 est le moins
variable, avec une réduction de plus de 35% comparativement & GREG/U. Cependant, bien
que 6 = 0.25 fonctionne bien dans cette population, notre étude illustre bien que ce n’est pas
toujours le meilleur choix.

On remarque que tous les estimateurs robustes sont plus efficaces que le GREG ou sa
version restreinte. Comme confirmé par les résultats de Deville et Sarndal (1992), la version
restreinte du GREG se comporte essentiellement de la méme maniére que le GREG, tant
au niveau du biais que de la variance Monte Carlo dans chacune des populations. Parmi

tous les estimateurs considérés, GREG /U et GREG /R sont les estimateurs les moins biaisés.



Tan. 1.6. Résultats de Monte-Carlo lors de Uéchantillonnage dans la population MU281.

ESTIMATEURS VARy MSEy CVym BRy || MIN MAX RAFV!' CONV

n = 30
GREG|U 17.33 17.35 7.84 -0.26 || -38.97 34.56 86.0
GREG/R 17.40 1741 7.86 -0.24 0.20 25.00 100.0 99.8
CHAM 13.23 13.26 6.86 -0.33 || -47.09 39.08 56.9
MODEL 11.30 11.91 6.50 1.47| -66.22 41.43 47.9
LEE25/U 11.21 11.60 6.41 1.17-59.75 37.03 53.3
LEE25/R 11.26 11.73 645 1.29 0.20 25.00 100.0 99.8
QRROB/U 12.92 13.29 6.86 1.15(-54.14 39.73 70.8
QRROB/R 12.94 13.34 6.88 1.20 0.20 25.00 100.0 99.8

n =60
GREG/U 7.57 7.57 5.18 -0.10] -12.77 15.34 86.4
GREG/R 7.58 7.58 5.18 -0.09 0.20 9.00 100.0 99.9
CHAM 5.85 590 4.57 -0.43]|-2297 11.49 51.4
MODEL 4.53 523 430 1.57| -24.02 14.58 38.7
LEE25/U 4.55 518 4.28 149 -23.74 1441 41.2
LEE25/R 4.50 521 430 1.58 0.20 9.00 100.0 99.9

QRROB/JU 5.40 6.16 4.67 1.64]-21.08 21.07 68.6
QRROB/R 5.39 6.17 4.67 1.66 0.20 9.00 100.0 89.9

! Les bornes pour les RAFV sont [0.20,25] pour n = 30 et [0.20,9] pour n = 60.

Les versions robustes présentent toutes un biais plus important. Cependant la réduction de
variance compense plus que largement de telle sorte que l'efficacité des estimateurs robustes
est toujours plus grande que GREG /U ou GREG/R.

Concernant les restrictions sur les poids, on remarque que les estimateurs GREG/U,
CHAM, MODEL, LEE25 et QRROB/U sont tous sujets aux problémes de pondération
négative comme en fait foi la colonne MIN. Les estimateurs restreints évitent ce probléme.
La colonne RAFV montre que les restrictions ne furent pas satisfaites relativement fréquem-
ment, dépendant de la population et de la taille de I’échantillon, allant de 5% a 60%. Les

deux estimateurs robustes restreints se comportent en général de facon comparable a leur



36

version non-restreinte. De plus, QRROB/R, en plus de satisfaire les RAFV offre des proprié-
tés d’efficacité intéressantes, lorsque comparé aux autres estimateurs robustes. Les versions
restreintes ont été moins sujettes aux problémes de convergence lorsque les tailles échantillon-
nales étaient plus grandes. Notons que nous avons dfi prendre des bandes plus larges dans le

cas de POPUSA afin d’obtenir des taux de convergence satisfaisants.

1.5. CONCLUSION

Le but de cet article est d’introduire des estimateurs de calage possédant de bonnes
propriétés de robustesse. Les estimateurs traditionnels de calage sont faciles d’emploi, puisqu’il
suffit d'un ensemble de poids de départ, habituellement les poids d’échantillonnage dg, qui
sont transformés en poids calés. La démarche de cet article suit ces mémes étapes, ou les
poids implicites robustes ry sont transformés en poids calés, et oil les constantes gx sont
choisies de sorte que Bq soit un estimateur robuste. Le choix de 7 proposé est donné par la
formule (1.20), avec @ = 9, b = 1/4. Une théorie pour un choix de ry optimal reste & faire.
Il est suggéré dans les applications de varier la constante a, entre par exemple 6 et 12, pour
voir 'influence de la constante sur V’estimation. Si désiré, les bornes L et U permettent de
restreindre les poids, afin qu'ils soient tous positifs par exemple. Nous suggérons d’utiliser de
maniére générale L = 0.2, U = kN/n, ou k est autour de 3.

Notons que le but des estimateurs de calage robustes n’est pas de remplacer le GREG,
mais bien d’étre utilisé conjointement avec ce dernier. Ainsi, si I’estimateur robuste et l'estima-
teur GREG sont trés différents, alors une analyse plus poussée pourrait permettre d’expliquer
le phénomeéne. Les estimateurs proposés sont potentiellement utiles comme outils de diagnos-
tic.

Il serait intéressant de pousser les études empiriques de la section 1.4, en étudiant par
exemple l'effet du plan d’échantillonnage sur les procédures proposées. L’estimation de la
variance est un autre sujet important qui nécessite des développements. Une autre avenue
intéressante concerne les sondages “tout usage” (multipurpose). En effet, dans les applications,
nous disposons rarement que d’une seule variable d’intérét. Les méthodologistes désirent alors
disposer d'un unique ensemble de poids utile pour toutes les variables d’intérét. Dans un
contexte de robustesse, une solution a été proposée dans la conclusion de l'article de Gwet
et Rivest (1992), ou des poids robustes sont calculés pour chaque variable d’intérét y(®,
i = 1,...,I. Pour une unité, le poids final correspond au poids minimal parmi les poids

obtenus. Alternativement, afin d’obtenir des estimateurs robustes et calés, nous pourrions
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calculer les poids implicites robustes pour chaque variable d’intérét, fournissant un ensemble
de ri(y®), et poser rx = minry(y?), ot le minimum est sur ¢ = 1,... ,I. On pourrait par
la suite transformer ces poids en poids calés. Cette procédure nécessite d’étre évaluée plus en
détail.
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A. PREUVE DE LA PROPOSITION 1

Soit Ap(u;q,7) = r+qu—h(u;q,T) et zx une variable d’intérét. On suppose les conditions

suivantes

C. N1 Zs qrZk = Op(l).
Co. N7V Ap(hdoo; GksTk) 2K = op(n"1/2), oll Mg est solution de ’équation (1.9).

On remarque que Y (rx + gezi M) ze = Tp, 00t Ay = —(D qka:szc)_l(f}, —T;), et aussi

que h{(z} Moo Gk, T )z = Ty- Alnsi, on trouve en utilisant C2 que
8 k
-1 -1/2
N E quxkxfc()q — Aoo) = 0p(n / )s

et donc Ay — Ao = op(n’l/ 2), en utilisant C) avec zx = zxz),. On montre aussi aisément que

N~ (Tor—Trer) = N7' Zs(rk + gemih )yr — N7 Zs R(Zk Aoo; Gks T )Yk
= N7 Zs Gk yk(M — Aoo) + N7 Es ATk oo} Gk Tk )Yk

= op(n_1/2).
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B. LISTE DES ABREVIATIONS

ADU:
BLUP:
CE:
CH:

CHAM:
GM:

GREG:
HT:
QR:

RAFV:

RQR:

Absence de biais asymptotique (Asymptotically Design Unbiased).

Meilleur estimateur linéaire sans biais de Royall (1970).

Contraintes d’étalonnage, Y., wxzi = Tz, out Ty = 3y Tk

Estimateur robuste proposé par Coakley et Hettmansperger (1993) qui un GM-estimateur
en une étape. Il est robuste et efficace.

Estimateur robuste de Chambers (1982, 1986).

Estimateurs M généralisés, issus de la théorie de la robustesse. Voir par exemple Hampel
et al. (1986).

Estimateur par la régression généralisée proposé par Cassel et al. (1976).

Estimateur Horvitz-Thompson ) dryx, oil dx = 7r,;1.

Estimateurs de Wright (1983), de la forme T.B, + 3, Tkex.

Restrictions applicables 4 la fourchette des valeurs pour les poids wg, en imposant par
exemple que tous les wy € [L,U].

Généralisation des estimateurs de Wright (1983), qui s’obtiennent d'une métrique gé-

nérale en plus de restrictions sur les poids.

C. LISTE DES PRINCIPALES CONSTANTES

Ck:
dy:

Gk-
hk:

Thes TkL-

ks Tk:

Uk,ﬂk:

*

Wi

Facteur pouvant tenir compte de problémes d’hétéroscédasticité.

Poids d’échantillonnage.

Poids-g défini par wy/dg.

Quantité permettant de réduire I'influence d’une information auxiliaire aberrante dans
B,

Probabilités d’inclusion d’ordre un et deux, respectivement.

Quantités définissant un estimateur QR. Les gx servent & construire les coeflicients de
régression intervenant dans la premiére partie, Ta’ch- Les r; servent pour la seconde
partie, Y, Tre.

Poids servant a construire f?q de maniére robuste.

- Poids servant & considérer un facteur de correction ), rrex robuste.

Poids calé a étre apposé & yx pour former Y, WiYk-
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Annexe A

COMPLEMENT A “ESTIMATEURS DE CALAGE
ROBUSTES”

A.1. ESTIMATION DE L’ERREUR QUADRATIQUE MOYENNE

L’estimation de la variance peut s’établir en remarquant qu'un estimateur RQR peut

toujours s’écrire comme

Tyror = TeB+ ) wiEk,

ott Ey = yx — z}.3, et B arbitraire. Ceci suggere qu’un prototype pour lestimateur de la

variance est

v =Y An(wEr)(wE), (A.1)

ott Ay = g — Ty, Agy = Ag/mk. Ainsi, la formule A.1 serait pleinement justifiée si les poids
wy, étaient indépendants de s, ce qui n’est pas le cas. Cependant, si nous oublions un instant
que les poids dépendent de ’échantillon et appliquons les résultats usuels sur I’estimation de
la variance des estimateurs Horvitz-Thompson, nous obtenons la formule A.1. Cette maniére
de construire un estimateur de variance est empruntée & Sdrndal et al. (1992, p. 237). En
pratique, nous pouvons considérer de remplacer les Ej, par les résidus de Pestimateur QR.

Nous allons maintenant nous attarder a la formule A.1 dans certains contextes particu-
liers. Nous allons considérer les cas ou 1y = dg, 7, =0 et 7 = 1.

Lorsque nous considérons ’estimateur QR avec (gk, %) = (dk/ck, dx), on obtient les poids
wg = digk,
ol
gr=1+(Tz - THT)'(ZSdkmkmi/Ck)_lwk/Ck,

est le poids-g usuel de I'estimateur GREG. Ainsi, la formule A.1 se réduit alors & la proposition

de Sirndal et al. (1989) pour estimer la variance de l'estimateur GREG. Notons également
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que dans le cas de I'estimateur RQR avec ces mémes constantes (g, %) et pour les métriques
et les estimateurs de calage considérés dans Deville et Sarndal (1992), 'estimateur de variance
donné par A.1 se réduit 4 une proposition de Deville et Sirndal (1992) pour estimer la variance
de ces estimateurs.

Lorsque nous considérons un estimateur QR avec (gg, %) = (di/cx,0), les poids wy de-

viennent
wg = T_,L(Zs drzrzh/ce) " drzk [k,
de telle maniére que la formule A.1 devient
vy =TyM; Y Awi(diar By /cx)(diziBr/c) M; T

ce qui correspond & estimer la variance de Tygor = T!B, par V(T.B,) = TV (B,)T, avec
’aide d’un estimateur de variance d’un vecteur correspondant & des coeflicients de régression,
comme décrit dans Sarndal et al. (1992, section 5.10.2, pp.192-197).

Discutons maintenant le cas rp = 1 pour l'estimateur QR lorsque zj est une quantité
scalaire. Nous allons considérer les cas ou g = 1/zx et g = (1 — 7x)/(mgzr). Lorsque
(gx,7k) = (1/zg, 1), Pestimateur QR se réduit a TyQR = T3 . ys/ 2, %x qui n'est rien
d’autre que l'estimateur par le ratio utilisé dans un tirage aléatoire simple. Voir Sirndal et
al. (1992, section 7.3.1). Dans cette situation wx = Tz/ ), =& et la formule A.1 devient dans

un tirage aléatoire simple

1 1 =y E e?
=N2—'—— UN2 s "k
L G -¥GE ) aor

ol ex = Yp — [zk, Ol ,5’ = Y. yk/ >, Tk. Cet estimateur est considéré dans Sérndal et al.
(1992, p. 249).

Discutons finalement du cas (gx,m:) = ((1 — mx)/(mzk), 1), proposé par Brewer (1979).
Cet estimateur est étudié notamment dans Wright (1983) et Sirndal et al. (1992). Cet esti-
mateur est ADU, puisque la condition ADU

1-— T — quk.'zkA
est satisfaite pour A = 1. Voir Wright (1983). L’estimateur QR devient dans ces conditions

Tyor= e+ (Ta~)_ x)f
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ou A =3 (dr — 1)yr/ Y (dk — 1)zx- On peut également écrire 'estimateur de Brewer (1979)

de la maniére suivante

Tyor = ToB + 25 di (yx — 748,

puisque l'on vérifie facilement que

Z (v — zk) = Z di(yx — z40)

qui n'est rien d’autre qu'un estimateur GREG avec ¢, = =i /(1—m). On peut ainsi considérer
comme estimateur de variance l'estimateur de Sérndal et al. (1989) pour 'estimateur GREG

avec les poids-g

gk = 1+ (T TxHT) z (1 == Wk) (AQ)

o(dk — 1)zy
Dans cette situation, si on utilise la formule A.1 avec (gg,7%) = ((1— n)/(7kzk), 1), on vérifie

que

Wi = G/ Tky

ot les poids-g g sont ceux donnés dans A.2. L’estimateur de variance A .1 se spécialise ainsi

dans cette situation a D'estimateur de variance de Sirndal et al. (1989).

A.2. NOUVELLE METRIQUE

Nous généralisons le cas 6 de Deville et Sirndal (1992). Cette métrique est parfois appelé

la métrique logit. La fonction G correspondant au choix de cette métrigue est

wg — L wy — L U—wy U— wg
G(wi; ks Tk) = | log )
(1 o i) qk Ak o T — L I Gdn = Tk)
ot Ay = (U = L)/((re — L)(U —&))-
La fonction h correspondant au choix de cette métrique est
L(U =) + U(ry — L) exp(Arqrzi\)
(U — &) + (& — L) exp(ArgrzA)

h(l';g)\, 4k, 'I"k) =

Des simulations ont été entreprises avec cette métrique. Nous avons effectué des simula-
tions complémentaires en utilisant le méme germe, mais avec la métrique logit. Les résultats
montrent que les estimateurs QR et RQR selon cette métrique se comportent essentiellement
de la méme maniére. Cependant, les résultats sont un peu moins bon comparativement au cas

de la métrique quadratique restreinte.



TaB. A.1. Résultats de Monte-Carlo lors de ’échantillonnage dans la population
POPUSA, AREA, MU?284 et MU281 pour l’estimateur robuste avec métrique

logit.

POPUSA VARM MSEym CVa BRym | MIN MAX RAFV' CONV

n=10
LOGIT 29.08 29.86 2.68 -0.43 0.20 31.86 100.0 98.4

n=15
LOGIT 15.29 16.93 2.02 -0.63 0.20 15.89 100.0 99.5
AREA VARy MSEy CVym BRum || MIN MAX RAFV? CONV

n =10
LOGIT 1.046 1.452 17.77 9.40 0.20 14.00 100.0 99.0

n=15
LOGIT 0.505 0.995 14.71 10.32 0.20 6.00 100.0 99.8
MU284 VARy MSEy CVu BRum | MIN MAX RAFV?® CONV

n = 30
LOGIT 0.719 1.530 14.84 -10.80 0.20 16.00 100.0 99.2

n = 60
LOGIT 0.311 0.994 1196 -9.91 0.20 7.00 100.0 99.7
MU281 VARy MSEym CVum BRuy || MIN MAX RAFV* CONV

n = 30
LOGIT 12.98 13.40 6.89 1.23 0.20  25.00 100.0 99.8

n =60
LOGIT 5.40 6.17 4.68 1.65 0.20 9.00 100.0 99.9

1 Les bornes pour les RAFV sont [0.20, 32] pour n = 10 et [0.20, 16] pour n = 15.

2 T,es bornes pour les RAFV sont [0.20, 14] pour n = 10 et [0.20, 6] pour n = 15.

3 Les bornes pour les RAFV sont [0.20, 16} pour n = 30 et [0.20, 7] pour n = 60.

4 Les bornes pour les RAFV sont [0.20, 25] pour n = 30 et [0.20,9] pour n = 60.
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A.3. SIMULATIONS DANS UN PLAN POISSON SEQUENTIEL

Dans la conclusion du premier essai, il est suggéré de pousser les études empiriques, en
studiant par exemple Deffet du plan d’échantillonnage. Puisque dans les simulations le plan
d’échantillonnage était le tirage aléatoire simple, nous étions dans une situation ou tous les 7k
étaient égaux. Afin de considérer un plan avec des m inégaux, nous avons repris les simulations
dans la population MU284 et MU281 avec n = 30 et n = 60, mais avec un plan de Poisson

séquentiel, comme introduit et décrit dans Ohlsson (1998).
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Le plan Poisson séquentiel (noté SPS) est un plan inspiré du plan de Poisson (PO).
Rappelons que pour exécuter un plan PO, avec les probabilités #1,... , 7y données, il suffit
de considérer N réalisations u1,... ,un d’une loi uniforme sur [0, 1], et de choisir I'unité % si
ug < 7, k=1,...,N. Ainsi, la taille de ’échantillon s est aléatoire dans un plan PO. Cette
propriété n’est pas trop grave selon certains. Voir par exemple Sidrndal (1996). Cependant,
elle n’est pas désirable pour d’autres. A cette fin, Ohlsson (1998) propose une modification du
plan PO. Posons p; = nzy /Ty, ol z est U'information auxiliaire (scalaire), par exemple une
mesure de taille. Posons & = Tug/zx. La régle d'un plan PO reformulée avec les variables
& consiste a prendre I'unité k si { < n. La modification de Ohlsson (1998) fournissant le
plan SPS consiste & choisir les n plus petites valeurs de &.

Le plan SPS n’est pas strictement 7ps, mais il I'est approximativement. De plus, I’étude
empirique de Ohlsson (1998) suggére fortement que les probabilités d’inclusion des unités k
sont proches de px. Pour plus de détails, voir Ohlsson (1998).

Les estimateurs considérés sont le GREG usuel et la version avec les poids restreints. On
considére également les estimateurs robustes QRROB/U et QRROB/R décrits dans I'étude
empirique de I'essai 1. Cependant, le plan d’échantillonnage considéré est le plan SPS. Nous
avons choisi comme mesure de taille dans M U284 et MU?281 my o< /T, afin d’éviter d’obtenir

des probabilités d’inclusion trop grandes. Nous avons choisit aussi
hi = min[l,1.46 Nmedy (zx)/ (ndrzr)), (A.3)

afin d’insérer le plan d’échantillonnage dans les hy. Ce choix s’est effectué de maniére empi-
rique. Nous avons considéré aussi hy = 1 et aussi les mémes hj; que dans l'essai 1. Cepen-
dant A.3 faisait raisonnablement bien et ce sont les résultats basés sur cette formule que nous
reproduisons ici.

Les résultats de simulation obtenus dans le plan SPS sont intéressants, puisque ce plan
régle en partie le probléme des grandes unités. Voir 'introduction de 1’essai 1. Cependant,
malgré cela, les estimateurs robustes permettent des gains en erreur quadratique moyenne
dans la population M U284, puisque les valeurs aberrantes semblent surtout occasionnées par
de grandes valeurs de la variable y. Dans la population M U281, les estimateurs robustes et

le GREG se comportent de facon similaire, avec un léger gain pour les estimateurs robustes.



Tas. A.2. Résultats de Monte-Carlo lors de l’échantillonnage dans la population

MU284 sous un plan poisson séquentiel

ESTIMATEURS VARM MSEm CVi BRym || MIN MAX RAFV' CONV
n =30
GREG/[U 2.482 2.511 19.00 -2.04 })| -5.17 28.10 84.1
GREG/R 2.475 2.509 1899 -2.21 0.20 16.00 100.0 99.8
QRROB/U 0.669 1.356 13.96 -9.94 (| -12.46 27.05 85.1
QRROB/R 0.665 1.354 1395 -9.96 0.20 16.00 100.0 99.8
n =60
GREG/U 1.094 1.101 12.59 -1.03 -0.13 1145 91.3
GREG/R 1.096 1.104 12.60 -1.07 0.20 8.00 100.0 100.0
QRROB/U 0.258 0.876 11.22 -9.43 -2.92  10.27 94.5
QRROB/R 0.258 0.877 11.23 -9.43 0.20 8.00 100.0 100.0

! Les bornes pour les RAFV sont [0.20, 16] pour = = 30 et [0.20, 8] pour n = 60.

TaB. A.3. Résultats de Monte-Carlo lors de ’échantillonnage dans la population

MU281 sous un plan poisson séguentiel

ESTIMATEURS VARy MSEym CVy BRy || MIN MAX RAFV' CONV
n =30
GREG/U 9.603 9.617 5.84 -0.23 -50.1 77.5 95.9
GREG/R 9.613 9.627 584 -0.22 0.20 75.0 100.0 100.0
QRROB/U 9.355 9371 5.76 0.24 -57.3 83.6 93.4
QRROB/R 9.359 9.377 5.76 0.26 0.20 75.0 100.0 100.0
n =60
GREG/U 3.417 3.420 348 -0.09 || -11.25 29.40 87.1
GREG/R 3.414 3.417 348 -0.10 0.20 15.00 100.0 100.0
QRROB/U 3.282 3.371  3.46 0.56 || -19.96  30.80 83.9
QRROB/R 3.284 3.3710  3.46 0.55 0.20 15.00 100.0 100.0

! Les bornes pour les RAFV sont [0.20, 75] pour n = 30 et [0.20, 15] pour n = 60.
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Chapitre 2

A NOTE ON JACKKNIFE VARIANCE ESTIMATION FOR
THE GENERAL REGRESSION ESTIMATOR

Résumé
We derive in this note explicit jackknife variance estimators of the general regression es-

timator (GREGQ) using the random group technique. A corrected version is proposed that
removes a large part of the positive model bias. A small simulation is presented.
Some key words: Confidence interval; Jackknife; Regression estimator; Survey sampling;

Variance estimation.

2.1. INTRODUCTION

Let U = {1,...,N} be a finite population. Suppose that we know the total T of an
auxiliary variable z of dimension p. A sample s is observed from a 7ps sampling plan. Let 7y
and 7y be the first and second inclusion probabilities, respectively. Our goal is to estimate
the total T, = Y. Yk of a positive variable y with {(zk,yk), k € s} and T;.

The general regression estimator (FREG) of Ty, is given by

Teree = Zs dikGks Yk
where
ges =1+ (T — Tzr)’(zs dpzxy /) " an/cky

is the ’g-weight’, dy = 7r,:1 is the sampling weight, Tor = > s Tr/mk is the Horvitz-Thompson
estimator of T, and ¢ is chosen by the user. Sirndal (1996) discusses the choice of cx. The

asymptotic variance AV for the GREG is given by
AV (Torec) =) Y AuEiEi,

where Ey = yp — 7, B, B = (Xy 2y /ck) ™ Sy Tkyn/ck, Du = iy — g and By = Ey/my.
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Since the asymptotic variance is an ordinarily unknown quantity, Sarndal et al. (1989)

suggested the following g-weighted variance estimator given by

V, = Vo(Torec) = D, Zs Ari(grs€rs)(giséis), (2.1)

where exs = Y — z%Bs, B, = (T, drzezl/ce) ! 2 drTrYr/ Cks Ay = Ap/m and &g =
exs/ k. With Vg, we can construct a confidence interval for T, given by TorECE21—0 /Q[Vg]l/ 2
that is expected to be valid approximately to the 1 —a confidence level.

The jackknife technique is another popular method to obtain a variance estimator. That
method is described in Wolter (1985) and Sirndal et al. (1992, chap. 11). We derive in the next
section explicit jackknife variance estimators of the GREG. A corrected version is proposed
that removes a large part of the positive model bias in section 3. A small simulation is given

in section 4 to illustrate the proposed estimator. We conclude with a discussion in section 3.

2.2. JACKKNIFE VARIANCE ESTIMATION

In this section, we obtain explicit formulas for the jackknife variance estimators of the
GREG. Let the sample be divided into A groups of size m partitioning the sample, where
Am = n, where n is the sample size. The two jackknife variance estimators advocated by

Siarndal et al. (1992) are given by

A

. A—-1 . .

Viki = = Z(TGREG(G) — Terec, K)*
a=1

. R e .

Vore, = =5— > (Terpc(a) — Torec)”,

)
i
=

where Tgreg(a) is the GREG calculated without the group a and

A
. B s
TerEGIK = 3 > " Terec(a)-

a=1

Since the two formulas Vik1 and VJKQ are related by the following relation
Vi1 = Vika — (A= V)(Terec — Terec,ix)%, (2.2)

we can conclude that VJ K1 < VJK‘Z and it is easy to pass from one form to the other. In
practice, the two formulas give very similar results.

We consider in the following the maximal number of groups, that is the case A = n,
m = 1. See the remark 11.5.3 of Sarndal et al. (1992, pp. 441-442). With that hypothesis,

we now use the random group technique to obtain explicit formulas for Vyxe and for ViK1
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using expression (2.2). Under that technique, we suppose that conditional on s, each group
{z} is obtained by simple random sampling. In that case, there are n random subsamples
s@) = s — {i}. The inclusion probability that the unit k& will be in the final subsample,

denoted 7 (7), is mx(i) = "T_lﬂ'k. Using that technique, we obtain the following result:

Proposition 1. The jackknife variance estimator Viko of the GREG estimator is given by

~

Zs(giséis - TL—ITM)2, (2-3)

VJK2=n_1

where Gis = (gis — n ' TEM; 2:/¢)) /(1 — hs), Ter = 3, ks/Tk, hi = diziM zi/ci, ;s =
Yi — fUEBs: M, = Es dkl'km;g/ck-

Proof. Let s(;) the sample s without unit . Since

Teree = stkgksyka

= Tyﬂ' e (Tz = TIW)IBm
the GREG without unit 7 can be written as
TGREG('i) = Tyvr(i) s (T:c - Txﬂ'(i))’Bs(i):
where Ty (i) = > s(s) Ye/mk(2) and similarly for Tyr (i), and
5(1) = {Es oz / (cemk ()}~ Z , ZxYi/ (i (1))

With some algebra!, we can show that

n

] (gis = n"lT;Ms'lxi/ci)éis/(l — hi).

. . 1
Torec(i) = TereG + " Zs €ks/ Tk — =
Finally, using the relation (2.2), we obtain the following corollary

Corollary 1.

: . 1. .
Vikr =Vixz = —7Ten = Zs Jiséis)?

It is interesting to note that with the exception of the factor g;s, formula (2.3) looks like

the simplified variance estimator Vj of Sirndal et al. (1992, ex. (11.2.6), p. 422), where e;;

now replaces y;.

1. Note that using standard linear regression results, we obtain B, (i) = Bs — My *z:é:s/((1 — hi)ci). Note
also that Ty (i) = (Ty,r — d;y:) and similarly for Tzx(3).
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2.3, CORRECTED ESTIMATOR FOR THE MODEL BIAS

Sirndal et al. (1992) note that, with the exception of the Horvitz-Thompson estimator,
there are no exact results concerning the properties of the jackknife variance estimator. We
study in this section the model bias of the formula (2.3). Let the ¢ regression model for
Y1,--- ,YN given by

Yp = Ti0 + €k,

where the ¢ are independent under the model, and such that E¢(ex) = 0, Velex) = o?cx,
where E¢ and V¢ indicate the mean and variance under the model. We assume like Sérndal et
al. (1989) that for some X independent of k

ck = Nzp, (2.4)
and we define like them the prototype V* for Vg as

=Y Zs Aki(grs€e) (gisér)-

Sarndal et al. (1992, p. 232) give several examples of variance structures satisfying condi-
tion (2.4). Note that under that condition we have exs/mx = 0. We now recall a result

that will be useful in the sequel.

Lemma 1. Under the model £, for any given realized sample s, the model mean, the model

mean squared error and the relative model bias of the prototype V* are given by

(i)  Ee(V*)=0*(Q_ gkscr/mh — D 9ksCh)

(@) MSE¢(Terpe) = Be(Torec — Tp)* = 02(25 GhsCh/Th = ZU ck)

3 ") — [ = (gks — D)ck
(’I/L’L) RMBé'(V*) . E{(V ) MS:E{(TGREG) 2y 2ZU ; .
MSE¢(Tgrec) > ghsc/mh — > e

Proof. See Sirndal et al. (1989).
We study properties of the jackknife variance estimator prototype. Under condition (2.4),
it is given by
% 2 ~2 -2
Vike=——7 Zs Tk s€k-

Under the model, note that Eg(Vsz) = o’y g2.ck/mi = A,. Suppose that all h; are
negligible (their sample mean is n~13", h; = p/n). Then gis = gs and A, will be of the same



53

order as the first term in the right member of (i) in the lemma. We have approximately

E¢(Vika) = E¢(V*) = 0® ) grsch,

suggesting that the jackknife variance estimator over-estimates the true variance, as it is well-
known. The relative model bias of the jackknife variance estimator can also be calculated

using (iii) in the lemma:

C,
Dy
2 2 ’
E cw—E c
sgksk/k u Gk

Looking at the numerator of (2.5), the relative model bias RM BE(VfK2) is expected to be

RMB(V}y,) ~ (2.5)

more important than for Vg. It may however be small if the first term in the denominator
dominates the second term in formula (2.5). It can be seen that under simple random sampling,
if the sampling fraction f = n/N is small, then RM BE(V.;KQ) can be negligible.

However, since the positive bias may be more important in practice, we consider the

following modification:

~ n - 4
Viks = T Zs(l — k) GRsEk- (2.6)
We can justify that modification with the following argument. Under the model, we now
obtain
o n e
E¢(Viks) = As — —=0" D Ghock/m. (2.7)

If grs =~ Gks, then the second term of that right member of expression (2.7) will be of the same
order as the second member of (i) in the lemma since ), gfwck [Tk = 3y grscr (see Sérndal
et al. (1989, expression 5.6)). Let us remark that in the case of the simple random sampling,
Vf}(z is simply Vf}(z affected by the finite population correction. However, our analysis is in
the more general setting of a mps sampling plan. Wolter (1985) discusses some methods to
remove the bias of the jackknife variance estimator in the Horvitz-Thompson case. See also
Sarndal et al. (1992, pp. 439-440). These ideas are applied here to the GREG.

2.4. ILLUSTRATION

We consider a small Monte Carlo simulation for the variables y = RMTS85 x 1074,
z; = CS82 and zo = S582 for the MU281 population (of size N = 281) in Sarndal et al.
(1992). This study is a complement to the one in Sdrndal et al. (1992, pp. 278-280). Like them,

we carried out 5000 repeated simple random samples, each of sample size n = 100. The main
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objective of the simulation study is to evaluate coverage properties of confidence intervals at

the 95% level
T + 1.96[V (T)]*/2,

where T' is the GREG estimator, and V(T is a variance estimator. We consider the GREG
estimator with only z;, the GREG estimator with only z7, and the GREG estimator with z;
and z5. We always included an intercept and let ¢, =1 in all the study. We consider the va-
riance estimator given in formula (2.1), the jackknife variance estimators given in formula (2.3)
and the corrected version (2.6). Formula (2.1) becomes under simple random sampling

f/g == N2(l — l)M,

n N n-1

Results are presented in table 2.1, where T and Sg-, are the sample mean and sample variance
of the 5000 estimates 7'; V4, V jk2 and V ;i3 are the sample mean of the 5000 variance esti-
mates, Vo, Viko and VJK3, respectively; and ECRy, ECR k2 and EC R k3 are the respective
coverage rates for the GREG based on Vg, V; K2, vy K3, respectively. The final column gives

the approximate variance for T’ given by

2
. 1 1) B
AV(T) = N*(= - )=V —.
Vi) (n N ) N -1
The results in table 2.1 show that in our experience, Vyk3 gives good coverage properties
and in the three cases the variance of the 5000 estimates is close to V sxs3. In that limited

simulation, VJKg seems to compare reasonably well with Vg.

Tas. 2.1. Results of the Simulation

Estimator T S& V, ECR, Vik: ECRix: Viks ECRyks AV
Torpc(el) 531 0122 0.115 0937 0.89 0.977 0.121 0.942 0.116
Terpc(z2) 530 0124 0118 0934 0191 0.978 0.123 0.941 0.117
Torpe(el,z2) 531 0056 0.052 0929 0088 0.978 0.057 0.939 0.052

Note: The total Ty is 5.315.

2.5. DISCUSSION

In this note, explicit jackknife GREG variance estimators are exhibited. These formulas
give new examples of the well-known rule of thumb that jackknifing leads to overestimation of
variance. An idea for possible overestimation ’correction’ is presented, leading to a modified

estimator. In the numerical illustration, we obtain reasonable properties with the corrected
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version. We do not claim that the proposed estimator is superior to other estimators. In
fact, in a vast majority of situations occurring in practice, Vg may be preferable. Jackknife
estimators are maybe for exceptional situations (shortage of time, one-time use, etc.). It seems
to appear that their chief merit is that they require less programming efforts. For example,
there is no need to evaluate all the mg; as in Vq. See Sarndal (1996) for a discussion of that
problem. However, if jackknife variance estimators for the GREG are needed, it is hoped that

proposition 2.1 will be useful.
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Chapitre 3

TESTS DE CORRELATION SERIELLE DANS LES
MODELES VARX

Résumé
Nous considérons des tests d’absence de corrélation dans le terme d’erreur d’un modéle

VARX. Tl est possible dans cette classe de généraliser au cas multivarié 'approche de Hong
(19964). Le test est obtenu en comparant un estimateur de la densité spectrale multivariée
calculé par la méthode du noyau avec la densité spectrale sous I'hypothése nulle d’absence
de corrélation dans le terme d’erreur, en utilisant une certaine norme quadratique. Le test
généralise la statistique portmanteau de Hosking (1980), qui peut étre vu comme un test
basé sur la norme quadratique utilisant le périodogramme tronqué. Cependant, tout comme
damns le cas univarié, plusieurs noyaux offrent une meilleure puissance que le test basé sur le

noyau uniforme tronqueé.

3.1. INTRODUCTION

La classe des modéles VARX est trés utilisée dans les applications touchant entre autres
I’économie. Ils sont aussi appelés modéles & équations simultanées dynamiques dans la lit-
térature économétrique. Dans la terminologie économétrique, les variables dépendantes sont
souvent dites endogeénes alors que les variables explicatives sont appelées les variables exo-
génes. Ces modeles généralisent les modéles de régression linéaire multiple ou I'on inclut parmi
les variables explicatives des variables endogénes et exogénes retardées. Ainsi, dictés par des
considérations théoriques ou empiriques, ces modéles permettent de formuler des situations
ot 'on reconnait qu'il peut exister des relations causales entre des variables économiques pré-
sumées stochastiques. Dans de tels modéles, on reconnait que des données économiques sont
susceptibles d’étre influencées par les états actuels et passés des variables impliquées. Ces mo-
déles sont discutés dans de nombreux ouvrages comme par exemple Judge et al. (1985, 1988),
Liitkepohl (1993) et Hendry (1995).

Dans les modeles ARX, Hong (1996a) a proposé plusieurs classes de tests convergents

pour vérifier 'hypothése que le terme d’erreur est un bruit blanc contre une alternative de
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dépendance de forme inconnue. Rappelons qu’un test convergent admet une puissance asymp-
totique tendant vers un lorsque le nombre d’observations n tend vers Pinfini, pour un niveau
a fixé. Ces tests sont motivés par le fait que toute forme de corrélation sérielle dans le terme
d’erreur risque d’entrainer des problémes d’identification des paramétres du modele. De plus,
elle risque d’occasionner la non convergence de I’estimateur des moindres carrés. Ainsi, Hong
(19964) a proposé trois classes de statistiques de type portmanteau pour I’hypothése de bruit
blanc pour le terme d’erreur d’un modéle ARX. L’approche repose sur une comparaison d’un
estimateur de la densité spectrale calculé par la méthode du noyau a la densité spectrale
sous I'hypothése nulle. Plusieurs mesures de distance sont possibles. Lorsque la fonction de

distance choisie est la norme quadratique, la statistique proposée s’écrit comme

_ i K pa)PP) — Ma(k)

V2Va (k) ’

ot p(j) = R(j)/R(0) est I'autocorrélation échantillonnale, R(j) = n7! E?=|J'|+1 Tyily 5 est

Mln

I’autocovariance échantillonnale, o1 k£ est un noyau et ou

i

3
|

Ma(k) = > (1 —j/m)k*(i/pa), (3.1)
j=1
n—2

Valk) = Y (1=34/n)1 = (G +1)/n)k (i/pn). (3.2)
j=1

Parmi les autres mesures de distance possibles, on peut entre autres considérer la métrique
de Hellinger ou encore le critére d’'information de Kullback-Leibler.

En présence de plusieurs équations, il incombe également de vérifier 'hypothése que
le terme d’erreur est un bruit blanc. Dans la section 3.4, 'approche de Hong (1996a) est
étendue aux modeéles a équations simultanées dynamiques écrits sous leur forme réduite. Tout
comme dans le cas univarié, nous développons un test convergent contre une alternative de
corrélation sérielle de forme inconnue. L’approche consiste & comparer un estimateur de la
densité spectrale multidimensionnel calculé avec la méthode du noyau et la densité spectrale
sous I’hypothése nulle, avec une certaine norme quadratique. Nous obtenons la distribution
asymptotique sous I’hypothése nulle qui est N (0,1) sans avoir & spécifier un modeéle pour les
erreurs sous I'hypothése alternative. Le test est unilatéral et rejette pour des grandes valeurs.
Le test reste invariant lorsque les régresseurs contiennent des variables endogenes retardées.
Ce test permet aussi d’obtenir une nouvelle interprétation de la statistique portmanteau

multivariée de Hosking (1980), ce dernier test étant la version multivariée de la statistique de
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Box et Pierce (1970). La puissance est étudiée de maniére théorique, suivant une approche
similaire & celle de Hong (1996a). Il est possible dans une certaine classe de trouver le noyau
optimal.

Une approche différente abordant les tests d’ajustement d’une série univariée est décrite
dans Paparoditis (1999). L’approche consiste & comparer avec une mesure de distance un
estimateur par le noyau du ratio de la véritable densité spectrale et de la densité spectrale hy-
pothétique, & la valeur espérée de l'estimateur, sous I'hypothése nulle. L’étude de la puissance
des tests d’ajustement est étudiée dans Paparoditis (2000).

Nous étudions aussi les niveaux et les puissances des tests de maniére empirique. Il ressort
de I’étude empirique que 'on peut obtenir des résultats de puissance supérieure en choississant
un noyau autre que le noyau uniforme tronque.

Une application est présentée, en utilisant des données réelles provenant de Gilbert (1993).

3.2. PRELIMINAIRES

Soit y = {y; : t € Z} et « = {m; : t € Z} des processus multivariés de dimension d et m

respectivement, que ’on suppose stationnaires au second ordre.

Définition 1. Le processus y est dit processus autorégressif multivarié avec variables expli-
catives, noté VARX(r,s), s’il existe des matrices A; de dimension d X d, § =0, .47 et des

matrices Vj, de dimensiond Xm, j=0,...,5 telles que A, #0 et V, #0, el
A(Byy;=c+V(B)z;+u, t€EL (3.3)

ot A(B) = Ao — Xy A;BI, V(B) = 37 V;BJ, B désigne lopérateur retard et u =
{uy : t € Z} est un bruit blanc fort de dimension d, c’est-a-dire que les u; sont des vecteurs

aléatoires centrés en zéro, indépendants et de matrice de covariance Iy définie positive.

La fonction d’autocovariance de {u;} est notée I'y(j) = E(uu;_;). Dans la suite, nous
supposerons de plus que toutes les racines de A(z) sont a Pextérieur du disque unité, ou z
désigne une variable complexe. Lorsque la matrice Ag refléte les effets instantanés du systéme,
on dit que le modele (3.3) est formulé dans sa forme structurelle. Lorsque Ag est non-singuliere
et que I'on pré-multiplie (3.3) par Ay ! on obtient alors la forme réduite du systeme. La forme
structurelle est peut-étre plus satisfaisante du point de vue de linterprétation des divers
paramétres. Cependant, l'utilisation de la meéthode des moindres carrés est problématique
avec ce type de représentation. La forme réduite évite les problémes reliés a l'identification

des paramétres du modele et permet également une utilisation immédiate de la méthode des
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moindres carrés. Liitkepohl (1993, chap. 10) discute de 'estimation et des avantages de la
forme réduite pour des fins de prévision, d’analyse des multiplicateurs et de controle. On
présume dans la suite que le modéle (3.3) est formulé dans la forme réduite, en supposant que
Ag=1,

Nous allons supposer dans la suite que les moments d’ordre quatre des composantes de

wy = (ut(1),... ,u(d))’ existent, c’est-a-dire que
E(IUt(Z)Ut(j)Ut(k)ut(l)D < 00, iaj? kal = 1)' v ad'
Nous notons aussi

E(ut("')ut (j)ut(k)ut (l)) = “4(7:3 ja k: l)

dans la suite.
L'hypothése d’existence des moments d’ordre quatre est équivalente a l'existence des

cumulants d’ordre quatre, que nous notons

’ipqrs(ia Ik, l) = Cum(ui (p)a Uy (Q)a Ug (’I‘), ’LL[(S))-

Si le processus u est gaussien, il est bien connu que les cumulants d’ordre quatre sont nuls.
Etant donné une réalisation de taille n du processus u, nous pouvons alors calculer la

fonction d’autocovariance pour les délais 0 < |j] £ n — 1, selon

Culi) = { n YR wul, §=0,1,...,n-1,

C.(-7), j=-1,...,—n+1L
Des définitions similaires peuvent étre obtenues une fois le modele (3.3) ajusté. Ainsi, lorsque
les résidus 1, résultant de 'ajustement sont déterminés nous pouvons calculer la fonction
d’autocovariance échantillonnale Cg(j).

La densité spectrale du processus u est définie par

f(w):% S Ty (hen, (3.4)

h=-—o0
L’estimateur de la densité spectrale pour f que nous considérons est calculé selon la

méthode du noyau. Il est obtenu selon

. 1 n—1 . e
Fa@) =5 > kli/pa)Cali)e™, (3.5)

j=—n-+1
ot k(-) est le noyau. Le paramétre p, correspond au point de troncature lorsque le noyau est

4 support compact ou au parameétre de lissage lorsque le support du noyau n’est pas borné.
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On suppose que p, — 00 et p,/n — 0. Des exemples de p, satisfaisant ces critéres sont
pn x nf, avec @ € (0,1), ainsi que p, o log(n). Les hypothéses sur le noyau sont regroupées
dans I’hypothése A suivante.

Nous définissons le périodogramme tronqué comme étant

Fralw) =5 3 Cali)e™, (3.5)
l71<pn
correspondant a estimateur de la densité spectrale (3.5) avec le choix du noyau uniforme
tronqué.
Hypothése A: On suppose que le noyau k : R — [—1,1] est une fonction symétrique, continue
3 0 et ayant au plus un nombre fini de discontinuités, telle que k(0) = 1 et [0 k?(2)dz < cc.
Nous concluons cette section en donnant les définitions des noyaux que nous étudierons

par la suite. Pour plus de détails sur les différents noyaux, on peut consulter Priestley (1981a,
19815).

1 silz| <1,
Noyau tronqué: k(z) = st Jel <
0 sinon,
1= i <1
Bartlett: kiz} = 2| st el <1,
0 sinon,
Daniell: k(z) = s1n7£;rz)7
1—6(mz/6)% + 6|mz/6[> si|z| < 3/m,
Parzen: k(zy=+< 21 —{=]}® si3/m < |z| <6/,
0 sinon,

in(mw+/5/3
Bartlett-Priestley: k(z) = 9. ssintey'o) z)—cos(7r 5/3z)}.
z

Ay

3.2.1. Théoréme central limite pour les différences de martingales

Afin de démontrer le résultat de normalité asymptotique de la section 3.4, nous ferons ap-
pel a un théoréme central limite pour les différences de martingale. On retrouve les définitions
utiles et ce genre de résultats dans Brown (1971), White (1984) et Hamilton (1994).

Considérons le processus Y = {Y; : t € Z} tel que E(Y;) = 0,Vt. Soit {F¢,t € N} une

suite croissante de o-algébres, F; C Fy41 ou Y; est mesurable par rapport a F;. Alors si
E(Y't|]:t—1) =0, =2)37"' )

Y est dite une différence de martingales.
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Plusieurs théorémes limites sont disponibles lorsque nous sommes en présence de diffé-

rences de martingales. Nous allons utiliser le théoréme de Brown (1971).

Théoréme 1 (Brown, 1971). Soit Y une différence de martingales. Posons

n
Vn2 = Zo?,

i=1
sn = E(VD),

ot 012- = E(Yj?|.7:j_1). Si V252 —p 1 et si la condition de Lindeberg suivante est satisfaite

n
72y E[YZI(|Yj] 2 esq)] = 0, Ve >0,
i=1

ot I(A) désigne la fonction indicatrice de ’ensemble A. Alors, on a

st Y Y- N(O,1).

Jj=1
En pratique, la condition de Lyapounov suivante est plus facile & vérifier et implique la

condition de Lindeberg
n
.5,;2_6 Z E(D{HQ-HS) —5 T
j=1

Pour pour de détails sur les conditions de Lindeberg et de Lyapounov, on peut consulter Shi-
ryaev (1995, p. 332). Pour des théorémes limites sur les différences de martingales avec des

conditions légérement différentes, voir par exemple White (1984) et Hamilton (1994).

3.3. ESTIMATION PAR LES MOINDRES CARRES CALCULABLES

Nous allons dans cette section décrire la méthode d’estimation des moindres carrés cal-
culables pour estimer les paramétres d’un modéle VARX(r,s) écrit sous sa forme réduite. Le
traitement de cette section est décrit dans Liitkepohl (1993, Chap. 10) et est inclus ici dans
un soucis de clarté pour la suite.

Posons A = (A, Ag,...,A;), V = (V,Va,..., V), Y, = (W}...yi_,1), Xt =
(z}...x}j_,.,), Y et X; sont de dimension dr x 1 et ms x 1, respectivement. On peut alors

écrire le modéle (3.3) sous la forme

Y, = AYt_l + VXt_l ot V():Bt + uy.
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Sion pose Y = (¥1,Yq,--- ,Yy,) €t U = (u1,u2,... ,u,) des matrices de dimension d X n, et

si nous posons

Y Y -+ Yo
Z=| Xy X1 - Xn
x b i) m— Ty

une matrice de dimension (dr + ms 4+ m) X n, on peut alors écrire le modele sous la forme
Y=(AV,Vy)Z+U. (3.7)

Si on suppose que les contraintes sur les paramétres satisfont 8 = vec(A,V,Vq) = Ry,

alors on peut écrire en vectorisant (3.7)
Y=(Z'®@I;)Ry+U. (3.8)

o Y = vec(Y) et U = vec(U) et en utilisant la relation bien connue vec(AX B) = (B' ®
A)vec(X). il n'y a aucune contrainte, alors R est la matrice identité. Le contexte avec des
contraintes linéaires sur les paramétres est légérement plus général et permet une utilisation
simple de I’estimation des moindres carrés. De ce point de vue il est d’intérét en soi. Cependant,
d’un point de vue économique, il peut également y avoir des situations ol des contraintes
linéaires a priori sont connues sur les paramétres. Par exemple Liitkepohl (1993, Chap. 5)
fait un traitement détaillé de lestimation des modéles VAR avec des contraintes linéaires.
Finalement, I'estimation avec des contraintes sur les paramétres peut étre utile lorsque certains
d’entre eux sont fixés & zéro afin d’obtenir par exemple des modéles plus parcimonieux. Ceci
est illustré dans I'application de la section 3.7. Si ¥, était connu, alors nous pourrions calculer

un estimateur par les moindres carrés généralisés du modéle (3.8) fournissant ainsi
4=(R(ZZE;)R)'R(Zo T ).

Puisque ’on connait rarement ¥, dans les applications, on le remplace par un estimateur
convergent afin d’obtenir un estimateur par les moindres carrés calculables. On considére alors

'estimateur ¥, obtenu suite a 'estimation par moindres carrés ordinaires du modéle (3.8):
5 i =
Y., =nUU,

ou u est tel que u = vecU et
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et
4=(R(Z'Z®I;)R)"'R(Z ® I,)).
Ainsi I'estimateur que 1’on considére est obtenu en remplacant 3, par .
§=(R(ZZ®%,; )R)'R(Z&E,)V.
Les résidus du modele (3.3) sont alors
=y, —AY 1 - VX1 - Vo,
fournissant comme estimateur de X,
%, =n100,

ot & = vecU. L’estimateur 4 est sous certaines conditions convergent et asymptotiquement
normal. Voir Liitkepohl (1993, pp. 331-332). Pour l’estimateur du vecteur 3, on pose alors
simplement ,f') = RA4 qui est aussi convergent et asymptotiquement normalement distribué.

En particulier, ’estimateur (3 satisfait la condition suivante

B—B = 0p(1/vn). (3.9)

Nous avons discuté le cas le plus simple de ’estimation des paramétres d'un modéle VARX
écrit sous sa forme réduite lorsque des contraintes linéaires sont présentes. Liitkepohl (1993,
pp. 332-333) discute d’autres aspects, tel la présence de contraintes non-linéaires dans les
paramétres, I’estimation de la forme structurelle (plutdt que la forme réduite) et le contexte
plus général des modéles VARMAX. La méthode d’estimation décrite dans cette section sera
celle utilisée dans la simulation de la section 3.6. Cependant, toute méthode d’estimation
fournissant des estimateurs satisfaisant la relation (3.9) sera suffisante pour la validité du
théoréme 2. Ainsi, on formule I’hypothése suivante:

Hypothése B: Les estimateurs du modele (3.8) sont tels que la relation (3.9) est satisfaite.

3.4. TESTS DANS LE MODELE LINEAIRE DYNAMIQUE

Pour un modéle ARX, Hong (1996a) a proposé trois classes de statistiques de type port-
manteau pour I’hypothése de bruit blanc. Son approche repose sur une comparaison a l'aide
d’une mesure de distance entre la densité spectrale sous ’hypothése nulle et un estimateur de

la densité spectrale calculé par la méthode du noyau.
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Le but de cette section est de développer une statistique de test pour I'hypothése du bruit
blanc du processus u dans le modeéle (3.3). Ainsi, les hypotheses d’intérét peuvent se formuler

comme
Hy: T, (j) = 0,V5 # 0, versus

Hi: T (j) # 0,pour un certain j # 0 .
Reformulée 4 l'aide de la densité spectrale, I’hypothése Hy est équivalente & f (w) = folw),

Vw € [-m, 7], ot fo(w) = T'u(0)/(27), pour w € [—m,m].

Considérons une mesure de divergence pour deux densités spectrales multivariées fi. Fa2s
telle que D(f1;f2) = 0 et D(f1;f2) = 0 si et seulement si f; = f5. On construira alors
notre test de Hg en s’inspirant de la quantité D(}'n; fo), ou ]"n est donné par (3.5). La norme

que l'on va considérer est la norme quadratique suivante

QR(f1i: f2) = 27?/ vec[f; — F2)Tu(0) ™! ® Ty (0) " tvec[fy — foldw,

-

= B / " (- P TN O)(Fr — £2)T5 (0)]dw,

-7

= o [Tl O(F - £ T O — 2l (3.10)

-7

o f* = 5", F étant la conjuguée de f. La seconde identité a &té obtenue par le théoréme
16.2.2 dans Harville (1997).

On peut motiver cette mesure de distance de la maniére suivante. Pour w fixé,

Q2(F1; F2) = vec(F1(w) — F2(w))* (Tu(0) ™! ® T (0) " vee(f1(w) — f2(w))

est une mesure standardisée entre les densités spectrales f; et f, évaluées a la fréquence w.
Nous avons alors que (3.10) est simplement une mesure intégrée sur Pensemble des fréquence
[—m, 7]

1l est intéressant de noter que Q?(f; fy) peut s’écrire alternativement en terme de la

fonction d’autocovariance, comme montré dans le résultat suivant:

Proposition 1. Considérons la mesure de distance Q*(f; fo) donnée par (3.10), ou f est

donné dans Uezpression (3.4) et fo = T'w(0)/(27). Nous avons alors que

Q¥(f; Fo) =2 > tr[Tu(A)Tw(0) 'Tu(R)Tw(0) "], (3.11)

h=1
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DEMONSTRATION. En reprenant les détails menant a la formule (3.10), nous pouvons écrire
Q2 (f; fo) avec laide de la trace:

Q%(£; fo) = [T (0)(F () — Fo(w))TZ (O)(f (W) = Folw))]-

Puisque I', (0) est définie positive, nous pouvons trouver une matrice L telle que r l(0)=LL

et alors nous pouvons écrire

QL(fi fo) = tl(L'(f(w) = FoW) L)L (f(w) — Folw)L));
= trl(fy — Lo/ (2m))(F 1 — La/ (27))7],

ou A* dénote la conjuguée transposée de la matrice A4, et f; = L'f L. En intégrant Q:(f; fo)

entre —7 et w, on trouve que

Q*(f; fo)

2 [ QUi fo)dw,

= 3 aCu(WTu(0) ' Tu(h)Tu(0)7] — d,

h=—-o
= 2itr[I‘u(h)I‘u(O)—lI‘u(h)’I‘u(O)”l].
h=1
O

Ainsi, Q? est une mesure globale tenant compte de 1'ensemble des délais. En refaisant le

méme genre de calcul, on montre que lorsque I'on remplace f par }n, on obtient

QFaifo) = Y. K/p)u(CiH)TTH0)Ca()T3 (0)) — 26T, (0)C5(0)] +d,
i<in-1|
n—1
= 23 K(i/pn)tr[C ()T (0)Cals)T5 (0)] +
g=1
tr[C%(0)T5 1(0)Ca ()T (0)] — 2tr[T (0)C5(0)] + d,

n—1
= 23 K2(i/pn)tr[CL()CFH (0)Cali) O3 (0)] + 0p (VP /),
=1

ce résultat se déduisant facilement des relations (3.34) et (3.36) dans la section 3.8. Le test
proposé est essentiellement une version standardisée de QQ(}'H; fo), donné par

_n¥ic L E2(5/pa)tr[C4(7)C 3 H(0)Ca()C 7 (0)] — d° M (k)
242V, (k)

(3.12)

n
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ou M, (k) et V;(k) sont donnés par (3.1) et (3.2). En effet, on constate que I'on a la relation
suivante:

o _ 3@ (i fo) — EMalk)
T RE]A

+ o0p(1). (3.13)

Notons que Hong (1996a) discute de statistiques ou I'on remplace dans la statistique (3.12)
les valeurs My, (k) et Vi, (k) par p,M(k) et p,V (k), respectivement, ol M) = [° k%(z)dz
et V(k) = f0°° k*(z)dz. En effet, avec p, — 00, pn/n — 0, il est possible de montrer sous
certaines conditions sur le noyau et sur pn, que p;, ' Vi(k) — V(k) et p, My (k) = M(k) +
o(p;1/2). Voir Hong (19964, p. 840). En particulier, My (k) = O(pn) et Vo (k) = O(py). Ainsi,
ces changements n’affectent pas la distribution asymptotique. Ces remplacements peuvent
offrir de légers avantages de calcul de la statistique de test, et potentiellement une meilleure
approximation en échantillons finis.

La statistique portmanteau multivariée de Hosking (1980) peut étre interprétée comme
un test basé sur T}, & des facteurs de normalisation prés, utilisant le périodogramme tronqué.

Elle est obtenue selon la formule suivante
M
P=n) t[C;()CFH0)Ca()C7 (0],
=1

oit M est une constante fixée correspondant au nombre de délais tenu en compte dans la
statistique. Cette statistique a été étudiée notamment dans Chitturi (1974) dans les modeles
VAR, et étendue aux modeéles VARMA par Hosking (1980). Cette statistique est discutée
également dans Liitkepohl (1993).

Ceci nous améne au théoréme 2:

Théoréme 2. Sous Uhypothése que le processus y est VAR(r, s) tel que défini dans la défini-
tion 1 et que les hypothéses A et B sont satisfaites, p, — oo et pn/n — 0, alors la statistique

T, définie par (3.12) converge en loi vers une normale centrée réduite, ¢’est-a-dire que
T, =1 N(0,1).

Nous allons donner ici seulement les deux grandes étapes de la preuve. La preuve détaillee
se retrouve dans I'appendice. La démonstration respecte les deux mémes grandes étapes que
Hong (1996a). On commence par montrer la normalité asymptotique d’une pseudo-statistique
ayant la méme forme que T, mais construite avec l’aide du bruit blanc indépendant u inob-

servable.



68

Etape 1.

n Y721 K2(5/pa)tr[C 1 (0)Cu()C1 H (0)C ()] — d*Ma (k)
\/2d2V, (k)

Nous montrons ’étape 1 en utilisant le théoréme 1. Notons que ce résultat est établi sans

—1 N(0,1). (3.14)

I'intervention d’aucun modéle.

On fait intervenir les données observées et le modéle dans la seconde étape.

Etape 2.

n—1
3R (i/p){tr[C(0)Cu(5) O3 (0)CLL ()] -
1=1

tr[C;1(0)Ca(i)C3  (0)CL(} = op(V/Pa/n)- (3.15)

Ainsi, on montre essentiellement que la différence entre T, et la version reposant sur le

processus inobservable u est 0p(1).

3.5. PUISSANCE DU TEST DE HONG

Dans le contexte des modeles ARX, Hong (1996a) a étudié la puissance asymptotique
des tests qu’il propose. L’analyse lui a permis de conclure (entre autres) que ses tests sont
convergents. Cependant, lorsqu’un test est convergent, sa puissance asymptotique tend vers un
lorsque le nombre d’observations tend vers 'infini. Un objectif étant précisément de proposer
des tests offrant de bonnes propriétés de puissance avec un noyau adéquatement choisi, on
doit trouver une facon de comparer les puissances asymptotiques en fonction des noyaux.
Afin de réaliser cet objectif, il faut obtenir une puissance asymptotique strictement inférieure
a un. Deux types d’analyse permettent d’obtenir des puissances inférieures 4 un. La premiére
est dite analyse locale alors que la seconde est dite analyse globale. Nous allons rappeler les
résultats obtenus par Hong (1996a), et allons les étendre dans le contexte multidimensionnel.
Le but principal de cette section est d’établir la convergence des tests généralisés et aussi de

déterminer le noyau optimal.

3.5.1. Puissance asymptotique locale

L’analyse locale est aussi connue sous le nom d’analyse de Pitman (1979). Elle consiste
essentiellement & garder le niveau fixé et a considérer une suite d’hypothéses alternatives

convergeant vers I’hypothése nulle lorsque n — oo.
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Considérons les hypothéses alternatives suivantes:

Hip ¢ fon(w) = fo + ang(w),

ou fo est la densité spectrale sous I’hypothése nulle, et ou g est une fonction symeétrique,

périodique (de période 27), continue, bornée et telle que ffﬂg(w)dw = 0. En considérant

a5, = p}/ i I nl/2 il est possible de montrer que

%Qz(fn; fOn) = Mn(k)
vV 2Va(k)

ot (k) =2m [T g2(w)dw/ (2V (k)2

La puissance asymptotique est alors

a _
My, =

—r N(p(k), 1),

lim Pr(Mg, > z1-a) = 1 = ®(z1-a — u(k)), (3.16)

n—oo
ot ® est la fonction de répartition d’une loi N(0,1), et z1_q est son quantile d'ordre 1 — .
Puisque (3.16) dépend de k, on peut alors s’attendre a ce que les puissances asymptotiques
varient selon le noyau utilisé. En reprenant un raisonnement de Pitman (1979), si on suppose
que p, = cn’, pour 0 < v < 1, il est possible de calculer ’efficacité relative asymptotique du

noyau ko par rapport au noyau k;, et on peut montrer qu'elle devient
AREp(kg; k1) = [V (k1)/V (k2)]Y 7).

Ainsi, AREp(kp; k) > 2.23, ou kp est le noyau de Bartlett, et kr est le noyau tronqué. Ceci
permet d’affirmer que la puissance peut étre supérieure en adoptant un noyau autre que le
noyau tronqué.

Tl est aussi possible de maximiser la puissance (3.16) comme une fonction de k, dans la

classe
k(1) = {k(-) satisfait I’hypothése A avec E? = 12/2 > 0}, (3.17)

ou kM = lim,_0(1 — k(2))/|2|" est V'indice caractéristique de k. La classe x(7) contient les
noyaux de Daniell, Parzen et spectral quadratique. Elle exclut cependant les noyaux tronqueés,
de Bartlett et le noyau général de Tukey. En optimisant la puissance asymptotique, il est alors
possible de montrer que le noyau de Daniell est le noyau optimal dans la classe (3.17).

Dans un contexte multidimensionnel, il est naturel de considérer la suite d’hypotheéses

alternatives suivante:

Hin : fon(w) = fo + ang(w), (3.18)
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ou f, = I',(0)/(27), et g est une matrice hermitienne de dimension dxd, telle que [T g(w)dw =
0. On considére le taux a, = p,l/ 3 / n'/2. On peut alors montrer le théoréme suivant, qui est

une généralisation d’une partie d’un théoréme de Hong (1996a).

Théoréme 3. Soit } donné par (3.5) et considérons la suite d’hypothéses alternatives Hyn

données par (3.18). Sous les hypothéses A et B, pp — 00 et pn/n — 0, on a que

BQ%(F i Fon) — EMn (k)

FAAD) = N(u(k), 1),

ot p(k) = 2m [T tr[Ty(0)"Lg" (W)Tw(0) ™ g(w)ldw/[2d?V (K)]'/2.

Ainsi, la forme de la puissance asymptotique est la méme que dans le cas ARX univarié
et est donné par (3.16). Il n’y a que le numérateur de p(k) qui est différent. Cependant,
largument de Hong (19964, p. 861) pour établir son théoréme 5 s’applique intégralement,
ce qui nous permet d’affirmer que le noyau optimal est le noyau de Daniell, obtenu par la

minimisation de V(k) dans la classe (3.17).

3.5.2. Puissance asymptotique globale

Afin de comparer ses diverses classes de tests, Hong (1996a), considére une analyse de
puissance globale. Cette analyse lui permet de comparer les différents tests obtenus en choi-
sissant la métrique quadratique, la métrique de Hellinger et le test basé sur I'information
de Kullback-Leibler. Aussi, cela lui permet d’étudier la convergence des tests et le taux de
convergence vers I'infini des statistiques de test. Il considére également le calcul des pentes
asymptotiques de Bahadur (1960), permettant entre autres la comparaison des tests paramé-
triques et non paramétriques.

Pour étudier la convergence des tests sous 'hypothése alternative, considérons le modele

de régression statique

g
Y = ¢+ Z v (B)zjr + ut,
Jj=1
ot les vU)(B) sont des polynomes en B. Ainsi, c’est un modéle ARX mais avec une absence de
retards de la variable y; parmi les variables explicatives. On aura alors dans les développements
que l'estimateur des moindres carrés des parameétres du modéle de régression statique est

convergent sous I’hypothése alternative, méme s’il est inefficace. Supposons que le processus
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{ug,t € Z} est tel que 3" p?(j) < oo, avec la structure de dépendance suivante
SONTS IRt t it 4 gt +1)] < 0.
iog

Sous I'’hypotheése alternative, il est possible de montrer que

1/2
£ P Min = 5 Q (f; Fo)/12V ()2,

Nous allons nous attarder a généraliser ce théoréme pour les modéles VARX. Dans cette

perspective, nous considérons le modele VARX statique suivant:
y,=c+V(B)x;+u,t € Z. (3.19)

Les hypothéses sur le processus sont regroupées dans 'hypothése C.
Hypothése C: Supposons alors que la structure de dépendance du processus u soit telle que

2l )||? < oo et supposons que les cumulants satisfont la condition
S lspars(tst + iyt + 5,2 +1)] < 0,
i1

ol pyg, 8 E41,. .. d}.

Nous pouvons alors montrer le résultat suivant:
Théoréme 4. Considérons le modele (3.19). Soit T, donnée dans l’équation (3.12). Sup-
posons aussi que les hypothéses A et B sont satisfaites, que p, — oo et pn/n — 0. Sous
Uhypothése alternative Hy : T'y(j) # 0, pour un certain j # 0, supposant que la structure de
dépendance est telle que décrite dans Uhypothése C, nous avons alors

1/2
o T, Q (f; £o)/[2d2V (k)]'/2,

ot f est la densité spectrale donnée par (3.4).

Ainsi, a la lumiére du théoréme 4, nous pouvons conclure que le test basé sur (3.12) est
convergent. Le taux auquel la statistique (3.12) diverge a l'infini est donné par n/./pr. Ainsi,
si p, tend plus lentement vers linfini, nous aurons que (3.12) tendra plus rapidement vers

l'infini, et cela résultera en un test plus puissant. Voir aussi Hong (1996a, p. 847).
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3.6. SIMULATIONS

Nous avons proposé dans la section 3.4 une statistique pour tester I'hypothése d’absence
de corrélation dans le terme d’erreur d'un modéle VARX. Cette statistique généralise au
cas multivarié la démarche de Hong (1996a). De plus, la statistique proposée généralise la
statistique portmanteau de Hosking (1980) pour cette classe de modéles.

La statistique de test posséde une distribution asymptotique normale. On se propose dans
cette section d’étudier par simulation le comportement des distributions exactes de la statis-
tique pour différents noyaux et de les comparer a la distribution asymptotique normale, lorsque
les observations proviennent d’un modéle VARX. A cette fin, nous avons calculé les niveaux
empiriques sous ’hypotheése nulle Hy : I'(j) = 0, Vj # 0, lorsque nous utilisons les quantiles
issus de la théorie asymptotique. Nous avons utilisé les niveaux nominaux 1%, 5%, 10%, qui
sont largement utilisés en pratique. Afin d’évaluer l'influence sur les résultats de la longueur
de la série chronologique, nous avons généré pour I'étude de niveau 10000 réalisations de séries
de longueur n = 50, 100,200. Les écarts type (en pourcentage) correspondant a 10000 réalisa-
tions pour les trois niveaux 1%, 5%, 10% sont respectivement 0.099, 0.218 et 0.300. Les zones
de non-rejet de 'hypothése nulle "Hp : niveau est o (en pourcentage)’ au niveau 5% (notée

NRS5) et au niveau 1% (notée NR1) sont données dans le tableau 3.1.

TABLEAU 3.1. Zones de non-rejet (en pourcentage) de "Ho : niveau est o (en pourcentage)’, basées

sur 10000 réalisations.

a| NR5 NR1

1| [0.8,12] [0.7,1.3]
5| [4.6,5.4] [4.4,5.6]
10 | [9.4, 10.6] [9.2, 10.8]

Nous avons également évalué par simulation la puissance des nouveaux tests. Nous avons
ainsi généré des observations selon un modéle VARX, mais avec un terme d’erreur qui n'est
pas un bruit blanc. Pour I’étude de puissance, nous avons généré 2000 réalisations des pro-
cessus. Dans un premier temps, nous avons calculé les taux de rejets de 'hypothése nulle
en utilisant les valeurs critiques asymptotiques. Cependant, puisque les niveaux exacts sont
différents des niveaux nominaux, risquant de fausser les comparaisons, nous avons également
utilisé les 10000 réalisations de I’étude de niveau afin de calculer les valeurs critiques exactes

des tests. Ceci a permis de calculer les puissances utilisant les points critiques empiriques.
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3.6.1. Choix des modéles

Afin d’évaluer la performance de la statistique avec différents noyaux, nous avons géneré

des observations selon le modéle suivant:

y, = c+ My, + Voze + Vize1 + as, (3.20)

ol &; = P71 + by et by est iid N,(0,2}). Nous avons considéré deux situations pour le
terme d’erreur a¢, & savoir
a) ay= ey

b) a;=e;— Osei_1,
ol e; est un bruit blanc indépendant N2(0, 3.). Les parameétres choisis sont

-0.5 0.5 0.0 0.3 0.7 0.0 -1.5 1.2
A= , Vo= 5 Vi= ] @, = )
-14 -0.2 0.1 06 0.0 0.0 -0.9 0.5
0.186 0.046 3.0 1.0 0.7 1.0 0.5
©; = " c= . 3o = y 2= )
0.0 0.02 2.0 0.75 1.0 05 1.0
La situation a) permet d’évaluer le niveau des tests, alors que le cas b) permet de consi-
dérer des situations ol a; n’est pas un bruit blanc, et ainsi nous permet d’évaluer la puis-

sance. Le paramétre § permet de faire varier la dépendance dans a;. Nous avons considéré

= 0.75,1.00,1.25. En effet, la fonction d’autocovariance I', est donnée par

T, +0:;2,05 j=0,
To(j) =4 —©sZa i=1,
0 45 1.
Afin d’illustrer la procédure d’estimation de la section 3.3 avec des contraintes linéaires
sur les paramétres, IOUS avons supposé que les paramétres nuls dans les matrices Voet Vi
étaient connus. Ainsi, ces valeurs ont été fixées a 0 durant la simulation. Afin de calculer
les estimateurs des moindres carrés dans ce modele, il suffisait de choisir judicieusement la
matrice R de la section 3.3.
Pour le modéle (3.20), 10000 réalisations de taille n sont générées. Une réalisation de taille
n est obtenue en supposant que le processus conjoint 2; = (y},x}) est VARMA gaussien. Afin
de s’assurer que la structure de corrélation pour les valeurs initiales de la série z; et le reste
des observations est la méme, z; est générée suivant une distribution gaussienne centrée de
covariance T';(0) obtenue & 1'aide de l'algorithme de Ansley (1980).
Les statistiques Ty, reposent sur le choix d’un noyau. Nous considérons le noyau quadra-

tique spectral (QS), le noyau de Bartlett (BAR), le noyau de Daniell (DAN), le noyau de
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Parzen (PAR) et le noyau tronqué (TR). Un paramétre & déterminer est la valeur de p,,. Nous
avons considéré pour n = 50 les choix p, = 4,8,10; pour n = 100 les valeurs p, = 5,9,12
et finalement n = 200 les valeurs p, = 6,10,15. Ces taux correspondent & pn, = [log(n)],
pn = [3.5n%2] et p, = [3n%3]. Les choix des taux sont discutés dans Hong (1996a).

Une procédure de sélection automatique de pn est souhaitable. Dans un contexte uni-
dimensionnel, Hong (1996a) a utilisé la procédure de Beltrao et Bloomfield (1987) et de
Robinson (1991). Cette derniére est une procédure de validation croisee. Elle est basée sur la
minimisation d’un critére de pseudo-log-vraisemblance. Les résultats de Beltrao et Bloomfield
(1987) se situent dans le cas gaussien, alors que Robinson (1991) a étendu considérablement
I'approche au cas non-gaussien. Il est alors montré que le choix de p, est convergent pour un
choix de largeur de fenétre optimale sous une certaine erreur quadratique moyenne intégrée,
cette derniére mesurant l’ajustement entre I’estimateur de la densité spectrale et la densité
spectrale théorique. Voir Robinson (1991, pp. 1343-1345). Dans un contexte d’estimation de
la densité spectrale multidimensionnelle, les résultats disponibles sont a notre connaissance
beaucoup plus rares. Cependant, Robinson (1991, p. 1346) discute I'extension de ses résul-
tats dans ce contexte, et offre plusieurs solutions pratiques. Pour notre étude de simulation,
nous avons minimisé 1’analogue multivarié discuté dans Robinson (1991), et qui en donne une
justification heuristique. Plus précisément, nous avons minimisé par rapport & m la pseudo-
log-vraisemblance )37, [log detj‘z)(kj) + tr{I(/\j)}Z)()\j)_l}], on A; = 2mj/n, }E’;)() étant
un estimateur de la densité spectrale basé sur le périodogramme lissé de type leave-two-out et
I(-) étant le périodogramme. Pour l'optimisation, nous avons considéré la palette de valeurs

m=23,...,20.

3.6.2. Discussion de I’étude de niveau

Les résultats de I’étude de niveau se retrouvent dans le tableau 3.2. On note que pour des
séries de taille n = 50, nous obtenons des résultats trés moyens pour les niveaux 1% et 5%,
mais que dans l'ensemble les résultats sont trés bons pour le niveau 10%, lorsque le noyau
est autre que le noyau tronqué. Ainsi, on constate que les niveaux observés sont nettement a
'extérieur des zones de non-rejet NR1, avec un sur-rejet marqué. Cependant, pour le niveau
10%, les niveaux empiriques observés se situent trés pres des zones de non-rejet NR1, et pour
pn = 4 se situent dans les zones de non-rejet NRS5, lorsque le noyau est autre que le noyau
tronqué. La procédure de validation croisée ici semble fournir des sur-rejets pour les trois

niveaux nominaux.



TaBLEAU 3.2. Niveauz en pourcentage de la statistique de Hong multivariée avec le modéle donné

dans la formule 3.20

a=1% a=5% a=10%

Pn QS BAR DAN PAR TR|[QS BAR DAN PAR TR| QS BAR DAN PAR TR
24 925 24 24 24|65 65 66 66 65|102 101 102 103 11.0
23 25 24 24 28|68 67 68 69 74|109 109 111 111 123
10 25 24 26 26 3070 69 68 72 80113 111 114 11.6 124
cv 20 32 29 28 ND|73 77 72 72 ND|11l5 122 11.6 115 ND

Pn QS BAR DAN PAR TR |QS BAR DAN PAR TR| QS BAR DAN PAR TR
5 22 22 22 21 21|57 57 57 57 57(96 94 96 96 98
9 22 22 22 23 22{56 56 55 57 61]97 97 96 95 101
12 22 22 23 22 22|58 57 59 59 63(99 97 99 101 105
Ccv 27 30 27 27 ND|67 75 66 71 ND|108 11.9 107 11.6 ND
n =200
Pn QS BAR DAN PAR TR |QS BAR DAN PAR TR | QS BAR DAN PAR TR
6 21 23 21 21 18|53 54 52 52 51|86 87 85 85 9.0
10 18 18 19 19 17|51 54 52 51 53|88 87 88 87 92
15 18 18 18 17 19|52 50 53 53 58|88 86 88 89 98
cv 20 34 28 30 ND|67 77 65 74 ND|106 116 103 11.8 ND

Leffet de la taille de la série semble jouer un réle non-négligeable. Ainsi, pour n = 100,
nous observons de meilleurs résultats pour les niveaux 5% et 10%. Un léger sur-rejet est
observé pour le niveau 5%. Les niveaux observés sont soient & I'intérieur des zones de non-
rejet NR1, ou trés prés de ces intervalles. Le niveau 10% est quant & lui trés bien controlé.
On observe de meilleurs niveaux avec une grande valeur de py, et tous les niveaux sont dans
les zones de non-rejet NR5. La procédure de validation croisée fait raisonnablement bien,
particuliérement pour les noyaux QS et de Daniell.

Pour n = 200, nous obtenons de trés bons résultats pour les niveaux 5%. Ainsi, pour les
trois valeurs de p,, les niveaux observés se situent a l'intérieur des zones NR5. Nous obtenons
cependant une légeére sous-estimation pour les niveaux 10%. La procédure de validation croisée
indique un sur-rejet pour le niveau 5%, mais fonctionne raisonnablement bien pour le niveau

10%.
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3.6.3. Discussion de I’étude de puissance

Lorsque le terme d’erreur satisfait a; = e; — ®se;—;, pour § = 0.75,1.00,1.25 nous
sommes alors dans des situations oti le terme d’erreur n’est pas un bruit blanc. Plus ¢ est
élevé, plus la dépendance est forte et plus le test semble avoir de la facilité a la détecter,
comme en font foi les tableaux 3.3, 3.4 et 3.5. Nous avons calculé la puissance en utilisant
les points critiques asymptotiques ainsi que les points critiques exacts obtenus de 1'étude de
niveau. Les puissances basées sur les points critiques empiriques sont entre parenthéses.

Les résultats des tableaux 3.3, 3.4 et 3.5 montrent que les puissances se comportent es-
sentiellement de la méme maniére, pour un noyau et une valeur de p, donnés, lorsque le noyau
est autre que le noyau tronqué. Les résultats pour les noyaux DAN, PAR et QS sont plutét
similaires. Lorsque p, est fixé, et surtout pour n = 100 et n = 200, il semble que le noyau
de DAN soit légérement supérieur. Plus particuliérement, DAN et QS se comportent essen-
tiellement de la méme facon, et semblent légérement plus puissants que PAR. Ce phénomeéne
semble perceptible tant en utilisant les quantiles asymptotiques qu’empiriques. Les conclu-
sions ne sont pas les mémes lorsque la procédure de validation croisée est utilisée, ol le noyau
QS semble étre plus puissant que DAN et PAR. Le noyau BAR semble plus puissant que les
autres, ce qui n’est pas en désaccord avec I'affirmation entourant ’optimalité du noyau DAN,
puisque le noyau BAR ne remplit pas les conditions du théoréme. Ceci est en accord avec les
analyses de Hong (1996a).

Les résultats basés sur les quantiles empiriques et asymptotiques différent de maniére
notable pour les niveaux 1% pour n = 50. Les résultats sont plus similaires pour les niveaux
5% et 10%, et les résultats s’améliorent lorsque n = 100 et sont satisfaisants lorsque n = 200.

Puisque la dépendance du terme d’erreur est d’ordre un, il semble intuitivement raison-
nable que les tests accordant beaucoup d’importance aux petits délais seront plus puissants
que ceux prenant en compte inefficacement un grand nombre de délais. C’est confirmé dans
notre étude, puisque nous remarquons qu’une valeur de p, plus faible semble fournir des
puissances plus élevées. La procédure de validation croisée semble trés bien fonctionner ici,
puisque les puissances obtenues sont plus élevées. Il ressort que le noyau tronqué est celui pour
lequel on obtient la puissance la plus faible. Ainsi, un choix autre que le noyau tronqué est
approprié. La validation croisée de Robinson (1991) semble fournir ici de trés bons résultats,

fournissant une sorte de compromis entre les erreurs de type I et de type II.



TaBLEAU 3.3. Puissance en pourcentage basée sur les quantiles asymptotiques (empiriques) lorsque

§ =075
a=1% a=5% a =10%
n = 50
Pn QS BAR DAN PAR TR| QS BAR DAN PAR TR | QS BAR DAN PAR TR
4 71 74 70 63 43143 148 144 137 9.7 | 208 211 210 200 163
(3.6) (3.6) (3.4) (3.6) (2.1)[(11.6) (12.1) (11.5) (11.4) (7.6) [(20.6) (21.0) (20.6) (19.8) (15.1)
8 53 55 53 52 44115 120 116 11.0 107|173 184 170 178 16.7
(2.8) (3.1) (2.7) (2.6) (1.7)[(9.0) (9.2) (9.0) (8.6) (7.4)(15.9) (16.7) (15.5) (15.6) (13.5)
10 50 54 51 50 44109 114 108 107 106|175 184 176 176 16.2
(2.6) (2.9) (2.6) (2.0) (1.7){(8.4) (8.7) (84) (8.5) (6.8)|(15.2) (16.6) (15.2) (15.0) (13.6)
cv 84 88 82 64 ND|16.8 176 164 161 ND [23.1 243 231 229 ND
(3.8) (3.4) (3.6) (3.0) ND |(12.6) (12.9) (12.6) (12.1) ND |[(20.6) (20.5) (21.2) (20.2) ND
n = 100
Pn QS BAR DAN PAR TR | QS BAR DAN PAR TR | QS BAR DAN PAR TR
5 13.9 147 138 129 7.1 (255 27.1 255 244 154338 355 341 325 218
(8.2) (8.8) (8.3) (7.8) (3.5)|(23.8) (25.2) (24.2) (23.2) (14.1)|(34.7) (36.3) (34.8) (33.1) (22.2)
9 100 113 10.2 96 6.1(19.3 220 193 186 129|270 295 272 264 204
(5.9) (6.7) (5.9) (5.3) (2.7){(17.7) (20.2) (17.9) (17.5) (11.0)|(27.9) (30.4) (27.9) (27.2) (20.0)
12 87 105 87 86 53|175 193 178 168 125238 278 241 230 187
(4.2) (5.6) (4.1) (3.7) (2.9){(16.3) (18.1) (16.2) (15.5) (10.3){(24.0) (28.2) (24.2) (22.9) (17.9)
CV {200 208 189 169 ND|332 346 314 308 ND |421 435 404 40.8 ND
(10.4) (10.0) (9.7) (8.4) ND [(28.9) (27.6) (27.4) (25.1) ND |(40.5) (40.1) (38.9) (37.6) ND
n = 200
Pn QS BAR DAN PAR TR!| QS BAR DAN PAR TR | QS BAR DAN PAR TR
6 32.7 36.3 331 31.2 134|492 528 49.9 474 268|588 620 59.0 57.0 359
(22.3) (24.5) (22.1) (20.6) (9.7)|(48.5) (51.5) (48.8) (46.0) (26.5)|(61.7) (64.8) (61.7) (60.1) (37.8)
10 219 27.0 222 209 9.3|388 440 389 365 20.8|483 53.0 486 462 300
(15.9) (19.5) (15.4) (15.4) (6.2)|(38.1) (42.7) (38.2) (36.3) (20.3)(51.3) (56.3) (51.1) (49.0) (31.3)
15 16.6 214 169 156 7.6 (305 36.5 30.8 294 183403 463 406 388 260
(11.6) (14.9) (11.5) (10.7) (5.0)[(30.1) (36.5) (30.0) (28.4) (16.4)}(42.6) (48.9) (42.9) (41.4) (26.4)
CV (465 500 43.0 419 ND|62.1 649 600 60.0 ND |69.2 720 679 70.6 ND

(29.8) (29.9) (27.4) (24.9) ND

(56.7) (57.5) (54.2) (51.9) ND

(68.5) (69.7) (67.4) (66.7) ND

77



TABLEAU 3.4. Puissance en pourcentage basée sur les quantiles asymptotiques
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(empiriques) lorsque

6=1.0
a=1% a=5% a=10%
n = 50
Pn QS BAR DAN PAR TR | QS BAR DAN PAR TR | QS BAR DAN PAR TR
4 117 120 119 109 56 |223 225 222 214 141}294 300 30.0 288 215
(6.3) (6.3) (6.2) (5.9) (3.2)|(18.7) (19.1) (18.9) (17.7) (10.9){(29.0) (30.0) (29.5) (28.4) (19.6)
8 77 87 79 77 60 |160 179 161 159 133|250 27.0 25.0 240 200
(4.3) (5.3) (4.0) (3.8) (2.4) (13.5) (14.4) (13.5) (12.3) (9.5) (23.7) (25.1) (23.5) (22.1) (17.0)
10 74 81 74 70 6.0 (155 168 158 151 13.0|23.6 252 234 228 19.0
(3.7) (4.6) (3.6) (3.4) (2.5) (12.1) (18.0) (12.2) (11.6) (9.0) (20.6) (23.6) (20.7) (20.3) (16.5)
cv | 140 150 135 124 ND |254 27.2 247 246 ND 34.1 351 336 335 ND
(6.7) (6.3) (6.7) (5.4) ND (19.4) (19.4) (19.4) (19.1) ND (31.6) (31.2) (31.0) (30.3) ND
n = 100
Pr QS BAR DAN PAR TR | QS BAR DAN PAR TR | QS BAR DAN PAR TR
5 977 30.3 282 260 125|433 450 436 41.6 242526 54.7 52.6 b50.5 32.8
(18.7) (20.4) (18.6) (17.5) (7.1) (41.2) (43.4) (41.5) (40.0) (22.2) (53.6) (55.6) (53.8) (51.4) (33.1)
9 180 222 189 178 9.5 |329 376 332 31.2 201431 473 43.1 416 277
(11.9) (14.5) (11.9) (10.8) (4.8) (30.2) (34.9) (30.7) (29.1) (16.9) (43.8) (47.7) (44.2) (42.4) (27.5)
12 15.8 19.2 161 14.7 83 |285 327 287 271 179 (378 435 37.6 361 252
(9.0) (11.7) (8.9) (8.0) (4.5) (25.9) (31.1) (25.7) (24.3) (15.2) (37.9) (43.8) (37.7) (36.1) (24.7)
cv | 387 397 362 319 ND |522 539 51.0 49.0 ND {611 623 60.1 605 ND
(23.6) (22.5) (22.4) (18.7) ND (48.5) (47.5) (47.3) (43.4) ND (59.6) (59.7) (58.7) (57.0) ND
n = 200
Pn QS BAR DAN PAR TR | QS BAR DAN PAR TR | QS BAR DAN PAR TR
6 63.5 67.6 63.8 61.3 30.0|77.2 80.1 774 754 477|839 86.4 84.1 824 588
(53.4) (55.8) (52.7) (49.7) (21.9) (76.4) (79.1) (76.4) (74.5) (47.4) (86.1) (88.0) (86.5) (84.5) (61.3)
10 482 56.3 488 452 20.7|66.2 717 665 634 377|743 79.6 745 722 46.8
(38.5) (46.1) (37.6) (36.6) (15.3) (65.7) (70.3) (65.6) (63.4) (36.6) (76.8) (81.7) (76.8) (74.5) (49.0)
15 362 453 36.8 33.8 167|545 63.7 550 522 311|651 72.7 65.6 631 42.1
(28.9) (37.0) (29.0) (27.1) (11.9) (53.9) (63.6) (53.4) (51.4) (28.2) (68.1) (74.9) (67.9) (65.6) (42.6)
cv | 769 791 749 720 ND [875 894 848 855 ND | 90.8 92.7 89.8 914 ND

(62.7) (62.6) (60.5) (55.5) ND

(83.8) (84.1) (81.4) (79.6) ND

(90.7) (91.4) (89.6) (89.7) ND




79

TABLEAU 3.5. Puissance en pourcentage basée sur les quantiles asymplotiques (empiriques) lorsque

d =125

a=1%

5%

a=10%

10

cv

QS BAR DAN PAR TR
186 189 188 173 82
(10.8) (11.2) (10.6) (10.2) (4.4)

118 135 121 109 7.9
(6.6) (7.9) (61) (5.7) (3.4)
10.7 119 10.8 105 8.1

(5.5) (6.8) (5.6) (5.2) (3.6)
222 235 209 19.3 ND
(12.4) (11.6) (11.6) (9.5) ND

QS BAR DAN PAR TR
317 322 317 305 19.5
(27.3) (28.5) (28.0) (26.0) (16.4)
942 272 240 231 16.6
(19.6) (22.1) (19.6) (18.3) (12.0)
221 250 21.8 208 16.5
(17.3) (19.8) (17.4) (16.2) (11.2)
37.3 382 362 348 ND
(30.1) (30.2) (29.6) (28.4) ND

QS BAR DAN PAR TR
414 420 417 398 283
(41.1) (41.9) (41.2) (39.1) (25.8)
341 363 341 332 23.2
(32.3) (34.2) (32.2) (30.3) (20.5)
31.7 346 320 309 229
(28.7) (32.3) (28.6) (27.3) (19.1)
45.9 47.8 457 447 ND
(43.2) (43.0) (42.7) (40.3) ND

n = 100
Pn

12

Ccv

QS BAR DAN PAR TR
467 49.3 47.2 437 21.2
(34.7) (37.7) (34.6) (32.0) (13.0)
321 388 326 304 149
(22.2) (26.4) (22.0) (20.6) (8.5)
26.3 33.0 269 248 133
(16.7) (21.9) (16.9) (14.6) (7.0)
58.3 59.7 568 50.7 ND
(43.1) (42.2) (40.3) (34.8) ND

QS BAR DAN PAR TR
642 66.2 641 61.7 364
(61.5) (64.0) (61.9) (59.7) (33.1)
49.7 558 50.0 478 28.2
(46.9) (53.1) (47.9) (45.2) (25.3)
43.3 502 438 418 25.0
(40.7) (47.4) (40.2) (38.5) (22.0)
727 742 716 69.4 ND
(68.4) (66.8) (66.9) (63.0) ND

QS BAR DAN PAR TR
724 735 723 70.6 47.9
(72.9) (74.6) (72.9) (71.4) (48.5)
60.7 66.1 61.1 587 38.0
(61.6) (67.0) (62.0) (59.5) (37.8)
53.8 612 54.7 524 36.6
(54.1) (62.0) (54.7) (52.2) (34.8)
80.2 81.7 79.0 787 ND
(78.7) (78.8) (78.0) (76.1) ND

n = 200
Dn

Ccv

QS BAR DAN PAR TR
87.7 90.5 881 863 52.7
(80.3) (82.7) (79.9) (77.4) (42.6)
75.6 827 758 73.3 383
(66.3) (74.0) (65.7) (63.5) (31.3)
62.7 734 62.9 59.4 295
(54.0) (64.3) (53.5) (50.8) (22.5)
937 949 920 923 ND
(87.6) (87.4) (85.5) (82.8) ND

QS BAR DAN PAR TR
944 956 945 939 725

87.8 91.7 879 858 573

78.5 858 787 76.7 49.1

974 979 971 965 ND
(96.4) (96.8) (96.0) (94.9) ND

(94.2) (95.2) (94.4) (93.5) (72.3)

(87.5) (91.1) (87.6) (85.8) (56.3)

(78.1) (85.8) (78.1) (75.9) (45.5)

QS BAR DAN PAR TR
96.4 97.3 96.6 96.0 808
(97.1) (97.9) (97.3) (96.5) (82.4)
92.1 95.0 92.3 90.8 68.6
(93.1) (95.5) (93.3) (92.0) (70.0)
85.9 91.2 85.7 838 61.0
(87.1) (92.2) (86.9) (85.7) (61.5)
98.7 988 984 984 ND
(98.6) (98.4) (98.3) (97.8) ND




3.7. APPLICATION

Afin d’illustrer I'application du test de corrélation sérielle, nous considérons une appli-
cation provenant de la littérature en série chronologique. Cet exemple a été considéré dans

Gilbert (1993) et concerne la modélisation de variables économiques canadiennes avec un

modeéle VARX.

Gilbert (1993) considére un modéle mensuel pour modéliser I’économie canadienne. La
variable servant de variable explicative est le taux d'intérét aux 90 jours (R90). La masse
monétaire (M1), le produit intérieur brut (GDP) et I'indice des prix a la consommation (CPI)
servent de variables dépendantes. Dans cette étude, la période d’observation est de 20 ans,

allant de mars 1961 4 mars 1981. Les graphiques des variables & 1’étude se retrouvent dans la

figure 3.1.
Fic. 3.1. Les quatre variables d I’étude.
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Une analyse préliminaire des quatre séries semble indiquer qu'une transformation loga-
rithmique et une différentiation des variables dépendantes M1, GDP et CPI sont appropriées.
Une différentiation de la variable explicative R90 est aussi considérée afin que la série résul-

tante soit stationnaire. Le modéle postulé par Gilbert (1993) est

(I — A1B — A2B? — A3B®)y, = (Vo + iB + V2 B?)zy + uy, (3.21)
ou
100(1 — B) log(M1;)
y; = | 100(1 — B) log(GDP;_»)
100(1 — B) log(CP1IL)
et

Iy = (1 - B)RQOt

Les facteurs multiplicatifs pour les trois séries composant les variables dépendantes sont choisis
de telle sorte que les variances des séries soient d’un ordre de grandeur satisfaisant.

Gilbert (1993) explique les délais sur la variable GDP compte tenu de la disponibilité
de l'information de cette variable. Cependant, Vinterprétation économique que la variable
R90 influence GDP deux périodes en avance n’a peut-étre pas un sens réel, & moins que les
agents économiques puissent anticiper les changements dans les taux. Cependant, selon Gilbert
(1993), 'impact estimé des taux d’intérét sur les valeurs passées de la variable GDP semble
trés négligeable. Notons que notre modéle différe de celui de Gilbert (1993) concernant la
différentiation de la variable R90. Notre analyse du corrélogramme de cette variable semblait
montrer qu'une différentiation était nécessaire afin d’avoir la stationnarité.

Nous avons procédé a l’estimation par la méthode des moindres carrés suivant la mé-
thode de la section 3.3. Par la suite, les paramétres estimés plus petits qu'une fois leur écart
type en valeur absolu ont été fixés & zéro. Les contraintes résultantes étant linéaires, il était
possible de les formuler en choisissant adéquatement la matrice R de la section 3.3. Dans ce
contexte, ’estimation avec des contraintes linéaires permettait surtout d’obtenir un modéle
plus parcimonieux. Le modéle final retenu est donné dans le tableau 3.6. Les écarts type des

estimateurs sont donnés entre parenthéses.
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TABLEAU 3.6. Estimation du modéle de Gilbert (1993) portant sur divers indicateurs canadiens.

[ 1-.109B +.131B% — .145B%  —.266B — .310B> — .101B° 17582 — .900B° ]
(.0603) (.0604) (.0588)  (.0965) (.0977) (.101) (174)  (172)
—.0726B% 1- .214B? - 230B3 —.2158°%
(.0370) (.0603)  (.0618) (.0819) *
~.023B% — 0.0173B® —107B — .0463B? + .0796B® 1 — .217B — .398B* — .242B°
(.0194) (.0193) (.0314) (.0320) (.0328) (.0629) (.0592) (.0633)

[ _0.300 — 0.1578 — 0.594B” |
(.103)(.103)(.103)
= 0 Ty
—0.050 + 0.0404B
(.0332)(.0332)

TaBLEAU 3.7. Valeurs de la statistique portmanteau

Pn=5 pn=9 pp=15 VC
QS| -.031 763 1.040 -.883
BAR| -.164 .536 .853 -.912
DAN | -.024 .889 1.202 -.727
PAR 158 .822 1.115 -.835
TRON | 1.180 1.267 1.806

La matrice de covariance résiduelle est

0.8729  0.0693 0.01652
0.06930 0.3681 0.03223
0.01652 0.03223 0.09406

Notons que 'estimation de ce modéle confirme I'affirmation de Gilbert (1993) sur le role
de la variable R90; sur la variable GDP;_5. Nous allons maintenant procéder au calcul de
la statistique portmanteau selon l'approche de la section 3.4. Les valeurs de cette derniere
sont fournies dans le tableau 3.7. La méthode par la validation croisée a fourni une valeur
de p, = 2 quelque soit le choix du noyau. Ainsi, avec n = 240 observations, il ne semble
pas y avoir une grosse évidence contre I'hypotheése nulle au niveau 5% avec les divers tests

considérés, semblant confirmer dans cette situation le modéle de Gilbert (1993).
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3.8. PREUVE DES THEOREMES
3.8.1. Preuve du théoréme 2

Nous allons adopter les notations suivantes au long de la preuve de ces deux étapes.
Un produit scalaire est représenté par (@i, zs) = TiTs et la norme euclidienne d’un vecteur
est représentée par ||z¢|| = V/(s, z). La norme matricielle est la norme euclidienne notée
|A]|% = tr(AA") = 31, 37, af;- Les notations Op et op sont telles que définies dans Fuller
(1996). Nous posons aussi knj = k(j/pn). Nous posons également vy = E;l/Zut. On note
aussi B, = I'y(0). Le processus v = {v; : t € Z} est centré en 0 et de variance I4.

Nous allons utiliser de maniére trés intensive les inégalités impliquant la fonction tr, qui
ne sont en fait que des versions de l'inégalité de Cauchy-Schartz dans notre contexte. Les
versions les plus utiles sont données ici. Pour plus de détails, voir Harville (1997, chap. 5 et
chap. 6). Soient A et B des matrices quelconques, C et D des matrices symétriques définies

semi-positives. On a alors

tr(AB')| < \/e(AA)\/ux(BB), (3.22)

r(C?) < (tr(C))? (3.23)

tr(CD) < tr(C)tr(D), (3.24)

(AC) < \/ir(A4) (O), (3.25)

ltr(A’'BAB)| < tr(A'A)tr(B'B), (3.26)

tf(A+ B+C)(A+B+C)] < 4ltr(AA4) + tr(BB') + tr(CC")). (3.27)

Nous prouvons maintenant 'étape 1. Notons en premier lieu que cC.(0)-%, = Op(n_l/ 2)
puisque E(Cy:;(0) — 045) = 0 et var(Cy5(0)) = n~ (w(i, 4,5, 5) — orizj). De cela découle aussi
que C;1(0) — B! = Op(n~?).

Nous allons montrer qu’asymptotiquement, nous pouvons remplacer C,(0) par Xy, et

ainsi travailler par la suite sur la version faisant intervenir X,,.
Résultat 1.

n—1
37K /pn) (€ O)Cu() C (0)Cu ()]~

j=1
tr[B, Cu ()23 ' Cu(d)]} = 0p(VPn/n)-

La preuve du résultat 1 repose sur le lemme suivant:
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Montrons le lemme suivant:

Lemme 1. Y721 k2(j/pn)Cu(4)C(4) = Op(pn/n).

DEMONSTRATION. En effet,

n
I —2 -2
C.,(H)C,(j) = E ||ve—j|[2vev} + 1 E E V) VsV +
=j+1 t=j7+2s=j+1
n—1 n
-2 / -
n E Z ViU Vs Vs
t:]+ls:t+l

Ainsi en prenant l'espérance de chaque coté que

n"2 Y E(|Joij|P) E(vevs),

t=j+1

E[C.(7)C(5)]
= ——(nn_gj)dId.

Ainsi

n—1
ZkZ(J/Pn LHCH] = n7ld > (1~ §/m)E (i pa),

j=1
= O(pn/n)-

Afin de montrer la résultat 1, il suffit de remarquer que

C,L()C 0)C.(HCH0) = CL(S Cul)EL +
C,(NAumCu(H=F +
Cu(i) =7 Culi)Bun +
C(1)BunCul(5)Bun,

ou C71(0) — 7! = Ayy. 1l suffit ensuite de multiplier par k%(j/pn) et de sommer sur j, de
prendre la trace, d’utiliser (3.25) et (3.26), p,/n — 0 et le lemme 1.
Le résultat 1 nous permet de travailler avec le terme faisant intervenir 3, plutdt que

C.(0). On décompose maintenant 7~ LE2(5 /p)tr[251C L (5) 25 1 CL (7)) en deux morceaux



A1, et Ag, de la maniére suivante:

n—@kgj{ S loeslPllwel?} +

n—1
> k2 tr[CL() L Cu(i) B
J=1

_2Zk J{ E Z (Vs—j,Vt—j) Yve, vs)},

t=7+42s=j+1

= —2Zk721]{ Z t}+

t=j+1

’ZZ’C i Z Z Wit}

t=j+2 s=j+1

ot Zjr = ||ve—j|| x ||ve]| et wjts = 2(vs—j, vi—;)(ve, V).
Reésultat 2. py ' 2(Ain — d2M,(k)) —p 0.
Le preuve repose sur I’application des deux lemmes sulvants:

Lemme 2. E(Ay,) = d2My(k).
DEMONSTRATION.

E(Ain) = ‘lzk i Z E(|lve—jl ) E(|lv:l )},

t=j+1

= n—lzkn] n—j)d

= dzMn(k).

Lemme 3. var(Ap,) = O(p2/n).

85
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DEMONSTRATION.
var(Aip) = n~! z k Z Z2t = d2)]}21
t=j+1
< n‘z{Zk Z (23, - d%)")2P,
t=j+1
= (pn/n)-
d’aprés le lemme qui suit. 0

Lemme 4. E[Z;;j“(th ~ d5 )P = Q(n).

DEMONSTRATION. On note en premier lieu que

n

(Z(ZQ_dZ Z(?_dZ

t=j+1 t=j+1
k3
2y Z (23, - d*) (2}, — &°).
t=j+2s=j5+1

On a alors le résultat puisque
B[(2} - &) = B(|Juill")? - d*,

et

B(Z%, - &)(Z2, - )z{(()Emmn‘*)—dQ)d? gim =i,

sinon.

O

Le résultat 2 s’obtient alors des lemmes 2 et 3 et d’aprés la proposition 6.2.4 dans Brock-
well et Davis (1991). Ainsi, on montre avec le résultat 2 que la contribution de pn Y *(Aln —
d2M,,(k)) est o,(1). Pour établir I'étape 1, on doit travailler le terme Agp. Plus précisément,
on doit montrer que

A2n

By N(OL).
2BV k) ©.1)

Afin de démontrer ce résultat, considérons I, telle que l,/pn — o0 et Ip /n — 0. On

décompose alors Ay, en plusieurs morceaux. On cherche ici a se débarrasser des termes qui
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convergent en probabilité vers zéro.

4
Asn=Bn+_ Cin,

i=1
ou
In n t—ln—1
B == -1 k2 .
n = T nj{ w]ts}u
i=1 t=21,+3 5=l +2
n
O = w7 S ALY S )
j=lnt+l t=j+2s=7+1
n
—l 2
Con = ka{ 23 5wk
t=2l,+3 s=t—I,
20,42  t-1
—1
Can = Z’f]{ D wsh
t=lp,+3 s=ln+2
Iln+1 n
—l
Cin Zk A D wish
t=j+1 s=t+1

Le lemme suivant est utile pour la suite. Notons que nous généralisons un résultat dans
la preuve de Hong (1996a) dans notre contexte, et que nous apportons une légére correction

au résultat de Hong (1996a), qui a oublié de distinguer les cas j1 # j2 et j1 = J2.

Lemme 5. Posons

111213l
wj11t215314 = Z'Utl (ll)vsl (l2)vt1 -N (13)'051 -1 (l4)7
lila _ ; ;
Wiitisy = 2(v1y,V51) V8 —j1 (11)vsy 5, (12),
Wyrtys1 = 2<vt1)vsl)(vtl—jl’vsl—jl)'
Nous avons alors:
lil2l3ly, mimamamy . . 3 ;
E(wl‘1lzlsl4wm1m2m3m4) _ E(w11t151 Wistasa )5t1vt2551’t1'326527t1‘11’ g1 # J2
Jitisy Jat2s2 E( l1lal3ly m1m2m3m4)5 5 -
wjltlsl otasy t1,t20s1,529 n =732
Liils mima , " 1 ]
E(wl}lg wmlmg) - E(wjltlsle2t252)5t1,t2581,t1~12552,t1—31’ J1 # J2
Jitisy ~ Jotasa E( l1l2 m1m2)5 —
Wirts; Whatass t1,t2051,52 =02
E (w]]tlslw.?2t232)5t1,t2 sl,t1—]z(552,t1—]11 n # J2
(wjlhsleztzsz) . .
(w11t151wjzt252)6t1,t2 51,827 J5.= J2

DEMONSTRATION. La preuve

est directe et se fait par cas. Nous 'omettons ici.
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On montre alors le résultat suivant:

Résultat 3. pnl/QCm =0p(1),4 =1,2,3,4.

DEMONSTRATION. Commencons par Ci,. Afin de démontrer le résultat annoncg, il suffit de
montrer que E(C%,) = o(p,). En élevant Ci, au carré, en séparant la somme selon j; = ja et

41 # j2, en prenant lespérance et en utilisant le lemme 5, on parvient & montrer que

n—2
8d
B(Ch) < adua(loll( X2 ki) + — Zk ,
j=ln+1 ln+2
= o(pn),
puisque p ZJ ln+1k;1w — 0 et pp/n — 0. a

Montrons le résultat pour Ca,. En procédant comme pour Cy,, on montre que

l
8d 2
E(CL) < 4ol Zk )+ — 0 kn)
j=1
lnpn 2
= Qi Pay,
n n

On montre de méme pour Cs, que

2 In
B(C3) < 4d%pa \lvll%zk )+ 8d 2 Zk

l?zpn " pnln)
n? n?

o(

Finalement on obtient de la méme maniére le résultat pour C4, en montrant que

! l
b 8d o
E(C}) < 4dpa(lol) T Q] kng) + — ki),
Jj=1 j=1
2
o(‘zkn 1 Pny
n n

Ainsi 4 la lumiére du résultat 3, le seul terme important dans la distribution asymptotique
est B,,. Ainsi, la preuve sera complétée si on montre que 0~?(n)B, — N(0,1), ou o %n) =
E(B2). De plus, on montrera un peu plus loin que E(B?) = 2d*p,V (k)[1+0(1)]. On commence

par tenter d’écrire B, comme une moyenne. On remarque que I'on peut écrire B,, de la maniére
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suivante:
n t—Iln—1

Hy: = _12’“;{ > >0 wish
i=1

t=21n+3 s=ln+2
-1 Z
= n Bnta
t=21,+3
5, — t—Ilp—1 '
ou By = th{zj Y n]Hj,t—ln—l'Ut—j}: ot Von pose Hjs—1,-1 = D e[, 42 VsVs—j- On montre

alors que {Bnt, Ft—1} est une différence de martingales dans le lemme suivant:

Lemme 6. {Bnt, Fi_1} est une différence de martingales, oi Fy = o(vs, 5 < t).

DEMONSTRATION. 1l suffit de remarquer que E(Byp;) = 0 et E(Bne|Fi-1) = 0. O

Lemme 7. v,_; est indépendant de Hj, 1,1, 1 <4, <ln.

DEMONSTRATION. On remarque que H;;_; 1 est fonction de {... ,¥t—1,-2,Vt-1,-1 indé-
q q VB n n n

pendamment de j, et que v;_;, pour 1 <4 < i, appartient 4 'ensemble {v¢—y,, Vt—l,+1,- - ,V¢—1}
O

Lemme 8. E(B2,) = 4d*(t — 21, — 2) > ;") R,
DEMONSTRATION.

E(Bgt) = Z k2 k jtr vt—jvz—ng,t—ln—lHj,t“ln—l])7
1,j=1

In
= 4tr[z k?zik%j (ve- Jvt i) E( zt ln—lHj,t—ln—l)]a
i,j=1

en utilisant le lemme 7. Ainsi

In
E(Br%t) = 42kgtiE(tr[Hz{,t—ln—lHi,t—ln—l])1
=1
In t—l,—1 t—ln—1
= YR Y. X Bl
i=1

s1=lp+2 sa=ln+1

ln t—lp—1

— 4 .

== ani Z E(wlswz)a
1=1 so=lp+1

ln
= 4d*(t— 2, —2) ) kni-
=1
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Ainsi, en utilisant les résultats du lemme précédent, on peut conclure que

n
E(B) = n7? Y E(B)
t=21,+3

_ =2 =2 =2 1 ka

n2

= 2d%p,V(K)[1 + o(1)].
On rappelle que I’on pose pour la suite o2(n) = 2d%p,V (k)[1 + o(1)].

Résultat 4. o~ 1(n)B, =1 N(0,1).

DEMONSTRATION. On applique le théoréme 1. II faut donc montrer les deux points suivants:
a) o 2 (n)n"2 Y 0 43 E(B2,I[|Bpt| > eno(n)]) = 0,Ve > 0.
b) o (”)” 2 a3 B =1,
ot B2, = B(BR|Fi-1)-
Montrons a). Pour ce faire, montrons la condition de Lyapounov avec § = 2. Remarquons

que puisque |(z,y)| < ||z|| x ||y||, nous avons alors

| Bne| < 2[jve]] x IIZk Hjjt,-101-5ll;
j=1

et nous obtenons ainsi
E(B},) < 16p4(||v])E ||Zk Hjj1,-10:3]1%),

en utilisant le lemme 7. Remarquons maintenant que E(||z||*) < dzf_ E[z*(3)], ou z =
(z(1),... ,z(d))" est un vecteur de dimension d. La composante [ de EJ =2 kn]H t—ly—1Vt—j
étant donné par la quantité Z;"zl k2 F I l{;;lz vs(1){vs—j,v¢—;), on montre alors le lemme

suivant:
Lemme 9. E([Z] 1 k7 M ik 111112 v5(1)(vs—j, vi-)]?) = O(PAt?), indépendamment de | et de
].

DEMONSTRATION. On applique en premier lieu le lemme 10 aux variables

t—ln—1

{kﬁj Z vs(D){vs—jrv1—j),7 = 1,... sin

s=lp,+2
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donnant ainsi

t—l,—1 t—lp—1

E[Z Z )<vs_1’vt_"7 )] < 3{Zk J[E Z 'Us(l)('vs—jaUt—j>)4]1/2}2.

s=ln+2 s=l,+2

On applique de nouveau le lemme 10 aux variables

{fus(l)(vs_]-,vt_j), s=lh+2,...,t— 1, — 1},

fournissant ainsi

B i=in=1
E[ ) vs(D)(vs—jrvii)]* <3{ S B@sl) (v, vi-s) /232,
§=ln+2 s=lp+2

Or E(vs(l)(vs—j,vi-5))* < pi(||v]]). Ainsi

—lp—-1
E[ Z US(l)<"’5—ijt—j)]4 = 0(#*),

s=Iln+2

et ce indépendamment de [ et de j. Regroupant les résultats obtenus, nous obtenons

d t—ln—1
B(Br) < Mddus(iel) O Ky 30 (Bles@)iwemsy ol
I=1 j=1 s=lp+2
= O(p,zztz).
Ainsi,
i
> BE(By)=0(),
t=20,+3
puisque 02(n) = O(py), ce qui montre a). O

Lemme 10. Soit X1,... ,X, des variables aléatoires telles que E(X;) = 0,i =1,...,n, et
si E[Xig(X;, Xk, X1)] =0, @ # j, k,l pour toute fonction g, alors

ZX ]<3{Z B(XH?)

Afin de montrer le point b), il est suffisant de montrer que

o~ (n)E([B] — o*(n)]*) = 0,



92

Cona " L et ” ) o _
ou B2 = E(B%|Fi—1) = n*3 {4 43 Bat- On commence par décomposer B2, en plusieurs

morceaux de la maniére suivante:

ol

Dlnt =

D2nt -

D3nt =

Dy =

B2, = E(B, +42Dmta

22
222’“ kn 'Ut i zt tn—1Hj, 41, —1Vt—j>

3j=2i=1

In
23 kn;
i=1

s1—1

' ' ]
E : E , 'Ut—ivsl—ivs1v52vsz—ivt—iv

81 =ln+3 52:ln +2

s I
Zkfu”i—i[ Z (vs—ivsvev_; — dlg)|vei,
il -

d(t — 2l —

Zk (v}_;v4—; — d).

On montre maintenant les deux lemmes suivants:

Lemme 11.

DEMONSTRATION. Commencons par montrer le résultat pour Dyy;. Posons a;

Nous avons alors:

E(Dlnt)

IA

bj

4Zi%%

4y ZZkfnkﬁJ{E

l1,lo=1 =2 i=1

O

o

tp},),

t2pn).

(t%p
O(tzpn +tp2),
(tp
O(

k4 kA a'“aj)|2),

E(|las|lla;11®),

~1

4y ZZk“ K Ela? () (1)),

I1,lp=1j5=21=1

=,

(L)) Ela] ()]},

=Hji 1,-1Vt—j-
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Or on remarque que a;(l) = Zt_ll’;;g vs(1)(vs—j, ve—;) €t on a déja montré dans la preuve du
lemme 9 que E[al(l)] = O(t?). Ainsi, E(D3,,) = O(t*p3).
Montrons maintenant le résultat pour Da,;. Commengons par remarquer que nous pou-

vons écrire Dsp; de la maniére suivante:

—Ilp—1 s5-1
4 lllz 115
Dont = Z Z’f b D DL v
Hdim1 8=1 s=ln+3r=ln+2
.l —
ot b2 = vy(l1)vy(l2). Ainsi,
d t—ln—1 s1—1 so—1
2 _ § § 4 4 il ymime Ll m1m2
D2nt - knnkmgbt zlbt i9 Z Z Z whslrl fa s ?
Iy, la,my,ma=111,12=1 a1 Ay=ta S8 1=ty +2 Pa=ln+2
t—ln—1 s1—1 s2—1
= E E 8 phils mlmz Z Z Z Ll mims
- k b b Wigyry Wisyry s
ll,l2,m1,m2 1:=1 PRV L DIt D L)
b a1 i—ln—1 s1—1  s2—1
E E E 4 7.4 lils pmima Kfs L2
2 knllkmzbt zlbt 12 Z w'llsl'f‘l ts dirin )
l1,l2,m1,ma=11=212=1 Gt Byt e Sl

= Doipt + Daopt-

Ainsi, en prenant Pespérance de Daip, utilisant un résultat similaire au lemme 7, utilisant le
lemme 5, on montre que E(Dyint) = O(pnt?). En procédant de maniére similaire, on montre
aussi que E(Daons) = O(tp2).

Montrons maintenant le résultat pour Djs,;. Notons que

t ln—1
E(D?th) it Zk;}”[E Vi Z V50UV, _; — Al a)vi—i) ]1/2}2
i=1 s=ln+2
In t—ln—1
< (DKL Y vewivsvl - dldB)]YY,
=1 s=lp+2

= O(tpy).

en utilisant le lemme 12 ci-apres.

—1

Lemme 12. E(|| 20 L (vsmivivgvl_; — dIa)|[%) = O(t).
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DEMONSTRATION. Posons ¢ = vivsvs_;(1)vs—i(m) — dd. Nous avons alors

St

t—Ilp—1 d t—lp—1

E(| Y (vs—ivivsvh_;—dl)llE) = SAD. EEM+
s=l,+2 L,m=1 s=lp+2
t—lp,—1 s-1

D I (L )

s=ln+3 T=ln+2

= O),

puisque
BTy = {M(!Iv!l)m(l,l,l,l)—d? <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>