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SOMMAIRE

La politique de maintenance de systémes est un domaine de recherche in-
contournable par ces temps ou la concurrence est sévére sur le marché de la
production.

En effet tout dispositif de production en fonctionnement se détériore de facon
aléatoire, sa durée de vie est aléatoire et il tombera probablement en panne. Or
le cotit d’une panne peut étre énorme, au point de paralyser toute une chaine de
production. La survie d’une unité de production est alors en jeu. Pour ne pas se
retrouver dans une situation aussi inconfortable, et dans le souci de minimiser les
cofits, on cherche & mettre au point des politiques de maintenance de systémes
de production. Chaque politique définit une structure de cofit appropriée. La
principale idée dans ces politiques est d’effectuer des remplacements préventifs
des piéces du systéme.

Lorsque ces remplacements sont faits & intervalles de temps fixes, indépen-
damment de 1’age de la piéce, on parle de remplacement préventif périodique. Ce
type de politique a été étudié entre autres par Tilquin et Cléroux (1975) puis par
Ait Kadi et Cléroux (1991).

Lorsque les remplacements dépendent de I’age de la piéce, on parle de rem-
placement préventif basé sur I’dge. Ce type de politique a été étudié entre autres
par Bai et Yun (1986), par Block, Borges et Savits (1988) puis par Kapur, Garg
et Butani (1989).
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La relation entre ces deux types de politique a été étudiée entre autres par
Savits (1988).

Ce que ’on convient d’appeler la politique classique de remplacement pré-
ventif a été initié par Barlow et Proschan (1965). C’est une politique basée sur
Page de la piéce. Elle consiste & remplacer la piéce:

e soit lorsqu’elle tombe en panne, on parle alors de remplacement a la panne;

e soit avant la panne lorsque la dite piéce atteint un age 7" unités de temps,
il s’agit dans ce cas d'un remplacement préventif.

Dans cette politique dite de type age, T' est un paramétre a trouver de fagon
optimale.

Avec une structure de cott relativement simple par rapport au contexte réel,
la politique classique du remplacement préventif a mis en place les bases d’une
formalisation mathématique. La valeur optimale de T’ proposée est celle qui mini-
mise le colit moyen de maintenance du systéme par unité de temps sur un horizon
infini, tenant ainsi compte du fait que la stratégie optimale est un processus a
long terme. Un exemple numérique relié a la durée de vie de tubes électroniques
a été produit par les auteurs.

Au fil des années, des politiques de remplacement préventif basé sur ’dge ont
été proposées avec des structures de coiit plus réalistes puisqu’elles prennent en
compte au moins un des quatre éléments suivants:

e puisque la stratégie optimale est un processus a long terme, il faut actualiser
les cotits en tenant compte de la dévaluation du dollar.

e Les coiits discrets que sont les intéréts & payer a intervalles fixes et les cotits

de dépréciation du systéme.



e Les cofits continus d’opération qui sont des fonctions continues de I’age du
systéme et qui tiennent compte de la perte de qualité ou de productivité ainsi
que de la baisse de sa valeur de revente.

e Les coiits aléatoires: & la panne, on peut étre tenté d’effectuer une répara-
tion minimale'. On évalue alors le cotit aléatoire de la réparation minimale avant
de décider s’il faut effectuer ou s’il faut remplacer la piéce défectueuse par une
neuve.

L’une de ces politiques de remplacement préventif, développée entre autres
par Cléroux, Dubuc et Tilquin (1979) prend en compte les cotits aléatoires. Son
dévelopement théorique montre que I’optimisation est possible pour tout systéme
dont la distribution de durée de vie est a fonction taux de panne continue et
strictement croissante vers +oc. De plus, les auteurs font ressortir, sur un exemple
numeérique, les points saillants suivants:

e si on permet des réparations minimales dans la politique classique de type
age, on diminue les cofits;

e cette diminution des cotits est plus forte quand la probabilité de réparer est
plus grande;

e les coiits sont semblables méme lorsque la distribution de durée de vie varie
entre la loi normale tronquée en 0, la loi gamma, la loi de Weibull.

Ce mémoire présente une politique de remplacement préventif qui prend en
compte les coiits aléatoires. Elle est trés proche de celle de Cléroux, Dubuc et
Tilquin (1979) avec la nuance probabiliste suivante: & la panne, la réparation
parfaite? est possible avec une probablité p non nulle. Les seuls remplacements
autorisés sont donc les remplacements préventifs.

1. La réparation minimale remet le systéme dans I’état ol il était juste avant la panne.
2. La réparation est dite parfaite lorsqu’elle restitue a la piece défectueuse les performances

d’une piéce identique neuve.
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Sur le plan théorique, je présente un critére d’optimisation, que je crois ori-
ginal au moins dans la facon de I'obtenir, permettant une optimisation lorsque la
distribution de durée de vie est & fonction taux de panne continue, strictement
croissante et bornée avec une condition sur la borne.

Sur le plan numérique, dans un premier temps je vérifie que les conclusions
numériques de Cléroux, Dubuc et Tilquin (1979) s’appliquent au modéle et dans
un deuxiéme temps, je montre de facon originale que:

- la loi des valeurs extrémes de type 1 est un exemple de distribution dont la
fonction taux de panne vérifie mon critére d’optimisation.

- les conclusions numériques obtenues pour les trois précédentes distributions
s’appliquent encore 4 la distribution des valeurs extrémes de type 1 qui elle est a

fonction taux de panne bornée.
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INTRODUCTION

On sait qu’en pratique la réparation d’une piéce en panne ne peut lui restituer
les performances d’une piéce identique neuve. En théorie, on supposera ici que
cette restitution est possible avec une probabilité p non nulle.

Le modéle alterne les réparations et les remplacements selon le schéma sui-
vant: On remplace la piéce qui survit a 7" unités de temps (remplacement préven-
tif). Si la piéce tombe en panne & I'age s < T,

*ou bien elle subit une réparation parfaite3avec une probabilité p non nulle.

*ou bien elle subit une réparation imparfaite* avec une probabilité ¢ =1 —p

différente de 1.

Soulignons déja que lorsque ¢ tend vers 1 ou encore que p tend vers 0, alors
les réparations imparfaite et minimale sont équivalentes. Le modéle de Cléroux,
Dubuc et Tilquin (1979), le modeéle de Fontenot et Proschan (1984) ainsi que
celui de Beichelt (1993) entrent dans ce cadre.

On adoptera les hypothéses suivantes:

e le mot « réparation» tout seul signifiera « réparation imparfaite».

e tout remplacement (remplacement préventif ou réparation parfaite) remet
le systéme & neuf. Donc les mots «remplacement» et «renouvellement» sont inter-
changeables.

e toutes les pannes sont détectées et réparées instantanément.

3. Une réparation parfaite est équivalente & un remplacement par une piéce identique neuve.

4. La piéce retrouve les mémes performances qu'une piéce identique d’age s.



Le mémoire comprend cinq chapitres. Les quatre premiers recouvrent le dé-
veloppement théorique du modéle de la fagon suivante.

Le chapitre 1 met en place les principauz ingrédients de la formalisation
mathématique du coiit moyen de maintenance par unité de temps sur un horizon
infini. I s’agit notamment des premiéres notations, des données du modéle et
des facteurs qui déterminent le coiit de maintenance, comme le nombre moyen
de réparations parfaites, le nombre moyen de remplacements préventifs et le coit
moyen de réparation.

Le chapitre 2 donne la forme explicite de ce codt moyen de maintenance en
fonction des seules données du modéle. Cette forme explicite est ensuite comparée
sous plusieurs angles & celles déja établies par différents auteurs dans des études
analogues.

Puisque le probléme a résoudre est d’optimiser (minimiser) le codt moyen de
maintenance par unité de temps sur un horizon infini, il faut d’abord établir les
critéres d'une telle optimisation. Le chapitre 3 donne le développement détaillé
d’un résultat qui sera utilisé de fagon déterminante dans le chapitre 4, lequel
est consacré & la recherche des critéres d’optimisation. Le chapitre 5 présente

quelques applications numériques. Une conclusion suit le chapitre 5.



Chapitre 1

QUELQUES RESULTATS DE BASE

1.1. NOTATIONS

1.1.1. Notations introductives

Dans un contexte sans remplacement préventif, on a pour 0<p<1 le processus
décrit ci-dessous ot S; est I’instant de la i¥™ panne et U; = S; — S;_1 est la i¥™®

durée de vie.

U1 Uz U3 U’L
R S N — e, .
1] 51 So S3 Si-1 S; t
F1c. 1.1.1. Processus des durées de vie dans un contezte sans remplacement préventif
La suite S;, i =1, 2, ..., contient une sous suite S%, j =1, 2, ..., ol S% est

I'instant de la j¢ réparation parfaite.

Désignons par Fp, la distribution des Y; = S%, | —S% ( durées successives entre

les réparations parfaites) et par r, la fonction “taux de panne” correspondante:
Fp(t)
rplt) = = ,
P( ) Fp(t)
ot Flty = 1-Fli).




Remarque 1.1.1. 7,(t) est le tauz de panne en t ot t est I’age de la piéce. Cela

suppose donc qu’il n’y a pas eu de réparation parfaite sur [0, t].

1.1.2. Notations des processus qui engendrent le modéle

Le processus Y* qui décrit le modéle est obtenu progressivement a 1’aide de
trois processus X, U, Y définis ci-aprés.

X ={X;, i=1, 2, ..., } est le processus des durées de vie successives avec
seulement des réparations parfaites. Les X; sont iid! avec respectivement F', f, r
et 4 comme fonction de répartition, fonction de densité, fonction “taux de panne”
et durée de vie moyenne.

U={U, i=1, 2, ..,} est le processus X dans lequel on inclut seulement
les réparations imparfaites. Les U; sont iid avec respectivement H et h comme
fonction de répartition et fonction de densité.

Y ={Y;, i =1, 2, .., } est le sous-processus de U correspondant aux
seules réparations parfaites. Comme indiqué précédemment, les Y; sont iid avec
comme fonction de répartition Fp, 0 < p < 1 et comme durée de vie moyenne
p(p) = E(Y). On notera que les processus Y et X sont différents et que quand p
tend vers 1, le processus Y vient se confondre avec le processus X.

Le processus Y* qui décrit le modéle est alors obtenu comme suit:

Y* = min(Y , T) est le processus Y dans lequel on inclut les remplace-
ments préventifs 4 1’age T unités de temps. Sa durée de vie moyenne dépend non
seulement de p mais aussi de la politique 7. On pose p*(p, T') = E(Y™)

11 faudra par la suite trouver la distribution de ¥'*

1. indépendantes et identiquement ditribuées



1.1.3. Donnée principale du modéle

Dans le processus X, on laisse la piéce (ou le systéme) fonctionner librement
(sans aucune opération de maintenance) jusqu’a la panne.

A P’aide de multiples enregistrements ainsi effectués sur la durée de vie d’une
piéce donnée, on finit par connaitre son histoire & travers la distribution F'

On notera que quand F' est connue, f, r et p le sont & travers les égalités
suivantes:

f(z) = F'(z), r(z) = % et p= [ F(z)dz

(une preuve de cette derniére égalité sera donnée en proposition 1.5.1).

F est donc la donnée principale du modéle (on verra plus loin qu’elle détermine

la distribution correspondante dans le processus Y* ). C’est pour cette raison que

par la suite, on fera référence a la distribution F.

1.1.4. Autres notations

Soit N(Y;*) la variable aléatoire égale au nombre total des réparations suc-
cessives durant le i cycle Y;* du processus Y*, le cycle désignant la période
située entre deux instants de renouvellement successifs.

Les variables aléatoires N(Y;*) sont iid. On conviendra de les noter N(Y™).

Désignons par C = {C;, j =1, 2, ..., N(Y*)} le processus des coilts aléa-
toires de réparation dans un cycle donné. Les C; sont iid de moyenne finie avec

respectivement L et [ comme fonctions de répartition et de densité.

1.2. SEUIL DU CcOUT DE REPARATION

Soit ¢; le cotit d’une réparation parfaite.
Supposons que la performance II d’une piéce qui subit une réparation est une

fonction g du coiit C de cette réparation, c’est-a-dire



I=g(C)ouCel0, cf.

Supposons de plus que g est une fonction continue et croissante (dans le
sens que chaque cent de plus consacré & la réparation a pour effet d’accroitre la
performance ou, dans le pire des cas, de la maintenir). On peut donc admettre
qu’en dessous d’un certain seuil ¢y qui dépend de ¢;, aucune réparation parfaite
ne peut raisonnablement plus étre envisageable. En dessous de cg, on n’envisagera
donc que des réparations imparfaites. On pose alors: ¢ = P(C < ¢p) = L(co) ol
co dépend de ¢;.

Cléroux, Dubuc et Tilquin (1979) définissent ¢y comme étant un certain pour-
centage 0 de ¢, c’est-a-dire

co=0cpon0<s<1.

J'utiliserai cette forme de ¢y seulement dans les applications numériques au
chapitre 5. Notons que dans cette forme, § ne dépend pas de I’age de la piéce
(bien que la politique soit du type age).

Le lecteur intéressé par le cas ou ¢ est une fonction de I’Age de la piéce pourra
consulter le modéle de Berg, Bienvenu et Cléroux (1986) qui est une extension

du modéle de Cléroux, Dubuc et Tilquin (1979).

1.3. FORMES EXPLICITES DE Fj, ET DE 1,
Elles ont été données dans Brown et Proschan (1983).

Proposition 1.3.1. Soit F' la distribution de la durée de vie du systéme qui ne
subit que des réparations parfaites et r la fonction “taur de panne” associée a F,

alors:

() = pr{t), (1.3.1)

(1) = [FOP. (1.3.2)



PREUVE. e Sachant qu’aucune réparation parfaite n’est intervenue sur [0, 2|:
- la piéce qui fonctionne & I'instant ¢ se comporte comme une piéce d’age ©
et son taux de panne est r(t).
- la piéce qui tombe en panne & 'instant ¢ subit une réparation parfaite avec

probabilité p et son taux de panne s’améliore pour devenir r,(t) = pr(t)

e [nwa = [ 204

Oﬁp(y)
_ fBe]
B /0 -Fp(y e

On en déduit que:

Fy(t) = e hameitv (1.3.3)

ol 7, est la fonction taux de panne associée a Fy.

F,(t) = e Js ler(w)ldy
= [e— er(y)dyr _
Par analogie avec I'égalité (1.3.3) on a:
F(t)=e" fory)dy

On déduit finalement que:
Fp(t) = [F(t) ]p .



Remarque 1.3.1. On notera que

imF, =F .

p—1

En effet, quand p tend vers 1, les réparations imparfaites deviennent ineristantes.
Le processus Y (dont la distribution est F,) se confond au processus X (dont la

distribution est F')

On sait désormais que quand p est donné, F), et r, sont entiérement déterminés

par les égalités (1.3.1) et (1.3.2).

1.4. FONCTION DE REPARTITION K, DE Y~

Proposition 1.4.1. Pour 0 < p < 1, la fonction de répartition K, de Y* est

donnée par:

V) st y* <T,

Kp(y*) = )
1 sy >T,.

(1.4.1)

PREUVE.

K,(y) = PY"<y")

= Pmin(Y, T) < y*]



e Siy* <T, alors:

min(Y,T) <y*] = min(Y ,T)#T

= min(Y,T)=Y

K,(y") = P(Y <y")

e Si y* > T, alors, par définition du processus Y*, événement (Y™ < y*) est

toujours vrai et on a:

Kpy(y") = PY"<y")

= 1.
m
1.5. DUREE DE VIE MOYENNE DE Y*
Proposition 1.5.1.
“+o00 B
E(Y*) =/ K,(t) dt (1.5.1)
0

o Bty =1— E,(l)

PREUVE. On sait que K, est la fonction de répartition de Y. Soit k, la fonction
de densité de Y*.

kp(t) = [~ Kp(8)]



E(Y") = /0 - th, (t) dt

a 400
= tkp(t)dt+/ thy (2)dby, a> Le

0
|

J(a)

Intégrons J(a) par parties.

u=t => du=dt

dv=k,(t)dt = v=[—Kp(t)]

J (a) = [-tK, (t)}§+/ K, (t)dt
= —aK, (a) + /a K, (t)dt

E(Y*) = lim [J(a)
+oo

- K, (t)dt — lim [aK,(a)]

0 a—r+00

Il reste & montrer que aginoo [aK, (a)] =0

Soit I (a) = [*tk, (t)dt, a> 1.

t>a

} =tk (t) > ak, (t)
ky(t) >0

= /+°° thy (t) dt > /+oo ak, (t) dt
= I(a) > aK,(a) .

0<aK,(a) <1 (a)
} = lim [aK,(a)] =0.
lim [I(a)] =0 amree

a—r00

10
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On en déduit que BE(Y*) = [7 K, (t) dt

Corollaire 1.5.1.
T —
E(Y*):/ [F(t) ]” at
0

PREUVE. D’aprés I’égalité (1.4.1), on a:

(1) = F,(t)sit<T,
: O0sit>T.

Donc

E(Y") =

1.6. FREQUENCE DES REPARATIONS PARFAITES SUR UN HORIZON
INFINI

Proposition 1.6.1. Soit Ni(t) la variable aléatoire égale au nombre de répara-

tions parfaites dans [0 , t] durant le processus Y*. Alors

_1-[FM) )

= (1.6.1)
t—+00 L [F(t)]"dt

PREUVE. Soit N(t) le nombre de renouvellements dans [0 , t].
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Associons au processus Y*, le processus R* = {R}, ¢ = 1, 2, ...} décrit

ci-dessous:
| —P e, | RN RN N
0 s}( $2 . . o851 54 ’ . TOSN(t) . t

Ri R3 RY 4 R; Ry ) By (t)+1

FiG. 1.6.1. Processus des réparations parfaites associé au processus Y*

ou les s; sont les instants de renouvellement et :

1siY*=Y;,
Osi ¥r=T1.

2

Vi, R =

Le processus R* compte les réparations parfaites. Sur un horizon infini (c’est-a-
dire quand t — +00), Sy 2% ¢. Donc sur un horizon infini, 'intervalle [s Nt » t]
se réduit & la borne sy).

Sur un horizon infini, on peut dire avec probabilité 1 qu’'il n’y a aucune

réparation parfaite sur [sy), t].
N(t)
Donc sur un horizon infini, N(t) = Y  R;.
=1

Avec les hypothéses suivantes:

N(t)
M(t) = ZR: )
i=1
E(Y*) et E(R") sont finis .
On peut utiliser le résultat (ii) du théoréme 3.16 de Ross (1970).

Ce résultat est:

AR ) = By
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OrE(R') = P(Y*=Y)

= P{F¥=7T)
= F(T)
bone 1 (EM @I _ B (@)
+ ( | ) _ ?(—Y[)F‘(T)]”_
k [F@)]dt
(]
- [F@))

Dans le processus Y* est le nombre moyen de réparations parfaites

"y [F@] at
par unité de temps sur un horizon infini. C’est une fonetion du couple (p , T')

connue quand F' est donnée.

1.7. FREQUENCE DES REMPLACEMENTS PREVENTIFS SUR UN HO-

RIZON INFINI

Proposition 1.7.1. Soit Ny(t) la variable aléatoire égale au nombre de rempla-

cements préventifs dans [0, t] durant le processus Y*. Alors

_ [For
ST Fw P

(e

PREUVE. Soit N(¢) le nombre de renouvellements dans [0 , t], c’est-a-dire N(t) =

Ni(t) + No(t).
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Associons au processus Y*, le processus Z* = {Z*, 1 = 1, 2, ..} décrit
b % ? 2 2

ci-dessous :
Yy Yy v Y3 (6)+1
| —te | —P—— I —— .
0 51 52 8i_1 LH SN(t) .t
z} 53 o z; T 2N+

Fig. 1.7.1. Processus des remplacements préventifs associé au processus Y~

ol les s; sont les instants de renouvellement et :

18 Y 'sT,

Vi, B =
0si Y'=Y; .

Le processus Z* compte les remplacements préventifs. Sur un horizon infini (c’est-
a-dire quand ¢ — 400), Sy P73 ¢ Donc sur un horizon infini, 'intervalle
[sn(t)» t] se réduit & la borne sy).
Sur un horizon infini, on peut dire avec probabilité 1 qu’il n’y a aucun rem-
placement préventif sur [s N(2) » t].
Donc sur un horizon infini, N(t) = 1%(5) Z5%
Avec les hypothéses suivantes: =
N(t)
M) =) 7,
i=1
E(Y*) et E(Z*) sont finis .

Comme dans la preuve précédente,
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OrE(Z*) = P(Y*=T)

= P
Dans le processus Y*, TT[:E;%)]TE est le nombre moyen de remplacements
0

préventifs par unité de temps sur un horizon infini. C’est une fonction du couple

(p , T), connue quand F' est donnée.

Remarque 1.7.1. La variable aléatoire N(t) = Ny(t) + Na(t) est le nombre de
renouvellements dans [0 , t] pour le processus Y*. A partir des égalités (1.6.1)
et (1.7.1), on retrouve le théoréme élémentaire du renouvellement qui dit que le
nombre moyen de renouvellements par unité de temps sur un horizon infini est

égal a E(-lf—) (Brown et Proschan, 1983, Théoréme 2.6 page 55).
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En effet, ce nombre moyen est:

lim (M) = lim (M) + lim (FM)

t—=+o0 t

1.8. CoUT MOYEN DE REPARATION PAR UNITE DE TEMPS SUR UN

HORIZON INFINI

Proposition 1.8.1. Soit W(t) la variable aléatoire égale au codt total des répa-
rations dans [0 , t] durant le processus Y* et soit W* le processus des coiits de

réparation associé au processus Y*. Alors,

EW ()]

t—+co t

g U (1.8.1)

~TFEw ) at

PREUVE. N(t) étant le nombre de renouvellements dans [0 , ] et

W= ={W7, i=1, 2, ...,} étant le processus des cofits de réparation associé
aY*={ys, i=1, 2, ...,}, on peut schématiser par la figure suivante.
*
Yy Ys p 7 YN+
—— l —— .
0 51 §2 Si-1 85 SN(t) L
wi w3 Wi, w; Wi WHN(t)+1

Fia. 1.8.1. Processus des cotits de réparation associé au processus Y~

ou:



K7

- les s; sont les instants de renouvellement,
- les W/ sont les colits de réparation durant les Y;* correspondants.
Sur un horizon infini (c’est-a-dire quand ¢t — +00), Sy () Pt

Donc sur un horizon infini, on peut dire avec probabilité 1 que:

W@+ =0-

N(#)
Sur un horizon infini, W(t) = > W; .
i=1

Avec les hypothéses suivantes:

E(Y*) et E(W™) sont finis ,
le théoréme de Ross précédemment évoqué permet d’écrire:

i (ZOD) - E07)

t—=+o00

i

O

Dans le processus Y™, Tf% est le colit moyen de réparation par unité
0

de temps sur un horizon infini. Mais ce cotlit moyen n’est pas encore entiérement
déterminé par les données F' et p du modéle. En effet, E(W™*) reste encore 2
expliciter.

Ceci sera fait progressivement dans les prochains chapitres.



Chapitre 2

FONCTION DE CcOUT

On rappelle que:

- P'utilisation du mot "réparation" tout seul signifie "réparation imparfaite";

-qg=1—p= L(cy), ot L est la fonction de répartition du processus C des
coflits de réparation dans un cycle donné;

- ¢; est le cofit d’une réparation parfaite;

- N (t) est le nombre de réparations parfaites dans [0 , ];

- N,(t) est le nombre de remplacements préventifs dans [0 , ¢];

- W(t) est le cotit des réparations dans [0 , t].

Désignons maintenant par co, le colit d’un remplacement préventif & I'age T

avec ¢ < ¢ , et par C(t) le cott total dans [0, t]. Alors:

g@ = ClNl(t) + CgNg(t) + w y (202)

cotit total coit des réparations par faites  cout des rempl. prév.  cuiit des réparations

o Ni(t), Na(t) et W(t) sont des variables aléatoires qui dépendent de g et de 7.
Le probléme (& étudier au chapitre 4) est de minimiser par rapport a T, le
colit moyen par unité de temps sur un horizon infini, c’est-a-dire minimiser par

rapport & T, 'expression

B(o.7) = Jim ()

i—co
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Dans le présent chapitre, on se contente de donner a B(g,T') des formes de

plus en plus explicites.

2.1. PREMIERE FORME DE B(q,T)

Corollaire 2.1.1. W* étant le processus des cotits de réparation associé au pro-

cessus Y™, alors:

(c1— ) [1 — [F) ]1“1] Y +E (W)

B(q,T) = TF0] 21.1)
PREUVE.
B(e,T) = Jim (FOON) _ ) i (EINAO, i (ELNO, , BOVIE)

En remplacant tlim (E[Ntl—(t)l), tlim (E[]\?(t)]) et E[Wt’(t)] par leurs expressions res-
—00 —0Q
pectives dans les égalités (1.6.1) , (1.7.1) et (1.8.1), on aboutit aisément au résultat
cherché.

O

Pour mieux expliciter B(g, T), il suffit de donner & E (W*) des formes de plus

en plus explicites.

2.2. PREMIERE FORME DE E(W*)

Les notations annoncées dans la sous-section 1.1.4 s’appliquent particuliére-

ment ici.

Proposition 2.2.1. Soit N(Y™*) la variable aléatoire égale au nombre de répara-

tions successives durant un cycle du processus Y.
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Désignons par
€ ={Cy; j=1; 2, sy HEEY}

le processus des cotits aléatoires de réparation associé a ce cycle, puis par (C|C < ¢)
la variable aléatoire égale au codt d’une réparation étant donné qu’on répare. On

a alors:

E(W?*)=E[N(Y*)].E(C|C < cp) {2i2.1]

PREUVE. @ On a
N(Y“)

W= " (GilC; < @)

les C; étant iid de moyenne finie.

e N(Y*) est une variable aléatoire positive entiére telle que I’événement
{N(Y*) = n} est indépendant de Cyy1, Cp12, ... , V1.

D’aprés 1’équation de Wald, voir définition 3.2 et théoréme 3.6 dans Ross

(1970), on a ’égalité:

E(W*) = EIN(Y*).E(C|C < c)

Pour expliciter E(W*), il faut expliciter E(C|C < ¢) et E[N(Y™)]

2.3. FORME EXPLICITE DE E(C|C < ¢)

Proposition 2.3.1. Le codt moyen d’une réparation étant donné qu’on répare

est:

E(C|C < ¢) = 9(12 , (2.3.1)
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ot = [3° zl(z)de.

PREUVE. La fonction de densité [ de C est définie sur |0 , +oo[. La fonction de
densité ., de (C|C < c) est la densité tronquée de C sur |0, cp). Elle est définie
par: Yee]0, co), le, = kl(c) ot k est tel que [[°lc,(c)de=1.

co
Donc k/ Heyde=1 = kLig) <=1
0

= kg =:1
1
= k=-.
q
1
Nous avons donc que Ve e |0, ¢o), lo,(¢c) = =l(c),
q

et BE(C|IC <¢) = / cle, (€) de
0

2.4. PREMIERE FORME DE E[N(Y™)]
Proposition 2.4.1. Soit M, la variable aléatoire égale a linstant de la n®™®

panne durant Y*. Alors,

E[N(Y")] = i ¢"P(M, < T) (2.4.1)

n=1
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PREUVE. On rappelle que le vocabulaire «durant Y*» signifie «durant un cycle»
ou encore «entre deux instants de renouvellement consécutifs». Désignons par A,
B, D, E les événements suivants:

A: «Durant Y*, n pannes consécutives ont subi des réparations imparfaites».

B: «La (n + 1)°™ panne a subi une réparation parfaite».

D: «Un remplacement préventif a eu lieu aprés la n®™ panne».

E: «Aucun remplacement préventif n’a eu lieu aprés la n®™® panne».

Alors, ’événement [N(Y*) = n] est donné par:

INY*Y=n] = An[DU(ENB)],

= (AND)U[AN(ENB)].

On vérifie aisément que les événements (AN D) et [AN(E N B)] sont disjoints
puisque les événements D et E le sont. Désignons par M; la variable aléatoire

égale & l'instant de la ™ panne durant Y*, avec My = 0.

Remarque 2.4.1. L’indice j décrit la séquence des réparations dans un cycle de

renouvellement donné.

Les événements D et E sont donnés par:

= (M, <T)yn{M.aq>T),

E == (Mn_|_]_ < T) .

Des trois précédentes égalités, de I'indépendance des événements A et D d’une
part et des événements A et (E' N B) d’autre part, on déduit 1'égalité suivante:

P[N(Y*) = n] = P(A)P[(My, < T)N(Mps1 > T)]+P(A)P[(Mpnyy < T)NB).
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Explicitons d’abord les termes du membre de droite de cette derniére égalité.

P4 = .
P[(Mn <T)N (Mny1 > T)] - P(M,< T).P[(Mn+1 > T) (M, < T)] ,
—  P(M,<T). [1 — P[(Mny1 < T)|(M, < T)] .

P[(Mn <T)N (M1 < T)]
Or P[(Mn+1 < T)|(M, < T)] - POE.=T) :

o P(Mn+1 < T) ]
= P(Mn<T) . Alorson a:

=  PM,<T)—P(My.<T).

oP[(Mn <T)N(Mpy1 > T)

=

Puisque P(B) =1—qet que FE et B sont indépendants, alors on a:

.P[(Mn+l <T)nB| =  P(My. <T).P(B),

= (-9P(Mp.<T).

On peut maintenant écrire que:

P[N(Y") = n| = ¢"P(M, < T) = " P(Myy1 < T) +¢"(1 = @) P(M1 < 7).

P [N(Y*) - n] — ¢"P(M, < T) — ¢""*'P(My1 < T) . (2.4.2)
EIN(Y*)] =Y nP[N(Y*")=n]=> ng"P(My <T)=> ng""'P(My4, <T)

avec ng" P 1P(Myy1 < T) = (n+ 1)g" " P(Mpyy <T) — ¢"MP(Mpy1 < T)
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( i ng"P (M, <T) - i (n+1)¢™VP (Mpp < T)
n=1 n=1
BN =1 +
iq(nH)P (Mpy1 <T)
\ et
E[N(Y™)]| = [i ng"P(M, <T) — inq"P(]V[n < T)] n f:q”p(_]\/[n <T)
et n=2 p—t

E[N(Y*)] = qP(M; < T) + i ¢"'P(M, <T) = f:q"P(Mn <T).

n=2 n=1

Pour expliciter E[N(Y*)], il faut d’abord expliciter P(M, < T).

2.4.1. Forme explicite de P(M, <T)

La détermination de la forme explicite de P(M,, < T') nécessitera cing étapes

de calcul.

2.4.1.1. Durée de vie résiduelle d’un systéme d’dge s

Proposition 2.4.2. Soit X, la variable aléatoire égale ¢ la durée de vie du sys-
téme qui a l’dge s subit une réparation et F; la fonction de répartition de X, .
Alors, on a les deuz égalités survantes:

F(s+1) =~ F(s)

BO="FG

(2.4.3)

S1 dt est infinitésimal,

Fy(dt) = r(s)dt (2.4.4)
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(c’est la probabilité qu’il y ait une seule panne dans [s , s+dtf) .

PREUVE. Démontrons d’abord 'égalité (2.4.3)
De [Fs(t) = P(X, <t)] et [(Xs <t) =[(X <s+)|(X > s)]], on tire:

B0 =750
Démontrons maintenant 1'égalité (2.4.4)
On sait que:
‘}ti_fﬂ) F(S+d2 F(s) _ #(s),
ou encore que pour dt infinitésimal, on a:
F(s+ dt) — F(s) ~ f(s).

Donc F(s+1t)— F(s) = f(s)dt

et Fy(t) =

2.4.1.2. Premiére forme de P(M, < T)

Proposition 2.4.3.

P(M, < T) :/ fm3--./Tr(tl)---r(tn_l)f(tn)dtl-.-dtn, (2.4.5)

my
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ot (my, ma, ... ,my,) décrit le domaine

@:{(m17m27--':mn)/OSmls"'Smn<T:mn+l} .

PREUVE.
n
(M < T)= ﬂ M; € [mj , mjal)
ou (my, ma, ..., my,) décrit © et les événements (M; € [m; , mjiq[) sont indé-
pendants.
Alors,

P(Ma <T) =[] P(M; € [m;, myuil).
j=1

e Calculons d’abord P (M; € [m; , mj;1[) pour un j donné.
Considérons une subdivision de l'intervalle [m; , m;1[ d’amplitude a; en k;
intervalles d’amplitude h; ou k; = sup {n eN/n < %j} (c’est-a-dire que k; est la

partie entiére de 72) (voir figure).
7

m; mj+h; m;+2h; mi+kih; Mjt1

Fia. 2.4.1. Subdivision de lintervalle [m; , mjy1[ en k; intervalles d’amplitude h;

On sait qu’en prenant des subdivisions de plus en plus fines (c’est-a-dire

quand h; — 0 ) alors: k; — oo et m; + k;jh; — mjq



[my , m; + kjhyl

[m, Mg

Ainsi, P (M; € [m; ,

kj-—l
U [mj + Zhj y Ty + (Z o+ 1)h][
z=0
o (751, 1y Kglig|
kj—)OO
kji—1
h}li’)l(l) U [mj -+ Zhj g mj =} (Z -+ 1)h][

kj—>oo z=0

ki—1
lim U [u; , u; + hy[ ot uj = my; + 2zh; .

h;j—0
e z=0

k}j—)OO
kj—-l
mip[) = lim P U (M € [y, w5+ )
kJ]-—>oo #=0
ki—1
= h}l_I)Ill] P(]\4J € [Uj , Uj ‘l‘h]D 3

kj—>00 z=0

Comme h; est infinitésimal, on a:

P(M;€u, uj+hi) = P(Xy <hy)

— Fu]‘ (h])

= 7 (u;) h; par (2.4.4).

27
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Donc P (M; € [my , mjl) = lim > 7 (u;) by

ol pour tout t; € [mj, mjsa], 7 (t;) =

En particulier,

P(Mn € [mn 3 mn—l-lD . P(-]V[n = [mn ) TD = /T 5, (tn) dt" - _/T f(t") dtn .

Par ailleurs, le systéme devant survivre & tout t, € [my, 7| (de fagon qu’on ait

exactement n pannes), alors, F (t,) = 1

P(Mn S [mn ) mn+1D = / f (tn) dt,, .

Mn

M1
/ r(t)dt; sije{l,...,(n—1)}

et P(M; € [m; , mj) =

T
/ Fib il 5 4 =m0

Mnp

e Ecrivons enfin P(M,, < T)
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P(Mn<T) = [[P(M;€m;, mn)
j=1
n—1

120 € by , mysal)| - PO € ., TD)

H ~ - e

1 o Ey8

Jrmd Tt )t Jr Fltn)dtn

_ /mm /T:S.../mir(tl)---r(tn_l)f(tn)dtl---dtn.

<

B4
2.4.1.3. Deuziéme forme de P(M, < T)
Désignons par (9,),, la suite récurrente de fonctions définie par:
t
95 (t) = / r(m)dm=—In[F(t) ]
il . (2.4.6)
¥n>2, 9,(0)= [ Gt (m)r (m)dm
0
Corollaire 2.4.1.
T
P(M,<T)= / 9p (M) f (my)dmy, , n > 2. (2.4.7)
0

PREUVE.

P(M, <T) = / A T I v

ou O est obtenu de la facon suivante:
m,, décrit [0, T,

Mp—1 décrit [0 ; mn]:

ma décrit [O y m2]
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& My ma
PM,<T)= /0 /0 iy -/0 r(my) - r{(Mp_1)dmy - - -dmp_1 | f (my) dmy, .

"l

"

In(mn)

O
2.4.1.4. Forme ezplicite de g,(my,)
Proposition 2.4.4. Pour tout entier naturel n > 2, on a:
9, (my) = ! [~ F(m,)]" " . (2.4.8)
(n—1)!

PREUVE. Montrons par récurrence la propriété

P:Vn22, 0n(my) = iy [0 F(ma)]"

e 95 (my) = —InF(my) (par (2.4.6)).
1

= [~ InF(my)]* " .

Donc P est vraie au rang n = 2 .
e Supposons que P est vraie jusqu’a un rang quelconque n, on admet en

particulier I’égalité (2.4.7). Montrons qu’alors, P est vraie au rang (n + 1), ou

encore que Jni1 (Mpp1) = 55 [— lnﬁ'—(mnﬁ)]n .
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Int1 (M) = /Omn+1 9y (m)r (m)dm

_ /me (7}—1)' [ In F(m,)]" "' (my) dma

- ﬁ /O T e F(ma)]"" [ o F(ma)] dma
~ iy [P

n

= [~ F(ma)

Donc P est vraie au rang n + 1.

J
2.4.1.5. Forme ezxplicite de P(M,, < T)
Corollaire 2.4.2.
Plafy < T = /0 il l?f_(?))!]n_l £ (Y i (2.4.9)

PREUVE. En utilisant 1’égalité (2.4.8) dans I’égalité (2.4.7), on aboutit aisément
a Dégalite (2.4.9). O

2.5. FORMES EXPLICITES DE E[N(Y*)] , E(W*) ET B(q,T)

Corollaire 2.5.1.

E[N(Y*)]= -1 [1 — [F(T) ]1“’] (2.5.1)

, . i . L (n-1)
PREUVE. Soit (v,) la série numérique & termes positifs tels que v, = £— ol

(n—1)!
k=|InF(T)| et T < oo.
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Il est évident que lim (”j%) =0 < 1, donc que (v,) est une série numérique
n—co i

convergente.
Soit la série de fonctions (u,) définie sur [0 , T par:

= TERTOL .

A partir des doubles inégalités 0 < ¢ < 1,0 < f(¢) < 1et 0 < F(t) < F(T),
on vérifie aisément que:

vVt € [0, T], |u, (t)] < v, ol on le sait déja, (v,) est une série numérique
convergente.

Donc la série (u,(t)) converge normalement sur [0 , 7']. Comme la convergence
normale est une condition suffisante de convergence uniforme, alors la série (uy,(t))

o0
converge uniformément sur [0 , 7] vers sa somme u (¢) = . uy, (t), donc la série
n=1

de terme général w, (T) = fOT un (t) dt converge uniformément sur [0 , T'| vers
S u () dt.
Cela se traduit par > w, (T) = fOT u (t) dt,

n=1

ou encore par Z fo uy, (t) dt = fOT (Z Up, (t)) dt.
En utilisant l’egahte (2.4.9) dans 1’égalité (2.4.1), on obtient:

sver) = Yoo [ ERFOI s,

= 0 (n—1)!
Yy
= > / up (t) dt
n=1v0
T 0o
= / (Z up (t) | dt par ce qui précéde,
0 n=1

= /OTqS(t)f(t)dt,
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on S(t) = Z[_qmF (t)!]

n=1 (n——l)
> [—~¢lnF@®)]"
- Z_:D[ g - ]
s e—qlnf(t)
= [F®)]™,
BN = [ -a[Fw)] 7 [Fey] e
_ _[[Fe1™”
= —q ]_—q O

Corollaire 2.5.2. Soit ¢, = [;° =l (z)dz. Alors, on a:

*Y __ Cm T 1-¢
E@V)_l_qﬁ [ F(T) ] ]. (2.5.2)
PREUVE. En utilisant les égalités (2.3.1) et (2.5.1) dans I’égalité (2.2.1), on obtient
égalité (2.5.2).

(l

Corollaire 2.5.3. Le coiit moyen par unité de temps sur un horizon infini est:

(01 —co+ 1%'};) (1 —[F(T) ]1—q) +cy
/A1 , (2.5.3)
Jo [F (@) )t

B(g,T) =

0u0<q<letcm=[°zl(z)dz.
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PREUVE. En utilisant 1égalité (2.5.2) dans I'égalité (2.1.1), on obtient 1'égalité
(2.5.3)
4

2.6. COMPARAISON AVEC D’AUTRES ETUDES

2.6.1. B(q,T) comme fonction de g et de T'

e Une étude analogue réalisée par Cléroux, Dubuc et Tilquin (1979) a conduit
4 la méme expression de B(gq, T) (voir égalité (21), page 1162 de la dite référence)
e Une autre étude menée par Beichelt (1993) a conduit au méme résultat
(voir le modéle 7 de la dite rérérence, égalité (22), page 59). Dans cet article,
l'auteur désigne (en fin de page 51) par ¢, le colt moyen d’une réparation étant
donné qu’on répare. Cela correspond exactement & F(C|C < ¢) dans (2.3.1) qui

contient une constante que je note ¢, et qui est définie par ¢, = Oc" zl (z)dz.

2.6.2. B(q,T) comme fonction de T'

e Quand T' — +o00, les pannes interviennent avant 7" unités de temps. Mon
modéle se retrouve alors dans un contexte sans remplacement préventif et se

confond & celui étudié par Brown et Prochan (1983). Le cofit correspondant est

Lm
(5] -+ 1—g

) ST

(2.6.1)

Dans cet article, les auteurs n’ont pas étudié la fonction de cotit. Toutefois,
ils ont étudié la distribution F, entre les réparations parfaites et sa relation avec
F. Jai déja utilisé des résultats de cette étude (égalités (1.3.1) et (1.3.2))

Dans le présent contexte (I' — +00) qui reviendra plus tard au chapitre 4,

j'utiliserai un autre résultat de cet article.
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e Le méme contexte sans remplacement préventif a aussi été étudié par
Beichelt (1993). 1l traite de la fonction de cott. Dans son modéle numéro 6,
pages 56 et 57, la probabilité p d’effectuer une réparation est une fonction du
temps. Lorsque p est une constante (comme dans mon modéle), le colit moyen
par unité de temps sur un horizon infini est donné par 1'égalité (14) de la réfé-
rence. Cette égalité correspond a I’égalité (2.6.1). Je rappelle que pour I'auteur,

¢m = E(C|C < ¢), ce que moi je désigne par = ou ¢, = 52 %l (x)das .
2.6.3. B(q,T) comme fonction de ¢

Rappelons que ’expression du cofit moyen par unité de temps sur un horizon
infini, B(g, T) est valide pour ¢ appartenant a l'intervalle |0 , 1] .

11 serait donc intéressant d’étudier le comportement de B(g,T') aux voisinages
de 0 et de 1 puis de comparer les résultats obtenus & ceux établis dans d’autres

études.
2.6.3.1. Comportement de B(q,T) quand g — 0

Quand ¢ tend vers 0, on se retrouve & la limite dans un contexte ou aucune
réparation (imparfaite) n’est effectuée. Dans un tel contexte, le coiit moyen de ré-
paration sachant qu’on répare, E(C|C < ¢), est nul. Soit, d’aprés I’égalité (2.3.1),
cm = 0. Il 0’y a donc que des réparations parfaites, théoriquement équivalentes a
des remplacements par des piéces identiques neuves.

A la limite, on s’attend donc & obtenir le modéle classique du remplacement
préventif basé sur ’age tel qu’initié par Barlow et Proschan (1965).

En utilisant c,, = 0 dans P'égalité (2.5.3) , on trouve:

(1 — ) F(T)+ ¢
[T F@)dt

lim [B(g, T)] =
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Cette expression est bien celle du coiit moyen par unité de temps sur un horizon

infini correspondant au modéle classique précédemment cité.

2.6.3.2. Comportement de B(q,T) quand ¢ — 1

Quand g tend vers 1, on se retrouve a la limite dans un contexte ou toutes
les pannes subissent systématiquement des réparations minimales 4 la panne.

A la limite, on s’attend donc & obtenir la politique du remplacement préventif
périodique avec réparation minimale & la panne, politique initiée par Barlow et
Hunter (1960) a la page 96 sous la désignation "Policy II". La méme politique
est encore présentée dans Barlow et Proschan (1965) aux pages 96 et 97.

Vérifions maintenant que ‘lﬁﬂ [B(g,T)] est le cofit moyen par unité de temps
correspondant au modéle cité précédemment.

Si 'on pose v (q) = [F(T) ]l—q , alors I’égalité (2.5.3) devient:

(o1 — €2) [1 = 7(9)] + em ™25 +
IR ] " at '

r -
lim[1-7(g)]=0,

B(q,T) =

Par ailleurs, 1111_1)1% Y(@l=71)=1= 4

On peut maintenant écrire que:

gyB@TH= 7
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On retrouve l'expression attendue du cotit établie par Barlow et Hunter

(1960).



Chapitre 3

LES CLASSES DE DISTRIBUTION IFR, IFRA
NBU ET NBUE

Ce chapitre présente des notions et des résultats sur quatre importantes
classes de distribution F' utilisées dans les politiques de maintenance systémes.
Certains de ces résultats seront utilisés pour la détermination des critéres d’opti-
misation dans le chapitre 4.

Je rappelle que F' est la fonction de répartition de la durée de vie X, f est
la fonction de densité de X, r : ¢ — L) et 1a fonction taux de panne associée

F(t)
aF et u=FE(X).

3.1. LES CLASSES DE DISTRIBUTION IFR ET IFRA

On désigne par:

classe IFR, la classe des distributions & fonction taux de panne croissante (en
anglais: Increasing Failure Rate distributions). Par opposition, la classe est dite
DFR pour des distributions & fonction taux de panne décroissante (en anglais:
Decreasing Failure Rate distributions);

classe IFRA, la classe des distributions dont la fonction taux de panne moyen
est croissante (en anglais: Increasing Failure Rate Average). Par opposition, la
classe est dite DFRA pour des distributions dont la fonction taux de panne moyen

est décroissante (en anglais: Decreasing Failure Rate Average).
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3.1.1. Classe IFR

La classe IFR est caractérisée par la proposition suivante:

Proposition 3.1.1. La distribution F est dans la classe IFR si et seulement
st pour tout réel A > 0, la fonction 7 : t —> Figet) < F () définie sur D, =

F(t)
{t >0/ F(t) < 1} est croissante.

PREUVE. (=) Soit F' dans la classe IFR.

Alors, r est croissante sur D,. Cela se traduit par:
pour tout couple de réels (t1,%,) € D2 tel que t; < 5 alors r (¢1) < 7 (t2).
Vt, t+t <t+iy= T(t-f-tl) < T(t+t2).

Soit A > 0, on a alors la chaine d’inégalités suivante:

A A
/ r(t+t)dt g/ T (t+tg) dt
0 0

- > - o~
~

fttll A (u)du LZZ+A r(u)du

= £ (ftoz r(u)du+ 0tz+A r(u)du) =g (j;ﬂl r(u)du+f;1+A r(u)du)

- J2+A'r(u)du e~ fgl"'Ar(u)du

=

e fgz r(u)du T e~ fotl r{u)du
= F(t_2 ) < F(il ) par (2.4.6)
N l—F_(t2+A)S1—}~7_(t1+A)
o 1-F(ta+A) 1-F(t) 1-FtHi+4d) 1-F)
F(ty) F(t;) ~ F(t,) F(t)
N e’ S gt [

1 1
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F (t2) — F (t2 + A) ” F(t) — F (&1 + A)
F(ty) B F(t)
ouque —7(ts) < —7(t1),

On en déduit que

b

c’est-a-dire que 7 (t1) < 7(t2) .

On vient d’établir qu’étant donné A > 0, pour tout couple (¢1,%2) € D? tel
que t; < to, alors 7 (t1) < 7 (t2).
Cela signifie que 7 est croissante sur D,.

o(<=) Supposons maintenant qu’étant donné A > 0, T est croissante sur D;.

Alors, pour A > 0, la fonction 7o = %7’ est aussi croissante sur D,. De méme,

la fonction limite 6 (obtenue quand A — 0) est croissante sur D,.

Déterminons la fonction limite 8 : £ — iimO [7a (2)]
-

w(®) = £
_ Fi+A)-F(@F) 1
A F(t)
0(t) = lim [ra ()
B _1_m[1 F(t+A)—F(t)
F(t)\A—m A |

F (=12

= IE) |-

Donc les fonctions r et & sont égales. Comme on sait déja que @ est croissante,

alors r 1'est aussi. Donc F' est dans la classe IFR.
O

3.1.2. Classe IFRA

Définition 3.1.1. Le tauz de panne cumulatif dans [0, t] est: f; 7 (u) du.
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t
Définition 3.1.2. Le taur de panne moyen dans [0 , t] est: i’itu)d—u. C’est la
valeur moyenne de r sur [0, t].

Définition 3.1.3. La distribution F est dans la classe IFRA si sa fonction "tauz

fg r(u)du
0

de panne moyen dans [0, t|" , n:t —> est croissante.
n

Proposition 3.1.2. La classe IFR est incluse dans la classe IFRA.

PREUVE. Soit F' dans la classe IFR.

Alors r est croissante et on déduit que:

r () > ()
—~~ —~~
valeurderent valeur moyenne
de r sur [0, t]
t
du
— e ’"(t”)
i
— tr(t)—/T(u)duzo
0
tr() — [Sr(uyde
= tg =7 () >0
= 71 est croissante.
Donc F est dans la classe IFRA. O

3.2. LES CLASSES DE DISTRIBUTION NBU ET NBUE

On désigne par:

classe NBU, la classe des distributions de type "meilleur neuf qu’usagé" (en
anglais New Better than Used). La fonction taux de panne correspondante est
donc croissante. Par opposition, on parle de classe NWU pour désigner la classe

des distributions de type "pire neuf qu’usagé" (en anglais New Worse than Used).
g g
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La fonction taux de panne correspondante est décroissante. Cela signifie qu’il
existe des systémes qui, durant leur période d’activité, s’améliorent dans le temps.

Classe NBUE, la classe des distributions de type "meilleur neuf qu’usagé en
moyenne" (en anglais New Better than Used in Expectation). De la méme fagon

que précédemment, on parlera a I'opposé de classe NWUE.

3.2.1. Classe NBU

Définition 3.2.1. La distribution F' appartient & la classe NBU si pour tout
couple (1 , T2) de réels positifs ou nuls, on a: F(z1 + z2) < F(z1) - F(22)

Par ailleurs, notons que:

_ o= . F(z1+12)  —
P(X>IZ?1+.’E2)
P(X>.’E1)

& P(X>z43) | (X >x)] <P(X >1x) .

SP(X>I2)

On en déduit la remarque suivante.

Remarque 3.2.1. La probabilité qu’un systéme survive & o unités de temps
supplémentaires sachant qu’il a déjo survécu & x1 unités de temps est inférieure

& la probabilité que le systéme neuf survive @ zo unités de temps.

3.2.2. Classe NBUE

Définition 3.2.2. La distribution F appartient d la classe NBUE si pour tout
t>0, [[° F(z)ds < pF(t) ot p= E(X).

Notons que:
e la fonction F' : z — F (z) = P (X < ) est la fonction de répartition de

la durée de vie X.
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e la fonction F; définie sur [t , +oo] par:

F(z) - F(t)
(t)

Ft(x) = F
= P[X <z)|(X >1)]

est la fonction de répartition de la durée de vie "X conditionnelle a (X > ¢)". F;

est en fait la distribution F' tronquée en 1.

e D’aprés 1’égalité (1.5.1), la moyenne de "X conditionnelle & (X > t)" est:

E[X|(X>1)] = ftwm)dx

avec Fy(z) = 1-F;(z)= ;((a;))
Donc E [X|(X >¢t)] = /;00 %dm

e Par définition, dire que F' est NBUE revient a dire que:

* F(z)
/t T S H

c’est-a-dire que: Vt > 0, E[X|(X >t)] < E(X).D’ou cette remarque.

Remarque 3.2.2. La durée de vie moyenne d’une piéce usagée d’dge t est infé-

rieure ou égale & la durée de vie moyenne d’une piéce identique neuve.
Proposition 3.2.1. La classe NBU est incluse dans la classe NBUE.

PREUVE. Soit F' dans la classe NBU . Alors, pour tout couple (z; , z2) de réels

positifs, on a:

F(Z‘1 -+ fL'z)

VAN
e
&
=
5

et/ F(zy, +z3)dzy < F(z)- F(zy)dz, .
0
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Posons z = 71 + 73 dans [;° F'(z; + 2)dz,. La précédente inégalité devient :
Yz, >0, / F(z)dr < wF(z) .
z3

Ce qui signifie que F' est dans la classe NBUE.

3.3. RELATION ENTRE LES CLASSES IFR ET NBU

Désignons par IFR, IFRA, NBU, NBUE les classes de distribution respectives

de mémes noms. On a la chaine d’inclusions suivante.

Théoréme 3.3.1. IFRC IFRA C NBU C NBUE.

PREUVE. Les premiére et troisiéme inclusions ont déja été établies dans les pro-
positions précédentes. Il reste & montrer que la classe IFRA est incluse dans la
classe NBU. Soit F' dans la classe IFRA. Alors, la fonction 7 est croissante.

Pour tout couple de réels positifs (z; , z2), on a:

71 <T1+22 = 1) <n(r1+22)
In[ F(z1 + z2) | - In [ F(z1) |
Ty + T2 - T
71 In [F(ml + ) ]
T+ T

<In[F(z)] .

En permutant z; et x5, on obtient 1'inégalité analogue:

Z91n [F(xl + z3) ]
T+ Iy

<In [F(.Ig) ] .
La sommation membre & membre de ces inégalités analogues donne:

In[F(z:+2:) | <In[F(z1) - Fla) ]
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c’est-a~dire: F(x; + z3) < F(xy) - F(zy), ce qui signifie que F' est dans la classe
NBU.
1

On sait maintenant que si F' est dans la classe IFR, alors F' est aussi dans
la classe NBUE. Ce résultat sera déterminant par la suite pour la recherche des

critéres d’optimisation du cott.



Chapitre 4

CRITERES D’OPTIMISATION DE LA
FONCTION DE COUT DE REPARATION

Le probléme a résoudre est de trouver la valeur 7y de T qui minimise B(g, T")
(le cotit moyen par unité de temps sur un horizon infini) pour g fixé. Pour cela,
il faudra d’abord étudier 'existence et 'unicité de 7.

Posons a(T) = B(q,T) et:

ﬁ261—62+—Fm—>0,
l—g

(4.0.1)
a=0+c.
L’égalité (2.5.3) devient alors:
= 1—q
KT
a(t) =2 lFEy] = (4.0.2)

oul<g<l
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4.1. VARIATIONS DE LA FONCTION DE COUT a: T — a (T

Proposition 4.1.1. Pour tout réel T appartenant & Vintervalle |0, +oof, a (t)
a méme signe que:

F)]™ o«
1—gq B(l-q)

b(T)=r(T)- /OT [ F(t) }1“4 dt+[ (4.1.1)

E(Y™)

PREUVE. Le calcul de o' (T') donne les expressions suivantes.

IR dt—( —B[FM ) [FD]™
(foT )1 a)

BA-) [FD]"r () [T [Ft)] " dt— (a=8[FD)]) [F(D)]™

Bl-g [F(T)]™

f(-q [F(T)]™" Tre gy LD a
e r(T)- | [F@)] "dt — - —
" @t ay |k T Ty
/\(T>0 :
Donc a (T) a méme signe que b(7T). O

4.2. CONDITION D’EXISTENCE D’UNE SOLUTION UNIQUE 7" DE
L’EQUATION & (T) = 0

Proposition 4.2.1. Si r est continue et croissante, une condition nécessaire et

suffisante pour que l’équation :

b(T') =0 (4.2.1)
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(c’est-a-dire o' (T) = 0) admette une solution unique T* est

lim [b(7)] > 0. (4.2.2)

PREUVE.

ePosons by = lim [b(T)]

T—=0

1 a
by = =7 F0-q par (4.1.1)

T E @) = (@) [ [FO ] aer @ [FO) - [F@O) 75 @)

-

=
~ 0
E(Y*)>0

Les fonctions b et r ont méme signe, donc les fonctions b et r ont le méme
sens de variation. On en déduit que si r est continue et croissante, b est aussi
continue et croissante. Puisque b est continue et croissante sur |0, +oo] et que
limy_o [b(T)] = by < 0, on a qu’une condition nécessaire et suffisante pour que

T* existe est:

lim [b(T)] > 0.

T—oo
O

4.3. CONDITION SUR r POUR L’'EXISTENCE ET L’UNICITE DE T*
Proposition 4.3.1. Soit ro, = lim [r (T)] et lim [b(T)] > 0. Alors,

T—00 T—o0

(84
Too > 4.3.1
7 Bpu(p) (43.3)

ot p(p) est la durée de vie moyenne entre les réparations parfaites.
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PREUVE. On rappelle que quand 7' — +o00, les pannes interviennent avant 7' donc
on se retrouve dans un contexte sans remplacement préventif.

Posons b, = lim [b(T))].
T—o0

Aim [E(Y")] = E(Y) = p(p)

= b = Toolt (p) — % par (4.1.1).
lim [ F(T)] =0

T—o00

De cette égalité et de ’hypothése b, > 0, on obtient: ro > EE_(?)
O

Remarque 4.3.1. Rappelons que quand T — +oco , le modéle se confond a celui

étudié par Brown et Proschan (1983).

Proposition 4.3.2. Si F est dans la classe NBUE , alors

roo > ﬁ% (4.3.2)

oupelo, 1.

PREUVE. Soit F dans la classe IFR (¢’est-a-dire r croissante). D’aprés le théoréme
3.3.1, on sait que F est aussi dans la classe NBUE. Or d’apreés le théoréme 3.1(i)
dans Brown et Proschan (1983), quand F' est NBUE, u (p) < %.

(8%
Bpu (p)

Too >

=>7"oo>m
L
pip) < —
(p) ’
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Remarque 4.3.2. De ce qui précéde, on sait maintenant qu’une condition suffi-
sante o lexistence et & l'unicité de T™ est que T soit continue et croissante vers

Too > ﬁ
4.4. OBTENTION DE LA POLITIQUE OPTIMALE

Corollaire 4.4.1. La politique optimale Ty cherchée est T™.

PREUVE. T* étant I'unique solution de I’équation a (T') = 0, il suffit d’établir que
T* minimise a(7). De ce qui précéde, on sait que la fonction b est strictement

croissante sur |0 , +oof et s’annule en T*. On peut donc écrire que:
y P

<0siTelo, T,
b(T){ =0siT=T",
>0siT €T, +oo]
D’aprés la proposition 4.1.1 , on a aussi:
<0siTelo, T,
gl =08 T =T",
>0siT €T, 4o0]
Donc T* minimise a(T') , d’ott Ty = T*

g

En conclusion, on retiendra le critére d’optimisation suivant. Une condition
suffisante a existence et & l'unicité d’une politique optimale Ty est donnée par:

“r continue et croissante vers ro > ﬁ”.

Remarque 4.4.1. T est la solution numérique de ’équation b(T) =0 .

Des exemples de calcul de T; seront donnés dans le chapitre 5.



Chapitre 5

APPLICATIONS NUMERIQUES

Rappelons que quand ¢ — 0, le modéle devient le modéle classique du rem-
placement préventif basé sur I’age de Barlow et Proschan (1965). Les auteurs
présentent un exemple numérique d’optimisation de cofit. Par la suite, d’autres
auteurs qui ont fait des études analogues ont utilisé cet exemple pour leurs appli-
cations numériques. C’est le cas de Glasser (1967), Hanscom et Cléroux (1975),
puis Cléroux, Dubuc et Tilquin (1979).

Je vais aussi me servir de cet exemple.

5.1. EXEMPLE

Certains tubes électroniques utilisés dans les communications des compagnies
aériennes commerciales ont une durée de vie moyenne de p = 9080 heures
avec un écart-type o = 3027heures. On suppose que ¢; = 1100$ et c; = 1008.

Je cherche la politique optimale de remplacement préventif basé sur I’Age avec

réparation minimale imparfaite.

e Dans un premier temps, je détermine la politique optimale dans chacun
des cas ol F est la fonction de répartition d’une normale tronquée, d’'une gamma
puis d’une Weibull. Cela me permettra de comparer les résultats a ceux obtenus
par Cléroux, Dubuc et Tilquin (1979) dans le modéle analogue, modéle que je

désignerai dans la suite par ARPMR.
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e Dans un deuxiéme temps, je refais le méme travail avec une nouvelle dis-
tribution : celle des valeurs extrémes de type 1. Cela me permettra de voir si ’on

obtient des résultats semblables.

Remarque 5.1.1. Pour toute distribution F utilisée, les paramétres de F sont

déterminés comme étant les solutions du systéme suivant :

u = 9080 ,
(5.1.1)
o = 3027,

ot p et o2 sont respectivement la moyenne et la variance de F'

5.2. RESULTATS OBTENUS PAR D'AUTRES AUTEURS

5.2.1. Modéle classique du remplacement préventif basé sur I’age

Dans le chapitre 4 de Barlow et Proschan (1965), les auteurs trouvent :

ea(T)= CQ+(;1__ @) F(T) > &z pour ¢ < ¢ ;
Jy F(u)du T

e si r est continue et croissante vers + oo, la solution optimale Tj est la solution

de ’équation :

r(T)./OTF“(u)du—F(T)— = e (5.2.1)

C1 — Co

e si F'est IFR, T > %f u. Ce qui signifie que I’on ne devra jamais effectuer le
remplacement préventif avant % 1 unités de temps de fonctionnement.

Une résolution numérique de 'équation (5.2.1), faite par les auteurs puis par
Glasser (1967) sur la base de I'exemple a produit le tableau 5.2.1 . Ce tableau
donne les solutions obtenues d’une part par Barlow et Proschan (1965) quand F
est la fonction de répartition d’une normale tronquée et d’autre part par Glasser

(1967) quand F est la fonction de répartition d'une gamma ou d’une Weibull.
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TAB. 5.2.1. Modéle classique du remplacement préventif basé sur ’dge pour trois distributions

Normale tronquée | Gamma | Weibull
T 4127 4036 3923
a (Ty) 0,037 0,030 0,037

Dans un contexte sans remplacement préventif (T — +00), on a comme cofit
quelle que soit la distribution F', a (+-00) = 4 =0,121.

On observe donc bien que quand on effectue des remplacements, on réduit
les cofits respectivement de 69%, 75%, 69% pour la loi normale tronquée, la loi

gamma, la loi de Weibull.

5.2.2. Le modéle ARPMR

Les tableaux 5.2.2, 5.2.3 et 5.2.4 donnent les solutions obtenues par Cléroux,
Dubuc et Tilquin (1979) respectivement quand F' est la fonction de répartition
d’une gamma, d’une normale tronquée et d’'une Weibull. Dans ces tableaux, les
notations &, p, c¢*/p, To, E(Va), E(No), E(W)) et J (Tp) sont celles des auteurs.
Dans mon modéle, elles correspondent respectivement a 6, ¢, ¢,/q, To, E(Y),
E(Ng), E(Wg) et a(To) ou,

¢m/q est le colit moyen d’une réparation étant donné qu’on répare,

To est la politique qui minimise a (7) le colit moyen par unité de temps sur

un horizon infini,

a (Tp) est le colit moyen optimal par unité de temps sur un horizon infini.

E(Yy), E(Ng), E(W;) sont des grandeurs intermédiaires qui facilitent le

calcul de a (Tp). Leurs significations sont données dans la sous-section 5.3.1 .
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Je reproduirai les mémes formats de tableau dans la section 5.3. C’est & partir
de ces trois tableaux que les auteurs ont fait ressortir les points saillants annoncés

dans le sommaire en page V.
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TAB. 5.2.2. Modéle ARPMR pour la loi gamma
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TaB. 5.2.3. Modeéle ARPMR pour la lot normale tronquée
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TAB. 5.2.4. Modéle ARPMR pour la loi de Weibull
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5.3. COMPARAISON AVEC LES RESULTATS DU MODELE ARPMR

D’abord, revenons en détail sur les résultats du modéle ARPMR sur la base
des tableaux 5.2.2, 5.2.3 et 5.2.4 .

e Dans ces tableaux, la derniére colonne correspond a p — 0 donc au résultat
obtenu dans le cas de la politique classique de remplacement préventif de Barlow
et Proschan (1965). Il n’y a donc pas de réparation. On observe que le colit moyen
optimal a(7p) s’établit a:

0,030 pour la loi gamma,

0,037 pour la loi normale tronquée en 0 et pour la loi de Weibull.

Quand p différe significativement de 0 (colonnes 2 a 8), le colit moyen optimal
a(Ty) diminue et cela quelle que soit la distribution. Cela montre bien que quelle
que soit la distribution, on ameéliore la politique classique de remplacement pré-
ventif de Barlow et Proschan (1965) en y autorisant des réparations minimales,
c’est-a-dire en permettant & p d’étre non nulle.

e La diminution de coiit précédemment évoquée est plus forte quand p aug-
mente (voir I’évolution de a(7p) dans le sens colonne 8 & colonne 2). Cela montre
bien que quelle que soit la distribution, I’amélioration de la politique classique
de Barlow et Proschan (1965) est d’autant plus significative que I'on répare plus
souvent.

e Enfin, pour une valeur donnée de la probabilité p de réparer, on observe
que la distribution a peu d’effet sur le coiit moyen optimal a(7p) (comparer les
a(Ty) correspondant aux mémes numéros de colonne).

S’agissant maintenant de mon modéle, les tableaux 5.3.1, 5.3.2 et 5.3.3 donnent
les solutions que j’obtiens respectivement quand F' est la fonction de répartition

d’une gamma, d’une normale tronquée et d’une Weibull. On observe bien que ces
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tableaux sont similaires a leurs homologues respectifs 5.2.2, 5.2.3 et 5.2.4 du mo-
déle ARPMR. On peut donc affirmer que les conclusions numériques du modéle
ARPMR s’appliquent au modéle étudié.

Comme annoncé a la fin de la section 1.2 (en page 6), les applications nu-
meériques sont faites avec la forme donnée & ¢y dans le modéle ARPMR, & savoir,
co=0c,on0<d<1.

Désormais, ¢ = L (6¢;) et ¢, = fo‘scl zl (z) dz ou § décrit l'intervalle [0 , 1].
Notons qu’il n’y a aucune justification théorique pour le choix de la fonction de
répartition de la variable aléatoire (C'/C < d¢;). L’intérét d’un choix de L réside
dans le fait que quand L est donnée, ¢, ¢, @ et 3 sont connus pour un ¢ donné.
Donc la fonction a (cofit moyen par unité de temps sur un horizon infini ), donnée
par P'égalité (4.0.2) est connue pour cette valeur de 4.

Je prends la fonction de répartition L du modéle ARPMR & savoir L = fonc-
tion de répartition de N (ug , 03) tronquée en 0 (voir page 61) ot les auteurs du
modéle ont choisi (g , 0g) = (700, 200 ) pour rendre négligeable la probabilité
d’un cotit négatif, comme l'indique la figure 5.3.1.

Voici le détail de toutes les opérations qui ont permis d’obtenir les différents
tableaux. Dans le but de rendre facile la comparaison avec les résultats du mo-
déle ARPMR, ces opérations ont été construites de facon & pouvoir calculer dans
mon modéle, les grandeurs analogues calculées dans le modéle ARPMR. Les pro-
grammes informatiques qui accompagnent ces opérations sont donnés en annexe.
Ils ont été congus et exécutés a 'aide du logiciel GAUSS. Un guide de ce logiciel
est disponible & ’adresse suivante :

www.cirano.umontreal.ca/publication/guides



GAUSS

probabilite

Fri Jan 28 02:31:20 2000
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cout d'une reparation etant donne qu'on repare

FiG. 5.3.1. Fonction de densité I de N (po , o)

5.3.1. Démarche globale des calculs

1400

X est la variable aléatoire «durée de vie des tubes électroniques» et sa fonction

de répartiton est F'. D’aprés ’exemple, on pose:

E(X) = p=9080,

var (X) = 0% = 3027 .
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Pour un § donné, je calcule d’abord les quatre grandeurs indépendantes de F' que
sont :
oq= f:al [ (z) dz ot c; est donné et
2—700

_ v (%3
o) = 2000 (3.5)

@ et ¢ étant les fonctions de densité et de répartition respectives de la normale
N (0, 1);

® %= 0 ¢ = foécl zl (z) d;

ef=c—c+ f—j‘a o1l ¢y est donné;

e =[+co.

Cette séquence de calculs est exécutée par le programme donné en annexe A.

Pour la méme valeur de § utilisée dans les quatre précédentes expressions,
je calcule ensuite cinq grandeurs optimales qui elles dépendent de F'. Ces cing
grandeurs sont définies comme suit.

e La politique optimale Tj, solution (a obtenir numériquement) de 1’équation
b(T) = 0 ow:
F(T) ]l_q o

1-¢g  f(l-g)°

Le programme donné en annexe B exécute la détermination numérique de Tj

b(T):r(T)-/O [F(u)]l_qdu—l- [

4 1072 lorsque F' est la fonction de répartition de la normale tronquée en 0.
Les sorties de résultats sont données dans I’annexe D. On peut reproduire sans
difficulté des annexes analogues pour les autres distributions.

Les quatre grandeurs restantes sont optimales parce que calculées en Ty, c’est-
a-dire :

e le temps moyen optimal entre deux renouvellements successifs,

BOG) = [ [Faw] ™,
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e le nombre moyen optimal de réparations entre deux renouvellements suc-

cessifs,

B(N) = 1= [1-[F@)"™],

e le colit moyen optimal de réparation entre deux renouvellements successifs,
* Cm *
E(Wg) = ?E(No) :
e le colit moyen optimal par unité de temps sur un horizon infini,

292 B (N) + e
B (%)

my@n [a(T)] = a(Ty) =

La séquence des quatre derniers calculs est exécutée par le programme donné
dans ’annexe C lorsque F' est la fonction de répartition de la normale tronquée
en 0. On peut facilement adapter ce programme aux autres distributions.

En définitive, il suffit de connaitre r(T') et F'(T') pour mener & bien les dif-
férentes optimisations. Les expressions de r(T') et F(T') utilisées sont données
ci-aprés pour chaque distribution F'.

Je rappelle que les paramétres de F sont déterminés conformément a la re-

marque 5.1.1.

5.3.2. Optimisation lorsque F est la fonction de répartition de la

normale N; (1, 0?) tronquée en 0

On rappelle que @ et ¢ sont les fonctions de densité et de répartition respec-

tives de la normale N(0, 1). En s'inspirant de Barlow et Proschan (1965) pages
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13 et 88, on obtient facilement :

( _ Bt =gt
F(T)— q;(g) ?
<
P A Gra),
" =56

5.3.3. Optimisation lorsque F' est la fonction de répartition de la

2 2
M- —_ a”
y o = =

gamma(by , ¢g), b = &5 ;

On rapelle que les paramétres by et cg de F' sont tels que F' a pour moyenne

@ et pour variance o?.

=t
F(T) = fOTf (t) dt ou f (t) = tbl(_"_(_;_‘;__b;_o et I‘(bg) _ fooo =Tz .
0)Cy

En effectuant le changement de variable u = é dans F(T'), on obtient

bo—1

% e "u
k= /0 T (bo)

Cette forme de F'(T') est désignée dans le langage GAUSS par cdf gam (bg ) ;.r_())

4 —u bg—1

0 ety &
F(T):A chdfgam (bo, E‘(;) 3
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5.3.4. Optimisation lorsque F est la fonction de répartition de la

Weibull («, A)

On sait que si la durée de vie X suit la loi de Weibull (a, A), sa moyenne p

et sa variance o2 sont données par:

LE+1)
Xa

v = frG)- b G-

Les grandeurs u et o étant connues (remarque 5.1.1), les paramétres « et A sont

,U':

¢)

facilement obtenus en posant ce qui suit.

a=—,
Qp

A= [___r(a0+1)}% ,
\ p

oll ag est la solution numérique de I’équation:

2
2 H —
M (a4 1) = 55T (2 +1) =0. (5.3.1)

[ S

2(a)

Done, il faut d’abord trouver ay pour en déduire o et A. Puisque pour la
Weibull (e, A), on sait que:
PT) =1—e X
r(T) = AaT®
alors, les grandeurs F (T) et 7 (T') sont ainsi entiérement déterminées. Soulignons

que ag est calculé séparément en résolvant numériquement I’équation (5.3.1). On
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trouve que ap = 0,302739 & 107° prés par défaut. Cette valeur de aq est ensuite

intégrée dans le programme de calcul de T .
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TaB. 5.3.1. Remplacement préventif basé sur l'dge avec réparation minimale impar-

faite pour la loi gamma
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TaB. 5.3.2. Remplacement préventif busé sur ’dge avec réparation minimale impar-

aite pour la loi normale tronquée
p
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TaB. 5.3.3. Remplacement préventif basé sur l'dge avec réparation minimale tmpar-

faite pour la lot de Weibull
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5.4. OPTIMISATION AVEC UNE NOUVELLE DISTRIBUTION F: CELLE

DES VALEURS EXTREMES DE TYPE 1

Dans Cléroux, Dubuc et Tilquin (1979), le critére d’optimisation est "r conti-
nue et strictement croissante vers l'infini" (figure 5.6.1). Dans mon modéle, le
critére d’optimisation est "r continue et strictement croissante vers 7o > - "
(figure 5.6.2).

Je montrerai plus loin que quand F' est la fonction de répartition de la loz
des valeurs extrémes de type 1, encore appelée loi de Gumbel, alors la fonction
taux de panne correspondante vérifie mon critére d’optimisation, rendant ainsi
I’optimisation possible comme l'indiquent les figures 5.6.3. & 5.6.11.

Le tableau 5.4.1 indique que les valeurs optimales du cotlit sont semblables
a celles obtenues pour les trois autres distributions. Le modéle étudié permet
donc d’étendre les conclusions numériques de Cléroux, Dubuc et Tilquin a la
distribution des valeurs extrémes de type 1. Par exemple sur la figure 5.6.12. on
vérifie qu’avec la loi des valeurs extrémes de type 1, la diminution des cofits est
plus forte quand § augmente c’est-a-dire quand la probabilité de réparer ¢ =
L(écy) augmente.

La succession des calculs est analogue a celle qui a déja été développée pour
les trois précédentes distributions. Les grandeurs g¢, c—;’k, 8 et a sont les mémes
que celles déja obtenues (puisqu’elles sont indépendantes de F).

Rappelons que pour la distribution des valeurs extrémes de type 1, les gran-
deurs 3 et « interviennent dans le critére d’optimisation. Une attention particu-

liére leur a donc été donnée (tableau 5.6.1. et figure 5.6.13.).
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TaB. 5.4.1. Remplacement préuventif basé sur [’dge avec réparation minimale impor-

faite pour la loi des valeurs extrémes de type 1
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5.5. LA LOI DES VALEURS EXTREMES DE TYPE 1

Si X suit la loi de Gumbel, sa fonction de répartition F' posséde un couple

de paramétres (v, p) , défini comme annoncé en remarque 5.1.1., et donné par:

p=2v6>0,
4 (5.5.1)
v=p—057722xp€eR.

En effet voir par exemple Saporta (1990) pages 48, 265 et 266 puis Johnson,
Kotz et Balakrishnan (1995) pages 11 et 12 ,

EX)=v+05772xp=p,
1
Var(X) = 6772/)2 =0’ .

La fonction taux de panne r est définie par:

_ [(=)
1 = )
Flzy=g"" = ,

5.6. ETUDE DES VARIATIONS DE LA FONCTION TAUX DE PANNE

ASSOCIEE A LOI DES VALEURS EXTREMES DE TYPE 1

Dans cette section, j’écrirai la fonction r comme la composée de deux fonc-
tions simples £ et (. Les propriétés recherchées sur r seront simplement obtenues

& partir de £ et . Décomposons la fonction r de la fagon suivante:

r=¢&o( (5.6.1)

ol & et ¢ sont les fonctions définies respectivement sur R* = R — 0 et sur R par:



1 Fe™=
E(@) = T
oLk (5.6.2)
Cle)=e"7
, -z _ —2) (1 — %) — -z (,—7T
Ve R, £ (z) = (e Fe-tHil =g )2 ze™* (e™*)
p(l—e®)
e 2 [{(l— ) —ze
p{l ey
= e’
= l—z—€e*- 5
el —e¥
w(z) A
>0
Donc £ (z) a méme signe que & (z).
. >0six <0,
VeeR, s (z) =" -1
<0stz>0.
Par ailleurs, il est évident que lim [k (z)] = —o0, que lim [k (z)] = —o0 et que
L—++400 Z——00
liII(lJ [k (z)] = 0. Les variations de la fonction x peuvent maintenant se résumer
r—

par la remarque suivante:

Remarque 5.6.1. La fonction k croit sur l'intervalle |—oo , 0] de —oco a 0, puis
décroit sur Uintervalle |0, +oo[ de 0 4 —o0
On en déduit que: Vz € R*, & (z) < 0, donc que £ (z) <0

On obtient alors la remarque suivante :

Remarque 5.6.2. La fonction £ est décroissante sur chacun des intervalles

]—oo, O] et ]0, +oof
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Par ailleurs, il est évident que ( est décroissante sur R.

Puisque ( est continue et strictement décroissante sur |—oo, 0],

aue ¢ (=00, 0) = [ty ¢ (), tim ¢ ()| = ek , +oo]

et que £ est continue et strictement décroissante sur ¢ (]—oo , 0[),

alors ’égalité (5.6.1) permet de dire que r est continue et strictement crois-
sante sur | — oo , O[. On démontre de la méme facon que r est continue et
strictement croissante sur |0, +oo].

Dans ce qui suit, je rappelle que 7o = lim 7 (z).

T—r+00
(5.6.2) \
1 1 : B
£l@) == 73 Jim ¢(z) =0
P 1 (5.6.1) 1
i L iy 22 = 0) > {lime )= 0 e
z—0 T z—0 r—0
= eXp, (0) =1 )
lim ((z) = +o0
lim (ze™®) =0] (662 77 (5.6.1)
z—-+oo = { lim £(z)=0 2 lim r(z) =0
lim (6—$) =0 z—+00 =60
T—>r+00

X est une variable aléatoire «durée de vie». Elle prend ses valeurs x dans
l'intervalle [0 , +o0[, avec un taux de panne r(0) en 0 quasiment nul.

En effet, r (0) =

1_es
2
peep—l

~ 4.107!, Les variations de 7 seront résumées par

la remarque suivante.

Remarque 5.6.3. La fonction tauz de panne r est continue sur [0 , +00/f et croit

strictement sur [0, +oof de 7 (0) & 4107 4 7o = A 0,00042.

Il reste maintenant & constater sur la figure 5.6.13 que l'on a:

V(a,ﬁ),rm>ﬁ%
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En effet, la droite horizontale de hauteur 7., = % ~ 0,00042 (représentant
graphiquement la fonction: § — %) est au-dessus dela représentation graphique
de la fonction:é — Eaﬁ oll o et 3 sont des fonctions de § (comme expliqué & la
fin de la section 5.3.).

Par ailleurs, cette derniére représentation graphique (quasiment horizontale)
permet de s’apercevoir que ﬁ"‘ﬁ est une borne intéressante puisqu’en définitive elle
est quasiment constante donc indépendante de § (voir aussi le tableau 5.6.1).

En résumé, on retiendra ce qui suit.

e A partir des différents calculs numériques effectués dans ce chapitre, il a été
possible de vérifier que sur I’exemple traité, le modéle étudié confirme les résul-
tats de Cléroux, Dubuc et Tilquin (1979) obtenus on le sait pour la loi gamma,
la loi normale tronquée et la loi de Weibull. Notamment le modéle vérifie que I’on
ameéliore la politique classique de Barlow et Proschan (1965) en y intégrant les
réparations et que le niveau du coiit moyen optimal de maintenance est pratique-
ment indépendant de la distribution choisie.

e 11 a été aussi possible de vérifier que le modéle étudié est une extension de
celui de Cléroux, Dubuc et Tilquin (1979). En effet, avec un critére d’optimisation
plus large, le modéle a permis d’utiliser une nouvelle distribution; celle des valeurs
extrémes de type 1 dont la fonction taux de panne est bornée contrairement aux
trois autres. Les résultats obtenus avec cette quatriéme distribution confirment

ceux obtenus avec les trois autres.
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TaB. 5.6.1. Calcul de 5"—” en fonction de 6 , ot a =3+ c2

110000 | TT000°0 | TT000°0 | TT000°0 | TT000°0 | 21000°0 | ZT000°0 | 210000 | 210000 || 22
L0'000T | TO'S00T | 97°0L0T |<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>