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SOMMAIRE

Ce mémoire porte sur 1’étude et la recherche d’estimations de paramétres
multivariés. On vise & obtenir des estimateurs €quivariants qui minimisent le ris-

que fréquentiste.

Dans un premier temps, on introduit des notations, définitions, propriétés
et résultats nécessaires pour capitaliser sur la notion d'invariance. Ces notations,
définitions, propriétés et résultats sont utilisés pour dégager la forme générale de
la meilleure régle équivariante ainsi que sa fonction de risque. Dans un second
temps, on €évalue le meilleur estimateur équivariant et sa fonction de risque a par-
tir de leur formes générales et dans le cas d’un mod¢le restreint. Ces résultats

sont appliqués a plusieurs problémes d'estimation :

— estimation de la moyenne u d'un mélange de lois normales lorsque I'informa-

tion paramétrique est de la forme x'> : U= 2% ou 2% est connu et X est la ma-

trice de variance covariance qui est inconnue,



— estimation de la moyenne p d'un mélange de lois normales sous la restriction

!

xz =—#—2£1 , ol C est connu et désigne le coefficient de variation en dimension
C

un.

Dans un troisiéme temps, on propose une étude numérique et comparative
entre le meilleur estimateur équivariant et d'autres types estimateurs, lorsque le

meilleur estimateur équivariant associé a une certaine contrainte est utilisé sous

une autre contrainte. C'est-a-dire, on trouve &, le meilleur estimateur équiva-
riant lorsque la restriction dit que A =4, et on évalue le risque de &, lorsque

A#Ay.
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INTRODUCTION

Un des buts de la statistique est de fournir une inférence sur un parametre
6 disposant d'un échantillon (X,,X,,...X,) associé & une loi de probabilité P,.
Les problémes inférentiels peuvent se ramener a des problemes d’estimations
lorsqu’ils sont considérés sous un angle décisionnel, par le choix convenable
d’une fonction de perte. Il s'agit alors de trouver la régle de décision qui mini-
mise la fonction de risque fréquentiste parmi toutes les regles possibles. Si cela

existe.

La recherche d’une solution générale s’avere parfois trés difficile. Pour
pallier a ce probléme, nous allons nous restreindre & une sous-classe des regles

qui est la classe des regles aléatoires équivariantes.

Notre étude portera alors a 'estimation équivariante de parameétres multi-

variés avec contraintes.

Ce mémoire est divisé en trois chapitres. Le premier chapitre traitera de
I’invariance et de 1’estimation équivariante. Ce sera une synthése de plusieurs ré-
sultats existants et diffusés de maniere €parpillée qu'on trouve dans Brown
(1980), Andersson (1982), Strasser (1985), Lehmann (1986), Le Cam (1986), Ea-
ton (1989), Wijsman (1990), Robert (1992) et Giri (1995).



Nous utiliserons d'abord l'approche de Bourbaki (1963) pour l'étude de
I’intégration sur les groupes topologiques et les groupes de transformations. En-
suite nous nous servirons des propriétés de ces derniers pour introduire et étudier
les problémes invariants en caractérisant les régles équivariantes. Nous ¢tudie-
rons les liens existants entre les régles équivariantes et les régles aléatoires en
s'inspirant de Giri (1975). Ensuite ceux existants entre les régles équivariantes et
les régles de Bayes par l'intermédiaire de la mesure de Haar en se reférant de
Nachbin (1965), Eaton (1989) et Robert (1992). Et enfin ceux existants entre les
régles équivariantes par rapport a 1’admissibilité et la minimaxité par le théoréme
de Hunt-Stein et sa généralisation en rassemblant les différents résultats publiés
par Brown (1980), Lehmann (1986), Strasser (1985) et Giri (1995). Ce chapitre
introduit les notations, les définitions, propriétés et les résultats, dont on a besoin

pour 1’application du deuxi¢me chapitre.

Dans le deuxiéme chapitre, on abordera 1’estimation €quivariante en mo-
déle admettant une statistique libre. La caractérisation des régles équivariantes
faite dans le premier chapitre servira a trouver de fagon explicite le meilleur es-
timateur équivariant pour le cas du modele restreint. Notre fagon de faire s'inspire
de Kariya (1989). L’ approche de Kariya (1989) est basée sur une généralisation
de Pitman (1938), Girshich et Savage (1951) et Kiefer (1957). Le mod¢le res-
treint forme une orbite sous I'action du groupe induit agissant sur 1’espace des pa-
ramétres, la statistique libre se comporte comme un invariant maximal. On utili-
sera les résultats obtenus pour 1’application de quelques problemes d’estimations
équivariants et on évaluera le risque minimal sur un sous-espace de ’espace pa-

ramétrique comme dans les problémes ci-dessous :

- L’estimation de la moyenne x d’une distribution de mélange de lois normales

N,(u,Z) sous la contrainte y’E_lu =2 avec A’ connu.



- L’estimation de la moyenne 2 d’une distribution de mélange de lois normales

t
[N » (,u,%])} , ou le coefficient de variation C? est connu.
C

Dans le premier probléme, Kariya, Perron and Giri (1988) ont étudié le
cas normal et ont évalué le meilleur estimateur équivariant pour p=2. Nous
nous sommes servis de I'approche de ces derniers pour évaluer le meilleur esti-
mateur équivariant pour p quelconque. C'est par la suite que nous avons retrou-
vé les résultats de Marchand (1994) pour le méme probléme. Nous avons utilisé
'approche de Marchand (1990, 1993) et les résultats du deuxiéme chapitre pour

¢tudier le comportement du meilleur estimateur équivariant. Le cas général des

mélanges de lois normales N, (u,Z) lorsque y'E_l,u:}LZ avec A connu est

¢galement proposé.

Dans le second probleme, Nous étudierons d’abord le cas normal et en-

suite le cas d’un mélange de lois normales. Perron (1987) a étudi€ le cas normal.

Le troisiéme chapitre portera sur une étude numérique et comparative du
meilleur estimateur équivariant par rapport a d’autres types d’estimateurs équiva-

riants lorsque I’information paramétrique est erronée. C’est-a-dire qu’on part de
I’hypothése ,utZ_l,u = Ag, 2 /1; alors qu’en réalité u'7'x=4?. Marchand
(1990, 1993) étudie et compare le meilleur estimateur équivariant avec la classe

des estimateurs linéaires et l'estimateur du maximum de vraisemblance dans le

cas d'une loi normale lorsque '~ ~ = /13, 2% zj. Nous reprenons cette ap-
proche de Marchand (1994) dans le cas le plus général d'un mélange de lois nor-
males. La classe des estimateurs linéaires, la classe des estimateurs de James-
Stein et la classe des estimateurs du maximum de vraisemblance sont les sous-

classes d’estimateurs étudiées. Ce chapitre nous permettra d'étudier la robustesse



du meilleur estimateur équivariant de la moyenne d'un mélange de lois normales
vu dans le deuxiéme chapitre. Pour chaque sous-classe, on étudiera le meilleur
estimateur équivariant et son comportement par rapport a ses autres estimateurs.

Le risque minimal pour chaque sous-classe sera également évalué.



CHAPITRE 1

INVARIANCE ET ESTIMATION

EQUIVARIANTE

La notion d’invariance est I'une des restrictions intuitives imposées par les
fréquentistes aux estimateurs. En statistique, elle formalise la symétrie et elle
permet de résoudre beaucoup de problemes reliés aux tests d’hypotheéses et a
I’estimation. Le but de ce chapitre est de considérer le principe de 1’invariance en
statistique, pour chercher des estimateurs optimaux et de voir dans quelles condi-
tions ces estimateurs sont minimax, admissibles ou coincident avec des estima-

teurs de Bayes.

1.1. INTEGRATION SUR LES GROUPES TOPOLOGIQUES.

Définition 1.1.1. Sur un ensemble G, on dit qu’une loi de composition notée (o)

partout définie détermine une structure de groupe si :
i) elle est interne, c’est-a-dire V g,, g, €G, g,° g, €G,

ii) elle est associative, ¢’est-a-dire



81 ° (gz °83)=(81 ng) °og3 Vg, 88 €G,

iii)  elle possede un €élément neutre, c’est-a-dire il existe un élément e de G

tel que eoc g=goe=g VgegG,

iv)  tout élément de G admet un élément inverse c’est-a-dire V g € G, il existe
un élément noté g ' € G, tel que glog=gog ' =e VgeG.
Un ensemble muni d’une structure de groupe prend le nom de groupe.

Dans ce mémoire, nous noterons multiplicativement la loi de composition interne

et le groupe (G,o) par G.

Définition 1.1.2. On appelle groupe topologique tout espace topologique G

muni d’une structure de groupe telle que la fonction de GxG — G définie par

1

(g.2,)— g,g, estcontinue.

Exemple 1.1.3. Soit G=GL(n) ol »n est un entier naturel différent de zéro,

I’espace des matrices réelles carrées (n x n) réguliéres muni de I’opération multi-

plicative des matrices. Cet espace forme un groupe.

En effet :

i) VA4,Be GL(n) ona ABe GL(n),

ii) (4B)C=4(BC) V4, B, CeGL(#n),

ii1)  La matrice identité / est I’élément neutre de GL(n),

iv) VYAeGL(m), il existe 1’élément 47" (inverse de la matrice A) tel que:

AA =A47"4=1.



I est clair que GL(n) < &, ,, I’espace des matrices réelles carrées (nx n).
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Exemple 1.1.4. Soit G = O(n) I’espace des matrices réelles carrées (nx n) ortho-
gonales. On vérifie facilement que O(n) est un sous-groupe de GL(n), qu’il est
un ensemble fermé et compact de £, , et qu’il posséde les propriétés topologi-
ques de £, ,. Les opérations de groupe sur O(n) sont continues. D’ou le groupe

des matrices réelles carrées (nx n) orthogonales est un groupe topologique.

Par la suite nous allons toujours supposer les autres conditions suivantes sur G :
i) G est un espace séparable (Hausdorft),

i) G est localement compact,

iii)  latopologie de G dispose d'une base dénombrable.

Nous allons a présent donner les définitions d’une intégrale et d’'une me-

sure de Radon pour ensuite définir la mesure de Haar sur un groupe.

Soit & un espace topologique quelconque. On note K(X'), I’ensemble de

toutes les fonctions continues de =" vers X a support compact.

Définition 1.1.5. On appelle intégrale toute fonctionnelle réelle J définie sur

K(X') qui satisfait les relations suivantes :
i) Hafy +ar fr)= aJ(f))+aJ (1), (linéarité)
iy  J(f)=0Vfe K(X) et f non négative, (positivité)

iii) Ilexiste feK(X) tel que J(f)>0.



Définition 1.1.6. Soit 2 un espace topologique donné et x une mesure sur
a(X) les boréliens de . La mesure u est une mesure de Radon si =0 et

u(C)< < pour tout ensemble compact C 1.

Théoréme 1.1.7. (théoréme de représentation de Riez)

Si J est une intégrale définie sur K(X') alors il existe une unique mesure

de Radon u telle que :
J(f)= [f()uldx). £ € K(T).
Inversement, une mesure de Radon u # 0 définit une intégrale.

Définition 1.1.8. Soit G un groupe topologique. Pour tout g € G, on définit la
transformation L, sur K(G) par (Lngx)z flgx), YfeK(G),Vxel, geG.

Remarque 1.1.9. Ona L oL, =L Vg, he K(G).

goh) ol

En effet Vf € K(G),
(L, oL, ¥ = L (L (o) = L (Nt) = £ (g () = £ (g o he) = Ly (f N}
Définition 1.1.10. Une intégrale J sur K(G) est invariante & gauche si pour tout
feKk(G)et geG,ona:
JL f)=J(%).

Si u est la mesure de Radon associée & une intégrale J invariante a gauche alors

elle satisfait la relation suivante :



[£(ex)uldx)= [f(x)ulx), g€ G, feK(G), f intégrable.  (1.1.1)
La relation (1.1.3) entraine qu’une mesure x est invariante a gauche si :

p(gA) = u(4), g€ G et A< o(G).

Définition 1.1.11. Si une intégrale J définie sur K(G) est invariante a gauche
alors la mesure de Radon associée a J est dite mesure de Haar a gauche et elle

est notée v, .

Cette mesure v, vérifie alors la relation (1.1.3). On montre qu’elle est unique a

un coefficient multiplicatif pres.

De méme, on définit sur K(G) la transformation R, par :

R, (x)=f(xg) f e K(G)xeG, ge@.

De maniére similaire, on définit par cette transformation R,, I'intégrale inva-

riante a droite J, et la mesure de Haar a droite v, (définie a un coefficient pres).

Théoréme 1.1.12. Si v, (respectivement v, ) désigne la mesure de Haar a gau-

che sur G (respectivement la mesure de Haar a droite sur G ) alors il existe une

fonction A:G — IR continue qui relie v, et v, par la relation suivante :
v, (dx) = A(x—1 )ve (dx).
Cette fonction est appelée le module de G .

De plus, elle vérifie la relation suivante :

A(g1g2)=A(gl)A(g2), Vg1:8:,€GC.
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Démonstration. Voir Eaton (1989, page 7)

Propriétés 1.2.13 Soit A un module de G. Alors A vérifie les propriétés sui-

vantes :

- A(e)=1,

Ag,8,)= AMg,21),

A(g")=—),

1
Ag

A(G)={A(g)-g € G} est un sous-groupe de IR".

Si A(g)=1,Vg € G, alors on dit que G est unimodulaire.

Théoréme 1.1.14. Si le groupe G est localement compact, une condition néces-
saire et suffisante pour qu’il existe une mesure de Haar finie sur G est que G

soit compact.

Démonstration. Voir Nachbin (1965, page 75).

Exemple 1.1.15. Soit le groupe IR" muni de I’addition des vecteurs. Alors la

mesure de Lebesgue sur IR" est invariante a gauche et a droite. De plus, le mo-

dule A est égal a un.

Exemple 1.1.16. Prenons G =GL(r) comme dans I’exemple 1.1.3. Soit dx la

mesure de Lebesgue restreinte & GL(n). On sait que GL(r) est un ouvert de Z, ,

(espace des matrices carrées (nxn)) et qu’il a une mesure de Lebesgue infinie.

On définit ’intégrale J par :
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J(f)= 1)

det (x)]”

Montrons que J est invariante a gauche et a droite.

I, f)=[f=v

letx‘

Faisons le changement de variable y = gx. Le jacobien de la transformation est

|det(g)|™ (le calcul du jacobien est donné par Eaton (1989, exemple 1.9).

Donc on obtient 1’égalité suivante :

J(r.r)= If()’ ddf;(g) . }dy

= [/
|det (y)|

=J).
D’ou J est invariante a gauche.

La démonstration J invariante a droite est similaire a la précédente. 11 suffit seu-

lement de remplacer gx par xg.

Le module d’un groupe topologique G est un cas particulier du multipli-

cateur de G . Définissons la notion de multiplicateur d’un groupe topologique G .

Définition 1.1.17. On appelle multiplicateur de G, toute fonction y définie de

G — (0,00) qui satisfait les conditions suivantes :
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1) x est continue,

ii) Z(&gz):Z(gl)l(gz)nglagzEG-

Propriétés 1.1.18. Soit y un multiplicateur de G . Alors y vérifie les propriétés

suivantes :

- xle)=1,

- 7(2182)= x(2281)

- Z(g"‘)=;(lg—),

- 7(G)={x(g): g € G} est un sous-groupe de IR".
Définissons I’intégrale relativement invariante.

Définition 1.1.19. Une intégrale J sur K(G) est relativement invariante avec

multiplicateur y, si elle vérifie la relation suivante :

I f)=x(eV(f)V g €G.
Remarque 1.1.20. Si G est compact alors y(G) est aussi compacte sur IR".
Dans ce cas, on a y(G)={l}.

Le multiplicateur y =1, dit multiplicateur trivial, est le seul multiplicateur définit
sur un compact. Il faut voir dans ce cas que st J est relativement invariante alors

J est invariante a gauche c'est-a-dire J (L -y ): JEFEY.

Soit », (respectivement y,) un multiplicateur a gauche sur G (respecti-

vement a droite sur G ).
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Définition 1.1.21. Soit G un groupe localement compact. On dit qu’une mesure
4 est relativement invariante a gauche (respectivement a droite) sur G avec

multiplicateur & gauche y, (respectivement a droite y, ), si:

mgf)=x (&) u(f), pour f e K(G), g G

(respectivement z(fg)=y,(g)u(f), pour fe x(G) et geG).

La mesure de Haar a gauche est relativement invariante avec multiplicateur a

gauche y, =1, et le multiplicateur a droite devient y, =A,.

La mesure de Haar a droite est relativement invariante avec multiplicateur a

droite y, =1 et le multiplicateur a droite y, =A,.

Théoréme 1.1.22. Soit y est un multiplicateur sur G, on a les assertions sui-

vantes :

1) Si J(f)= j f(x)u(dx) est relativement invariante avec multiplicateur y,

alors J(f)= I Fx)x (x)u(dx) est invariante.
i)y  SiJ(f)= _[ f(x)v,(dx) est invariante a gauche avec multiplicateur y, alors

J(f)= [ f(x)x (x)u(dx) est relativement invariante a gauche avec multiplicateur

X
Démonstration.
i) L f)= [£(gx) x(x) ulax)

[ () xle ™ exulax)



d’ou la relation suivante :

(2o f)=x g7 x (&) [£ (e (&) ulaie) = ().
De fagon similaire, on montre ii).

La définition suivante servira a énoncer le théoréme de Hunt-Stein présen-
té dans la derniére section. Ce théoréme permet d’établir la relation entre la mi-

nimaxité et ’invariance.

L’existence d’une suite de probabilités est la condition nécessaire sur la-

quelle repose le théoréme de Hunt-Stein.

Définition 1.1.23. Le groupe G est moyennable s’il existe une suite de probabi-

lités {v,},_,y sur G telles que :
limlv,(Bg)-v,(B)=0,Vge G Be a(G).

Remarques 1.1.24.
1) Tout groupe compact est moyennable.
it) Tout groupe commutatif est moyennable.

iii)  Tout sous-groupe fermé d’un groupe moyennable est moyennable.

iv)  Le groupe GL(p) des matrices carrées réguliéres et le groupe SL(p) des

matrices carrées (nx n) de déterminant égal a 1 ne sont pas moyennables.

Remarque 1.1.25. Les groupes additifs (groupes commutatifs), multiplicatifs

sur IR™, de changements d’échelle, des matrices orthogonales (car groupe com-
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pact) sont moyennables. Le groupe T(p) des matrices triangulaires supérieures

inversibles est aussi moyennable.

1.2. L’ACTION D’UN GROUPE SUR UN ENSEMBLE.

Pour un ensemble non vide 2. On note o, 1’ensemble des applications
biunivoques (des transformations mesurables) de =" sur lui-méme. Cet ensemble
muni de la loi de composition () est un groupe. On ’appelle groupe symétrique

ou groupe des permutations de I’ensemble 2. (Pour plus de détail sur cet groupe

consulter Bourbaki (1963)).
1.2.1. Opération d’un groupe sur un ensemble .

Définition 1.2.1 On appelle groupe de transformations G (ou groupe de permu-

tations) de I’ensemble 2", tout sous-groupe du groupe symétrique oy .

Donc un groupe de transformations G sur X doit satisfaire les assertions

suivantes :

i) le groupe G coy,

ii) pour tout g,,2, €G, g,°8,€G,

iii)  pourtout g,,g,.85€G, (g1°82)°8; =81°(82°85);

iv)  la transformation identité ¢, définie par e(x)=x, Vxe G estdans G.

V) pour tout g € G, il existe la transformation inverse g™ € G telle que

glog=gog =e.
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Dans beaucoup d’exemples le groupe G est un groupe de transformations sur ..

Donc les éléments de G sont des fonctions bijectives définies de 2" vers 1.

Définition 1.2.2 On dit qu’un groupe G opére & gauche sur un ensemble 1 s’il

existe une fonction H : G x X' — X qui satisfait les conditions suivantes :
i) V g € G, la fonction H(g,- ): X' — X est bijective,

ii) Hle,x)=x,VxelX,

i)  H(g, Hlg, x)=H(g g%,V g.8,€G,xel.

La définition pour I’opération a droite est la méme sauf au iii) ou ona :

H(gz,H(gl,x))=H(g1g2,x), Vg,g,eGetxelX.

Pour simplifier les notations, on supprime le symbole de la fonction H et
on écrit simplement grx au lieu de H(g,x) si I’action est a gauche et xg au lieu

de H(g,x) siI’action est a droite. Avec cette notation les trois propriétés définies

pour I’action a gauche s’écrivent :
i) V g € G, la fonction H(g,- ): X’ — X est bijective,
ii) ex=x,Vxel,

1ii) 2,(g1,%)=(2,8,)(x) Vg,.8,€G et xe X

Remarques 1.2.3. Supposons que G opere a gauche sur 2 alors on a les asser-

tions suivantes :
- Si gx =x,Vxed alors I’action est dite triviale.

- Sigx#x,VgeG- {e} et Vxe X, alors on dit que I’action est libre.
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Exemple 1.2.4 Supposons que G =GL(n) et X' =IR". On définit la fonction

F:GL(n)x IR" - IR" par F(Cx)=Cx ou Cx est le produit d’'une matrice C et

d’un vecteur x. On vérifie que :
i) pour tout C € GL(n), la fonction x — Cx est bijective.

En effet nous avons les résultats suivants :
= si Cx= Cy, Vx, yeIR" alors C'Cx =y, d’ol I’injection,
- soit x, y € IR" tel que x =Cy alors Cx = y. On a alors la surjection.
ii) k= x, VxelR",
iii)  B(Cx)=(BC)x,VB,C e GL(n), vx e IR".
Donc le groupe GL(n) opére a gauche sur IR".

Tout sous-groupe de GL(n) opére & gauche sur IR" en particulier O(n).

L’opération du groupeG sur 2 induit une relation d’équivalence a gau-

che sur les éléments de .2". Notons cette relation R,. Elle est définie par : xR,y

si et seulement s'il existe g e G tel que y =gx.

Les orbites de =" sont les classes d’équivalences induites par la relation
R,. On note O, = {gx: g € G} I'orbite de x. Ce qui veut dire que deux points sont

¢quivalents s’ils sont sur la méme orbite.

Définition 1.2.5. On dit que G opére transitivement sur =" si ’ensemble X est

formé d’une seule orbite.
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Exemple 1.2.6. Considérons I’exemple 1.2.4 ot GL(n) opére a gauche sur IR".

On ne peut pas dire que I’action de GL(n) sur IR" est transitive.

Mais I’ensemble IR" —{0} est invariant sous le groupe GL(n) et I’action de G sur

cet ensemble est donc transitive.

En effet soit x,y e IR" —{0}, il existe C;,C, € GL(n) ou leur premiére colonne est

respectivement x,y. Si on pose C = CIC;1 ,ona Cx=y d’ou x et y sont dans la

méme orbite. L action de GL(n) sur IR" — {0} est transitive. Cette action est donc

transitive.

Exemple 1.2.7. (exemple d’une action non transitive).

On avait vu dans ’exemple 1.2.4 que O(n) opére a gauche sur IR" et
méme sur IR" - {0}. Soit x .2, I'orbite de x est O, ={y:[y|=x|}. C’est donc
la sphére de centre 0 et de rayon |x|. Mais I’espace .2 est la réunion de toutes les

sphéres de centre 0 qui constituent donc les orbites de . D’ou I’action de O(n)

sur X' n’est pas transitive.

Définition 1.2.8. Un groupe opére topologiquement & gauche sur ' si G opére

a gauche sur . etsil’actionde G (H :Gx 2" — X') est continue.

Nous allons a présent introduire la notion d’opération propre. Pour cela

nous avons besoin de la définition suivante.

Définition 1.2.9. Soient X" et ¥ deux espaces topologiques. Une fonction f de
I — Y est fermée si 'image de tout fermé de X est un fermé de V. (Pour plus

de détails voir Bourbaki (1963)).
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Définition 1.2.10. Soient X et Y deux espaces topologiques et f une fonction

de 2> Y, ondit que f est une fonction propre si elle vérifie les conditions sui-

vantes :

— elle est continue,

— pour tout espace topologique Z, la fonction fxi,: X x Z—>Y x Z est

fermée, ou i, désigne la fonction identité sur Z .

Théoréme 1.2.11. Considérons X" et ¥ deux espaces localement compacts. Soit
f: X —> Y une fonction continue. Alors f est propre si et seulement si I’'image

réciproque de tout compact inclus dans Y est un compact de X', c’est-a-dire

77'(K) est compact pour tout compact K < V.

Démonstration. Voir Wijsman (1990, page 27).

Soit la fonction 8:Gx X — X x X définie par :
6(g.x)= (gx.x).

Définition 1.2.12. On dit que G opére proprement sur un espace topologique &

si la fonction & est propre.

Proposition 1.2.13 Soit G un groupe localement compact opérant topologique-

ment sur un espace localement compact 2. Alors 1’action est propre si et seule-

ment si pour toute paire de sous espaces compacts 4,B de X1,
((4,B))=1{g € G: g4~ B # @} est un compact fermé.

Démonstration. Voir Wijsman (1990, page 32).
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Corollaire 1.2.14. Si G est un groupe compact opérant topologiquement sur un

espace localement compact alors 1’action est propre.

Démonstration. En utilisant la proposition précédente et le fait que G soit

compact, ((4,B))={g e G:g4n B+ 3} G est compact.
Ce qui achéve la démonstration.

Théoréme 1.2.15. Considérons G un groupe topologique localement compact
opérant proprement sur un espace localement compact 2. Soit xe X" alors on a

les résultats suivants :

1) I’espace quotient ' /G est localement compact,

ii)  lafonction a, :G — X par a,(g)= gx, est propre,

iii)  le sous-groupe G, ={g e G:gx=x} de G est compact,
iv)  I’espace Gx={gxe ) : g € G} estun fermé de T,

v)  La bijection ¥, :G/G, — Gx définie par ¥, (gG,)= gx est un homéomor-

phisme.

Démonstration. Voir Wijsman (1990, page 34).
Exemple 1.2.16. L’action de O(n) sur IR" est propre car O(n) est compact.

Exemple 1.2.17. Par contre I’action de GL(n) sur IR" n’est pas propre.

En effet pour x = (1,0,...,0)’ , le groupe G, €gal a I’ensemble de toutes les matrices

réguliéres qui ont pour premiére colonne x n’est pas compact. Puisque G, n’est
X%

pas compact, d’apres le théoréme précédent, 1’action n’est pas propre.
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1.2.2. Intégrale relativement invariante.

On suppose que G opere transitivement sur 2. On définit la fonction L, par :

L, :K(X)—K()

f—)f(gx),‘v’xeX.

g "

On vérifie facilement que :
£ ety =iy

Définissons les intégrales invariantes, relativement invariantes avec multi-

plicateur y sur K(G).

Définition 1.2.18. Soit y un multiplicateur de G, une intégrale J sur K(') est

relativement invariante (& gauche) avec multiplicateur y si:
I, 7)= 2@ () Vf e K(X)etgeG. (1.2.1)

Si u est la mesure de Radon associée a J, la relation (1.2.1) est équivalente a la

relation suivante :
[ fle™x)uldx)= (e)], f)uldx).Vf e K(G) et g €G.

Exemple 1.2.19. Si on pose G =GL(n) et X =IR", comme dans I’exemple 1.2.4,

alors la mesure de Lebesgue est relativement invariante avec multiplicateur

2(g)=(det(g))™.

En effet nous avons 1’égalité suivante :



JL,r)= [, flex)ix.

En faisant un changement de variable y = gx, on a dy=det(g)dx .

On obtient alors la relation suivante :

JL,f)=et(g)) [r()ay.

D’ou la relation précédente devient :
(L, 1)= rV(r).

Exemple 1.2.20. Posons G = O(n) et X =IR". Considérons la mesure de proba-

bilit¢ P sur 2. Soit X € X, un vecteur aléatoire qui a pour distribution P, on

pose P =(X).

On dit que le vecteur aléatoire X a une distribution sphérique si et seule-

ment si il vérifie :
£(X)=£(gX), Vg e O(n).

Ce qui est équivalent 4 X a une distribution sphérique si et seulement si P est
invariante sous O(n). Donc les distributions sphériques sur IR" sont relativement

invariantes (avec multiplicateur 1) sous I’action de O(n).

Cherchons les conditions d’existences d’une mesure relativement inva-

riante avec multiplicateur.

On suppose que G opére transitivement sur 2. Soit x, un point fixé. Dé-

finissons la fonction 7, par:



&, 1 G3&

g — 8%y

I1 est facile de montrer que cette fonction est ouverte c’est-a-dire que ’image de

tout ouvert de G est un ouvert de .. Elle est aussi surjective (car G est transi-

tif).
On pose G, = {g:gx, =x,} alors G, estun sous-groupe ferme de G .

Notons par A, le module de G, et par A le module de G .

Théoréme 1.2.21 (Weil). Sous les hypothéses précédentes, il existe une inté-
grale J sur K(X') relativement invariante avec multiplicateur y sur 2" si et seu-

lement si y vérifie la relation suivante :

A (g) = l(g)A(g), VgeG, . (1.2.2)
De plus, lorsque J existe, elle est unique a une constante pres.
Démonstration. Voir Nachbin (1965, page 138).

On en déduit de ce théoreme I’existence de la mesure de Radon x asso-

ciée a J si et seulement si y vérifie la relation (1.2.2).

Trois corollaires treés importants découlent de ce théoréme. Pour ces trois

corollaires, nous travaillerons sous les conditions du théoréme 1.2.21.

Corollaire 1.2.22. Soit y un multiplicateur sur G . Si le groupe G, est "uni-

modulaire" alors il existe une mesure de probabilité =0 sur X relativement

invariante avec multiplicateur y .
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Démonstration. Voir Nachbin (1965, page 140).

Corollaire 1.2.23. Si G et G, sont unimodulaires alors il existe une mesure de

probabilité g =0 sur X G -invariante.
Démonstration. Voir Nachbin (1965, page 140).

Corollaire 1.2.24. Si G est compact alors il existe une mesure de probabilité sur

G invariante.
Démonstration. Voir Nachbin (1965, page 140).
1.2.3. Invariant maximal.

On suppose que G opére sur . Donc les classes d’équivalences sont les

orbites de x e X'. Introduisons la notion de fonction invariante maximale.

Définition 1.2.25. Soit une fonction ¢: 1 — Y . Alors on a les définitions sui-

vantes

- ¢ est dite invariante sous ’action du groupe G si #X)=t(gX)VX e,
VgeG

- ¢t est dite invariante maximale sous 1’action du groupe G si elle est inva-

riante sous G et si elle vérifie la condition suivante :
si #(x)=(y) alors il existe ge G tel que y = gx.
Exemple 1.2.26. Considérons le groupe G = O(rn). Ce groupe opére sur IR".

Soit x e IR" alors il existe g € G tel que :
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gX =|X| X, oit |X| désigne la norme de X et X, =(1,0...,0)".
La fonction f(X)=|X]| est invariante maximale.

En effet
) flex)=|gx|=]X]= f(x) Vg e On).
ii)  Soient X,Y tels que f(X)= f(¥) alors | X|=|].

Soient g,.g, € On) tels que g X =|X|X, et g,¥=|r|X,. Comme |X]|=|Y]

alors on a g, X = g,Y. Donc en prenant g =g, 'g,,ona ¥ = gX . Ce qui veut dire

que X et Y sont sur la méme orbite.

11 faut remarquer que :

- toute fonction bijective basée sur HX “ est invariante maximale.

- une fonction fsur.2 est invariante maximale sur O(n) si et seulement si elle

s’écrit comme fonction de |X].

Remarques 1.2.27.

- La fonction ¢ est invariante si et seulement si ¢ est constante sur chaque or-

bite de X" (donc ¢ est une fonction de toute statistique invariante maximale).

- La fonction ¢ est invariante maximale si et seulement si elle est constante

sur chaque orbite de X et prend des valeurs différentes sur différentes orbites.
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- Une statistique invariante maximale indexe les orbites de G. Et si G est
transitif alors les seules statistiques invariantes maximales sont les fonctions

constantes.

Théoréme 1.2.28. Si ¢ est une fonction invariante maximale sur G alors toute

fonction 4 est invariante sous G si et seulement si % est une fonction de ¢.
Démonstration .
- Soit 2 une fonction satisfaisant la factorisation suivante :

WX)=s((X)).

On a alors #(gX)=s(t(gX)), comme ¢ est invariante donc #(X)=#(gX), on obtient

alors h(gX)=s(t(X))=h(X), d’ou & est invariante.

- Supposons que / est invariante donc h(X)=h(gX), VX € X et g € G, comme ¢

est invariante maximale donc si #{(X)=1(Y) alorsY = gX .
On obtient alors A(Y)= h(gX)=h(X), d’ou & est une fonction de ¢.

Ce théoréme est trés utile dans le sens ou si on connait une fonction inva-

riante maximale alors toutes les fonctions invariantes seront connues.
1.3 PROBLEME INVARIANT.

1.3.1. Probléme statistique décisionnel.

On considére X' I’espace échantillonnal, 4 une tribu sur Z". Soit une fa-

mille de lois de probabilités & définie sur . Si le vecteur aléatoire X associé
aux observations prend ses valeurs dans 2 et a pour loi de probabilité #(X)e 2,

alors on dit que le triplet {14, #} est un modéle statistique.
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Lorsque % s'écrit {P,,0c®}, ® est dit I'espace paramétrique. On dira

dans ce cas que le modéle statistique est paramétrisé et est noté {I,.4,6}.

Une fois le mod¢le statistique construit, on cherche a établir une inférence
sur le parameétre ¢. On utilise 1’observation x connue pour estimer la valeur du
paramétre & inconnue du statisticien. Le role de ce dernier consiste a tirer une
conclusion concernant ce parameétre ¢ en utilisant toujours I’observation x.
Cette conclusion est appelée décision en statistique. Elle est choisie parmi un en-
semble de décisions noté 2. Cet ensemble est appelé I’espace des décisions. On
munit cette espace d’une tribu % tel que (2, %) est un espace mesurable et que la

tribu B soit assez grande pour contenir tous les singletons de 2 .

Définissons a présent une probabilité de transition §° sur (X x 2,4 x B).

Elle vérifie :
i) pourtout xe.X, & (x,-) est une loi de probabilité sur 5,

ii) pour tout B e B, la fonction & “(-,B): X — [0,1] est mesurable.

Cette probabilité de transition est appelée regle de décision aléatoire. On

note A I’ensemble de toutes les régles de décision aléatoires.

Il existe un sous-ensemble trés important de A, celui des régles pures.

On dit que la régle de décision & est une régle pure, si pour chaque
xeX, 6(x,-) donne probabilité un a I’atome {5(x)} dans B, o0 §: X >D.

Dans ce cas on la note §(x). On note A, ’ensemble de toutes les régles pures.
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Théoréme 1.3. 1. Si 6" est une régle de décision aléatoire telle que :

0 (xP(x)}))=1, VxeX . Alors & estune fonction mesurable de X' dans 2.
Démonstration. Voir Perron (1987, page 8).

En pratique, le statisticien réalise au moyen de l’observation xe.’

connue, en sc¢ basant sur la loi de probabilité de 5*(x,-), ce qu’on appelle une

expérience aléatoire.

C’est donc le résultat de cette expérience aléatoire qui est la décision d prise par

le statisticien.

Pour mesurer la précision de cette décision, on introduit une fonction ap-

pelée fonction de perte.

Définition 1.3.2. On appelle fonction de perte (ou de coit espéré), la fonction L

définie sur @x 2 a valeurs dans IR* telle que V& € @ la fonction suivante :
L@, ):D->1R",
est mesurable.

Elle prend une petite valeur si la décision d € D est bonne et une grande valeur si

le contraire se produit.

Définition 1.3.3. On appelle modéle paramétrique décisionnel 1’ensemble

{X.4,0,9,5,L} ou chaque élément est défini plus haut.

Dans tout ce qui suit, on désigne par {X.4,0,2,B, L} un modéle décision-

nel.
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L’existence de la fonction de perte, sous 1’hypothése de rationalité du sta-
tisticien n’est pas €tablie dans ce mémoire. Pour plus d’informations voir Berger

(1985, chapitre 2), Robert (1992, chapitre 2).

On cherche a minimiser cette fonction de colit par l'intermédiaire le risque fré-

quentiste donné par la formule suivante :
R(0,8)= [, [ 1(0,)5" (x.dy)P,(dx).
Définition 1.3.4. On appelle fonction de risque la fonction
R:A xO®— IR Ufw}
(6.0)> [, [, £(6,2)5" (x.dy)Py(dx).
Si & est une régle pure alors R(9,68) = [ L(0,5(x))P, (dx).

Cette fonction est bien définie car &  est une probabilité de transition et L une
fonction positive mesurable. Elle est utilisée pour comparer deux régles de déci-

sions. La meilleure regle est celle qui a le plus petit risque possible.
1.3.2. Probléme décisionnel invariant.

Pour introduire I’invariance dans les problémes décisionnels, il faut néces-

sairement utiliser les groupes de transformations.
Soit le modéle {X,.4,0,9,%,L} et soit G un groupe topologique quelconque.

On associe au groupe G des transformations bijectives de & — X . Ainsi, on

crée le groupe de transformations (noté G ) induit par G . On a par définition

G=1{g:2 - X bijective, geGl.
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On suppose toujours 1’identifiabilité c’est-a-dire v0,,0, e ®, 6, %0, il existe

Ae A tel que P, (4)> P, (4).

Définition 1.3.5. Le modéle statistique {I,Vd,@} est dit invariant sous ’action du
groupe G,si VgeG et 0@, il existed' € ® tel que la distribution de g(X) est

P, si P, est la distribution de X .

Par identifiabilité, 8" est unique. Ce qui définit g par la relation gd =8'. On vé-

rifie facilement que G est un groupe de transformations sur ©.

Remarque 1.3.6. Cette définition implique la relation suivante :
Py(g(x)e 4)= P, (X € 4), pour 4e 4. (1.3.1)

La relation (1.3.1) est équivalente a la relation suivante :

Ey(@(g(X)) = E4» (@(X)), Y@ mesurable et bornée.

On suppose que L est identifiable c’est-a-dire Vd,,d, € D, d, #d,, on a la rela-

tion suivante :
L(-,d) = L(-,d,).

Définition 1.3.7. Soit un modele statistique {I,ﬁ,@,@,%,L} invariant sous G .
On dit que la fonction de cofit est invariante sous G si Vd € 2, il existe d' e 2,

tel que :

L(0,d)=L(g0,d' ) Vo c®.
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Par identifiabilité de L, d'est unique. Ce qui définit ¢~ par la relation g'd =d’.
On vérifie facilement que G~ est un groupe de transformations sur 9 . L unicité

des décisions d entraine que la fonction L(-,d) est identifiable.
Dans ce qui suit, on suppose que {P,;,0 € ©} et L(-,d) sont identifiables.

Définition 1.3.8. On dit que le modéle décisionnel est invariant sous ’action du

groupe G si:
1) le modele statistique est invariant,

it) la fonction de perte est invariante.

Par extension G* opére sur I’espace des régles aléatoires de la facon suivante :
i) si & estune régle pure (g*cS )(x) =g (5(x)),

ii)  si & estune régle aléatoire alors (g*é* )(x B)= 5*(x,g*Bl VBeB,xed.

Cette définition est équivalente a: Si une variable aléatoire Y €7 a pour loi

5" (x,-) alors gY a pour loi (g*5*Xx,- ).
Théoréme 1.3.9. Soit un probléme décisionnel invariant {i”,vd, 09,5 ,L}.
Soit 5 € A alors R(0,6)=R(g0,g 6’87, V0e®,geG.

Démonstration. On considére deux cas : le cas d’une régle pure et le cas d’une

regle aléatoire.

1) Si & est une régle pure, on a

R(6,5)= jf L(8,5(x))P, (dx)



32

- L ‘L(ge, g*é(x))Pg (dx) car L est invariant

[ 2lge.esl e ).
En faisant un changement de variable x a gx, on obtient :
R(0.5)= | AL(gG, g*5(§_]x))P9 (dg*lx).

En vertu de la relation (1.3.1), nous avons :

R(6.5)= | L{g6.8 % " (x))P5o (d).
De la relation précédente, il en découle le résultat.

ii)  si & estune régle aléatoire, on a :
R(6.5")= [, [ L(O.y)5" (x,dv)P, ()
= [ [DL(H, g g y)é'*(x, dy)P, ().
En faisant un changement de variable y 4 g*y, on obtient :
R6.5°)=[ [ 20.g*" y)(g* 6" )(x.dv)P, ()
= [ [ L(g6.)(g* 5" )(x,dy)P, (dr) car L est invariant,

= [, [ L(z0.)(g* 8" (g gx.dy )P, ().

En faisant un autre changement de variable x & gx et en utilisant la relation

(1.3.1), on obtient :
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R(6.6)= |, [ L(E0.y)g *& & " x.dy )Py (ax)
-R(go.g*6°7")
Ce qui acheve la démonstration.
Définition 1.3.10. Une régle aléatoirec &~ est équivariante si :
S=g*8g ' ,VgeG. (1.3.2)

On note par A, I’ensemble des régles aléatoires équivariantes et Ay 1’ensemble

des régles pures équivariantes.

Corollaire 1.3.11. Pour un probléme décisionnel, si une régle aléatoire 5 est

équivariante alors
R(0,5")=R(z0.5").v0e0,g <.

Démonstration. En utilisant la relation (1.3.2) et le théoréme 1.3.9, on a le ré-

sultat.

Introduisons a présent R, la relation d’équivalence a gauche induite par le

groupe de transformations G sur les éléments de © .
Rappelons que pour 6, € @, I’orbite de 6, est €gale a O, = {86, : g € G}.

Remarque 1.3.12. Le risque d’une régle équivariante est constant sur chaque

orbite de © .

En effet si 8 € Oy, alors 6 =g6,.

Donc la fonction de risque d’une régle équivariante évaluée en € O, est :
o
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R(6,6)=R(g6,,5)= R(6,,5) (d’apres le corollaire 1.3.11).

Théoréme 1.3.13. Si I’action de G sur © est transitive alors la fonction de ris-

que d'une regle équivariante est constante sur ©.

Démonstration. Si G est transitif alors © = Oy, pour un g, fixe.

En utilisant la remarque précédente, on a R(6,,5)= R(8,5).

Si on est sous les conditions du théoréme 1.3.13, la meilleure regle équiva-

riante est celle qui minimise le risque constant.

L’objet des invariants maximaux dans ce chapitre est de déterminer la
meilleure régle équivariante en calculant la perte moyenne conditionnelle par
rapport a la valeur prise par l'invariant maximal. Le risque sera I’espérance de la

moyenne conditionnelle, ou I’espérance est prise sur l'invariant maximal.

On suppose que I’action du groupe G sur © est transitive. Et soit 7(X)

une statistique invariante maximale sur 2 .

En utilisant le théoréme 1.3.13,0n a:
R(0,5)= R(6,,5) = E(L(6,,6(X))) = E(E(L(8,, (X)) T(X))).

Lemme 1.3.14. Soit 7(X) une statistique invariante maximale sur X . Si I’action

de G sur ® est transitive alors la meilleure régle équivariante &, est celle qui

minimise pour tout 7(X) I’expression :

E(L(8,, 6(X )1 T(X)=1).
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Si on se restreint a A,, d’aprés Perron (1987), une décomposition des regles

6 € A est donnée par la relation suivante :

6(x)=q(x. v(7(x))).

ou T est une statistique invariante maximale, ¢ et " sont des fonctions connues
indépendantes de & et v appartenant a un certain ensemble de fonctions V. La

fonction de risque devient alors
R(0.6) = Eq, (E(L(By, g (X, V()| T(X) = u)).

Ainsi la recherche de la meilleure régle €quivariante revient a déterminer la fonc-

tion v, appartenant a ¥ telle que :

E{L(0y,9(x, vo ()| T(X) = u} < inf E{L(G,q(X,v(w)))| T(X)=u}

vel

Ceci revient a chercher la fonction v, € ¥ qui minimise, en tout point u € 7(x),

I’expression suivante :
E{L(6,q(X,vo @) T(X) = u}.
(Pour plus de détails voir Perron, 1987)
1.4. RESULTATS
1.4.1. Liens avec la régle de Bayes.

Dans cette sous section, nous allons établir les résultats concernant les re-
lations entre la meilleure regle équivariante et la régle de Bayes (généralisée) par

rapport a une certaine loi a priori A que nous déterminerons.
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Considérons le modeéle {I,ﬂ,@,@,ﬁ?,L} invariant sous I’action du groupe

G . Supposons que G opére transitivement et proprement sur ® . Supposons aus-

si I’existence d’une mesure de Radon x relativement invariante avec multiplica-

teur A telle que P, soit absolument continue par rapport a p. Dans ces condi-
tions, on cherche la meilleure régle équivariante et ces liens avec la regle de

Bayes.

Comme F, est absolument continue par rapporta p,ona:

d
f(x|0)=—(F(x)).
du
Lemme 1.4.1. Dans les conditions du probléme, on a la relation suivante :

f(x]0)=A"f(gx| 20).

Démonstration. Nous avons les égalités suivantes :

Py (gB)= [ 155(x) (x| 20) u(ctx)

= [0l 26) )
= [ 1ale™x}rlez "1 20 ) uta)
= LIB(g_lx)f(Eﬂ g6) u(dgx) en remplagant g 'x par x

= [ 15 (e)r (Bx1 80) A" (8) plax). (1.4.1)

Nous avons aussi la relation suivante :
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J;l x\g)# ) (1.4.2)
Comme le probléme est invariant, on a la relation :
P.,(gB)="P;(B)VgeG,0€® et Be A. (1.4.3)

En réunissant les relations (1.4.1), (1.4.2) et (1.4.3), on obtient I’égalité suivante :

J, 15 (A (g)f (B | 80) uldx) = [ 15 (e)f (1 0) ulce).
Par une propriété de 1’intégrale, nous avons le résultat suivant :

VgeG,xeB, f(x|0)= A_l(g)f(gx | E@) 4 -presque partout.

On définit une fonction 7 de K(X') > K(X'|G) par I’égalité suivante :
T(f)z(x))= [ 7 (&x)va(dg).

ou f est une fonction p-intégrable, v, la mesure de Haar a droite sur G et = la

projection de =" sur l'espace des orbites X' |G .

Théoréme 1.4.2. Soit G opérant proprement sur 2 . Et soit J une intégrale re-

lativement invariante sur K(2') avec multiplicateur A" . Alors il existe une inté-

grale J, sur K(X'|G) tel que :
J(f)= () f e KX).
Démonstration. Voir Eaton (1989, page 77).

Théoréme 1.4.3. Dans les conditions du probléme, la fonction de risque est

donnée par la relation suivante :



R(6.6")=2,(T(1,)). on £, = [|L(».0)8" (dy.x)f (x| 6).

Démonstration. La fonction de risque d’une regle & évaluée en € est donnée

par :
RO.6)= [, [ (-0 (v )f (+1 0)ule) = [, /(xlales) = J(1,). (144)
Montrons d’abord que J est relativement invariante avec multiplicateur &

3 . ’ . - -1
Comme la mesure p étant relativement invariante avec multiplicateur A = alors

on a le résultat suivant :

Lo )= [, £ @) ) = [, £() ldg~'x)= &7 (g) ], £ () i) = A7 (W ().
Mais en utilisant le Théoréme 1.4.2 et la relation (1.4.4), nous avons le résultat.

Pour trouver la meilleure régle équivariante, on considere la fonction H définie

sur Jx A par
H(d.x)= [ L(g0.d)f (x| 26)v,(dg).

Cette fonction ne dépend pas du paramétre 0 e ® car G opére transitivement sur

l'espace © .

Théoréme 1.4.4. S’il existe une fonction mesurable a, : X" — D telle que :
1) H(d,x)ZH(aO(x),x),‘v’defDeter,

1) a,(8x)=g"a,(x),VgeG etxe X,
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alors 8, = a, définit la meilleure régle de décision équivariante (3, est une regle

pure).

Démonstration. Soit 5 €A et fe ©®,d’apreés le i), on a :

[ 2(26.5° (x)f (x186) v dg)= [ L(g0.a,(x))f (x| 26) v (dg).

Donc on a I’inégalité suivante :

o 1,1(80.9)8" (x.dy)f (x| 80)v,(dg) = [ L(g6.a,(x))f (x| 20)v4(dg).

Mais on sait que :
Jo Ug0:a,(x))f (x| E0)ve(dg)= [, [, L(20, ) 35 (x.d)f (x| 20) v (dg).

En appliquant I’intégrale sur les deux membres par rapport a J, de la relation

précédente et en utilisant le théoréme 1.4.3, 0on a :
R(6.5")=R(0.5;)voco.

La meilleure regle équivariante est celle qui, pour chaque x e, minimise la

fonction H(-,x).

Etudions & présent la relation qui existe entre cette meilleure régle équiva-
riante et la régle de Bayes. Pour cela nous considérons, pour 6, € ® fixé, la fonc-

tion suivante :

g, G0

g —> gb,.
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La fonction 1, définit une surjection de G sur © du fait de la transitivité

de G sur ©. Elle induit une mesure A sur @, définie par :

A(B) :}/R (’r;l (B)) V Be o(®).

(]

Cette relation est équivalente a :

[ 7ona0)= [ r(s6,x(dg) Vs e K(©). (14.5)

Si on suppose que 4 est une mesure de Radon. Nous pouvons affirmer que A est

relativement invariante avec multiplicateur A~ sous I’action de G . En utilisant

la relation (1.4.5), on a :
H(a,x)= LL(a,H) £ (x| 0)A(d8).

Mais 'expression [ L(a,0)f(x|8)A(d6) est proportionnelle au risque a posterio-
ri associé 4 1. D’ou &, =a, est une régle de Bayes (généralisée) associée a la

mesure A.

Si G est compact, en utilisant le théoréme de Weil (1.2.21), la mesure 4 est une
mesure de probabilité finie. Donc I’expression [, L(a,6)f(x|0)A(d6) est propor-

tionnelle au risque a posteriori. Ce qui nous conduit a une régle de Bayes.
1.4.2. Liens avec la minimaxité.

On introduit les notations et les définitions pour pouvoir énoncer le théo-

réme de Hunt-stein généralisé. Pour plus de détails sur les définitions, voir Stras-
ser (1985). On dispose d’un mod¢le décisionnel {I,A,@,@,%,L} tel que, pour

tout 8 € ©, L(#,- ) est une fonction continue sur 2 .
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Soit ca(X,.4) I’ensemble des mesures signées et bornées sur (1,.4) et C,(D)

I’ensemble des fonctions continues et bornées et soit un sous espace de ca(X,.4)

donné par I’expression suivante :
L(y)={uecalX . A):0c Lyusi oclP),VOe 0}.

Lemme 1.4.5. Si P est dominé par une mesure o -finie v et si P équivalent a

v, alors L{y)={uecalX A): u <<v}.
Démonstration. Voir Strasser (1985, page 227).

Définition 1.4.6. On appelle fonction de décision généralisée de X et D, 1a
fonction bilinéaire g sur C,(2)x L(X) a valeurs dans IR satisfaisant les condi-

tions suivantes :

) |80} 2| A4l pour £eCy(@)ue Ly),

2) B(f.p)=0,pour £>0 et u>0,
3)  Blu)=wX)ue L(X).
On note B(X,2), ’ensemble des fonctions de décisions généralisées.
Soit § € A . La fonction bilinéaire définie par :
Bs :Co(D)x LX) >R

(/. 0) > [[f(a)s(x, da)ulax)

est une fonction de décisions généralisée.
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Outre la fonction de risque fréquentiste définie dans la sous section 1.3.1

sur Ax©®, on peut donner une définition plus générale d’une fonction de risque

de pe p(1.D).

Définition 1.4.7. Le risque de fe (1. D) est B(L(,-),P,) et le risque pour

SecA est B5(L(6,-), Py) égal encore & R(8,5). On pose

R(X,D)=A(BLO.- ) P,))yeo B € B, D)}

et

Ro(xs:D) = {(,BJ(L(G, ’ )»Pa ))He@)’ﬂ € ﬂ(I"@)}'

Définition 1.4.8. Soit (G,#B(G)) un groupe localement compact et a base

d’ouverts dénombrable olt B(G) est le c-algébre sur G .

- Une fonction linéaire positive M : L(X) — L(X') est un opérateur stochastique

si [Mo|=0,Voe LX), 0>0.

- Une famille (M g) d’opérateurs stochastiques est un groupe si on a:

geG
M, . =M, oM, Vg ,g,eG et M, =id,,) ou e désigne I’élément neutre du

groupe G .

Définition 1.4.9. Soit (M s )ge ., un groupe d’opérateurs stochastiques sur L('),

on dit que X est invariant sous (Mg) Si M PypeP,VgeGetde®.

geG

Exemple 1.4.10. Soit le modéle décisionnel {X,.4,0,2,%,L} tel que P soit do-
miné par une mesure o-finie. Supposons que le modéle soit invariant sous le

groupe de transformations G . Pour tout g € G, on pose



43

Mg,u-——-,uog_l,vlueL(f).

Comme le modéle est invariant sous G,ona P, o g*1 e P,VOe® etgeG.Donc

en utilisant ce résultat et le lemme 1.4.5,0n a:
- Mg,ueL(X),V,ueL(I),

- Mg1 OMgz =M

81°8>°

eneffet M, oM_pn=M (pog”l)z(uog‘l)og‘le IL.
&1 8z &1 2 2 1 81°82

- Me :idL(I).En effet Me,UZ,Ll:l'dL(I),u

D’ou (M . )gE , est un groupe d’opérateurs stochastiques et il est évident que .2

est invariant sous (M g) ;
2eG

Théoréme 1.4.11. Supposons qu’il existe une mesure u o-finie telle que
VOe®, P, << u.Supposons que 7 soit localement compact avec base d’ouverts
dénombrable. Soit B e p(X,2) telle que la fonction f — B(X,D) est intégrable

selon I'approche de Daniell, sur C,(2), V8 e © . Alors il existe 5 € A tel que :

B, 1)= [[£(@)6" (x.dauld)vf & C, (D) L(T).
Démonstration. Voir Strasser (1985, page 233).

Théoréme 1.4.12. (Farell, 1967) Supposons qu’il existe une mesure p o-finie
telle que: VO0e®, P, <<u. Supposons que D soit localement compact avec

base d’ouverts dénombrable. Alors pour toute fonction fe A(X.9), il existe

3 e A telle que :



P 1)= [[£(a)s” (v, da)uldx), e LT (),

pour toute fonction f: D — IR compacte.
Démonstration. Voir Strasser (1985, page 233).

Définition 1.4.13. Une fonction de décision généralisé€e est strictement €quiva-

riante si on a I’égalité suivante :

P(f o g.p)= BUf M u)f € C(D) e LX) g eG.
Théoréme 1.4.14. (Hunt-Stein généralisé)

Soit le modele {X,.4,0,2,%,L} invariant sous le groupe (M 9 )ge .+ Suppo-
sons que G opére a gauche continliment sur D. Si le groupe (M < )ge  ala pro-

priété du point fixe alors, V3 e A(X,2), il existe une fonction g, € (X, D) stri-

ctement équivariante telle que :

sup Bf o g™ M pt)> Bo(f ) Vi e L(X), £ e C,(D).

geG
Démonstration. Voir Strasser (1985, page 251).

Corollaire 1.4.15. Si on est dans les conditions du théoréme alors pour toute

fonction g e B(X.D), il existe B, € (. D) telle que :

sup S(fy.Pp)= sup fo(fp. Py) Vx e L,

0, LEOM
et VO e®, f,:72 — IR estune fonction continue inférieurement.

Démonstration. Voir Strasser (1985, page 253).
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Bondar and Miles (1981) montrent que si le groupe G est localement
compact avec base d’ouverts dénombrable alors la moyennabilité implique la
propriété du point fixe. Et de plus, si G est connexe alors on a équivalence entre

ces deux hypothéses.

Dans ce qui suit, on considere que le modele décisionnel est invariant sous

le groupe topologique G et que 7 est dominé par une mesure c-finie sur 2.

On avait vu dans la sous-section 1.3.2 que G induit des groupes de trans-

formations sur X, ©,2.

Théoréme 1.4.16. Supposons que G soit connexe et localement compact avec

base d’ouverts dénombrable. Supposons aussi 2 localement compact avec base
dénombrable. Si G est moyennable alors, V3 € (X, D), il existe une fonction de
décision g, € A(X.D) strictement équivariante telle que :

sup B(fy,Pp)= sup By(fy. Py Wx e,

G0, BB

et pour toute fonction f:7 — IR continue inférieurement.

Démonstration. On pose M u =uog™', Vu e L(X). On a vu dans ’exemple

1.4.10 que (M g) est un groupe d’opérateurs stochastiques, que 2 est inva-

geG

riant sous (M ? )gE ; €t G opere contindiment a gauche sur D.

Il en découle, en utilisant la remarque précédente, que (M g) possede la

geG

propriété du point fixe.

On est donc dans les conditions du théoréme de Hunt-Stein généralisé, ce qui

donne le résultat.
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Théoréme 1.4.17. Si en plus des hypothéses du théoréme précédent, la fonction

de perte L(9,d) vérifie pour tout 6 € ®, {d € 2: L(9,d)> r} est compact pour tout
1> 0. Alors pour toute régle aléatoire &, il existe 5, € A telle que :

sup R(@,d*)z sup R(H,ég), Vxey.

0Oy FeBy

Démonstration. C’est une conséquence immeédiate des théoremes 1.4.11, 1.4.12

et 1.4.16.

Remarque 1.4.18. Notons Ag; la sous classe de A des régles strictement équi-

variantes. Sous les conditions du théoréme précédent, A est une classe com-

pléte.

Considérons a présent le probléme d’un test d’hypotheses. On veut préci-
ser les conditions sous lesquelles le meilleur test invariant est aussi optimal par
rapport & tous les tests. La réponse & ce probléme est encore basée sur le théo-
reme de Hunt-Stein généralisé appliqué aux tests d’hypotheses. Initialement le
théoréme de Hunt-Stein a été établi pour les tests d’hypothéses. Les propriétés et
définitions concernant les tests d’hypothéses ne sont pas exposées dans ce travail.

Pour plus de détails, on peut consulter Giri (1975) et Lehmann (1986).

Soit H, I’hypothése nulle et H, I’hypothese alternative.

On note ® H, > I’ensemble des 8 € ® vérifiant H,,i=0,1.

Soit le modele statistique (2.4,®) invariant sous ’action d’un groupe de
transformations G induit par un groupe topologique G . Supposons qu’il existe

une mesure p o-finie telle que : Py <<, VO e ®.
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Lorsqu'on applique le théoréme de Hunt-Stein généralisé aux tests d'hypo-
théses, ce théoréme porte simplement le nom de théoreme de Hunt-Stein. Cela a

été le point de départ de la généralisation.

Théoréme 1.4.19. (Hunt-Stein). Soit o(G) la c-algebre associée & G,

— pour tout B e .4, I’ensemble des couples (x,g) avec gx e Best dans 4 xo(G),
— pour tout H e o(G), g € G, ’ensemble des Hg est dans o(G).

Alors si G est moyennable, pour tout test ¢ il existe un test \y presque invariant
tel que :

sup E,p 2 sup E,y,

80, 60,

inf E,p< inf Ejy.

=0y, 00,

Démonstration. La démonstration de ce théoré¢me est donnée par plusieurs au-

teurs dont Wesler (1959), Giri (1975) et Lehmann (1986).

Voici deux exemples traités par Lehmann (1986), dont le premier ne véri-
fie pas 1'une des hypothéses de Hunt-Stein et le second vérifie toutes les hypo-

théses de Hunt-Stein, que nous allons reprendre dans ce mémoire.

Le premier exemple est celui d’un probléme invariant sous I’action d’un
groupe G ne vérifiant pas I’hypothése de moyennabilité du théoréme de Hunt-
Stein. Dans ce cas, on montre que le test invariant uniformément le plus puissant

est inadmissible.

Exemple 1.4.20. Soit X = (X,,X,,..X,) et ¥ =(¥,,%,,...Y,) deux réalisations

indépendantes de lois multinormales de moyennes zéro et de matrices de varian-
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ces covariances E(XtX): =, E(Y'Y): AZ,ou A estun scalaire inconnu et X est

une matrice définie positive inconnue.

On veut tester I’hypothése (H,):A <A, contre I’alternative (H,):A>A, avec

Ay 2

Ce probléme devient invariant sous le groupe de transformations GL(p) opérant

comme suit :

Puisque le groupe GL(p) est transitif avec probabilité un sur 1’espace échantil-
lonnal, le test uniformément le plus puissant de niveau o est (p(x, y) =o . Ainsi, le
maximum de la puissance minimale sur ’hypothése (H,) parmi les tests inva-
riant est o.

2

Par contre le niveau du test o, avec la région de rejet —-> C, Vi, a une fonction

i
de puissance B(A) strictement croissante en A et son maximum de puissance mi-

nimal sur I’ensemble A > A, est B(A,)>B(A,)=o,.

Exemple 1.4.21. Soit Y, i=1,.,n des variables aléatoires indépendants et

identiquement distribuées normale N (n i,cz) AVEC Ny S8y = =1, =1 pOiE
Fo)
On veut tester I’hypothése (H,):n, =1, =...=1, =0 pour (r <5 <n).

Le probléme est invariant sous les groupes :
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YLro;i=r+l.%

2

Y, i=1..,rs+1...n

)

- G des translations transformant 7Y, —»{

- (5, des transformations orthogonales,
- (3 des scalaires transformant?, —» cY,,i=1..,n et ¢ #0.

Chacun des trois groupes vérifie les hypotheéses de Hunt-Stein. (Lehmann, 1986)
montre que le maximal invariant de 1’espace échantillonnal sous G, ou G, ou G,

est:

S
W=t
3.0

i=s+1

Et le maximal invariant de I’espace des parameétres sous G1 ou Gz ou Gs, est :

Zr:n?
2 _ =l
l// - 0'2 o

L’hypothése (H,):n, =1, =..=1, =0 est équivalent & I’hypothése (HO) w=0.

En utilisant le lemme de Neyman-Pearson, le test uniformément le plus puissant
sous (H,):y =0 contre (H,):y#0 est de rejeter (H,) lorsque W est
r

grand.

C'est-a-dire qu'on rejette (H,) au niveau o lorsqu'on a :
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n—s

>K01‘1P[ W>K):a.

r L2 r
N1
i=sil

n—-s

"“3w admet une distribution de Fisher

Puisque la variable aléatoire
3

F(r,n—s), la valeur critique K = F, ,_s(a) est le quantile d’ordre o de I/ (r,n—s).

Comme les groupes vérifient les hypothéses de Hunt-Stein, ils demeurent
invariants pour le probléme de maximiser la puissance minimum sur 1’hypothese

alternative. Plus généralement, le test qui est uniformément le plus puissant sous
le groupe G, ou G, ou G, pour tester (H,), maximise la puissance minimale

sous 1’alternative.



CHAPITRE 2

ESTIMATION EQUIVARIANTE

EN MODELE RESTREINT

Dans ce chapitre, nous reprenons 1’approche de Kariya (1989) pour ca-
ractériser les estimateurs équivariants dans le modele admettant une statistique
libre. Ensuite nous utiliserons les résultats obtenus pour 1’application de quel-

ques problémes intéressants d’estimations tels :

- D’estimation de la moyenne x d’un mélange de lois multinormales de pa-

rametres (y,Q,Z), ou Z est une variable aléatoire positive connue, sous la

contrainte :
s p=2", avec T=E(2)Q et A% connu.
La définition d’un mélange de lois normales est donnée dans ce chapitre.
- l’estimation de la moyenne g d’un mélange de lois normales de parame-
M u
tres | 4,———1,7Z ], oll Z est une variable aléatoire positive connue et C*

E(z)c? ™

est connu.
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Dans chacune des situations, on étudiera le cas particulier d’une loi
normale multivariée, ensuite le cas général d’un mélange de lois normales
multivariées et enfin on appliquera les résultats au cas d’une loi de "Student"
multivariée. Et pour chaque étude, on dégagera le meilleur estimateur équiva-
riant et le risque minimal. Le comportement du meilleur estimateur équiva-
riant pour le cas normal, comme pour le cas de "Student” multivariée, sera

également étudié.

2.1. ESTIMATION DANS UN MODELE AVEC RESTRICTION

Soit {IA 53,@*,:7),93,L} un modéle décisionnel ot ®" est un ensemble
ouvert sur IR? et G est un groupe de transformations topologique opérant me-

surablement a gauche sur 1'.

On suppose que X est I’espace des statistiques minimales exhaustives,

que le mode¢le décisionnel {I’,A,?,@‘,;D,LZ‘S,L} est invariant et que la famille

est identifiable.

Soit ©={9e®' :0=P(7),7e Y} ou Y est un sous-ensemble ouvert de
IR? (g < p) et ¥ est une fonction mesurable bijective de Y dans I’espace pa-

ramétrique ¥(Y)c ©".

On note par G le groupe de transformations induit par G opérant a gauche sur

®'. Introduisons A(4) un invariant maximal des paramétres sous G .
Posons I'espace paramétrique ©; = {6’ c® : 0)= /10} oll 4, est connu.
Remarque 2.1.1. On définit un groupe opérant sur Y par :

G = {g" :g” =¥ 'g¥,Vge G}. L’action de G sur Y est transitive.

Pour plus de détails voir Kariya (1989).
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Définition 2.1.2. La sous famille {#,},_, est appelée famille restreinte.

De plus, elle est invariante sous le groupe de transformation G~ sur Y.
Un invariant maximal devient une statistique libre dans le modé¢le restreint.

On cherche & décomposer 2° comme produit cartésien de deux espaces
afin de caractériser les estimateurs équivariants. Supposons 1’existence de la

décomposition suivante :

X =>GxV

x = (h(x), u(x)),
ou ¥ est un espace mesurable.
Cette décomposition satisfait les trois conditions suivantes :
- la fonction x — (A(x),2(x)) est une bijection bimesurable,

- la fonction h:X — G est une fonction mesurable et équivariante c’est-a-

dire :
h(gx)= ghlx) Vg e G,
- la fonction u : X' — V est invariante maximale.

Probléme : Sous ces conditions, on veut estimer ¢ avec la fonction de

perte L(6,d).
On utilise le fait que 7 est bijective. On a, pour o € A, la relation suivante :

5(x)= 5(7["1 (h(x),u(x))),v rel . (2.1.1)

Théoréme 2.1.3. (caractérisation des estimateurs équivariants). Un esti-

mateur & est équivariant si et seulement s’il satisfait la relation :
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5(x)=h" (x)k(u(x)), Vxe X
pour une certaine fonction £ mesurable sur V.

De plus, on vérifie I’expression suivante :
k(u(x))= 5(7r'1 (e,u(x))), Vxeld,
ou e désigne 1’élément neutre du groupe G .

Démonstration. Soit un estimateur & défini par §(x)= A" (x)k(u(x)), vxeX

et k une fonction mesurable sur V.

Puisque la fonction % est équivariante et la fonction # est invariante maxi-

male, nous avons .

5(gx) =1 (golk(u(gx)) = g hx)k(u(x) = 6(x), vxe 2.
Donc 6 est équivariant.
Soit un estimateur équivariant § € A, vérifiant la relation suivante :
ku(x) = 5 (e, u(x))), Vxe .
Comme 6 € A alors nous avons la relation suivante :
5(gx)= g 5(x). (2.1.2)
Mais en utilisant (2.1.1), on obtient aussi la relation suivante :
5(gx) = dor (g hlx) u(x)). (2.1.3)

En réunissant (2.1.2) et (2.1.3), on obtient alors :

5o g h(x)ulx))= g5 0 77 (h(x) u(x)).
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Comme A(x)e G alors on a la relation suivante :
5(x)= 6 o 27 (W) u(x)) = 1 (x)5 0 7~ (e (x)
En posant k(u(x))= & (71" (e, u(x))), on a le résultat.

Une conséquence de ce théoréme est 1’équivalence entre la recherche

d’estimateurs équivariants et la recherche de fonctions mesurables sur U .

Théoréme 2.1.4. Sous les conditions du probleme, le meilleur estimateur

€quivariant (s’il existe) est donné par :
5(x)= H' (Dk(u(x)),
ol k(u(x)) minimise la fonction E((e, I); L(A(x)k(u(x))) | u(x)).

Démonstration. En vertu du lemme 1.3.14. du chapitre 1, la meilleure régle

€quivariante (si elle existe) minimise la fonction E [L{(e, I );h(x)k(u(x))}| u(x)]
ot ¢ =(1,0,...,0) et I est la matrice identité. Ce qui revient a chercher une

fonction £ qui minimise 1’expression E [L{(e,] )0 (x)}lu(x)].
Dans tout ce qui suit, on adoptera les notations suivantes :

- N p(,U, %), la loi normale de dimension p de paramétres £ et % ;

—  Bela,b), la loi béta de paramétres aet b ;

- g(a,b), la loi gamma de parameétres aet » dont la densité est :

b* a1 _—bx
f(x[a,b)=@x e 1) (x);

- Wp(n,Z), la loi Wishart de dimension p de paramétres 7 et X;
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- ,1’,% , 1a loi de khi-deux a » degrés de liberté ;

— F, (@), 1aloi de Fisher décentrée a4 n, m degrés de liberté et « est le pa-

n,m

rametre de décentrage.

2.2. ESTIMATION DE LA MOYENNE p D’UNE DISTRIBUTION
DE MELANGE DE LOIS MULTINORMALES SOUS LA CON-

TRAINTE u*s™'x = 22, AVEC 42 CONNU.

Soient X, X,,....X, des variables aléatoires de loi multinormale avec

moyenne u et matrice variance-covariance X. Considérons la fonction de

perte donnée par :

U, Z) d) = (4 - d)F 27 (u - d). (2.2.1)

n

2 X i
Onpose, X =5— et §=D (X, - X)X, -X)".
n

i=1

On veut d’abord estimer la moyenne g d’une distribution multinormale

de parametres u et X, avec la fonction de perte (2.2.1) lorsque :

1’ v =% avec A% connu. (2.2.2)

Ensuite on traite le cas le plus général d’une estimation de la moyenne
4 d’un mélange de lois normales avec la fonction de perte (2.2.1) sous la

contrainte (2.2.2).

Considérons ’espace des parametres :
©, = {(u.2) € IR*xS(p): p's™ 1 = A},

ou S(p)désigne ’ensemble des matrices carrées définies positives.
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Considérons le groupe de transformations GL(p) des matrices carrées

(p x p) réguliéres transformant :

(X.8) > (gX,858"), geGL(p).
Ce probléme devient invariant sous la fonction de perte (2.2.1). Le

groupe GL(p) induit par GL(p) dans I’espace des paramétres transforme :
0 =(u,%) > (gu.gxg").
Le groupe GL(p) opeére transitivement sur @, (car @, est constitué de tous les

0=(u,2)e IRPx S(p) tels que : p'E'u=27).

La fonction de risque d’un estimateur z de g est constante sur © ;. Elle est

¢gale a I’expression suivante :
RO. ) = E{u—p(X)) 57 (u- il X))}, VO = (n.5) 0,

La statistique U =Y'S”'Y est invariante maximale. Elle est basée sur (¥,S) ou

Y=o/nX.

Donc U est une statistique libre dans le modele restreint (par défini-

tion) et I’invariant maximal dans I’espace des paramétres @ est u'S ™= 42,

Comme U est une statistique invariante maximale, on sait a priori que
sa distribution ne dépend de (x,%) qu’a travers A* = 4= . De plus, pour le

cas d’une loi multinormale N, (Vnu,%), U est distribuée selon une loi de Fis-

her décentrée F (nzlz) voir Muirhead (1982) et Giri (1995) parmi d'autres.

p.n—p

Maintenant, nous présenterons une caractérisation des régles équiva-

riantes.
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Proposition 2.2.1 Un estimateur z, € A basé sur le couple (¥,S) est équiva-

riant si et seulement s’il existe une fonction mesurable %, telle que :
2,V.8)=k(r's7Y)y.
Démonstration. En utilisant le théoréme 2.1.3, nous avons :
,(v,8)= h(Y,S)k(Y’S“Y).
Mais nous avons aussi :
WY,S)= S}’z'h(s"ZY,f).
Définissons une matrice H e O(p) ayant pour premiére colonne Q =S _’L/Z/Y .
On obtient alors :
h(S™5Y.1)= h(HH'S ™Y, 1) = HW(Y'S™'Y)%e,1).

Mais les composantes de A(Y'S™'Y)"%e,I), excepté la premiére composante

h((Y'S™'Y)"e,I), sont nulles.

Nous avons alors la relation suivante :
WY,S)=S"0h (Y'S7'Y) e, ) = Yh, ((Y’S‘IY)% e,]).

On obtient :
1, (Y.8)=Yh, ((Y'S‘IY)%e, 1] K(r's'y).

En posant k, (Y’S“Y): k(Y’S“Y)hl ((Y’S"Y)/lé e,I), on a le résultat.

Nous recherchons le meilleur estimateur équivariant basé sur le couple (¥, S).
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Théoréme 2.2.2 Le meilleur estimateur équivariant de la moyenne x, d’un
mélange de lois normales avec la fonction de perte (2.2.1) et la contrainte

(2.2.2), est donné par :

_E,(V'E7p|U)

= Y, 0=(1.X)e0,. 223
Eg(YtZ_lY|U) (ﬂ ) i ( )

A, s)

Démonstration. En utilisant la proposition précédente, la fonction de risque

d’un estimateur équivariant §(¥,8)= k(U)Y est donnée par :
R((14.2).8)= Ey{Es (e~ KOY £ (u - MU UJ} ¥ 0 = (13) €O, .

Donc le meilleur estimateur équivariant devient i(Y,S)=k(U)Y ol k(U) estla

fonction qui minimise 1’expression £, {(,u —k@)Y) 27 (u-kU)Y)| U}.

E,(X'Z u|U)
B V| E)

Mais cette fonction atteint son minimum en IQ(U )=

Il est important de préciser que la formule (2.2.3) est générale et
s’applique aux membres de la famille elliptique qui ne sont pas des mélanges
de lois multinormales. Cependant une expression explicite pour le meilleur es-
timateur équivariant semble difficilement abordable pour le cas général. Mais
nous obtenons ci-dessous une expression explicite pour la sous-famille qui

sont des mélanges de lois multinormales.

Traitons le cas particulier d’une famille de lois N p(ﬂ,Z) normales avec

la contrainte z#' 3" u =A% ou A* connu.
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2.2.1. Estimation de la moyenne p d’une loi multinormale Np(p,E)

sous la contrainte x'S 'y = 2% avec A* connu.

Cette étude a été faite par Kariya, Perron et Giri (1988) qui ont évalué
le meilleur estimateur ¢quivariant pour p=2. Marchand (1994) la reprend en

traitant le cas le plus général ou p>2. Nous reprenons ces approches pour
dégager le meilleur estimateur équivariant, le risque minimal et leurs proprié-

tés.
Notons par P.1 ce probléme.

La statistique ()? ,S) est exhaustive minimale pour (x,X). Et il est bien

connu que Y et S sont des variables aléatoires indépendantes dont leurs dis-

tributions respectives sont normales N, (+/np, =) et Wishart W (n=1.%).

Pour évaluer le meilleur estimateur équivariant, nous avons besoin des

lemmes suivants. Le premier lemme est utilisé dans I’évaluation de la densité
conjointe de (¥,U), proposée au second lemme. Cette densité conjointe de

(Y,U) nous servira a évaluer le meilleur estimateur équivariant en utilisant le

troisiéme lemme.

Lemme 2.2.3. Soit 4 une variable aléatoire admettant une distribution de

Wishart W,(n,XZ) avec # un entier positif et n> p—1. Alors pour tout vecteur

M'T'M

aléatoire M de dimension p indépendant de A4, la variable W = T, a

une distribution de khi-deux y2 i -
De plus, elle est indépendante de M .

Démonstration. Voir Muirhead (1982, page 96).
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Lemme 2.2.4. Pour @ = (,u, Z)E ®,, la densité conjointe de (¥,U) est donnée

par :

L] _ﬂytz_l

fg(y,u)=c(/1)(det2)_%u_[2 J(y"z-‘y)?eWE“ye 257 (224)

11/12

ou ¢ (1) = )z (7)7 (det(z)) 2 r(-’;:’-)ez, et m=n-p.

Démonstration. En prenant M =Y et A=S dans le théoréme précédent, la

-1
variable aléatoire W = TSI suit une loi y2_ , ct elle est indépendante de la

variable Y. Donc la densité conjointe de (¥,W) est le produit d’une densité

2

multinormale N, (Vnu,x) et d’une densité d’un Khi-deux y

n-p°

Faisons la transformation (Y,#) a (Y,U). Le jacobien de cette transformation

¥izly

est Uz ;

Alors la densité conjointe de Yet U est donnée par la formule suivante :

Foni)=f, (y)fw[y Eu Y jy =r (2.2.5)

35
ou f, et f, désignent respectivement les fonctions de densités de Yet V.

Ces fonctions f, et f, sont données respectivement par les expressions sui-

vantes :
Fr()=(@x) 2 (det ) 2 CXP[— %(y ) =7y - \/;,U)J

= (271)_% (det 2)*/1'5 exp(— %y’Z’IyJ exp[— %nﬂz J exp(\/;u'z" y)(2.2.6)

et



oum=n—p.
En combinant les relations (2.2.5), (2.2.6) et (2.2.7),0on a :

i H e ly,

it ) ni2 ” . m
iy —| hiad -1 i
fe(}’a") (2) (ﬂ') 2 ) SRS < S R (detE)_%u (2 )(y’.Z"y) 2 eﬁ#tz 7 2uy
g
2
Ce qui achéve la démonstration.
Lemme 2.2.5. Soit ke IN et b,c e IR. Nous avons le résultat suivant :

(2 {55 o)

(o 7E ') expl-cy' )y = r(’”—pj

, i k est pair,

v

0, sinon.

Démonstration. Faisons le changement de variable pour passer en coordon-

nées polaires, plus précisément :

Y = /rsin®

Yy = «/;cosel sin@,

Yo = Jr cos 6, cosB,...cos0, ,sin0 ,

Yp= \/70056l c0s6,...cos8,_, cosb ,_,,



p-2
ol (r,el,e?_...ep_z,ep_,)elR*x[—g,ﬂ x[0,27].

Le jacobien associé a cette transformation est :

-2

]

L.
J(r.6,,0,,...0, ,,0,,)=—=r?

=1

| -
.
1}

L’intégrale devient alors :

+o 1 22K p

i exp(— ey )dr

[ ') expl-cy' )y = [
2

(COSHJ-)

p-l-j

.(Voir Perron 1987, page 59).

p-2

J=i

%[22, [6in0, ) [T(coso, " a0, ,..d6,
o).

i
Mais nous savons que :

+k

9 2

et

[z

G
2

D’ou on obtient bien :

A S _
J'*“’lr 2 " ]exp(— cr)dr =%c (

L g =t p-1-j -
2 [(in6,) [Tlcos6, f™~ a6, ,..d6, =
;S H

k+pj
2

0, sinon.

,si k est pair
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si k est pair

0, sinon.

Théoréme 2.2.6. Le meilleur estimateur équivariant de la moyenne x, d’une

loi N ,(u,X) sous la fonction de perte (2.2.1) et la contrainte (2.2.2), est donné

par ’expression suivante :

A, S) = k(U)Y

avec

2
, 1f -’z+1;£+1,nﬂ o
A ni 2 72 2 U+l
k(U) = = , (2.2.8)
O B opBne &
2 2 2 U+1

ou , F,représente la fonction hypergéométrique généralisée dont I'expression

est donnée par

wFi(ay ...

(al),= =
3 (6),-

s Q30 5y i x) = Z

sii=0
(2 { ala+1)a+2).{a+i-1)

sinon.

(ak) '
B 1

et
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Démonstration. Sans perte de généralité, on pose 8 = (1,Z,) ot Z, =1 » Bt
Ho =(/?,,0,...,0). On obtient, en utilisant la relation (2.2.3), 1’expression sui-

vante :

_E( i |U=0)
E(Y'Y|U =u)

k(u) (2.2.9).

Il reste a calculer explicitement E(Y'y, |U=u) et EF'Y|U=u).

Nous avons :

E¥'u, |U=u)= _[IRpJ’1f9(}’:u)dJ’-

. -

Ju (W)

Comme la densité¢ de U est donnée par |’expression :
Jo @)= [pp fo )y,

alors

Ju)dh
E(Yt,uo lU=uw)=41 .[IRPylfa(y u)dy

-[IRP fH (y’u)dy .
De méme on montre que :
E(YtY I U= u) — J'IRp ytyfa(.)’:u)dy
[0 fo (raw)dy

En utilisant la densité conjointe de Yet U, pour 8, =(,%,) ot T, =1 et

Hy = (Z,O,...,O), ona:

i u+1 t

5 Jn =304
E(Y'u |U_U)—IIRPy1(yry)2e e 2T gy
0 = -

(2.2.10)

u+l ¢

2 ey
o ') e By
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ct

+1

Imp o' y)2 g2 g,

u+l I3

R 2

E(Y'Y|U=n) 2211

Mais on sait que :

el = iw (2.2.12)

k=0 k!

Alors en utilisant la relation (2.2.12), les relations (2.2.10) et (2.2.11) devien-

nent respectivement :

f m u+1 ,
( ni ) k+1

[y e E

%

2 K
E(Y'py |U =u)=t : = @2
E)L—)k, frort Oy = ay
et
= ‘\/;ﬂ, m u+1 t
ZKTZJ'IRP})I (y y)2 dy
Er'y|U=u)=t2_ X . (22.14)
o (-\/;ﬂ !k k oy
k! .[IRPYI (y'y)ze o dy
k=0 .
En réunissant les expressions (2.2.9), (2.2.13) et (2.2.14), on obtient
w "\/;Z,[( m U+l t
i) kz;) k! [y 'y)e @ ay —_—
e \/;/1 i 1 —yy . -
ST | i

D’apres le lemme 2.2.5, I’expression (2.2.15) devient :
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m—p 3
I k+1+ Il k+=
i 2k ,* ( 2 )[ 2)(_U )"
!
=2k +1) I“(k+£+lj 1+U
7)
m—p 1 '
T kE+1+ I £+—
if"n"zk ( 2 )( 2] v Y
(

2k) I“(k+£] 1+U
2

k(U) = ni’

k=0

Mais nous avons aussi la relation suivante :
F(%} 2k +1)1=27"" k!I‘[k +1 +%), t=0, 1 (Perron 1987, page 61).
En utilisant les deux relations précédentes, on obtient la formule suivante :

n
INk+1+—
2% Kk 5

= 1%y ( U )"
k
5 k=0 2°k k+§+1 ]

i) = ﬁ;

n
INk+1+—
2k k 2

iﬂ, n ( U jk
k
i 2'K l—[k+£_) 1+U

2

D’ou par définition d’une fonction hypergéométrique, nous avons :

2
N e R 7

2
2 2 2 U+l

kU) =

Calculons a présent le risque minimal.

Théoréme 2.2.7. Sous les conditions du probleme, le risque minimal dans la

classe des estimateurs équivariants est égal a :
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2’2
P lﬂz(gﬂ,gﬂ,fz-lf]
R(p3)i)=2*-"2-e 2 E V(wT)e®, (22.16)
2.
P pln 212y,
B R )

ou ¥ est une variable aléatoire de densité béta %’e(§+ 1, %)

Démonstration. Sous la fonction de perte (2.2.1), le risque du meilleur esti-
mateur équivariant évalué en 6, = (1y,Z,) ot uo =(4,0,..,0) et T, =1, est

donné par la relation suivante :

R 1) )= E{ [ RO)Y - o) (@) - s ]|
On peut é¢galement €crire :

R((uo. 1), )= E{/?2 (U)E(Y’Y | U)— 2#U)E®T, |U)+ A }

1]
_ P _E{%%i} (2.2.17)

En vertu du lemme 2.2.5, les relations (2.2.13) et (2.2.14) deviennent respecti-

vement :

2
,Fl(ﬁﬂ;ﬁﬂ;ﬁ U

] (2.2.18)

ragp 2 2 2 u+l
E(Y’,ulU—u) g !
p l+u 7 npnl u
199 A2 A2 A~ 1
22 2 u+l

et
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n . pnal wu
J{?“E*?Jﬁ]
EY'Y|U=u)=n— : (2.2.19)
1+u nop. n/?. u
By
270" 2 g+l

Donc en réunissant les relations (2.2.17), (2.2.18) et (2.2.19), le risque de-

vient :

2
224 fi (2“5 b j U({Ll]
R((o. 1) )= 22 "2 gU| 2

2 1+ u 2 2
2 22 U+1 2 2 2 U+1

Comme la loi de probabilité de U est Fisher décentrée F,, p(nﬂ.z) alors la

densité de U est donnée par I’expression suivante :

F(g) iy n ni? u
o) =———2—e 242 (1+u)2 21 —‘£;— A (2.2.21)
(mj ( ) 2°2 2 l+u
I — [ =
2 2
D’ou en utilisant les relations (2.2.20) et (2.2.21),0na:
2
n P LN AL
ik r(] u? ”{2 207 2 u+l

(2.2.20)

A 214 T+
R((uo, 1), )= 27 - = e ? |,

n 2
T s
2 2 2 22 u+l

En faisant le changement de variable v =

,ona:
+u



2

e r(g) 5 F]z(gn,’z’ 1 v)
~ +o0 By
R 1)) =72 =220 G
I — [T = =

(2) (2J ‘Fl[2+1 2" 2 V)

n 21 1 P ’
4 i F(—‘l’l) » " IE( +1, +1,TV

=12 A Ty [t V?(l—V)__l

Comme la fonction de risque est constante sur ©, alors nous avons le résultat.

Lemme 2.2.8. Si a - 3 et 2 sont deux entiers positifs alors

a—f - i
(e Bix) = e"r(ﬂ);[“ i ) X ;H). (2.2.22)

Démonstration. On utilise le fait que, si une variable aléatoire Y, soit distri-

buée selon une loi y; alors le moment d’ordre « de ¥, est:

k

Vs (— + aj
E(,)=2" _82 O e —g .(voir Johnson, Kotz & Balakrifhman, 1995)

)
2
Donc nous avons :

(a+k)

E _@
IF](a,ﬁ,x)— Z (,3+k) Kl

T(a)is

e TSl

=278 g% %E(V“‘ﬁ),
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ou ¥ est de loi de khi-deux décentrée z3,(2x).(voir Johnson, Kotz & Bala-
krifhman, 1995)

Mais le moment d’ordre » d’une variable aléatoire de densité z; (é‘ 2) est don-

né par la relation suivante :

On obtient alors le résultat suivant :

Fy(o;B;x) = 2" T (B)e” az—?(a n Bj—xk—
e =\ K JTE+k)

Ce qui nous donne le résultat.

—P st un

Appliquons ce résultat pour notre probleme P.1 lorsque i

entier positif.

Théoréme 2.2.9. Sion est sous les conditions du probléme. Si on suppose de

est un entier positif. Alors le meilleur estimateur équivariant de

plus que n;p

la moyenne x est donné par :
MY, S) = kU)Y = g(V)Y

k
ni’v
2 41 ( ¢ 1)

——2 (V)=
F(§+k+1) =N

n2v Y
2
F(f- + k}
2

: nd’ a) (e
ol g(V) = 2bwymm—§@j
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p=Pgyra Y
2 U+l

Démonstration. C’est une conséquence du théoréme 2.2.6 et du lemme 2.2.8.

On reprend a présent I’approche du probléme P.1, mais dans le cas plus
général ou la famille des distributions de X est formée de mélanges de lois

normales.

2.2.2. Estimation de la moyenne p d’une distribution de mélanges

de lois normales sous x>z = A%, A* connu.

Nous reprenons I’estimation de x sous la contrainte ' 'u =12 pour
le cas d’un mélange de lois normales, ou X représente la matrice de variance-

covariance. Et on note par P.2, ce probléme.

Définition 2.2.10. Une variable aléatoire X est issue d’une distribution dite

melange de lois normales si elle admet la représentation suivante :

la loi conditionnelle de X , étant donné Z = z, est normale N 5 (u, zQ), Vz>0.

Nous supposons que Q est définie positive, P(Z >0)=1 et E(Z)<w. Les pa-

rametres de cette distribution sont 4,0, Z .

L’ensemble des mélanges de lois normales, pour X = E(Z )Q, est une
sous-classe des lois elliptiques E p(p,,Z). La classe des lois elliptiques, ainsi

que la classe des mélanges de lois normales ont ét¢ étudiées par beaucoup de
statisticiens dont Kelker (1970), Strawderman (1974), Berger (1975), Muir-
head (1982) et Fang, Kotz and Ng (1990).

Lemme 2.2.11. Soit X, X,,..,X, des variables aléatoires conditionnellement
indépendantes étant donné 1’événement {Z =z} et de lois identiques multi-

normales N ,(u,zQ) étant donné {Z = z}. Alors les variables aléatoires Y et S
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étant donné Z =z sont indépendantes et leurs distributions conditionnelles

¢tant donné Z = z sont respectivement :
N, (g, z0) et W, (n-1,20).

Lemme 2.2.12. Soit X un vecteur aléatoire de mélanges de lois normales de
paramétres u,Q,Z . Notons par X la matrice de variance et covariance de X .

On a la relation suivante :
X = E(Z2)Q.
Démonstration. On sait que
> =cov(X)= E(Ht)— '
Mais nous avons aussi la relation suivante :
E(xx)= E(e(oxt | )= E(zo + ' )= E@)0+ u'.
D’ou on obtient :
= E(Z)Q+ up' —pp' = E(Z)Q.

On veut trouver le meilleur estimateur équivariant de la moyenne d’un
mélange de lois normales de parameétres ,Q,Z lorsque I’information parame-

trique est de la forme suivante :

0, = {u,E) e IR°xS(p): p's p=1" }
ol A est positif et connu.

Nous évaluerons le risque du meilleur estimateur équivariant. A partir

de maintenant on supposera toujours que les lois elliptiques considérées sont
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des mélanges de lois normales. On note par H la fonction de répartition de la

variable Z .

Supposons qu'on soit sous les conditions du lemme 2.2.11 et qu'on

veuille estimer la moyenne u avec la fonction de perte (2.2.1) avec la con-

trainte ' 2" x = A% (connu).

Théoréme 2.2.13. Sous les conditions du probleme, le meilleur estimateur

équivariant de la moyenne p, est donné par :

A(Y,8) = k(U)Y

avece

(2.2.23)

Démonstration. Pour évaluer le multiplicateur k(u), il suffit, d’apres le théo-

reme 2.2.2, de calculer E(Y'Z'lp |U=u) et E(Y'Z'1Y| U =vyj,
Mais nous avons :

EQ's' u|U=u)=E{E{'s 4| U=12) U=y
_ E{E—E(Y’ (ZQ) 4| U=uz)|U= u} (2.2.24)

et



EQ''Y|U=u)=EEF's'Y|U=u2) U=y}

:E{~—Z—~E( "(zQ)'Y|U=u,z)|U =u}. (2.2.25)

E(Z)

Pour Z =z, on trouve ' (zQ2)" u= l,u’.Q‘ly = E(—Z)y’z“u = E(—Z—)AZ.
Z z Z

Donc d’apres des résultats antérieurs, les expressions E(Yt (zo)*n|U= u,Z)

et E(Y ‘(zo)y*r|u =u,Z) sont obtenues en remplacant respectivement dans

les expressions (2.2.18) et (2.2.19), A* par E(—Z—llz . On obtient alors :
Z

y J12+r£+r2i£EQJLJ
2 42 gi=p "2 Z 1
E(Y’(ZQ)‘I,u|U=u,Z):n P2 E(Z) u u+
pZ lvu (npnk EQZ) u
"2%2° 2 7 u+l

et

n . p . nAEZ) u
R u e ‘FI{TLE s e o
EQ's'y|U=u)= [, . H2U=(dz)
P ikl F|7.p.n2 EZ) u
"N2727 2 Z u+l

(2.2.26)
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et
2
i r)
o u -
EY'SY|U=w=n—"—[ HAY=(dz)
"l2727 2z w+l

(2.2.27)
En combinant les relations (2.2.3), (2.2.26) et (2.2.27), on obtient le résultat.
On peut écrire la relation (2.2.23) d’une autre maniére.

Corollaire 2.2.14. Sous les conditions du probléme, le meilleur estimateur

équivariant est donné par :
A(Y,S) = k(U)Y
avec

_n2E(2) 2
_[+°°e & 1171[§+1;£+1;m1 B(z) U JH(dz)

- JnA2E(Z) 2 2 Z 1+U
k(U) - P ; - E(z) . . (2.2.28)
J:wze 2z R LY 2 H(dz)
2 22 Z 1+U
Démonstration. Utilisons la relation suivante :
Ulz
dH =" (z)= Mﬂ{k—). (2.2.29)

Y )

Mais 7" (u) est obtenue en remplagant dans (2.2.21), 2* par E—(_Z)iz.

L

Danscecasona:
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T(EJ _nLEZ) p_ . 2
fUIZ(u)=—2e 2Rt (1+u)“51F E;E;K@ ] (2.2.30)
1
r(ﬂjr(ﬁj 2°2° 2 Z 1+u
2 2

En utilisant (2.2.29) et (2.2.30) dans la relation (2.2.39.), on obtient :

2 E(z)

- 2
"¢ 2 7 ,FI(ZH;;’H;”’; E(ZZ)IU jH(dz)
+U

i 2E(Z) h

IG(U): 2 E(Z) 5 ’
j;”ze__leE(fﬂ-ﬂ-”’l E(z) U ]H(dz)

» 3

2 2 2 Z 1+U

Remarque 2.2.15. Sous les conditions du probléme P.2, le multiplicateur du
meilleur estimateur €quivariant de la moyenne x ne change pas lorsque

Z —c¢Z, ¢ >0 et que matrice 2 reste constante.

Théoréme 2.2.16. Sous les conditions du probléme, le risque minimal dans la

classe des estimateurs équivariants évalué en (1,X)e @, estégal a:

_nk E(Z) 2 2
fe 2) 7 ]E(£+1;£+1;1MVJH(612)
. , nit E(Z) 2 2 2. Z
R((u,2), 2)= 4" - E ; (22.49)
P _nt 5lz) n ni* E(Z)
fze 1z 1171(—+1;£;»———V)H(dz)
2 2 2 A

oll ¥ est une variable aléatoire de loi béta %e(-‘;— + 1%)
Démonstration. On sait que :

; EXY'z y|Uu
R((u,5), 4)=2* - E(Eéﬂzl—;lvﬂ (2.2.32)

Mais en réunissant les relations (2.2.26), (2.2.27) et (2.2.32), le risque minimal

devient :
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\
(2 L2, n/l () U] 2
2 72 b Z 1
+U HZU(d)
EE ni’ E(Z) U
,72,14E(Z)E £ 2'2° 2 Z 1+U
1+U

((uZ),u): == 2
P

\

2

r(n, .. EQ)
5T S

2 Z 1+U] B (&)

0
I

1 B z;ﬁ;nl
212

2E(Z) U ]

2 Z 1+U

Utilisons la relation (2.2.29) et la densité de U conditionnellement & Z . on ob-

tient alors la relation suivante :

e

ni £(z)

[J’ezz1

+1p+1
2 2

2

2 Z u+l

nA’ E(Z) u )H( dZ)J

R((,u, Z):ﬁ) =2 - n/14E(Z) J';°<

p

I n
2 -2
u(1+u)> i

B ﬂ,ﬂj
2°2

ni? E(z)

L:oze-TTlﬂ(g+l;£;

2

S e

En faisant un changement de variable v =%, nous avons le résultat.

1+u

Proposition 2.2.17. Sous les conditions du probléme, le meilleur estimateur

équivariant et le risque minimal dans la classe des estimateurs équivariants

sont donnés par les expressions suivantes :

E(e“’w F(z +1 §+1 tW%D
2! * (2.2.33)

kU) =
(U) =

E(W !

"R[PP Y
2772 14U
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E? (e"”’ F, (3 +1; 24 1;[VWD
¢ 3 ,(12)e®, (2.234)

Ewle™ F|Z+1. 20w
2 2

2
R(u.5)a)=22 -2 E,
np

2
ou t= 2’21—, W a la méme distribution que la variable E(ZZ) et ¥ admet une

distribution béta ])e(g + 1;%) :
De plus, ona E(#)= 1. Le cas normal correspond & P(W =1)=1.

Démonstration. En posant W :E(ZZ—) dans les relations (2.2.28) et (2.2.31),

on a les expressions (2.2.33) et (2.2.34).

Si E(Z 2) et £ (Z ‘2) existent, la covariance entre Z et Z~' est négative. Donc

on peut écrire la relation suivante :

cov(z,27")=1- E(2)E(z™)< 0 donc E(2)E(Z7)=1.
Mais on sait par définition de W que E(W)= E(Z )E(Z = )
Ce qui nous donne E(W)=1.

Le théoréme suivant nous montre que le multiplicateur IQ(U ) est un

est un entier.

rapport de deux polynémes en ¥ quand & ; P

Théoréme 2.2.18. Supposons qu'on soit sous les conditions du probleme P.2

h—p

et que soit un entier positif alors le meilleur estimateur équivariant est :

fY,S) = kU)Y

avee
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Démonstration. En utilisant les relations (2.2.22) et (2.2.28), nous avons :
k k /4
i
, ok F(k+£+1) il
A 2
k W
2 (€+1j 4 ( Y j E[Wk_le_ﬁ’z]]
&k F(k_'_pj 1+U

2.2.3 Etude du comportement du meilleur estimateur équivariant

et le risque minimal pour P.1 et P.2.

Il faut remarquer que, le groupe de transformations GL(p) des matrices
carrées (px p) réguliéres utilisé dans ce probléme n’est ni moyennable, ni
compact. Et en plus, I’opération de ce groupe sur IRP n’est pas propre. Donc il
nous est impossible d’appliquer les résultats du chapitre 1 pour démontrer la
minimaxité et ’admissibilité¢ de la meilleure régle équivariante. Il nous est
aussi impossible de dégager les liens existants entre la meilleure régle équiva-

riante et la régle de Bayes pour une loi a priori.

Perron (1987) et Marchand (1990) ont étudié le comportement du coef-

ficient multiplicatif dans le cas ol les observations seraient indépendantes et

ont méme distribution multinormale N, (1) sous la contrainte 'y = 1%,

Nous allons reprendre ces approches pour étudier le comportement du

multiplicateur et du risque minimal dans le cas ou les observations seraient in-
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dépendantes et issues d’une distribution multinormale N,(x,%) avec la
contrainte =ty = A2

Nous allons tout d’abord énoncer le lemme suivant qui servira a déga-

ger les propriétés du multiplicateur et du risque minimal.

Lemme 2.2.19. Soient Sa(x):ia,.x" et S, (x):ib,.x" deux séries de puis-
i=0 i=0

sances en x oU les suites de constantes {a,}”, et {5,}", satisfont les trois

conditions suivantes :

(1) a,>0,b 20c¢tab,, >a,b pouri=0,1,..,

(ii) les séries S, (x) et S,(x) convergent pour tout x>0,

(ii1) }Lrgz—’ = ¢, OU ¢ représente : soit une constante positive ou nulle, soit
"+oo"

Alors sous ces conditions

hY ) . .
(@)  lerapport R(x)==¢ (x) est une fonction strictement croissante V x >0,

S, (x)

(b) limR(x)= 5o et fim R(x)=c.

x—=0 aO xX—>0

Démonstration. Voir Marchand (1990, page 35).
De ce lemme, on en déduit les résultats suivants.

Le prochain corollaire présente quelques propriétés de la fonction R définie

par, pour , >0, a, 20, f, >0, §,20,
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_ 1Fl(al§,51§x)

x=>0.
1F1(az;ﬂz;x)

R(al §ﬂ1,§az§ﬂ2;x)

2

Corollaire 2.2.20. La fonction R vérifie les propriétés suivantes :

(a) les fonctions R(a+1;ﬁ;a;,6’;-) et R(a;ﬂ;a; ﬁ'+1;-) sont strictement

croissantes sur (0,o0),

(b) la fonction R(a+1;8+1;a;4;-) est strictement croissante sur (0,) si

a < f et strictement décroissante si « > 3,

(c) les expressions xR(ex+1; f+1;a; f;x) et xR(a +1; f;a; B;x) sont stricte-

ment croissantes en x pour x & (0,00).

Démonstration. Voir Marchand (1994).

1 () i 1 (@+1),

(@) Enprenant a, =— =— , on vérifie facilement les rela-

1B, -1 (B),

tions (i), (i) et (i) du lemme précédent.

Donc la fonction R(a +1; f;a; ;) est strictement croissante sur (0,00). Il en

est de méme pour la fonction R(a; Bia; f+1; )

(b)  Sionpose g, =iﬂ et b, :'l(a+1),. ,i>0.Alors g, >0, b, >0 et
1), " (g,

bina _(a+i+])(ﬂ+i)2l SiaSﬂ eté’.ﬂ<] Sia>,B-

bia;,, - (ﬂ+i+ 1) (a + i) b,a,,

De plus, on vérifie facilement les conditions (ii) et (iii) du lemme pré-
cédent, ce qui implique le (b).

(c) Onpose g, = l@ et b 1 {a+1),

) AR RV A GRSV AN
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Alorson a

bind; iﬂ>1.

b/ a1+l !

Nous vérifions facilement les conditions (ii) et (i) du lemme précédent. Ce
qui nous donne la premiere expression du (c). La démonstration de la

deuxieme expression du (c) est similaire, il suffit de poser :

1)y o 1 ey o

ky (u)
k, (”)

(2.2.18) et (2.2.19)) ou les fonctions %, et k,sont données respectivement par

Rappelons la représentation A:,(u): (voir les relations (2.2.9),

les relations a la page suivante :

2
L e
/ U
k()= Ep (7' | U =u)= "2 2 (2.2.35)
p l+u n p nlz u
1B
2272 u+l
et
2
IFI( +1p nA® u
" u 2 2 2 u+l
ky ()= E, ('Y |U =u)=n 3 . (2.2.36)
1+u np. n/1 u
A5
2727 2 u+l

Corollaire 2.2.21. Les fonctions 4, («) et ,(x) sont strictement croissantes sur

(0,). Et la fonction k(u) est strictement décroissante sur (0,0).

2
Vn2 et lim k(u)<1.

p u—0

De plus, nous avons k(0)=
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Démonstration. Soient les fonctions A et h, définies respectivement par les

relations suivantes :

et

Al k) =h| ——| et k()= h| ——|.
ors nous avons k, (u) hl(Huje , () _(Huj

En utilisant le (¢) du corollaire précédent, les fonctions 4, et A, sont stricte-

est aussi stricte-

ment croissantes sur (0,1). Mais aussi la fonction u —)1
+u

ment croissante. Alors &, et k, sont composées de fonctions strictement crois-

santes. Donc elles sont strictement croissantes.

On écrit k(x) de la maniére suivante :

Le multiplicateur k(u) est donc le produit de deux fonctions décroissantes et

positives (d’aprés le (a) et (b) du corollaire précédent). Elle est donc décrois-

sante.



n P n_p
5 R[—+1,—+1;;—;0) 5
Onal@(O):Jn_x 2 72 72727 ) md
p o i Y 2.9 p
2, 2 AE
Posons
2
\/_2 R(g+l;£+l;g;§;%vj
niA
h;(v)=

2
: , pour v e (0,1).
2 2278 2

On a alors lim &(u) = A, (1).

H—>0

Comme £, (1) est une fonction strictement croissante en A, on a la relation

sulvante :

lim k()< lim #,(1).

U—>0 A—

Mais d’apres le (b) du lemme 2.2.19 nous avons :

2
+1 ’fﬂ_jzg
2 n

lim A R{ﬁ +1;
A 2

N |
(N

-n'
LI}
pi

et

o |

nlz
lim R £+1; ;E;E;— =1
Ao | 2 2 h 2

D’ou nous avons les inégalités suivantes :

lim l@(u) <

1
—<1.
U—>0 ,\/;
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La conjecture suivante nous permet de démontrer le théoréme 2.2.23. Le théo-

réme 2.2.23 est trés important car il montre que le risque minimal est borné.

k12(u)

2

Conjecture 2.2.22. La fonction , pour u < (0,00), est strictement crois-

santeen u .

Théoréme 2.2.23. Sous les conditions du probléme, le risque minimal de la

Mp-1) A
nl+p ni+p

moyenne p est compris entre

De plus, lim R{u,X), 2 =2 et lim R bt =0,
i A—o© ((“ )»#,1) n A—=0 (O’l )‘u’l)
Démonstration : le résultat est lié a la conjecture.

2.2.4 Estimation équivariante de la moyenne p d’une distribution

de Student s¢ , (u,=,0,p) sous la contrainte x'>7' u= 2"

Marchand (1990) étend la définition usuelle de familles de "Student"”

multivariées a n degrés de liberté a des familles qu'il appelle "Student" multi-
variées de parametre de position u et de parameétres de dispersion o et £. 11

montre que ces derniéres sont des mélanges de lois normales de paramétres

(y, (E@)', Z) ol la variable aléatoire Z™' est gamma g(a ). Et lorsque

@ f= g , on retrouve la loi usuelle de "Student” a » degrés de liberté.

On considere les familles des mélanges de lois normales de paramétres

u, Q, Z. En utilisant I’approche de Marchand (1994), il est facile de montrer
que si la variable aléatoire Z~' est de loi gamma (e, ) alors nous obtenons
les familles de "Student" multivariées de paramétres de position x, de para-

meétre d'échelle T et de parameétres de dispersion a et 4. Dans le reste du mé-
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moire, la loi "Student" multivariée de parameétres u, X,a et § est notée

Stp(,u, Z,a,ﬁ).

Etudions le probléme d’estimation de la moyenne x d’une telle famille
lorsque la contrainte est ‘X' = A%. Pour ce faire, nous allons d’abord éva-
luer le multiplicateur du meilleur estimateur équivariant de la moyenne & (no-

té kg (u)), ensuite le risque minimal dans la classe des estimateurs équiva-
riants et enfin nous allons obtenir quelques propriétés du multiplicateur et du

risque minimal.

Corollaire 2.2.24. Si la variable aléatoire Z~' admet une distribution gamma
G(a, B), alors le multiplicateur du meilleur estimateur équivariant k() ne

dépend pas du paramétre 5.

Démonstration. On sait que si une variable aléatoire A admet une loi gamma

g (a', ,6) alors pour ¢ >0, cA4 estde loi gamma q(a,ﬁJ .
c

En utilisant la remarque 2.2.15 pour ¢ =4 , on en conclut que le multiplicateur

IGS,(u) ne dépend pas de f.

Lemme 2.2.25. Si la variable aléatoire Z™' a pour loi gamma g(e, B) (avec

a > 1) alors nous avons :

EV\w F| 2+ 1;00w
2 22

= ] (2.2.37)
pn EW(IFIGJr 1;§+1;tVWB

D k(U=

E? [W F (ﬁ i 1,% + 1,~tVWD

E| | F, z+1,-£,~tVWj
2" 72

3]

s 453 F =1
i) R((wX)a)=4* -— 4) E
( ),u) np (t+a—1
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2
ou W estde loi gamma g(a—1t+a-1), t=1d— et V= 2 )
2 1+U

Démonstration. En utilisant la proposition 2.2.17, ona :

E e F f+1,-£+1,-thj
2 B3

i) kASt(u): *
pn E[W'le_tW]F](z % Easd erD

E(Z)
-

ol W ala méme loi que

Mais si Z~' est de loi gamma g(a, 8) alors W =E(Z)Z™" est de loi gamma

A5

Donc en développant, nous obtenons la relation suivante :

| r+ L w
rw( ﬂ)a a-2€[ E(Z)J ]F](ﬁ+1;£+1;tijdw
leSt(w = (( 2 2
b

Comme Z™' est g(a, B) alors E(Z) =

—(H%JW p

15 ( +1; ti)dw
I 2 2
) —l, pour a >1.

On obtient alors le résultat suivant :

-
J‘*“’ (t_+0_c:_1I__ ww™ 26_(”0_1)“) B (g‘ + 1;'% + l;tVWde

F 2t P Tla-1
ko (U) = T ((a )1)"‘1
pn [ vaa-—LF w“-2e‘(’*"“"‘”1E(ﬁﬂ;ﬂ,-ﬂ/wjdw
0 F(a—l) 2, 2

Ce qui conduit a la relation (2.2.37).

ii) En utilisant la proposition 2.2.17, on peut écrire



89

R(2)i)=2% - %E[[@[%/—)E(e“’w F, (-;5 + 1,% + 1,'tVW)D :

Mais on a aussi la relation suivante :

Ee_’W1E(£+1,'£+1,'tVW] 7 [ ww* g lmat)v E(2+1,-£+1;ti)dw.
2 2 Tle-1) 2 2

_1)

(t(+ ; 1)1)_;‘ (W F, ( +1; 5 + 1,-tiD.

D’ou le risque est donné par la relation suivante :

Ry a2 [ o )HE E (W Fl[z+1 §+1tVWj] |

f+o-1
pAITa E(IF,GH,%;WWD

Lemme 2.2.26. Soit une variable # admet une loi &(a,b) et soit y;, 7,, 5 et

¢ des réels positifs avec y; < b, alors

E(W£1E(71;7’2§73W)) (a)g (}/l,a+€ ¥a'i X j (2.2.38)

Démonstration. On a :

EW(WZIFI(71§}’2§7’3W))Z:: A (73 w(wm)_

2k

Mais on sait que :
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E(Wk+g): p-(k+0) l"(a +k+ E)

F(a)

— pk+t) F(a +k+ g) F(a 4 g)
1ﬂ(a + g) F(a)

, pour k+{>—a

=b""(a+0),(a),.

D’o1 nous avons :

B s raira® )= (@) o ()i (a+0), (yb}j (@), zFl(y] a+ 5;72;7/_3]'

k=0 (}/2 )k k! B b

Théoréme 2.2.27. Sous les conditions du probléme et pour o > 1, le meilleur

estimateur équivariant de la moyenne p est donné par :

fisy (¥, 8) = kg, (U)Y

avece
2aDh 2F](§+1,a;§+l;hV]
k(U) = “\'/_ ) (2.2.39)
P ZFI(EH,a—l;ﬁ;th
2 2
2
i gty il
t+a-1 2 1+U

Démonstration. Le résultat découle directement des expressions (2.2.37) et

(2.2.38) (en posant £=0 et /=1 en (2.2.38)).

Théoréme 2.2.28. Sous les conditions du probléeme et pour o >1, le risque

minimal de la moyenne x est égal a I’expression suivante :



91

2
n P
42 ( g1 O (ZF,(EH,a;EH;hVD
R((u,).?),[z):lz——( J E . (2.2.40)
mpALtas JE| Zvva-12 v
2 2
_niz

et

ol V est une variable aléatoire de densité béta 5 e(g + 1;%), t 5

grm O
t+a-1

Démonstration. C’est une conséquence directe du lemme 2.2.25 et du lemme

2.2.26.

Lemme 2.2.29. Si la famille des distributions est St,(x,%,a, B) alors le meil-

leur estimateur équivariant pour cette classe de distribution converge vers le

meilleur estimateur équivariant pour la famille des distributions normales

N, (1.%) lorsque o —> .

Démonstration. 11 faut remarquer que :

lim{oh)* = lim[ (2’ 1)]k ={”’12 Jk (2.2.41)

a—>w a—>o0 nlz +2(a 2

lim (“Z’f =1, £=0,1. (2.2.42)
oa—>0 a

En utilisant le théoréme de la convergence dominée et les relations (2.2.41) et

(2.2.42), nous avons ’égalité suivante :
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n = g+] (a) vk n ni 2
lim, F| 2+l 2+ 107 | =3 tim =2 2 o) = 7| 2, 2. 22y
a—>%0 2. 2 f_g® (£+ 1) o B k! 2 P 2
2 k
(2.2.43)
De méme on montre la relation suivante :
2
lim, 7| % +1a -1 20 = F|Pe 2 Ay . (2.2.44)
a—»m 2 2 2 2 2

En utilisant les relations (2.2.39), (2.2.43) et (2.2.44), on a le résultat.

Lemme 2.2.30. Si la famille des distributions est St 3 (y, z.a, ﬁ‘) alors le risque

minimal dans la classe des estimateurs équivariants est asymptotiquement égal

au risque minimal pour la famille de distributions normales (Probléme P.1).

Démonstration. La démonstration est similaire a celle du lemme précédent.

Propriétés 2.2.31. Si la famille des distributions est St, (1,%,a, ) alors, pour

a >1, nous avons les résultats suivants :

(a) le multiplicateur kg (u est décroissant en u si a > §+1 et croissante en u
sinon,
~ 2(a-1)h
©) #y0)= 20
pn

Démonstration.

(a) En utilisant une propriété des fonctions hypergéométriques voir Abramo-
witz et Stegun (1964, relation (15.2.17), page 558), on a la relation sui-

vante :
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Lit-a|, Bl Zena-12 4107 | Ha-1),F| Z+1,a; 2 +1,hV
2 2 2 2 2

~P R Z2ita-12, 07 |=0.
) 2

Cette relation est équivalente a :

2 2 —— 9 2 2 p

= +
a—1 a—1

E ZiLa-12 my | o120y
2 2 2 2

Mais en vertu de la relation (2.2.39), nous avons |’expression suivante :

( l)h B a1 2F{%+1,a—1;§+1,hv)
a- 2 Z

+ . (2.2.45)
pin |a- -l ,_Fl(gvhl,a—l;g,hv)

~ 2
k si(W) =

On avait montré par le corollaire 2.2.21 que le multiplicateur du meilleur esti-

mateur équivariant de la moyenne x pour le cas d’une loi multinormale, don-

n p nA’
5 1}‘_’1 5+1;‘2—+1,TV

né par /;(u): \/;2’1 > , est strictement décroissante en u.
pl 2 2

zFl[gnLl,a;ng 1,hv]
est strictement dé-

De la méme maniére on montre que
2F{£+ l,a-l;ﬁ,hvj
2 2

croissant en u .

D’ou en utilisant la relation (2.2.45), le multiplicateur est décroissant en u si

a > g +1 et croissante en # Sinon.
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(b) La démonstration est similaire a celle du corollaire 2.2.21.

Proposition 2.2.32. Sous les conditions du probleme, si « =§+1 alors on a

les relations suivantes :

R Y -
Y 5= X
/uSt( ) n/12+p
et
pA
R(1.2), frg ) =—5—
nl +p

C’est-a-dire le meilleur estimateur équivariant est linéaire en X .

Démonstration. En remplagant « par §+1 dans (2.2.40), on obtient la rela-

tion suivante :

4 a+l
R(pE)p)=2 -2 | 2 E 25(£+1,£+1;£+1;th :
P \ni +p 2 2 2

D’apres une propriété des fonctions hypergéométriques Abramowitz et Stegun

(1964, relation (15.1.8), page 556),ona:
, F{Lr L2e: L I;hV]:IFO(Z + 1,-th = (LhV)‘['z"*‘].
2 2 2 2
Donc nous avons 1’égalité suivante :

F('E’ - 1) j'l vg (1- V)% (1- hv)_[rz_lﬂj dav.

E ,F{EH,EH;EH;}:V) =
A T 2 rig+iri=e)e
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Mais en utilisant 1’égalité précédente et une relation sur les représentations de
I’intégrale des fonctions hypergéométriques voir Abramawitz et Stegun (1964,
relation (15.3.1), page 558),ona :

P
E 7F](2+1,£+1;£+1;hvj =2Fl(2+1a£+1;2+l;h)z(l—h)'(?“lj: p
2 2 2 2 o) 2 2 nﬂ“2+p

D’on on en déduit la relation suivante :

n114

R((uz)p)=1" - —L—.
nt +p

Ce qui complete la démonstration.

Remarque 2.2.33. Sous les conditions du théoréme précédent, on verra dans
le chapitre 3 que le meilleur estimateur équivariant coincide avec le meilleur
estimateur linéaire (c’est 1’estimateur linéaire qui rend le risque le plus petit

possible dans la classe des estimateurs linéaires).

23. ESTIMATION EQUIVARIANTE DE LA MOYENNE p D’UNE
DISTRIBUTION DE MELANGES DE LOIS MULTINORMALES
Np[ﬂ,[é‘é;‘}z], OU ¢, LE COEFFICIENT DE VARIATION, EST

CONNU.

Soient X,,X,,..,X, des observations issues d’une loi de probabilité

14
commune de moyenne x et de matrice variance-covariance Aé f I. Considé-

rons la fonction de perte suivante :

L((wz)d)=C" %&7]‘“) (2.3.1)

On veut estimer la moyenne u avec la fonction de perte (2.3.1).
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Onpose ¥ =+/n X et W =r(S).

Considérons le groupe de transformations G =IR"x O(p), ou IR” estle
groupe des réels positifs et O(p) est le groupe de transformations des matrices

carrées orthogonales, transformant :
X, > bI'X,, pour i=1,...,n, beIR* et [ € O(p).

La transformation induite par le groupe G sur I’espace (¥,#) donne :
(¥, W)— (bTY,b°W), be IR et T € O(p).

Le groupe induit IR*x O(p),par IR*x O(p), dans I’espace des parame-

tres transforme :

[ﬂ,(%f}]}—é[bry,bz(%jl} beIR* et TeO(p).

Sous la fonction de perte (2.3.1), ce probléme devient invariant. Le groupe

IR "x O(p), opére transitivement sur 1’espace paramétrique.

1

La statistique U, = est invariante maximale sur I’espace basé sur (Y ,W) et

la correspondance de U dans 1’espace des parameétres est donnée par :

-1
1
C

Comme G opere transitivement sur I’espace paramétrique, la fonction de ris-

que pour un estimateur équivariant § est constante :

t
R([g,ﬁc#l}a‘) = R((15,1),8), pour s, =(C.0,0,...0) et VueIR.
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Le meilleur estimateur équivariant basé sur (¥,/) est obtenu en remplagant

dans I’expression (2.2.3), U par U,. Etona:

E/JO (YttuO |U1 :u)

MY, W)=k ()Y avec ky(u)= t ;
E, P70 =u)

Nous avons donc besoin de la densité conjointe de ¥ et U, pour calculer le

multiplicateur & (x).
Traitons d’abord le cas particulier ol la famille des lois de X est celle des lois

t
de probabilit¢ multinormales N, { 4l % I ] :

2.3.1 Estimation de la moyenne u d’une loi multinomale de pa-

rameétre ( ,u,/g—ﬂl ) .
2

Le probléme de I’estimation de la moyenne g (positive) d’une distribu-

tion normale N (,u,a?') (p =1), lorsque le coefficient de variation 2 est connu,
7]

a été abordé par Fisher (1956). 11 a été repris par plusieurs auteurs dont Cox et
Hinkley (1974), Efron (1975) et Kariya (1989). La généralisationa p =1 de ce

probléme a été traitée par Perron (1987) et reprise par Kariya, Perron et Giri

(1988).

Nous reprenons 1’approche de Perron (1987) pour trouver le meilleur

t
estimateur équivariant de la moyenne p d’une loi N, ( M, ﬂC f i ) , C ouestle

coefficient de variation, avec la fonction de perte (2.3.1). Ensuite nous déter-
minerons le risque minimal dans la classe des estimateurs équivariants. Notons

P.3 ce probleme.
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La statistique(¥, ) est minimale et exhaustive pour ce probleéme.

Pour évaluer le meilleur estimateur équivariant, nous avons besoin de la
distribution conjointe de ¥ et U,. Mais avant tout, nous allons énoncer un ré-

sultat sur les distributions de Wishart.

Lemme 2.3.1 Si une variable aléatoire 4 admet une loi Wishart #7,(m), alors

la trace de 4 (notée tr(4)) admet une loi de probabilité khi-deux anp.
Démonstration :

Par définition d'une distribution de Wishart 7, (m),ona:

A=2Z" = iZiZf, ou les Z; sont indépendantes de lois N, (0,1).
i=1

Donc la trace de A4 est tr(4)= iZ,.Z{ :iZl’.Z,. .
i=1 i=1

Comme Z, est de loi normale N ,(0,7), par les propriétés des formes quadrati-

ques d'une loi normale, Z'Z; est Zi)'
Dot la loi de tr(4) est Z;an (par propriétés des distributions de khi-deux).

Lemme 2.3.2. La densité de conjointe de ¥ et U, est donnée par :

Sy, (V) = ‘J(C) u_(

oil dc):(z)"é’(ﬂé’r@}ﬁ[ ¢ : f.



99

-1
!
Démonstration. Comme la variable aléatoire [#J S admet la loi de
C

-1
t
probabilit¢ W,(n—1) alors d’aprés le lemme précédent W, :{#] 1r(S)

2

admet une distribution de khi-deux (), -

De plus, elle est indépendante de ¥ (car ¥ et S sont des variables aléatoires

indépendantes).

Donc la densité conjointe de ¥ et U, est obtenue en remplagant dans la

!

relation (2.2.4) m=n—p par m, =np—p, A* par ctety par #1.
C

On obtient alors le résultat suivant :

Jro,Ou) = ‘](C)” ( ?
D’ot on a le résultat.

Théoréme 2.3.3. Sous les conditions du probléme P.3, le meilleur estimateur

équivariant de la moyenne p est donné par :

MY, 8) = kU)Y

avee

kU,)= : £23.3)
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Démonstration. On remplace dans la relation (2.2.8), m par m,, A par C et

U par U,.

On fait de méme pour trouver le risque minimal. On remplace dans

I’expression (2.2.16), m par m, et A par C. On obtient alors :

2
= ]Ez np+1 +1 S V
B 2 2 2 2

Rlpa)=c*-" ¢ 2 g

p o
9 AR TF il
3 gt
!

oll ¥ est une variable aléatoire de densité ( np )
2 2

(n-1)p

Théoréme 2.3.4. Si on suppose que ¢, = est un entier positif

2

alors sous les conditions du probléme, le meilleur estimateur équivariant de la

moyenne [ est donné par :

AY,S) = KU, )Y

avece

T b(U)

k k

(nc2 U, ] (nc2 U, )

v (e 2 14U e 2 1+U
o) Z(q___J;L_eu@m—ziﬁ+j___i_Lﬁ

& F(£+k+lj o\ K I‘(£+kJ
2 2

Démonstration. En utilisant la relation (2.3.3) et le théoréme 2.2.8, on obtient

le résultat.
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Reprenons a présent I’approche du probléme P.1 mais dans le cas plus
général ou la famille des distributions de X est formée d’'un mélange de lois

normales.

2.3.2 Estimation de la moyenne p d’un mélange de lois

H
2"—”1,2].

multinormales de paramétres | z,
C°E(Z)

On veut a présent généraliser le probléme précédent (probléeme P.3) en
considérant les mélanges de lois normales. On note par P.4, ce probleme.

On consideére X,,X,....,X, des observations présentées comme ci-

dessus. On adopte les mémes notations que le probleme P.3.

On veut estimer la moyenne g avec la fonction de perte (2.3.1)

I3

!
En utilisant le lemme 2.2.12, on a %I = E(Z)Q donc Q = (E(Z))" ’u—f[.
C C

D’ou les distributions de Y et S conditionnellement a Z =z deviennent

1 t
: z Hp eye B A8
respectivement Np(y, 52 ]J et Wp[n 1 5(Z) o2 I].

D’aprés des résultats antérieurs, la densité de (¥,U,|Z =z) est obtenue en

remplagant dans (2.3.2), C : par E—(Z)Cz .Etona:
z

2 £(2) 2\ M) 0m
'
) 2
*/;E(Z)C, i _;E(Z)u-HCt iy
%g — BR g =% Vg

avece
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Théoréme 2.3.5. Sous les conditions du probleme P.4, le meilleur estimateur

équivariant est donné par :

nC? E(2)

gy S DD C* E(z) U
(e 2 2 IFI(EH;EH;” ! jH(dz)
A 2 J0
JnC 2 2 2 Z 1+U, 234)

()= nC? E(2) 2
ruo R @+1_£_nc E(Z) U, H(dz)
i - S B BT

Démonstration. Ce résultat est obtenu en remplacant dans (2.2.28), m par m,

et A par C.
On fait de méme pour trouver le risque minimal.

Théoréme 2.3.6. Le risque minimal du probléeme P.4 dans la classe des

estimateurs équivariants est égal a :

nCZE(Z) i
[jo“"e 2z ]E[’Z)+l;§+l;£§—2£‘(§z~)v)H(dz)l
A 4
R(/‘o,/‘)zcz = E(Z)E 2 £(z) C
p _neTEZ) 2 ou
[Tze 2 2 1F,(f?-?'iﬂ;p+1;"CE(Z)VJH(dz)
2 V27 2z
(2.3.5)

¥ est une variable aléatoire de densité fBe[g + 1%)

Démonstration On remplace dans I’expression (2.2.31), m par m, et A par C.

Remarque 2.3.7. De facon similaire a la proposition 2.2.17, les relations

(2.3.4) et (2.3.5) peuvent s’écrire respectivement :
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_nCZW n p
Ele ? 1FI(~+1;—+1;tVW]
A 2
g <5 :
P _nC " »
Ewle 2 1F](E+l;—;tVWJ
et
2 Sy n p
E*e 2 1171(5+1,-—+1,'tVWj
N 4
Rgo =22 -2 E .
El W _TW 14 i
e R+l W
nC? E(Z)

et 7 admet la densité

ou t= = W admet la méme distribution que
Béta f[)’e(g + ];ﬂ).
2 2

De plus, ona E(#)>1. Le cas normal correspond a P(W =1)=1.
np

Théoréme 2.3.7. Si on est sous les conditions du probleme et si = est un

entier positif alors le meilleur estimateur équivariant est :

MY, 8)=kU,)Y

ou




104



CHAPITRE 3

ETUDE D’AUTRES ESTIMATEURS

EQUIVARIANTS.

Dans cette partie, nous reprenons 1’approche de Marchand (1990, 1994)
pour étudier et comparer quelques sous-classes de la classe des estimateurs
équivariants dans le cas plus général ou la famille des mesures de probabilité
de X est un mélange de lois normales de paramétres (x,Z,Z), avec Z une va-
riable aléatoire positive dont 1’espérance existe. Les sous-classes étudiées sont
la classe des estimateurs linéaires, la classe des estimateurs du type James-
Stein et ’estimateurs du maximum de vraisemblance. On note par H la fonc-

tion de répartition de la variable Z .

Nous étudierons d’abord deux cas.
- Le premier cas est celui ot I’information paramétrique est #'S ™' u = 1.

- Le second cas est celui ot ’information paramétrique est erronée c¢’est-

a-dire p's 'y = A3,
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Dans chaque cas, nous évaluerons pour chacune des classes (citées ci-
dessus), le meilleur estimateur équivariant, le risque d’un estimateur ainsi le

risque minimal dans la classe considérée.

Ensuite une étude comparative et numérique sera présentée dans la der-

niére section.

3.1. ETUDE DE QUELQUES CLASSES D’ESTIMATEURS DE LA
MOYENNE g D’UNE DISTRIBUTION DE MELANGES DE LOIS

NORMALES SOUS 4/'= ' =7,

Sous la contrainte ¢ ‘X ~'u = A*, nous étudierons d’abord la sous-classe
des estimateurs linéaires, ensuite celle des estimateurs du maximum de vrai-

semblance et enfin celle des estimateurs de James-Stein.

3.1.1. Etude de la sous-classe des estimateurs linéaires de la

moyenne p d’une distribution de mélange de lois normale de para-

métres (4,Q,Z) sous 'S u= A7 avec 3= E(Z)Q.

Soit X,,X,,...X, des variables aléatoires indépendantes de moyenne
4 et de matrice de variance-covariance . On veut étudier la classe des esti-

mateurs linéaires lorsque le paramétre @ =(u, %) appartient a I’espace donné

par ’expression suivante :
0, =10=(ux)c0: u's " u=12} 3.1.1)

Ces estimateurs sont de la forme §(X)= kX , colinéaire au vecteur ob-

servé X et dont la constante multiplicative ne dépend que de 1’information pa-

ramétrique A* = 'S u.
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Il est certain que ces estimateurs sont équivariants (en considérant la
fonction k,(x)=k dans la proposition 2.2.11). On note par A, cette sous-

classe. Elle est donnée par :
A, ={5en; :8,(x)=hkx,k € IR}.
La fonction de risque d’un estimateur &, est constante pour tout(x,%)e @ .

Théoréme 3.1.1. Sous les conditions du probleme, la fonction de risque d’un

estimateur linéaire &, est donnée par :

R(6,5,) = A2 —2kA +k2(£+,12) (3.1.2).
n

Démonstration. La fonction de risque d’un estimateur linéaire o,, k€ IR,

évaluée en 6 = (u,Z) est :

R(,5,) = E{(y kX2 - k?)}.

En développant la formule précédente, on a :
R(6.5,) =% —2kA* + sz(Y’z—l }j. (3.1.3)
Mais nous avons les égalités suivantes
E(Y'z‘l Yj - E(tr(—fti_] YD S E(tr(Z_l xXx D = tr(z“E(Y Y'D :
On sait que :
cov(X) = E(E(—}')—u,u’ =,

alors la relation précédente devient :
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E(Fz" Yj . tr(Z—] (§+ o /JD =2 (3.1.5)
n V4]

En utilisant les relations (3.1.3) et (3.1.5), la fonction de risque devient :

R(0,8,) = A2 —2kA? +k2(£+,12).
n

On veut a présent rechercher le meilleur estimateur linéaire (optimal)

c’est-a-dire I’estimateur qui rend la fonction de risque minimale sur A .

Corollaire 3.1.2. Sous les conditions du probléme, le meilleur estimateur li-

néaire (MEL) dans A, est donné par :

Démonstration. En utilisant la relation (3.1.2), on a :
inf R(0,,8,)= min(f — 241 +k2[£+ ,12)] .
SpeAy kelR n

Mais le minimum de cette fonction est atteint en k" (1) =
p e =

Corollaire 3.1.3. Sous les conditions du probléme, le risque minimal linéaire

dans A, est donné par :

2
pA
R(By,8 .+, ) =—22

CUE@T 2 4 p
Le risque minimal est obtenu en remplagant la valeur de

Démonstration.
k(1) dans la relation (3.1.2).
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On en déduit des résultats de cette sous-section que le meilleur estima-
teur de la moyenne x d'un mélange de lois normales de paramétres (1€, Z),
dans la classe des estimateurs linéaires, ne dépend pas de la variable du mé-

lange Z.

De plus, les résultats obtenus dans cette sous-section sont valables si on avait

une distribution elliptique au lieu d’un mélange de lois normales.
3.1.2. Etude de la classe des estimateurs de type James-Stein.

Soit X,,X,,...,X, des observations indépendantes, admettant la méme

distribution de mélanges de lois normales de parametres x,Q,Z . On suppose
que les observations conditionnellement & Z = z soient indépendantes et de loi

multinormale N, (x,z0).

On note par £, la matrice de variance et covariance de x .

On veut étudier la classe des estimateurs de type James-Stein, lorsque la con-

trainte 4'S " =17, A’ connu. On considére la classe A s donnée par :

—— C pa—
& o= {5 L IRPxS*(p) — IR? avec 5(X,S)= [1 —m]X,c e IR}

Dans cette classe, un élément de A ;¢ est noté par &, avec,

5.(X8)= [1—_;__}?, celR.
X'8xE

Posons U =nX 'S~ X. 1l est clair que A est une sous-classe de la classe des

estimateurs équivariants, car 8 ,(X.5)=k(U)X, c € IR et k(U)=1- 5
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Donc la fonction de risque d’un estimateur linéaire 3., est constante sur I’es-
pace ©; = {(,u,Z)e ]RpxS(p):,utZ_l,u =1 }

On a besoin des lemmes suivants pour évaluer la fonction de risque

d’un estimateur de type James-Stein.

Lemme 3.1.4. Si X est une variable aléatoire de loi N, (0,1),alorsona:

) EG(X}XJ 4 [ﬁ]

®) Eo{ﬁ’—(ﬂ] =(p—z)Eg[;}

o ¢ p+2K-2

ou K est une variable aléatoire de Poisson avec parametre de moyenne égal a

0'0
7t

Démonstration. Voir Muirhead (1982, page 124) parmi d'autres.

Remarque 3.1.5. Si X une variable aléatoire admettant la loi N,(x,X), avec

(41,2)e®;,0na:

1 1
E,o| ——— |=E| ————
(a) (©.3) sz—]X] [p+2K_2l'

X -pufrlx 1
b) E (K —pf 27X 1 |

2
ou K est une variable aléatoire de Poisson de moyenne égale a E%

Lemme 3.1.6. Dans les conditions du probléme, pour 8 =(4,Z)c®, et

Y =+/n X, on a les résultats suivants :
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i E,,[(Y"/;/‘)Z_]YJ =(n-pXp —2)E(W‘1E(;l Wj}

sy p+2M -2

ii. E, [(Y[E—_l):} =(n-pln-p+ 2)E(W‘1E(—1—— | WJJ

Y'S_IY) p+2M—2

ou W est une variable aléatoire de méme loi que et M est une variable

E(Z)
Z

aléatoire discréte dont la loi conditionnelle étant donné 'événement " = w est

: . : . nA?
une loi de Poisson de moyenne €gale a = w.

Démonstration.

i. En utilisant le lemme 2.2.12, on a la relation suivante :

o[l o 2 flrdlory, )

Y's™y (2) Y's'y

On peut également écrire

Y's7'y E(Z) Y'(za)y'y  r'sTy

E{(Y—\/IZ;:YZ“YJ:EH z E[(Y—«/Euy(ZQ)“Y Y'(ZQ)_]Y[Z} |

En utilisant le lemme 2.2.11, les variables aléatoires Y et S étant donné Z =z
sont indépendantes et ont pour lois respectives N, («/;y, ZQ) et W,(n-1,zQ).

(v — V) (z)'¥ . Y(ze)'y

: — sont condi-
Y (za)'y ST

Alors les variables aléatoires

tionnellement indépendantes étant donnée Z =z .
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Y'(zQ)'y

Mais en vertu du lemme 2.2.3, la loi conditionnelle de e étant don-

née Z =z est y; ,.En se servant du lemme précédent, on a:

Ee[(y_ﬁ”)lz_lyj:(n—p)(p—z)EZ( £ )Eg[ 1 |Zj]

ek R E(z) "\ p+2K -2

= (n—p)(p—Z)E(%E(ﬁ[ Wj] .

ii.  De la méme maniére qu’en (i), ona:

ety | Z v (ze) 'y i 1
&—)] E<z>E[( =5 'ZJE[W'Z] O

r'(zQ)'Y

Y's7ly

Mais comme la loi conditionnelle de ¢tant donné Z =z est Z,f_p,

on donc la relation suivante :

Yisty

E[[M] [z}z(npmnp)z<np><n—p+z).

Et d’apres le lemme précédent et la relation précédente , la relation (3.1.4) de-

vient :

EH[(—Y%)?]—(n—p)(n—p+2)E9(E(ZZ)E(p+21K_2 | ZD

E(2)

En posant W = ~ on obtient le résultat.

Théoréme 3.1.7 La fonction de risque d’un estimateur de James-Stein &, sur

® , est donnée par :
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R(0,8,)=ac’ —2bc+ p, (3.1.5)

1
0 a=(n-pln—p+2)E|WE ————— W ||,
o a=th-pl=p )( (p+2M—2‘ D

b=(m-plp- 2)E(W“‘E(; | WN

p+2M -2

E(Z)

W est une variable aléatoire de méme distribution que = et M estune va-

riable aléatoire discréte dont la loi conditionnelle étant donné W = w est Pois-

; . ni?
son de moyenne ¢gale a 5

Démonstration. La fonction de risque de 5, € A 5, pour 8 =(1,2)e ©, est :

R(6.5,)= Eg[(\/;,u 5 (1 = Y,SC_IY)YJI g (&y . (1 —ﬁ])’j} .

En développant cette formule, on a :

R(©.6.)= B{ (¢ ~Jnuf = (Y—JZ;:))—M[ (= Joa) =ty ]+02E[(Y[L1Y].

PS5 prgr f

Mais nous avons :

E((Y — Vi) 277 - \/;#)J = E{%E[(Y ] (2Q) (¥ ) ZJ} =p.

Alors en utilisant le lemme précédent et les deux dernieres relations, on ob-

tient le résultat.

Corollaire 3.1.8. Dans les conditions du probléme, le meilleur estimateur

(MESJ) dans A4, est donné par :
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*

50*(Y,S)=[1— = ]Y,avecc“:p—“2

Y's-y n-p+2
Démonstration. C’est une conséquence directe de la relation (3.1.5).

On en déduit de ce corollaire que le meilleur estimateur de la moyenne
u d'un mélange de lois normales de paramétres (u,Z,Q), dans la classe des

estimateurs de type James-Stein, ne dépend pas de la variable du mélange Z.

Corollaire 3.1.9. Dans les conditions du probléme, le risque minimal dans

A, est donné€ par :

Rle.6.)=p- o= pllsim g 42F E[W“E(——l—l WD

(»-2) \p+2M -2

E(Z)

W est une variable aléatoire de méme distribution que 5 et M est une va-

riable aléatoire discréte dont la loi conditionnelle étant donné W = w est Pois-

. . nA’
son de moyenne €gale a €5 w.

Démonstration. C’est une conséquence direct du théoréme 3.1.7 et du corol-

laire 3.1.8.
3.1.3. Etude de Pestimateur du maximum de vraisemblance.

Dans cette sous-section, nous allons nous restreindre au cas ou les ob-

servations sont normales. Soit X,,X,,...,.X, des variables aléatoires indépen-
dantes et ayant la méme loi normale N,(u,Z). On veut évaluer I’estimateur du
maximum de vraisemblance (EMV) de (u,Z) et son risque lorsque (u,T) ap-

partient a ® ,. Ce probléme a été traité par Kariya, Giri et Perron (1988) pour

2> =1. Nous allons reprendre 1’approche de ces derniers, dans le but de com-
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parer cet estimateur avec d’autres types d’estimateurs cités au début de ce

chapitre.

Lemme 3.1.10. Soient 4 et B deux matrices carrées régulicres de tailles res-
pectives (px p) et (gxq), C une matrice (px¢) et D une matrice (gx p). Si

P = A+ CBD alors on a I’égalité suivante :

P'=4"-A"CB(B+BDA"CB) "' BDA™.
Démonstration. Voir Muirhead (1982, page 580).

Théoréme 3.1.11. L’estimateur du maximum de vraisemblance de (u,£) sous

la relation (3.1.1) est :

Ogym = (ﬁEVMa iEVM )>

avece
[,4 2.+ 2
R A +4V T -4 =
Brvm = X
2,
et
[ a e ool 2
ZAEWZLS_'_ A +412V + 4 b
n 2
. U ==
ouvyry = etU=nXS"X.
1+U

Démonstration. Nous utilisons la méthode des multiplicateurs de Lagrange.

Ainsi nous cherchons 4 maximiser la fonction suivante :
g—log’2| . %II’SZ_I —g(f - y)’ == ,u)' —g(;f):‘ly s ),

ou y est le multiplicateur de Lagrange.



Mais cette fonction atteint son maximum en

et

En utilisant la contrainte (3.1.1), on obtient :

-1
az)?(lS+(1—a))?Y’J X = 2% avec a=

n

En vertu du lemme précedent, on a :

az[U—ﬂ—Uzj:/lg.

1+(1-alu

Alors en résolvant cette équation, on obtient :

—Ag +fhg +AGV
a= .
2

D’ou nous avons :

[,4 2~ 2
Ay +44,V -4y =
- 0 0 0 ¥

Hevm = 5

ct

EVM —

4 2.,-1 2
. RIS it .
S 1o, Nh*H °xXx".
n

2

116



117

Théoréme 3.1.12. Le risque de &, est donné par I’expression suivante :

ni 2

- ..l A
ROS gpy)=A% +pe 2 {kéW(V) [2+1,§,”2 J

N n ni 2
= 22—k (V)1 Hle 1 i —F
)2 2 2 2

4 4 27—l _ g2 . A . . N
avec kg, (V)= Vb * };V % et ¥ est une variable aléatoire de densité Béta

B £+1,22 ],
2 g

Démonstration. La fonction de risque de &, évaluée en 8 =(u,2)ec®,

est:

R(6.64,,)=4 +E, (kﬁ,,M (U)E(Y’z“y | U)- 2 gy (U)EQJZ‘IY | U))
Mais en utilisant les relations (2.2.18), (2.2.19) et (2.2.20), on obtient :
14

u? (1+ u)_g_1

B[£+l,n_p
2 2

ni2
R(O,85p )= A" + Pe_T J:w

pn/l2 U
272 u+l

szm(u)m( -
P

2 u+l

2 2
et [ 1,£%_.E_Ddu.

, on obtient le résultat.

En posant v = ad
1+u
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3.2. ETUDE COMPARATIVE DE QUELQUES CLASSES D’ESTI-
MATEURS DE LA MOYENNE g D’UNE DISTRIBUTION DE ME-
LANGES DE LOIS NORMALES LORSQUE L’ INFORMATION PA-
RAMETRIQUE EST ERONNEE.

Dans cette section, nous allons comparer des estimateurs €quivariants

lorsque I'information paramétrique supposée égale a 1, est fausse.

Dans un premier temps, on proposera les comparaisons entre le meil-
leur estimateur équivariant et quelques types d’estimateurs équivariants tels le
meilleur estimateur dans la classe des estimateurs de type James-Stein, le
meilleur estimateur dans la classe des estimateurs linéaires et I’estimateur du
maximum de vraisemblance. L étude se fera seulement dans le cas d’une loi

normale.

Dans un second temps on évaluera le risque minimal pour une loi de
Student. Ceci dans le but de comparer le risque minimal pour différentes va-

leurs du degré de liberté.

3.2.1 Etude de quelques classes d’estimateurs de la moyenne

d’une loi multinormale lorsque u ‘> 'u #1;.

Dans cette sous-section, nous allons évaluer, pour chacun des estima-

teurs ci-dessus, le risque lorsque I’information paramétrique est erronée.

Donc il s’agit d’étudier le comportement d’un estimateur f,, cons-

truit comme 1’estimateur du maximum de vraisemblance pour le cas normal et

dans un contexte de robustesse.

Théoréme 3.2.1. La fonction de risque d’un estimateur 5(v,5)=4(U)r lorsque

AP % Ay est:
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2 _N=—1 5
R(0.6(¥.8)=2+pf"~ ; (1-v)> h(v{h(v) 1E{§+1;§;nj VJ
eTB(£+1 n—pj
2 T B

fy G5, 2
-2 e B 2+1;£+1;£v dv
p 2 2 2

avec h(v)= k[%) :

Démonstration. Pour #=(xx), la fonction de risque d’un estimateur

5(¥.S)=k(U)r est donnée par :

RO,6(r.8)= 2 + Ef2 (U)E =7 |U)- 26U )E(e's 7 U ).
En utilisant les relations (2.2.35) et (2.2.36), on a :

R(6,5(r,8)= 2 + Ef* (U, (U) - 2k(U ), (U)} -

Et en vertu de la relation (2.2.21), on a :

2 2
- 2k(u)&—/11 F, [§+ R LJJdu.
p

En posant v = ; = , et a(v)= k(l A J, on obtient la relation suivante :
+u -v
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b) Pl n— 2
R(9,6(r.5))=4 +p_e7—jgovz(1_V)Tp—l[h'z(v)lﬁvl[ﬁ_’_l;_}l;ﬂvj
(p n—pj 3" 3% 3
B —+1,
2 2 ce

~

2 2
- Z}z(v)\/—i—ﬂb1 F (E + 1;—1;2Z + l;n—j— v]]dv,

p 2

qui achéve la démonstration.
Corollaire 3.2.2. La fonction de risque du meilleur estimateur
5(Y,8,2,)=k(U, 2,)Y lorsque A* = u'=7 y# 27 est:

n/lz

i effien{pos 4

2 2.

2 2
L o BN . Vﬂ}
p 2

ou A(V.A,)=

Démonstration. ]I s’agit d’une conséquence directe du théoréme 3.2.1.

Théoréme 3.2.3. La fonction de risque du meilleur estimateur linéaire dans la

classe A, 6. (Y,S,4) =k (4,)v lorsque A* = u'S ™ p= 2 est:

P, o

(/lf, + n_lp)2 ()L% + n_lp)2 .

R(6.5;) =

Démonstration. En utilisant la relation (3.1.2) pour &.(¥,5, )=k (4,)V, la

fonction de risque devient :
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n

RO,5,) =12 - 24 /1% /13 (P 12) n P(/14+’7 Pf)'
(©00 /13+”_1P+(/lé+n_1p)2 (Z,%+n p)2

Théoréme 3.2.4. La fonction de risque du meilleur estimateur de type James-

li

Stein §.(7.S)=|1- y dans la classe A, lorsque 4> =4'S'u= A est
KA JS q H 0

Y'S”Y

donnée par :

R(H’Cxt)zp_(n—p)(n—p+2)2 E( 1 }

(p-2) p+2M -2
ou M est une variable aléatoire de Poisson de parametre de moyenne €gal a
2
niy

2

Démonstration. On a le résultat en utilisant la relation (3.1.5) pour
§(¥,8)=6.(¥.S. 4).

Théoréme 3.2.5. La fonction de risque de 1’estimateur du maximum de vrai-

4 2 .-1 2
VAo +44V  —4y = ,
semblance 5, |v,s5,42 |= Y20 = ™0 ° X lorsque A* = A2 est donnée par :
EVM 0 > q 0 p

ﬂ n-p
2

—-1

R(6,5(,5)) +PF kygy (V,}{f)]{km,,(v,lg),ﬂ(gn;ﬁ;%vj

o 2
g B—p—+l, p)
2 2

2 )
—2‘/’— B | e Y e |
» gy 2

Démonstration. On a le résultat en utilisant le théoréme 3.2.1 pour

5(¥,8) = 6,5 V.5, 22).
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3.2.2 Ktude du meilleur estimateur équivariant de la moyenne p
d’une loi Student multivariée St,(m,p,x) lorsque u'>~'u 4§, pour

différentes valeurs de m.

On veut évaluer le risque minimal du meilleur estimateur de la moyen-
ne y d’une loi Student multivariée St,(m, 1, %) lorsque x>~ u= A" =4 ;. Ceci
dans le but d’étudier le comportement du meilleur estimateur de la moyenne u
d’une loi Student multivariée St,(m, ., %) lorsque 4’2"y #2§, pour différen-

tes valeurs du degré de liberté m .

Théoréme 3.2.6. Dans les conditions du probléme P.2, la fonction de risque
d’un estimateur 5(¥,S)=k(U)r lorsque A* =4'E7'u+ A} pour un mélange de

lois normales est égale a :

r -
vi(l- v)¥_1

2 L iy &
2 2

(2 ()2, (v) - 20}, (v

R(O.6(r.8)=4+p[’

avec

2 _n_/li 2
) =% 5" Rl 2L ww |,
p 2 2 2

n}.z )
—w A
V=EW'le 2 _F —n+1;——p+1;——n vl ||,
gz() ] 1[2 5 )
/

h(v)= k[ll],v velo1] et W admet la méme loi que E%

Démonstration. Pour 6=(y4x), la fonction de risque d’un estimateur

5(v,8)=k(U)r est donnée par :
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R.5(,5)= 22 + Ep)EW s | U)- 2k()E('s 'Y |U))

Mais en utilisant les relations (2.2.29) et (2.2.30), dans (2.2.26) et (2.2.27) on
a:

5 il n
néxl2 n* (1 + u)_i_1

pB(!a "_—_BJ /Y (w)

EY'2'u|U=u)=

2" 3

_ni £(z) 2
XL;“‘”E 22 1]:1(_’2+1;_p_+1;ﬂiz)_u_]d]{z(z)
2, 2 2 Z u+l

et

2oy

P
u? (1+u)_z

EQY'S'Y|U=u)= i
( | u) B(p n_pJ fU(u)
2 b

2

2 — i AL, g
0 Z g

_n# £(z) 2
xj*‘”E(Z) z IF(EH;p+I;%E(ZZ)%jdHZ(z).
u

& ,et v= =t , on a le résultat.

D’ou en posant W =
4 E@Z) 1+u

On a vu dans le chapitre 2 que la loi Student multivariée de parametres

(@, B, 11,%) (notée St,(a, B, 1,%)), s’obtient par un mélange de lois normales. La
loi du mélange Z~' est gamma g(a, 8). Les lois normales sont conditionnel-

lementa Z N,(u,2Q). Le cas ol « =% correspond a la loi de Student multi-

variée standard St (m, 41, %).

Corollaire 3.2.7. La fonction de risque en x ‘X "'y = A* du meilleur estimateur

équivariant d’une loi Student St p(a, B.u,Z) pour a>1et >0 lorsque l'infor-

mation paramétrique A* #4 ;, est donnée par :
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2 n-p
_i = 2(1- S (1
R(H,&(Y,S)):/Iz+p[ £l ] = (-v) 2 h(v)[h(v) zﬂ[ﬁﬂ,a—l;—;rv]
t+a—1 p n—p
B E+1’ 7

avec
2 R [ LY
~ 2(a - 1), i R o0 1A 1 ni;
i = e e
Pl 2F’l(ﬁ+1,(x-l;£;r0vJ T
2
L=—"2 etv=—-—,
t, +a—1 1+u

Démonstration. Il faut remarquer que si Z admet la distribution de gamma

q(a,ﬁ), a>1et Bg>0alors

t+a-1) °  I{a) 3

g](v)z\/;ﬂf( o —1 j J-m(t+a—1) wa—le-—(t+a—l)w]E(£+l;§+l;%VWJdW
p

2 a-1
_na ( a-1 J EW(WIF{%+I;§+1;NWD

p \U+ta-1
et

a-1\*" w n P
V)= E |l —=+1L—=+1LvW ||,
&%) (t+a—l) ElE 2

ol W estde loi G(a-1,t+a-1).

Mais en utilisant le lemme 2.2.26, on obtient :

2 a
gl(v)=\/;/1 ( Car ) 2171[127—+1,01;£+1', ! VJ (3.2.1)
a

p \t+a-1



et

fa =1 T =1

a-1
gz(v)=( a—lj 2F{%+l,a—l;£~' d vj. (3.2.2)

D’ou en utilisant le théoréme 2.2.27, le théoréme 3.2.6, les relations (3.2.1) et

(3.2.2), on obtient le résultat.

Corollaire 3.2.8. La fonction de risque en xz X ' = A* du meilleur estimateur

équivariant d’une loi Student St,(m,p,%) lorsque I’information paramétrique

2 2 Ag , est donnée par :

m=-2

R(O,5(r,8)=2 + p(—’”iz—jT = Vg(l V)2 ) ﬁ(v)(ﬁ(v) zﬂ(ﬁ;—z,m—_z;ﬁ;w]

20+m-2

2 F E+1’E;£+1;w) 2
; (m-2)r 2 2 .2 ni 2t
avec h(v) = J_ ,t= > ,r:2 2et v:l———.
pn ZE[E"‘LE‘l;%;W] t+m— +u

Démonstration. Il suffit d’appliquer le lemme précédent.
3.3. COMMENTAIRES ET INTERPRETATIONS

Dans cette sous section, on évalue numériquement les risques pour des
cas particuliers et on trace des courbes. Les calculs sont effectués en utilisant
des programmes faits en FORTRAN 77. Les graphiques sont tracés a 1’aide de
MATLAB .
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Dans un premier temps, on considére le probleme ou la loi est N, (u,Z).

Pour chacun des estimateurs considérés précédemment, on représente graphi-

quement les cas suivants :
— Risque minimal lorsque A° est connu.

— Fonction de risque de I’estimateur localement meilleur en 23 c’est-a-dire

que dans la classe considéré, les estimateur sont optimaux lorsque =2
— Evaluation du multiplicateur optimal.
Ceci lorsque n=1,20, p=1,2,3,4 et 15 =0.5.2,4.

Dans un second temps, on considére le probléme ou la loi est Student

St ,(m, u, %). On refait la méme procédure avec m=3,4,5 et6.

Dans le premier cas, ob xS 'x=4" connu, il est certain que le Meil-
leur Estimateur Linéaire (MEL), le Meilleur Estimateur de James
Stein(MEJS), 1'Estimateur du Maximum de Vraisemblance (EMV) sont tous

dominés par le Meilleur Estimateur Equivariant (MEE). Et ceci est illustré par

les graphiques 7 et 8, qui présentent les risques minimaux en A* atteints par

MEE, MEL, MEJS, EMV. Ces graphiques montrent en outre que ces estima-
teurs ont la méme allure, donc presque le méme comportement pour p>1. La
prédominance du MEE sur MEL, MEJS et EMV, est tres faible pour p>1. Le
cas p =1 est un peu particulier du point de vue comportement et écart entre les

courbes MEE et MEL sauf pour les valeurs de A* trés petites. Ces graphiques

vérifient les propriétés de la section 2.2.3.

Les multiplicateurs de MEE, MEL, MEJS, EMV sont aussi traceés et
présentés aux figures 9 a 14. Ces graphiques vérifient aussi les proprictés vues

dans la section 2.2.3.
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Pour le cas ou I’information paramétrique xS~ 1= A% = A3, les courbes
représentant les fonctions de risque du MEE, MEL, EMV, en 2* pour diffé-

rentes valeurs de #, p et A3 sont présentées aux figures 1 a 6.

Ces courbes montrent que le MEE et EMV ont des comportements assez sem-

blables.

Pour chaque #, p et A3, le MEE semble dominer légérement le MEL sur un

intervalle contenant A3, assez restreint. Mais en dehors de cet intervalle, le

MEL semble dominer assez largement le MEE. On peut alors dire, d’apres ces

graphiques, que le MEL semble plus stable que le MEE.

Les comparaisons entre le MEL et EMV déce¢lent des résultats similaires a

ceux trouvés entre le MEL et le MEE. Mais l’intervalle ou EMV domine le

MEL ne contient pas forcement A .

Il est intéressant de comparer graphiquement les courbes des fonctions
de risque minimal en A*, pour les familles de Student multivariées
St, (,u,Z,m), pour différentes valeurs du degrés de liberté m. Mais on a pré-
senté seulement les courbes pour (m=3,4,5,6) dans ce mémoire. Ces courbes

sont proposées aux figures 21 a 22. Pour n, p fixé, les courbes des fonctions

de risque minimal ont le méme comportement. L’écart entre ces courbes croit
en A°. Mais néanmoins 1’écart n’est pas considérable et tend a disparaitre

lorsque A* est trés petit. Les propriétés vues dans la sous section 2.2.4. sont

confirmées par les graphiques.

La comparaison des fonctions de risque en A%, lorsque: u'S'u=2% %713,
sont reproduites aux figures 15 4 20. Pour p =1 et pour chaque n et A5 fixés,

il existe un intervalle contenant A; sur lequel le risque diminue en fonction de

m (plus m est grand plus le risque devient intéressant). Mais en dehors de cet
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intervalle on observe le contraire. Pour p # 1 et pour tout » et A3, la fonction
de risque en m=3 est plus petite que les autres fonctions de risque. Si

m = p+2, alors la fonction de risque en m coincide avec celle du MEL.
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GRAPHIQUES

FONCTION DE RISQUE D’UN ESTIMATEUR EQUIVARIANT
LOCALEMENT MEILLEUR EN A2 = 0.5 (n =10).

———: Risque de 'estimateur équivariant localement meilleur en A3 (MEE).
— — —: Risque de ’estimateur linéaire localement meilleur en \2 (MEL).

------ . Risque de Uestimateur du mazimum de vraisemblance localement

meilleur en A2 (MEV).

n=10,p=1,22=05 n=10,p=2,22=05
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FONCTION DE RISQUE D'UN ESTIMATEUR EQUIVARIANT
LOCALEMENT MEILLEUR EN A2 = 2 (n =10).

——— Risque de l'estimateur équivariant localement meilleur en N2 (MEE).
— — — ! Risque de l’estimateur linéaire localement meilleur en N2 (MEL).
------ : Risque de Uestimateur du mazimum de vraisemblance localement

meilleur en A3 (MEV).
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FONCTION DE RISQUE D’UN ESTIMATEUR EQUIVARIANT
LOCALEMENT MEILLEUR EN A = 4 (n =10).

—— Risque de l’estimateur équivariant localement meilleur en N2 (MEE).
— — — : Risque de Uestimateur linéaire localement meilleur en X3 (MEL).

------ : Risque de Uestimateur du mazimum de vraisemblance localement

meilleur en \2 (MEV).

n=10,p=1,A=4 n=10,p=2,)2=4
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FONCTION DE RISQUE D'UN ESTIMATEUR EQUIVARIANT
LOCALEMENT MEILLEUR EN A% = 0.5 (n =20).

—: Risque de Uestimateur équivariant localement meilleur en Ny (MEE).

— — — : Risque de l’estimateur linéaire localement meilleur en A\§ (MEL).

------ : Risque de 'estimateur du mazimum de vraisemblance localement

meilleur en A3 (MEV).
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FONCTION DE RISQUE D'UN ESTIMATEUR EQUIVARIANT
LOCALEMENT MEILLEUR EN )3 = 2 (n =20).

———: Risque de lestimateur équivariant localement meilleur en i (MEE).

— — —: Risque de lestimateur linéaire localement meilleur en N5 (MEL).

------ : Risque de estimateur du maximum de vraisemblance localement

meilleur en A3 (MEV).
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FONCTION DE RISQUE D’UN ESTIMATEUR EQUIVARIANT
LOCALEMENT MEILLEUR EN A2 = 4 (n =20).

: Risque de Uestimateur équivariant localement meilleur en A2 (MEE).
— — — Risque de Uestimateur linéaire localement meilleur en A2 (MEL).

------ : Risque de Uestimateur du mazimum de vraisemblance localement

meilleur en A3 (MEYV).
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RISQUE MINIMAL D’UN ESTIMATEUR EQUIVARIANT
(n = 10).

—— Risque minimal de Uestimateur équivariant.

— — — Risque minimal de l'estimateur linéaire.

------ : Risque minimal de Uestimateur du mazimum de vraisemblance.
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RISQUE MINIMAL D’UN ESTIMATEUR EQUIVARIANT
(n=20).
— Risque minimal de l’estimateur équivariant.

— — — Risque minimal de l'estimateur linéaire.

------ : Risque minimal de l’estimateur du mazimum de vraisemblance.
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EVALUATION DU MULTIPLICATEUR OPTIMAL
LORSQUE A% # X2 (n = 10).
——— Multiplicateur équivariant optimal.

— — — Multiplicateur linéaire optimal.

------ : Multiplicateur du mazimum de vraisemblance optimal.
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EVALUATION DU MULTIPLICATEUR OPTIMAL
LORSQUE A2 # A2 (n = 10).
—— Multiplicateur éguivariant optimal.

— — — : Multiplicateur linéaire optimal.

------ . Multiplicateur du mazimum de vraisemblance optimal.
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EVALUATION DU MULTIPLICATEUR OPTIMAL
LORSQUE A2 # A2 (n = 10).
——— Multiplicateur équivariant optimal.

— — —: Multiplicateur linéaire optimal.

------ : Multiplicateur du mazimum de vraisemblance optimal.
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EVALUATION DU MULTIPLICATEUR OPTIMAL
LORSQUE A2 # X2 (n = 20).

——— Multiplicateur équivariant optimal.

— — — : Multiplicateur linéaire optimal.

: Multiplicateur du mazimum de vraisemblance optimal.
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EVALUATION DU MULTIPLICATEUR OPTIMAL

LORSQUE A2 # A2 (n = 20).

——— Multiplicateur équivariant optimal.
— — — Multiplicateur linéaire optimal.

------ : Multiplicateur du mazimum de vraisemblance optimal.
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Graphique 13
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EVALUATION DU MULTIPLICATEUR OPTIMAL
LORSQUE A% # A2 (n = 20).
—— Multiplicateur équivariant optimal.

— — — Multiplicateur linéaire optimal.

------ : Multiplicateur du mazimum de vraisemblance optimal.
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FONCTION DE RISQUE D’UN ESTIMATEUR EQUIVARIANT
LOCALEMENT MEILLEUR EN )\ = 0.5. (cas d’une loi de student)
(n = 10).
———: Risque de Uestimateur localement meilleur (m = 3).
— — —: Risque de lestimateur locallement meilleur (m = 4).
------ : Risque de estimateur localement meilleur (m = 5).

essoom - Risque de l'estimateur localement meilleur (m = 6).
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FONCTION DE RISQUE D’UN ESTIMATEUR EQUIVARIANT
LOCALEMENT MEILLEUR EN )\g = 2. (cas d’une loi de student)
(o == 10
———: Risque de l'estimateur localement meilleur (m = 3).
— — —: Risque de Uestimateur locallement meilleur (m = 4).
------ : Risque de lestimateur localement meilleur (m = 5).

sssoom : [isque de l’estimateur localement meilleur (m = 6).
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FONCTION DE RISQUE D’UN ESTIMATEUR EQUIVARIANT
LOCALEMENT MEILLEUR EN A2 = 4. (cas d’une loi de student)
(n = 10).
——: Risque de l'estimateur localement meilleur (m = 3).
— — —: Risque de lestimateur locallement meilleur (m = 4).
------ : Risque de Uestimateur localement meilleur (m = 5).

esesem : Risque de lestimateur localement meilleur (m = 6).
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FONCTION DE RISQUE D’UN ESTIMATEUR EQUIVARIANT
LOCALEMENT MEILLEUR EN )\% = 0.5. (cas d’une loi de student)
(=20
——: Risque de lestimateur localement meilleur (m = 3).
— — — Risque de Uestimateur locallement meilleur (m = /).
------ : Risque de l’estimateur localement meilleur (m = 5).

ssssem : Risque de [’estimateur localement meilleur (m = 6).
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FONCTION DE RISQUE D’UN ESTIMATEUR EQUIVARIANT
LOCALEMENT MEILLEUR EN A2 = 2. (cas d’une loi de student)
(n = 20).

: Risque de l’estimateur localement meilleur (m = 3).

— — —: Risque de Uestimateur locallement meilleur (m = 4).
------ : Risque de Uestimateur localement meilleur (m = 5).

ssesew : Risque de lestimateur localement meilleur (m = 6).
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FONCTION DE RISQUE D’UN ESTIMATEUR EQUIVARIANT
LOCALEMENT MEILLEUR EN A2 = 4. (cas d’une loi de student)
(n = 20).
——: Risque de Uestimateur localement meilleur (m = 3).
— — — Risque de Uestimateur locallement meilleur (m = 4).
------ : Risque de Uestimateur localement meilleur (m = 5).

ssseew : Risque de lestimateur localement meilleur (m = 6).

n=20,p=1,22=4 N=20,p=21=4

0.3 T - T - 0.35

0.25[ 1 o3¢

0.1 - : : - 0.1 : ; .
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8

Graphique 20

10



Risque

RISQUE MINIMAL D’UN ESTIMATEUR EQUIVARIANT.

(cas d’une loi de student) (n = 10).

————: Risque minimal de l’estimateur équivariant (m = 3).

—~ — —: Risque minimal de Destimateur équivariant (m = 4).

: Risque minimal de Uestimateur équivariant (m = 5).

ssssem : Risque minimal de l'estimateur équivariant (m = 6).
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RISQUE MINIMAL D’UN ESTIMATEUR EQUIVARIANT.
(cas d’une loi de student) (n = 20).

—— Risque minimal de estimateur équivariant (m = 3).
— — — Risque minimal de Destimateur équivariant (m = 4).

------ : Risque minimal de Uestimateur éguivariant (m = 5).

ssssem - Risque minimal de l'estimateur équivariant (m = 6).
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CONCLUSION

La recherche d’une solution aux problémes d’estimation de parametres est
parfois trés difficile. On s’est restreint a une sous classe des estimateurs, qui est
la classe des estimateurs équivariants. Cette restriction permet d’évaluer explici-
tement le meilleur estimateur (I’estimateur qui rend le risque minimal) et le ris-
que minimal (le risque du meilleur estimateur) dans cette classe. De plus elle

permet de mieux dégager les propriétés de ces derniers.

On s’est servi de ’approche de Kariya (1989) pour caractériser les estima-
teurs équivariants, dans sa forme générale, en modele restreint. Nous avons utili-
s¢ cette forme générale pour I’étude des problémes d’estimation de la moyenne
u d’un mélange de lois normale (1,9,Z), oul Z est une variable aléatoire posi-

tive dont I’espérance existe, sous certaines contraintes.

Dans un premier temps, nous avons ¢étudié I’estimation de la moyenne
d’un mélange de lois normales (1, %,Z), ot Z est une variable aléatoire positive
dont I’espérance existe, sous la contrainte ' ~'u=A4%. Cette contrainte repré-
sente la distance de Mahalanobis entre N, (1, Z) et N 3 (0,%). Nous avons d’abord

analysé le cas particulier d’une loi multinormale. Ensuite nous avons utilisé les
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résultats du cas normal pour déterminer le meilleur estimateur équivariant et le
risque minimal d’un mélange de lois normales. Enfin, nous avons appliqué les
résultats obtenus du cas général, au cas particulier d’une loi de Student multiva-

riée (cette loi correspond a une mélange de lois normales et loi gamma).

Dans un second temps, nous avons étudié 1’estimation de la moyenne d’un

!
mélange de lois normales N p[u,%lj, ou C est le coefficient de variation
E

(connu). Nous avons fait la méme procédure que le premier cas étudié.

Nous avons évalué le meilleur estimateur et le risque minimal dans la

classe des estimateurs linéaires, dans la classe des estimateurs de James-Stein et

I'estimateur du maximum de vraisemblance lorsque #'2 'z =A* pour un mé-

lange de lois normales de parameétres (ﬂ, Q7 ) Mais nos résultats nous montrent
que le meilleur estimateur linéaire et le meilleur estimateur de James-Stein ne

dépendent pas de la variable de mélange Z.

Nous avons aussi €valué les fonctions de risque de 1’estimateur équiva-
. « 2 s . « 4 m .
riant localement meilleur en A, de I’estimateur linéaire localement meilleur en
A3, de I’estimateur de James-Stein localement meilleur en 1 et de 1’estimateur

du maximum de vraisemblance localement meilleur en 45 d’une loi normale. La

comparaison graphique de ces résultats nous montre que ces estimateurs ont des

comportements assez semblables. En outre, on constate que I’estimateur linéaire

localement meilleur en A7 est plus stable que les autres compétiteurs.

Nous avons aussi étudié numériquement et graphiquement le risque mi-
nimal des estimateurs localement meilleurs en A d’une loi St (,=,m) pour dif-

férentes valeurs du degré de libert€é m. Cette étude montre, pour p =1 et pour
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tout n et A, que la fonction de risque évaluée en m =3 est plus petite que les

autres fonctions de risque.
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