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SOMMAIRE 

Dans le cadre de ce mémoire, nous étudions la régression poissonienne à l'aide 

de deux approches, soit l'approche classique et l'approche bayésienne. Concer-

nant l'approche classique, nous nous concentrons sur deux modèles, l'un avec 

paramètre de dispersion constant et l'autre avec paramètre de dispersion non 

constant. Nous utilisons la méthode de Newton-Raphson pour calculer les esti- 

mateurs du maximum de vraisemblance. 
Concernant l'approche bayésienne, celle-ci est séparée en deux parties. Dans 

la première, nous considérons une approximation de la distribution a posteriori 

des paramètres tandis que dans la deuxième, nous considérons la distribution 

exacte. Pour chacune de ces deux approches, nous étudions l'effet d'une valeur 

aberrante sur les estimateurs des paramètres, ainsi que sur les tests effectués. Nous 

développons aussi une loi a priori conjuguée pour la régression poissonienne. Or, 

puisque certains calculs d'intégrales ne peuvent être faits de façon explicite, nous 

présentons deux méthodes d'approximation. 
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INTRODUCTION 

La distribution de Poisson est souvent utile pour décrire certains phénomènes 

de la vie courante. Pour modéliser des événements successifs indépendants, il est 

assez fréquent de supposer initialement que les données proviennent d'une popu-

lation ayant une distribution de Poisson avec moyennes apparentées, via une fonc-

tion auxiliaire, à une fonction linéaire d'un ensemble de covariables. Une fois la 

fonction auxiliaire spécifiée, le modèle peut être ajusté en utilisant les techniques 

de modèles linéaires généralisés (voir McCullagh et Nelder, 1989). Plusieurs appli-

cations médicales impliquent des données de Poisson, incluant "the Rand Health 

Insurance Experiment" par Keeler et Rolph (1988), qui ont estimé les effets de la 

coassurance sur le coût par traitement et le nombre de traitements. Les taux de 

maladie et de mortalité ont été analysés par Bernardinelli et Montomoli (1992) en 

utilisant des méthodes de Gibbs et des méthodes bayésiennes empiriques de Pois-

son, développées par Clayton et Kaldor (1987). Pour la régression poissonienne, 

nous utilisons le modèle log-linéaire comme fonction auxiliaire. 

En pratique, les données ne peuvent pas toujours être modélisées par le mo-

dèle de base et montrent souvent des degrés de surdispersion ou de sous-dispersion 

relatifs à un modèle de Poisson. Une façon de prendre en considération ces dif-

férents degrés de dispersion est d'utiliser la distribution généralisée de Poisson. 

Lawless (1987) s'est servi du modèle linéaire généralisé de Poisson et du profil 

du logarithme de la fonction de vraisemblance, afin d'analyser les effets aléatoires 
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concernant des données sur les tumeurs. La présentation du modèle ordinaire et 

du modèle généralisé constitue en grande partie le premier chapitre de ce mémoire. 

Afin d'estimer les paramètres du modèle de régression, nous employons des 

techniques classiques telles que le maximum de vraisemblance. Nous utilisons la 

méthode de Newton-Raphson pour calculer les estimés. Nous discutons aussi d'un 

test nous indiquant lequel des deux modèles est le plus approprié, ainsi que les 

tests déterminant s'il y a une tendance particulière pour chacun de ces modèles. 

Finalement, nous intégrons dans ce premier chapitre, une étude du comportement 

de l'estimateur du maximum de vraisemblance en présence d'une valeur aberrante. 

Dans le deuxième chapitre, nous utilisons les éléments de la théorie bayésienne 

afin d'étudier le modèle de régression poissonienne standard. Nous introduisons, 

en premier lieu, les concepts bayésiens qui seront nécéssaires à notre étude, tels 

que estimateur de Bayes, famille conjuguée et cote de Bayes. En se basant sur 

les résultats de Lindley (1965), nous approximons la distribution a posteriori des 

paramètres par la loi normale. Aussi, à partir de ce modèle, nous développons 

un estimateur hiérarchique qui est robuste par rapport à la présence de valeurs 

aberrantes. Récemment, Christiansen et Morris (1997) ont proposé une nouvelle 

approche avec le modèle de régression poissonienne interactive à plusieurs ni-

veaux. Pour développer cette approche, ils ont utilisé l'analyse bayésienne hiérar-

chique. Enfin, nous utilisons la cote de Bayes pour vérifier s'il y a une tendance 

particulière au niveau des paramètres. 

Le troisième chapitre reprend quelques éléments du second chapitre, mais en 

considérant la distribution a posteriori exacte des paramètres. Les estimateurs 

de Bayes et les cotes de Bayes nécessitent un calcul d'intégrales qui ne peut 

pas se faire de façon analytique. Ainsi, nous présentons deux méthodes qui nous 

permettront d'approximer ces intégrales, soient la méthode de Naylor-Smith et 
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l'approximation de Laplace. Pour exprimer la cote de Bayes, nous devons avoir 

une loi a priori qui soit propre et c'est pour cette raison que nous présentons une 

loi conjuguée pour un modèle de régression de Poisson. De plus, nous étudions le 

comportement de la cote de Bayes en présence d'une valeur aberrante. 

Finalement, dans le dernier chapitre, nous appliquons toutes les techniques 

étudiées à un exemple numérique, afin de pouvoir comparer les résultats de cha-

cune d'entre elles et de voir leurs comportements en présence d'une valeur aber-

rante. 



Chapitre 1 

APPROCHE CLASSIQUE DE LA RÉGRESSION 

POISSONIENNE 

Dans ce premier chapitre, nous nous intéressons à deux modèles de régres-

sion poissonienne, soient le modèle standard et le modèle généralisé. Dans le pre-

mier modèle, le paramètre de dispersion est supposé constant tandis que dans le 

deuxième, il est supposé non constant. Pour chacun de ces modèles, nous présen-

tons l'estimateur classique du maximum de vraisemblance. Nous discutons aussi 

de la méthode de Newton-Raphson qui nous permet d'évaluer ces derniers. 

1.1. MODÈLE AVEC PARAMÈTRE DE DISPERSION CONSTANT 

Dans cette première section, nous introduisons le modèle log-linéaire pour 

lequel nous développons l'estimateur du maximum de vraisemblance lorsque le 

paramètre de dispersion est supposé constant. Notons que sous des conditions 

expérimentales idéales, lorsque des événements successifs se produisent indépen-

demment les uns des autres et au même taux, le modèle de Poisson est approprié 

pour décrire le nombre d'événements observés. Soient Yi, 	, Y, des observations 

provenant d'une loi de Poisson ayant comme moyennes respectives pi , 	, pn  et 

soient 	,æ les vecteurs des covariables correspondantes. Posons 

4 
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où o-2, le paramètre de dispersion, est supposé constant à travers les données. 

Dans les modèles log-linéaires, la dépendance de i.zi (xi ) IE [Yi] sur le vecteur de 

covariables xi , est supposée multiplicative et s'écrit habituellement sous la forme 

logarithmique, c'est-à-dire 

log pi(xi) = = 

pour i = 1, 	, n, où x = (x io  , xii , 	, xip ) est le vecteur de (p + 1) variables 

explicatives linéairement indépendantes (p + 1 < n) avec xio  = 1 pour z = 1, 	, n 

et où ff = 	, Op) est le vecteur de paramètres inconnus. 

1.1.1. Forme de l'estimateur classique du maximum de vraisem-

blance 

Si nous avons Y1 , 	, Yn , n variables aléatoires de Poisson, ayant pour moyennes 

• • • , izr, respectivement, avec µ, = (x,), la fonction de vraisemblance est don-

née par 
llyi 

L(P1 Y) = 
i=i 	Yi 

Afin de simplifier les calculs, nous prenons le logarithme de la fonction de vrai-

semblance qui est donné par 

l(p) = log L(f.t, y) 

(1.1.1) 

Puisque nous travaillons avec le modèle log-linéaire, nous substituons pi  par ex.53  

dans l'équation (1.1.1), afin d'obtenir 

yixi 	— log(yi !)) — e 	 • f3  
i=1 
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Comme nous sommes intéressés à trouver l'estimateur du maximum de vrai-

semblance de 0, nous dérivons 1((3) par rapport à [3 et égalisons cette dérivée à 

zéro. Nous obtenons donc 

Donc 

i=-1 
(Y2 	ex13) æ lz • 

i=1 	i=1 

X'y = Xi(exp(XT3)) = 

(1.1.2) 

(1.1.3) 

où 

X = (x1 , x2, • • • 5 X71)1  

1 xii 	œlp 

1 X21 
	

X2p 

1 Xni • • • X n p 

qui est une matrice (n x (p + 1)) et où nous définissons 

îi = (exp(Xî3)) = 
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La matrice de covariance asymptotique de l'estimateur du maximum de vrai-

semblance de --jj est la matrice pour laquelle l'élément sur la ligne j et la colonne 

m de son inverse est —IE [ a21(0)].  Pour le modèle log-linéaire, nous avons donc 
aigmaR, 

321( f.q 
	 =  
00.0,(3i 	0,3m 

Ii3X2mex '3  • 
i=1 

Une fois i4 calculé, nous pouvons obtenir re par jì = exp(X,Q) et estimer la 

matrice de covariance de par (X`C/X)', où U est la matrice diagonale avec les 

éléments de ì sur la diagonale. 

L'équation (1.1.3) n'a pas toujours de solution explicite et c'est pourquoi, il 

est souvent nécéssaire d'utiliser des méthodes numériques pour calculer ß. 

1.1.2. Méthode de Newton-Raphson 

La méthode de Newton-Raphson (voir Stoer et Burlirsch, 1980, section 5.1) 

est une procédure pour trouver le maximum d'une fonction. Pour l'utiliser, nous 

devons faire une première estimation de l'emplacement du maximum. Ensuite, la 

fonction est approximée, dans un voisinage de l'estimé initial, par un polynôme 

du second degré. Nous pouvons donc calculer la valeur maximale de ce polynôme 

et celle-ci devient la deuxième approximation. En répétant ce processus, nous 

convergeons vers le maximum de la fonction si le point de départ est choisi suf-

fisamment près de l'emplacement du maximum. Dans Stoer et Burlirsch (1980), 

section 5.2, nous retrouvons les conditions de convergence pour les procédures 

itératives, ainsi qu'un théorème très utile. 
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Soient 0 une fonction itérative sur 1R et e, un point fixe de la fonction 

0, c'est-à-dire que e = 0(e). Si, pour tout vecteur de départ wo, pris dans un 

voisinage de e et pour la suite wi±i  = 0(w,), i = 0, 1, ..., l'inégalité suivante 

— 	— er, 

est vérifiée pour tout i > 0 et où C < 1 si q = 1, alors la méthode itérative définie 

par 0 sera au moins d'ordre q pour déterminer e. Pour q = 2, 3,..., la méthode 

est précisément d'ordre q. Une méthode est de premier ordre si, en plus que q =1, 

il est vrai que 0'() l< 1. Nous avons le théorème suivant. 

Théorème 1.1. Toute méthode d'au moins d'ordre q pour déterminer un point 

fixe e est localement convergente dans le sens qu'il existe un voisinage N(e) de e 

avec la propriété que V wo  e N(e), la suite w i  générée par 0, converge vers C. 

Pus précisément, si nous voulons trouver la valeur î3 de 13 qui maximise une 

fonction l, nous procédons de la façon suivante: soient q et H, le gradient et la 

matrice hessienne de la fonction /(/3), donnés respectivement par 

(01 01 	al 

H = (him ) 
<j,rn <p 

où 
32 / 

h3  m = Dom  003 . 

Notons que si les dérivées premières l = 	et l m  = e. existent et si /i  et lm  3 	8ß
a2/ 

sont différentiables, alors 	= opern2a1 	oi  = 	Jorn  = 	et nous pouvons écrire H 



sous la forme suivante. 
82 1  521  82 1 \ 

aOia,30 813p800 
021 (921 82 1  

H = L9130 ,901 aflpaffi. 

821 (921 821 
000,90p 010p • 

Soient q(s)  et H(') , les termes définis ci-haut évalués en )3(s) , la s-ième itéra- 

tion dans la série d'approximations pour 	À la s-ième itération (s = 0, 1, 2, ...), 

/(0) est approximé, près de [3(5) , par les termes de sa série de Taylor d'ordre 2, 

développée autour de )3(s) , c'est-à-dire 

Q(8)(0) = 1(0(8)) ± ( q(8))1 (0 _ 0(8)) ± _21  (0 _ 0(8)),  H(8) (0 _ 0(8)) 

Résoudre #0- Q(5)  = q(8)  H ()(0 — 0(8)) = 0 pour [3 mène à la prochaine 

approximation, 

0(s+1) = o(s) _ (H(3))-1  q(s) 

en supposant que H(s) soit non singulière, ce qui devrait être le cas si /3(8)  est 

près de la solution (voir Stoer et Burlirsch, 1980, section 5.1). Pour le modèle 

log-linéaire, nous retrouvons les expressions suivantes. 

q(8) = [----/(0)] 	= E(Yi — ex 13(3) )xi  , a 

a f3 	 i=1 
(1.1.4) 

a2 	 n 
,1  
'r• 	XiXi . H(s)  = [FC32 I O)] 	= — 	 (1.1.5)  

o(s) 	z=1 
Une façon de commencer le processus itératif est de prendre l'estimateur 

classique des moindres carrés pour 0(0) . Nous avons le modèle suivant. 

• Yi — 

log yi  = x'if3 + . 

9 
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En posant Z = log y, nous retrouvons le modèle linéaire habituel, qui est donné 

par Z = X0 + e. En supposant que la matrice X soit de plein rang, nous 

retrouvons l'estimateur des moindres carrés pour [3(°)  , c'est-à-dire 

)3(°)  = (X'X)-1X / Z = (X1X)-1Xi(1og Y). 

À partir de cette première estimation, nous pouvons maintenant appliquer la 

méthode de Newton-Raphson. 

1.1.3. Test sur 

Nous voulons tester, de façon classique, s'il y a présence d'une tendance ap-

parente dans le modèle. Nous utilisons le test du rapport de vraisemblance afin 

de confronter les hypothèses 

H0 : 	= 0 vs H1  : 	0. 

Le test du rapport de vraisemblance est donné par (voir Consul et Famoye, 1992) 

/1 	-21og 
(L(Fi,  = 0) 

L(a,",j) 

= 2 (0, -l( , ß = 0)) 

= 2 E {yi  log 	+ - 	, 

où ei  = exp{Fe + iixi} sont les estimateurs du maximum de vraisemblace des pi , 

sans aucune spécification des paramètres et JIZi  = exp{a} sont les estimateurs du 

maximum de vraisemblance lorsque l'hypothèse II0  est vraie. 

Nous rejetons l'hypothèse Ho  au niveau 1 - a lorsque n est grand si la valeur 

de l est plus petite que le percentile d'ordre (1 - a) x 100% d'une statistique du 

khi-deux à un degré de liberté. 



1.2. VALEUR ABERRANTE POUR LE MODÈLE ORDINAIRE 

Nous voulons maintenant étudier le comportement de l'estimateur pour le 

modèle ordinaire, lorsqu'il y a présence d'une valeur aberrante dans le jeu de 

données. Une valeur aberrante est une observation qui se tient à l'écart du nuage 

de points de toutes les autres observations. Cette dernière peut avoir une grande 

influence sur l'ajustement du modèle et sur le calcul des estimés. 

Pour ce modèle, nous avons vu que le logarithme de la fonction de vrai-

semblance est donné par l'équation (1.1.1). Afin de voir comment se comporte 

l'estimateur du maximum de vraisemblance de 3 en présence d'une valeur aber-

rante, nous introduisons la notation suivante pour le vecteur de données. Soit 

Y(K) = (Y1/ Y2, • • • KY/1 yi+i, • • • Yn) OÙ K est une constante, soit 0(K)  le nou-

veau 13 pour ce nouveau y et I , la position de l'observation aberrante. Avec cette 

nouvelle notation, nous reprenons les calculs de la section 1.1. La fonction de 

vraisemblance devient alors, 

1(0(K)) = Kyi-40( K )  + 	ix'd3(K)  — ee'io(K) 

exL3(K) — log((Kyr) !) — E log(yi  !) . 
ier 

Nous avons vu que l'équation de l'estimateur du maximum de vraisemblance 

n'avait pas de solution explicite et c'est pourquoi, nous avons utilisé la méthode de 

Newton-Raphson pour l'approximer. Nous substituons maintenant notre nouveau 

vecteur de données y(K)  dans les formules (1.1.4) et (1.1.5) et nous obtenons, 

,1_0(s) 	,0(s) 
q(s) = Kyixi  + E yi  xi  — e ' (I()  XI - E e (K) xi  

ior 	 io/ 

xt 0(s) 	 e0(8) 
= (Kyi — e (K ) )xi + E(yz- e (K))xi 

11 
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H(s) 	 s)  = — E exei K)x i x'i  . 
i=1 

La formule itérative devient 

[ 	
n 

(IfsF)1)  = le )3 	C) — (11(s) ) 1  (K Y I — ex'/1352̀ ) )x/ + 	(yi - ez ei ) )x'i  
iei 

Pour calculer l'estimateur des moindres carrés pour )(3°)(), qui sert de point de 
départ à la méthode de Newton-Raphson, nous posons 

Z (K) = log Y (K) 

= log Y + (log K) eI 

= Z + (log K) ei 

où Y est le vecteur du jeu de données sans valeur aberrante et el , représente un 
vecteur avec des 0 partout, sauf à la /-ème position. Nous retrouvons le théorème 
suivant. 

Théorème 1.2. 

/3((°F)() = 00  + (log K) 	°(K) 
0 (K-(.-1 )) 

où 

si x'.13 < 1, 
sinon, 

00= (x1 x)-'xiz, 

p* = (X' X)-1X eI  = (X' X)-1 X I , 

Xj = (1, xI1 , • • • , X Ip)1  

et 

= max 



Démonstration 1.1. Nous avons 

ii0(°)  ex (K) = exipou e  

= K.e 00 

ex:fei)= I-UP.e °0  pour i * I. 

Pour la première itération, nous obtenons 

[ 	

72 

(1) 
)c) = fel)  ß(K) 	- (H(°))-1 (KY / - j i  1  4"))x I + 	(y, — ex(eF )c))xi  

ii- 

= 00  + (log K) 0*  —( ) (H  o yl [(Kyi  eXi100 KX'1. 13* ) Xi  

Ecy — exç130  
i#1 

D2 00  + (log K) 0*  — (H (°) )-1  

{ Kyixi 	si x'*0*  = max 40*  
_ex 0K x'49_ x* sinon. 

i4I 
(y, — e° K) xi}. 

Puisque H(1)  = — Ein 	XiX; , nous avons 

rL 

H(1) 	- 	e xii [00 +(log K) /3.1-(H(0))-1(e't1313 K*P*)x„+E7,01(yi -e30 K !3* 
)xi]  XiSi  

i=1 

si x3*  < 1 et 

H(1) 
	

po+(log  K)/3—(H(°))-1K y lx 	 IC/i13* )xi]  Xi X i  

i=1 

si x/J3*  > 1. 

13 
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Nous voyons que H(1)  croît de façon exponentielle en K et nous pouvons donc 

négliger le deuxième terme de la formule itérative. Nous obtenons alors, lorsque 

K --> cx), 

{ 00  + (log K) 	+ o(K) 	 si x'f3*  < 1, 

00  + (log K) ß  + 0 (K—( x1.0.-1) ) sinon. 

1.3. MODÈLE AVEC PARAMÈTRE DE DISPERSION VARIABLE 

Jusqu'à maintenant, nous avons supposé que le paramètre de dispersion était 

constant à travers les données. Par contre, il arrive souvent qu'il ne le soit pas. 

Nous disons qu'il y a surdispersion, lorsque la variance échantillonnale est supé-

rieure à la moyenne échantillonnale et sous-dispersion, lorsqu'elle est inférieure. 

Ce dernier cas se produit souvent lorsque l'échantillonnage se fait en grappes (voir 

McCullagh et Nelder, 1989, section 6.1). 

1.3.1. Modèle généralisé de régression de Poisson 

La distribution généralisée de Poisson est utile pour ajuster des données de 

dénombrement avec surdispersion ou sous-dispersion. Nous utilisons donc le mo-

dèle généralisé de régression de Poisson (GPR) qui peut s'appliquer à tous les 

cas, c'est-à-dire à la sur et la sous-dispersion ainsi qu'a la dispersion constante. 

Nous introduisons donc le modele GPR (voir Consul et Famoye, 1992). 

Définition 1.1. Soit x =(xio ,xii , 	, xip), un vecteur de (p + 1) variables ex- 

plicatives, avec x20  = 1, Vi = 1, . ,n et soit Y, la variable réponse qui est un 

dénombrement ayant comme valeurs yi , 	, yn . Alors, Yi lxi  aura une distribution 

généralisée de Poisson si 



{ iti [Mi ± (0 - 1)yi]Y -1  0-Yi 

P(Yi 1 Xi) = 	X e-Rgi+(0-1)Yi)/0] iyi  ! ; 

0 ; 

pour 	= 0, 1, 2, ... , m , 

pour yi  > m, quand 0 < 1, 

15 

où tii  _._ pi (xi) > 0, 0 > max ( - ,1— aim 	représente la racine carrée de l'index 

de dispersion et m(> 4) est le plus grand entier positif pour lequel pi  +m(çb — 1) > 

0 quand 0 <1 et il est égale à Do si 0 > 1. 

Les deux premiers moments centrés de Y, pour ce modèle, sont donnés par 

= 

Var(Yi l xi) =b2 /4  > O. 

Notons que lorsque 0 = 1, le modèle GPR se réduit au modèle de régression de 

Poisson ordinaire, lorsque 0 > 1, il y a surdispersion et lorsque <ç5 < 1, il y a 

sous-dispersion pour pt, > 2 (voir Consul et Famoye, 1992). 

1.3.2. Forme de l'estimateur classique du maximum de vraisem-

blance 

Pour ce modèle, nous utilisons encore l'estimateur du maximum de vraisem-

blance pour estimer [3. Par contre, il faut estimer un paramètre de plus que 

dans le modèle de Poisson ordinaire qui est 0. Le logarithme de la fonction de 

vraisemblance pour le modèle GPR est donné par 

+(ç5-1)yi 	10,g(Yi !) ' yi  log 0 
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Les équations du maximum de vraisemblance pour les estimations de ß  et 0 

sont données par 

yi(y, — 1) 	Yz + liz — yz  = 0  , 
00 	+ (0 — 1)y, 	g5 	02 (1.3.1) 

n 
Pli 	(Yi — l)i-li  ) Xir  — 0 , 	 (1.3.2) 

81 
DO, = 	

± 
i=1 	0 iti + (0 — 1)y, 

pour r = 0, 1, . . . , p. En particulier, nous remarquons que si p = 0, l'équation 

(1.3.2) se réduit à 
fl 

=1 
+ 

( 	(Yi — 1)bi, 	= o . (1.3.3) 

Si 0 	1 et si nous multiplions l'équation (1.3.1) par (0 — 1) et que nous addi- 

tionnons cette dernière à l'équation (1.3.3), nous obtenons E7_1(bt, — yz ) = 0 ou 

encore, Kg = E pi . 

Nous pouvons voir que les équations du maximum de vraisemblance (1.3.1) et 

(1.3.2) sont non linéaires et nous aurons besoin de méthodes par approximations 

successives pour obtenir les estimateurs du maximum de vraisemblance des pa-

ramètres /3 et 0. Comme pour le modèle avec paramètre de dispersion constant, 

l'estimation initiale pour )3(°)  est obtenue par la méthode des moindres carrés. 

Dans le cas de l'estimation initiale du paramètre de dispersion 0('), Breslow (1984) 

propose d'utiliser la méthode des moments. Cela nous mène à égaliser la statis- 

tique du khi-deux à son degré de liberté, c'est-à-dire,Enz  (Y z 	-P2t )2  = n — k, où =1 mi l) 
k = p ± 2. Cette équation nous donne la valeur de 0 en terme des pi , 

( 	1 	ri (yi 	pi)2)  1/2 

n — 

Cependant, nous avons besoin de l'estimation des différents 42  par approximations 

successives, où les valeurs initiales des gi  proviennent du modèle de régression de 

= (1.3.4) 
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Poisson ordinaire (voir équation (1.1.3)). Premièrement, nous ajustons le modèle 

de Poisson (0 = 1) pour obtenir les /.4 initiaux et ensuite, nous résolvons l'équa- 

tion (1.3.4) pour obtenir 0. Si 	1, cela implique que le modèle de régression 

de Poisson ordinaire est approprié et aucune estimation supplémentaire est né-

cessaire. Dans ce cas, nous procédons de la même façon qu'à la section 1.1.1 pour 

estimer 0. Cependant, si 0 	1, nous utilisons la valeur de l'estimation de 0 

pour obtenir un nouveau /3 à l'aide de l'équation (1.3.2). Après avoir obtenu un 

nouveau 0, nous résolvons l'équation (1.3.1) pour trouver un nouveau et (1.3.2) 

pour trouver un nouveau /3, et ainsi de suite jusqu'à ce que nous obtenions une 

solution stable. Nous disons que la solution est stable, lorsque le changement ap-

porté par la nouvelle itération est plus petit qu'une certaine valeur. Dans notre 
(s+1) 	(s)11  cas, nous prenons comme mesure la norme quadratique, 0 -° 	< 0.1 x 10-1°  

1109 (3)11 

où 0 -=> (0, 0)'. D'après le théorème 1.1, si nous sommes dans le bon voisinage, les 

équations itératives devraient converger. Si nos calculs ne semblent pas conver-

ger, il faut utiliser la méthode de Newton-Raphson dite "amortie". Cette méthode 

peut être décrite de la façon suivante (voir Conte et de Boor, 1980, section 5.2). 

Notons ß 	/3 0(8)  + h où h =—H -1(0(s) ) q(f3( s ) ). Cette méthode n'accepte 

pas l'estimé 0(8+1)  si 11 q([3(8+1) ) j>jj q(ß) 11. À chaque itération nous consi-

dérons les vecteurs 0(+1)  = 0( s )  + (h/2'), pour i = 1, 2,... et nous prenons pour 

0(5+1)  le premier de ces vecteurs qui vérifie ii q([3(s+1)) 	< 	 fi(ßs)) 	Nous 

utilisons cette méthode dans l'exemple présenté à la section 1.4. 

Pour résoudre les équations (1.3.1) et (1.3.2), nous nous référons à la section 

1.1.2, afin d'utiliser la méthode de Newton-Raphson. Pour ce cas, nous posons 

0 = (0,0) . Nous avons alors, 

0(3+1) = 0(s)  
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Le gradient q( 3 ) , évalué en 0(s) , est donné par 

(s)  _ [ a/ 1 
.ao 0( 3 ) 	[ aot 	0() 

avec a;  = dr  donné par l'équation (1.3.2) pour t = 0,1, ... ,p et 

donné par l'équation (1.3.1). La matrice hessienne H(s) , évaluée en 0(s) , est donnée 

par 

H ( 	= [ ( h t, )] 	, 
9(3) 

avec h, défini de la façon suivante: 

021 	521 
ht,,,, — 	 

5/3rnSßt aPta[3m 

(

(Yi — 1) (0 — 1)Yi 	) 
PiiitXirn pour t,m = 0,1, • • • ,p, 

± (0 — 1 )Y il 2   
521 	(921  

a0aet — 5ß5ç5 

	

( 1 	yi(yi — 1 )  
i=l  
52  l 

et h(p+i)(p+i) = 502  
n 

Yz2  (Yz — 1) 	2(pz — Yi)  ) 

	

02 	[itz + (0 — 1)Yz]2  z=1 	 03 	• 

Nous avons maintenant toutes les équations nécessaires pour estimer ß  et 

par le processus itératif décrit ci-haut. 

1.3.3. Test du modèle généralisé 

ht(p+1) 

MiXit POUT t 	0, 1, • • • IP 

Une fois que nous avons trouvé une solution stable pour çS et 0, et si 	1, 

nous sommes intéressés à savoir si le modèle généralisé de régression de Poisson 
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est plus approprié que le modèle de Poisson ordinaire. Pour ce faire, nous testons 

les hypothèses suivantes: 

H0 : = 1 vs H1  : ç 	1. 

Rejeter l'hypothèse 1/0  implique que le modèle de Poisson devrait être rejeté. Le 

test statistique est basé sur (voir Consul et Famoye, 1992) 

L = —21og 	1))  
L(&, ß, b) 

=2 (1(ei*) —l(,ß= 1) 

= 2 Etlog(flif) + (yi  — 1) log 	1-)Y' 

Yi log 	
+(-1)y 

ci) 

où 	= exp-P+iixil et ii:sont les estimateurs du maximum de vraisemblance des 

pi  et de 0 sous le modèle généralisé, sans aucune valeur spécifique des paramètres, 

et îii  = exp{a + ßx} sont les estimateurs du maximum de vraisemblance des 

sous le modèle de Poisson ordinaire, c'est-à-dire lorsque 110  est vraie sous le 

modèle généralisé ou encore, lorsque 0 = 1. La valeur de L est comparée à la 

valeur critique d'une loi du khi-deux à un degré de liberté. 

1.3.4. Test sur 0 

À la section précédente, nous avons vu comment choisir le modèle le plus 

approprié. Si nous rejetons le modèle de Poisson ordinaire, nous désirons tout 

de même tester s'il y a une tendance apparente dans le modèle généralisé. Nous 

testons donc les mêmes hypothèses qu'à la section 1.1.3 et le test du rapport de 



vraisemblance nous donne comme statistique 

/2 = —21og 
(Lßo  = 0,  

) + (yi  — 1) log 	  

rti 	1)Yi 	 1)Yi  

où îii  = expgi + -, -dx,} et sont les estimateurs du maximum de vraisemblance 

des pi  et de çb sous le modèle généralisé, sans aucune spécification des paramètres, 

et îti  = explal et 0 sont les estimateurs du maximum de vraisemblance des ,ui  

et de 0, toujours sous le modèle généralisé, lorsque Ho  est vraie. Ici encore, nous 

comparons la valeur de /2  a la valeur critique d'un khi-deux où le nombre de 

degrés de liberté est égale à la longueur de 

1.4. EXEMPLE NUMÉRIQUE 

Pour terminer le premier chapitre, nous appliquons les techniques vues à 

un exemple tiré de Lindley (1965, p.190). Le jeu de données est composé des 

ensembles de triplets nés en Norvège entre 1911 et 1940. Nous retrouvons les 

estimations de a et e, pour le modèle ordinaire et le modèle généralisé, dans le 

tableau 1.4.1. 

TABLEAU 1.4.1. Valeurs des estimateurs de a et ß pour le modèle standard et le 

modèle généralisé des ensembles de triplets 

& 
Modèle standard 4,249 -0,205 - 

Modèle généralisé 4,261 -0,209 0,500 

20 
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Dans le tableau 1.4.2, nous retrouvons les observations, les valeurs de la cova-

riable, ainsi que les estimations des j_Li  pour les deux modèles. Le test d'hypothèse 

concernant le paramètre e du modèle ordinaire rejette l'hypothèse que ce dernier 

soit égale à zéro, avec une valeur-p de 4, 01 x 10-7. Le test d'hypothèses rejette à 

5%, le modèle ordinaire, avec une valeur-p de 3, 708 x 10'. Nous conservons donc 

le modèle généralisé, où il y a sous-dispersion à travers les données. Concernant 

le test par rapport au paramètre ß  pour le modèle avec sous-dispersion, nous 

rejetons encore une fois l'hypothèse II0  avec une valeur-p de 2, 03 x 10-5. 

De plus, nous avons introduit une valeur aberrante dans le jeu de données 

pour vérifier que l'estimateur du modèle ordinaire converge vraiment vers ce que 

nous pensions. Nous avons tout simplement fait varier la valeur de K de 1 à 20, 

qui multiplie la deuxième observation du jeu de données. Dans le tableau 1.4.3 

et les figures 1.4.1 et 1.4.2, nous retrouvons la vraie valeur de l'estimation, ainsi 

que celle vers laquelle nous croyons qu'elle va converger pour différents K. Pour 

le modèle généralisé, nous présentons les différentes estimations pour oz, ß  et 0, 

lorsque K varie, dans le tableau 1.4.4, ainsi que les graphiques correspondants aux 

figures 1.4.3, 1.4.4 et 1.4.5. Par ces derniers, nous remarquons que -0: croît de façon 

linéaire lorsque K augmente, tandis que Ee et ß  croient de façon logarithmique. La 

croissance linéaire étant plus grande que la croissance logarithmique, la présence 

d'une valeur aberrante influence plus l'estimation de la variance. Il est possible 

d'ajuster le modèle mais plus la valeur sera aberrante, plus l'erreur sera grande. 
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TABLEAU 1.4.2. Ensembles de triplets, nés en Norvège, ainsi que les estimations des pi 

Période 1911-15 1916-20 1921-25 1926-30 1931-35 1936-40 

Séries de 

nombre xi  

des ensembles 

1 2 3 4 5 6 

Ensembles 

de 

triplets y, 

52 52 40 30 24 20 

ii, du 

modèle 

ordinaire 

57,080 46,507 37,892 30,873 25,154 20,495 

du 

modèle 

généralisé 

57,533 46,681 37,876 30,732 24,936 20,233 

Dans ce chapitre, nous avons présenté l'approche classique de la régression 

poissonienne pour deux modèles, soient le modèle standard et le modèle généralisé. 

Dans le prochain chapitre, nous développons une autre approche. Celle-ci se base 

sur des concepts bayésiens qui sont appliqués à l'approximation normale pour 

notre modèle. 
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FIGURE 1.4.1. Graphique de & et de â(K) en fonction de K pour le modèle ordinaire 

des ensembles de triplets 
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FIGURE 1.4.2. Graphique de -5 et de /3(K)en fonction de K pour le modèle ordinaire 

des ensembles de triplets 
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5 20 	25 	30 

FIGURE 1.4.3. Graphique de Ft en fonction de K pour le modèle généralisé des en-

sembles de triplets 

FIGURE 1.4.4. Graphique de TI en fonction de K pour le modèle généralisé des en-

sembles de triplets 



TABLEAU 1.4.3. Valeurs des estimateurs du modèle ordinaire pour différents K des 

ensembles de triplets 

K "a(K)  = (eio  ± log K Ci. ) -ij(K) = (o ± log K 	 ) 
1 4,266 -0,211 4,249 -0,205 

2 4,913 -0,330 4,653 -0,272 

3 5,292 -0,399 4,958 -0,320 

4 5,560 -0,449 5,201 -0,356 

5 5,768 -0,487 5,402 -0,384 

6 5,939 -0,518 5,573 -0,407 

7 6,082 -0,545 5,722 -0,426 

8 6,207 -0,567 5,853 -0,442 

9 6,317 -0,5887 5,970 -0,456 

10 6,415 -0,606 6,076 -0,467 

15 6,794 -0,675 6,489 -0,508 

20 7,062 -0,725 6,785 -0,532 

30 7,441 -0,794 7,203 -0,560 

40 

30 

20 

10 - 

5 	10 	15 	20 	25 	30 

25 

FIGURE 1.4.5. Graphique de C-P en fonction de K pour le rnodèle généralisé des en-

sembles de triplets 



TABLEAU 1.4.4. Valeurs des estimateurs du modèle général pour différents K des 

ensembles de triplets 

K ri 

  

1 4,261 -0,209 0,500 

2 4,533 -0,229 2,504 

3 4,680 -0,219 4,146 

4 4,801 -0,209 5,601 

5 4,909 -0,201 7,074 

6 5,006 -0,195 8,466 

7 5,095 -0,190 9,835 

8 5,178 -0,187 11,189 

9 5,254 -0,184 12,531 

10 5,325 -0,181 13,865 

15 5,622 -0,173 20,469 

20 5,851 -0,168 27,017 

30 6,196 -0,164 40,066 
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Chapitre 2 

APPROCHE BAYÉSIENNE DE LA 

RÉGRESSION POISSONIENNE AVEC 

L'APPROXIMATION NORMALE 

Jusqu'à maintenant, nous avons appliqué des méthodes classiques à la régres-

sion de Poisson. Nous nous intéressons maintenant aux méthodes bayésiennes, afin 

de faire de l'inférence sur les paramètres inconnus. Nous faisons d'abord un survol 

de quelques concepts bayésiens qui nous seront nécessaires dans le présent cha-

pitre et le suivant. Par la suite, nous approximons notre modèle par un modèle 

normal afin d'obtenir facilement la forme des estimateurs de Bayes et de faire 

des tests. Nous présentons ensuite un estimateur de Bayes hiérarchique robuste 

par rapport aux valeurs aberrantes et nous faisons un test sur le paramètre e. 
Finalement, nous appliquons ces notions à un exemple numérique. Notons que 

tout ce chapitre se limite au modèle simple, c'est-à-dire avec deux régresseurs 

seulement car le modèle général se traite de façon similaire. 

27 



2.1. INTRODUCTION 

Dans cette première section, nous introduisons quelques concepts nécessaires 

à l'estimation bayésienne. En admettant qu'une grande partie de l'inférence sta-

tistique conduit à une décision finale, il convient de pouvoir comparer les procé-

dures décisionnelles à l'aide d'un critère d'évaluation qui décrit les conséquences 

de chaque décision en fonction des paramètres du modèle (Robert, 1992, section 

2.1). Ceci est fait à l'aide des fonctions de perte souvent appelées coûts. 

Définition 2.1. Soit D l'espace des décisions. Une fonction de perte est une 

fonction L telle que L(0,6) : e x D ---> [0, Do). 

Dans le cadre de l'estimation, la fonction de perte évalue la pénalité résul-

tant de l'estimation d'un paramètre û à l'aide d'un estimateur S. Soit un modèle 

statistique, f(0), 0 E 8. Étant donné un sous-ensemble d'intérêt 80  de 0, nous 

cherchons à déterminer si 0, le vrai paramètre, appartient à 00, c'est-à-dire à 

tester l'hypothèse nulle H0 : 9 E 80, par rapport à l'alternative H1 : 0 G 81, où 

81  n e0  = O. Il existe plusieurs fonctions de perte mais nous en présentons seule-

ment deux ainsi que les règles de Bayes correspondantes dans les propositions 

suivantes. 

Proposition 2.1. La règle de Bayes d de g(0), associée à la loi a priori ir et à 

la fonction de perte '0 — 1, c'est-à-dire 

{1--(5 si8e00 , 
40, (5) = 

sinon 
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OÙ e = 80 U el et 90 n 81 = 0 est donnée par 

{

1 	si P[g (0) E eolx] > P[g (0)  

0 sinon. 

Proposition 2.2. La règle de Bayes Ô de g(0), associée à la loi a priori 7r et à 

la fonction de perte quadratique 

L(O , d) = (g (0) — (5)2  , 

est la moyenne a posteriori, c'est-à-dire 

, Eir(ûii)[g(0)1 

_ f g(0)f(x10)7r(0)d0  
fe  f (x10)7(0)d0 • 

Nous utiliserons la perte quadratique pour toutes les estimations bayésiennes 

ponctuelles qui sont faites. Dans ce cas, la règle de Bayes est aussi appelée estima-

teur de Bayes. Une détermination subjective des lois a priori s'avère impossible 

lorsque l'information a priori sur le modèle est trop vague ou peu fiable. C'est 

pourquoi nous faisons appel aux lois a priori conjuguées et aux lois non informa-

tives. 

Définition 2.2. Une famille F de lois sur 8 est dite conjuguée (ou fermée par 

échantillonnage) si, pour tout 7r e .F, la loi a posteriori 7(191x), appartient égale-

ment à .T. 

L'approche bayésienne, pour effectuer des tests statistiques, utilise fréquem-

ment les cotes de Bayes, souvent appelées facteurs de Bayes dont nous donnons 

la définition. 
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Définition 2.3. La cote de Bayes pour confronter les hypothèses Ho  et H1 , est 

donnée par le rapport suivant. 

Ifer(8IY) (0  E 00 )  er(9) (0 e 80)  B(y) = 	 (°) (Op 	E 01) / P(°)(9 e el) • 

Ce rapport mesure donc le changement des vraisemblances relatives des deux 

hypothèses causé par les observations. Si la cote est inférieure à 0,1, nous rejetons 

l'hypothèse nulle tandis que si la cote est supérieure à 10, nous l'acceptons. Si la 

cote se retrouve entre 0,1 et 10, nous essayons d'avoir plus d'informations ou de 

raffiner notre jugement a priori. 

2.2. APPROXIMATION NORMALE 

Lindley (1965) a montré que la plupart des lois a posteriori, qui se conduisent 

raisonnablement bien dans des grands échantillons, peuvent être approximées par 

la distribution normale multidimensionnelle. Nous estimons, de façon approxi-

mative, les moyennes et la matrice de variance-covariance par les estimateurs du 

maximum de vraisemblance pour les paramètres concernés et la matrice d'in-

formation, évaluée aux estimateurs. Quoique la loi a posteriori de a, sous une 
loi a priori judicieusement choisie, peut être évaluée de façon analytique, celle 

de )3 n'est pas facile à manipuler théoriquement, bien qu'une tabulation exacte 

peut être faite pour n'importe quel cas particulier (voir E1-Sayyad, 1973). C'est 

pourquoi nous suggérons l'approximation normale pour la distribution a poste-

riori de a et 0, ce qui est facile à calculer. Dans le but de justifier la validité de 

cette approximation, nous examinons l'ordre de l'erreur d'approximation si nous 

remplaçons la vraie densité par une loi normale (voir Bartlett et Kendall, 1946). 



Théorème 2.1. Soit p, ayant une distribution g amma(y,1), c'est-à-dire 

f Cu) 	mY-1e-ii11(0,.)(m) - 

Alors, pour y grand, log µ sera approximativement normal avec moyenne log y et 

variance 1/y. 

Démonstration 2.1. Nous faisons le changement de variables suivant: 

= log it 	=" . D'où dt = —
dp 	

= et  dt 

La distribution devient donc 

f (t) = F(y) • 

Soit g (t) = et  - yt. Nous développons g (t) en série de Taylor autour de log y. 

Ainsi 

Y g (t) y(1 - log y) + -2 
(t - log y)2  + 	(t - log y)3  + gm  () (t log y)4  , 

	

3 ! 	 4! 

où 	e (t, log y). 

Nous substituons la dernière équation dans f (t) et nous obtenons, 

e-y(1-log  y) 

	

f (t)   P(t—log y) 3  + 	(t log y)41 — (t—loz v)2  e 6 	 24 	 e  2 	— 
F(y) 

= K h(t) 	y)2 

e-y(1-log  y) 
où K = 	 et h(t) = e—Wt—log y)3+2?-1, (t log y)41 

F (y) 

Maintenant, en développant h(t) en série de Taylor autour de log y, nous 

obtenons 

Y 	 h'"(e)  
h(t) 	1 - —

3 !
(t - log y)3  + 	(t log y)4  . 

4 ! 
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e_ (et _.» yt) 



c = 	 _et y*(t) = 	e-Y(t-l'g 02 . Or, nous savons que si r(Y) 	' 
X - N (0, o-2 ), alors 

e-Y(1-kg Y )  où a = 

À nouveau, nous substituons cette équation dans f (t), et nous obtenons 

Y 
f (t) 	K [1 	- (t log y)3  + ii()(t log y)4] (t) , 

où y(t) = 	(t-1°g 02 . 

Nous voulons calculer la norme euclidienne de l'erreur qui est donnée par 

1 f (t) - y(t) 1 2  dt . 

Nous calculons d'abord 

co (co 	 m(e) 
 (t log y)4  1 f (t) - (t) 1 2  dt = f c a2  [1 - 	(t - log y)3  + 2h  24 

+ —
Y2 

(t - log y) 6 
2yh"'() 
6 x 24 
	 (t log y)7  + 	1 2  — log y)8] 

36 	 L 24 j 

- 2a [1 - (t - log y)3  + h 24(e)  (t log y)4] + 1 (p* (t)dt , 
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E [X2k+1] = O, 

E [X2k](2k) ! 
o-2k  

2kk ! 

Puisque t N(log y, 1/(2y)), alors (t - log y) N(0, 1/(2y)) et nous obtenons 

co 1 
f (t) - ço(t) 1 2  dt = c ta2  [1 + 	—3 	a2 	+ 	a4  

36 x (2y)6 	12 x (2y)4 	(24)2  x (2y)8  

a a2  - 2a 	 
12 x (2y)4 

+ 1} 

c { (a - 1) [(a - 1) + c4-1 + 	(b3  + 11)  
Y 	Y 	y4 



CO 

Jf  
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et 1)4 = 	 (2,k) ! 	b  avec ak  = 	 En utilisant l'approxima- 2 -k 1 1  2  = 12ax24  7  b3  = 36ax28 	(24)i24x 281  

tion de Stirling, nous avons r(y) '--' yY-1/2e— Y \/27r (1 +) et alors a = 12y 	 1+12y • 

En substituant a dans l'intégrale, nous obtenons finalement 

1 	
b2  b3  b4  

f (t) - v(t) 1 2  Cit 
2
17.. { 

144y2 	12y5 + —y4 ±} 0 (y-3/2) . 

L'erreur que nous cherchions est donnée par 

f — 	0  ( y3/4 ) • 

Nous pouvons donc voir que l'approximation normale est valable pour notre 

modèle pour de grandes valeurs de y. 

2.2.1. Estimateurs de Bayes 

Premièrement, considérons comme loi a priori sur p, la loi gamma suivante: 

= 
11(Y)

bi'l e'clit • 

Nous savons que si une variable aléatoire a une telle distribution, alors son lo-

garithme est approximativement de loi normale. Et donc, pour y assez grand, 

log p c N(log y, 1/y). Nous obtenons pour la fonction de vraisemblance des ob-

servations, 

L(p) = 1-1 exp —2 
y, (log p, - log y,)2} 1 

1 n  
L(a, 0) = exp - - 	y, (a + 0x, - log y,)2} 

2 iT:di  

i=1 

Si nous choisissons la loi a priori de a et 0 comme étant proportionnelle à dadO, 

alors, à condition que les y, soient assez grands, la loi a posteriori de a et 0 est 



approximativement 

y) cx exp --
2 	

y, (a + Ox, — log yi)2 } 
i=1 

qui est une distribution binormale pour a et e. Si nous posons 

t 	(-\51.  logY1, ..   , .N.57, log y,,Y 

et 

( 151 	• • • Zi  
X1\ 51 • • XnN5n 

Nfin 

nous obtenons le théorème suivant. 

Théorème 2.2. Le vecteur des moyennes a posteriori fourni par les estimateurs 

de Bayes, est donné par 

E[a] 
= (Z/ Z)-1.et , 

E [0] 

et la matrice de variance-covariance de a et 0 

( 	V (a) 	Cov(a, 0) ) 
= (Z' Z)-1  = 

C ov(a, 0) 	V(ß) 

est donnée par 

( ni Yi 	ni xiYi 

E7-1xei E7-14Yi 

-1 

, 

qui est la même que celle que nous aurions obtenue en utilisant l'approximation 

bayésienne de Lindley (1965), avec les estimateurs du maximum de vraisemblance. 

Si zi  = log yi, nous obtenons alors, 
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(Ein-1 XiYi) (E7-1 YiZi) (Ein—i XiYi) (Ein—i XiYiZi) 

(E7=1 Yi) (Ein=1 XiYi) 	(Ein=-1 XiYi) 2 

Ia = E [a] = 



/tß =IE {,31 
(Ein=1 Yi) (Ein=1 xi Yi zi) — (Ein=1 xi Yi) (Ein=1 Yi zi) 

(E7-1 Yi) ( i  xi2Yi) — (Ein=.1  xiyi) 2  

x,Yi  

z_di=i Yi 	Ein=1  Xi2, Yi — Ein=i Xiyi 2  

Ein=1 Yi 
2 

(Ein=1 Yi) (Ein=1 xi2Yi) 	(Ein—i XiYi) 
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0-2 = V ar(a) = a 

Cf .3  = Var(B) = 

Ein-1 p = Corr(a, e)  = 	xiYi  

2.2.2. Valeur aberrante 

Dans cette section, nous utilisons l'approche bayésienne hiérarchique, afin 

d'estimer les paramètres de régression, en supposant une erreur multinormale. 

Nous développons les grandes lignes de l'article de Angers et MacGibbon (1996). 

Nous pouvons appliquer cet article, à condition que la matrice de variance-

covariance soit diagonale, et nous trouvons un estimateur de Bayes hiérarchique 

qui est partiellemnent insensible à la présence de valeurs aberrantes. Posons 

= (a, 0)1  et g = ex(P. En utilisant l'approximation par la loi normale dis- 

cutée à la section 2.2.1, nous avons log Y = )(ça+ e, où E 	N (0 Em) et 

Ey/  = diag 	, -1--yn ). En faisant le changement de variables Ti  = .\/Y-i  log yi  

et alors T= (\f"j'i  log 	, \./Fr, log yri )' . Nous avons donc le modèle suivant. 

 

/ 
-\51 X1  N5 1 

V-572  Xn.N/Fra 

 

T =Z(p+e, Où 	N (0 , I) et Z = 

 

  

(Ein=1 Yi) (E7=1 xbi) 
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La densité a priori de premier niveau pour cp est donnée par 

— N2(0, S), où S = diag(sî,$) et celle pour S est 7r2(S) a j I p  + SZ'Z 1-1  où 

l est choisi assez grand pour que 7r2  (S) soit propre. La fonction de vraisemblance 

est 

1 
L(p) oc exp {--

2 
(T — Z (p)' (T — (2.2.1) 

Théorème 2.3. La densité a posteriori de ço, si S est connue, est 

ço )-  , S N2  (S(S 	S(S ±q  

où E = (Z' Z)-1  et CiDis  = EZ'T . 

Les densités a posteriori sont données par 

71((P T, S) cxe--124' -s(s+E)-i ss)' A(cP-S(S+E)-14-ôLs) 

1 
72(S T) oc 	 

où A =E-1  + S-1  . 

Conséquemment, sous une perte quadratique, l'estimateur de Bayes de pre-

mier niveau est donné par 

= S(S E)-1çeLs  

Théorème 2.4. L'estimateur de Bayes hiérarchique robuste est donné par 

= — 	LS 

où G1 = diag (gl(zî12), • • • , gi(z p212)), avec 

{1-1/2  

g1 (x) = 	1+1/2 
-y(1+1/2, x)  

x-y(/-1/2, x) 

si x = O , 

sinon, 
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t 	 ,-- n-1 
sr LS ) Z = (Zi, . . . , Zp) = ̀.0  

et où Q représente la matrice obtenue en faisant la décomposition de Cholesky de 

(Z' Z)-1- , c'est-à-dire que Q doit satisfaire QQ = (Z' Z)-1. 

La démonstration de ces deux théorèmes se retrouve dans Angers et MacGib-

bon (1996). 
Afin d'assurer la robustesse de l'estimateur obtenu, nous portons une atten-

tion particulière aux matrices de design de type suivant. Nous écrivons Z comme 

( 	) Z11  Z12 

Z21 Z22 

où Zn  est une matrice k x m, Z12  une k x (p - m), Z21  une (n - k) x m et Z22  

une (n - k) x (p - m) pour des entiers k et m tels que 0<k<n, O<m<p et 

m < k. 

Définition 2.4. Nous supposons que Z G D, la classe des matrices de design Z 

qui satisfont les conditions suivantes. 

1. la première colonne de Zn  contient seulement des zéros, 

2. Z12  est orthogonale à la première colonne de Zi1(Z1 i-7  ii , + - 7  211-7  21 ) -1-Z ii , 

3. Z21  est orthogonale à la première colonne de (Z'll Zii + 41Z2].)-14 1.• 

Nous utilisons une décomposition analogue pour le vecteur T qui est, 

T = (n )r(2) )' , où T(i)  est un vecteur k x 1, contenant la composante T1  et T(2) 

est (n - k) x 1. 
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Théorème 2.5. Soit T = Z cp+e* défini tel que précédemment. Soit Q la matrice 

définie par la décomposition de Cholesky de (Z' Z)-1  qui est, 

(Q11 

Q21 Q22 

où Qii est une matrice triangulaire inférieure mxm, Q21 une matrice (p—m)xm 

et Qu une matrice triangulaire inférieure (p — m) x (p — m) telle que QQ' 

(Z' Z)-1. 

Si 1 T1 1—> co et si la matrice de design Z est un membre de la classe D, alors 

(1) 
-H 	I `141  LS 
4 )45  = 

Q22G/(2)Q2-21)(7)(L2, )S + Q22G/(2)Q2-21C2-111eS 

, OU (pis  correspond aux m premières coordonnées de Or  LS, (PLS ,  

et Gi(2) 	diag(g1(4+1/ 2 ), • • • , gi (zp12)). 

Dans la dernière section, nous appliquons cet estimateur à un exemple dans 

lequel nous introduisons une valeur aberrante. Notons que a et /3 sont affectés par 

la présence de valeurs aberrantes, car la matrice de "design" ne satisfait pas les 

conditions énoncées à la section 2.2.2. 

2.2.3. Test sur 

Nous souhaitons tester s'il y a une tendance apparente et cela se fait en 

testant les hypothèses 

H0: ß= 0 vs 	: ß O. 

Pour ce faire, nous utilisons la cote de Bayes, qui est donnée par 

r(ßl) ((c,ß) c go) Pr(a'P) ((a,ß) C eo)  

13. \Y 	]117r(Y)  ((a, 0) c el) / er(a'')  ((a, 0) e ei) ' 
(2.2.2) 

aux p—m restantes 
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où 90  = IR, x {0} et 01  = IR2 . 

Pour calculer la cote de Bayes, nous avons besoin d'une loi a priori qui soit 

propre (Robert, 1992, section 5.1). Nous prenons comme loi a priori, la loi conju-

guée, qui est entièrement déterminée par la fonction de vraisemblance. En posant 

ço = (a, 0)' , nous prenons comme loi a priori, la loi conjuguée cp 	N2 (0, S) , 

où S = diag(sî, s) est connue. La fonction de vraisemblance est donnée par 

l'équation (2.2.1) que nous pouvons écrire sous la forme suivante: 

L(cp) e- lr're- ( cP-,7,1sYE-'((i,-(15 Ls) 

où r = T — Zi,C3 Ls  

Au théorème 2.3, nous avons vu que la densité a posteriori de ço est donnée 

par 

4P T,S N2 (S(S 	Ls A-1 ) 

avec A-1  = S(S + E)-1E. Nous retrouvons la cote de Bayes dans le théorème 

suivant. 

Théorème 2.6. Soient 70  la probabilité a priori que Ho  soit vraie et gi , la densité 

a priori de (a,ß) sous l'hypothèse Hi , i = 0, 1. Alors, la cote de Bayes est donnée 

par 

f 7)0  f (y a, 00) go(a, )30) da 
B(  y) 
	f f 7°0  f (y I a, )3) gi (a, )3) dadO 

mo  (Y)  
mi(Y) 

l AS I 1/2  	e- {/jara-rir+&2Ls(Sa+Ea)-1-47)/L5 1(73Ls} 
.1Flt AS a 1112  

où E, r, S, A et (PLs  sont tels que définis précédemment et Va  = T — 

Sc, = sï, Ea  = (WW)-1, FiLS = Ec,WiT et W = (-VF., • • • , N/P` • 



Démonstration 2.2. Sous H1, nous avons 

	

cc 	 oe f  
mi(Y) = 

foc --00 
e-lr'r e- - (ce.-çaLsYE-1( ,,o-çziLs) 	1 	s-i 

S 11/2 e-4° 	dcp 

I  A1 1/2 1 1 	1-1 
mi (y) -=- 27r ' 	I 

S 11/2 
e-v.r e-- 50Ls(S±E)—i S 

1  

x  

	

e -1(c,o-s(s+E)-lçaLsY A((p-s(s+E)-1çàLs) d,,
f

D

i 	27  1-1  1/2 
 

	

27r 	e-l{r/r+eLs(s+E)-lri)Ls} -=  	 . 
1 AS 1112  

Sous Ho, nous avons le modèle suivant: 

T = 1/Va e* , avecW=(,...,/yn)et S = s.  
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r 2  «1 	 2 a a e 	 1 e  2 
1,2q-1 

/-00 	
Sa  1/2 

	 A-1 11/2 
-V27r 	c 	 e-lals(s.+ 1  

Sct  11/2 

CO 

Alors, 

mo(Y) = da 

da 
co 	1 	e-1(0-Sa(S.+E.)-1aLs)2Aa X f oc,,27 la  

11/2 

_ALS, 1 2  

Nous retrouvons la cote de Bayes en faisant le rapport des deux densités 

marginales. El 

2.3. EXEMPLE NUMÉRIQUE 

-Vrir 

Pour clore ce chapitre, nous appliquons les méthodes au même exemple vu 

à la section 1.4. Pour l'approximation normale, nous obtenons les estimateurs 



suivants: 

= E [ a = 4,256, 

= EV31 = —0,206, 

Var(a) = 1,967 x 10-2 , 

Var(0) = 1,771 x 10-3  

et Cov(a, 0) = —5,168 x 10-3 . 

Nous retrouvons, dans le tableau 2.3.1, les i,, ainsi que les observations et 

les valeurs de la covariable. De la même façon que dans le chapitre précédent, 

nous avons introduit une valeur aberrante dans le jeu de données. Les valeurs 

des estimateurs de Bayes avec l'approximation normale et des estimateurs de 

Bayes hiérarchiques que nous avons développé dans les sections 2.2.1 et 2.2.2, 

avec l = + 7-7! I  sont données dans le tableau 2.3.2 pour différentes valeurs de K. 

De plus, nous retrouvons le graphique des erreurs absolues entre les estimateurs 

de Bayes avec l'approximation normale et les estimateurs de Bayes hiérarchiques 

dans la figure 2.3.1. Nous remarquons que l'estimateur hiérarchique n'est pas 

robuste aux valeurs aberrantes car la matrice de "design" ne satisfait pas les 

conditions que nous avons mentionnées. Concernant le test pour ß = 0, nous 

obtenons une cote de Bayes de 2,13 x 10-4. Tout comme avec le test classique, 

nous rejetons l'hypothèse Ho  et conservons le paramètre ß dans le modèle. 

Dans ce chapitre, nous avons étudié le modèle sous l'approximation normale. 

Nous avons utilisé des concepts bayésiens afin de calculer les estimateurs des 

paramètres a et O. De plus, nous avons développé un estimateur hiérarchique 

aux valeurs aberrantes. Dans le prochain chapitre, nous nous concentrons sur 

l'étude bayésienne du modèle en considérant la vraie distribution des paramètres. 
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0.008 

0.006 - 

0.004 

0.002 - 

• 
• 

TABLEAU 2.3.1. Ensembles de triplets, nés en Norvège, ainsi que les estimations des µ, 

Période 1911-15 1916-20 1921-25 1926-30 1931-35 1936-40 

Séries de 

nombre x, 

des ensembles 

1 2 3 4 5 6 

Ensembles 

de 

triplets y, 

52 52 40 30 24 20 

îi, du 

modèle 

simple 

57,374 46,694 38,00118 30,927 25,170 20,484 

0,010 - 

5 	 15 

FIGURE 2.3.1. Graphique des erreurs absolues des estimateurs de a et /3 en fonction 

de K pour le modèle ordinaire des ensembles de triplets 
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TABLEAU 2.3.2. Valeurs des estimateurs de Bayes avec l'approximation normale et 

des estimateurs de Bayes hiérarchiques pour différents K 

K e'kN -13'N -ail -.I 'H 

1 4,256 -0,206 4,242 -0,203 

2 4,806 -0,302 4,797 -0,299 

3 5,299 -0,388 5,293 -0,386 

4 5,717 -0,461 5,711 -0,459 

5 6,072 -0,522 6,067 -0,521 

6 6,378 -0,576 6,374 -0,574 

7 6,645 -0,622 6,641 -0,621 

8 6,881 -0,663 6,878 -0,662 

9 7,093 -0,700 7,089 -0,699 

10 7,283 -0,733 7,280 -0,732 

15 8,023 -0,862 8,020 -0,861 

20 8,546 -0,953 8,543 -0,952 

30 9,273 -1,080 9,270 -1,079 
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Chapitre 3 

APPROCHE BAYÉSIENNE DE LA 

RÉGRESSION POISSONIENNE AVEC LA 

DISTRIBUTION EXACTE 

Dans le chapitre précédent, nous avons approximé la distribution a posteriori 

de a et e par une loi normale. Dans le présent chapitre, nous étudions la distribu-

tion exacte mais nous devons utiliser des méthodes numériques pour approximer 

les estimateurs. Nous optons pour la méthode de Naylor-Smith et l'approxima-

tion analytique de Laplace. Dans ce chapitre, nous nous concentrons sur le modèle 

log-linéaire simple. Pour ce modèle, nous donnons la forme des estimateurs. De 

plus, nous observons l'effet d'une valeur aberrante sur ces derniers. Dans la der-

nière section, nous développons une loi conjuguée pour le modèle simple et nous 

faisons des tests sur le paramètre (3. Nous présentons un exemple pour chacune 

de ces sections. 

3.1. FORME DES ESTIMATEURS DE BAYES 

Nous nous souvenons que pour le modèle log-linéaire simple, la fonction de 

vraisemblance est donnée par 
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f(Y I (1,01x) =1-1f(Yil 01 ,01xz) 

ea Er=i 641 Er=i  xivi e-ec` E7-1 e'3xi 
(3.1.1) 

Ilin=i Yi ! 
C'est cette fonction de vraisemblance exacte, que nous utiliserons tout au long 

de ce chapitre. 
Premièrement, nous devons spécifier la distribution a priori pour les para- 

mètres. Puisque a et 0 varient de —oo à +oo, une loi a priori vague, représentant 

notre ignorance est 

7r(a, 0) a da d0 , 	 (3.1.2) 

(voir Jeffreys, 1948, section 3.0). En combinant ceci avec la fonction de vraisem-

blance donnée par l'équation (3.1.1), nous obtenons la loi conjointe a posteriori 

de a et 0, 

y) OC ea =1 yi-FO E7=i 	e—ea  Er=i  ePzi 	 (3.1.3) 

La loi marginale de e peut être obtenue en intégrant l'équation (3.1.3) par 

rapport à a. Pour ce faire, nous posons u = ea et A = Er: e0x1  . Nous obtenons 

alors, 

f
o 

+oc 

71-(0 I y) oc eSEILI xiYi 	uril=i  yi —le—A , 
u  au 

x. 2y.  e 	2=1 2 
(Ent_i eox, )E2=1 

Quoique cette loi a posteriori ne soit pas facile à manipuler théoriquement, 

une tabulation exacte, pour n'importe quel cas particulier, peut facilement être 

construite, de laquelle la moyenne et la variance de e peuvent être évaluées et 

n'importe quelle inférence peut être faite. 

45 
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Nous cherchons à estimer les u = ea+Oxi. Afin de faciliter le calcul des inté-

grales, nous faisons le changement de variables suivant: u = e' et v =- ee. Nous 

sommes donc intéressés à estimer les moments de u et v. De façon générale, nous 

cherchons à intégrer 

r -I-oo 	+ oo 

ik ,11 = 	 Uk V if (y u, v) 7r(u, v) JT -1 (u, v) dudv,  , 
JO JO 

où k = 0, 1, 2 et l = 0, 1, 2, xi, • • • , xri• Le déterminant du jacobien de la transfor- 

mation inverse est donné par JT-1 = . Alors, nous retrouvons uv 

-fp° +00 uE Yi+k -1 vE xiyi+/-1 e-u vxi 
{k  = 	0    dudv 

10 	 F17-1 Yi ! 

= r (Er_l Yi + k) 	vExiYi+1-1  

Yi ! 	10 	(Er vxi) Yi+k
dv . (3.1.4) 

Nous pouvons maintenant écrire l'estimateur bayésien de [L, comme étant 

= ili,x21//{0,0} • 

Nous voyons, dans la littérature, que les gens estiment plutôt a et /3 à la place 

des pi. Dans ce chapitre, nous procéderons comme suit pour l'estimation des pi. 

Premièrement, nous calculons les estimateurs bayésiens de u et v, qui sont donnés 

par â(y) = /{1,0}/40,01 et 6(y) = /{0,1}/40,01. Afin de retrouver les estimateurs 

de a et /3, nous utilisons le théorème suivant. 

Théorème 3.1. Soit la transformation Y =- g(X). Alors, 

1 n 

E[Y] = 	g() + -2 cf; gll(us) 

et 

V ar (Y) = 7y2 ax2 [g/(as)]2 



La perte a posteriori est définie par 

P(7r. 	Y) = ir(elY)  [L( 0 8 )] 

= f L(0, 6)7(0 y)(10 

Pour une perte quadratique, la perte a posteriori est donc égale à la variance a 

posteriori. Par le théorème précédent, nous définissons des estimateurs pseudo-

bayésiens pour a et e par 

= log (I,{1'°
} 

 
/.(0,0}  

1 (i{o,o}) 	/1,0} 

2 	.I1,01 	if 2,01 	Io»}  

/{m}  ) 	(42) (40,2} /10,o1 
87/3 (y) = log (1.10,01  2 /0,1}  

Les pertes a posteriori correspondantes sont données par 
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\ 42,01  p(7 blar  Y 	(41,0} 

\ ( I {O,2} 
p(7 r (57, 	) 	({0,1} 

( /{1,0}  ) 2) ( 40,0}  ) 2  

	

40,0} 	41,0} 

(1-{0,1}  ) 2 ) (40,01  ) 2  

	

40,0} 	41,0} 

Dans les deux prochaines sections, nous utilisons la méthode de Naylor-Smith et 

l'approximation de Laplace, afin de calculer les estimateurs de Bayes. 

3.1.1. Méthode de Naylor-Smith 

Nous cherchons à calculer les estimateurs de Bayes pour a et 0, qui sont 

donnés par les espérances a posteriori. Puisque nous connaissons déjà la densité a 

posteriori de 0, nous développons en premier lieu, l'estimateur de 0, pour ensuite 

exprimer celui de a en fonction de ce dernier. Dans Naylor et Smith (1982), nous 

voyons que les intégrales de la forme f +: e-t2  f (t)dt, peuvent être approximées 
2-17n!,Fr  par la formule de type gaussien 	w z  f (4), où w z  =  2[H(t)}2 sont les poids 
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d'Hermite d'ordre m et t i  est le i-ième zéro du polynôme d'Hermite de degré m, 

noté Hm  (t) et qui satisfait la relation de récurrence suivante: Hm4.1  (t) 	2t1-1,,(t) — 

2m H rn_1 (t) , avec 1/0  = 1 et H1  = 2t. L'erreur d'approximation est donnée par 

mR5 	f (') (e), pour un certain 	alors si f(t) est en réalité un polynôme de 

degré 2m — 1, le reste sera de zéro et l'approximation sera exacte. Nous voulons 

utiliser la méthode d'intégration numérique gaussienne pour intégrer une fonction 

g(t) quelconque. 

Théorème 3.2. L'approximation par la méthode numérique gaussienne pour des 

intégrales de la forme f +o0°̀ )  g(t)dt est donnée par 
77/ 

E 	g (ri) , 	 (3.1.5) 
i= 1 

où m 2  / 
Wi et v 2o-2  et r i  -- + -V2o-2  ti . 

Démonstration 3.1. Posons h(t) telle que 

	

h(t) 	(t-)2  

	

(t)= 	 e  2ð2 

N/27ro-2  
t—p En posant r =' nous retrouvons 20-2 
roo 

	

g(t)dt = f 
	h(Lt + .V2cr2r) e-r 2  dr . 

\Fr 

En utilisant la formule de Gauss-Hermite, nous obtenons 
rn 

f g(t)dt E 	h(t.t + -V2o2ti ) 
oo 	i=1 v 7r  

t71 

E wi N/2o-2et?g(p + 	. 

En posant mi  = wi  eq-V2o-2  et ri  = p + -V2o-2 ti , nous obtenons le résultat voulu. 

El 
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Plus la fonction h(t) qui sert à approcher g(t) se comportera comme un 

polynôme, plus précise sera l'approximation. Afin d'appliquer cette méthode, nous 

devons aussi calculer la moyenne µ et la variance o-2  de la variable aléatoire T de 

loi g (t) , c'est-à-dire 

+°° t g(t) dt f) dt 

	

— 	+0.0 	 f 	g(t) dt 

2 	14-0: g(t) dt 
P2 

• 

	

= 	  
f 	g(t) dt 

Puisque ces quantités sont presque toujours inconnues, nous les estimons à l'aide 

de la méthode d'intégration gaussienne (voir théorème 3.2). Les formules itératives 

pour calculer ces quantités sont données par 

Eil=i ri, mi;  g (ri, ) 

2_,i1=1 mi; g (ri; ) 

r?;  mi; 2 	 „2 

	

Cri+ 1 = 	  
2j2i;=-1 'mi; g (rii  

t2 où mi, = 	e \i/2a.  et  ri, = 	+ .\/2a- ti,. Nous construisons une suite d'it- 

térations successives (p.i , o-D pour j = 0, 1,..., en prenant p,0  = 0 et d = 0, 01 

comme point de départ. Nous disons que la convergence est atteinte lorsque la 

différence relative entre deux itérations est plus petite qu'une certaine précision. 

Lorsque nous avons trouvé le point de convergence (ii* , cr), nous le remplaçons 

dans l'équation (3.1.5) afin de calculer l'intégrale recherchée. Puisque cette mé-

thode dépend du nombre de termes utilisés dans la série, nous débutons avec peu 

de termes tout en augmentant le nombre, jusqu'à ce que la stabilité soit atteinte. 
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Nous utilisons donc cette méthode afin de calculer les moments de v, pour la 

loi de densité g(v), qui correspond à la densité a posteriori 

7r(v y) CX (v,n. vxi  E=1 
Z-d2=-1 

Puisque v varie de 0 à l'infini, nous devons refaire un changement de variable 

afin d'appliquer la méthode. Après avoir trouvé l'estimateur de v, nous pouvons 

maintenant calculer celui de u à l'aide de l'équation (3.1.4) en posant l = 0 

et k = 1 dans cette équation. Ensuite, pour retrouver les estimateurs pseudo-

bayésiens de a et 0, nous utilisons le théorème 3.1. Nous appliquons cette méthode 

à un exemple numérique dans la section 3.1.3. 

3.1.2. Approximation analytique de Laplace 

Lorsque la fonction à intégrer est suffisamment régulière, la méthode de La-

place, qui n'est valide qu'asymptotiquement, permet d'éviter les simulations. Nous 

voulons évaluer l'espérance a posteriori 

„fe  g ( 0 ) f ( y (9)7r(0)c10 
(elY)  [9(0)1 	fe  f (y I 0)7(0)d0 

que nous pouvons écrire sous la forme 

E" (91Y)  [0)1 
fe bN(o) exp{  —nhN(0)}d°  
f ebÐ(0) exP{— nhp(0)}d0 

(3.1.6) 

où n correspond en général à la taille échantillonnale. Nous disons que l'équation 

(3.1.6) est écrite sous forme standard si hN (0) = 4(0) ce qui implique que 

bN  = gbp, et sous forme totalement exponentielle si bN (0) = bp(0) et donc hN = 

hp — (1/n) log g. Le développement de Laplace nous donne une approximation 

analytique de l'espérance a posteriori d'une fonction quelconque des paramètres. 

vEr=i 
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Théorème 3.3. Le développement de Laplace est donné par 

+co 
b(0) e-nh(c)  dO = 27ro-2 	+ -271  [a2b" 	— o-4 b' î-t,'" 

+ 	o-6  — 	+ 0(n-2 ) , 

où b, h et leurs dérivées sont évaluées en Ô, argument du maximum et 

cr2  = [h" (ê)]-1  

(3.1.7) 

• La démonstration est donnée dans Tierney, Kass et Kadane (1989). Notons 

que pour appliquer le développement de Laplace, il est nécessaire que 8 = IR 

puisque nous approximons à l'aide d'une loi normale. Si nous supposons que 

	

hN  et hi:, vérifient 'AN - hD = 0 (n-1 ) , 	, -h,(N4)  — h(14;, )  = 0 (n-1 ) (ce qui est 

automatiquement vérifié pour la forme standard), nous avons le théorème suivant. 

Théorème 3.4. L'approximation de Laplace de ET (°1Y )  [g(0)] est donnée par 

	

-6.2 yr 	-6-4hui ± 0  (n-2) , 
Eir (81Y)  [g (0)] = + 	+ 	 

nbp 	2n 	2n 

pour l'écriture sous forme standard et elle sera donnée par 

Eir(91Y) [0)1 = 6,6N  
2 N e-n(ÎLN -Îi D ) 0(n-2} 

^2 	 ) 
ar) 

pour la forme totalement exponentielle si g est positive et g(ÔD ) est uniformément 

bornée inférieurement en n. 

La densité a priori sur a et 3 est donnée par l'équation (3.1.2). Sous la perte 

quadratique, nous savons que l'estimateur de Bayes d est donné par l'espérance a 

posteriori. En faisant le même changement de variables qu'à la section précédente, 



nous retrouvons les estimateurs de Bayes de u et v. 

r 	y, + 	(E vx= )E 
„Fco vE sc,+1-1 A  

81r(Y) = 
(E +00 JO 	(E'vm 	d 

V 
f vE"',-1   

où / 	0, 1 et v = 0, xl, • • • , xn. 
Nous cherchons à approximer, à l'aide de l'approximation analytique de La- 

place, la forme suivante: 

f
+00  e-nh,(v) dv  

r°± 

	

jo 	e-nhD(v) dv  ' 

n 
E yi  k) log (E vxi) — —n i=1 i=1 

hp (V) = y log (E vxi) — —
1 (E xiyi  — 1) log v . 

Afin de simplifier la notation, nous posons 

n 

	

111 = —n 	
+ - 1 

	

Bk = —
n 	

yi + k . 
1 n 

Alors, nous pouvons écrire 

hN (V) = Bk log (E v) — A1  log v, 
i=i 

hD(v) = Bo  log E 	- Ao  log v 
n 
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où 

hN(v) = )xiyi  ± / — 1 log v , 

i=1 

i=1 
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Après avoir calculé les dérivées premières et secondes de hN  et hp, le déve-

loppement de Laplace devient 

Jkl = 

1/2 

i=1 Xz (Xi 	1) 	
(x)2)] (Er=i xi'ûxpi  )2  

E7-.1 

(Er, 	)2  
VN ) \ D 

[
L--ii=1XiYi 	— i ± 	

 V•n Xi(Xi 	1)2Ixj\I 

X e-ri(j'I N 41D)  ± 0 (n-2 ) , 

où 'tiN  est tel que 
	(Bk xi  — f1.1 )i)P = 0 et VD tel que 1:(Boxi  — 	= O. 

i=1 

Nous procédons comme à la section précédente, c'est-à-dire que nous calculons 

l'estimateur de Bayes des µ, ainsi que les estimateurs pseudo-bayésiens de ce et 0 et 

les pertes a posteriori correspondantes. Nous retrouvons les estimations suivantes: 

TL 

1 
2 i

) Yi) (E7i1=1 Yi + 	J20 — (J10 Yi)2] 

i 
i=1 

61j,(y) = log (J1 
[(EL 

[J10 (EL Yi)? i=1 

611,  (y) = log (Jin) 
1 J02  — (Joi)2] 

[(J01)?  
[ 

2  

Pe7r,( 57ar  y) = 
(EL Yi) (EL Yi + 1) J20 — (J10 E=1 Yi) 

[J10 (ET:=1 Yi)]2  

2 
et 

p(ir, 617 I Y) 
JO2 — (J01)2  

P01)12  • 

Dans la section suivante, nous appliquons les notions vues dans les sections 

3.1.1 et 3.1.2 à un exemple. 



3.1.3. Exemple numérique 

Afin de comparer les résultats des chapitres précédents avec ceux du présent 

chapitre, nous donnons les estimateurs pseudo-bayésiens de a et )3 obtenus par la 

méthode de Naylor-Smith et l'approximation de Laplace pour le même exemple. 

Nous retrouvons ces estimateurs dans le tableau 3.1.1, ainsi que les pertes a pos-

teriori correspondantes. Nous comparons les estimateurs bayésiens 61,7r, = E [uv] 

aux estimateurs pseudo-bayésiens j =e 	où & = 6Ir et ß = 87,j dans le 

tableau 3.1.2 pour les deux méthodes. 

TABLEAU 3.1.1. Estimateurs pseudo-bayésiens de a et ainsi que des pertes a pos-

teriori correspondantes 

87,r, (57j P', P73 

Méthode 

de 

Naylor-Smith 

4,247 -0,206 1,910 x10-2  1,702 x10-3  

Approximation 

de 

Laplace 

4,247 -0,206 1,910 x10-2  1,701 x10-3  

54 
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TABLEAU 3.1.2. Ensembles de triplets, nés en Norvège, ainsi que les estimations des pi 

Période 1911-15 1916-20 1921-25 1926-30 1931-35 1936-40 

Séries de 

nombre xi 

des ensembles 

1 2 3 4 5 6 

Ensembles 

de 

triplets yi  

52 52 40 30 24 20 

fti par la 

méthode de 56,884 46,318 37,715 30,710 25,006 20,361 

Naylor-Smith 

(5m7r, par la 

méthode de 57,194 46,459 37,803 30,812 25,157 20,574 

Naylor-Smith 

rti par 

l'approximation de 56,884 46,318 37,715 30,710 25,006 20,361 

Laplace 

(5 	par 

l'approximation de 57,195 46,460 37,804 30,812 25,157 20,574 

Laplace 

3.2. LOIS CONJUGUÉES 

L'utilisation de lois conjuguées est attrayante puisqu'elle permet de manipuler 

explicitement les lois a posteriori. Raiffa et Schlaifer (1961) justifient l'utilisation 

des lois conjuguées par un "principe d'invariance". Ce principe dit que la modi-

fication apportée par les observations doit rester de dimension finie, c'est-à-dire 
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que lorsque l'observation de x r..  f (x 0) vient modifier (0) en 7r(0 I  x), l'infor-

mation apportée par x sur 0 est limitée, donc ne doit pas conduire à une remise 

en cause de la forme de 71- (0) mais seulement de ses paramètres (Robert, 1992, 

section 3.2). Dans cette dernière section, nous déterminons une famille de lois 

a priori conjuguées, pour ensuite trouver les estimateurs de Bayes sous la fonc-

tion de perte quadratique. De plus, nous retrouvons la cote de Bayes associée au 

test fait sur le paramètre 0, ainsi que le comportement de celle-ci en présence de 

valeurs aberrantes. 

3.2.1. Détermination de la loi a priori conjuguée 

Une famille de lois conjuguées est déterminée uniquement par la fonction 

de vraisemblance. Nous avons, pour le modèle log-linéaire simple, la fonction de 

vraisemblance suivante: 

f (y I ce, e ,x )  cc  

Donc, la loi a priori conjuguée sera de la forme 

7r (a,  e) oc eaneboe_ce.eda e_fec,  
• 

Posons u = e et v = ee. Nous avons déjà vu que le jacobien de la transformation 

inverse est donné par 1/(uv). Nous cherchons à intégrer 

Lkl = 	
k+a-1V 1+b-1 e-(cvd+f )ududv . 

Nous intégrons premièrement par rapport à u et nous retrouvons 

f +00 vt+b-ir(k ± a) 

Jo ( cvd f)k+a, 

r(k  +  a) 
f k+a I 

f +" 	v(l+b)-1 

( 	i)k+a 
dv . 

J 0 	 f 

dv Lki = 



Or, si p> 0 et 0 < p <Up, nous avons 

fo 
+o. x

4-1(1+ OxP)-udx = -1 —1 Be ( il ,U - 
P OWP 	 P 

(Gradshteyn et Ryzhik, 1980, section 3.251). Nous obtenons donc, 
1+b 

1 
Lk1 	d fk-La 

( f ) d F  /  + b 
 ) 

r  (k  ± a 	+d  b)) 
=  	 (3.2.1) 

d  

si d> 0 et 0 < / + b < d(k + a). 
Nous pouvons maintenant calculer les moments a priori de u et v. Ces derniers 

f 

Var(u)= 	 où d> 0, 0 ( b < ad, 

E [v] = a - 

bld 

(f)1/d F  (bqc-i i) r  (a  _ b+2.) 

c 	( i ) r (a - bld) 

f2 

Var(v)= 	
(f Ic)2Id 	tr b+2  F a  b+ 2d   

F ( 12à ) F (a - bld) 	d 

où d> 0, f> 0, 0 < b < ad - 1. 

Nous cherchons une densité a priori sur u et v qui soit la plus vague possible. 

Pour ce faire, nous cherchons à rendre les variances très grandes. En posant k = 0 

et l = 0 dans l'équation (3.2.1), nous retrouvons la constante de normalisation 

C = -1 .f iv-aF(N)F(m1d), où N = bld, c = 1 et a = N + mld. Pour faciliter 

notre problème, c'est-à-dire maximiser la variance a priori de u et v, nous fixons 

quelques inconnues, de sorte à obtenir ce que nous cherchons. Nous posons 

N=b1d=1 =b=d, 

a=N+m1d=b1d+5=6±1. 
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sont donnés par 

a - bld 
E [u] = 

[F (c.-/1 )F (a ber  
F (à) F (a - b/d) J 



Alors, nous pouvons réécrire les variances de u et v comme suit: 

a — b/d a — N m 	_ _ f2 Var (u) = 	 

	

f2 	f2 	df2 

	

f2/d 	 [r(1/d) F(6 — 1/d)12  
Var(v) = 

d 
F(6) 2 r(2/d) F(6 2/d) dr(6) 

où d < 6/2. Plus d s'approche de 6/2, plus la loi a priori sera vague. Nous prenons 

donc d = 6/2 et nous obtenons la loi a priori suivante: 

8 a  

7r (a, e )  o e(6±1)a el)3 	ec  (3.2.2) 

et la loi a posteriori est donnée par 

7r(a,ß y) oc e(81-1+EY0a e  C-+Exy )O e—ea (e-213-Ff+Eêx z) 
2  

Il nous reste deux inconnues à fixer, soient 6 et f. Nous remarquons que pour 

retrouver la densité a posteriori donnée par l'équation (3.1.3), nous n'avons qu'à 

substituer 

E yi  par  

E xiyi  par E xi yi 

et Evx par f + Evx,  
i=o 

dans l'équations précédente, où xo  =- 6/2 et yo  = 1. Tout d'abord, nous détermi-

nons 6 en ajustant la droite de régression du logarithme des observations et nous 

cherchons la valeur de xo  pour laquelle yo  = 1. Nous choisissons 6 égale à 2 Xo. 
,5)1M-4/6)  Selon les propriétés de la loi gamma, si r(4/ 	< 0, nous choisissons d + 1, 6F(b) 

de façon à ce que la variance de v soit positive. Pour fixer la valeur de f, nous 

58 



59 

posons l'espérance a priori de u égale à l'estimateur des moindres carrés. Nous 

obtenons alors l'équation suivante. 

Nous pouvons maintenant trouver les estimateurs de Bayes et faire toute l'étude 

que nous avons vue dans la section précédente. 

3.2.2. Forme des estimateurs de Bayes par l'approximation analy-

tique de Laplace 

Pour calculer les estimateurs de Bayes ainsi que leurs pertes a posteriori 

correspondantes, nous n'avons qu'à faire les mêmes substitutions qu'à la section 

précédente dans les équations de la section 3.1.2. Les estimateurs de u et v ont 

la forme suivante: 

de (y) = 

r ( + n_0  i) 

f°'  (f+Er  0  v.i)=0 yi±k dv 

E=o sivil 
f+' o 	(f+Er=0 v.i )5+=0 Yi 

dv 

F ( 6  ±Ein-01+ k 

où l =- 0, 1 et v = 0, xl, 	, xn . Afin de simplifier la notation, nous posons 

(Yi+6+k) 
i=no 

-xi EN  = EVN 
i=0 

-xi FN = Exi , 
i=0 

GN  = Exi(xi - 1) 
i=0 

ED = E f)xi  D 
i=0 

FD 
ti=0 

GD = 	xi(xi - 	. 
i=0 

xi  



Nous obtenons alors, 

Jkt = 

 e f+F2ED)] 

1/2 

[Act + f11-3—t (GD 

,D 

( 

FX, 	)1 4- f+EA, [A, 	(G —AT f+EN 

x e-nuLN- f'D) + o(n-2). 	 (3.2.3) 

L'estimateur de Bayes des µ, est donné par 6p1r, = nBoJ11 , où Jix, est donnée par 

l'équation (3.2.3), et nous retrouvons les estimateurs pseudo-bayésiens de a et ,3, 

ainsi que leurs pertes a posteriori, dans les deux théorèmes suivants. 

g(y) = log (nDJ10) 2 [nBoJio]2 

où p(n 	y) = (nB0)(nBo  + 1)J20  — (nB0J10)2, Jio et J20 sont données par 

l'équation (3.2.3) et où 

VN satisfait E ( B1xi — A0) J = Aof ,  , 
i=0 

VD satisfait E(BoXi — A0) f)D = AOf ,  
i=0 

hiv = B1  log ( f + E f)p — Ao log 1)  N, 
i=0 

'AD = Bo  log (f + E ,-)-E ) — Ao  log D  . 
i=0 

n 

Théorème 3.6. L'estimateur pseudo-bayésien pour e est donné par 

1  P(7 , 6,7 y)  67/3(y) = log (J01) 	2  
[Jod2 
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Théorème 3.5. L'estimateur pseudo-bayésien pour a est donné par 

1  P( 7  r, 67, y)  
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où p(7r,(57,„'j y) = J02 (J01)2 7 Jin et J02 sont données par l'équation (3.2.3) et où 

'17) N satisfait 	(Box — A].) í = Aif ,  

f,  D satisfait 	(Box — A0) J = Aof ,  
i=0 

i=0 

ît D = Bo log (f E,D ) _ Ao  log f)D • 

3.2.3. Test sur [3 

Comme pour le modèle approximé par la distribution normale, nous voulons 

savoir s'il y a une tendance apparente. Puisque pour utiliser la cote de Bayes, 

donnée par l'équation (2.2.2), nous avons besoin d'une loi a priori qui soit propre, 

nous prenons la loi a priori conjuguée que nous avons trouvée dans la section 3.2.1. 

Avec cette densité, nous pouvons faire le test sur e pour le modèle simple. Encore 

une fois, nous voulons tester les hypothèses suivantes: 

Ho  e = 0 vs H1 : 3 O. 

Nous avons comme loi a priori, la loi conjuguée donnée par l'équation (3.2.2). 

Afin de calculer la cote de Bayes, nous nous référons au théorème 2.6, ainsi qu'aux 

mêmes variables qu'à la section précédente et nous obtenons le résultat suivant: 

Théorème 3.7. 

1 
' B(  y) = 1-0  (f n l)nBo  

î/N = Bo log (f ) — Ai  log f)N , 

i=0 



où 

Iß = N/27 .6-2  e-nil {1 + 1  [ 5 (e)2â6  — 	+ 0(n-2 ) , 	(3.2.4) 
2n 172- 	4 

où â2 	[Î(0)] -1  , i , îi"' et h( 4 ) sont évaluées en [3-  «, où 0 est la valeur de 0 

qui maximise h(0), c'est-à-dire que 13-  est tel que Er_o  (xi y. — 2.) e 	= 2 f, 

Bo  = E7+01  yi  et où g* 71i En' yi  et 2'. = Erii 0  xi yi . 

Démonstration 3.2. En posant u = e', nous retrouvons 

/0  = 	f (y a, 0) go(a, 0) da 

Do u(S-1-1±Er_i  yi)-1 e-u(f+n+1) 

11 ! 
	du 

F(nBo) 
yi  ! ( f + n, + 1)nD  

et 

= 
	

a, 0) gi(a, 0) da d0 
oc -00 
" (l+E7--ixivi)0 CC 	 5 

U(64-1+-1 	e-1.1(e°1-f-Fri4=1 ef3xi)  du d0 Í e 

oc 
F(nB0 ) 
Ilyi! 

où go (a, 0) 11:Telfeo(a, 0) , gi(ce, 0) = 7̀7,(( $1) I[ei (ce, 	, e0 = IR x {0} et 

61  = IR x (IFt\{0}). 

Afin de faciliter la notation, nous posons yri+i = Ô. Nous obtenons alors, 

oc 	Er=o  xi  yi 
= 	-ce (f Ein eozi)Er=1-01. yi d0 

=  L
co 
coe—nh(i3) dß, 
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E7_0  xi  e'  4 
} 

+ E12-0 efixz 

y*x 4 • 

—6 

(3.2.8) 

avec 

h(0) =1og (f + 	e0-i) _ 0,*  . 
i=0 

(3.2.5) 
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Nous utilisons l'approximation analytique de Laplace pour calculer I et nous 

retrouvons l'équation (3.2.4). Après quelques calculs, nous retrouvons les dérivées 

deuxième, troisième et quatrième suivantes: 

E7-0 	 Ein  0 xi  Cax' 2  h" (e) , 
f + E7—o e@si 	

f Ei_oeß )  

(3.2.6) — Y*K2 

E7 0  4 êxi  
3 (ELox e@xj) (Er—o xi efixi)  h(ß) = 9* 

f + Ein—o e@xi (f + Ein—o eßxj)2  

+ 2 ( 	 
3  } 

— y*K3 	 (3.2.7) 

(E7_0  êxi) (Er_o  xi êxi ) E7  0  xl eOxi  
et ho) ( e ) 	9* { 	712 	4 

f + 	eexi 	(f zin 0 eß)2 

	

Ein  0  Xî eex 	
+ 12 

	

i 	2 	 X,? 
— 3 

	

	
êxi ) (E7_0  Xi êxi )

2 

f + EriLo caxi  (f + Er—o eß)3  

À noter que nous pouvons écrire -g*  = 	+ 9, 2*  = ± 2 et 

Ein-0 xiêxi  = 	Er:_i  xi êxi . D 



3.2.4. Valeur aberrante 

Nous voulons voir comment se comporte la cote de Bayes lorsqu'une des 

observations est très grande. Nous supposons que y/ 	+co et que xi-y' >> x2 yi, 

Vi 	I. Alors, 

	

1 	 _ 	_ 	1 

	

Y = —n 	Yi = 	
(n — 1) 

—n + 	Y(n) OU Y(n) =  	Yi n — 1 

et 

1 	 (n — 1) _ 	, 	1 
z 	— 	xi yi  = 	 	Z(n)  011 

Z(n)  = 	E x,y,  
n 	 n — 1  i4/ 

Dans la section précédente, nous avons vu que la cote de Bayes dépend de la 

fonction h(0), donnée par l'équation (3.2.4) et de ses dérivées. Regardons ce qui 

se passe avec la première dérivée, lorsque y/  —› +oo. 

Lemme 3.1. 

hi (f3) = O-<==>(xY - 2)e5xi  — zf = 0 
i=o 

X/f     E e-5x [ (x, 
(n + 1)eOxi i.o 

1 +— ((6 + 1) x, — 6/2 + (n— 1)(xi 9.(n) 
yi 

Z(n)) 

(6/2  (n — 1)2(n))f  )] 
(n + 1)eijxi 

Nous remarquons que le dernier terme placé entre parenthèses est un 0(y71). 

Donc, w(e) ne dépend donc pas des y, si yi I << Y/ j et la solution de W(0) = 0 

ne dépend pas de y/. Regardons maintenant pour les dérivées deuxième, troisième 

et quatrième. 
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h(0) = log (f + 
i=o 

0  ( 	xi yI  ± (n — 1) 2,n) ) 
2n 	 n n 	 ( 

) rd +1 ± 	(n — 1) _ 
[ n 	n 	n 	Y(n) 

Lemme 3.2. 

h (13) = Y* K2 

= 1+ 	
 

n 

le(0)= K3 

= (1  + 6  ± 1 ± 	 ) ,3  
Yr 

h(4) (0)= P-* K4 

= (1 + 1)Y(n))  YI K4  
yI 	 n 

où les constantes K2, K3 et K4 sont données dans les équations (3.2.6), (3.2.7) 

et (3.2.8). 

Alors, 

cx N/27----u2e—nî' si y, 	+00. 	 (3.2.9) 

Nous pouvons écrire l'équation (3.2.5) de la façon suivante. 
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= [log (f + EeSsi) — 
i=o 

n — 1 [( 
n 4 

f 
± 

+ 1 
log + Y(n)) 	(f + En eeri 2(n — 1) — 1 	 i=0 



/0  oc 	 
YIK2 
27rn 	—n[log(f-FE e3xi)—Px/]-Y.7. 
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Nous remplaçons le premier terme de l'équation précédente dans l'équation (3.2.9) 

et nous obtenons, 

cte e0x/ 	) 
 	 f + E es., 

La cote de Bayes devient donc, 

1 
Be  (Y)  1/3  (f + n + 1)nB° 

( 	f + E eßxj  

Si le terme à l'intérieur de la parenthèse est plus petit que un, alors la cote tendera 

vers zéro pour de grandes valeurs de yi.  Sinon, elle tendera vers l'infini. 

3.2.5. Exemple numérique 

Reprenons, pour la dernière fois, notre même exemple sur les triplets. Nous 

avons vu dans la section 3.1.3 que la méthode de Naylor-Smith et l'approximation 

de Laplace donnaient des résultats similaires. Pour trouver les estimateurs avec la 

loi a priori conjuguée, nous utilisons seulement l'approximation de Laplace. Pre-

mièrement, nous calculons ô et f et nous trouvons 40,439 et 0,568 comme valeurs. 

Les estimateurs pseudo-bayésiens de a et 0 sont 4,261 et —0,210 respectivements. 

Les pertes a posteriori correspondantes sont de 9,100 x 10-3  et 8,172 x 10-4. Les 

estimateurs bayésiens ÔpIri  et pseudo-bayésiens 	des pi  sont donnés dans le ta- 

bleau 3.2.1. Concernant le test sur le paramètre 0, nous obtenons une cote de 

Bayes de 2,330 x 10-22  et nous rejetons donc l'hypothèse nulle et concervons ce 

paramètre dans le modèle. Le comportement de la cote de Bayes en présence 

d'une valeur aberrante est sensiblement le même que celui de l'approximation 

que nous retrouvons dans l'équation (3.2.10). 

(3.2.10) 
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TABLEAU 3.2.1. Ensembles de triplets, nés en Norvège, ainsi que les estimations des pi 

Période 1911-15 1916-20 1921-25 1926-30 1931-35 1936-40 

Séries de 

nombre xi 

des ensembles 

1 2 3 4 5 6 

Ensembles 

de 

triplets yi  

52 52 40 30 24 20 

iii  par 

l'approximation de 

Laplace 

57,441 46,557 37,736 30,586 24,791 20,094 

6 	par 

l'approximation de 

Laplace 

57,607 46,653 37,813 30,673 24,901 20,232 

Dans ce chapitre, nous avons étudié le modèle de régression poissonienne en 

considérant la distribution exacte des données. Nous avons introduit deux mé-

thodes numériques afin de calculer les estimateurs bayésiens et pseudo-bayésiens 

de a et 0, pour se rendre compte que les résultats sont similaires. Finalement, 

nous avons développé une loi conjuguée comme loi a priori afin de détecter si le 

modèle avait une tendance. Nous arrivons aux mêmes conclusions qu'avec l'ap-

proximation normale et les méthodes classiques. Dans le prochain chapitre, nous 

faisons l'analyse d'un exemple à l'aide de toutes les méthodes vues dans ce mé-

moire. 



Chapitre 4 

EXEMPLE NUMÉRIQUE 

Dans ce dernier chapitre, nous illustrons toutes les méthodes présentées dans 

les chapitres précédents, à l'aide d'un exemple pratique. Pour ce faire, nous uti-

lisons le jeu de données que Barbour et Brown (1974) ont déjà considéré, sur les 

diverses espèces de poissons provenant de 70 lacs de différentes parties du monde. 

Stein et Juritz (1988) ont appliqué le modèle de régression de Poisson avec la dis-

tribution gaussienne inverse à ce jeu de données. Notons que jusqu'à maintenant, 

nous avons étudié un exemple qui comportait seulement 6 observations, tandis 

que celui-ci en comporte 70. 
La variable réponse Y est le nombre d'espèces de poissons et la variable 

explicative x est le log de l'aire du lac. Pour cet exemple, nous avons le même 

modèle que celui que nous avons étudié jusqu'à maintenant, c'est-à-dire 

E[Yi xi] = = exp(a + ,3x2 ) . 

Pour avoir une petite idée du jeu de données, nous retrouvons une représentation 

graphique de ce dernier dans la figure 4.0.1. 
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FIGURE 4.0.1. Graphique des observations par rapport à la covariable 

4.1. ANALYSE À L'AIDE DES MÉTHODES CLASSIQUES 

Dans cette section, nous présentons les résultats obtenus à l'aide des méthodes 

classiques vues au premier chapitre. Nous retrouvons les estimateurs du maximum 

de vraisemblance, pour le modèle standard et le modèle généralisé, dans le tableau 

4.1.1. En ce qui concerne le test classique sur le paramètre 0 du modèle standard, 

la statistique du khi-deux nous suggère de conserver ce paramètre, la valeur de 

la statistique étant très grande, c'est-à-dire de 1110,47. La valeur de l'estimateur 

de 0 étant de 5,50, nous nous doutons que les données soient surdispersées. Nous 

nous en assurons en testant l'hypothèse Ho  : ç5 = 1 contre H1  : ç5 1. La valeur 

de la statistique du khi-deux pour ce test est de 1263,95, ce qui est très significatif, 

la valeur-p étant très près de 0. Nous croyons donc que le modèle le plus approprié 

est le modèle généralisé de régression de Poisson. Nous rejetons l'hypothèse que 
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le paramètre /3 soit égale à zéro pour le modèle généralisé puisque la valeur-p est 

de 2,25 x 10'. Finalement, nous étudions le comportement des estimateurs pour 

les deux modèles, en présence d'une valeur aberrante que nous avons placée sur 

la plus grande observation, c'est-à-dire la 16-ième. Nous retrouvons les résultats 

dans les tableaux 4.1.2 et 4.1.3. Nous voyons, par les figures 4.1.1 et 4.1.2, que les 

estimateurs du modèle standard a et ß  varient plus drastiquement en fonction 

de K que les estimateurs iX (K)  et -ßK),  mais les deux séries d'estimateurs ont le 

même comportement. Pour le modèle généralisé, l'estimateur de a augmente avec 

K tandis que celui de )3 diminue lorsque K augmente. Nous remarquons que la 

relation entre K et ç5 pour le modèle généralisé est à peu près linéaire. 

TABLEAU 4.1.1. Valeurs des estimateurs de a et ß  pour le modèle standard et le 

modèle généralisé des espèces de poissons 

a 
Modèle standard 2,140 0,205 - 

Modèle généralisé 3,014 0,099 5,498 
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TABLEAU 4.1.2. Valeurs des estimateurs du modèle ordinaire pour différents K des 

espèces de poissons 

K a(K) = (Eio + log K 	 ) 5-(K . )  = (;i3' 0  + log K ,6'.) â -5 
1 2,339 0,144 2,140 0,205 

2 2,316 0,150 2,082 0,221 

3 2,302 0,154 2,033 0,235 

4 2,293 0,156 1,990 0,248 

5 2,285 0,158 1,954 0,259 

6 2,279 0,160 1,923 0,270 

7 2,274 0,162 1,896 0,278 

8 2,269 0,163 1,873 0,287 

9 2,266 0,164 1,853 0,294 

10 2,262 0,165 1,836 0,301 

15 2,248 0,169 1,783 0,330 

20 2,239 0,171 1,766 0,350 

30 2,225 0,175 1,784 0,377 
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FIGURE 4.1.1. Graphique de a et de Ei(K) en fonction de K pour le modèle ordinaire 

des espèces de poissons 
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TABLEAU 4.L3. Valeurs des estimateurs du modèle général pour différents K des 

espèces de poissons 

K a 
1 3,014 0,099 5,498 

2 3,136 0,094 6,327 

3 3,244 0,089 7,134 

4 3,339 0,086 7,921 

5 3,424 0,083 8,692 

6 3,502 0,081 9,456 

7 3,576 0,079 10,220 

8 3,641 0,077 10,985 

9 3,699 0,076 11,758 

10 3,758 0,075 12,443 

15 4,003 0,071 16,111 

20 4,198 0,069 19,742 

30 4,499 0,066 26,958 

0.35 - 

O 
	 10 	15 	20 	25 	30 

FIGURE 4.1.2. Graphique de T3 et de -,à(K)  en fonction de K pour le modèle ordinaire 

des espèces de poissons 
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FIGURE 4.1.3. Graphique de & en fonction de K pour le modèle généralisé des espèces 

de poissons 
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FIGURE 4.1.4. Graphique de 73 en fonction de K pour le modèle généralisé des espèces 

de poissons 
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FIGURE 4.1.5. Graphique de enen fonction de K pour le modèle généralisé des espèces 

de poissons 
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4.2. ANALYSE À L'AIDE DES MÉTHODES BAYÉSIENNES AVEC L'AP-

PROXIMATION NORMALE 

Dans le deuxième chapitre, nous avons étudié le modèle de régression pois-

sonienne à l'aide de méthodes bayésiennes, en approchant la densité a posteriori 

par la loi normale. Nous appliquons maintenant ces notions à notre exemple 

de 70 observations. Les estimateurs de Bayes pour a et 	sont E[a] = 2,302 

et EP] = 0,217. Leurs variances sont respectivement de 3,145 x 10-3  et de 

3,722 x 10. Le test concernant le paramètre /3 nous donne une cote de Bayes de 

3,47 x 10-276 , ce qui est très significatif. Nous conservons donc ce paramètre dans 

le modèle, tout comme nous l'avons fait avec la méthode classique. Nous intro-

duisons une valeur aberrante sur la même donnée que dans la section précédente 

et nous étudions le comportement des estimateurs de Bayes avec l'approximation 

normale et des estimateurs de Bayes hiérarchiques de a et e. Nous retrouvons 

les valeurs de ces derniers pour différents K dans le tableau 4.2.1. Par la figure 

4.2.1, nous remarquons que les erreurs absolues entres les estimateurs de Bayes 

par l'approximation normale et les estimateurs de Bayes hiérarchiques sont très 

petites et ont un comportement similaire en fonction de K. 



0.033 

• 
0.002 • 

0.1;01 

• 
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	.......... 

TABLEAU 4.2.1. Valeurs des estimateurs de Bayes avec l'approximation normale et 

des estimateurs de Bayes hiérarchiques pour différents K des espèces de poissons 

K &N ;j.iv &H -,à11 

1 2,302 0,217 2,301 0,217 

2 2,214 0,248 2,213 0,248 

3 2,124 0,279 2,123 0,279 

4 2,037 0,309 2,037 0,309 

5 1,957 0,338 1,956 0,338 

6 1,882 0,364 1,881 0,364 

7 1,813 0,388 1,812 0,388 

8 1,748 0,411 1,747 0,411 

9 1,689 0,431 1,688 0,431 

10 1,633 0,451 1,632 0,451 

15 1,405 0,531 1,403 0,531 

20 1,234 0,590 1,232 0,591 

30 0,990 0,676 0,986 0,676 

o 
	 10 

	 15 
	 2.0 
	

25 
	

30 
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FIGURE 4.2.1. Graphique des erreurs absolues des estimateurs de a et 0 en fonction 

de K pour le modèle ordinaire des espèces de poissons 
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4.3. ANALYSE À L'AIDE DES MÉTHODES BAYÉSIENNES AVEC LA 

DISTRIBUTION EXACTE 

Dans le chapitre 3, nous avons présenté deux méthodes d'approximation pour 

le calcul des intégrales, afin d'estimer les paramètres. Dans l'exemple numérique 

de la section 3.1.3, nous avons remarqué que les deux méthodes apportaient des 

résultats similaires. De plus, les estimateurs du modèle avec ou sans la loi conju-

guée sont pratiquement les mêmes. Pour ces raisons, nous appliquons seulement 

les notions vues dans la section 3.2 à notre jeu de données. Nous considérons 

donc la loi conjuguée et utilisons l'approximation analytique de Laplace pour le 

calcul des estimateurs bayésiens et pseudo-bayésiens. Nous retrouvons -32,586 

et -3,142 comme valeurs de et f. Les estimateurs pseudo-bayésiens de a et 

e, ainsi que les pertes a posteriori, sont donnés dans le tableau 4.3.1. En ce qui 

concerne les estimateurs bayésiens des ,ui , nous retrouvons un tableau synthèse 

dans la prochaine section. Encore une fois, nous conservons le paramètre ,8 dans 

notre modèle, avec une cote de Bayes de 8,377 X 10-234. Nous arrivons aux mêmes 

conclusions qu'au chapitre 3 pour ce qui est du comportement de la cote de Bayes 

en présence d'une valeur aberrante. 

TABLEAU 4.3.1. Estimateurs pseudo-bayésiens de a et ß  ainsi que des pertes a pos-

teriori correspondantes des espèces de poissons 

(57,r, 67,4 d d 
Approximation 

de 

Laplace 

2,12 0,21 4,00 x10-3  4,75 x10-5  



4.4. ANALYSE DES RÉSULTATS 

Afin de bien voir les différences entre les méthodes que nous avons vues, nous 

retrouvons les observations, les valeurs de la covariable ainsi que les estimateurs 

des t dans les tableaux 4.4.1, 4.4.2 et 4.4.3. Les rte  correspondent aux esti-

mateurs classiques du modèle standard, les "fige, correspondent aux estimateurs 

classiques du modèle généralisé, les Tin„,, correspondent aux estimateurs bayé-

siens de l'approximation normale, les iips .B et -riB correspondent aux estimateurs 

pseudo-bayésiens et bayésiens avec la loi conjuguée. Nous nous doutons que les 

estimateurs classiques du modèle standard et les estimateurs pseudo-bayésiens 

seront semblables, puisque les estimations de a et ne diffèrent pas beaucoup 

les unes des autres. Nous ne pouvons nous prononcer en ce qui concerne les es-

timateurs de Bayes, étant donné que nous ne pouvons obtenir les estimations de 

a et )3. Par contre, en se basant sur les résultats de la section 3.1.3, nous nous 

attendons à ce qu'ils soient similaires aux estimateurs pseudo-bayésiens. Puisque 

notre étude est axée sur les méthodes bayésiennes, nous retrouvons les graphiques 

comparant les estimateurs de Bayes des t aux autres estimateurs dans les figures 

4.4.1, 4.4.2, 4.4.3 et 4.4.4. Nous remarquons que les estimateurs classiques du mo-

dèle généralisé sont en moyenne, inférieurs aux estimateurs bayésiens, tandis que 

ceux avec l'approximation normale sont supérieurs. 

Dans ce dernier chapitre, nous avons appliqué toutes les notions étudiées dans 

ce mémoire à un exemple numérique comportant 70 observations sur les diverses 

espèces de poissons qui se retrouvent dans différents lacs. D'une méthode à l'autre, 

nous nous rendons compte que les résultats sont similaires, mis à part le modèle 

généralisé, puisque celui-ci considère la notion de surdispersion. 
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TABLEAU 4.4.1. Estimateurs des p, pour toutes les méthodes avec les observations 

correspondantes ainsi que les valeurs de la covariable pour les espèces de poissons 

Xi  Yi -rie rtgen ilnorm iips.B Ti:13 

1,609 10 11,823 23,884 14,166 11,658 11,674 

3,714 37 18,214 29,422 22,362 18,023 18,037 

5,142 60 24,421 33,896 30,484 24,223 24,235 

10,155 113 68,378 55,712 90,465 68,390 68,405 

10,995 99 81,258 60,551 108,560 81,386 81,410 

0,000 13 8,495 20,362 9,990 8,354 8,371 

3,784 30 18,480 29,629 22,707 18,288 18,302 

10,968 114 80,811 60,390 107,929 80,935 80,958 

9,877 112 64,583 54,198 85,170 64,565 64,578 

2,303 17 13,632 25,582 16,465 13,457 13,473 

4,443 10 21,155 31,627 26,194 20,959 20,972 

0,000 14 8,495 20,362 9,990 8,354 8,371 

5,159 39 24,509 33,955 30,600 24,310 24,322 

1,099 14 10,645 22,705 12,679 10,488 10,505 

3,989 14 19,273 30,237 23,739 19,080 19,094 

11,320 67 86,852 62,528 116,471 87,036 87,065 

3,584 36 17,733 29,046 21,740 17,544 17,558 

0,000 30 8,495 20,362 9,990 8,354 8,371 

1,609 19 11,823 23,884 14,166 11,658 11,674 

8,584 46 49,523 47,679 64,337 49,402 49,411 
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TABLEAU 4.4.2. Estimateurs des ji pour toutes les méthodes avec les observations 

correspondantes ainsi que les valeurs de la covaxiable pour les espèces de poissons 

(suite) 

Xi  yi ris t ilgen îjnorrn rips.B 'ria 
7,636 68 40,763 43,404 52,377 40,600 40,608 

9,770 93 63,179 53,626 83,215 63,150 63,162 

6,512 13 32,357 38,826 41,037 32,167 32,177 

7,673 53 41,074 43,563 52,799 40,912 40,920 

7,771 17 41,904 43,986 53,927 41,745 41,753 

10,257 245 69,830 56,280 92,496 69,854 69,870 

8,392 88 47,610 46,782 61,714 47,479 47,488 

3,367 24 16,963 28,430 20,743 16,776 16,790 

9,112 37 55,196 50,241 72,147 55,110 55,120 

8,102 22 44,857 45,456 57,950 44,712 44,720 

8,196 18 45,728 45,880 59,139 45,587 45,595 

10,401 214 71,922 57,087 95,426 71,964 71,981 

11,149 177 83,861 61,480 112,237 84,015 84,041 

11,074 17 82,589 61,028 110,439 82,730 82,755 

10,358 50 71,285 56,843 94,534 71,322 71,339 

9,826 5 63,904 53,922 84,224 63,881 63,893 

7,026 22 35,958 40,855 45,877 35,778 35,786 

12,956 156 121,554 73,541 166,131 122,143 122,215 

12,985 74 122,283 73,754 167,183 122,881 122,955 

5,106 13 24,243 33,776 30,249 24,044 24,056 

8,733 11 51,063 48,390 66,453 50,952 50,961 

9,820 48 63,833 53,893 84,125 63,809 63,822 

3,178 14 16,317 27,901 19,909 16,131 16,146 

9,244 28 56,708 50,901 74,237 56,632 56,642 

0,693 17 9,795 21,810 11,612 9,644 9,660 
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TABLEAU 4.4.3. Estimateurs des pi pour toutes les méthodes avec les observations 

correspondantes ainsi que les valeurs de la covaxiable pour les espèces de poissons 

(suite et fin) 

Xi Yi rie rtgen iinorm iips.B -TIR 

10,545 17 74,085 57,910 98,461 74,146 74,165 

5,398 21 25,742 34,769 32,229 25,544 25,555 

8,445 13 48,124 47,025 62,419 47,996 48,005 

5,442 14 25,977 34,922 32,540 25,779 25,790 

8,875 21 52,576 49,076 68,535 52,474 52,483 

6,423 24 31,774 38,487 40,257 31,583 31,593 

10,347 12 71,123 56,781 94,307 71,158 71,175 

10,211 26 69,166 56,021 91,567 69,185 69,200 

6,006 13 29,167 36,929 36,775 28,971 28,982 

5,989 19 29,063 36,866 36,637 28,867 28,878 

7,262 19 37,747 41,823 48,291 37,572 37,581 

4,094 22 19,695 30,554 24,288 19,500 19,514 

4,263 15 20,388 31,068 25,191 20,192 20,206 

2,708 9 14,815 26,632 17,979 14,635 14,651 

4,585 23 21,783 32,077 27,016 21,586 21,599 

6,528 48 32,465 38,889 41,182 32,275 32,285 

5,357 21 25,523 34,626 31,940 25,325 25,336 

6,516 46 32,387 38,843 41,077 32,197 32,206 

6,985 14 35,658 40,690 45,472 35,476 35,485 

4,710 7 22,347 32,475 27,756 22,150 22,162 

2,079 5 13,021 25,023 15,686 12,850 12,865 

9,020 40 54,157 49,783 70,713 54,064 54,074 

9,112 18 55,196 50,241 72,147 55,110 55,120 

5,878 20 28,407 36,462 35,763 28,210 28,221 

5,849 17 28,241 36,359 35,543 28,045 28,055 
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CONCLUSION 

Tout au long de ce mémoire, nous avons été en mesure de nous familiariser 

avec un type de régression peu connu qui est la régression poissonienne. 

Après avoir introduit le modèle ordinaire de régression de Poisson au premier 

chapitre, nous avons présenté un modèle moins populaire qui prend en considéra-

tion le niveau de dispersion des données. C'est le modèle généralisé de régression 

poissonienne qui utilise la distribution généralisée de Poisson. Pour chacun de ces 

modèles, nous avons calculé les estimateurs classiques du maximum de vraisem-

blance à l'aide de la méthode de Newton-Raphson. De plus, nous avons donné 

les statistiques concernant les tests détectant lequel des deux modèles est le plus 

approprié et s'il y a une tendance apparente pour chacun d'eux. Aussi, nous avons 

étudié le comportement des estimateurs en présence d'une valeur aberrante. Fi-

nalement, nous avons illustré toutes ces notions à l'aide d'un exemple numérique 

dans la dernière section de ce chapitre. 

Au deuxième chapitre, nous avons présenté les éléments de la théorie bayé-

sienne qui nous étaient nécessaires pour faire l'étude du modèle de régression 

poissonienne standard. À partir de celui-ci, nous avons approximé la distribution 

a posteriori des paramètres par une loi normale et avons vérifié sa validité. Par la 

suite, nous avons calculé les estimateurs de Bayes de ce modèle pour ensuite dé-

velopper un estimateur hiérarchique robuste par rapport à la présence de valeurs 

aberrantes. Afin de tester s'il y avait une tendance dans le modèle, nous avons 

utilisé la cote de Bayes. 
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Nous avons repris, au troisième chapitre, le même modèle qu'au chapitre 

précédent mais en considérant cette fois-ci la distribution a posteriori exacte 

des paramètres. Pour ce modèle, nous avons calculé les estimateurs bayésiens 

et pseudo-bayésiens des paramètres à l'aide de la méthode de Naylor-Smith et 

de l'approximation analytique de Laplace, les intégrales n'étant pas calculables 

analytiquement. Par l'exemple numérique appliqué pour ce modèle, nous nous 

sommes rendus compte que les deux méthodes menaient à des résultats similaires. 

De plus, afin de calculer la cote de Bayes pour tester la tendance du modèle, nous 

avons déterminé une loi a priori conjuguée pour les paramètres. Nous avons donné 

les estimateurs pour ce nouveau modèle et avons étudié le comportement de la 

cote de Bayes en présence d'une valeur aberrante. Par l'exemple numérique donné 

dans la dernière section de ce chapitre, nous avons remarqué que les estimateurs 

bayésiens et pseudo-bayésiens des /..ti  étaient semblables. 

Enfin, le dernier chapitre présentait une étude d'un exemple numérique, afin 

de comparer toutes les techniques vues tout au long des chapitres précédents. 

Nous avons noté que les estimateurs classiques du modèles standard étaient simi-

laires aux estimateurs bayésiens et pseudo-bayésiens avec la distribution exacte 

des paramètres. Nous avons aussi vu que les estimateurs classiques du modèle 

généralisé et les estimateurs bayésiens avec l'approximation normale étaient un 

peu différents des estimateurs de Bayes. Notons que les estimateurs bayésiens 

et pseudo-bayésiens étaient ceux calculés à partir du modèle avec la loi a priori 

conjuguée. 

Finalement, bien que nous ayons limité notre étude au modèle simple à deux 

régresseurs, il est possible de généraliser au cas d'un modèle de régression pois-

sonienne multiple à l'aide de la théorie présentée dans ce mémoire. 



Annexe A 

PROGRAMMES 

# ************************************** 

# * PROGRAMMES CONCERNANT LE CHAPITRE 1* 

# 	* 	Tous faits en S-Plus 	* 

# ************************************** 

# 
# ***************************************************************** 

# 	Definition des donnees et calcul de l'estimateur 

# des moindres carres 
# ***************************************************************** 

# 
# 
n_6 
xil_matrix(c(1,1,1,1,1,1),nrow=6,ncol=1) 

xi2_matrix(c(1,2,3,4,5,6),nrow=6,ncol=1) 

xi_cbind(xil,xi2) 
yi_matrix(c(52,52,40,30,24,20),nrow=6,ncol=1) 

X_xi 

Z_log(yi) 
BO_solve(t(X)%*%X)%*%t(X)%*%Z 

# 
# 
# ***************************************************************** 

# Calcul de l'estimateur du maximum de vraisemblance pour 

# le modele standard, a l'aide de la methode de Newton-Raphson 
# ***************************************************************** 

# 
# 
bet_NULL 

ui_NULL 
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q_ NULL 

H_NULL 

new.bet_BO 

for (i in 1:10) 

bet_matrix(new.bet, ncol=1, nrow=2) 

ui_exp(xi%*%bet) 

q_c(sum((yi-ui)*xil),sum((yi-ui)*xi2)) 

q_matrix(q,nrow=2,ncol=1) 

H_c(-sum(ui*(xi1)-2),-sum(ui*xi1*xi2), 

-sueui*xi1*xi2),-sueui*(xi2)-2)) 

H_matrix(H,nrow=2,ncol=2) 

Hi_solve(H) 

new.bet_bet-Hi%*%q 

if (abs(sqrt(su(new.bet-bet)-2)/sqrt(sum(bet-2))) 

< 0.00000000001) break 

mu. st_ exp(xeolonew.bet) 

# ***************************************************************** 

Calcul de la statistique pour tester l'hypothese d'une 

tendance apparente pour le modele ordinaire 
# ***************************************************************** 

********************************** 

On estime alpha lorsque beta = 0 

sous le modele ordinaire 
********************************** 

alphO_solve(t(xil)%*%xi1)%eit(xi1)%eU 

alp.O_NULL 

uiO_NULL 
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q0_NULL 

HO_NULL 

new.alp_alph0 

for (i in 1:10) 

alp.0_matrix(new.alp, ncol=1, nrow=1) 

ui0_exp(xi1%*%alp.0) 

q0_c(sum((yi-ui0)*xi1)) 

q0_matrix(q0,nrow=1,ncol=1) 

HO_c(-sueui0*(xil)-2)) 

HO_matrix(HO,nrow=1,ncol=1) 

HiO_solve(H0) 

if (abs(sqrt(suenew.a1p-a1p.0)-2)/sqrt(sum(a1p.0-2))) 

< 0.00000000001) break 

mu.st0_ exp(xil%*%new.alp) 

lo_2*(sum(yi*log(mu.st/mu.st0)-mu.st+mu.st0))  

1-pchisq(lo,1) 

# ***************************************************************** 

Calcul de l'estimateur du maximum de vraisemblance pour 

le modele generalise, a l'aide de la methode de 

Newton-Raphson "amortie" 
# ***************************************************************** 

************************************************* 

On prend le beta du modele standard et on calcule 

le phi et le nouveau beta 
************************************************* 
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k_3 

Ui_exp(xi%*%new.bet) 

phitild_sqrt((sum((yi-Ui)-2/Ui))/(n-k)) 

Bet_NULL 

Ui_NULL 

q_ NULL 

H_NULL 

new.Bet_new.bet 

for (i in 1:10) 

Bet_matrix(new.Bet, ncol=1, nrow=2) 

Ui_exp(xi%*%Bet) 

q_c(sum(((1-Ui/phitild+(yi-1)*Ui/(Ui+(phiti1d-1)*yi))*xil)),  

sum(((1-Ui/(phitild)+(yi-1)*Ui/(Ui+(phitild-1)*yi))*xi2))) 

q_matrix(q,nrow=2,ncol=1) 

H_c(sum(((yi-1)*(phitild-1)*yi/((Ui+(phitild-1)*yi)-2)-1/phitild) 

*Ui*xi1-2), 

sum(((yi-1)*(phitild-1)*yi/((Ui+(phitild-1)*yi)-2)-1/phitild) 

*Ui*xi1*xi2), 

sum(((yi-1)*(phitild-1)*yi/((Ui+(phitild-1)*yi)-2)-1/phitild) 

*Ui*xi1*xi2), 

sum(((yi-1)*(phitild-1)*yi/((Ui+(phitild-1)*yi)-2)-1/phitild) 

*Ui*xi2-2)) 

H_matrix(H,nrow=2,ncol=2) 

Hi_solve(H) 

new.Bet_Bet-Hi%*%q 

if (abs(sqrt(suenew.Bet-Bet)-2)/sqrt(sum(Bet-2))) 

< 0.00000000001) break 

***************************************** 

On ajuste le modele generalise a l'aide 

de la methode de Newton-Raphson 

"amortie" 
***************************************** 
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tet_NULL 

n.phi_NULL 

n.bet_NULL 

nui_NULL 

qt_NULL 

Ht_NULL 

new.tet_c(new.Bet,phitild) 

for (i in 1:20) 

{ 

tet_matrix(new.tet, ncol=1, nrow=3) 

n.phi_tet[3] 

n.bet_tet[c(1:2)] 

nui_exp(xi/An.bet) 

qt_c(sum(((1-nui/n.phi+(yi-1)*nui/ 

(nui+(n.phi-1)*yi))*xi1)), 

sum(((1-nui/(n.phi)+(yi-1)*nui/ 

(nui+(n.phi-1)*yi))*xi2)), 

sum(yi*(yi-1)/(nui+(n.phi-1)*yi)-yi/ 

n.phi+(nui-yi)/(n.phi-2))) 

qt_ matrix(qt,nrow=3,ncol=1) 

Ht_c(sum(((yi-1)*(n.phi-1)*yi/ 

((nui+(n.phi-1)*yi)-2)-1/n.phi)*nui*xi1-2), 

sum(((yi-1)*(n.phi-1)*yi/ 

((nui+(n.phi-1)*yi)-2)-1/n.phi)*nui*xi1*xi2), 

sum((1/(n.phi-2)-(yi-1)*yi/ 

((nui+(n.phi-1)*yi)-2))*nui*xi1), 

sum(((yi-1)*(n.phi-1)*yi/ 

((nui+(n.phi-1)*yi)-2)-1/n.phi)*nui*xi1*xi2), 

sum(((yi-1)*(n.phi-1)*yi/ 

((nui+(n.phi-1)*yi)-2)-1/n.phi)*nui*xi2-2), 

sum((1/(n.phi-2)-(yi-1)*yi/ 

((nui+(n.phi-1)*yi)-2))*nui*xi2), 

sum((1/(n.phi-2)-(yi-1)*yi/ 

((nui+(n.phi-1)*yi)-2))*nui*xi1), 

sum((1/(n.phi-2)-(yi-1)*yi/ 
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((nui+(n.phi-1)*yi)-2))*nui*xi2), 

sum(yi/(n.phi-2)-yi-2*(yi-1)/ 

((nui+(n.phi-1)*yi)-2)-2*(nui-yi)/(n.phi-3))) 

Ht_matrix(Ht,nrow=3,ncol=3) 

Hti_solve(Ht) 

incr_Hti%*%qt 

for(i2 in 1:10) 

new.tet.tmp_tet-incr 

u1chap_exp(xi%*%new.tet[c(1:2)]) 

phi.max_max(1-ulchap/yi) 

print(c(i,i2,new.tet.tmp[3],phi.max)) 

if(new.tet.tmp[3]>phi.max) break 

incr_incr/2 

new.tet_new.tet.tmp 
if (new.tet[3] < 0.5) {new.tet[3]_0.5} 

phi_new.tet[3] 
if (max (abs ((new.tet-tet)/tet))<0.01) break 

mu.gen_exp(xi%*%new.tet[c(1:2)]) 

# ***************************************************************** 

Calcul de la statistique pour le 

test du modele generalise 

# ***************************************************************** 

L_2*(sum(log(mu.gen/mu.st)+(yi-1)*log((mu.gen+(phi-1)*yi)/mu.st) 

-yi*log(phi)-(mu.gen+(phi-1)*yi)/phi+mu.st)) 

1-pchisq(L,1) 

# ***************************************************************** 

Calcul de la statistique pour tester l'hypothese d'une 

tendance apparente pour le modele generalise 

# ***************************************************************** 
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***************************************** 

On estime alpha et phi lorsque beta = 0 

sous le modele generalise 
***************************************** 

k0_2 

Ui.H0_exp(xie,ehnew.alp) 

phitild.HO_sqrt((sum((yi-Ui.H0)-2/Ui.H0))/(n-k0)) 

Alp.O_NULL 

Ui.O_NULL 

go_NULL 

Ho_NULL 

new.Alp_new.alp 

for (i in 1:10) 

Alp.0_matrix(new.Alp, ncol=1, nrow=1) 

Ui.0_exp(xil%*%Alp.0) 

cio_c(sum((1-Ui.O/phitild.H0+(yi-1)*Ui.0/ 

(Ui.0+(phitild.H0-1)*yi))*xil)) 

go_matrix(qo,nrow=1,ncol=1) 

Ho_c(sum(((yi-1)*(phitild.H0-1)*yi/ 

((Ui.0+(phitild.H0-1)*yi)-2)-1/phitild.H0)*Ui.0*xi1-2)) 

Ho_matrix(Ho,nrow=1,ncol=1) 

Hio_solve(Ho) 

new.Alp_Alp.0-Hio%*%qo 

if (abs(sqrt(sum(new.Alp-Alp.0)-2)/sqrt(sum(A1p.0-2))) 

( 0.00000000001) break 

tetO_NULL 

n.phiO_NULL 

n.alp_NULL 

nuiO_NULL 

qtO_NULL 
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HtO_NULL 
new.tetO_c(new.Alp,phitild.H0) 

for (i in 1:30) 

tet0_matrix(new.tet0, ncol=1, nrow=2) 
n.phiO_tet0[2] 
n.alp_tetO[1] 
n.alp_matrix(n.alp, ncol=1, nrow=1) 

nui0_exp(xi1%*%n.alp) 

qt0_c(sne(1-nui0/n.phi0+(yi-1)*nui0/ 
(nui0+(n.phi0-1)*yi))*xi1), 

sum(yi*(yi-1)/(nui0+(n.phi0-1)*yi)-Yi/ 
n.phi0+(nui0-yi)/(n.phi0-2))) 

qt0_ matrix(qt0,nrow=2,ncol=1) 
Ht0_c(sum(((yi-1)*(n.phi0-1)*yi/ 

((nui0+(n.phi0-1)*yi)-2)-1/n.phi0)*nui0*xi1-2), 
sum((1/(n.phi0-2)-(yi-1)*yi/ 

((nui0+(n.phi0-1)*yi)-2))*nui0*xil), 
sue(1/(n.phi0-2)-(yi-1)*yi/ 

((nui0+(n.phi0-1)*yi)-2))*nui0*xil), 
sum(yi/(n.phi0-2)-yi-2*(yi-1)/((nui0+ 

(n.phi0-1)*yi)-2)-2*(nui0-yi)/(n.phi0-3))) 

Ht0_matrix(Ht0,nrow=2,ncol=2) 
HtiO_solve(Ht0) 
incrO_Htinehqt0 

for(i2 in 1:10) 

new.tet.tmp_tet0-incr0 
mu.gen0_exp(xi1%*%new.tet0[1]) 
phi.max_max(1-mu.genO/yi) 
print(c(i,i2,new.tet.tmp[2],phi.max)) 
if(new.tet.tmp[2]>phi.max) break 
incrO_incr0/2 
1 
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new.tetO_new.tet.tmp 

phiO_new.tet0[2] 
if (max (abs ((new.tet0-tet0)/tet0))(0.01) break 

mu.gen0_exp(xil%*%new.tet0[1]) 

12_2*5um(1og(mu.gen/mu.gen0)+(yi-1)*10g((mu.gen+(phi-1)*yi)/ 

(mu.gen0+(phi0-1)*yi))-yi*log(phi/phi0)+ 

(mu.gen0+(phi0-1)*yi)/phi0 -(mu.gen+(phi-1)*yi)/phi) 

1-pchisq(12,1) 

# ***************************************************************** 

Calcul de l'approximation de l'estimateur du modele 

standard en presence d'une valeur aberrante 

# ***************************************************************** 

*************************************** 

On calcule ce qui suit pour differentes 

valeurs de K 
*************************************** 

yi_matrix(c(52,K*52,40,30,24,20),nrow=6,ncol=1) 

Z_log(yi) 

xr_matrix(c(1,2), ncol=1, nrow=2) 

BO_solve(t(X)%ea)%eht(X)%4Z 

betoil_solve(t(X)%*%X)>UI 

betk_BO+log(K)*betoil 

# ***************************************************************** 

• Calcul de l'estimateur du maximum de vraisemblance pour le 

modele standard et generalise en presence d'une valeur 

aberrante, a l'aide de la methode de Newton-Raphson 

# ***************************************************************** 

• Refaire les programmes deja donnes avec les elements suivants, 

en faisant varier le K 

# ***************************************************************** 



n_6 
xil_matrix(c(1,1,1,1,1,1),nrow=6,ncol=1) 

xi2_matrix(c(1,2,3,4,5,6),nrow=6,ncol=1) 

xi_cbind(xil,xi2) 
yi_matrix(c(52,K*52,40,30,24,20),nr0w=6,nc01=1) 

X_xi 

Z_log(yi) 

BO_solve(t(X)>Y0X)Yolot(X)%*%Z 

# 

# 

# ************************************** 

# * PROGRAMMES CONCERNANT LE CHAPITRE 2* 

# * 	Tous faits en S-Plus 	* 

# ************************************** 

# 
# ***************************************************************** 

# Calcul des estimateurs de Bayes a l'aide de l'esperance et de 

# la matrice de variance-covariance pour l'approximation 

# normale de la distribution a posteriori 

# des parametres 

# ***************************************************************** 

# 
# 
xi_c(1,2,3,4,5,6) 

yi_c(52,52,40,30,24,20) 

zi_log(yi) 

zil_sqrt(yi) 

zi2_xi*zi1 

Z_cbind(zil,zi2) 

t_matrix(zil*zi,ncol=1,nrow=6) 

vari_solve(t(Z)%41,Z) 

esp_vari%*%t(Z)%ent 

mu.al_esp[1] 

mu.bet_esp[2] 

sig.al_vari[1,1] 

sig.bet_vari[2,2] 

rh.o_vari[1,2]/(sqrt(sig.al*sig.bet)) 

mu.i_exp(mu.al+mu.bet*xi) 
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# ***************************************************************** 

# Calcul de la cote de Bayes afin de 

# faire le test de beta = 0 

# ***************************************************************** 
# 
# 

det_function(x) prod(eigen(x)$values) 

cote_function(cte) 

{ 
Sig_vari 

S_matrix(c(Sig[1,1],0,0,Sig[2,2]),nc01=2,nr0w=2) 

S_S+diag(c(cte,cte)) 

mc_esp 

r_t-Z%*%mc 

A_solve(Sig)+solve(S) 

A.S_A%*%S 
term1_(t(r)Y,*%r+t(mc)%*%solve(Sig+S)%*%mc) 

W_matrix(zil,nrow=6, ncol=1) 

SigO_solve(t(W)%*%W) 

SO_Sig0+cte 

mcO_Signekt(W)%eot 

rO_t-W%*%mc0 

AO_solve(Sig0)+solve(S0) 

AO.SO_A0%*%S0 
term0_(t(r0)%*%r0+t(mc0)%*%solve(Sig0+S0)%eamc0) 

cote_(sqrt(det(A.S)/(2*pi*det(AO.S0)))) 

*exp(-0.5*(t(r0)%eor0-t(r)%ear+mc0-2*solve(SO+Sig0) 

-t(mc)%epsolve(S+Sig)%*%ec)) 

cote 

1 

cote(4.5) 
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# ***************************************************************** 

Calcul de l'estimateur hierarchique de Bayes en presence 

d'une valeur aberrante, en faisant varier le K 
# ***************************************************************** 

yi_matrix(c(52,K*52,40,30,24,20),nr0w=6,nc0l=1) 

zi1_sqrt(yi) 

zi2_xi*zil 
t_matrix(sqrt(yi)*log(yi),ncol=1,nrow=6) 

Z_cbind(zi1,zi2) 

Sig_solve(t(Z)%*%Z) 

Sig_(Sig+t(Sig))/2 

mc_Sig%*%t(Z)%*%t 
dec_chol(Sig) 
Q_t(matrix(dec,nrow=2,ncol=2)) 

vl.pr_eigen(t(Z)>Y2)$values 

C_matrix(c(vl.pr[1],0,0,v1.pr[2]),nrow=2,ncol=2) 

A_WAC-.5 
Ip_matrix(c(1,0,0,1),nrow=2,ncol=2) 

z_solve(Q)%*%mc 
z_matrix(z,nrow=2,ncol=1) 

zl_z-2/2 

1_1/2+1/(n-2) 
gl_gamma(1+1/2)*pgamma(z1,1+1/2)/ 

(zl*gamma(1-1/2)*pgamma(z1,1-1/2)) 

G1_matrix(c(g1[1],0,0,g1[2]),nrow=2,ncol=2) 

est.H_(Ip-e.e.Grhent(A))7.*%mc 

# ***************************************************************** 

Calcul des estimateurs de Bayes, en presence d'une valeur 

aberrante, a l'aide de l'esperance et de 

la matrice de variance-covariance pour l'approximation 

normale de la distribution a posteriori 

des parametres 
# ***************************************************************** 



xi_c(1,2,3,4,5,6) 

yi_c(52,K*52,40,30,24,20) 

zll_sqrt(yi) 

zi2_xi*zi1 
t_matrix(zil*log(yi),ncol=1,nrow=6) 

Z_cbind(zi1,zi2) 

esp_solve(t(Z)%*%Z)%*%t(Z)%*%t 

vari_solve(t(Z)%*%Z) 

************************************** 

* PROGRAMMES CONCERNANT LE CHAPITRE 3* 

* Faits en S-Plus et en Mathematica * 
************************************** 

# ***************************************************************** 

# Calcul du point de convergence de l'esperance et de la variance 

avec la vraie distribution, a l'aide de la methode 

numerique gaussienne ( En S-Plus ) 

# ***************************************************************** 

xi_c(1,2,3,4,5,6) 

yi_c(52,52,40,30,24,20) 

my_mean(yi) 

s.y_sum(yi) 

s.xy_sum(xi*yi) 

u0_0 

sig0_0.01 
t_c(-4.30444857,-3.46265693,-2.74847072,-2.09518326,-1.47668273,  

-.87871379,-.29174551,.29174551,.87871379,1.47668273, 

2.09518326,2.74847072,3.46265693,4.30444857) 

w_c(.00000001,.00000472,.00035509,.00785005,.06850553,.27310561,  

.53640591,.53640591,.27310561,.06850553,.00785005,.00035509,  

.00000472,.00000001) 

g_function(b) 
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exp(b*(s.xy-1))/(sum(exp(b*xi))-(s.y)) 

1 

u_NULL 

sig_NULL 

new.u_u0 

new.sig_sig0 

for (i in 1:20) 

m_NULL 

v_NULL 

gt_NULL 

for ( j in 1:14 ) 

m_sqrt(2*new.sig)*exp(t-2)*w 

v_new.u+sqrt(2*new.sig)*t 

gt [j] _g (v [j] 
1 

u[i]_sum( v * m * gt)/sum(m*gt) 

sig[i]_sum(m*(v-2)*gt)/sum(m*gt)-(new.u)-2 

new.u_u[i] 

new.sig_sig[i] 

**************************************************** 

Calcul de l'estimateur de Bayes des mu_i ainsi que 

des estimateurs pseudo-bayesiens de alpha et 

beta par la methode de Naylor-Smith 
**************************************************** 

************************************* 

On applique la boucle suivante pour 

differentes combinaisons de k et 1 

afin de calculer les moments 
************************************* 
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mi_sqrt(2*new.sig)*exp(t-2)*w 

vi_new.u+sqrt(2*new.sig)*t 

I.kl_NULL 

denO_NULL 

gtO_NULL 

for ( j in 1:14 ) 

denO[j]_sum(exp(vi[j]*xi)) 

gO_function(b) 

exp(b*(s.xy+1))/(denO[j]-(s.y+k)) 

gtO [j] _g0 (vi [j] ) 

I.ki_sum(mi*gt0) 

est.u_sum(yi)*I.10/I.00 

est.v_I.01/I.00 

pert.u_sum(yi)*(sum(yi)+1)*I.20/I.00-est.u-2 

pert.v_I.02/I.00-est.v-2 

est.al_log(est.u)-0.5*(1/est.u-2)*pert.0 

est.bet_log(est.v)-0.5*(1/est.v-2)*pert.v 

pert.al_pert.u/(est.u-2) 

pert.bet_pert.v/(est.v-2) 

mu.chap_exp(est.al+est.bet*xi) 

I.1xi_NULL 

for (i in 1:6) 

den_NULL 

gtl_NULL 

for ( j in 1:14 ) 

den[j]_sum(exp(vi[j]*xi)) 
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gl_function(b) 

exp(b*(s.xy+xi[i]))/(den[j]-(s.y+1)) 

1 

gtiEjl_gl(vi[j]) 

I.lxi[i]_sum(mi*gt1) 

1 
mu.bayes_sum(yi)*I.lxi/I.00 

# ***************************************************************** 

# Calcul des estimateurs de Bayes de u et v, ainsi que des pertes 

• a posteriori correspondantes, avec la vraie distribution, 

a l'aide de l'approximation analytique de Laplace 

( En Mathematica ) 

# ***************************************************************** 

xi = {1,2,3,4,5,6} 

yi = {52,52,40,30,24,20} 

n= 6 

c = (Apply[Plus,xi*yi]-1)/n 

d = (Apply[Plus,yi])/n 

FindRoot[d*Apply[Plus,xi*vd-xi]-c*Apply[Plus,vd-xi] 

vD = vd /.% 

sox = Apply[Plus,xi] 

soy = Apply[Plus,yi] 

soxy = Apply[Plus,xi*yi] 

sovd = Apply[Plus,vD-xi] 

soxvd = Apply[Plus,xi*vD-xi] 

sox2vd = Apply[Plus,(xi-2)*(vD-xi)] 

= = 0, {vd,1}] 

******************************************* 

Nous appliquons la fonction suivante 

pour chaque cas 
******************************************* 
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a = (Apply[Plus,xi*yi]+1-1)/n 

b = (Apply[Plus,yi]+k)/n 
FindRoot[b*Apply[Plus,xi*vn-xi]-a*Apply[Plus,vn-xi] == 0, {vn,1}] 

vN = vn /.% 

sovn = Apply[Plus,vN-xi] 

soxvn = Apply[Plus,xi*vN-xi] 

sox2vn = Apply[Plus,(xi-2)*(vN-xi)] 

num = (vN-2)*(soxy-1+soy*(sox2vd-soxvd-s0xvd-2/s0vd)/s0v 1) 

den = (vD-2)*(soxy-1+1+(soy+k)*(sox2vn-soxvn-soxvn-2/s0vn)/s0vn) 

hn = -a*Log[vN]+b*Loesovn] 

hd = -c*Log[vD]+d*Log[sovd] 

# 
************************************ 

# Cas 1: L'esperance a posteriori de u 

# ************************************ 

1 = 0 

k= 1 

# Nous trouvons: 

# 
inlu = Sqrt[num/den]*Exp[-n*(hn-hd)] 

espu = soy*inlu 

# 
# ************************************ 

# Cas 2: L'esperance a posteriori de v 

# ************************************ 

1= 1 

k = 0 

# Nous trouvons: 

# 
in1v = Sqrt[num/den]*Exp[-n*(hn-hd)] 

espv = inlv 

# 
# ************************************ 

# Cas 3: La variance a posteriori de u 
# ************************************ 

1 = 0 

k= 2 

# Nous trouvons: 

# 



n2u = Sqrt[num/den]*Exp[-n*(hn-hd)] 

rou = soy*(soy+1)*in2u-(espu)-2 

# ************************************ 

# Cas 4: La variance a posteriori de v 
# ************************************ 

1 = 2 

k = 0 

# Nous trouvons: 

in2v = Sqrt[num/den]*Exp[-n*(lin-hd)] 

rov = in2v-(espv)-2 

• ************************************************************ 

Programme qui retourne les estimateurs pseudo-bayesiens 

de alpha et beta, ainsi que les pertes 

a posteriori correspondantes 

• ************************************************************ 

delal = Log[espu]-rou/(2*espu-2) 

delbet = Log[espv]-rov/(2*espv-2) 

roal = rou/(espu-2) 

robet = rov/(espv-2) 

mui = Exp[delal+xi*delbet] 

************************************************* 

Programme qui retourne les estimateurs de 

Bayes des mu_i 
************************************************* 

xi = {1,2,3,4,5,6} 

yi = {52,52,40,30,24,20} 

n = 6 

k= 1 

1 = xi 
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FindRoot[d*Apply[Plus,xi*vd-xi]-c*Apply[Plus,vd-xi] 
vD = vd /.% 
sox = Apply[Plus,xi] 
soy = Apply[Plus,yi] 
soxy = Apply[Plus,xi*yi] 
sovd = Apply[Plus,vD-xi] 
soxvd = Apply[Plus,xi*vD-xi] 
sox2vd = Apply[Plus,(xi-2)*(vD-xi)] 
hd = -c*Log[vD]+d*Logsovd] 

==(:), {vd,1}] 

a = Array[O,Length[yi]] 
vN1 = Array[O,LengthEyin 
DoCa[[i]] = (Apply[Plus,xi*yi]+1[[i]]-1)/n; 

b = (Apply[Plus,yi]+k)/n; 
c = (Apply[Plus,xi*yi]-1)/n; 
d = (Apply[Plus,yi])/n; 

vN1[[i]]=FindRoot[b*Apply[Plus,xi*vn-xi]-a[[i]]*Apply[Plus ,vn-xi]  
== 0, {vn,1}], 

{i,1,Length[yi]}] 
vN1 
vN = vn /.% 

sovn = Array[O,Length[vN]] 
soxvn = Array[O,Length[vN]] 
sox2vn = Array[O,Length[vN]] 
num = Array[O,Length[vN]] 
den = Array[O,Length[vN]] 
hn = Array[O,Length[vN]] 
DoEsovn[[i]] = Apply[Plus,vN[Di]xi]; 

soxvn[[i]] = Apply[Plus,xi*vNE[i]rxi]; 
sox2vn[[i]] = Apply[Plus,(xi-2)*(vN[Di]xi)]; 
num[rin = (vN[[i]]-2)*(soxy-1+soy*(sox2vd- 

soxvd-soxvd-2/sovd)/sovd); 
den[[i]] = (vD-2)*(soxy-1+1[[i]]+(soy+k)*(s0x2vn[[i]]- 

soxvn[Cifl-soxvn[[i]]-2/sovn[[i]])/s0vnUin); 
hn[[i]] = -anin*Log[vN[[i]]]+b*Log[sovn[[i]]], 

{i,l,Length[vI]l] 
inlxi = Sqrt[num/den]*Exg-n*(hn-hd)] 
mubayes = soy*in1xi 



***************************************************** 

Programme pour ajuster la droite de regression 

afin de fixer delta et f 

( En Mathematica ) 
***************************************************** 

al = 4.2662060 

xi = {1,2,3,4,5,6} 
yi = {52,52,40,30,24,20} 

y = N[Loeyin 

Fit[y, {1, xl, x] 
del = 2*4.26621/0.210995 

f = del/Exp[al] 

# ***************************************************************** 

# Calcul des estimateurs de Bayes de u et v, ainsi que des pertes 

a posteriori correspondantes, avec la loi conjuguee, 

a l'aide de l'approximation analytique de Laplace 

( En Mathematica ) 

# ***************************************************************** 

xi = {de1/2,1,2,3,4,5,6} 

yi = {1,52,52,40,30,24,20} 

n= 6 

c = (Apply[Plus,xi*yi]-1)/n 

d = (Apply[Plus,yi]+del)/n 

FindRoot[d*Apply[Plus,xi*vd-xi]-c*Apply[Plus,vd-xi]-c*f==0,{vd,1}]  

vD = vd /.% 
soy = del + Apply[Plus,yi] 

soxy = Apply[Plus,xi*yi] 

sovd = f + Apply[Plus,vD-xi] 

soxvd = Apply[Plus,xi*vD-xi] 

sox2vd = Apply[Plus,(xi-2)*(vD-xi)] 
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# ******************************************* 

# Nous appliquons la fonction suivante 

# pour chaque cas 

# ******************************************* 

# 

# 
a = (Apply[Plus,xi*yi]+1-1)/n 

b = (Apply[Plus,yi]+del+k)/n 

FindRoot[b*Apply[Plus,xi*vn-xi]-a*Apply[Plus,vn-xi]-a*f==0,{vn,1}] 

vN = vn /.% 

sovn = f + Apply[Plus,vN-xi] 

soxvn = Apply[Plus,xi*vN-xi] 

sox2vn = Apply[Plus,(xi-2)*(vN-xi)] 

num = (vN-2)*(soxy-1+soy*(sox2vd-soxvd-soxvd-2/sovd)/sovd) 

den = (vD-2)*(soxy-1+1+(soy+k)*(sox2vn-s0xvn-s0xvn-2/s0vn)/s0v 1) 

hn = -a*Log[vN]+b*Loesovn] 

hd = -c*LogvD]+d*Loesovd] 

# 

# 
# ************************************ 

# Cas 1: L'esperance a posteriori de u 

# ************************************ 

1 = 0 

k= 1 

# Nous trouvons: 

# 
in1u = Sqrt[num/den]*Exp[-n*(hn-hd)] 

espu = soy*in1u 

# 
# ************************************ 

# Cas 2: L'esperance a posteriori de v 

# ************************************ 

1= 1 

k = 0 

# Nous trouvons: 

# 
in1v = Sqrt[num/den]*Exp[-n*(hn-hd)] 

espv = in1v 

# 
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# ************************************ 

# Cas 3: La variance a posteriori de u 
# ************************************ 

1 = 0 

k= 2 

# Nous trouvons: 

n2u = Sqrt[num/den]*Exp[-n*(hn-hd)] 

rou = soy*(soy+1)*in2u-(espu)-2 

# ************************************ 

# Cas 4: La variance a posteriori de v 

# ************************************ 

1= 2 

k= 0 

# Nous trouvons: 

in2v = Sqrt[num/den]*Exp[-n*(hn-hd)] 

rov = in2v-(espv)-2 

• *********************************************************** 

Programme qui retourne les estimateurs pseudo-bayesiens 

de alpha et beta, ainsi que les pertes 

a posteriori correspondantes 

• *********************************************************** 

delal = Log[espu]-rou/(2*espu-2) 

delbet = Log[espv]-rov/(2*espv-2) 

roal = rou/(espu-2) 

robet = rov/(espv-2) 

mui = Exp[delal+xi*delbet] 

************************************************* 

Programme qui retourne les estimateurs de 

Bayes des mu_i 
************************************************* 

107 



108 

xi = {del/2,1,2,3,4,5,6} 
yi = {1,62,52,40,30,24,20} 
n= 6 
k= 1 
1 = xi 
FindRoot[d*Apply[Plus,xi*vd-xi]-c*Apply[Plus,vd-xi]-c*f==0,{vd,1}] 
vD = vd /.% 
soy = del + Apply[Plus,yi] 
soxy = Apply[Plus,xi*yi] 
sovd = f + Apply[Plus,vD-xi] 
soxvd = Apply[Plus,xi*vD-xi] 
sox2vd = Apply[Plus,(xi-2)*(vD-xi)] 
hd = -c*Log[vD]+d*Log[sovd] 

a = Array[O,Length[yi]] 
vN1 = Array[O,Length[yi]] 
Do[a[[i]] = (Apply[Plus,xi*yi]+1[[i]]-1)/n; 

b = (Apply[Plus,yi]+k+del)/n; 
c = (Apply[Plus,xi*yi]-1)/n; 
d = (Apply[Plus,yi]+del)/n; 

vN1[[i]]=FindRoot[b*Apply[Plus,xi*vn-xi]-a[Ein*Apply[Plus,vn-xi] 
-a[[i]]*f == 0, {vn,1}], 

{i,1,Length[yi]}] 
vN1 
vN = vn /.% 

sovn = Array[O,Length[vN]] 
soxvn = Array[O,Length[vN]] 
sox2vn = Array[O,Length[vN]] 
num = Array[O,Length[vN]] 
den = Array[O,Length[vN]] 
hn = Array[O,Length[vN]] 
Do[sovn[[i]] = f + Apply[Plus,vN[[i]]xi]; 

soxvn[Eill = Apply[Plus,xi*vN[[i]]xi]; 
sox2vn[[i]] = Apply[Plus,(xi-2)*(vN[[i]rxi)]; 
num[[i]] = (vN[[i]]-2)*(soxy-1+soy*(sox2vd- 

soxvd-soxvd-2/sovd)/sovd); 
den[[i]] = (vD-2)*(soxy-1+1[[i]]+(soy+k)*(sox2vn[M]- 

soxvn[[i]]-soxvn[[i]]-2/sovn[[i]])/sovn[[i]]); 



hn[[i]] = -anin*Log[vN[[i]]]+b*LogEsovn[[i]]], 
{i,1,Length[vN]}] 

in1xi = Sqrt[num/den]*Exp[-n*(hn-hd)] 
inlxi = inlxi[[{2,3,4,5,6,7}]] 
mubayes = soy*inlxi 

***************************************** 
Programme qui retourne la cote de Bayes 
***************************************** 

del = 40.439 
f = 0.567558 
xi = {de1/2,1,2,3,4,5,6} 
yi = {1,52,52,40,30,24,20} 
yi2 = {1,52,52,40,30,24,20,del} 
n= 6 
zi = xi*yi 
yb = (Apply[Plus,yi2])/n 
zb = (Apply[Plus,zi])/n 

FindRoot[Apply[Plus,(yb*xi-zb)*Exp[b*xi]]-  zb*f == 0, {b,O}] 

bet = b /.% 

a = f + Apply[Plus,Exp[bet*xi]] 
b = Apply[Plus,xi*Exp[bet*xi]] 
c = App1y[P1us,xi-2*Exp[bet*xi]] 
d = App1y[P1us,xi-3*Exp[bet*xi]] 
e = App1y[P1us,xi-4*Exp[bet*xi]] 
h = yb*Log[a]-bet*zb 
h2 = yb*(c/a - (b/a)-2) 
sig2 = 1/h2 
h3 = yb*(d/a - 3*c*b/(a-2) + 2*((b/a)-3)) 
h4 = yb*(e/a - 4*d*b/(a-2) -3*((c/a)-2) + 12*c*(b-2)/(a-3) 

- 6*((b/a)-4)) 
Pi = N[Pi] 
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ibet = Sqrt[2*pi*sig2]*Exp[-n*h]*(1+(5*(h3-2)*(s1g2-3)/ 

12-h4*(sig2-2)/4)/(2*h)) 
ds = (Apply[Plus,yi2])/n 
de = ibet*((f+n+1)-(n*ds)) 
cote = 1/de 

************************************** 
* PROGRAMMES CONCERNANT LE CHAPITRE 4* 
* Faits en S-Plus et en Mathematica * 
************************************** 

********************************************* 
Refaire les programmes precedents en 

changeant le nombre d'observations (n=70) 
avec les donnees suivantes 

********************************************* 

n_70 
xil_matrix(c(rep(1,70)),nrow=70,ncol=1) 
xi2_log(matrix(c(5,41,171,25719,59596,1,44,58016,19477,10,85,1, 

174,3,54,82414,36,1,5,5346,2072,17500,673,2150, 
2370,28490,4413,29,9065,3302,3626,32893,69484, 
64500,31500,18500,1125,423488,436000,165,6206, 

18400,24,10340,2,38000,221,4650,231,7154,616, 
31153,27195,406,399,1425,60,71,15,98,684,212, 

676,1080,111,8,8264,9065,357,347), 
nrow=70,ncol=1)) 

xi_cbind(xi1,xi2) 
yi_matrix(c(10,37,60,113,99,13,30,114,112,17, 

10,14,39,14,14,67,36,30,19,46, 
68,93,13,53,17,245,88,24,37,22, 
18,214,177,17,50,5,22,156,74,13, 
11,48, 14,28,17,17,21,13,14,21, 
24,12,26,13,19,19,22,15,9,23, 
48,21,46,14,7,5,40,18,20,17), 
nrow=70,ncol=1) 
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