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SOMMAIRE 

Dans le domaine des tests de normalité, couramment utilisés au cours des qua-
rante dernières années, et des tests d'ajustement (Goodness — of — Fit Tests) 
de façon générale, plusieurs problèmes de niveau sont causés par les procédures 
adoptées. Les facteurs de correction et les tables spécialisés nécessitent souvent des 
révisions, afin d'éviter les situations où les propriétés de puissance sont affectées. 
Dans ce mémoire, nous proposons, comme solution de rechange, les procédures 
des tests de Monte Carlo. En se basant sur la procédure de randomisation de 
Dufour (1995), la technique des tests de Monte Carlo est un instrument facile et 
fiable pour l'inférence statistique. Cette technique rend facile l'introduction de 
tests combinés qui ont souvent une performance sensiblement meilleure. 

Des comparaisons expérimentales des tests usuels avec les tests de Monte 
Carlo sont effecutées pour étudier le comportement du niveau et de la puissance 
des tests de normalité, des tests d'ajustement et des tests d'égalité de deux distri-
butions inconnues. Les tests de normalité sont également étudiés dans le contexte 
de modèle de régression linéaire, où les résidus de régression remplacent les per-
turbations aléatoires supposées de loi normale. Cette étude expérimentale montre 
clairement la meilleure performance des tests de Monte Carlo par rapport aux 
tests originaux basés sur des points critiques tabulés et justifie l'introduction de 
tests combinés. 
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MOTS CLÉS: Tests de Monte Carlo. Tests de normalité. Tests d'ajustement. 
Tests combinés. 
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INTRODUCTION 

Les facilités actuelles des calculs nous encouragent à accorder plus d'attention 
aux tests de normalité dans un contexte de régression et aux tests d'ajustement 
dans le contexte d'observations indépendantes identiquement distribuées (i.i.d). 
On sait que, pour la plupart de ces tests, la distribution limite sous l'hypothèse 
nulle de la statistique du test est non standard et la distribution, dans le cas d'un 
échantillon fini, est inconnue. Il ressort que les méthodes usuelles sont limitées 
soit à des procédures asymptotiques dont la performance est peu fiable, soit re-
quièrent la construction de tables spécialisées. Pour la plupart, ces tables ont été 
obtenues par simulation et leur utilisation engendre un problème de niveau pour 
les différents tests étudiés. Selon la nature des données observées, un même test 
peut avoir un niveau trop bas ou trop élevé, ce qui invalide les comparaisons de 
puissance. De plus, les tables ne peuvent couvrir toutes les tailles d'échantillon et 
tous les nombres possibles de régresseurs dans le cas des modèles de régression. 

En s'intéressant à ces problèmes, l'objectif de ce mémoire est d'introduire 
une procédure basées sur la méthode des tests de Monte Carlo (MC) [voir Dwass 
(1957), Barnard (1963), Birnbaum (1974), Dufour (1995), Dufour et Kiviet 
(1997), Dufour et al. (1998) et Dufour et Kiviet (1998)] visant à résoudre les 
problèmes de contrôle de niveau pour des échantillons finis. Dans ce travail, nous 
considérons successivement des tests de normalité d'erreurs de régression, des 
tests d'ajustement à des lois connues autres que normale et des tests d'égalité de 
deux distributions inconnues. Pour les tests de normalité, le cas de n observations 
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i.i.d sera considéré comme situation particulière associée à une matrice des va-

riables explicatives ne contenant que le vecteur (1, 1, ..., 1)'. Sous des conditions 

générales, White et MacDonald (1980) ont montré que certaines statistiques fonc-

tion des résidus de régression possèdent la même distribution asymptotique que 

les variables aléatoires homologues définies à partir des perturbations aléatoires 

normales. Weisberg (1980) a mis l'accent sur les limites du résultat de White et 

MacDonald (1980) et recommande de l'utiliser avec prudence dans les applica-

tions pratiques. Il justifie que la taille de l'échantillon, la dimension et la nature 

de la matrice des variables explicatives peuvent avoir des effets négatifs sur la 
validité des tests basés sur des résidus de régression; voir les commentaires dans 

le cas de régression multiple dans [ D'Agostino et Stephens (1986), section 9.6]. 

Jarque et Bera (1987) mentionnent des conclusions similaires quant au contrôle 

du niveau. Par contre, nous reprenons des statistiques utilisées par White et Mac-
Donald (1980) et par Jarque et Bera (1987) et d'autres basées sur la fonction de 

répartition expérimentale et nous montrons, à travers différentes illustrations, que 

les tests de MC basés sur des résidus de régression contrôlent parfaitement le ni-

veau indépendamment de tous les facteurs cités par Weisberg (1980) . De même, 

pour les tests d'ajustement à des lois connues et les tests d'égalité de deux dis-

tributions inconnues, nous montrons que toutes les statistiques considérées sont 

pivotales (ne sont fonction d'aucun paramètre de nuisance). Par conséquent, la 

procédure des tests de MC qui fournit des tests exacts, est applicable à tous les 

tests étudiés. Nous montrons, à travers différentes illustrations, que les tests de 

MC contrôlent parfaitement le niveau et ont une bonne puissance. 

Dans le chapitre 1, nous présentons la procédure des tests de MC qui sera uti-

lisée pour tous les tests étudiés dans ce mémoire. On y trouve aussi l'algorithme 

pour effectuer un test de MC et un programme en Fortran 77 (IMSL) qui utilise 



un sous-programme de calcul du niveau critique (p — value) d'un test de MC. 

Dans le chapitre 2, nous exposons le modèle de régression linéaire utilisé 
pour les tests de normalité et nous présentons une étude de simulation portant 
sur sept statistiques de test connues dans la littérature pour vérifier la normalité: 
(i) Kolmogorov-Smirnov, (ii) Watson, (iii) Anderson-Darling, (iv) Cramér-von 
Mises; (v) Jarque-Bera; (vi) coefficient d'asymétrie expérimental et (vii) coeffi-
cient d'applatissement expérimental. Pour les quatre premières statistiques , nous 
faisons intervenir les corrections de [D'Agostino et Stephens (1986), pages 122-
132], tandis que pour les trois dernières, nous étudions l'effet du changement de 
l'estimateur de la variance des perturbations associées au modèle de régression li-
néaire. L'étude révèle des distortions de niveau lorsqu'en présence de régresseurs, 
les tests sont basés sur des points critiques tabulés. Au contraire, les tests de MC 
contrôlent parfaitement le niveau. 

Dans le chapitre 3, nous introduisons une statistique de test basée sur une 
combinaison d'un sous sensemble de statistiques de test fondées soit sur la fonc-
tion de répartition expérimentale, étudiées dans le chapitre 2, soit sur le coeffi-
cient de corrélation pour effectuer des tests d'ajustement de plusieurs lois connues 
autres que normale. Le domaine d'étude des tests d'ajustement est élargi aux lois 
suivantes: exponentielle, de la valeur extrême, Weibull, logistique et uniforme. 
Nous nous référons aussi aux corrections de Stephens pour les statistiques (i) 
Kolmogorov-Smirnov, (ii) Watson, (iii) Anderson-Darling, (iv) Cramér-von Mises 
[D'Agostino et Stephens (1986), pages 133-164 

Le chapitre 4 contient une extension des deux tests (i) Kolmogorov-Smirnov 
et (ii) Cramér-von Mises au cas de l'égalité de deux distributions de lois inconnues. 
Nous considérons aussi des tests basés sur l'estimateur par la méthode du noyau 
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de la fonction de densité de probabilité, le test d'égalité des moyennes, le test de 
Student et le test combiné introduit au chapitre 3. Le test d'égalité des moyennes 
et le test de Student, recommandés par Efron et Tibshirani (1993) pour tester 
l'égalité de deux distributions de lois inconnues , sont introduits ici dans le but de 
montrer que leur utilisation peut facilement induire en erreur. Pour l'étude expé-
rimentale, nous utilisons les lois: normale, exponentielle, gamma, bêta, logistique, 
lognormale et uniforme pour l'hypothèse d'égalité de deux distributions continues 
et les lois: uniforme, binomiale, géométrique, binomiale négative et Poisson pour 
l'hypothèse d'égalité de deux distributions discrètes. Dans ce chapitre, nous nous 
référons au résultat démontré par [Dufour (1995), section 21 indiquant qu'il n'est 
pas nécessaire d'avoir des statistiques indépendantes, pour l'application de la 
technique des tests de MC, et il suffit d'utiliser des statistiques interchangeables. 

En résumé, le but de cette recherche est donc : 
(i) de vérifier que la procédure des tests de MC basée sur un générateur de nombres 
aléatoires standard contrôle bien le niveau dans le cas d'échantillons finis; 
(ii) d'examiner les propriétés des tests de normalité lorsqu'on les applique aux 
résidus issus d'un modèle de régression linéaire; 
(iii) d'évaluer la performance du point de vue puissance des tests corrigés pour le 
niveau; 
(iv) de montrer que la procédure des tests de MC permet l'introduction de sta-
tistiques de test combinées qui améliorent souvent la puissance. 



Chapitre 1 

TESTS DE MONTE CARLO 

Ce chapitre est consacré à la présentation de la procédure des tests de MC 
qui sera utilisée pour tous les tests étudiés dans ce mémoire. 

1.1. PROCÉDURE DES TESTS DE MONTE CARLO 

Soit T une statistique de test pivotale qui ne peut jamais prendre de valeurs 
négatives. Dénotons par To  la valeur observée de cette statistique et associons-lui 
la région critique donnée par l'expression: G(T0) < a , où 

G(x) = P[T > x 1 I10] est la fonction critique pour un test unilatéral à droite. 

Règle générale, G(x) est inconnue de sorte qu'elle sera estimée en générant sous 
l'hypothèse nulle N réalisations indépendantes ou, à la rigueur interchangeables, 

T1, T2, ..., TN de la statistique T; voir Dwass (1957) et Dufour (1995). Rappelons, 
d'abord, la définition du concept d'interchangeabilité: 

Définition 1.1.1. On dit qu'un vecteur aléatoire T = (T1 , ...,TN ) /  est à compo-

santes interchangeables si et seulement si sa loi conjointe demeure invariante par 

rapport à toutes les permutations de ses composantes. 
D'après cette définition, on peut déduire que des variables aléatoires inter-

changeables sont forcément équidistribuées. Pour l'application de la technique des 
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où 
NÙ N (x) + 1 

13N(x) = 

	

	 pour un test unilatéral à droite 
N+1 

(1.1.7) 

tests de MC, on définit 

d'Ai(x) = z=
jj  
1 [0, )(T, — X), où IA(x) 	x 	A' 

0, xe 
la fonction critique estimée, pour un test unilatéral à droite, est alors donnée par 
la formule 

NÛN(X) +1  
131V(X) N+1 

Ainsi, la région critique de niveau a associée à un test de MC s'exprime 

(1.1.2) 

i3N(To) 

Dufour (1995) a montré que, peu importe 0 < a < 1 : 
I[a(N +1)]  

fiN(11) al1113]=. 	N +1 
où I[x] est la fonction partie entière et où N est un entier choisi de façon 
OEN soit entier, pour un test unilatéral de niveau a. 

(1.1.3) 

(1.1.4) 

à ce que 

Dans le cas d'une statistique de test discrète, il se peut qu'on rencontre des 
ex aequo parmi To , T1 , TN. On recommande la technique de randomisation 
suivante [voir Dufour (1995), section 2.2] : considérer (N+1) réalisations indé- 
pendantes U0 , U1, ..., UN d'une uniforme U(0,1), pour j = 0, 1, 	N, associer Ti  
à Ui  et enfin affirmer pour i j: 

ou {Ti  =Ti  et Ui  > 	 (1.1.5) 

Comme dans le cas d'une statistique de test continue, on obtient la région critique 
randomisée qu'on dénote par 

ijAr(To) 	a, 	 (1.1.6) 
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et 

	

1  	 1 

	

N (X) = 1 - -
N 	

I [0 , )(x — + —N i=1 i-=1 
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[0] (Ti  — x)I [0 , )(U, — U0 ). (1.1.8) 

Dufour (1995) a montré que ces tests basés sur les méthodes randomisées sont 
des test exacts en ce sens que la région critique randomisée a le même niveau que 
la région critique G(T0) < a. Plus précisément, peu importe 0 < a < 1 : 

I[a(N +1)]  
P[i5N(To) agio] PPN(To) 	= 	N +1  • 	(1.1.9) 

Les procédures des tests de MC présentées dans cette section pourront être 
utilisées pour effectuer des tests d'ajustement, d'indépendance, pour détecter des 
données aberrantes, ..., etc. Il suffit de connaître sous l'hypothèse nulle la distri-
bution des observations ou, dans le cas de modèle de régression, la distribution des 
résidus. Si la statistque de test est pivotale, on peut se permettre de ne connaître 
sous II0  la loi des observations qu'à un paramètre de position et à un paramètre 
d'échelle près. 

1.2. ALGORITHME DES TESTS DE MONTE CARLO 

Pour effectuer un test de MC d'une l'hypothèse nulle 110, on applique les 

quatre étapes de l'algorithme suivant: 

(1) à partir des données observées, on évalue la statistique de test, soit To; 

(2) on simule N échantillons sous l'hypothèse nulle Ho  et , à partir de ceux-ci, 

on calcule N valeurs de la statistique de test que l'on dénote T1, TN; 

(3) on calcule le rang R de To  dans l'ensemble {T0, 	TN } en utilisant, s'il y 
a lieu, la méthode de randomisation suggérée par Dufour (1995); 



ou } 
13 N (T 0) 

R  =1 N + 1 
 

ijN(To) 

(1.2.1) 

(4) on calcule le niveau critique du test de MC dont la formule est donnée par 

8 

et on prend la décision selon le niveau fixé. 

Afin d'exécuter cet algorithme, on peut utiliser un programme en Fortran 77 
(version Fortran 77, 4.0.2 Power Fortran, 4.0) avec l'extension de la programma-
thèque International Mathematical and Statistical Libraries (IMSL,1987) simi-
laire au programme "PROGRAM MCT" reproduit dans l'annexe A. 

Théoriquement, un test de MC ainsi obtenu est exact, au sens où on a (1.1.2) 
s'il n'y a pas d'ex aequo et où on a (1.1.9) s'il y en a, quel que soit le nombre N 
d'itérations considérées. On remarque ici que les tests de MC offrent une certaine 
similitude avec le bootstrap. Il y a une différence fondamentale cependant: dans 
les procédures de MC, le nombre des tirages est explicitement pris en compte de 
sorte que des tests randomisés exacts peuvent être facilement obtenus. Le fait 
que la procédure soit randomisée joue un rôle considérable dans la détermination 
du niveau du test. Dans les procédures de type bootstrap, on fait comme si le 
nombre de tirages était infini. 

Afin de mesurer les niveaux et les puissances des tests étudiés, nous avons 
appliqué la procédure des tests de MC, présentée à la section 1.1, avec 10 000 
itérations. Les tests de MC ont été effectués en simulant soit N=99 échantillons, 
soit N=99 permutations aléatoires en utilisant le générateur de nombres aléatoires 
de la programmathèque IMSL (1987). Ce générateur est fondé sur la méthode de 
la congruence multiplicative, pour plus de détails voir IMSL (1987, chapitre 18). 
Les tests ont été effectués au niveau 5%. Le taux de rejet sur les 10 000 itérations 
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constitue le niveau expérimental du test si les données utilisées pour le calcul de 
To  ont été générées à partir de la loi stipulée par Ho  et constitue la puissance 
expérimentale autrement. Rappelons que la région de confiance à 95% du niveau 
expérimental, correspondant au niveau nominal de 5%, dans le cas de 10 000 
itérations est [4,57%; 5,43%i [voir Brian (1987), page 61. 



Chapitre 2 

TESTS DE NORMALITÉ 

Le problème de vérifier la normalité d'un échantillon est fondamental à la 

recherche statistique théorique et appliquée. Les tests de normalité sont donc 

largement utilisés parce que l'hypothèse de normalité est une pratique courante 

dans l'analyse statistique. Dans le cas particulier des modèles de régression, on 

s'intéresse surtout à la normalité des erreurs. Beaucoup de tests ont été suggérés 

afin de vérifier l'hypothèse de normalité. Dans ce domaine, on se concentre sur les 

tests du type omnibus et multiplicateur de Lagrange (ML) [voir Mardia (1980)]. 

En particulier, on considère les statistiques de Kolmogorov-Smirnov (KS) [Kolmo-

gorov (1933), Smirnov (1939)], Watson (W) [Watson (1961)], Anderson-Darling 

(AD) [ Anderson et Darling (1954)], Cramér-von Mises (CVM) [Cramer (1928)] 

et Jarque-Bera (JB) Parque et Bera (1980, 1987)J. 

Dans la section 2, on expose le modèle de régression linéaire utilisé pour les 

tests de normalité basés sur des résidus. Dans la section 3, on définit les notations 

et on dérive les tests de normalité qui nous concernent. On démontre aussi que les 

statistiques de test sont pivotales. Dans la section 3, on discute aussi les résultats 

obtenus et on essaie de tirer quelques conclusions. 
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2.1. MODÈLE DE RÉGRESSION LINÉAIRE 

Pour les tests de normalité, on considère la situation des erreurs associées au 

modèle de régression linéaire suivant: 

Y = X0+ E 	 (2.1.1) 

où Y = (Y1, Y2, ...,Yn )1  est un vecteur nxl d'observations sur une variable dépen- 

dante, X = [X1 , X2 , ..., Xp] = [xl, x2, 	xn ji  est une matrice n x p fixe de rang p 

où Xp  = (1, 1, ..., 1)', ß = (01, 027 •••1 Pp) est un vecteur p x 1 de coefficients de 

régression inconnus et e est un vecteur n x 1 de perturbations aléatoires indépen-

dantes et identiquement distribuées (i.i.d.) de loi N(0, o-2 ). 

Dans le contexte du modèle (2.1.1), le vecteur des résidus associés aux moindres 

carrés ordinaires (m.c.o.) est 

ê = Y - X0 = (In  - H)Y = (In  - IDE 	 (2.1.2) 

où 

= (X'X)-1X'Y et H = X (X' X)-1 
	

(2.1.3) 

est la matrice de projection usuelle. On montre que: 

ê 	N [On , o-2  (In  - H)] . 	 (2.1.4) 

On remarque que le vecteur des résidus des m.c.o. n'est aucunement fonction du 

vecteur 0. On rappelle que l'estimateur des m.c.o. coïncide ici avec l'estimateur 

du maximum de vraisemblance [Gouriéroux et Monfort (1989, pages 105-106)]. 

On remarque aussi que, d'après le théorème de Gauss-Markov, est optimal 

parmi les estimateurs linéaires sans biais et 
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Cov(0) = o-2(X1X)-1. 	 (2.1.5) 
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Théoriquement, les résidus êi , 	êr, ne sont pas équidistribués [voir (2.1.4)1. Mais 
dans cette étude, nous allons explorer le résultat démontré par White et MacDo-
nald (1980, sections 2 et 3) indiquant que les statistiques utilisant les résidus stan- 
dardisés 	êTi/S, où e .5'2  = n-1  Ein  êî sont approximativement équivalentes 
à leurs homologues fondées sur les perturbations normales, après les avoir centrées 
et réduites, (E1—i)/S,..., (en -E)IS, où E = n-1  Ein  Ei et 82  = n-1  En  1  (Ei — 

En remarquant que le vecteur des résidus des m.c.o. n'est aucunement fonction 
du vecteur 0, on peut voir facilement que les statistiques construites à partir des 
résidus standardisés 	•••, ê/Š sont pivotales. Par conséquent, les tests de MC 
associés sont exacts et invariants quant aux paramètres de tendance centrale et 
de dispersion [Dufour (1995, section 2)]. 

2.2. STATISTIQUES DE TEST 

Dans le contexte du modèle de régression linéaire (2.1.1), on veut vérifier si 

ci , ...,en  sont régies par une loi N(0, 0-2). 	 (2.2.1) 

Si u2  était connu, il serait équivalent de vérifier si 

El 	En  
—0_ 	7  sont régies par une loi N(0, 1). 

Mais, puisque les perturbations ei  sont inobservables et u2  est inconnu, il est 
fréquent de remplacer les ei  par les résidus êi  et u2  par :5'2  (n - A-1  Ein  q, 
c'est à dire de vérifier, comme le recommandent White et MacDonald (1980), si 

1/0  : 	ê7 ,/Š sont régies par une loi N(0, 1). 	(2.2.2) 

Il est à noter que les tests de normalité d'un échantillon aléatoire pourront être 
remplacés par leurs équivalents effectués sur des résidus d'un modèle de régression 
de type position-échelle (location- scale) dont la matrice de variables explicatives 

est constituée du seul vecteur (1, 1, ..., 1)1 . Plus précisément, soit X1, x2, •••, 
un échantillon aléatoire associé à la variable aléatoire X dont la distribution est 
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F (x, o-2 ). Pour p, et cr 2  inconnus, on peut voir facilement que le problème de 

vérifier l'hypothèse nulle 

: F(x, p, o-2) est la distribution d'une loi N(p, a-2), 	(2.2.3) 

est équivalent à vérifier l'hypothèse Ho , où êi  = X — X, 1 < i < n, et X — 

n-1  \--"1  x- Z-li-=1 

Enfin, pour effectuer des tests de l'hypothèse nulle Ho , on considère les sta-

tistiques de test ci-dessous, où (I)(x) désigne la fonction de répartition (fr.) de la 

loi normale standard, stipulée par Ho . 

2.2.1. La statistique KS 

Cette statistique a été introduite par Kolmogorov (1933) pour mesurer l'écart 

entre la fonction de répartition expérimentale (f.r.e.) et la fonction de répartition 

(f. r.) stipulée par l'hypothèse nulle. Dénotons par ê(1)[5' < 6(2)/ < ••• < ê(n)rn 
les statistiques d'ordre associées aux résidus de régression standardisés 

£.2M, f n /Š. La statistique KS est définie comme étant 

KS = supx1F(x) — 41(41 
	

(2.2.4) 

où 

   

 

Fn(x) = 
O, 	x < (1)1 

E(j) /S< x < 6(i+1 )1:5", 
1, 	6( n )/S' < x 

i = 1, 2, ..., n-1. 

 

 

   

Si l'on définit 

= (1)(fii) /(-5'),i = 1,...,n, 

si l'on dénote par Fnz (z), O < z < 1, la f.r.e. associée aux Zi, 1 < i < n, si l'on 

introduit la différence expérimentale Dz(z) = {F,,,z (z) — z} , O < z < 1, et si l'on 



pose enfin z = I(x), alors: 

F (  x) = 	/[0,00[(X — e(i) /Š) = 	(4.(x) —  

de sorte que 

Donc 

— Zt) = F(  z) 
i=1 

D(x) = {F(x) — .1.(x)} = {F(  z) — 	= Dz  (z). 

KS = supx1D(x)1 = suPo<z<ilDz  (z)1, (2.2.5) 

et il en ressort finalement que 

	

KS = Max(Dz' ,Dz- ), 	 (2.2.6) 

où Dz+ = — ( Max• 	1:  Z( ,) ) et Dz- n 	 = Max =1 	 (Z(i) — 	Mais les dis- 
tributions exacte et limite de cette statistique ne sont pas standard. Par consé-
quent, le test de KS est effectué en utilisant des points critiques tabulés. Dans 
le cas d'ajustement à une loi normale de moyenne et variance inconnues (mo-
dèle position-échelle), on adopte les tables de Lilliefors (1967) qui fournissent les 
valeurs critiques obtenues par simulation que pour les tailles d'échantillon in-
férieures ou égales à 30. Pour les tailles dépassant 30, les points critiques sont 
déduits de la loi asymptotique. Le test de KS basé sur ces valeurs critiques soit 
tabulées soit approximatives présente souvent un problème de niveau. Afin de 
réduire les conséquenses de cet inconvénient qui est commun à plusieurs tests, 
Stephens [D'Agostino et Stephens (1986, chapitre 4)] a proposé des modifica-
tions des statistiques originales et a établi de nouvelles valeurs critiques. Pour la 
statistique KS, la modification est 
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KS st = K S ( \rn — 0, 01 + 0, 85/fii). 	 (2.2.7) 



2.2.2. La statistique CVM 

On considère la famille des statistiques quadratiques de Cramér-von Mises 

Q = n i cx)  {Fri (x) —  

où e(x) est une fonction de pondération de -V, (x) — (1.(x)}2. Le cas particulier 

où e(x) = 1 correspond à la statistique CVM [voir D'Agostino et Stephens (1986, 

pages 100-101)] et on a 

n r  1 	 2i — 112 
CVM  	[ 12n 	z(1) 	2n i=1 

(2.2.8) 

On remarque que la statistique CVM est aussi une mesure d'écart entre les deux 

fonctions Fi, (x) et cl. (x). Mais cette statistique considère n différences entre F(x) 

et 41.(x), tandis que la statistique KS considère uniquement la différence la plus 
grande. Dans le cas d'ajustement à une loi normale de moyenne et variance in-

connues, la modification de Stephens est 

CVM st  = CVM(1, 0 ± 0, 5/NFL). 	 (2.2.9) 

2.2.3. La statistique AD 

Elle est aussi un cas particulier de la famille des statistiques quadratiques de 

Cramér-von Mises. En posant 0(x) = 11 [{.1.(x)}{1 — .1(x)}], on a 

AD = —n — 
1 71 	

i — 1) Pog(Z(i )) + /og(1 Z(n+l-i))] • 
	(2.2.10) 

i=1 

La modification de Stephens pour cette statistique pour le cas d'ajustement à 

une loi normale de moyenne et variance inconnues est 
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AD st  = AD(l, 0 + 0, 75/n + 2, 25/-Vii). 	 (2.2.11) 



2.2.4. La statistique W 

Elle est une modification de celle de CVM effectuée par Watson (1961). En 
posant Z = 	Zi/n, on la définit par 

n 
 f

00 

W 	 oe  {Fn (x) — (I)(x) — f [Fn (x) — (1)(x)]c1F(x)}2e(x) 

CVM — n(Z — 0, 5)2. 	c° 	 (2.2.12) 

La modification de Stephens correspondante est 

Wst = W(1, O — 0, 02/n)(1 + 0, 35/n) 	 (2.2.13) 

Les tests de W, de AD et de CVM sont effectués en utilisant des points cri-
tiques tabulés dans Pearson et Hartley (1972) et adaptés par Stephens [D'Agos-
tino et Stephens (1986, pages 122-133)]. 

2.2.5. Statistique JB 

Les tests de JB se rapportent à la famille des fonctions de densité de Pear-
son [Pearson (1965)] et sont dérivés en appliquant le principe ML. Il est à noter 
qu'on appelle ceux-ci tests de JB malgré le fait qu'ils ont initialement été pro-
posés par d'autres auteurs (voir , par exemple, Bowman et Shenton (1975)). La 
raison en est que Jarque et Bera ont été les deux premiers à les avoir suggérés en 
recourant au principe ML. La distribution limite des statistiques de test est celle 
d'un khi-deux centré et chaque test a une puissance asymptotique locale maxi-
male. Cependant, la distribution exacte n'est pas calculable de façon analytique. 
Par conséquent, les propriétés pour un échantillon de taille finie ont toujours été 
étudiées par simulation[voir, à titre d'exemple, Pierce et Gray (1982), White et 
MacDonald (1980), Anderson (1994)]. 
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Par ailleurs, pour dériver le critère de JB comme test de ML, Jarque et Bera 
(1987, page 165) ont utilisé le fait que la loi normale appartient à la famille de 
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Pearson et ils ont montré que 

JB = n [(b1)2/6  + (b2  — 3)2/24] 	 (2.2.14) 

où 

/ -3/2 	/ ^2 

	

\/71 	I-L3/ /12 7 U2 = /14/ it2 	 ci /n. 
i=1 

Ici, /j et et b2  sont respectivement les coefficients d'asymétrie et d'applatissement 
expérimentaux. Afin d'explorer les propriétés de ces deux coefficients, D'Agos-
tino et Stephens (1986, chapitre 6) ont considéré les statistiques AS = -\/1 et 
AP = b2 . Dans le cas du modèle (2.1.1), on considère aussi les tests des momemts 
basés sur s2  = Ein  êiAn — p), l'estimateur sans biais usuel de o-2, à savoir 

	

J.B8  = — p)JBln, 	= (n— p)ASIn et Ail', = (n— p)APIn. 

2.3. ANALYSE DE LA PERFORMANCE DES TESTS 

Avant de présenter les résultats et les conclusions obtenues, rappelons que 
les onze statistiques décrites plus haut sont utilisées dans le contexte du modèle 
de régression (2.1.1). Le cas d'observsations i.i.d. est étudié dans le contexte du 
modèle position-échelle. Par conséquent, toutes ces statistiques sont pivotales et 
les tests de MC associés sont exacts. 

Dans cette étude, nous avons considéré des échantillons de tailles 25, 50, 
100 et 300, générés à partir des lois normale centrée réduite, bêta(2,3), Cauchy, 
gamma(2,1), lognormale et Student(5) qui seront notées respectivement N, B, C, 
F, Ln et t. 

Les résultats obtenus sont présentés dans les tableaux A.1 à A.12 Ces résultats 
montrent que tous les tests basés sur des valeurs critiques ont un problème de 
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niveau. Cette conclusion est très nette lorsque la taille de l'échantillon considéré 
est relativement faible ( voir le tableau A.1 pour n -= 25) ou lorsque les tests 
sont effectués sur des résidus de régression issus d'un modèle où la matrice X 
est formée d'un terme constant, d'un ensemble de k variables fantoches et d'un 
ensemble de variables indépendantes normales centrées réduites. Formellement, 
on peut écrire 

X = 	[ X (1) X(2) X p] , Où X(i) = 	 , la matrice O ne contenant 
0 (n-k,k)  

que des zéros, X(2)  est formée de p — k — 1 variables explicatives indépendantes 
normales centrées réduites et X p  -= (1,1, ..., 1)'. Par contre, tous les niveaux expé-
rimentaux des tests MC se maintiennent à un niveau acceptable (pour illustration, 
voir les tableaux A.5 à A.8). 

Quant à la puissance expérimentale, on note que nos conclusions se basent 
uniquement sur les résultats relatifs aux tests de MC. Avant d'examiner les ré-
sultats correspondants aux résidus de régression, nous remarquons que tous les 
tests ont une forte puissance si la la taille de l'échantillon considéré est relative-
ment élevée (>100). Dans le contexte du modèle de position-échelle, le test AD, 
le meilleur des tests basés sur la f.r.e., se compare favorablement aux tests des 
moments et il n'a aucun problème de biais. Malgré qu'il a une puissance biaisée 
sous la contre-hypothèse de la distribution bêta pour n = 25, le test JB a la 
meilleure puissance sous les contre-hypothèses des lois de Cauchy, lognormale et 
Student. Il est plus performant que le test AD dans le cas de la loi r et n < 50. 
Comme il était attendu, tous les tests de MC ont une très bonne puissance dans le 
cas d'échantillon de taille réduite et sous les contre-hypothèses des lois de Cauchy 
et lognormale. En comparant les puissances sous les contre-hypothèses B et t, on 
peut sélectionner AD et JB comme les deux meilleurs tests. Pour les échantillons 
de taille inférieure à 50, nous remarquons une faible puissance des sept tests étu-
diés si la contre-hypothèse est B. D'ailleurs, pour cette contre-hypothèse et pour 
n = 25, aucun test n'a pu avoir une puissance supérieure à 5,5%. Pour n = 50, 
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seule la puissance du test AD est supérieure à 10% (voir les tableaux A.1 et A.2). 
On peut remarquer nettement l'effet positif de la procédure des test de MC sur 
la performance des tests des moments. En effet, la puissance du test JB a été 
sensiblement améliorée pour n <100. Cette amélioration se justifie par le niveau 
sous-estimé du test original de JB. 

Il est à noter que les modifications de Stephens, d'ailleurs toutes sous forme 
de transformation affine, n'ont pas contribué d'une manière appréciable ni à la 
correction du niveau ni à l'amélioration de la puissance (voir les tableaux A.1 
et A.4). Le seul apport de ces modifications est l'utilisation d'un seul point cri-
tique pour toutes les tailles d'échantillon. Puisque les tests de MC sont invariants 
quant aux transformations affines, on n'a pas à calculer le niveau et la puissance 
expérimentaux des tests de MC correspondants. 

Les résultats relatifs aux tests effectués sur des résidus de régression font 
apparaître que, parmi les onze tests étudiés, JB, est le plus performant. D'ailleurs, 
la puissance de ce test est soit nettement supérieure aux puissances de tous les 
tests (cas de la contre-hypothèse B) soit légèrement inférieure à des puissances 
d'autres tests (pour illustration, voir les tableaux A.9 à A.12). 



Chapitre 3 

TESTS D'AJUSTEMENT À D'AUTRES LOIS 
CONNUES 

Dans ce chapitre, on veut introduire une statistique de test basée sur une 

combinaison d'un sous sensemble de statistiques de test fondées soit sur la f.r.e. 
(KS, CVM, W et AD), étudiées dans le chapitre précédent, soit sur le coefficient 
de corrélation pour effectuer des tests d'ajustement de plusieurs lois connues. 

Pour les tests d'ajustement à des lois connues, nous nous référons aux travaux 

de D'Agostino et Stephens (1986, chapitre 4). Nous reprenons les mêmes lois et 

nous nous basons sur les valeurs critiques utilisées par ces auteurs. Nous tenons 

compte aussi des modifications suggérées par Stephens. Pour chaque distribution 

à plus d'un paramètre, ces auteurs présentent les différentes situations où certains 

paramètres sont connus et les autres sont inconnus. Dans cette étude, nous nous 

limitons aux cas des lois à paramètres de position et d'échelle inconnus. 

Pour l'estimation des paramètres inconnus, Stephens s'est limité fréquem-

ment aux estimateurs du maximum de vraisemblance (MV). Malgré les qualités 

reconnues de ces estimateurs, nous allons constater dans ce chapitre que l'utilisa-

tion des estimateurs basés sur les moments améliore, dans plusieurs situations, la 

puissance des tests étudiés. Ceci nous permettra d'introduire des tests combinés 

de MC qui s'avéreront, dans la majorité des cas, nettement plus performants que 
les tests originaux. 
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Ho  : F(x, a, /3) = Fo  

111 	: F(x, a, [3) 	Fo  

pour tout x E] — oo, +oo[(3.1.1) 

pour au moins une valeur de x, 

et 
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Dans la section 3.1, nous discutons la démarche suivie pour obtenir des statis-
tiques pivotales et nous présentons les tests basés sur le coefficient de corrélation 
et les tests combinés de MC. Dans chacune des sections 3.2 à 3.5, nous présen-
tons les caractéristiques d'une loi dont on envisage l'étude, nous précisons les 
valeurs critiques utilisées et leur provenance et nous comparons au moyen d'une 
simulation les tests originaux et les tests de MC. 

3.1. STATISTIQUES DE TEST 

On considère un échantillon aléatoire X 1 , ..., Xn, associé à la variable aléa-
toire X dont la f.r. est F(x, a„3), où (a, )3) G R x R+ sont, respectivement, des 
paramètres de position et d'échelle inconnus. Le problème, dans ce chapitre, est 
de confronter les hypothèses 

où Fo  est une f.r. connue. Si a et p étaient connus, il serait équivalent de vérifier 
si 

X1  —a 	 — a 
Ho 	••• 5 	0 	 sont régies par la f.r. Fo(x) 

mais, puisqu'ils sont inconnus, on remplace a par un estimateur â = â(X j., 	X n ) 
équivariant par translation et par dispersion et p par un estimateur p = pcx1, 

invariant par translation mais équivariant par dispersion, c'est-à-dire que 
l'on considèrera des statistiques qui seront fonctions des variables observables 

-" 7 
xn-a  Celles-ci ne sont pas en général mutuellement indépendantes et ne e  	:3 • 

suivent pas la loi Fo , mais leur distribution ne dépendra pas des valeurs inconnues 
a et p. 



3.1.1. Tests basés sur la f.r.e. 

Nous reprenons, dans ce chapitre, les quatre statistiques de test basés sur la 
KS,CVM,W et AD, telles qu'elles ont été définies dans le chapitre 2. Nous 

tenons compte aussi de toutes les modifications suggérées par Stephens [D'Agos-
tino et Stephens (1986, chapitre 4)]. 

Si l'on introduit la f.r.e. associée aux Wi  = (Xi  -)/$, 1 < i < n, plus 
précisément, si l'on définit 

	

{
0, 	x < Mi) 

F(x) = i/n, W(i)  < x < Mi+i), 

	

1, 	W(n)  < x 

i = 1,2,...,n— 1 

où W(i)  < 	< W(n)  sont les statistiques d'ordre associées aux Wi, 1 < i < 
n, nous rappelons qu'on considèrera entre autres les quatre statistiques de test 
KS,CVM,W et AD basées sur la différence expérimentale 

D(X) =- {F(x) — Fo(x)} , x E R, 

en vue d'effectuer le test de Ho. Il est à noter que cette différence est pivotale 
en ce sens que sa loi ne dépend ni de a, ni de O. En effet, bien que la loi des 
xi, 1 < i < n, dépende de a et de )3, celle des Ti  = (Xi  — a)/[3, 1 < i < n, 
n'en est pas fonction. De plus, les propriétés d'invariance et d'équivariance des 
estimateurs font en sorte que 

 

•••,Tn) = 
â(Xi, Xn) —&—a   

et 

  

0 

S(Ti, ..., Tri ) = 'Agi ,  • ••, Xn) =
-,  )3 
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d'où, pour 1 < i < n, 
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Il en ressort que la loi de W , 1 < i < n, et à fortiori celle de Fri (x), n'est 
aucunement fonction des paramètres a et O. Par conséquent, pour effectuer des 
simulations, on pourra supposer sans perdre de généralité que a = 0 et ß = 1. 
Par ailleurs, si l'on définit 

si l'on dénote par F flz (z), O < z < 1, la f.r.e. associée aux Z , 1 < i < n, si l'on 
introduit la différence expérimentale Dz(z) = {F2 (z) — z} , 0 < z < 1, et si l'on 
pose enfin z = Fo(x), on a, comme on a vu à la sous-section 2.2.1: 

F(x) = 	(z) 

de sorte que 

D (x) = 	— Fo(x)} = {F(  z) — z} = D z  (z). 

On peut donc conclure qu'un paramètre de position ou d'échelle inconnu dans 
la distribution de X ne pourrait être considéré comme paramètre de nuisance 
pour les statistiques KS,CVM,W et AD. De plus, l'avantage d'une telle trans-
formation réside dans le fait qu'alors que l'argument x parcourt la droite réelle, 
l'argument z, quant à lui, parcourt l'intervalle unitaire. 

3.1.2. Tests basés sur le coefficient de corrélation 

Pour effectuer le test de Ho, donnée par (3.1.1), on considèrera également 
des statistiques basées sur le coefficient de corrélation entre le vecteur Wo = 
(W(i), ••, W(7.))' des statistiques d'ordre associées au vecteur W = (W1, ••, Wn)', 
défini dans la section précédente, et un ensemble de cotes c =- (c1 , , cri )1  , où 
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< 	< cn , et qui dépendent de Fo. Le coefficient de corrélation est évidemment 
défini comme étant 

(W(i) - W) (ci - é)  R(WG) , c) = 	 (3.1.2) 
(W (i) W)2  ni(c - )2] 1/2  

et, en ce qui concerne les cotes, nous nous concentrerons sur deux choix, à savoir, 

= E (F0-1(U(i) )) „i = 1, 	n, 	 (3.1.3) 

où U(i)  < 	< UN  sont les statistiques d'ordre associées à un échantillon aléatoire 
de taille n et de la loi U(0,1), et 

hi  = F0-1  (E(U(i) )) = Fo-1( n 	1)„ i = 1, ...,n, 	 (3.1.4) 

puisqu'on sait que U(i)  admet une loi bêta(i, n- i +1). Le premier choix est qualifié 
de cotes exactes, tandis que le second est qualifié de cotes approximatives. Puisque 
la loi des Wi, 1 < i < n, ne dépend ni de a, ni de ß,  il est clair que toute statistique 
définie à partir du coefficient de corrélation (3.1.2) est pivotale. 

3.1.3. Tests combinés de MC 

Dans un contexte où on veut effectuer des tests d'une hypothèse nulle contre 
plusieurs contre-hypothèses, il arrive souvent que des tests présentent une puis-
sance appréciable pour un premier sous-ensemble de contre-hypothèses mais une 
puissance plutôt médiocre pour un second sous-ensemble. Par contre, d'autres 
tests présentent le profil inverse. Dans de telles situations, une combinaison de 
tests peut fournir une procédure plus performante. Par ailleurs, les résultats de 
cette étude font apparaître qu'aucun des cinq tests présentés plus haut ne main-
tient une puissance relativement acceptable pour toutes les contre-hypothèses 
étudiées. Cette conclusion nous permet d'introduire des tests combinés basés sur 
un ensemble de statistiques sélectionnées. La combinaison que nous allons intro-
duire est le maximum d'un certain nombre de statistiques de test sélectionnées 
après les avoir centrées et réduites. Pour centrer et réduire les statistiques de test 
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sélectionnées, on constitue N échantillons sous l'hypothèse nulle et on évalue les 
paramètres de position et d'échelle de chaque statistique à partir de l'échantillon 
effectivement observé et des Néchantillons générés. Le choix de l'entier N dépend 
de la précision requise pour l'estimation des paramètres . 

Formellement, dénotons par ST = (ST1 , ..., STk ) le vecteur des k statistiques 
sélectionnées. Soient (STi,o, -.•, STk,o) la valeur observée du vecteur ST, et (STi,i, 

STk ,i), 1 < j < N, N réalisations indépendantes de ST obtenues d'échantillons 
générés sous l'hypothèse nulle. On peut alors calculer 

ElY ST. • 
ST, =  3=° 1,3S2  _ 	— ŠT)2 	= 

N + 1 ' z 

Nous allons considérer la statistique combinée suivante 

CMC = Maxi<i<k 1
STi  —  ST 

Si  (3.1.5) 

Remarquons qu'une telle combinaison de statistiques pivotales est à son tour pi-
votale. Par conséquent, les tests de Monte Carlo associés sont exacts et invariants 
quant aux paramètres d'échelle et de position. On peut donc utiliser la méthode 
des tests de MC et, afin de réduire le temps de calcul dans nos expériences de 
simulation, nous retenons les mêmes (N = 99) échantillons générés sous l'hy-
pothèse nulle pour la procédure MC et pour les estimations des paramètres de 
position et d'échelle des statistiques de test sélectionnées. 

3.2. TESTS D'AJUSTEMENT D'UNE LOI EXPONENTIELLE 

On considère, dans cette section, la loi exponentielle (Exp) de f.r. 

F(x, c, 0) = 1 — exp{—(x — 	0}, x > a, —oc <a < +oo et ¡3> O. (3.2.1) 
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Pour effectuer le test de l'hypothèse nulle 1/0 , on suit la procédure suivante 
[D'Agostino et Stephens(1986, page 141)]: 

a) calculer les estimateurs T3 = n(X — X(i) )1(n —1) et â = X(i)  — /j/n, 

b) calculer 1/1/(i)  = (4)  -(i)1(3,1(i< n, 

c) calculer Z(i)  = Fo (W(i)) = 1 — exp(-17%),1 (. i < n, 

d) trouver les statistiques KS,CVM, W et AD. Pour ces statistiques, nous 
utilisons les valeurs critiques tabulées par D'Agostino et Stephens(1986, Table 
4.15) et les modifications de Stephens suivantes: 

CV/V/st  

AD st  

Wst  

= 

= 

= 

CVM(1, 0 + 2, 8/n — 3/n2), 

AD(1, 0 + 5, 4/n — 11/n2), 

W(1, 0 + 2, 3/n — 3/n2. 

(3.2.2) 

(3.2.3) 

(3.2.4) 

Les valeurs critiques correspondantes à ces modifications sont présentées par 
D'Agostino et Stephens(1986, Table 4.14). 

e) trouver les deux statistiques basées sur le coefficient de corrélation suivantes 

Z(W( .) , m) = n11 — R2(W(.) , m)} 	 (3.2.5) 

où mi  = E 	— U( ,) )} =E3%.1(n— j +1)-1,1 i < n, [voir Savage (1956)], 
sont les cotes exactes, 

Z(W(.),h) = ntl — R2(W(.) , h)} 	 (3.2.6) 

où hi  = —log {1— E(U(i) )} = —log {1— 	+ 1)} , 1 < i < n, sont les cotes 
approximatives. Ces deux tests ont été considérés par Stephens qui a évalué les 
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valeurs critiques correspondantes [D'Agostino et Stephens (1986, pages 215-218, 
tables 5.6 et 5.7)]. 

Remarquons que les estimateurs â et iS utilisés par Stephens sont des modi-
fications des estimateurs basés sur les moments proposées par Cohen et Helm 
(1973) et rappelons que les estimateurs du maximum de vraisemblance des para-
mètres a et ß  sont respectivement X(i)  et (X — X(i) ) et les estimateurs basés sur 
les moments sont (X — S) et S où 

X = 	Xi/n et S = {12(Xi  — X)2/(n — 1) 

[Johnson, Kotz et Balakrishnan(1994, v.1, pages 506-508)]. 
Pour évaluer les niveaux expérimentaux des tests étudiés, nous avons généré 

des échantillons provenant d'une loi Exp(0,1) et pour évaluer leurs puissances 
expérimentales, nous avons généré des échantillons provenant de lois 11\11 (normale 
en valeur absolue), B, F, Ln, It (Student(5) en valeur absolue) et U (uniforme sur 
[0,1]). 

Il est clair qu'une modification des estimateurs â et S influence nettement la 
puissance des tests basés sur la f. r.e. Les résultats de cette étude font apparaître 
que l'utilisation de l'estimateur basé sur les moments 

/(i = s = 	— X)2/(n — 1)} 	et de à = X(1) — 731n 
z=i 

améliore sensiblement la puissance des quatre tests KS,CVM,W et AD aux cas 
où H1: F(x, a, )(3) est la distribution de lois 1N1, B, r, t et U et a un effet négatif 
sur la puissance de KS, CVM et AD si H1: F(x,a, ,e) est la distribution d'une 
Ln. Cette situation permet l'utilisation du test CMC présenté dans la section 3.2. 
Nous avons sélectionné les quatre (k -= 4) statistiques de test CVM,AD,CVMN 
et ADN, où KSN,CVMN,WN et ADN sont les tests utilisant â et S. Il est 
facile de vérifier que à' et à sont des estimateurs équivariants par translation et 

1/2 
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par dispersion et que -jj et ij sont invariants par translation mais équivariants 
par dispersion. Par conséquent, toutes les statistiques utilisées dans la présente 
section sont pivotales. 

En plus de la conclusion commune à toute cette étude, à savoir que les tests 
basés sur des valeurs critiques ont souvent un problème de niveau, et la conclusion 
selon laquelle les modifications de Stephens ne contribuent ni à la correction du 
niveau ni à l'amélioration de la puissance, il ressort des résultats présentés dans 
les tableaux B.1 à B.4 que: (i) l'utilisation des estimateurs basés sur les moments, 
améliore nettement la puissance des tests basés sur la f.r.e, (ii) les deux tests basés 
sur le coefficient de corrélation Z(W( .) , m) et Z(W( .) , h) ont une faible puissance 
par rapport à tous les tests étudiés, (iii) pour les tailles d'échantillon relativement 
faibles (inférieures à 50), le test CMC est le plus performant parmi tous les tests 
étudiés et (iv) pour les tailles d'échantillon relativement élevées (supérieures à 
50), les deux tests CVMN et ADN sont les plus performants. 

3.3. TESTS D'AJUSTEMENT D'UNE LOI DE LA VALEUR EXTRÊME 

ET D'UNE LOI WEIBULL 

On considère ici la loi de la valeur extrême (EV) de fr. 

F(x, a, ,e) = exp[—exp (3.3.1) 

où —oo < a < +oo et ß> 0. 

Pour tester l'hypothèse nulle .H0  dans le cas où les paramètres de cette loi sont 
inconnus, nous nous limitons aux tests fondés sur la f.r.e. Pour effectuer ces tests, 
on suit la procédure suivante [D'Agostino et Stephens (1986, pages 145-149)1: 
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a) calculer les estimateurs du maximum de vraisemblance jj et ôz donnés par 
les équations [Johnson, Kotz et Balakrishnan (1994, v.2, page 41)1: 

= 

rl 

â 	= 	—Mo g 	exp(— I f3)In], 

b) calculer W(i)  (4)  -â)/S, 1 < i n, 

c) calculer Z(i)  = Fo(W(i) ) = exp {—exp (—W(i) )} , 1 < i < n, 

d) trouver les statistiques KS,CVM, W et AD. 

(3.3.2) 

(3.3.3) 

Pour la statistique KS, nous utilisons les valeurs critiques calculées par Chan-
dra, Singpurwalla et Stephens et reproduites par D'Agostino et Stephens (1986, 

Table 4.18). Pour les trois autres statistiques, Stephens suggère les modifications 
suivantes 

CVMst 

ADst 

Wst 

= 

= 

= 

CVM(1, 0 + 0, 2/Nrn), 

AD(1,0 + 0, 2/ \F-t), 
W(1,0 + 0, 2/Nrn), 

(3.3.4) 

(3.3.5) 

(3.3.6) 

et propose les mêmes valeurs critiques présentées par D'Agostino et Stephens 

(1986, Table 4.17) pour les statistiques originales et les statistiques modifiées. 

e) trouver la statistique basée sur le coefficient de corrélation suivant 

Z (Ww, h) = n{1 — R2(W( . ) , h)} 	 (3.3.7) 
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où hi  = —log {—log [i/(n + 1)]} , 1 < i < n sont les cotes approximatives. Ce test 
a été considéré par Stephens qui a évalué les valeurs critiques correspondantes 
[D'Agostino et Stephens (1986, page 225, table 5.9)]. 

Remarquons que pour ces tests Stephens s'est limité aux estimateurs du maxi-
mum de vraisemblance, mais on peut aussi utiliser les estimateurs basés sur les 
moments. Rappelons que sous l'hypothèse 1/0, on a 

E(X) = a + -y0 c + 0, 57720, 7 est la constante d'Euler, et 
1 

V(X) =-
6

7r202  [Johnson, Kotz et Balakrishnan (1994, v.2, page 12)]. 

D'où, on peut poser 

— -V6S et êe=X— 	X — 0, 57720, 
7r 

(3.3.8) 

où 

72. 
	 1/2 

X = 	Xi/n et S 	 — X)2 /(n — 1) 	. 
i=1 

En se basant sur les procédures MC, nous considérons les tests K SN, CVMN, 
WN et ADN utilisant 0 et à. Nous considérons aussi le test CMC basé sur 
les quatre statistiques CVM,AD,CVMN et ADN. Nous pouvons affirmer que 
toutes les statistiques utilisées dans cette section sont pivotales. En effet, l'esti-
mateur à est obtenu par transformation affine de X quant à /à est le produit de S 
et d'une constante strictement positive. Il est évident donc que à est équivariant 
par translation et par dispersion et que 0 est invariant par translation mais équi-
variant par dispersion. Afin de vérifier les mêmes conditions respectives pour les 
estimateurs 'à et f3, supposons que (âx, ix) est une solution des deux équations 



(3.3.2) et (3.3.3), on peut écrire alors: 

1 	E7.1_1  Xiexp(-Xi Mx ) 
t 	 OX 0  

Er=i  eXp(—Xilf3x) 

Er-1(Xi - a)exP 
a) 	  

i=1 	 exp Px 
n 	

E7:=1(2eXP (e) Cke )} A , 
< 	> 

i=1 	13 	12=1XP{ ( -14e) 1 (ie)} 

et 

< > 

f3xlog[-n 

bX 109 

:àx log  

âx  = 

/ 

Xiiix œ )]  

a) 

° 

}1 âx — 

exp (
-tX  i=i 

[ 1  i=l exp 

< > (Xi 1 exp [ 	{ 
n 

() 
= 0, 

ce qui permet de conclure que {(&x — ce)/P, ¡x/ß} est une solution des deux 
équations (3.3.2) et (3.3.3), une fois que la variable X est transformée en Z = (X—
a)/0. Par conséquent, nous pouvons affirmer que les estimateurs du maximum 
de vraisemblance des paramètres a et /3 vérifient donc les conditions d'invariance 
et d'équivariance requises. 

Les résultats relatifs aux tests d'ajustement d'une loi de la valeur extrême 
sont récapitulés dans les tableaux B.5 et B.6. Ces résultats confirment que les 
tests de MC contrôlent parfaitement le niveau. Par contre, pour les cas où la 
taille d'échantillon est relativement faible (inférieure à 25), on peut remarquer des 
situations où le niveau des tests basés sur des valeurs critiques tabulées est biaisé. 
Ils montrent aussi que l'utilisation des estimateurs et à affectent positivement 
la puissance des tests KSN et AD. Le test basé sur le coefficient de corrélation 
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Z(W( . ) , h) a souvent la plus faible puissance. Donc, la comparaison des puissances 
des tests étudiés et la facilité de calcul de b.  et â nous amène à recommander 
fortement le test ADN. Mais, si on tient à l'utilisation de et â, les deux tests AD 
et CMC restent les meilleurs pour les cas où la taille d'échantillon est relativement 
faible (inférieure à 25). Pour des échantillons de taille relativement élevée, le test 
AD de MC est le plus performant. 

Les mêmes tests et les mêmes conclusions peuvent être retenus pour la loi de 
Weibull W(O, m) dont la f.r. est 

nx,0,m) = 1 — exp {— (-6 )7 71 } ,x> 0, 	 (3.3.9) 

où m> 1 et 0 > O. La raison en est que 

si X (-147 (0,m), alors Y = —logX EV(a,0), où a = —log 0 et ß = 1/m. 

3.4. TESTS D'AJUSTEMENT D'UNE LOI LOGISTIQUE 

Considérons la loi logistique (Log) de f.r. 

F(x, a, 0) =[i + exp 	x a fl l  ,—oo < x < +cc, 	(3.4.1) 

où —cc < a < +oc et ß > O. 
En reprenant la procédure utilisée pour les tests d'ajustement de cette loi, 

Stephens suggère les estimateurs du maximum de vraisemblance et â solutions 
des équations 

>1 [1 ± eXp 	â 1] — 

i=1 

1-  exP {( Xi â ) S} 

i1 	ß ) 1+ exp {(X i  — 	)3} 

(3.4.2) 

—n 	(3.4.3) 



et propose les modifications suivantes 

CVMst  = [nCVM + 0, 08/(n — 1)], 	 (3.4.4) 

ADst = AD(1, 0 + 0, 25/n). 	 (3.4.5) 

En examinant les équations (3.4.2) et (3.4.3), on peut voir aisément que les estima-
turs du maximum de vraisemblance des paramètres a et 0 vérifient les conditions 
d'invariance et d'équivariance requises pour affirmer que les statistiques basées 
sur la f.r.e. sont toutes pivotales. Pour les statistiques KS, CVM et AD, origi-
nales et modifiées, nous utilisons les valeurs critiques calculées par Stephens et 
présentées par D'Agostino et Stephens (1986, Tables 4.22 et 2.23). Pour la sta-
tistique W, nous n'avons pas pu trouver une source de valeurs critiques. 

Afin de résoudre le système d'équations (3.4.2) et (3.4.3), on doit avoir re-
cours à une procédure itérative. En guise de valeurs initiales, Stephens propose 
(ao, 00 ) = (X , S) [D'Agostino et Stephens (1986, Table 4.17)] tandis que John-
son, Kotz et Balakrishnan (1994) proposent (ao, ßo) = (X, er  S) [Johnson, Kotz 
et Balakrishnan(1994, v.2, page 128)]. Mais, il s'avère que la procédure itérative 
converge dans un nombre limité de cas vers la solution. D'ailleurs, si la taille 
d'échantillon est relativement élevée ( supérieure à 25), la convergence vers la 
solution devient rare. Donc, la suggestion de Stephens consistant à recourir aux 
estimateurs du maximum de vraisemblance, tout en étant raisonnable, reste dif-
ficilement applicable si l'on désire comparer la perfomance de tests. Ceci nous 
amène à proposer les estimateurs facilement calculables basés sur les moments, à 
savoir 

= X et 0 = 	S. 	 (3.4.6) 
7F 

Rappelons que sous l'hypothèse R-0 , on a E(X) = a et V(X) = 7r2[32/3  [John-
son, Kotz et Balakrishnan(1994, v.2, page 117)]. Nous considérons alors les tests 
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KSN,CVMN,WN et ADN utilisant à et T3. Il est clair que ces dernières sta-
tistiques sont pivotales. Nous considérons aussi le test basé sur le coefficient de 
corrélation Z(W(i) , h), où hi  = 	+1 — ill. Les valeurs critiques pour ce 
test sont fournises par D'Agostino et Stephens (1986, Table 5.11). 

Dans notre étude expérimentale relative aux tests d'ajustement d'une loi 
logistique, nous avons réussi à obtenir des résultats décrivant le niveau et la puis-
sance expérimentaux des tests originaux après 10 000 itérations, uniquement pour 
le cas où n = 10. Pour d'autres valeurs de n supérieure à 10, il était impossible 
d'obtenir des résultats mêmes pour 1000 itérations. Ces résultats sont présentés 
avec d'autres tests de MC basés sur les estimateurs 13-  et 5 pour n = 10, 25 et 50 
dans le tableau B.7. Il ressort de ces résultats qu'aucun des tests étudiés n'arrivent 
à distinguer une loi logistique d'une loi normale. D'ailleurs, le test Z(W0 , h) a 
une puissance biaisée sous les contre-hypothèses de la normale et de la loi F. Pour 
le reste des contre-hypothèses, tous les tests ont une puissance presque identique. 
Mais, l'utilisation du test ADN reste préférable. 

3.5. TESTS D'AJUSTEMENT D'UNE LOI UNIFOME 

Considérons, dans cette dernière section, la loi uniforme (U) de f. r. 

F(x, a, e) 
0 
x-a 

x < 
a < x < ,6 
x > /3. 

(3.5.1) 0-a 
1 

Pour les tests d'ajustement de cette loi, Stephens suggère de considérer les (n-2) 
x(2..,4 ) -x.(1)  transformations des statistiques d'ordre X(1) , 	X(n) U(i)  = 	  x(n)-- (1)  

ri — 2, en vue d'effectuer le test de l'hypothèse nulle Ho' : les U(i) , 1 < i < n — 2 
sont des statistiques d'ordre d'une loi U(0, 1) [D'Agostino et Stephens (1986, page 
360)]. Le seul test qu'il a considéré pour l'hypothèse nulle Ho  est celui basé sur 
le coefficient de corrélation. 11 est à noter que, pour le cas de la loi uniforme, 
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l'ensemble de cotes exactes est identique à celui des cotes approximatives. Nous 
considérons donc la statistique Z(W( .) , m) , où m est l'ensemble de cotes exactes 
mi  = i/(n+1), 1 < i < n et les points critiques calculés par Stephens [D'Agostino 
et Stephens (1986, pages 199-200, table 5.1)1. Nous considérons aussi le test com-
biné de MC, CMC, constitué des statistiques sélectionnées AD et Z(W( .) , m). 
Afin de montrer avec quelle facilité on peut effectuer les tests de MC, nous pro-
posons d'utiliser les estimateurs du maximum de vraisemblance des paramètres 
a et ,3 et nous reprenons les mêmes étapes: 

a) trouver les estimateurs â = X(1)  et ß = X (72)  

b) calculer W(i)  = (4) -Ce)/(ij — â), 1 < i < n, 

c) noter que Z(i)  = Fo (W(i) ) = W(i) , i = 1, 	n, 

d) trouver les statistiques KS,CVM,W, AD, Z (Wo, m) et CMC. 
Il est à noter que les paramètres de position et d'échelle utilisés sont respec-

tivement a et (3 - a). L'estimateur â du paramètre de position est équivariant 
par translation et par dispersion et l'estimateur (,â — â) du paramètre d'échelle 
est invariant par translation mais équivariant par dispersion. Par conséquent, les 
statistiques, utilisées pour effectuer des tests d'ajustement d'une loi uniforme, 
sont toutes pivotales. 

Les résultats relatifs aux tests d'ajustement d'une loi U(a, (3) sont présentés 
dans le tableau B.8. Ces résultats font apparaître que le test basé sur le coefficient 
de corrélation se compare favorablement aux tests basés sur la la f.r.e. Ils montrent 
nettement la meilleure performance des deux tests CMC et Z(W( .) , m) dans les 
cas d'échantillons de taille relativement faible (inférieure à 50). D'ailleurs, les 
deux tests W et AD ont une puissance biaisée sous les contres hypothèses de 
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la loi normale et de la loi B. Par contre pour des échantillons de taille élevée 
(supérieure à 50), le test W devient le meilleur. 



Chapitre 4 

TESTS D'ÉGALITÉ DE DEUX LOIS 
INCONNUES 

Dans ce quatrième chapitre, nous étudions un certain nombre de tests d'éga-
lité de deux distributions inconnues. Nous supposons que les deux distributions 
inconnues sont de même nature: les deux sont continues ou les deux sont discrètes. 
Nous considérons les versions pour deux échantillons des deux tests d'ajustement 

KS et CVM fondés sur la f.r.e. [Conover (1971), chapitre 6)1; trois tests basés 
sur l'estimateur par la méthode du noyau de la fonction de densité de probabilité 
(f.d.p.) Allen (1997); le test de l'égalité des moyennes et le test de Student [Efron 
et Tibshirani (1993)1; un test CMC tel que présenté au chapitre 3. Les tests basés 
sur l'estimateur par la méthode du noyau de la fonction de densité de probabilité 
(f.d.p.) ont été construits pour le cas où les distributions sont continues. Dans ce 
chapitre, nous montrerons qu'on peut facilement étendre l'utilisation de ces tests 
au cas où les distributions sont discrètes en considérant le même estimateur par 
la méthode du noyau pour la fonction de masse. Afin de comparer la performance 
des tests de MC avec des tests de permutation et des tests basés sur le bootstrap, 
nous nous référons aux travaux de Efron et Tibshirani (1993) et Allen (1997). 

Dans la section 4.1, nous présentons les statistiques de test étudiées et nous 
précisons les valeurs critiques utilisées et leur provenance. Les sous-sections 4.2.1 
et 4.2.2 contiennent pour les cas de distributions continues et de distributions 
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discrètes, respectivement, les listes des lois dont nous aurons besoin pour le déve-
loppement de ce chapitre et des études par simulation de la performance des tests 
dans les quatre situations suivantes: (i) les distributions ont la même moyenne 
et la même variance, (ii) les distributions ont la même moyenne et des variances 
différentes, (iii) les distributions ont la même variance et des moyennes différentes 
et (iv) les distributions ont des moyennes et des variances différentes. 

4.1. STATISTIQUES DE TEST 

On considère un échantillon aléatoire X1, 	Xn  associé à la variable aléatoire 

X dont la la fonction de répartition est F(x) et un échantillon aléatoire Y , 

Yni  associé à la variable aléatoire Y dont la fonction de répartition est G(x). Le 

problème est de tester l'hypothèse 

H0 : F(x) = G(x) pour tout x E] — oo, +oo[ 

contre l'hypothèse 
: F(x) G(x) pour au moins une valeur de x. 

Pour ce faire, nous considérons les trois groupes de statistiques de test ci-dessous. 
Toutes les statistiques de test seront utilisées dans le cas où les deux fonctions 

F(x) et G(x) seront supposées soit toutes deux continues, soit toutes deux dis-

crètes. Dans le cas où les deux fonctions F(x) et G(x) seront supposées discrètes, 

les statistiques de test appartenant au groupe de tests basés sur un estimateur 
de la f.d.p. qui seront définis à la sous-section 4.1.2 seront utilisées en considé-
rant l'estimateur de la fonction de masse. Avant de dériver les statistiques de test 
considérées, nous présentons la procédure d'application de la technique des tests 
de MC aux tests d'égalité de deux distributions inconnues. Pour ce faire, nous 

rappelons qu'il n'est pas nécessaire d'avoir N réalisations indépendantes de la sta-

tistique T. Mais, il suffit d'utiliser N réalisations interchangeables identiquement 
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distribuées sous l'hypothèse nulle. Puisque sous Ho , la distribution du vecteur 

(X1, ..., 	Ym) est invariante par rapport à toutes les permutations de 
ses composantes, on peut générer N réalisations T1 , ...,TN  interchangeables iden-
tiquement distribuées sous l'hypothèse nulle Ho  de la statistique T à partir de 

Npermutations aléatoires de (X1, ..., 	...,Y,). S'il y a présence d'ex aequo 

parmi To, T1 , TN , on recourt à la procédure de randomisation de Dufour (1995, 
section 2.2) présentée dans le chapitre 1. 

4.1.1. Statistiques de test basées sur les f.r.e. 

En utilisant les f.r.e. usuelles F(x) et Gr/2 (x), on considère: 
a) La statistique KS: cette statistique de test est la version pour deux échan-
tillons de la statistique KS de Kolmogorov (1933) déjà présentée au chapitre 2. 
Smirnov (1939) a été le premier à l'avoir introduite pour mesurer l'écart entre les 
f.r.e. associées aux deux échantillons. Il l'a définie comme étant 

KS suPsTn(x)  G.() 
	

(4.1.1) 

où F,-,(x) et Gm (x) sont les f.r.e. associées aux deux échantillons. X1, ..., X7 , et 11.1, 

Ym  respectivement. On peut démontrer que le test KS est libre (distribution — 
free) [voir Conover (1971, page 313)]. Mais les distributions exacte et limite de 
cette statistique ne sont pas standard. D'ailleurs, pour le cas de deux échantillons 
de même taille, on utilise les valeurs critiques calculées par Birnbaum et Hall 
(1960) et reproduites par Conover (1971, table 16) et pour le cas de deux échan-
tillons de tailles différentes, on utilise les valeurs critiques calculées par Massey 
(1952) et reproduites par Conover (1971, table 17). 
h) La statistique CVM: de même, cette statistique de test est la version 
pour deux échantillons de la statistique CVM déjà présentée au chapitre 2. On 
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mn 
CVM = 	 

(m + n)2  
[Fn (Xi) — Gm(Xi )12  +1:[Fn(Yi ) — Gm(yi )12 } (4.1.2) 

771 

j=1 

où F(x) et Gni(x) sont les f.r.e. associées aux deux échantillons. X1, ..., Xn  et 

..., Yrn, respectivement. 
Le test CVM pour deux échantillons est aussi libre mais les distributions 

exacte et limite de cette statistique ne sont pas standard. D'ailleurs, Anderson 
(1962) et Burr(1963 et 1964) ont calculé les point critiques pour des échantillons 
de tailles faibles (n+m < 17). Pour des échantillons de tailles élevées, ceux-ci sont 
calculés à l'aide de la loi asymptotique [Conover (1971), pages 314-316]. Conover 
(1971) a effectué une excellente étude de synthèse des tests KS et CVM pour 
deux échantillons. Il a mis l'accent sur le fait que les deux statistiques KS et 

CVM ne dépendent que du rang des Xi  et des Yi  dans l'échantillon regroupé. 
Puisque le vecteur des rangs est uniformément réparti sur le groupe (m + 
premiers entiers sous l'hypothèse Ho , on peut conclure que ces deux statistiques 

sont pivotales. 

4.1.2. Statistiques de test basées sur un estimateur de la f.d.p. 

Soit f(x) la f.d.p. inconnue associée à la variable X de moyenne µ et de 

variance o-2. Il est bien connu que les estimateurs de meilleures qualités de f sont 

construits en utilisant la méthode du noyau. Par conséquent, en se basant sur 
cette méthode et dans le but de comparer la performance des test de MC avec 
des tests effectués par d'autres auteurs, nous reprenons l'estimateur adopté par 
[Allen (1997), page 146], soit 

h(x) = K(Cx(x — X i )) 	 (4.1.3) 



où 

K (x) = 	2' 
0, 

I xi < 1 
— 	et Cx = n1/5/(2Sx), 
> 1 
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Sx est l'estimateur usuel de l'écart type a calculé à partir de l'échantillon X1, 

X. Soit g (x) la f.d.p. inconnue associée à la variable Y. En se basant sur 

l'estimateur In  de f et sur l'estimateur jm  de g construit d'une manière identique 

à fn , on considère les trois statistiques de test suivantes qui mesurent l'écart entre 

les f.d.p.: 

a) La statistique L1: cette statistique est basée sur la distance L1  

qu'on estime par L1  = f gr, — 	Plus précisément, 

LI = Y in(xi) — 	(xi) I + 
	

If(Y) — jm(yi )1 Allen (1997); 	(4.1.4) 
i=1 	 j=1 

h) La statistique L2: on définit cette statistique à partir de la distance L2 = 

(f (f — g)2 )112  et on obtient 

L2 = 	(fri (Xi) .̂qm(Xi))
2 
	(fr(j) 	(MI) 2  

j=1 
(4.1.5) 

Allen (1997); 

c) La statistique Loo : nous suggérons d'utiliser aussi la distance populaire 

Lœ  = Supl f — gj qu'on estime par Loo  = Supgn  — j. Plus précisément, 

Loo  = Max{i<i<71,1<i<m} { in (xi) — .-gm (Xi)I; lin (Yi) —  'jm (Yi) . 	(4.1.6) 

Pour effectuer les deux tests L1  et L2, Allen (1997) a utilisé des tests de per-

mutation et des tests basés sur le bootstrap. Cet auteur a conclu qu'il n'y a pas 

une grande différence entre les deux types de tests, mais il a préféré la présen-

tation des résultats des tests de permutation. Ceci nous permet de rappeler que 

Romano (1989) a fourni des arguments en faveur des tests de permutation: selon 
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ce dernier, même si la différence entre les fluctuations critiques des tests de per-
mutation et de bootstrap évaluée aux données observées converge en probabilité 
vers zéro, les tests de permutation sont préférables dans le cas des échantillons 

finis. 

4.1.3. Statistiques de test basées sur l'égalité des moyennes 

Malgré que les deux statistiques suivantes 

(X — Y)/ + 
= X — Y et =   (4.1.7) 

[ 1(xi  — X )2  + 	(Yi  — Y )2] /(n+ m — 2) 

ont été conçues pour effectuer des tests d'égalité des moyennes, Efron et Tib-
shirani (1993, chapitre 15) les recommandent pour les tests d'égalité de deux 
distributions en utilisant des tests de permutation ou des tests basés sur le boots-
trap. Il est à noter que Dwass (1957) fut le premier à suggérer d'effectuer un test 
de permutation fondé sur Ô en utilisant une procédure de test de MC exacte. 
Dans son étude, Allen (1997) a comparé les statistiques Ô, KS, Li  et L2. Nous 

considérons les statistiques Ô et non seulement pour rendre plus fructueuses les 
comparaisons, mais également pour illustrer le fait que leur utilisation, en vue 
d'effectuer des tests d'égalité de deux distributions, peut facilement induire en 

erreur. 

4.1.4. Test combiné de MC 

Nous considérons aussi un test combiné CMC de MC défini par (3.1.5) dans 

le chapitre 3. Les statistiques sélectionnées sont KS et L. Le choix de ces deux 

statistiques est fondé sur le fait que dans le cas de deux échantillons ayant la même 
moyenne (c'est alors dans ce cas que le danger est le plus grand de commettre 
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l'erreur de deuxième espèce), le test KS est le meilleur parmi les tests basés sur 
les f.r.e., tandis que le test Loo  est le meilleur parmi les trois tests basés sur un 
estimateur de la f.d.p. Mais, aucun de ces deux tests ne maintient la meilleure 
puissance pour toutes les contre-hypothèses étudiées. 

4.2. PERFORMANCE DES TESTS D'ÉGALITÉ DE DEUX DISTRIBU-

TIONS INCONNUES 

Afin de s'assurer que l'étude expérimentale soit fiable, nous considérons des 
lois appartenant à différentes familles de distributions et nous étudions les effets 
de l'égalité des moyennes et de l'égalité des variances sur la performance des tests. 
Dans le but de confirmer les qualités des tests de MC et la performance du test 
CMC retenu, nous reprenons aussi deux des exemples de Allen (1997). 

Nous commençons par rappeler que les statistiques basées sur la f.r.e. sont 
pivotales. Par contre, il est clair que les distributions de ê et ainsi que les distri-
butions des statistiques basées sur un estimateur de la f.d.p. sont, même sous 110 , 
fonction de la distribution commune aux deux échantillons mais qui est inconnue. 
Pour résoudre ce problème, nous allons conditionner sur les statistiques d'ordre 
de l'échantillon obtenu en regroupant les observations Xi , ..., Xn  et Y1 , ..., Y, 
et en exploitant l'interchangeabilité des observations sous l'hypothèse nulle pour 
effectuer un test de permutation. La loi de permutation de la statistique envisagée 
est alors libre. Il s'ensuit que, sous l'hypothèse nulle, les distributions condition-
nelles (étant donné les statistiques d'ordre) de toutes les statistiques étudiées et, 
en particulier, de Li , 112 et Loo , ne sont pas fonction de la loi régissant les observa-
tions. Dans une telle situation, on dit que les statistiques sont conditionnellement 
pivotales car, en fait, un test de permutation est un test conditionnel (étant donné 
les statistiques d'ordre). Enfin, si le nombre de permutations possibles est astro-
nomiquement élevé, on recourt aux tests de MC basés sur un nombre restreint 
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de permutations aléatoires. En d'autres termes, nous allons effectuer des tests de 
permutations basés sur un nombre restreint de permutations tirées au hasard et 
rendus exacts par les résultats usuels sur les tests de MC. Afin de mieux identifier 
ces tests, nous les appellerons "tests permutationnels de MC". Les tests usuels 
basés sur des valeurs critiques (obtenues souvent d'une approximation de la dis-
tribution de la statistique) seront toujours appelés "tests originaux". 

Dans notre étude expérimentale, nous avons utilisé N = 99 permutations 
pour effectuer les tests permutationnels de MC et 10 000 itérations pour évaluer 
le niveau et la puissance expérimentaux. Tous les tests ont été effectués au niveau 
5%. Rappelons que le taux de rejet sur les 10 000 itérations constitue le niveau 
expérimental du test si les données utilisées pour le calcul de To  ont été générées 

à partir de la loi commune associée à II0  et constitue la puissance expérimentale 

autrement. 

Nous insistons sur la différence entre tests permutationnels de MC et tests 
de permutations (englobant les tests de permutations randomisés). Cette diffé-
rence vient du fait que les tests de permutations usuels sont soit fondés sur la 
distribution obtenue à partir de la liste de toutes les permutations possibles soit 
sur une approximation de cette distribution, tandis que les tests permutationnels 
de MC sont des tests explicitement randomisés qui peuvent être basés sur un 
nombre très restreint de permutations. D'ailleurs, pour effectuer les tests de per-
mutations, Allen (1997) s'est basé sur 499 échantillons. Par contre, comme nous 
l'avons déjà annoncé, les tests permutationnels de MC dans cette étude n'utilisent 

que 99 permutations. 



4.2.1. Tests d'égalité de deux distributions continues 

Pour les distributions continues, nous avons repris les mêmes lois qui ont été 
considérées dans le chapitre 2 pour les tests d'ajustement, à savoir, les lois N(0; 
1), Exp(0; 1), F(2; 1), B(2; 3), Log(-1; 1), Ln(4; 1,5) et U(0; 1). Nous avons pris 
soin dans ce choix d'avoir à la fois des paramètres simples et des moyennes µ 

ainsi que des variances o-2  sensiblement différentes. D'ailleurs, les moyennes et les 

variances de ces lois sont 

Loi N Exp F B Log Ln U 

it 0 1 2 0,4 -1 168,17 0,5 

o-2  1 2,25 2 0,04 0, 55133-2  240055 1/12 

Pour les cas des distributions de moyenne ou de variance égales, nous considérons 
le même ensemble de lois et nous centrons par rapport à la valeur de pour ob-
tenir toutes les moyennes égales à zéro et nous réduisons par a pour avoir toutes 

les variances égales à un. 

À partir des résultats de l'étude expérimentale, nous pouvons énoncer les 

conclusions suivantes. 

(i) Les tests permutationnels de MC contrôlent parfaitement le niveau et sont faci-
lement applicables (conclusion commune à tous les tests étudiés dans ce mémoire). 
En plus des résultats des tableaux C.1 à C.7, une comparaison des résultats des 
tests permutationnels de MC que nous obtenons [voir 4.11 et des résultats des 
tests de permutation et des tests bootstrap obtenus par Allen (1997) [voir 4.2] 

confirme cette conclusion. 

45 
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'l'AB. 4.1. Niveau et puissance expérimentaux (exprimés en pourcentage) des tests 

d'égalité de deux distributions: cas de m = 22, n = 22 et a = 5%; notre simulation. 

F ,--, N(0,1) 

Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM 'i Ô Li  L2 Loo  CMC 

N(0; 1) 6,2 4,9 5,0 5,0 4,6 4,6 5,3 5,3 5,1 5,0 

N(0,1; 1) 7,3 6,3 5,8 6,0 6,2 6,2 5,5 5,4 5,2 5,4 

N(0,2; 1) 10,3 9,6 8,4 9,2 9,6 9,6 7,1 7,1 6,6 7,4 

N(0,3; 1) 15,8 15,0 13,0 14,5 16,0 16,0 9,6 9,4 8,7 10,9 

N(0,5; 1) 33,3 34,4 28,3 33,0 36,1 36,1 19,6 18,9 17,4 23,8 

N(0,7; 1) 54,9 57,9 49,1 56,5 60,8 60,8 34,7 33,8 30,9 41,4 

N(0; 1,22)  7,0 5,9 5,7 5,7 5,2 5,2 9,8 9,8 9,8 8,4 

N(0; 1,42)  9,1 7,2 7,5 7,1 5,4 5,4 22,5 23,2 23,1 18,4 

N(0; 1,62)  11,8 9,1 9,7 9,0 5,1 5,1 40,6 41,4 41,6 34,3 

N(0; 1,82)  15,5 11,9 13,4 11,9 5,1 5,1 59,4 60,1 60,2 52,0 

N(0; 2,02)  20,0 15,7 17,1 15,3 5,1 5,1 74,7 75,4 74,9 66,9 

(ii) L'utilisation de et Ô pour effectuer des tests d'égalité de deux distributions 

est erronée. D'ailleurs, iI est évident que deux distributions ne peuvent être égales 

si elles n'ont pas la même moyenne. Par contre, la réciproque n'est pas toujours 

vraie. Par conséquent, si les tests basés sur et Ô acceptent l'hypothèse Ho, cela 

ne veut pas nécessairement dire que F = G: tout ce qu'on peut dire suite à cette 

décision est que les deux distributions F et G ont la même moyenne (en guise 

illustration, voir les résultats dans les tableaux 4.1, C.1 et C.5). Par ailleurs, il est 

connu que les deux tests de permutation basés sur Ô et sont équivalents [voir, à 

titre d'exemple, Lehmann (1986), chapitre 5]. Il faut donc s'attendre à ce que la 

puissance des deux tests permutationnels de MC basés sur Ô et soit la même et, 
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effectivement, tous les résultats des tests permutationnels de MC (tableaux C.1 
à C.7) et les tests de permutation effectués par Allen (1997) confirment l'équiva-
lence entre les tests basés sur et sur Ô . D'ailleurs, pour n = m = 22, la puissance 
des deux tests permutationnels de MC est partout la même. Par contre, on peut 
remarquer des fluctuations de puissance des tests basés sur le bootstrap effectués 
par Allen (1997) même pour des tailles élevées (n = m = 39). Il serait donc plus 
raisonnable d'effectuer le test permutationnel de MC associé à Ô, si l'on tient 

absolument à utiliser ce type de test. 

(iii) Le comportement des tests basés sur L1  et L2 est presque partout identique 

et diffère légèrement de celui du test basé sur L. De même, la puissance du test 

KS est peu différente de celle du test CV/V/. En général, si l'on compare la puis-

sance des deux groupes (tests basés sur un estimateur de la f.d.p. et tests basés 
sur les f. ne), on remarque une grande différence et on ne peut conclure qu'un test 
appartenant à l'un des groupes est plus performant que tous les tests de l'autre 

groupe. 

(iv) Les tests basés sur les f.r.e. sont plus puissants que ceux basés sur un es-
timateur de la f.d.p. dans le cas de deux distributions ayant la même variance 
et des moyennes différentes (voir tableaux 4.1 et C.3 ). Par contre, si les deux 
distributions ont une même moyenne et des variances différentes, les tests basés 
sur un estimateur de la de la f.d.p. auront la meilleure puissance (voir tableaux 

4.1 et C.5). 

(v) Le test permutationnel C/V/C de MC est le plus performant en ce sens que sa 

puissance est soit la meilleure soit légèrement inférieure à celle des tests apparte-
nant à l'un des groupes cités. Ce résultat est dû à l'élaboration de la statistique 
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TAB. 4.2. Niveau et puissance expérimentaux (exprimés en pourcentage) des tests 

d'égalité de deux distributions: cas de m = 22, n = 22 et a = 5%; résultats obtenus 

par Allen (1997). 

F ,--, MO, 1) 
Test original Tests de permutation Tests bootstrap 

G KS Li L2 ê Ll L2 :ts  és  

N(0; 1) 5,7 5,7 5,5 5,9 5,9 5,0 4,4 5,8 5,8 
N(0,1; 1) 6,0 5,9 5,7 6,5 6,5 5,0 4,2 6,3 6,5 
N(0,2; 1) 8,5 7,6 7,5 10,2 10,2 6,4 5,5 10,3 10,4 
N(0,3; 1) 12,5 11,0 11,0 15,0 15,0 9,8 8,2 15,4 15,7 
N(0,5; 1) 29,0 24,7 23,7 36,3 36,3 23,2 20,2 35,8 36,4 
N(0,7; 1) 49,0 43,2 41,4 60,0 60,0 40,8 36,2 59,8 60,3 

N(0; 1,22)  6,6 11,3 10,6 5,9 5,9 9,8 7,8 5,6 5,7 
N(0; 1,42)  7,4 22,9 22,4 5,2 5,2 21,3 18,2 5,6 5,6 
N(0; 1,62)  11,1 41,5 40,6 5,9 5,9 38,8 34,8 5,8 5,8 
N(0; 1, 82) 13,1 58,4 57,6 4,7 4,7 57,4 51,6 4,7 4,6 
N(0; 2,02)  18,7 74,6 73,5 5,2 5,2 72,6 68,4 5,4 5,9 

Source: Allen (1997), tables 1-2. 

du test qui combine une statistique basée sur un estimateur de la f.d.p. et une 
autre basée sur les f.r.e. . 

4.2.2. Tests d'égalité de deux distributions discrètes 

Afin d'analyser la performance des huit tests étudiés dans le cas de deux dis-
tributions discrètes, nous considérons cinq lois discrètes usuelles, à savoir, les lois: 
uniforme discrète (UD), binomiale (Bin), géométrique (Geo), binomiale négative 
(BinN) et de Poisson (Poi). Puisqu'il est impossible de trouver un ensemble de 
paramètres pour les cinq lois en vue d'obtenir simultanément la même moyenne 



49 

et la même variance, nous nous sommes limités à un choix de paramètres arbi-
trairement simples qui répond aux trois situations suivantes: 

(a) les distributions ont la même moyenne p, = 10 et des variances différentes 
où les lois sont UD(19), Bin(20; 0,5), Geo(0,1), BinN(8; 0,2) et Poi(10) et leurs 
variances sont 

Loi UD Bin Geo BinN Poi 
0.2 3u  r-, 5 90 2,5 10 

(b) les distributions ont la même variance a-2  = 8, 25 et des moyennes différentes où 
les lois sont UD(10), Bin(33; 0,5), Geo((4 -1)/16,5), BinN(3, ( N/108 -3)/16,5) 
et Poi(8,25) et leurs moyennes sont 

Loi UD Bin Geo BinN Poi 
it 5,5 16,5 3,42 2,23 8,25 

(c) les distributions ont des moyennes et des variances différentes où les lois sont 
UD(10), Bin(10; 0,1), Geo(0,3), BinN(10; 0,2) et Poi(5) et leurs moyennes et leurs 
variances sont 

Loi UD Bin Geo BinN Poi 

¡i 5,5 1 3,33 50 5 
o-2  8,25 0,9 7,78 200 5 

Les résultats des expériences de simulation pour les trois situations sont pré-
sentés successivement dans les tableaux C.9 à C.11. Nous retrouvons, d'après ces 
résultats, toutes les qualités des tests permutationnels de MC et, en particulier, 
celles du test CMC décrites par les conclusions citées dans la sous-section pré-
cédente. De plus, nous retrouvons le résultat énoncé par Noether et cité dans 
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Conover (1971, page 309) selon le quel le test KS utilisé pour des distributions 

discrètes est conservateur. Par contre, le test CVM est souvent très tolérant mal-
gré que Conover (1971, page 314) indique qu'il devait être conservateur dans le 

cas de distributions discrètes. 



Annexe A 

PROGRAM MCT 

c 	programme pour effectuer un test de MC 
c 	l'hypothese nulle est la normalite des n observations 
c 

c 	declaration des parametres et des variables 

INTEGER n,N,I,ISEED,UMACH,NOUT 
PARAMETER (n= , N=1000) 

DOUBLE PRECISION X(n),ST(N),S,DRNNOR,pvalue 

EXTERNAL DRNNOR,UMACH 
c 	lecture des donnees 

data (X(I),I=1,n) / 	/ 

c 	calcul de la statistique ST(1) 

ST(1) = F(X(1), ..., X(n)) 

c 	calcul des (N-1) statistiques simulees 

call UMACH(2,nout) 

DO 10 k=2,N 

call rnset(ISEED) 

call DRNNOR(N,X) 

call rnget(ISEED) 

ST(k) = F(X(1), ..., X(n)) 

10 CONTINUE 
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calcul du niveau critique du test de MC 

s-1. 

call rnset(ISEED) 
call MCRANG (ST,S,N,ISEED) 

call rnget(ISEED) 

pva1ue=1.-.001*S 
WRITE(NOUT,100) ST(1),pvalue 

100 FORMAT('statistique de test = ',F10.5,/,'niveau critique du test de MC =', F8.3) 

STOP 
END 

Le programme utilisé doit faire appel au sous-programme MCRANG suivant 

SUBROUTINE MCRANG(ST,S,N,ISEED) 

double precision DRNUN,ST(1000),U(1000),S 

INTEGER N,ISEED 
EXTERNAL DRNUN 

S=1. 
CALL DRNUN(N,U) 

DO 11 J=2,N 

IF(S(J) .LT. S(1)) THEN 

S=S+1. 
ELSEIF (S(J) .EQ. S(1)) THEN 

IF(U(J) .LT. U(1)) THEN 

S=S+1. 

ENDIF 

ENDIF 

11 CONTINUE 

RETURN 

END 
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TAB. A.1. Niveau et puissance expérimentaux (exprimés en pourcentage) des tests 
de normalité: cas de n = 25 observations i.i.d. et a -= 5% 

Tests originaux Tests de MC 
NBCF Lnt NBCF Lnt 

KS 5,4 5,0 92,8 39,3 98,9 18,7 5,3 5,0 92,2 37,5 98,8 18,1 
CVM 7,1 6,4 95,5 54,8 99,7 26,1 5,3 4,7 94,5 49,0 99,4 22,3 
W 6,7 5,8 95,4 50,6 99,5 25,2 5,2 4,5 94,7 45,8 99,3 22,1 
AD 6,5 6,6 95,1 59,5 99,8 26,4 5,1 5,3 94,5 54,9 99,7 23,4 
JB 2,9 0,8 89,6 38,6 95,5 21,3 5,1 2,5 91,5 49,0 97,4 26,6 
AS 3,2 1,9 79,6 51,0 98,4 19,9 5,2 3,4 81,3 56,9 98,7 23,1 
AP 1,6 0,2 87,8 21,4 82,8 17,9 5,0 5,3 91,7 30,3 87,7 25,5 
KSst  5,3 4,9 92,7 38,8 98,9 18,5 - - - - - - 
CVMst  6,5 6,0 95,3 53,7 99,6 25,1 - - - - - - 
Wst 7,2 6,3 95,6 51,8 99,6 26,0 - - - - - - 
ADst  5,9 6,2 94,9 58,1 99,8 25,1 - - - - - - 

TAB. A.2. Niveau et puissance expérimentaux (exprimés en pourcentage) des tests 
de normalité: cas de n = 50 observations i.i.d. et a = 5% 

Tests originaux Tests de MC 
NBCF Lnt NBCF Lnt 

KS 4,7 8,5 99,5 67,8 100 25,0 5,0 8,9 99,4 67,3 100 25,4 
CVM 6,3 11,5 99,9 84,3 100 35,7 5,2 9,9 99,8 81,3 100 32,6 
W 5,9 10,2 99,9 79,1 100 34,9 5,4 9,2 99,8 76,2 100 33,0 
AD 6,2 13,7 99,8 89,5 100 38,0 5,2 12,4 99,8 87,5 100 35,4 
JB 3,5 0,9 99,6 76,0 100 39,4 4,7 2,9 99,6 80,0 100 42,1 
AS 4,0 3,6 90,3 87,4 100 29,7 5,0 5,1 90,7 88,2 100 30,9 
AP 2,3 0,1 99,5 41,7 98,7 36,7 5,1 8,6 99,6 47,8 99,2 42,2 
KSst  5,0 8,9 99,5 68,7 100 25,5 - - - - - - 
CVMst  5,9 10,8 99,8 83,7 100 34,8 - - - - - - 
Wst  6,2 10,5 99,9 79,5 100 35,4 - - 
ADst  5,7 12,8 99,8 89,0 100 37,1 - - - - - - 



TAB. A.3. Niveau et puissance expérimentaux (exprimés en pourcentage) des tests 
de normalité: cas de n = 100 observations i.i.d. et a = 5% 

Tests originaux Tests de MC 
NBCF Lnt NBCF Lnt 

KS 5,4 19,8 100 95,6 100 38,1 5,3 18,3 100 94,5 100 36,9 
CVM 5,2 25,9 100 99,2 100 50,3 4,9 24,8 100 98,9 100 48,3 
W 5,0 24,5 100 98,3 100 50,9 4,8 23,0 100 97,5 100 49,3 
AD 5,0 33,6 100 99,8 100 54,8 4,6 31,4 100 99,7 100 52,9 
JB 3,9 5,0 100 99,1 100 63,1 4,7 12,5 100 98,7 100 63,8 
AS 4,2 10,1 95,4 99,7 100 38,9 4,8 11,0 95,5 99,6 100 38,9 
AP 3,0 7,6 100 66,5 100 62,8 4,8 21,0 100 69,5 100 65,9 
KS st  5,3 19,4 100 95,5 100 37,7 - - - - - - 
CV/V/st  5,1 25,8 100 99,2 100 50,1 - - - - - - 
147st  5,1 24,7 100 98,3 100 51,2 - - - - - - 
ADst  4,9 33,2 100 99,8 100 54,4 - - - - - - 

TAB. A.4. Niveau et puissance expérimentaux (exprimés en pourcentage) des tests 
de normalité: cas de n = 300 observations i.i.d. et a = 5% 

Tests originaux Tests de MC 
NBCF Lnt NBCF Lnt 

KS 5,6 69,6 100 100 100 75,3 5,2 65,0 100 100 100 72,3 
CVM 4,9 84,1 100 100 100 86,3 5,0 82,5 100 100 100 85,4 
W 4,9 81,1 100 100 100 87,4 5,0 79,5 100 100 100 86,5 
AD 5,1 93,7 100 100 100 89,9 5,2 92,7 100 100 100 89,1 
JB 4,7 96,4 100 100 100 95,0 5,1 92,0 100 100 100 94,9 
AS 5,0 53,7 98,5 100 100 51,9 5,1 51,9 98,5 100 100 51,6 
AP 4,3 74,3 100 96,6 100 95,8 5,3 75,1 100 96,7 100 95,9 
KSst  5,2 68,2 100 100 100 74,5 - - - - - - 
CVMst  4,9 84,2 100 100 100 86,4 - - - - - - 
Wst 4,9 81,1 100 100 100 87,5 - - - - - - 
ADst  5,1 93,8 100 100 100 90,0 - - - - - - 
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TAB. A.5. Niveau expérimental (exprimé en pourcentage) des tests de normalité: cas 
de 72 = 25 résidus de régression, p = 5 et a =- 5% 

Tests originaux Tests de MC 
k 0 2 4 0 2 4 

KS 4,9 10,4 29,5 4,8 4,6 5,2 
CVM 6,5 11,8 28,9 4,8 4,9 5,5 
W 6,1 11,6 29,2 4,9 4,9 5,5 
AD 5,9 10,0 21,8 4,8 5,0 5,5 
JB 2,4 4,4 7,0 4,9 4,8 4,8 
AS 3,0 4,3 6,3 5,0 5,1 5,0 
AP 1,3 2,9 5,1 5,1 4,9 5,0 
JB, 0,1 0,2 0,5 4,7 4,8 5,2 
AS, 0,2 0,4 0,7 5,0 5,1 5,0 
AP, 0,0 0,1 0,2 5,2 4,8 5,2 
KSst  4,8 10,3 29,2 - - - 
CVMst  6,0 11,2 27,7 - - - 
Wst 6,5 12,4 30,5 - - - 
ADst  5,4 9,2 20,3 - - - 
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TAB. A.6. Niveau expérimental (exprimé en pourcentage) des tests de normalité: cas 
n = 50 résidus de régression, p = 7 et a = 5% 

Tests originaux Tests de MC 
k 0 2 4 6 0 2 4 6 

KS 5,3 7,7 15,3 29,9 5,3 4,9 5,0 5,2 
CVM 7,2 10,2 18,6 34,3 5,0 5,1 5,0 5,3 
W 7,1 10,2 18,7 35,4 5,1 5,1 5,0 5,4 
AD 6,7 9,1 15,3 27,6 5,0 5,0 4,9 5,2 
JB 3,3 4,9 6,1 8,8 4,6 4,9 4,9 5,3 
AS 3,5 5,0 5,4 6,8 4,7 4,9 4,9 5,2 
AP 2,3 3,5 5,1 7,3 5,2 5,1 4,9 5,4 
JB, 0,3 0,6 0,8 1,2 4,8 5,0 5,3 5,2 
AS, 0,7 1,0 1,3 1,6 4,7 4,9 4,9 5,2 
AP, 3,3 1,8 1,3 0,9 5,2 5,3 5,1 5,5 
KSst  5,7 8,0 15,8 30,5 - - - - 
CVMst  6,6 9,7 17,7 33,0 - - - - 
Wst 7,3 10,5 19,2 36,0 - - - - 
ADst  6,2 8,5 14,4 26,3 - - - - 
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TAB. A.7. Niveau expérimental (exprimé en pourcentage) des tests de normalité: cas 
de n -= 100 résidus de régression, p = 11 et a = 5% 

Tests originaux Tests de IVIC 
k 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 

KS 5,9 7,9 13,4 21,2 32,6 47,4 4,9 4,5 5,1 5,0 5,1 4,7 
CVM 7,6 9,7 14,9 22,6 33,7 49,0 5,0 4,8 5,2 4,8 5,0 5,1 
W 7,8 10,3 15,8 24,1 36,1 52,4 5,0 4,8 5,3 5,0 5,0 5,2 
AD 7,9 9,6 13,5 19,4 28,1 40,0 5,1 4,9 4,9 4,8 5,2 5,1 
JB 4,8 5,3 5,9 7,2 8,8 10,1 5,3 5,2 4,9 5,0 5,3 4,9 
AS 4,6 5,3 5,3 5,8 6,5 6,8 5,1 5,3 5,1 4,7 5,2 4,9 
AP 3,5 4,0 4,6 6,1 7,8 9,2 5,5 5,0 4,9 5,0 5,1 5,0 
JB, 2,2 1,9 1,4 1,3 1,5 1,6 5,3 5,2 5,4 4,8 5,2 4,8 
AS, 1,5 1,6 1,7 1,9 2,2 2,4 5,1 5,3 5,1 4,7 5,2 4,9 
AP, 14,8 11,6 8,8 6,3 5,0 3,6 5,6 5,2 5,4 5,2 5,1 4,9 
KS st  5,8 7,7 13,2 20,9 32,3 47,0 - - - - - - 
CV/V/st  7,6 9,6 14,8 22,4 33,6 48,8 - - - - - - 
1/17st  7,9 10,4 16,1 24,4 36,5 52,9 - - - - - - 
AD st  7,7 9,5 13,2 19,0 27,9 39,5 - - - - - - 
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Tas. A.8. Niveau expérimental (exprimé en pourcentage) des tests de normalité: cas 
de n = 300 résidus de régression, p = 17 et a = 5% 

Tests originaux 
k 0 2 4 6 8 10 12 14 16 

KS 6,8 7,5 9,2 12,5 15,7 21,1 27,1 34,9 43,6 
CVM 7,1 8,0 10,0 12,5 15,6 20,8 26,6 34,0 42,0 
W 7,4 8,6 10,8 13,6 17,0 22,9 29,0 37,0 46,1 
AD 7,2 8,1 9,6 11,7 13,5 17,6 21,7 27,8 34,1 
JB 4,7 5,0 5,7 5,9 6,0 7,4 7,8 9,0 9,5 
AS 5,1 4,9 5,0 5,0 5,0 5,3 5,7 6,2 6,3 
AP 4,2 4,0 5,0 5,7 5,4 6,4 7,0 8,6 8,9 
JB, 7,6 7,0 6,0 5,5 5,1 4,6 4,1 3,8 3,6 
AS, 2,9 2,8 2,9 2,8 2,8 3,2 3,2 3,6 3,8 
AP, 17,5 16,1 14,0 12,5 10,6 9,5 8,8 7,2 6,4 
KSst  6,4 7,0 8,8 11,9 14,9 20,3 26,0 33,6 42,1 
CVMst  7,1 8,0 10,1 12,6 15,6 20,9 26,7 34,2 42,2 

Wst 7,5 8,6 10,8 13,7 17,1 23,0 29,1 37,1 46,2 
ADst  7,3 8,2 9,7 11,8 13,6 17,8 21,8 28,0 34,3 
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TAB. A.9. Puissance expérimentale (exprimées en pourcentage) des tests de MC de 
normalité: cas de n = 25 résidus de régression, p =- 5 et ce = 5% 

k = 0 k = 2 
B 	C 	F Ln 	t B C F 	Ln 	t 

KS 4,4 	74,0 	22,1 79,8 	12,3 3,5 80,2 23,6 	84,5 	14,6 
CVM 4,2 	81,2 	28,4 87,6 	15,1 2,8 86,0 28,7 	90,6 	18,5 

4,3 	81,0 	26,4 86,2 	14,6 2,5 85,8 25,7 	89,2 	18,2 
AD 4,5 	82,5 	32,1 89,5 	16,1 3,0 87,0 33,6 	92,5 	20,0 
JB 2,6 	82,8 	33,5 89,1 	20,5 2,1 84,8 35,2 	90,4 	21,7 
AS 3,2 	74,4 	37,7 91,4 	18,2 3,0 76,0 43,0 	94,0 	19,3 
AP 4,1 	82,8 	22,4 78,1 	18,7 1,9 85,7 25,2 	81,1 	22,2 
JB, 9,8 	69,2 	21,9 80,7 	9,2 10,0 76,0 33,1 	91,2 	13,7 
AS, 3,2 	74,4 	37,7 91,4 	18,2 3,0 76,0 43,0 	94,0 	19,3 
AP, 10,6 	54,3 	6,7 44,7 	4,3 11,9 63,9 9,8 	55,3 	6,9 

k = 4 
Ln t 

KS 3,8 86,0 	28,7 91,4 14,7 
CVM 2,3 91,5 	28,0 94,5 21,1 

2,1 91,4 	24,2 93,3 20,8 
AD 2,4 91,8 	34,0 96,5 22,7 
JB 1,7 87,3 	37,6 92,5 24,1 
AS 3,0 77,2 	47,7 96,9 20,7 
AP 1,1 88,1 	27,8 84,3 24,8 
JB, 8,7 81,8 	44,4 97,6 17,9 
AS, 3,0 77,2 	47,7 96,9 20,7 
AP, 13,7 72,8 	14,8 66,5 9,4 
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TAB. A.10. Puissance expérimentale (exprimée en pourcentage) des tests de MC de 
normalité: cas de n = 50 résidus de régression, p = 7 et a = 5% 

k = 0 k = 2 
BCF Lnt B CF Lnt 

KS 9,4 100 81,1 100 33,1 7,3 100 80,1 100 33,3 
CVM 9,7 100 91,7 100 44,2 7,2 100 90,6 100 45,4 
W 8,5 100 87,4 100 44,9 5,6 100 86,2 100 45,8 
AD 12,4 100 95,1 100 48,6 9,8 100 94,6 100 50,1 
JB 6,7 100 94,3 100 56,0 4,7 100 94,0 100 56,4 

AS 8,7 94,2 97,5 100 35,4 9,0 94,7 97,8 100 35,8 
AP 11,7 100 60,8 100 57,1 7,3 100 62,7 100 59,3 
JB, 42,7 100 94,2 100 32,5 44,8 99,9 96,0 100 35,7 
AS, 8,7 94,2 97,5 100 35,4 9,0 94,7 97,8 100 35,8 
AP, 33,9 99,9 27,5 99,5 25,0 35,4 99,9 30,3 99,6 28,1 

k = 4 k = 6 
BCF Lnt BCF Lnt 

KS 6,7 100 79,5 100 33,2 6,5 100 81,0 100 30,9 
CVM 4,8 100 89,6 100 48,0 3,7 100 88,3 100 49,0 
W 3,6 100 84,1 100 48,0 2,7 100 82,3 100 49,5 
AD 7,4 100 94,8 100 52,7 5,7 100 94,0 100 54,2 
JB 3,0 100 94,0 100 58,4 2,1 100 93,3 100 59,7 

AS 9,3 94,6 98,4 100 37,5 9,0 94,7 98,5 100 36,9 
AP 4,0 100 64,2 100 61,1 1,4 100 65,8 100 62,2 
JB, 46,4 100 97,4 100 39,8 49,1 100 98,3 100 43,1 
AS, 9,3 94,6 98,4 100 37,5 9,0 94,7 98,5 100 36,9 
AP, 37,5 99,9 34,8 99,7 32,0 39,6 100 40,4 99,9 35,6 
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TAB. A.11. Puissance expérimentale (exprimée en pourcentage) des tests de MC de 
normalité: cas de n = 100 résidus de régression, p =- 11 et a = 5% 

k = 0 k = 2 
BCF Lnt BCF Lnt 

KS 9,4 100 81,1 100 33,1 7,3 100 80,1 100 33,3 
CVM 9,7 100 91,7 100 44,2 7,2 100 90,6 100 45,4 
W 8,5 100 87,4 100 44,9 5,6 100 86,2 100 45,8 
AD 12,4 100 95,1 100 48,6 9,8 100 94,6 100 50,1 
JB 6,7 100 94,3 100 56,0 4,7 100 94,0 100 56,4 
AS 8,7 94,2 97,5 100 35,4 9,0 94,7 97,8 100 35,8 
AP 11,7 100 60,8 100 57,1 7,3 100 62,7 100 59,3 
JB, 42,7 100 94,2 100 32,5 44,8 99,9 96,0 100 35,7 
AS, 8,7 94,2 97,5 100 35,4 9,0 94,7 97,8 100 35,8 
AP, 33,9 99,9 27,5 99,5 25,0 35,4 99,9 30,3 99,6 28,1 

k = 4 k = 6 
BCF Lnt BCF Lnt 

KS 6,7 100 79,5 100 33,2 6,5 100 81,0 100 30,9 
CVM 4,8 100 89,6 100 48,0 3,7 100 88,3 100 49,0 
W 3,6 100 84,1 100 48,0 2,7 100 82,3 100 49,5 
AD 7,4 100 94,8 100 52,7 5,7 100 94,0 100 54,2 
JB 3,0 100 94,0 100 58,4 2,1 100 93,3 100 59,7 
AS 9,3 94,6 98,4 100 37,5 9,0 94,7 98,5 100 36,9 
AP 4,0 100 64,2 100 61,1 1,4 100 65,8 100 62,2 
JB, 46,4 100 97,4 100 39,8 49,1 100 98,3 100 43,1 
AS, 9,3 94,6 98,4 100 37,5 9,0 94,7 98,5 100 36,9 
AP, 37,5 99,9 34,8 99,7 32,0 39,6 100 40,4 99,9 35,6 
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TAB. A.12. Suite du tableau A.11 

k = 8 k -=- 10 
BCF Lnt BCF Lnt 

KS 7,0 100 81,4 100 29,1 7,3 100 83,1 100 28,3 
CVM 2,6 100 86,9 100 50,1 1,7 100 85,1 100 52,2 
W 1,7 100 79,0 100 50,4 1,0 100 76,1 100 52,1 
AD 4,0 100 93,9 100 55,0 2,9 100 93,5 100 56,9 
JB 1,4 100 93,6 100 60,1 1,0 100 93,8 100 62,7 
AS 9,1 95,0 99,0 100 37,3 9,1 94,3 99,0 100 38,9 
AP 0,3 100 66,7 100 62,6 0,1 100 67,5 100 64,6 
JB, 49,5 100 99,2 100 46,1 49,5 100 99,4 100 50,6 
AS, 9,1 95,0 99,0 100 37,3 9,1 94,3 99,0 100 38,9 
AP, 41,8 100 43,8 99,9 39,2 42,5 100 48,2 99,9 44,8 
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Annexe B 

TA. B.1. Niveau et puissance expérimentaux (exprimés en pourcentage) des tests 

d'ajustement d'une loi exponentielle: cas de n = 10 observations et a = 5% 

Tests originaux Tests de MC 
ExpNBF ULnt ExpNNBF ULnt 

KS 4,5 8,6 43,2 9,4 23,1 29,8 6,5 5,0 9,2 43,4 10,0 23,7 30,0 6,7 
CVM 5,0 10,3 55,7 11,0 31,4 33,6 7,3 4,9 10,0 53,4 10,8 30,1 32,8 7,0 
W 5,2 9,4 51,3 10,3 29,1 29,4 6,8 5,0 8,9 48,5 9,7 26,8 28,0 6,2 
AD 5,2 9,2 54,0 9,9 30,4 36,7 6,9 4,9 8,6 51,3 9,5 28,5 35,3 6,4 
Z(W( .) , m) 5,1 8,9 53,0 7,6 42,3 20,2 6,6 5,0 9,0 51,7 7,5 40,9 19,9 6,6 
Z(W( .) , h) 4,9 4,4 37,9 4,7 27,4 27,3 5,3 5,1 4,7 37,3 4,6 26,9 27,0 5,7 
CVMst  4,9 10,0 55,1 10,7 30,8 33,3 7,1 - - - - - - - 
Wst 5,0 9,0 50,3 9,9 28,3 28,9 6,5 - - - - - - - 
AD st 5,1 9,0 53,7 9,8 30,1 36,6 6,8 - - - - - - - 
KSN - - - - - - - 5,0 13,9 61,8 13,8 37,5 21,6 8,8 
CVMN - - - - - - - 4,8 14,5 65,2 14,7 40,5 20,8 8,8 
WN - - - - - - - 4,8 11,2 57,2 11,4 34,3 27,4 7,7 
ADN - - - - - - - 4,8 14,8 67,1 14,9 43,0 19,9 8,8 
CMC - - - - - - - 4,9 11,4 60,3 12,1 35,3 30,4 7,6 
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TAB. B.2. Niveau et puissance expérimentaux (exprimés en pourcentage) des tests 
d'ajustement d'une loi exponentielle: cas de n = 25 observations et a = 5% 

Tests originaux Tests de MC 
ExpNBF ULnt ExpNBF ULnt 

KS 4,8 19,0 93,4 25,6 60,9 66,0 10,4 5,1 18,7 92,6 24,9 58,8 65,0 10,2 
CVM 5,3 24,0 97,9 30,9 76,6 71,6 12,3 5,1 22,3 97,3 29,4 73,7 70,0 11,5 
W 5,2 19,6 96,2 26,2 69,8 58,7 11,2 4,9 18,4 95,6 24,7 67,7 57,3 10,4 
AD 5,3 21,6 97,8 29,0 76,8 73,0 11,0 5,0 20,6 97,2 27,4 74,0 71,9 10,2 
Z(W(.) , m) 6,0 13,7 96,3 8,9 91,0 51,4 9,7 5,0 11,2 93,9 7,1 86,1 48,4 8,0 
Z(VVG) , h) 6,0 3,9 85,3 3,5 69,1 57,3 7,6 5,2 3,3 77,7 2,9 61,1 53,6 6,5 
CVMst  5,2 23,6 97,9 30,6 76,2 71,3 12,1 - - - - - 
Wst 5,2 19,6 96,2 26,1 69,7 58,6 11,1 - - - - - 
ADst 5,2 21,4 97,7 28,6 76,5 72,8 10,9 - - - - - - - 
KSN - - - - - - - 5,1 28,9 98,4 32,3 82,7 63,1 13,9 
CVMN - - - - - - - 5,0 31,5 99,1 34,9 86,0 63,9 14,8 
WN - - - - - - - 5,0 24,9 98,0 27,1 80,3 65,0 12,5 
ADN - - - - - - - 5,0 31,9 99,3 34,7 88,6 64,9 14,7 
CMC - - - - - - - 5,0 26,8 98,7 31,2 83,5 69,9 12,6 
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TAB. B.3. Niveau et puissance expérimentaux (exprimés en pourcentage) des tests 
d'ajustement d'une loi exponentielle: cas de n = 50 observations et a = 5% 

Tests originaux Tests de MC 
ExpNBF ULnt ExpNBF ULnt 

KS 5,2 36,2 100 55,0 91,9 90,9 15,9 5,4 35,8 100 54,4 90,9 90,6 15,9 
CVM 5,7 46,3 100 64,9 98,4 94,1 19,2 5,4 43,9 100 62,5 97,8 93,4 17,9 
W 5,6 36,0 100 56,0 96,3 86,5 17,1 5,2 34,2 100 54,2 95,3 85,3 16,1 
AD 5,6 43,0 100 63,9 98,7 94,2 17,4 5,3 41,4 100 62,4 98,2 93,8 16,7 
Z(Wp,m) 4,9 17,6 100 8,3 99,9 75,2 9,8 5,0 16,9 100 8,4 99,7 73,8 9,9 
Z(W( . ) , h) 4,9 3,8 99,7 2,4 96,9 77,9 8,5 4,9 4,2 98,8 2,7 93,8 76,0 8,2 
CVMst  5,5 46,0 100 64,6 98,3 94,0 18,9 - - - - - - - 
Wst 5,5 35,9 100 56,0 96,3 86,4 17,0 - - - - - - - 
AD st 5,6 43,0 100 63,9 98,7 94,2 17,4 - - - - - - - 
KSN - - - - - - - 5,3 54,2 100 61,6 99,3 91,9 19,9 
CVMN - - - - - - - 5,4 58,1 100 65,8 99,6 92,3 21,0 
WN - - - - - - - 5,3 47,9 100 54,4 99,1 91,7 17,9 
ADN - - - - - - - 5,4 58,8 100 65,8 99,8 92,8 20,6 
CMC - - - - - - 5,4 51,8 100 64,1 99,5 93,9 18,9 
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TAB. B.4. Niveau et puissance expérimentaux (exprimés en pourcentage) des tests 
d'ajustement d'une loi exponentielle: cas de n 	100 observations et a = 5% 

Tests originaux Tests de MC 
ExpNBF ULnt ExpNBF ULnt 

KS 4,8 68,0 100 90,5 100 99,5 26,8 5,2 66,4 100 89,1 99,9 99,4 26,7 
CVM 5,2 79,1 100 94,8 100 99,8 33,1 5,0 76,8 100 93,9 100 99,8 31,9 
W 5,0 66,0 100 90,8 100 99,0 29,4 4,8 63,7 100 89,7 100 98,7 28,4 
AD 4,9 77,0 100 95,3 100 99,8 31,1 5,2 75,1 100 94,5 100 99,8 30,4 
Z(Wo,m) 5,2 33,3 100 11,2 100 93,8 12,9 5,2 31,5 100 10,7 100 93,1 12,8 
Z(W( . ) , h) 5,2 7,3 100 2,8 100 93,8 11,6 5,1 8,5 100 3,1 100 93,0 11,5 
CV/Vist  5,1 78,8 100 94,7 100 99,8 32,8 - - - - - - - 
Wst 5,0 65,8 100 90,7 100 98,9 29,2 - - - - - - - 
ADst 4,9 76,8 100 95,2 100 99,8 30,9 - - - - - - - 
KSN - - - - - - - 5,2 85,5 100 92,1 100 99,7 29,8 
CVMN - - - - - - - 5,1 88,6 100 93,5 100 99,7 30,9 
WN - - - - - - - 5,1 80,9 100 88,8 100 99,6 28,7 
ADN 5,2 89,1 100 93,8 100 99,7 30,5 
CIVIC - - - - - - - 5,2 85,1 100 94,3 100 99,8 31,8 
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TAB. B.5. Niveau et puissance expérimentaux (exprimés en pourcentage) des tests 
d'ajustement d'une loi de la valeur extrême: cas de n = 10; 15 observations et a = 5% 

n = 10 
Tests originaux Tests de MC 

EV N F C Log Ln t EV N r C Log Ln t 
KS 4,9 10,0 6,9 57,6 12,9 51,0 15,2 4,5 9,7 6,3 56,3 12,1 49,0 14,1 
CVM 4,1 10,1 5,7 59,5 13,4 55,1 16,6 4,7 11,3 6,6 60,0 14,3 55,7 17,3 
W 4,2 10,4 5,6 58,7 13,7 50,3 16,8 4,8 11,4 6,4 59,2 14,2 50,9 17,3 
AD 3,9 8,9 6,5 58,8 12,1 61,1 15,5 4,7 10,2 7,6 59,7 13,3 62,3 16,6 
Z(W(.) , h) 5,0 8,7 6,3 61,0 12,5 49,7 16,4 4,7 8,3 6,1 59,9 12,4 48,9 15,6 
CVMst  5,3 12,3 7,5 61,5 15,6 58,4 18,7 - - - - - - - 
Wst 5,5 12,6 7,3 60,9 15,9 54,2 18,8 - - - - - - - 
AD st 5,3 10,9 8,3 61,3 14,5 64,8 17,9 - - - - - - - 
KSN - - - - - - - 4,5 11,9 5,1 57,6 14,1 45,6 16,5 
CVMN - - - - - - - 4,6 11,3 6,4 59,8 13,7 51,7 15,9 
WN - - - - - - - 4,7 8,7 7,1 56,9 9,6 54,2 11,9 
ADN - - - - - - - 4,5 16,2 4,2 60,0 20,0 44,1 22,4 
CMC - - - - - - - 4,5 12,7 6,3 60,5 16,0 56,5 18,9 

n = 15 
EV N r C Log Ln t EV N I' C Log Ln t 

KS 6,0 13,8 7,7 75,3 18,5 71,1 21,7 5,4 12,5 7,0 73,9 17,0 68,5 20,0 
CVM 5,0 14,6 7,1 77,6 20,8 76,7 25,2 5,5 15,4 7,8 77,7 21,2 76,7 25,3 
W 5,1 14,5 7,2 77,2 21,0 72,3 25,3 5,6 15,4 7,5 77,2 21,0 71,7 25,3 
AD 4,8 14,2 8,0 77,4 20,8 82,5 25,0 5,3 15,3 8,8 77,8 21,6 82,5 25,6 
Z(Wo, h) 5,5 9,9 6,6 77,2 15,5 68,6 20,4 5,2 9,5 6,5 75,8 14,6 67,0 19,3 
CVMst  6,1 16,8 8,7 79,0 23,1 78,7 27,1 - - - - - - - 
Wst 6,0 16,8 8,6 78,5 23,1 74,6 27,4 - - - - - - - 
ADst 5,9 16,5 9,6 79,0 23,1 84,3 27,2 - - - - - - - 
KSN - - - - - - - 5,3 14,2 5,3 73,8 17,1 69,7 19,7 
CVMN - - - - - - - 5,2 14,0 6,2 75,8 17,2 73,4 20,3 
WN - - - - - - - 5,5 10,1 6,8 73,7 11,7 74,7 14,1 
ADN - - - - - - - 5,3 21,5 4,7 76,6 26,8 69,0 28,8 
CMC - - 5,4 17,2 7,2 78,1 22,7 78,5 25,8 



68 

TAB. B.6. Niveau et puissance expérimentaux (exprimés en pourcentage) des tests 
d'ajustement d'une loi de la valeur extrême: cas de n = 25; 50 observations et a = 5% 

71 = 25 
Tests originaux Tests de MC 

EV N F C Log Ln t EV N F C Log Ln t 
KS 5,4 20,3 9,6 91,1 30,2 90,3 34,7 4,9 18,6 8,6 90,4 28,3 88,9 32,7 
CVM 4,7 25,0 9,4 93,0 35,8 94,4 41,3 5,0 24,9 9,7 93,1 35,8 94,2 40,7 
W 4,9 24,3 9,1 92,9 35,6 91,8 41,4 5,0 23,8 8,9 92,8 35,3 91,3 40,6 
AD 4,7 26,4 11,0 93,2 37,3 96,9 42,5 5,1 26,8 11,3 93,3 37,5 96,8 42,3 
Z(W( . ) , h) 4,8 12,3 7,9 90,8 21,3 86,7 27,6 4,8 11,9 7,5 89,8 19,9 84,6 26,3 
CVIVist  5,5 26,9 10,7 93,4 37,6 95,0 43,0 - - - - - - - 
Wst 5,7 26,2 10,3 93,3 37,4 92,7 42,9 - - - - - - - 
AD st 5,5 28,6 12,5 93,6 39,4 97,3 44,4 - - - - - - - 
KSN - - - - - - - 5,1 20,4 7,1 90,1 24,5 91,9 28,6 
CVIVIN - - - - - - - 5,1 21,4 7,8 91,5 25,2 92,4 29,6 
WN - - - - - - - 4,9 14,8 8,1 90,3 16,8 92,6 20,2 
ADN - - - - - - - 5,1 33,3 6,3 91,9 38,8 91,8 42,0 
CMC - - - - - - - 5,1 27,7 9,3 93,6 36,5 95,4 40,9 

Ti = 50 
EV N F C Log Ln t EV N F C Log Ln t 

KS 5,6 39,2 14,5 99,6 54,4 99,6 61,6 4,8 36,0 13,1 99,5 51,3 99,5 58,8 
CVM 4,7 49,2 16,6 99,7 64,2 99,9 70,8 4,9 48,4 16,2 99,7 63,7 99,9 70,0 
W 5,0 46,9 15,6 99,7 63,3 99,8 70,1 5,0 45,9 15,0 99,7 62,4 99,7 69,4 
AD 4,8 54,9 20,4 99,7 68,1 100 73,5 5,0 54,0 20,5 99,7 67,7 100 73,1 
Z(W( .) , h) 4,8 23,4 8,5 99,0 34,1 98,7 44,6 4,5 21,8 7,9 98,8 32,1 98,2 42,3 
CVMst  5,3 51,3 17,7 99,7 65,5 99,9 71,7 - - - - - - - 
Wst 5,7 48,7 16,7 99,7 64,7 99,8 71,4 - - - - - - - 

ADst 5,4 56,8 22,0 99,7 69,5 100 74,8 - - - - - - - 
KSN - - - - - - - 5,0 37,0 9,6 99,2 42,1 99,9 47,4 
CVMN - - - - - - - 4,9 41,9 10,5 99,4 45,4 99,8 50,8 
WN - - - - - - - 4,8 30,2 10,6 99,3 30,3 99,8 36,3 
ADN - - - - - - - 4,9 59,6 10,2 99,5 62,2 99,9 65,4 
CMC - - - - - - - 4,8 54,8 15,6 99,7 64,5 99,9 70,3 
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TAB. B.7. Niveau et puissance expérimentaux (exprimés en pourcentage) des tests 
d'ajustement d'une loi logistique, a = 5% 

Tests originaux basés sur 
les estimateurs du MVey et à 

Tests de MC basés sur 
les estimateurs â et à. 

n = 10 
Log N F C EV Ln t Log N F C EV Ln t 

KS 5,4 4,8 5,5 10,9 7,3 68,4 16,7 4,8 3,8 4,3 50,0 9,0 63,8 6,4 
CVM 5,9 5,1 5,6 13,3 8,3 71,9 20,0 4,9 3,7 4,6 53,1 9,4 72,9 7,0 
W - - - - - - - 4,8 4,2 5,4 52,5 9,1 71,4 6,6 
AD 5,8 4,5 3,5 16,3 10,0 76,8 24,5 4,8 3,7 4,9 52,4 9,8 74,6 6,8 
Z(Wo, h) 4,9 2,0 1,7 56,0 9,8 72,0 8,2 4,8 2,2 1,7 55,1 9,6 70,6 8,2 
CVMst  6,0 5,4 5,9 14,5 8,8 72,7 21,3 - - - - - - - 
ADst 6,5 5,3 4,6 18,1 10,9 78,1 26,1 - - - - - - - 

Tests de MC basés sur les estimateurs â et à 
n = 25 n = 50 

Log N r C EV Ln t Log N r C 	EV Ln t 
KS 4,9 4,1 8,4 84,1 19,1 97,5 8,0 5,1 4,5 16,0 97,8 36,0 100 9,5 
CVM 5,0 3,7 9,9 87,0 23,1 99,2 8,9 5,0 5,1 22,2 98,7 44,1 100 10,8 
W 5,1 4,7 12,0 87,3 20,1 98,8 8,3 5,2 6,3 26,3 98,8 36,4 100 10,3 
AD 5,2 4,2 11,5 86,6 23,9 99,5 9,1 5,3 5,6 28,4 98,6 46,8 100 11,3 
Z(W(.), h) 5,0 0,7 0,7 86,9 17,7 98,7 11,3 5,0 0,3 1,0 98,1 31,7 100 15,5 
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TAB. B.8. Niveau et puissance expérimentaux (exprimés en pourcentage) des tests 
d'ajustement d'une loi uniforme, a = 5% 

Tests de MC basés sur les estimateurs du MV â et 0 
n = 10 n = 15 

UN B 1' Exp Ln t UN B r Exp Ln t 
KS 5,0 6,7 5,2 27,2 47,2 82,1 14,3 4,9 10,5 8,0 46,7 71,2 96,3 26,0 
CVIVI 4,9 6,7 5,6 29,4 51,3 84,6 14,2 4,8 10,1 8,3 50,5 75,9 97,1 24,1 
W 4,7 3,1 2,9 16,8 33,1 73,7 8,4 5,0 7,5 4,1 32,5 56,0 92,4 23,5 
AD 5,0 3,8 4,0 21,2 45,0 83,2 8,5 5,3 5,2 4,7 41,1 71,5 96,9 14,8 
Z(WG) , m) 5,0 10,8 7,3 29,7 46,5 80,2 21,7 4,9 17,6 10,4 47,9 68,9 95,1 38,3 
CMC 5,1 9,6 6,8 29,8 49,5 83,3 20,0 4,7 15,9 9,9 50,2 73,8 96,6 35,1 

n = 25 n = 50 
UN B r Exp Ln t UN B r Exp Ln t 

KS 5,3 22,5 14,9 77,2 94,3 99,9 48,7 5,0 60,6 40,5 98,4 100 100 88,4 
CVM 5,4 19,8 15,0 79,9 95,9 100 45,5 5,2 59,0 40,0 98,7 100 100 89,1 
W 5,1 30,4 11,0 65,5 86,1 99,5 61,8 4,9 85,9 46,2 96,7 99,6 100 98,1 
AD 5,5 11,7 9,4 73,8 95,0 99,9 33,5 5,0 54,3 32,7 98,0 100 100 86,8 
Z(W(.), m) 5,2 34,5 17,5 75,4 92,0 99,8 65,3 5,0 71,7 36,8 97,3 99,8 100 94,9 
CMC 5,3 30,9 17,4 79,2 95,2 99,9 61,6 5,1 68,9 41,7 98,5 100 100 93,7 



Annexe C 

TAB. C.1. Niveau et puissance expérimentaux (exprimés en pourcentage) des tests 
d'égalité de deux distributions continues ayant la même moyenne et la même variance: 
cas de 7n =22, n = 22 et ce = 5% 

F - N(0, 1) 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM î Ô L1 L2 Loc  CMC 
N 5,9 4,9 4,6 4,6 4,8 4,8 4,7 4,8 4,9 4,8 
Exp 16,3 12,8 13,5 12,5 5,3 5,3 17,1 16,6 15,4 16,1 
F 10,8 8,7 8,9 8,4 5,0 5,0 10,8 10,9 10,4 10,4 
B 6,5 5,0 5,1 4,8 4,7 4,7 5,4 5,4 5,5 5,3 
Log 6,6 5,2 5,2 5,3 5,0 5,0 5,1 5,1 5,1 5,4 
Ln 78,1 69,8 72,0 65,5 6,2 6,2 68,9 68,1 66,0 78,0 
U 8,3 5,9 6,9 6,0 5,2 5,2 6,7 6,9 7,4 7,4 

F , Exp 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM ..-i Ô L1  L2 Loo  CIVIC 
Exp 5,9 4,8 4,8 4,9 5,4 5,4 5,2 5,1 5,1 5,0 
F 7,4 6,1 6,2 5,9 5,0 5,0 6,3 6,3 6,4 6,6 
B 13,5 10,2 11,4 10,0 5,3 5,3 15,8 15,7 16,0 15,7 
Log 16,5 13,3 13,8 12,7 5,6 5,6 14,8 14,5 13,6 14,6 
Ln 89,5 76,9 85,8 72,5 5,2 5,2 55,6 55,3 55,1 85,7 
U 19,6 14,0 16,8 13,7 5,7 5,7 22,8 22,9 24,3 24,0 
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TAB. C.2. Suite du tableau C.1. 

F - r 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM 	»i 	b 	L1 	L2  Loo  CMC 
F 
B 
Log 
Ln 
U 

6,2 
9,2 
11,1 
84,8 
12,1 

5,2 
7,0 
8,8 
72,3 
8,8 

4,9 
7,4 
8,9 
80,1 
10,0 

5,0 	5,1 	5,1 	4,9 	4,9 
6,7 	5,2 	5,2 	9,7 	9,6 
8,6 	5,2 	5,2 	9,4 	9,3 
67,3 	5,4 	5,4 	60,9 	60,6 
8,5 	4,8 	4,8 	14,6 	14,9 

4,9 
9,6 
8,8 
60,3 
15,1 

4,8 
8.8 
9.1 
82.6 
14.0 

F ,---, B 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM 	.i 	â 	L1 	L2  Loo  CMC 
B 
Log 
Ln 
U 

6,2 
8,2 
83,9 
7,1 

5,1 
6,2 
75,5 
5,9 

5,1 
6,5 
77,8 
5,6 

5,3 	5,4 	5,4 	5,1 	5,2 
6,0 	5,0 	5,0 	7,5 	7,5 
71,0 	5,7 	5,7 	70,7 	69,9 
5,8 	5,3 	5,3 	5,9 	5,9 

5,0 
7,4 
68,5 
6,1 

5.1 
7.3 
83.1 
5.7 

F , Log 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM 	.'i 	Ô 	L1 	L2  Loo  CMC 
Log 
Ln 
U 

5,8 
73,6 
10,1 

5,0 
64,8 
7,3 

4,6 
66,7 
8,2 

5,0 	4,9 	4,9 	4,6 	4,7 
60,1 	5,8 	5,8 	65,0 	63,9 
7,3 	5,2 	5,2 	8,9 	9,2 

4,7 
61,5 
9,4 

4.5 
73.3 
9.5 

F ,s,  Ln 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM 	'i 	â 	Li. 	L2  Loo  CMC 
Ln 
U 

6,6 
88,0 

5,2 
82,6 

5,3 
82,2 

5,2 	4,9 	4,9 	5,3 	5,2 
77,4 	5,6 	5,6 	76,2 	75,2 

5,1 
72,9 

5.2 
87.0 
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TAB. C.3. Niveau et puissance expérimentaux (exprimés en pourcentage) des tests 
d'égalité de deux distributions continues ayant la même variance et des moyennes 
différentes: cas de m = 22, n = 22 et a = 5% 

F ,--, N(0,1) 
Tests originaux Tests permutationnels de IVIC 

G KS CVM KS CVM 'i Ô Li  L2  Loo  CMC 
N 5,9 4,9 4,6 4,6 4,8 4,8 4,7 4,8 4,9 4,8 
Exp 92,1 89,9 89,8 88,9 92,3 92,3 38,4 38,6 47,4 83,4 
F 99,3 99,6 98,8 99,5 99,8 99,8 77,3 77,7 82,1 97,3 
B 100 100 100 100 100 100 99,1 99,2 99,4 100 
Log 41,5 42,9 36,4 41,1 42,3 42,3 23,5 22,9 21,5 30,3 
Ln 92,0 80,4 88,8 76,3 22,6 22,6 68,5 67,8 67,5 89,8 
U 99,7 99,9 99,6 99,9 100 100 95,4 95,6 96,2 99,0 

F ,--, Exp 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM 'i Ô L1 L2 Loo  CMC 
Exp 5,9 4,8 4,8 4,9 5,4 5,4 5,2 5,1 5,1 5,0 
F 41,3 44,0 36,7 42,3 29,5 29,5 17,2 17,0 15,4 30,0 
B 93,3 95,4 90,8 94,5 86,9 86,9 79,4 78,8 75,9 87,6 
Log 100 100 100 100 99,9 99,9 84,1 85,5 93,0 99,9 
Ln 95,6 96,8 93,5 96,2 77,0 77,0 61,2 60,1 56,2 90,0 
U 74,2 75,3 69,2 73,9 65,2 65,2 62,4 61,7 58,2 65,9 
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TAB. C.4. Suite du tableau C.S. 

F ,--, F 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM -i ô Li  L2 Loo  CMC 
F 
B 
Log 
Ln 
U 

6,2 
53,0 
100 
100 
29,4 

5,2 
55,1 
100 
100 
25,7 

4,9 
47,6 
100 
100 
24,9 

5,0 	5,1 
53,5 	48,1 
100 	100 
100 	92,8 
24,6 	19,3 

5,1 
48,1 
100 
92,8 
19,3 

4,9 
39,8 
98,5 
82,3 
28,4 

4,9 
39,1 
98,8 
81,5 
28,1 

4,9 
36,1 
99,7 
80,1 
25,1 

4,8 
42,9 
100 
99,9 
25,3 

F r•-,  B 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM -i ô L i  L2  Loo  CMC 
B 
Log 
Ln 
U 

6,2 
100 
100 
11,0 

5,1 
100 
100 
10,7 

5,1 
100 
100 
9,1 

5,3 	5,4 
100 	100 
100 	97,7 
10,3 	12,8 

5,4 
100 
97,7 
12,8 

5,1 
100 
95,2 
7,1 

5,2 
100 
95,2 
7,2 

5,0 
100 
96,3 
7,2 

5,1 
100 
100 
8,2 

F ,--, Log 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM -i ô L1  L2  L oo  CMC 
Log 
Ln 
U 

5,8 
99,9 
100 

5,0 
99,8 
100 

4,6 
99,9 
100 

5,0 	4,9 
99,5 	93,9 
100 	100 

4,9 
93,9 
100 

4,6 
76,8 
99,8 

4,7 
76,1 
99,9 

4,7 
80,6 
100 

4,8 
100 
100 

F 	Ln 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM 'i b L1  L2  Loo  CMC 
Ln 
U 

6,6 
100 

5,2 
100 

5,3 
100 

5,2 	4,9 
100 	96,6 

4,9 
96,6 

5,3 
91,9 

5,2 
91,8 

5,1 
93,0 

5,4 
100 
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TAB. C.5. Niveau et puissance expérimentaux (exprimés en pourcentage) des tests 
d'égalité de deux distributions continues ayant la mêrne moyenne et des variances 
différentes: cas de m = 22, n = 22 et a = 5% 

F ,--, N(0,1) 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM -i Ô Li  1,2  Loo  CMC 
N 5,9 4,9 4,6 4,6 	4,8 4,8 4,7 4,8 4,9 4,8 
Exp 22,5 18,7 19,0 18,2 	6,0 6,0 17,9 18,2 19,0 20,7 
F 14,7 12,2 12,3 11,6 	5,4 5,4 18,4 18,9 18,9 17,1 
B 81,4 82,0 75,7 77,0 	5,8 5,8 100 100 100 100 
Log 12,2 9,5 10,1 9,5 	5,0 5,0 50,8 51,6 51,4 42,8 
Ln 100 100 100 100 	24,7 24,7 100 100 100 100 
U 56,7 51,9 51,1 48,2 	5,1 5,1 99,7 99,7 99,7 99,1 

F 	Exp 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM 'i 0 Li L2 Loo CMC 
Exp 5,9 4,8 4,8 4,9 	5,4 5,4 5,2 5,1 5,1 5,0 
F 7,4 6,2 6,2 6,0 	5,0 5,0 5,7 5,6 5,8 6,2 
B 98,3 98,0 96,3 96,1 	8,9 8,9 100 100 100 100 
Log 16,3 12,8 13,9 12,4 	5,5 5,5 25,1 24,8 23,6 22,1 
Ln 100 100 100 100 	25,5 25,5 100 100 100 100 
U 93,3 91,7 90,2 88,2 	8,3 8,3 100 100 100 100 
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TAB. C.6. Suite du tableau C.5. 

F ,--, r 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM -i Ô L1  L2  Loo  CMC 
F 6,2 5,2 4,9 5,0 5,1 5,1 4,9 4,9 4,9 4,8 
B 96,2 96,6 93,3 93,4 7,1 7,1 100 100 100 100 
Log 10,9 8,5 8,9 8,2 5,1 5,1 21,0 21,0 20,7 17,4 
Ln 100 100 100 100 23,7 23,7 100 100 100 100 
U 87,6 85,3 83,1 81,3 6,7 6,7 100 100 100 100 

F ,--, B 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM 'i Ô L1  L2  L,, CMC 
B 6,2 5,1 5,1 5,3 5,4 5,4 5,1 5,2 5,0 5,1 
Log 96,2 96,8 92,4 93,5 5,9 5,9 100 100 100 100 
Ln 100 100 100 100 24,5 24,5 100 100 100 100 
U 15,5 11,9 13,1 11,5 5,5 5,5 33,5 36,3 42,3 35,5 

F , Log 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM 'i Ô L1  L2  L„ CMC 
Log 5,8 5,0 4,6 5,0 4,9 4,9 4,6 4,7 4,7 4,8 
Ln 100 100 100 100 24,5 24,5 100 100 100 100 
U 88,7 86,3 82,8 81,3 5,7 5,7 100 100 100 100 

F 	Ln 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM i‘ ô L1  L2  Loo  CMC 
Ln 6,6 5,2 5,3 5,2 4,9 4,9 5,3 5,2 5,1 5,4 
U 100 100 100 100 24,3 24,3 100 100 100 100 
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TAB. C.7. Niveau et puissance expérimentaux (exprimés en pourcentage) des tests 
d'égalité de deux distributions continues ayant des moyennes différentes et des va-
riances différentes: cas de rn = 22, n = 22 et a = 5% 

F ,--, N(0,1) 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM 'i Ô Li  L2 Loo  CMC 
N 5,9 4,9 4,6 4,6 4,8 4,8 4,7 4,8 4,9 4,8 
Exp 96,4 97,6 95,0 96,9 99,3 99,3 48,1 47,3 53,2 89,9 
F 99,9 100 99,8 100 100 100 91,0 91,1 93,2 99,6 
B 94,5 92,6 92,2 90,1 42,7 42,7 100 100 100 100 
Log 68,4 69,6 63,8 67,9 59,5 59,5 76,4 76,1 74,1 74,1 
Ln 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 
U 91,2 86,9 88,9 84,8 58,4 58,4 99,8 99,8 99,8 99,6 

F ,--, Exp 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM 'i Ô Li  L2 Lco  civic 
Exp 5,9 4,8 4,8 4,9 5,4 5,4 5,2 5,1 5,1 5,0 
F 34,8 36,7 30,6 35,1 22,7 22,7 •  13,8 13,5 12,8 25,2 
B 98,7 97,1 97,6 96,2 99,5 99,5 100 100 99,9 99,9 
Log 100 100 99,9 100 99,8 99,8 87,0 88,1 94,5 99,9 
Ln 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 
U 92,7 85,8 90,0 84,1 96,3 96,3 99,4 99,2 98,5 97,4 
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TAB. C.8. Suite du tableau C.7. 

F 	F 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM î Ô L1  L2 Loo  CMC 
F 
B 
Log 
Ln 
U 

6,2 
100 
100 
100 
100 

5,2 
100 
100 
100 
100 

4,9 
100 
100 
100 
100 

5,0 	5,1 
100 	100 
100 	100 
100 	100 
100 	100 

5,1 
100 
100 
100 
100 

4,9 
100 
98,4 
100 
100 

4,9 
100 
98,7 
100 
100 

4,9 
100 
99,5 
100 
100 

4,8 
100 
100 
100 
100 

F ,-,, B 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM 	'i Ô Li. L2 Loo  CMC 
B 
Log 
Ln 
U 

6,2 
100 
100 
33,4 

5,1 
100 
100 
28,7 

5,1 
100 
100 
28,6 

5,3 	5,4 
99,9 	92,1 
100 	100 
27,9 	25,8 

5,4 
92,1 
100 
25,8 

5,1 
100 
100 
46,1 

5,2 
100 
100 
47,9 

5,0 
100 
100 
48,4 

5,1 
100 
100 
43,2 

F ,--, Log 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM 	'i Ô L1  L2 Loo  CMC 
Log 
Ln 
U 

5,8 
100 
100 

5,0 
100 
99,9 

4,6 
100 
99,9 

5,0 	4,9 
100 	100 
99,8 	95,0 

4,9 
100 
95,0 

4,6 
100 
100 

4,7 
100 
100 

4,7 
100 
100 

4,5 
100 
100 

F , Ln 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM i' Ô L1  L2 Loo CMC 
Ln 
U 

6,6 
100 

5,2 
100 

5,3 
100 

5,2 	4,9 
100 	100 

4,9 
100 

5,3 
100 

5,2 
100 

5,1 
100 

5,2 
100 
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TAB. C.9. Niveau et puissance expérimentaux (exprimés en pourcentage) des tests 
d'égalité de deux distributions discrètes ayant la même moyenne et des variances 
différentes: cas de m = 22, n -= 22 et a = 5% 

F , UD 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM î 	Ô L1  L2 	Loo  CMC 
UD 
Bin 
Geo 
BinN 
Poi 

3,4 
38,3 
14,5 
70,1 
18,5 

5,0 
49,8 
19,3 
79,8 
22,7 

4,7 
52,0 
16,5 
82,9 
25,8 

4,6 	4,7 	4,8 
44,9 	5,3 	5,2 
18,1 	6,6 	6,6 
71,7 	5,8 	5,8 
20,6 	5,1 	5,2 

4,6 
97,1 
22,4 
99,9 
69,7 

4,7 	4,8 
97,2 	96,9 
23,6 	26,1 
99,9 	99,9 
71,7 	72,3 

4,7 
95,2 
23,9 
99,7 
66,1 

F , Bin 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM î 	â L1  L2 	Loo  CMC 
Bin 
Geo 
BinN 
Poi 

1,8 
75,0 
4,4 
4,3 

5,5 
86,8 
10,5 
9,0 

4,3 
81,9 
10,4 
8,2 

4,5 	4,5 	4,5 
82,5 	8,1 	8,2 
7,6 	5,1 	5,1 
8,0 	5,1 	5,1 

4,4 
99,7 
27,8 
22,1 

4,5 	4,6 
99,7 	99,7 
28,0 	26,1 
22,3 	22,0 

4,4 
99,4 
22,4 
18,5 

F --, Geo 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM î 	Ô Li.  L2 	Loo  CMC 
Geo 
BinN 
Poi 

3,9 
94,6 
53,5 

5,3 
96,0 
62,0 

5,0 
97,3 
61,7 

5,2 	5,0 	5,0 
92,3 	8,0 	8,1 
58,0 	7,5 	7,4 

5,0 
100 
93,2 

5,1 	5,2 
100 	100 
93,9 	93,9 

5,2 
100 
92,5 

F , BinN 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM î 	Ô L1  L2 	Loo  CMC 
BinN 
Poi 

1,8 
11,3 

9,7 
27,6 

5,0 
24,0 

5,0 	5,4 	5,3 
21,5 	5,3 	5,1 

4,7 
63,0 

4,7 	4,8 
64,1 	65,0 

4,9 
59,0 
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TAB. C.10. Niveau et puissance expérimentaux (exprimés en pourcentage) des tests 
d'égalité de deux distributions discrètes ayant la même variance et des moyennes 
différentes: cas de m =- 22, ri = 22 et a = 5% 

F 	UD 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM 'i 	ô Li  L2  Loo  CMC 
UD 
Bin 
Geo 
BinN 
Poi 

2,5 
100 
61,0 
11,4 
56,8 

5,5 
100 
81,7 
16,0 
76,2 

4,7 
100 
67,8 
20,2 
66,7 

4,7 	4,9 	4,8 
100 	100 	100 
76,7 	63,8 	63,7 
13,2 	5,2 	5,2 
73,2 	87,2 	87,1 

4,6 
100 
59,8 
35,9 
47,2 

4,7 
100 
59,3 
37,5 
47,3 

4,6 
100 
57,1 
39,1 
48,3 

4,4 
100 
64,2 
35,8 
59,6 

F ,--, Bin 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM 	'i 	és  Li L2  L,< , CMC 
Bin 
Geo 
BinN 
Poi 

2,8 
100 
100 
100 

5,8 
100 
100 
100 

4,9 
100 
100 
100 

5,2 	5,3 	5,3 
100 	100 	100 
100 	100 	100 
100 	100 	100 

5,0 
100 
100 
100 

5,0 
100 
100 
100 

5,1 
100 
100 
100 

5,1 
100 
100 
100 

F ,--, Geo 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM 	'i 	ô L1  L2  Lpo  CMC 
Geo 
BinN 
Poi 

2,3 
92,7 
99,9 

12,0 
94,9 
100 

5,5 
95,8 
99,9 

5,2 	5,4 	5,5 
92,5 	72,6 	72,7 
99,9 	99,7 	99,7 

5,5 
70,3 
99,4 

5,5 
72,1 
99,4 

5,3 
76,4 
99,3 

5,5 
94,7 
99,8 

F ,--, BinN 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM -i 	ê L1  L2  L,, CMC 
BinN 
Poi 

1,8 
86,9 

8,0 
94,4 

4,9 
90,9 

5,0 	4,9 	4,9 
92,5 	94,1 	94,2 

5,0 
85,4 

4,9 
85,4 

4,8 
83,7 

4,7 
89,5 
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TAB. C.11. Niveau et puissance expérimentaux (exprimés en pourcentage) des tests 
d'égalité de deux distributions discrètes ayant des moyennes différentes et des va-
riances différentes: cas de m = 22, n --= 22 et a = 5% 

F ,--, UD 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM i' 	Ô L1  L2  Loo  CMC 
UD 
Bin 
Geo 
BinN 
Poi 

2,5 
100 
64,8 
100 
10,5 

5,5 
100 
84,0 
100 
15,9 

4,7 
100 
70,9 
100 
16,7 

4,7 	4,9 	4,8 
100 	100 	100 
79,4 	68,2 	68,3 
100 	100 	100 
13,8 	10,3 	10,2 

4,6 
99,9 
63,8 
100 
25,9 

4,7 
99,8 
63,4 
100 
26,7 

4,6 
99,9 
61,0 
100 
26,5 

4,4 
100 
67,7 
100 
24.2 

F 	Bin 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM 	'i 	Ô L1  L2 Loo  CMC 
Bin 
Geo 
BinN 
Poi 

1,0 
84,5 
100 
100 

22,2 
95,3 
100 
100 

4,5 
94,7 
100 
100 

4,8 	4,9 	4,9 
84,1 	99,5 	99,5 
100 	100 	100 
100 	100 	100 

5,0 
65,2 
100 
100 

5,1 
66,3 
100 
100 

4,9 
70,6 
100 
100 

4,7 
93,4 
100 
100 

F ,---, Geo 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM i' 	Ô L1  L2 Loo  CMC 
Geo 
BinN 
Poi 

2,3 
100 
69,4 

13,1 
100 
79,8 

4,9 
100 
77,5 

5,1 	4,9 	4,9 
100 	100 	100 
75,0 	57,1 	57,1 

5,4 
100 
55,7 

5,5 
100 
56,4 

5,3 
100 
56,6 

5,4 
100 
74,1 

F 	BinN 
Tests originaux Tests permutationnels de MC 

G KS CVM KS CVM 	'i 	0 L1  L2 Loo  CMC 
BinN 
Poi 

1,7 
100 

7,8 
100 

4,9 
100 

5,0 	5,1 	5,1 
100 	100 	100 

4,8 
100 

4,9 
100 

4,9 
100 

4,9 
100 
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