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SOMMAIRE 

Ce mémoire traite du problème de comparaison de deux populations 

pouvant différer simultanément dans leurs paramètres de position et de 

dispersion. Une revue de la littérature nous a permis de relever plusieurs tests 

statistiques construits pour ce problème. Ces tests font ensuite l'objet d'une 

étude expérimentale visant à comparer les niveaux expérimentaux ainsi que les 

puissances expérimentales à raide de simulations de type Monte Carlo. Les 

résultats sont présentés puis interprétés afin de déterminer le test le plus 

approprié pour tester les paramètres de position et de dispersion. 
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INTRODUCTION 

Un des problèmes d'intérêt de la statistique est la comparaison de deux 
populations pouvant différer dans un de leur paramètre. Lorsqu'il s'agit de 
comparer deux populations de loi normale ne différant que dans leur paramètre 
de position, le test de Student (1908) demeure le plus approprié. Or, il arrive 
que nous soyons intéressés à tester une différence simultanée dans les 
paramètres de position et de dispersion de deux populations. Il est clair que dans 
ce cas, l'utilisation du test de Student (1908) n'est pas adéquate. Cette situation 
nous amène donc à considérer le problème où les hypothèses alternatives sont 
plus générales qu'une simple différence entre les paramètres de position. 

Le premier chapitre est consacré à la présentation de différents tests 
paramétriques et non paramétriques construits dans le but de tester des 
différences simultanées dans les paramètres de position et de dispersion. Nous 
décrivons de plus quelques tests non paramétriques construits pour tester des 
hypothèses plus générales consistant en des différences dans leurs paramètres de 
position, de dispersion et/ou autres. Dans le but de décrire complètement le test 
proposé par Podgor et Gastwirth (1994), nous suggérons une façon d'estimer un 
coefficient de corrélation entre deux statistiques linéaires de rangs bien précises. 
Aussi, en plus de considérer le test proposé par de Fueda et Ohori (1996), nous 
en étudions une seconde forme que ces derniers n'ont pas considéré dans leur 
étude. Nous présentons finalement les principaux résultats de quelques études 
comparatives parues dans la littérature concernant certains des tests décrits. 

Au second chapitre, nous effectuons une étude expérimentale des tests 

décrits au premier chapitre. Une simulation de type Monte Carlo est utilisée afin 

de comparer les niveaux et puissances des différents tests. L'étude porte sur 

différentes distributions et tailles échantillonnales. Nous accompagnons ce 

chapitre d'une discussion des résultats expérimentaux obtenus. 



Chapitrel: Comparaison de deux populations 

1.1 Description du modèle 

Un des problèmes d'intérêt de la statistique est la comparaison de deux 

populations lorsque l'alternative est plus générale qu'une simple différence entre 

les paramètres de position. Nous nous intéressons plus particulièrement au 

problème de deux populations pouvant différer simultanément dans leurs 

paramètres de position et de dispersion. Nous considérons aussi le cas où les 

populations peuvent de plus différer dans leurs paramètres d'asymétrie et 

d'aplatissement ou encore lorsque leurs distributions sont différentes. 

Soit deux échantillons aléatoires indépendants provenant de deux 

populations dont les fonctions de distribution sont F(x) et G(x) respectivement 

et supposons que F et G sont continues. Le problème consiste à vérifier 

l'hypothèse que les deux échantillons proviennent de la même population, c'est-

à-dire à tester l'hypothèse nulle Ho: F(x) = G(x) contre des alternatives de la 

forme H: F(x) G(x). Dans le cas où les deux populations peuvent différer 

dans leurs paramètres de position et de dispersion, les hypothèses alternatives 

considérées sont de la forme HI: G(x) = F(ax+b) avec a#1 ou b-A (a>0). 

Soient 	et X.+1,•••)(in+n les deux échantillons aléatoires 

indépendants provenant des deux populations dont les fonctions de distribution 

sont F(x) et G(x) respectivement et posons N=m+n. Dénotons, pour i = 1,...,N, 

le rang de l'observation X, parmi X1,...,XN  par R. 

Soit aussi 	l'ordination croissante de Xi ,...,XN  et définissons pour 

i = 1,...,N, la fonction indicatrice 



11 Si Z, EIX 1 ,...,X 

ZN, = 
0 Si Z, EP( 

Désignons de plus par xv2;1_,, le quantile d'ordre 1-a d'une loi khi-deux à 

v degrés de liberté et par zi,a  le quantile d'ordre 1-a/2 d'une loi normale centrée 

et réduite. 

1.2 Classe des statistiques de Lepage 

Lepage (1971b, 1977) a introduit une classe de statistiques basées sur les 

rangs servant à mesurer la différence entre deux populations qui ne diffèrent que 

dans leurs paramètres de position et de dispersion. Il s'agit de confronter 

l'hypothèse Ho  à des alternatives de la forme H,. 

Définissons pour k=1,2 la statistique linéaire de rangs 

S Nk= E a Nk (Ri ) où aNk(1), ...,aNk(IV) sont les valeurs prises par la fonction de 
i-1 

cotes a ivk  . Sous 110  et pour k=1 et 2, la moyenne et la variance de cette 

statistique sont respectivement données par 

M 
= E(SNOHO) = Nk (i) = I Nk 

I 

et 

2 mn 
0-2Nk = Var(SNklHo) — 	E (a Nk (i) — aivk) • N(N —1) i=1 

3 
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Les statistiques de la classe proposée par Lepage (1971b,1977) sont de 

la forme 

= i[S Nk fiNkj2  

k=1 	CrNk 

Sous Ho  la distribution exacte des statistiques de la forme T peut être 

trouvée à raide de la formule de récurrence décrite par Lepage (1971b,1977). 

Avant de présenter la distribution asymptotique de la statistique T sous Ho, nous 

devons d'abord introduire une condition concernant les fonctions de cotes. 

Une fonction de cotes as  0 est dite engendrée par une fonction à valeurs 

réelles (p(u) , 0<u<1, si 

(i) 	0 9 2  (u)du 	oo et o (cp(u) — c,O)2  du > O, 

où 	= fjp(u)du , et 

(ii)lim 	0 (a , (1+[uN]) — cp(u)) 2  du = 0 

N 

où [uN] désigne le plus grand entier n'excédant pas uN. 

Selon Hàjek et Sidàk (1967), une fonction de cotes a N(•)  engendrée par 

la fonction (p(u) peut être construite pour i=1,...,N par 

aN(i) = E[(p(e )1, aN(i) (i9
N 1

) ou encore aN(i) = N f (p(u)du 
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où U N( ')  <... < U N(N)  est un échantillon ordonné provenant d'une distribution 

uniforme sur l'intervalle [0,1]. Ces trois façons d'engendrer les fonctions de cotes 

a N  0 sont asymptotiquement équivalentes lorsque min(m,n)---> 

Supposons que, pour k = 1 et 2, la fonction de cotes a Nk (-) est engendrée 

par 	cp(u), 0<u<1, et jo(q),(u) —  )( (P2 (u) — êp-2 )du = O. Alors, Lepage 

(1971b,1977) a démontré que sous Ho  et lorsque min(m,n) -->oo, les statistiques 

de la forme T sont distribuées selon une loi khi-deux avec deux degrés de liberté. 

Ainsi, lorsque min(m,n) ----> oo, la région critique du test basé sur T de niveau 

asymptotique a pour Ho  contre H1  est de la forme T 	it2;1-a • 

Sous une suite d'hypothèses alternatives qA  convergeant vers l'hypothèse nulle où 

qA  est définie par 

1 mn\-i "Tm 	-Ai (7) 	
( mnyi mn -i " 

q A  = (e 	 )f (e 	) X i —  A 2  (7 ) ri  f (xi ) 
i.i 	 i..+1 

où A = (A1  , A2 ) e R 2  et f est une fonction de densité continue, Lepage 

(1971b,1977) a démontré en utilisant la notion de contiguïté de Le Cam (1960) 

et l'approche d'Hàjek et Sidàk (1967) que la statistique T suit asymptotiquement 

une loi khi-deux avec deux degrés de liberté et un paramètre de décentralité 

82  = 	[[ 	

2 1  

f (p„ (u)(3,2(P(u,f ) + 	( u, f »duj f (çok (u) — (p)2 du] 
1 

f (F -1  (u))  où (A1,A2) e R2, 3.10 et cp(u,f)--  f(F-1 (u)) 

k=1 	 0 
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f .  (F -1  (u))  
et cpi (u,f)= — 1— F -1  (u) f 	(0)  , 0<u<1. 

Notons que pour les hypothèses alternatives de la forme HI, Al et Az 

(mn )-1/2 mn J-112 
sont respectivement égaux à — 

N 
— 	ln(a) et — 7 b. 

1.2.1 Cas particuliers 

Combinaison des statistiques de Wilcoxon et d'Ansari-Bradley 

Lepage (1971a) avait déjà développé un test non paramétrique pour 

tester Ho  contre HI. En fait, ce test est un cas particulier de la classe de tests 

décrite par Lepage (1971b,1977). Plus précisément, la statistique du test 

correspond à une combinaison quadratique des statistiques linéaires de rangs de 

Wilcoxon (1945) et d'Ansari-Bradley (1960) standardisées. 

La statistique de Lepage (1971a) est donnée par 

TwrA_B = 
i( S  Nk LI  Nk  j2  

k=1 	ciNk 

où ,.. /sa=Za N, (Ri ) =ER;  et SN2=Za N2 (Ri )=i(N +1)—E 
1 

R, — -2-- (N +1) 

  

sont les statistiques linéaires de rangs de Wilcoxon (1945) et d'Ansari-Bradley 

(1960) respectivement. Les valeurs de ilNI 	N2 G 2 	et 0'N 
2 sont données par NI 	 2 

1 
= —

1
m(N +1) , a ,N2  = —

12
mn(N +1) , 

2 
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+ 2) 
si N est pair, 4 

PN2 = 

{m(N 

m(N +1)2  
si N est impair, 

4N 

et 

2 
mn(N 2  - 4) 

5 N est pair, 
48(N-1) crN2 = 

mn(N +1)(N 2  +3) 
si N est impair. 

48N 2  

La distribution exacte de la statistique Tw,A_B  SOUS Ho  peut être trouvée à 

l'aide de la formule de récurrence donnée par Lepage (1971a). De plus, une table 

des valeurs critiques exactes pour différents niveaux de signification a été 

produite par Lepage (1973). 

Les fonctions génératrices des fonctions de cotes des statistiques de 

Wilcoxon (1945) et d'Ansari-Bradley (1960) étant respectivement données par 

(pi(u)= 2u - 1 et gc)2(u) = -1 + 2 1 2u - 1 1, 0<u<1, nous trouvons (p,= (p2  = 0 et 

jo(91 (u)— )((P2  (u)— q7•2 )du= . Ainsi, il en résulte que sous Ho, la distribution 

asymptotique de la statistique TW,A-B est une loi khi-deux avec deux degrés de 

liberté lorsque min(m,n) ---> 00 . Notons que Lepage (1971a) avait déjà démontré 

ce résultat en utilisant Papproche de Chemoff et Savage (1958). 

1.2.2 Statistique de Duran, Tsai et Lewis 

Pour tester Ho  contre HI , Duran, Tsai et Lewis (1976) ont proposé de 

combiner la statistique linéaire de rangs de Wilcoxon (1945) et celle de Mood 

(1954) plutôt que celle d'Ansari-Bradley (1960). Leur statistique est de la même 
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forme que celles de la classe décrite par Lepage (1971b,1977) et elle est définie 

par 

2  
Tw,m = 	

( 5'  Nk PNk)2  

k=1 	a  Nk 

2 

OÙ 	SNI= a NI  (Ri  = Ri  et SN2 =Eu N2(Ri)=E 	— —2  (N +1)) sont les 
i=1 	 i=1 	i.1 	

1 

statistiques linéaires de rangs de Wilcoxon (1945) et de Mood (1954) 

u,, respectivement. Les valeurs de ,„ 	[42  et Œ, 2  sont données par 

1 	 1 	 m(N +1)(N — 1) 
/IN =

2
«Ar  + 1) , N2  = — mn(N + 1) , 1-IN2 — 12 	 12 

et 

2 	mn(N +1)(N 2  —4) 
crN2 	180 

Pour démontrer que la distribution asymptotique de Tw,m  lorsque 

min(m,n) --> oo  est une loi khi-deux à deux degrés de liberté lorsque Ho  est 

vérifiée, Duran, Tsai et Lewis (1976) ont utilisé l'approche de Chernoff et 

Savage (1958). D'autre part, en utilisant Lepage (1971b, 1977), il suffit de noter 

que les fonctions génératrices des fonctions de cotes associées aux statistiques 

linéaires de rangs de Wilcoxon (1945) et de Mood (1954) sont respectivement 

données par (pl  (u)=2u-1 et (p(u)=— 1+ 2(2u —1)2  + —13  , 0<U<1, avec 

= (p2  = 0 et fo((p, (u)— 	(u)— çT;i2 )du = 0. 
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1.2.3 Cas optimaux 

Lepage (1971b, 1977) a démontré que lorsque F(x) est connue, il est 

possible de trouver un test de la forme T qui est asymptotiquement optimal pour 

vérifier l'hypothèse Ho  contre les alternatives de la forme 1-11 :G(x)=F(ax+b) avec 

a 	1 ou b 	0 (a > 0). 

Plus précisément, si f représente la fonction de densité correspondant à 

F(x), le test basé sur la statistique de la forme T où SN1  = SNI  f= 	N ,(1?, , f ) et 
i=1 

rn 

SN2 = SN2f 
	I aN2(R,,f) avec a Ni(.,  f ) et a N2(', f ) respectivement 

i= I 

engendrées par (p(u,f) et cpi(u,f), 0<u<1, est asymptotiquement optimal. Cette 

statistique est notée Tf. En fait, le test basé sur la combinaison standardisée des 

statistiques SNI f  et SN2f est asymptotiquement maximin uniformément le plus 

puissant pour Ho  contre qN,A OÙ A=(AI ,A2), Aie et 

A22$92  (u, f )du +A21 f (pi2  (u, f )du est constant (Lepage (1971b,1977)). 

Rappelons qu'il suffit de prendre 
i 

aN1(i' f) (I) N +1 J  )et  

a N2  (i, f ) = yoi( 	N +1, fj, i=1,...,N, pour que a Ni (-, f ) et a N2(-, f ) soient 

respectivement engendrées par cp(•,f ) et 91 (-, f ) (voir Hàjek et 'idàk (1967)). 
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Puisque 	 f(P(u,f)(Pi (u, f )du = 0, la région critique du test 
0 

asymptotiquement optimal de niveau asymptotique a est donnée Par 

2 
nf 	A, 2;1-a • 

Ainsi, lorsque F(x) est une loi normale, le test asymptotiquement optimal 

pour vérifier l'hypothèse Ho  contre les alternatives de la forme HI  correspond à 

une combinaison quadratique des statistiques linéaires de rangs de van der 

Waerden 	(1953) et de Klotz (1962) standardisées. En effet, comme 

(p(u1 f)=41)-1(u) et 91(u,f)=-1+(c1f1(u))2, 0<u<1, lorsque f est la fonction de 

densité correspondant à la fonction de répartition (DO d'une loi normale centrée 

et réduite, le test asymptotiquement optimal pour Ho  contre HI  est basé sur la 

statistique Tvdmix  donnée par 

2 

	

TvdW,K =
S — 	

2 
+7 S  N 2  — 	

j 

	

C  N1 	

j 	

N2  

2 
où SNI=EaNI (Ri )=DD-1 ( 	) et SN2—Ia N2  (Ri  )— E(c1) 	

e 
I 	 N +1 	 i=1 	NlJ 

2 " 	2 Les valeurs de 1-41 fr 
/-1N2,"Nl ,  N2 et 0-N2 sont données par 

2 
mn 	 «\9(13-1 	 

	

( 	
= M 

N (N —1) t[ 	N +1)) 1-1N2 	 N + 1)) 

	

N 	( 	  

et 

2 mn 	 i  '114 
ŒN 2 — N (N —1) 1 ( GI +1) ) m(N —1)(142)2• 



11 

Si F(x) est de loi logistique, le test asymptotiquement optimal pour tester 

H, contre H, est basé sur la statistique définie par 

TW,Log 
(SNI — j2  ±[SN 2  

J2  aNI 	CYN2 

Où SNI  correspond à la statistique linéaire basée sur les rangs de Wilcoxon 

 

Ri  
N +1— Ri  

   

(1945) et SN2  =aN2 (R )=I R  
i=1 	2  

avec P.N2 et 

   

CrN2 
2 respectivement données par 

2i 	 i  = 	EN  a N2 (i) = 	— 1)1n 	— m(7N2 N 	+1 	N +1— i 

et 

mn 
0-N2 _ 

N(N —1) =1 (ci N2  
2 

Aussi, lorsque F(x) est une loi Cauchy, le test asymptotiquement optimal 

pour vérifier H, contre les alternatives de la forme H, est défini par la statistique 

= 
(41 — 	

2 	
/42  

nin,Cos  
crNi 	 C  r  N2 

où 	SNI=IaNi  (R; ) = - sin 
27rR,  ) 

et SN2—Ea N2 (Ri )—j?  cos
(  2eR, 
i=, 	(N +1 	 i=1 	 ‘,.. N +.1) 

puisque cp(u,f)=- sin(Dru) et y1(u,f)=cos(27ru) , 0<u<1. La forme de la 

statistique Tsin,cos  correspond à la statistique de Mardia (1967) qui a été 

introduite pour un problème complètement différent. 
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2 	 2 Les valeurs de JuNi crNi 	et CYN2 sont données par 

2 	mn(N + 1) m 	2  mn(N 2  — N — 2) 

	

ÍLNI = 0,  Qvi — 2N (N —1) 
, fiN2  = — 	et aN2  — 

2N 2(N1) N 

1.3 Classe des statistiques pondérées de Lepage 

Lepage (1975) a développé une classe de tests basés sur des statistiques 

linéaires de rangs qui sont asymptotiquement les plus puissants pour Ho  contre 

qA' 

3'2 Posons l = 	e R et considérons la fonction de cotes définie par 

a(•, f ,1) = 	f)+ 	f 
	engendrée par la fonction génératrice 

(p(u, f ,1) = hp(u, f)+ (pi (u, f ) . Lepage (1975) a démontré que le test basé sur 

rn 

la statistique SA  = /a(Rt , f ,l) est asymptotiquement le plus puissant pour Ho  

contre qA  lorsque min(m,n) --> oo , pour A=(AI ,A2) e R2  et Ai 0. 

Par la théorie d'Haljek et 'S'id& (1967, p.163), Lepage (1975) montre que 

A, 
sous Ho, la statistique 1 	i S A  est asymptotiquement distribuée selon une loi 

lA l l 

(mnj i  
— normale de moyenne 0 et de variance 	f (p2  (u, f ,I)du . Ainsi, la statistique 
N 0  

définie par 

S 2  
P — mn)  if ° 	 

N 
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est asymptotiquement distribuée selon une loi khi-deux à 1 degré de liberté 

lorsque Ho  est respectée et lorsque min(m,n) ---> 	AIA. Ainsi, la région 

critique du test asymptotiquement le plus puissant de niveau asymptotique u 

pour Ho  contre qA  est donnée par P it1;1-a • 

Notons que lorsque les hypothèses alternatives sont de la forme 

H i :G(x)=F(ax+b), alors la constante de pondération 1 est définie par 1 — 	 
ln(a) 

1.3.1 Cas particuliers 

Lorsque F(x) est normale, le test asymptotiquement le plus puissant pour 

Ho  contre qA  est basé sur une combinaison pondérée des statistiques linéaires de 

rangs de van der Waerden (1953) et de Klotz (1962). La statistique est définie 

par 

PvdW,K 

( 

\.i=1 

( 

1E1)1 [ 	1+ [4)4 Ri 
J 

21\ 2  

) Aie. 
N +1) N +1)) 

(mn) 
(12  +2) 

9 

Aussi, lorsque F(x) est logistique, le test basé sur la statistique pondérée 

définie par 

( 	R 	 Ri  
L 	 1(2 	—  lj + [— 1+ (2 	— lj ln 

ff ,f  N +1 	 N+1 	(N+1—Ri  

(mn)1  [1, 2  ± 7r 2 
± 1

\ 

N 3 	3 ) 
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est asymptotiquement le plus puissant pour Ho  contre qA. Notons que la 
ni 	R . 

statistique / (2 	
N 	

—1 correspond à la statistique linéaire de rangs de 
+1 

Wilcoxon (1945). 

Finalement, si F(x) est Cauchy, alors le test défini par 

2 
(t / sin( 

N  +1 I + cos 
+1)JJ

(  

PSin,Cos = (mn)1 
(12  +1) 

N 2 

est asymptotiquement le plus puissant pour Ho  contre qA. 

Pour tester Ho  contre des alternatives de la forme HI, considérons aussi 

la combinaison pondérée des statistiques linéaires de rangs de Wilcoxon (1945) 

et d'Ansari-Bradley (1960) définie par 

( 2R 
L' 1)4- 1+2 

1 N +1 i= 

  

J)J 

  

 

2R.  
N1:1 

1 

 

  

(mn)1 
 (12  +1) 

La statistique Pw,AB  est asymptotiquement distribuée selon une loi khi-deux à 1 

degré de liberté lorsque min(m,n) —> 	Ainsi, la région critique de niveau 

2 
asymptotique oc associée à cette statistique est de la forme Pw,AB 	ft1;1—a 

PW ,AB 

N 3 
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1.3.2 Statistique pondérée de Smit, Swart et Stoker 

Smit, Swart et Stoker (1987) ont proposé un test pour Ho  contre H1  qui 

repose sur une combinaison pondérée des statistiques linéaires de rangs de 

Wilcoxon (1945) et de Mood (1954). La statistique de Smit, Swart et Stoker 

(1987) est définie par 

PN= (1.-CN)NSN1 CNSN2 

nz 
où 0 cN  1 est une constante de pondération et SNI= la Ni  (Ri ) =I R;  et 

m 	 2
1  

SN2= EaN2  (Ri ) =I 	+ 1) sont les statistiques linéaires de rangs de 

Wilcoxon (1945) et de Mood (1954) respectivement. 

Sous Ho, la moyenne et la variance de PN sont données par 

E[PN1-10]= 1
1
2 m(N +1){(6 —5cN)N— c N} 1— 

et 

Var(PNI110 	
1  

) — 
\ 

mn(N + 1){c2e,(N2  —4)+15(1— cN )2  N21. 
180 

Pour trouver la distribution asymptotique de PN sous Ho, Smit, Swart et 

Stoker (1987) utilisent l'approche de Chernoff et Savage (1958) et montrent que 

* 
Pis, — E[PA,1110 ] sous Ho, la distribution asymptotique de Pw  ,„, f  — 	 est une loi 
-VVar(4,1110) 
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in 
normale centrée et réduite lorsque N—>oo, — 2, et cN  --> c. La région 

N 

critique du test de niveau asymptotique a est de la forme 1 

Smit, Swart et Stoker (1987) suggèrent de prendre des poids associés 

aux statistiques de Wilcoxon (1945) et de Mood (1954) qui reflètent 

respectivement l'importance relative des différences de position et de dispersion 

qu'il y a entre les deux populations. Ainsi, ils proposent de prendre un poids eN 

a — 1 
qui satisfait à l'équation suivante: cN-1  = c-1  +o(N-1/2) avec c — 	 où a et b 

a+ b —1 

correspondent respectivement aux différences de dispersion et de position 

présentes entre les deux populations. 

Notons que la combinaison pondérée des statistiques linéaires de rangs 

de Wilcoxon (1945) et de Mood (1954) peut aussi être construite en se basant 

sur la classe de statistiques décrite par Lepage (1975). En effet, la statistique 

proposée par Lepage (1975) est définie par 

_ 
= 

PW,A1 

f 

, i=1 
\ 

( 

%, 
' 

2R1  1)+[ 1+ 2( 2R1  + -- 
3 J 
l 

i  \i\ 2  

) N + 1 N +1 	
lj 

( mnI1 ( 1 2 + 161 
) 3 . 	15) N 

et est asymptotiquement distribuée selon une loi khi-deux à 1 degré de liberté 

lorsque min(m,n) —> .... Ainsi, la région critique de niveau asymptotique 

1,2 
associée à cette statistique est de la forme Pw,m -›- it1;1-a . Remarquons que les 
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statistiques Pw,m  et celle de Smit, Swan et Stoker (1987) élevée au carré 
\ 2 

((Pw* ,m  ) ) sont asymptotiquement équivalentes lorsque min(m,n) —> 

1.3.3 Statistique de Podgor et Gastvvirth 

Soient f et g deux fonctions de densité. Alors, pour chacune des 

densités f et g, il existe une fonction génératrice ça(u,f) et cp(u,g) qui détermine 

respectivement un test de rangs asymptotiquement le plus puissant pour vérifier 

si deux populations diffèrent dans leurs paramètres de position. De la même 

façon, pour chacune des densités f et g, il existe une fonction génératrice (pi (u,f) 

et cpi(u,g) qui détermine respectivement un test de rangs asymptotiquement le 

plus puissant pour vérifier si deux populations different dans leurs paramètres de 

dispersion (voir Flàjek et ‘idàk (1967)). 

Considérons l'ensemble des fonctions génératrices F tel que pour toutes 

fonctions ço() E F, nous avons p(u)du = 0 et (p 2  (u)du = 1. 
0 	 0 

Lorsque les échantillons proviennent de populations ayant comme 

fonctions de densité f et g respectivement, Gastwirth (1966) propose un test 

maximin basé sur les rangs pour vérifier si ceux-ci diffèrent dans leurs 

paramètres de position. Il s'agit en fait de tester l'hypothèse Ho*: 	= 

contre des hypothèses alternatives de la forme H*, : /i f  # 4ug  où ,ti f  et fig  

correspondent respectivement aux paramètres de position des deux populations 

de densités f et g. 

Le test basé sur les rangs est construit à partir de la fonction génératrice 

K(-) e F qui maximise la limite inférieure de l'efficacité relative au sens de 
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Pitman (voir Noether (1955)) de KO par rapport à chacun des tests 

asymptotiquement les plus puissants pour f et g, c'est-à-dire que KO est tel 

que 

sup inf {i"  vf(u)(p(u, f )du, vf(u)c,o(u, g)dul 
vEr 	 0 

est atteint lorsque yf(.) = K() . Gastwirth (1966) montre que 

K(u). (p(u,f, g). [2(1+ p)1 1/2  (9(u, f )+ cp(u, g)) 

où p = (p(u, f )q)(u, g)du 
0 

Selon la méthode proposée par Gastwirth (1966), pour vérifier si deux 

populations de densités f et g diffèrent dans leurs paramètres de dispersion, c'est-

à-dire pour tester l'hypothèse Ho**  : o-f2  = o-: contre des alternatives de la forme 

H o_f2 o_g2 où 0.2 et o- -g2 correspondent respectivement aux paramètres de 

dispersion des deux populations de densités f et g, le test asymptotiquement 

maximin basé sur les rangs est construit à partir de la fonction génératrice 

K1 (u)=y0i(u,f, g). [2(1+ pl  )] 1/2  (cp,(u, f ) + (pi (u, g)) 

où pl  = f (Pi(u, f )(Pl(u, g)du 
0 

Pour vérifier si deux populations de densités f et g diffèrent dans leurs 

paramètres de position et de dispersion, c'est-à-dire pour tester 
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-= ,u g ;c3 = o g2  contre des alternatives de la forme H*1 **: 	# µ g  et/ou 

0-2 
	

0-g ' 
2 Podgor et Gastwirth (1994) proposent d'utiliser la statistique I  

pondérée de Lepage (1975) où la fonction de cotes a(., f ,1* ) est remplacée par 

la fonction de cotes (le, f,  g ,1* )= l t a N1  (, f, g) + a N2  (*, f, g) engendrée par la 

fonction génératrice (p(uf,g,1* ) = 1*  (p(uf, g) + yoi(u,f,g). Ainsi, la statistique 

proposée par Podgor et Gastwirth (1994) est définie par P*  = a(Ri  , f , g ,1 ) 

où pour i=1,...,N, 

i  
f , g ,1*  ) = 1*  [2(1 + p)1 1/2  (p( 	 fj+ 

-1/2 	 i  
+ [2(1+p1 )] 

	
<pi N+1,f)1-(Pl( v+i ,g)) 

OÙ /*E R est une constante de pondération. 

Selon rapproche d'Hàjek et Sidàlc (1967), lorsque min(m,n) 	, la 

statistique P*  est asymptotiquement distribuée selon une loi normale de moyenne 

et de variance respectivement données par 

* I Ho]=0 et Var[P* 	11  I Flo] = (11---) 	 * f (P2  (u, f , g ,1 E[P 	 )du. 
N 0  

Ainsi, lorsque F est la fonction de distribution de la loi normale et G est 

la fonction de distribution de la loi logistique, Podgor et Gastwirth (1994) 

proposent d'utiliser la statistique définie par 



PW -vdW ,Lo g - K 

 

.\ 2 
R. 

N + 	1 j + 	) 	NR 	1J + K (N 	1) y  N 	+ 1 

	2(1 2 (1+ p) + (1 + )) 
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1 
où pour i=1,...,N, cpw (u)=2 (-Ji u--  et c,o,dw  (u) = cté-I  (u) sont les fonctions 

2 

génératrices des fonctions de cotes associées aux statistiques respectives 

de Wilcoxon (1945) et de van der Waerden (1953), 

1  

	

1) 1 n( 1_4  j)  et (pK  (u) 	( 1+ (413-1  (u)) 2  ) est 
+ 3 

la fonction génératrice de la fonction de cotes associée à la statistique de Klotz 

(1962). La valeur de p est donnée par p=0,9772 (Gastwirth (1966)). Pour 

trouver la valeur de pi , il nous faut déterminer la valeur de l'intégrale 

PI = f (PLog  coçoic (u)du 
0 

9 	 1,-(- 1+ (2u -1)1n(
1-

u 	
u

jj(-  

9 	1 
r- 	(2u 1) 111(

1 -
u 	

u 
)(4)-1  (u))2  du - 1j. 

ir 2  + 3 112 (fo  

12 
En posant u = te(x) = r-1 	e 2  dt , nous obtenons 

-v 

9  1 r 
Pi - 71.2 +3.e , 

o 

f (24)(x) oin[  '1)(9  

cp(x) 
2  f (x)dx - lj 



21 

A 2  
1 

où f (x) — 	e 2  est la fonction de densité d'une loi normale centrée et 

réduite. Comme nous n'avons pas réussi à déterminer la valeur exacte de cette 

intégrale, nous avons utilisé la loi forte des grands nombres afin de l'estimer. En 

effet, nous avons 

9 	1 
ir 2  + 3 -%/2- (E(g(X)) —1)  

où g(x) = (21(x) —1)1n(  (13(x) 	2  et X—N(0,1). 
c13(x))x  

Par la loi forte des grands nombres, nous avons 

1 
N 
	g(X 1 ) 	>E(g( X)) avec probabilité 1 où pour 	les variables 

aléatoires Xi  sont indépendantes et identiquement distribuées selon une loi 

normale centrée et réduite. Ainsi, pour estimer la valeur de E(G(X)), nous 

avons généré un grand nombre (N=5000000) de variables aléatoires provenant 

1 
d'une loi N(0,1) et avons trouvé 	g(X i ) 2,67. La valeur de pi  est donc 

N 

estimée par pi  0,8258. 

1.4 Classe des statistiques de Fueda et Ohori 

Considérons la statistique linéaire de rangs SN  =la N  (Ri ) où la fonction 

de cotes a N (-) est engendrée par la fonction (p(u), 0<u<1. Formons la base de 

fonctions (p={1,(p(u),...,9P(u)} où p est un entier positif et transformons cette 
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dernière en une base orthonormée y* = { 	vip(u)) à l'aide du procédé 

d'orthogonalisation de Gram-Schmidt (Lipschutz (1973)). 

Définissons le produit scalaire entre les fonctions ça, et cp, et la norme de 

la 	fonction 	cp-, par 	< 	>=- $9, (u)p(u)du 	et 	11(p, 11 2  =< 	> 

respectivement. Les éléments yrj(u), j=0,...,p, de la base orthonormée tif sont 

alors donnés pour 0<u<1, par 

vfo  (u) = p°  (u) 1, 

(09(0-  < 49, Vfo > 	(u)  
(u) = 

rp(u)— < 	> ty„ (u)11' 

>v(u) 

Considérons les statistiques linéaires de rangs données par 

S 	= 	b Ni  (Ri ) , j=1,...,p, où les fonctions de cotes b (-) , sont engendrées par 
i=1 

les fonctions orthonormées vA(u), 0<u<1. Sous }10, la moyenne et la variance de 

SNi*  , j=1,...,p, sont respectivement données par 

\ 	mn 	 \ 2 
mb 1,1;  et Var(S 	 b 

N(N —1) „, 
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1 x-1N  
où b—  ni; = —bNJ  (i) . Aussi, sous Ho, la covariance entre les statistiques S*  et 

i=1 

S N*  (jk), est définie par 

Cov ( SN,*  , SN*  k  ) — 
TN mn 
Lb .( le  i)b (i) — b b 

N(N 	 NI Ark j 

Pour tester Ho  contre HI , Fueda et Ohori (1995) proposent la classe de 

statistiques de la forme 
\2 

- Mb Nj 
F 

.\i  mn  
N 

Comme sous Ho  les statistiques 
SNi  — mb—  Ni  

j=1,...,p, suivent 

   

 

mn I N 

 

asymptotiquement une loi normale centrée et réduite lorsque min(m,n) —> 00 et 

que la covariance entre S Ni*  et S N*  k  (jk) converge vers 0, la statistique de la 

forme F est asymptotiquement distribuée selon une loi khi-deux avec p degrés 

de liberté. 

Parmi les statistiques de la forme F, Fueda et Ohori (1995) ont considéré 

la statistique donnée par 

  

\2 

SNi * — mb Ni 

 

 

avec go(u)=-u et b (i) = E[yr (U )1 

      

      

 

\/mn  
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où U N(1)  <...< U N( P )  est un échantillon ordonné provenant d'une distribution 

uniforme sur l'intervalle [0,1]. 

L'orthonormalisation de la base {1,u,u2,u3,u4} donne pour 0<u<1, 

vfo (u) = 1, 

vf l (u) = 	/ 2, 

1112(u) = 6-JL2  — 	+ 	, 

yi-3 (u) = 20-F7u3  — 30-eu2  +12F7u — -‘ ./7 et 

ty4 (u) = 210u4  — 420u3 + 270u 2  — 60u + 3 . 

D'autre part, les fonctions de cotes 1 Y Â  0 sont obtenues pour j=1,...,4, par 

N — 1) 1  
tv Elvf (U )1= 14 	(u)u' l  (1— u) N  du (voir Hàjek et S'idàk (1967), 

— 1 0 

p.39). Suite aux calculs pour les différentes fonctions tm, nous trouvons que les 

statistiques linéaires de rangs S Ni*  = 	b Ni  (Ri ) , j=1,...,4, sont données par 

R.  
=1,(2.-.1j 	— 

i=1 	i=1 N +1 2 

R. (R. +1) 	R. 
S*N2  = EbN2  (Ri ) — it1 ,1 	5 	— 6 	+ 

i=l 	i=1 	(N + 2)(N + 1) 	(N +1) 

r- 	R. (R. +1)(R +2)  
S 3  -=EbN3(Ri ) = 	20..17 

i=i 	 (N + 3)(N + 2)(N + 1) 
R ;  (R ; + 1) 	R.  

-30V7 	  
(N+2)(N+1) 

+12\17 
(N+1) -J7)  

et 
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rn 	 R.(R. +1)(R. +2)(R, +3) 
=IbN4(Ri ) = [210 

(N + 4)(N +3)(N +2)(N +1) 

R (R. +1)(R, + 2) 
-420 

(N +3)(N +2)(N +1) 
R (R +1) 	R. 

+270 	 —60 	+3j. (N +2)(N +1) 	(N +1) 

— — — 
Aussi, nous trouvons que b Ni  = —2 et b N2 = b N3 -= b N 4  = 0. 

Comme p=4, la distribution asymptotique lorsque min(m,n) ---> 00 de la 

statistique Fw  sous Ho  est une loi khi-deux à quatre degrés de liberté. Ainsi, la 

région critique du test de niveau asymptotique a pour tester Ho  contre HI  est de 

2 
la fonne Fw  Z4; 1-a • 

Notons que les fonctions de cotes bNJ  0 peuvent aussi être obtenues à 

partir des fonctions de cotes définies par b Nj(i) = 1/fi(
Ni+1) 

 auquel cas nous 

obtenons 

	

= fi bN i  (Ri ) = i(24 	Ri  ) 
i=1 	i=1 	N +1 	2 j 

2 

	

S;72  = f,bN2 (Ri ) =Î[64 	  —64 	RI  ).-E-Nr51, 
i=1 	 i=l 	N+1)N+1 

rn R.  3 
1

2 
S 	=IbN3(Ri ) = E[20_,./7 N**3  Ri. ( 

i=1 N+1 N +1) 

R 
+12.V7 	

1)—V77) N + 
et 
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( R 	 p  3 

210  	420( 	 
N +1 ./N/ +1 

( J2  60(  Ri   ) 
+3). +270 	

+1 	N +1 

-*. 
h Aussi, nous trouvons que _ NI =— 	N2 — — b N3  =0 et 

2 	 N +1' 

—3N 2 +N+11 
bN4 — 

Une statistique asymptotiquement équivalente à Fw  est donnée par 

(N +1)3  

\inm  

( 

4 

i =1 

2 

et par conséquent, F; est aussi asymptotiquement distribuée selon une loi khi-

deux avec quatre degrés de liberté lorsque min(m, n) ---> . 

1.5 Statistiques généralisées de Student et de Wilcoxon 

O'Brien (1988) note que peu importe les distributions F et G, la 

statistique servant à tester l'hypothèse de linéarité (ßu=0) dans le modèle de 

régression ZNi= Pim  + PLI Zi +ei  par la méthode des moindres carrés correspond 

à la même statistique que celle de Student (1908) pour vérifier si celles-ci 

diffèrent dans leurs paramètres de position. Rappelons que ZNi correspond à la 
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fonction indicatrice prenant la valeur 1 lorsque les observations proviennent de 

la population ayant comme distribution F(x), c'est-à-dire lorsque i=1,...,m, et que 

correspond à l'ordination croissante de Xi,...,XN. En tenant compte de 

cette considération, O'Brien (1988) propose intuitivement une généralisation du 

test de Student (1908) pour comparer deux populations de lois normales 

différant dans leurs paramètres de position et de dispersion en considérant le 

modèle de régression de la forme 

ZNi = Po  ± 	+ ß2Z2 	, i=1,...,N, 

et suggère de tester l'hypothèse que les coefficients associés à Z. et à Zi2  sont 

identiquement nuls, c'est-à-dire Hop: Pi= P2=0. 

Considérons la notation matricielle 

/.\ ,-7. 	 ( p \ 
L N  i 	 PO 

?= 	, ß= A 
\,ZNN ) 	U32) 

, x= 
/1 

: 
\1 Z2 

Z1  

Z N 

Zi2  \ 

N ) 

, 	= 

/ 	\ £1  
-: 
C N) 

Le modèle régression devient donc Ý = Xß +E . Ainsi, pour vérifier 

l'hypothèse Hop: pi=p2=0 contre des hypothèses alternatives de la forme 

1-1113:P1#/32, la statistique à utiliser est définie par 

N-3 SSR  
Gt- 

2 SSE 

1 
où SSR= ßXÝ --N f'nf et SSE 



f 
1 R1  

où X r  = 

R N 	N  R 2  ) 

f \ 
PO r 

Ar 
\P2r 

et ßr 
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Sous Ho, la statistique G, est distribuée selon une loi de Fisher à 2 et N-3 

degrés de liberté lorsque les termes d'erreur e, sont indépendants et 

identiquement distribués selon une loi normale centrée et de variance constante. 

Ainsi, sous ces conditions, la région critique de niveau a associée à ce test est 

donnée par Gt  F2,N-3;1-cc OÙ F2,N-3;1-ct correspond au quantile d'ordre 1-a d'une 

loi Fisher à 2 et N-3 degrés de liberté. 

Statistique généralisée basée sur les rangs 

Pour vérifier si deux populations different dans leurs paramètres de 

position et de dispersion lorsque celles-ci sont de lois quelconques, O'Brien 

(1988) suggèrent de procéder de la même façon que précédemment, mais en 

remplaçant les observations par leurs rangs respectifs parmi les deux échantillons 

regroupés. Il s'agit en fait de tester l'hypothèse Hop r: R  r = ß2r o dans le 

modèle de régression défini par 

Pour tester Hop,: Pi1=132,--=0, O'Brien (1988) propose d'utiliser la 

statistique définie par 

N — 3 SSR, 
G1 = 	 

2 SSEr 
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où 	SSR, = x r  - -N1  'rif et SSE, =17-  - 	f et de rejeter 

l'hypothèse nulle au niveau approximatif a si Gr  F2,N-3;1-a- 

Remarquons que Podgor et Gastwirth (1994) ont démontré que si nous 

remplaçons les rangs par des statistiques linéaires de rangs dans la méthode 

généralisée d'O'Brien (1988), alors les statistiques généralisées d'O'Brien (1988) 

calculées à partir de ces statistiques sont asymptotiquement équivalentes aux 

statistiques de la classe décrite par Lepage (1971b,1977) lorsque min(m,n)--> 

171 

En effet, soient les statistiques linéaires de rangs SN1,-= a Nk (i) pour 

k=1,2 où la fonction de cotes am  (-) est engendrée par la fonction génératrice 

p(u), 0<u<1 telle que f cp N2  k  (u)du‹. et, sans perte de généralité, 
0 

f PNk (u)du = O . Pour k=1 et 2, la variance de SNk SOUS Flo  est donnée par 

mn N 
S  Nk  

Var (S Ark 1110 ) — 	 li a N2  k (i) et posons S iv*  k  
N(N —1) 	 VVar(Sm1H0 ) • 

Podgor et Gastwirth (1994) considèrent la statistique quadratique définie 

Par 

Q= (S N*2i —2pN S N*  I S N*  2  + S iv*22 )(1 —  p1,12  ) 

où pN  correspond au coefficient de corrélation entre les fonctions de cotes 

am() et a N2(-) , c'est-à-dire 
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a NI (i)aN2 (i) 
i=1  

PN 

 IN 	

N 	 

Considérons maintenant le modèle linéaire de régression défini par 

Z „„ = f30  + 13,a Ni (i)± 132a N2 (i)+ 	i=1,...,N, 

où les E, sont des termes d'erreur indépendants de moyenne 0 et de variance 

constante. Par la méthode des moindres carrés, les estimateurs des coefficients 

pi  et P2 sont donnés par 

V i=1 	 i=1 
(i)

i
I 1a 2(i) 

ß2= 

Z a N , (i)a N2 (i) 

S  	i=1  
S  N2 

a 2,,, i (i) 	E a 2,, ( i ) E a 2N 2  ( i ) 

i=1 	 i=1 	i=1 

( 

P — (1- pz )-1  

et 

( 

Ea N1 ( i )a N2 ( i ) 
S N2 	i=1  

SNI 

a2(i) I a1(i)a2(i) 
i=1 	i=l 	i=l 

( 1 - 

dont les variances respectives sous Hopr  sont données par 

Var(411-10fr ) — N(mNn 	[(1— pgiv  a2NI(i)  ) 

et 
-1 

mn ( 
Var (fi 211-  I 0 pr ) — 	 (i)) N(N —1)  0-13',2\',)lie ci 2N 2 	• 
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Podgor et Gastwirth (1994) utilisent l'approche de Chernoff et Savage 

(1958) pour démontrer que sous Hop, et lorsque min(m,n) —> oo, les coefficients 

et /3̂2  sont asymptotiquement conjointement distribués selon une loi 

binormale de moyenne (0,0) et de matrice de covariance 	Comme 

Q — (fi- fi)E-i(fi fi).   = ( s;2 2,N  sNI. sN2 . la statistique — 1 2 	1 2 	 1  

Q est asymptotiquement distribuée selon une loi khi-deux à deux degrés de 

liberté lorsque Hoor  est respectée et min(m,n) 

Ainsi, lorsque min(m,n) —> o., la statistique utilisée pour vérifier que les 

coefficients /3, et f3̂2  sont identiquement nuls peut se réécrire sous la forme 

d'une combinaison quadratique de statistiques linéaires de rangs. 	Par 

conséquent, si les fonctions génératrices q1/41(u) et (pN2(u), 0<u<1, sont 

orthogonales et que celles-ci correspondent respectivement à des statistiques 

linéaires de rangs pour mesurer la différence entre les paramètres de position et 

de dispersion des deux populations, alors Q =471 +5'1;22  correspond aux 

statistiques de la classe de Lepage (1971b,1977). 

1.6 Statistiques générales 

Il apparaît important d'inclure dans notre étude des statistiques visant à 

confronter l'hypothèse que les deux échantillons proviennent de la même 

population à des alternatives plus générales qu'une différence entre les 

paramètres de position et/ou de dispersion. En effet, plusieurs statistiques ont 

été développées dans le but précis de tester Ho  contre des alternatives plus 

générales de la forme H: F(x) # G(x). Nous avons retenu trois de ces 

statistiques, soit celle de Kolmogorov-Smirnov (1939), celle de Barnett et Eisen 

(1982) et celle de Boos (1986). 
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1.6.1 Statistique de Kolmogorov-Smirnov 

Définissons d'abord F(x) et G(x) les fonctions de distribution 

expérimentale de F(x) et G(x) respectivement. Ainsi, nous avons 

Fm(X) = -Lu(x- xi ) et G ri(x)= — u(x- xi ) 
n i_m+1  

où u(x) = 
0 si x <O. 

Pour tester Ho  contre H, Kolmogorov-Smirnov (1939) proposent 

d'utiliser la statistique définie par 

mn) 2 
KS 	(— 	sup (l Fm(x) - G(x) l). 

Sous Ho  et lorsque min(m,n) --> .0, la distribution asymptotique de KS 

est donnée par 
00 

P(KS < ).) =1-21, 	e-2122  , À> 0 

(voir Hàjek et 'idà.1( (1967)). 

Pour décrire la région critique de niveau a associée à la statistique de 

Kolmogorov-Smirnov (1939), il est préférable d'utiliser dès tables de 

distributions exactes puisque la convergence en loi de cette statistique est lente. 

Les tables d'Owen (1962) et de Massey (1962) donnent la distribution exacte de 

KS pour m=n. 40, et inn, m,n 5_ 10 ainsi que pour d'autres tailles sélectionnées. 

La région critique de niveau a associée à la KS est donnée par 

{1 	si x ?_ 0, 



33 

KS 

où KS( ,„;1)  correspond au 100(1-ce' percentile de la distribution exacte de 

KS. 

La puissance du test de Kolmogorov-Smirnov (1939) sera plus élevée 

pour détecter des différences entre deux populations lorsque celles-ci sont 

distribuées selon des lois ayant des ailes plus relevées que la loi normale comme 

par exemple la loi double exponentielle ou encore la loi Cauchy (voir Hàjek 

(1969)). 

1.6.2 Statistique de Barnett et Eisen 

Pour vérifier si deux échantillons proviennent de la même population, 

Barnett et Eisen (1982) ont développé une statistique non paramétrique basée 

sur les quartiles des deux échantillons regroupés. 

Supposons d'abord que N est un multiple de quatre et soit 	j=1,...,4, le 

nombre d'observations du premier échantillon se retrouvant dans le je  quartile 

des deux échantillons regroupés et ordonnés. Nous pouvons donc réécrire 
jN 14 

q,= Ez,,,, j=1,...,4. Sous Ho, qi  est distribuée selon une loi 
i=(j-1)N14+1 

hypergéométrique (Lehman (1975), p. 381), c'est-à-dire 

( in j( 	n  N/ k 	4—kj  
P(q, = k) — 	N 	,j-1,...,4. 

N I 4 
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Sous Ho, la moyenne et la variance de q j, j=1,...,4, sont respectivement données 

3mn 
par E(q „IHO = -j-et  Var(q 	- 

16(N -1)
. De plus, la covariance entre q, 

mn 
et q j, Wj, est donnée par Cov(q,,q „) - - 	

16(N -1) 
lorsque l'hypothèse nulle est 

respectée. 

Posons d = qi + qa, do = q4  - q i  et d1= q3  - q2. Sous Ho, les moyennes et 

les variances de ces variables sont données par E(dIH0 ) = —
2 ' 

E(dolHo) = 

mn 	 mn 
E(d i lHo ) = 0, Var(dIHo ) - 	 et Var(d o11-10 ) - Var(d,IH0 ) - 	 

4(N-1) 	 2(N-1) •  

De plus, d, do  et d l  ne sont pas deux à deux corrélées sous Ho  et ce, pour tout m 

et n. 

Pour tester Ho  contre H, Barnett et Eisen (1982) proposent d'utiliser la 

statistique définie par 

2 	 2 
[d - E(d11-10 )j [d o - E(do lHo )j 	d,- E(d i lHo )  

, 	 + 	, 	 
V`Var(d1H0 ) 	VVar(do lHo ) 	VVar(d j1H0 ) 

4(N -1)(d -m I 2) 2  2(N -1)(do  )2  2(N - 1)(d1 )2  
mn 	 mn 	mn 

J 

Comme d, do et d1  sont non corrélées et qu'elles sont asymptotiquement 

distribuées selon des lois normales (voir Lehmann (1975), p.393) lorsque Ho  est 

respectée et que min(m,n)-> oo,  alors, sous les mêmes conditions, la statistique 

BE est asymptotiquement distribuée selon une loi khi-deux à trois degrés de 

liberté. 
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Ainsi, la région critique de niveau asymptotique oc associée à la 

,2 
statistique de Barnett et Eisen (1982) est donnée par BE it3;1_6(  . 

Lorsque N = 4k +1 où k est un entier positif, Barnett et Eisen (1982) 

suggèrent de simplement supprimer un Z„ 	de façon aléatoire pour 

ensuite se ramener au cas où N = 4k. Si N = 4k + 2, ils proposent de diviser les 

quartiles de façon à ce que les quartiles des deux extrémités contiennent un Z, de 

plus que les deux autres. Finalement, lorsque N = 4k +3, Barnett et Eisen 

(1982) suggèrent de supprimer un Z, de façon aléatoire et de procéder ensuite de 

la même façon que dans le cas où N = 4k + 2. De tels ajustements n'affecteront 

pas la distribution asymptotique de la statistique BE, mais le fait de supprimer un 

4 lorsque N est impair peut affecter la puissance de cette dernière lorsque m et n 

sont petits. 

1.6.3 Statistique de Boos 

Boos (1986) propose une statistique non paramétrique pour comparer 

deux ou plusieurs populations pouvant différer dans leurs paramètres de 

position, de dispersion, d'asymétrie et d'aplatissement. 

Afin de vérifier si deux populations diffèrent dans leurs paramètres de 

position et de dispersion, Boos (1986) considère les statistiques linéaires de 

rangs de Wikoxon (1945) et de Mood (1954) standardisées respectivement 

définies par 

12 	N +1 
BNI=147=Ia Ni (Ri )= 1±'( 	2  

i=, mn(N +1) 	2 

et 



(] 	i  
2  [ 	

2 
20(R — 	

-- 
2  

(3N —7) 
m 	 7 	

R 	
2 ) 

i — 
N +1)3  

4n(N +1)(N 2  —4)(N 2  —9) 	
N +11 

1 
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180 	2rr 	N+1\2) 	N2  —  1 
BN2=M=EaN2(R = 

(Inn(N +1)(N 2  —4)) 	R1—  2 	12 1.  

Pour vérifier si deux populations diffèrent dans leurs paramètres 

d'asymétrie et d'aplatissement, Boos (1986) a développé deux statistiques non 

paramétriques respectivement données par 

BN3=sKEw=Ea N3( Ri)= 
i=1 

n1 

et BN4=KURT=Ia N4 (Ri )= 

1 
nt 	

1 	JI
210

(
Ri 

N + ly 
[rrtn(N +1)(N 2  —4)(N 2  —9)(N 2  —16) 	 2 ) 

N+1)2  9 
15(3N2 	— 	+—(N`

,  
—9)(N 2  —1)1. 

2 	8 

Selon l'approche de Chernoff et Savage (1958) , Boos (1986) affirme 

que sous Ho  et lorsque min(m,n) 	00, les statistiques linéaires de rangs BNje 

pour j=1,...,4, sont asymptotiquement distribuées selon des lois normales 

centrées et réduites. 

Pour vérifier que deux populations diffèrent dans leurs paramètres de 

position, de dispersion, d'asymétrie ou d'aplatissement, Boos (1986) propose 

d'utiliser la statistique donnée par 
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4 
B= EB N2,..w2±m 2  + SKEW 2  KUR T 2  . 

Sous Ho, et lorsque min(m,n) --> 	Boos (1986) montre que la 

statistique B est asymptotiquement distribuée selon une loi khi-deux avec 4 

degrés de liberté en utilisant le fait que la covariance entre BNi  et B Nk (jk), est 

asymptotiquement égale à zéro sous Ho. Or, suite à des simulations, Boos 

(1986) note que cette convergence asymptotique est lente. En effet, lorsque les 

tailles échantillonnales m et n sont petites, la variance de la statistique B peut 

être beaucoup plus petite que la variance d'une distribution khi-deux à quatre 

degrés de liberté (c'est-à-dire 8) et ainsi mener à des niveaux critiques 

conservateur. Ainsi, lorsque m et n sont petits, Boos (1986) propose d'utiliser la 

statistique ajustée définie par 

 

B — E /31110  ( 	 
-\iVar(B11-10) 

 

B*  -j31- 4 

  

4 	 4 4 

OÙ E(B1110 )=4 et Var(B1110) = f32(p)+2Fi ll, p22  ( p, q ) + F2  — 16 avec 
P=1 	 p=1 q=1 

N 3N (N —1)(m-1)(n-1)  F 	m4N(N +1)— 6mn] 

,=1 	mn(N —2)(N —3) 	N(N —1)(N —2)(N--3) 

.1=1 

(N 2  — N  + 6)(N2  —3mN +  3m2)1
F2 - 	

12(N —1) 	[ 
N (N

2 
— 3N + 6) — 

N 2  (N —2)(N — 3) 	 mn 
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Remarquons que P2(p) correspond au coefficient d'aplatissement de la statistique 

B sous Ho. 

Sous l'hypothèse nulle, l'espérance et la variance de la statistique B*  sont 

les mêmes que celles d'une loi khi-deux à quatre degrés de liberté. Des 

simulations ont de plus suggéré que les percentiles de la statistique B*  se 

rapprochent davantage à ceux d'une loi khi-deux à quatre degrés de liberté que 

ceux obtenus pour la statistique B. 

Sous Ho  et lorsque min(m,n) 	, la région critique du test de niveau 

2 
approximatif a pour tester Ho  contre H est de la forme B* 	X4;1-a • 

Pour décrire la nature des différences présentes entre deux populations 

lorsque l'hypothèse nulle est rejetée, Boos (1986) suggère d'utiliser séparément 

les statistiques linéaires de rangs BNJ  pour j=1,...,4. Cette approche doit être 

effectuée avec précaution puisque par exemple, une différence entre les 

paramètres de position peut affecter la statistique de Mood (1954) utilisée pour 

tester si les paramètres de dispersion diffèrent. De telles différences affectent 

aussi les statistiques SKEW et KURT. Or, Boos (1986) fait remarquer 

qu'asymptotiquement, la statistique de Mood (1954) et la statistique KURT ne 

seront pas affectées par le fait d'avoir préalablement centré les observations. 

Ainsi, lorsque les deux populations diffèrent dans leurs paramètres de 

position, Boos (1986) propose de centrer les observations avant d'utiliser la 

statistique de Mood (1954) et la statistique KURT et définit les statistiques 

M*= T3 N2  et KURf= lj N4 
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où pour j=2 et 3, j Ni  =E a Ni  (Ri ) avec k le rang de X i  — 	parmi 

, X N  - P2  et ou juk  , est un estimateur du 

paramètre de position de l'échantillon k, k=1 et 2. 

Pour vérifier si les deux populations diffèrent dans leurs paramètres 

d'aplatissement et d'asymétrie lorsque ces dernières different dans leurs 

paramètres de position et de dispersion, Boos (1986) propose d'utiliser les 

statistiques M** , SKEW" et KURT**  correspondant respectivement aux 

statistiques M, SKEW et KURT calculées à partir du rang des observations 

centrées et réduites, c'est-à-dire 

" 
Ar= BN2 , SKEW = BN3  et KURT**=I;N4  

où pour j=2,3 et 4, BNi =li a Ni (Ri ) avec k le rang de 
i=1 

X,,,1 122 	X  N ft2  

Cî 1 	a, 	a2 	(52 

X 1 —ß1  X. 

parmi 

oùet 2  u-k 	k sont des 

estimateurs des paramètres de position et de dispersion de l'échantillon k, pour 

k=1 et 2. 

De plus, Boos (1986) montre en utilisant l'approche de Chemoff et 

Savage (1958) et des résultats de Randles (1982), que sous Ho, les statistiques 

M* , M** , SKEW** , KURT* et KURT" sont asymptotiquement distribuées selon 

des lois normales centrées et réduites en autant que les deux populations sont 

symétriques. Ces considérations suggèrent l'utilisation des statistiques définies 

par 

B**=W21-M*2+SKEW2-FKURT*2 
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et 

B***=-14/2+M**2+SKEW**2+KURT**2 . 

Selon Boos (1986), il est possible de vérifier que les statistiques B**  et 

B
*** sont asymptotiquement distribuées selon des lois khi-deux avec quatre 

degrés de liberté lorsque min(m,n) 

1.7 Statistiques basées sur les rangs 

Plusieurs auteurs ont développé des statistiques dans le but de mesurer la 

différence entre les paramètres de position de deux populations, c'est-à-dire dans 

le but de tester Ho  contre des alternatives de la forme H im:G(x)=F(x+b) où bi0. 

Notons entre autre les tests de Student (1908) et Welch (1937) qui nécessitent 

tous au moins la normalité de F et G. Dans le but de pouvoir utiliser ces tests 

dans toutes les conditions possibles, Conover et Iman (1981) ont développé une 

nouvelle approche consistant à remplacer les observations par leurs rangs 

respectifs parmi les observations regroupées et de calculer ensuite les statistiques 

voulues à partir de ces rangs plutôt que des observations. 

1.7.1 Statistique de Student basée sur les rangs 

Lorsque F et G sont des lois normales et que les variances de celles-ci 

sont égales, la statistique t de Student (1908) est la statistique du rapport de 

vraisemblance maximale pour Ho  contre Him et est définie par 

1 t —  	
1 	1 

S 	—
n 
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— 	1 m 	
N 	 (m —1)S; + (n —1)S; 

	

où 	X, 	, 	X 2  =— 	et 	— 	  
N —2 n i=m+i  

in 

E(xi - x.1)21-E(Ki -,(2) 2 

	

i=1 	 i-=m+1 

N — 2 

Sous Ho, la statistique t est distribuée selon une loi de Student à N-2 

degrés de liberté lorsque F et G sont de lois normales. Ainsi, la région critique 

de niveau a associée au test de Student (1908) est donnée par I t I tN-2,1—a/2 ' 

Dans le but de tester Ho  contre des alternatives de la forme H, Conover 

et Iman (1981) proposent d'utiliser la statistique définie par 

t 

1 	1 
1—n-W —

n 
(N(N +1) 

—w
) 

2 

	

il( 1 	11 

	

m 	n ) 
+1)(2N +1) 	1 	1 	+1) w2 —14i

)2) 
(N-2) 

(MN 	 (N(N 
6 	m 	n 	2 

où W = R. correspond à la statistique linéaire de rangs de Wikoxon (1945). 
i=1 

Pour leur test basé sur les rangs, Conover et Iman (1981) proposent 

d'utiliser la valeur critique du test de Student (1908). Ainsi, nous rejetterons Ho  

à un niveau approximatif a si I tr  I tN_2,1—a/2 ' 

1.7.2 Statistique de Welch basée sur les rangs 

Dans le cas où les variances des deux populations ne sont pas égales, 

l'utilisation du test de Student s'avère inadéquate pour Ho  contre Him. Afin de 

traiter le cas où les deux populations peuvent différer dans leurs paramètres de 
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dispersion, Welch (1937), a modifié la statistique de Student (1908) et proposé 

d'utiliser la statistique définie par 

li si2 s22 

m n + 
qui, sous Ho, suit approximativement une loi de Student à v degrés de liberté où 

la valeur de v est donnée par 

(S12  ± S22 j 2  
m n  

v— 
( 	1  Y Sil2 

(  1  1(5'22 1
2 

,trt-1)m ) + n—I.An ) 

(voir Welch (1936,1937)). 

Lorsque v n'est pas une valeur entière, le quantile tv, i _cd2  de la loi de 

Student est calculé à raide d'un développement asymptotique de Hill (1970). 

Ainsi, la région critique de niveau apprwdmatif cc associée au test de Welch 

(1937) est donnée par I t,„ I 	tv;i-cd2. 

Pour tester Ho  contre des alternatives de la forme H, Conover et Iman 

(1981) proposent d'utiliser la statistique définie par 

1 	1 (N(N +1) 	j 
m n 
—W— 	2 — W 

ii‘g  ±  2 S
2
r 

m n 

X- 1 - X 2 t, — 

tw  — 
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( N 

—W 2 et S 1 	 1 	 R,2  _ N(N 1 ( 	+1)  41 où S ,2,. — 	R,2 	j 	22 	 
(m— 1) r=1 	m 	 -= (n —

1

1) 	n s 	2 

Conover et Iman (1981) proposent d'utiliser la même valeur critique que 

celle utilisée pour la statistique de Welch (1937) en calculant v à partir des 

rangs, c'est-à-dire nous rejetterons Ho  au niveau approximatif a. si 14,1?_. t vra_a/2  

où vr  — 

(s12, 	s22,  )2  

1 	 1 

( 

	 jr  S 2  j2  's12r  j2 	 2r 
172 — 	M 	(n —1 n 

L8 Revue des comparaisons des tests 

Afm de comparer les différents tests, il est possible de calculer l'efficacité 

relative asymptotique ou encore d'effectuer une étude comparative 

expérimentale. Le tableau 1.1 résume les comparaisons relevées dans la 

littérature. Décrivons d'abord les principaux résultats obtenus des différentes 

études ayant comparé certain des tests à raide de l'efficacité relative 

asymptotique. 

Lorsque l'hypothèse alternative est de la forme HI, Lepage (197 lb,1977) 

a démontré que l'efficacité relative asymptotique des tests de la forme T de la 

section 1.2 par rapport aux tests optimaux de la forme T est définie par 

e(T,T f ) 	 
b241  +1n' (a) 

 

b25 	2 2  (u, f )du + 1n 2  (a) ço,2  (u, f )du 
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Ainsi, lorsque T=Tw,A_B  et f correspond à la fonction de densité d'une loi normale 

et Cauchy, c'est-à-dire Tf = TvdW,K et Tsin,Cos, Lepage (1971b,1977) trouve 

6 
e(Tw .A-11 'Tvt"  

b2(-
3 
iri

772  +1n2(a)( 
< 3  

ir  

12) 

ir 2  b2 	21n2  (a) 

et 

6(96  ) 
4  

6 	
b2--i-j1-1n2(a)  

96 
(Tw  A  B  , Tsin ,cos  = 	  

b2  +1n2(a) 7T 

Duran, Tsai et Lewis (1976) trouvent que lorsque la distribution F est de 

loi normale, l'efficacité relative asymptotique de leur test par rapport au test de 

Lepage (1971a) est donnée par 

Ir+ 5(1/ y)2  
ir +4(1/ y)2  

où y=b1(a-1). Sous l'hypothèse de normalité, l'efficacité relative asymptotique 

du test de Duran, Tsai et Lewis (1976) par rapport au test de Lepage (1971a) 

est supérieure ou égale à l'unité. 

45 

\2 

Pour différentes distributions (normale, double-exponentielle, logistique 

et double-quadratique) et pour y=1, Goria (1982) compare certains des tests de 
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Lepage (1971a,1971b,1977), le test de Duran, Tsai et Lewis (1976) ainsi que 

des tests basés sur d'autres combinaisons de statistiques par rapport au test 

optimal de Lepage (1971b, 1977). Goria (1982) conclut évidemment qu'il est 

préférable d'utiliser les tests basés sur les statistiques optimales de la classe de 

Lepage (1971b,1977) et ce, pour chacune des distributions considérées. 

Smit, Swart et Stoker (1987) comparent leur test aux tests de Lepage 

(1971a) et de Duran, Tsai et Lewis (1976) en calculant les efficacités relatives 

asymptotiques de ces derniers pour F(x) de loi normale. Ils concluent que 

lorsque lyl n'est pas inclus dans l'intervalle (0,23;1,40), l'efficacité relative 

asymptotique de leur test par rapport au test de Duran, Tsai et Lewis (1976) est 

supérieure à 1. Aucune conclusion précise n'est donnée quant au résultat de 

l'efficacité relative asymptotique du test de Smit, Swart et Stoker (1987) par 

rapport au test de Lepage (1971a). 

Décrivons maintenant les principaux résultats obtenus dans les 

différentes études expérimentales retenues dans la littérature. 

Barnett et Eisen (1982) comparent leur test au test de Kolmogorov-

Smirnov (1939) ainsi qu'à d'autres tests non pertinents pour notre étude. Ils 

effectuent 2000 répétitions pour des tailles échantillonnaks égales de m=n=24 

ainsi que des tailles inégales de m=24 et n=36. Ils considèrent les distributions 

normale, uniforme, exponentielle, ainsi que les distributions ayant comme 

fonction de densité fi  (x) et f2(x) respectivement définies par 

2(1— x) si x e (0,1), ) si 	x E (y1  72) et 	(x) = 	0 	si x  « (0,1). 

I2(x —  

Si 	X e (yi,Y2) 
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Barnett et Eisen (1982) étudient plusieurs combinaisons de différences dans les 

paramètres de position, dispersion ainsi que des différences dans les 

distributions. De façon générale, leur test obtient des puissances très semblables 

à celles obtenues par le test de Kolmogorov-Smirnov (1939). 

Boos (1986) effectue 5000 répétitions pour comparer les puissances 

expérimentales de ses tests ajusté (B*) et non ajusté (B) au test de Kolmogorov-

Smirnov (1939). Il considère les distributions normale, de Student ainsi que la 

fonction de distribution définie par F(x)=e-e—  et ce, pour des tailles 

échantillonnales égales de 20. Pour chacune des distributions considérées, Boos 

(1986) étudie différentes alternatives comprenant des écarts pris séparément et 

simultanément de 0,5 entre les paramètres de position, et de 1,25 dans les 

paramètres de dispersion. Boos (1986) considère de plus des différences dans les 

distributions pour des paramètres de position et de dispersion égaux ainsi 

qu'inégaux. De façon générale, Boos (1986) obtient que les puissances de son 

test ajusté (B*) sont toujours plus grandes que celles de son test non ajusté (B). 

Aussi, le test ajusté B*  de Boos (1986) obtient des puissances supérieures à 

celles du test de Kolmogorov-Smirnov (1939) sauf lorsque l'alternative consiste 

en une différence des paramètres de position. 

Podgor et-  Gastwirth (1994) étudient le niveau critique ainsi que la 

puissance de leur test, de certains tests de Lepage (1971b, 1975, 1977) et les 

tests d'O'Brien (1988), Student (1908), Wilcoxon (1945), ainsi que d'autres tests 

que nous n'avons pas retenu pour notre étude. Ils considèrent les distributions 

normale, exponentielle, uniforme, bêta et Cauchy. Pour F et G de lois normales, 

Podgor et Gastwirth (1994) effectuent 15000 répétitions pour le calcul des 

niveaux et 5000 répétitions pour le calcul des puissances avec des tailles 

échantillonnales égales à m=n=25. Ils étudient les puissances expérimentales des 
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tests pour des écarts de 1 entre les paramètres de position, de 1 et 2 entre les 

paramètres de dispersion ainsi que des écarts simultanés entre les paramètres de 

position (écart de 1) et de dispersion (écarts de 1 et 2). Pour les distributions 

exponentielles, Podgor et Gastwirth (1994) considèrent des tailles 

échantillonnales de m=n=18 et effectuent 1000 répétitions pour calculer le 

niveau et les puissances expérimentales des tests lorsque l'hypothèse alternative 

consiste en une différence du paramètre ß  de la loi exponentielle où 

correspond au paramètre de position de la loi exponentielle. Ils calculent la 

puissance expérimentale pour fi variant de 1,5 à 4 par pas de 0,5. Pour les 

distributions uniforme, bêta et Cauchy, 10000 répétitions ont été effectuées pour 

des tailles échantillonnales de m=n=15 et seuls les niveaux des tests ont été 

étudiés. Dans le cas où les distributions sont de lois normales, tous les tests 

considérés obtiennent des niveaux relativement près des valeurs nominales. 

Quant à la puissance, Podgor et Gastwirth (1994) notent que les tests de 

Student (1908) et de Wilcoxon (1945) subissent d'importantes pertes lorsque les 

paramètres de position et de dispersion varient de façon simultanée. O'Brien 

(1988) avait aussi noté cette perte de puissance pour les tests de Student (1908) 

et de Wilcoxon (1945). Pour les distributions exponentielles, Podgor et 

Gastwirth (1994) trouvent que les tests non paramétriques ayant été développés 

dans le but de comparer deux populations pouvant différer dans leurs paramètres 

de position et de dispersion obtiennent des niveaux plus près des valeurs 

nominales et de façon générale, obtiennent des puissances plus élevées que les 

tests généralisés d'O'Brien (1988) et que les tests de Student (1908) et de 

Wilcoxon (1945). Ces résultats confirment ceux qu'ont obtenus Blair et Morel 

(1992). Pour les distributions uniforme, bêta et Cauchy, Podgor et Gastwirth 

(1994) trouvent que les tests non paramétriques sont généralement 

conservateurs, c'est-à-dire qu'ils obtiennent des niveaux expérimentaux en deçà 

du niveau nominal. Le test généralisé de Student (O'Brien (1988)) obtient aussi 

un niveau expérimental conservateur lorsque les distributions sont normales. Ce 
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fait fut aussi noté par Blair et Morel (1992). 	Finalement, lorsque les 

distributions sont de loi Cauchy, le test de Student (1908) ainsi que le test 

généralisé de Student (O'Brien (1988)) sont très conservateurs tandis que les 

tests non paramétriques étudiés obtiennent des niveaux relativement près du 

niveau nominal. 

Finalement, Fueda et Ohori (1995) comparent la puissance de leur test et 

celles des tests de Wilcoxon (1945) et de Lepage (1971a) en effectuant 1000 

répétitions avec des tailles échantillonnales égales à 50. Ils considèrent quatre 

alternatives comprenant des écarts dans les paramètres de position de 0,5 pour 

des distributions normales et logistiques, un écart dans les paramètres de 

dispersion de Vi pour des distributions normales, ainsi qu'une alternative plus 

générale consistant en un changement simultané des paramètres de position, de 

dispersion et de coefficient d'aplatissement (le premier échantillon provenant 

d'une loi normale de paramètre de position 0,5 et de dispersion 1 et le deuxième 

d'une loi de Student à 2 degrés de liberté). Comme un nombre restreint 

d'alternatives ont été considérées, peu de conclusions peuvent être tirées des 

résultats obtenus par Fueda et Ohori (1995) si ce n'est que leur test a obtenu une 

puissance supérieure à celle du test de Lepage (1971b) lorsque l'alternative 

consistait en une différence des paramètres de position, de dispersion et du 

coefficient d'aplatissement. De plus, bien que le test de Lepage (1971a) ait été 

développé pour mesurer la différence entre deux populations pouvant différer 

dans leurs paramètres de position et de dispersion seulement, Fueda et Ohori 

(1995) n'ont pas considéré ce genre d'alternative dans leur étude. 



Chapitre 2: Étude comparative des tests 

2.1 Description de la méthode 

À la suite de la revue de la littérature des comparaisons des tests du 

chapitre précédent, il apparaît évident qu'une étude expérimentale est justifiée 

pour mieux dégager le comportement du niveau des tests et de comparer la 

puissance des tests décrits précédemment lorsque les deux populations diffèrent 

dans leurs paramètres de position et de dispersion. Cette comparaison 

expérimentale sera effectuée à raide de simulations selon la méthode de Monte 

Carlo. 

Déterminons d'abord les distributions que nous considérerons lors de 

notre étude. Comme nous l'avons décrit, certains tests sont asymptotiquement 

optimaux pour différentes lois à savoir la loi normale, la loi Cauchy et la loi 

logistique. Il est donc important de considérer ces lois afin de valider l'exactitude 

du résultat. Les lois exponentielle, khi-deux et normale contaminée seront aussi 

considérées. 

Pour assurer la tendance des observations à suivre une distribution 

donnée, nous avons choisi des tailles échantillonnales supérieures ou égales à 24 

et comme des tailles échantillonnales inégales peuvent influencer le 

comportement des tests, nous avons considéré les tailles échantillonnales 

(m,n).(24,24), (24,36), (36,24) et (36,36). 

Le choix des constantes de pondération / relatives aux tests de la classe 

de L,epage (1975) a été effectué en considérant les valeurs théoriques arrondies 

de ces constantes à partir des hypothèses alternatives. Rappelons que pour des 

hypothèses alternatives de la forme H I :G(x)=F(ax+b), la constante de 
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pondération l associée à la classe de statistiques pondérées décrite par Lepage 

(1975) est défmie par / — 	. Notons que lorsque b#0 et a=1, c'est-à-dire 
ln(a) 

lorsque l'hypothèse alternative consiste en une différence dans les paramètres de 

position seulement, la constante l devrait tendre vers linfini. Afin de choisir la 

valeur de l appropriée dans ce cas, nous avons effectué une simulation visant à 

calculer la puissance des tests de la classe de Lepage (1975) en considérant un 

éventail de constantes de pondération variant de 2 à 1000. Suite à cette 

simulation, nous avons noté que l'influence de l'augmentation de la valeur de la 

constante de pondération sur les puissances expérimentales était négligeable et 

que ces dernières semblaient assez stables lorsque l 	5. Ainsi, pour des 

hypothèses alternatives consistant en une différence des paramètres de position 

seulement, nous considérons une constante de pondération d'une valeur de 5. 

Notons que les mêmes valeurs de constantes ont été considérées pour les 

constantes de pondération t relatives à la statistique de Podgor et Gastwirth 

(1994). 

En ce qui concerne la valeur de la constante de pondération du test de 

a-1 
Smit, Swart et Stoker (1987), 0 c — 	 1, elle sera aussi déterminée à 

a + b —1 

partir de l'hypothèse alternative considérée. 

Afin de couvrir un grand nombre d'hypothèses alternatives, nous avons 

considéré des différences dans les paramètres de position et/ou de dispersion 

pour chacune des distributions. Le tableau 2.1.1 présente les hypothèses 

alternatives que nous étudierons pour F et G de mêmes lois pouvant différer 

dans leurs paramètres de position et de dispersion ainsi que la valeur des 

constantes de pondération l et c relatives aux tests de la classe de Lepage (1975) 

et au test de Smit, Swan et Stoker (1987). 
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Tableau 2.1.1 

Hypothèses alternatives considérées et constantes de 

pondération associées pour chaque distribution étudiée. 

Distribution F (x) Différence dans les 
paramètres de 

Hypothèses alternatives 
H1: G (x) = F (a x+b ) 

Constantes de 
pondération 

b a 1 c 
Normale, 
logistique, 
exponentielle, 
khi-deux et 

Position 
Dispersion 
Dispersion 

Position et dispersion 

1 
0 
0 
1 

1 
2 
3 
2 

5 
0 
0 

1,4 

0 
1 
1 

0,5 
normale contaminée Position et dispersion * 1 3 0,9 0,7 

Exponentielle I 	Position 	I 0,5 I 	1 I 	5  I 	Ci  

Cauchy Position 1 1 5 0 
Position 2 1 5 0 

Dispersion 0 2 0 1 
Dispersion 0 4 0 1 

Position et dispersion 1 3 0,9 0,7 
Position et dispersion 2 2 2,9 0,3 
Position et dispersion 2 4 1,4 0,6 

* Sauf pour la distribution exponentielle. 

Notons que pour des échantillons provenant de distributions Cauchy, 

nous avons considéré des différences entre les paramètres de position et de 

dispersion plus grandes que dans les autres distributions afin d'obtenir des 

puissances comparables à celles obtenues pour ces dernières. 

Pour la distribution khi-deux, nous avons choisi trois degrés de liberté. 

Lorsque les observations proviennent d'une normale contaminée, nous avons 

considéré le cas où 80% proviennent d'une loi normale centrée et réduite et de 

20% d'une loi normale de paramètre de position 5 et de paramètre de dispersion 

„h- 
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Nous présentons de plus les coefficients d'asymétrie et d'aplatissement de 

chacune des distributions étudiées ainsi que la liste des tests que nous 

considérons dans notre étude expérimentale et les régions critiques qui y sont 

associées aux tableaux 2.1.2 et 2.1.3 respectivement. 

Tableau 2.1.2 

Coefficients d'asymétrie et d'aplatissement 

pour les différentes distributions étudiées. 

Coefficient 
d'asymétrie 

Coefficient 
d'aplatissement Distribution 

Normale 0 0 
Logistique 0 4,2 
Cauchy Non défini Non défini 
Exponentielle 2 9 
Khi-deux à 3 d.l. 2,7 7 
Normale contaminée 1,2 3,7 

Afin de définir complètement la statistique de Boos (1986), nous devons 

définir des estimateurs des paramètres de position et de dispersion de chaque 

échantillon. Plusieurs choix peuvent être considérés, mais nous ne considérerons 

que les estimateurs définis par 

- 1 

1 m 	 N 	 1 m  
= 	 , 122 =

1  E xi  , 	1,(xi 	
2 

rn i=l 	 n i=m+1 	 M 	i=1  

et 

1 N 	
2 

â= 	 
2 	n —1 i=m+1 
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Tableau 2.1.3 
Tests et régions critiques associées 

Tests Région critique 
Test de Lepage basé sur la combinaison des statistiques de Wilcoxon -,, 
et d'Ansari-Bradley 

TW.AB = 

Test de Duran, Tsai et LewisT W.M = 
...> , 

hv 
 2 
2;1-a 

Test de Lepage asymptotiquement optimal pour la loi normale -,. , 2 
ndw,K = h 2;1-a 

Test de Lepage asymptotiquement optimal pour la loi logistique -› , 2 
TW.Lag = h 2;1-a 

Test de Lepage asymptotiquement optimal pour la loi Cauchy  
nin,Cos = de,2;1-cr 

Test pondéré de Lepage asymptotiquement optimal pour la loi L  
normale (Pour différents I) 

-, „„ 2 
PvdW,K = 	u_a  

Test pondéré de Lepage asymptotiquement optimal pour la loi  
logistique (Pour différents 1) 

1;1-a 
 

Test pondéré de Lepage asymptotiquement optimal pour la loi 
Cauchy (Pour différents I) 

Psin,cos 	Zi2-1-« 

Test pondéré de Lepage basé sur la combinaison des statistiques de  
Wilcoxon et d'Ansari-Bradley (Pour différents I) 

PW,AB 	Ai_ce  

Test de Smit, Swart et Stoker (Pour différents c) 
I P; / •m

l 	N(0,1) 

Test pondéré de Lepage basé sur la combinaison des statistiques de 
Wilcoxon et de Mood (Pour différents I) 

PW.M = 	 -a 

Test de Podgor et Gastwirth (Pour différents 1*) ..., 
,4
..,,, 2 

PW-vdW,Log-K =,- 	1;i_ce 

Test de Fueda et Ohori de la première forme -,, 	,,, 2 — 	4;1--a Fw 	 £ 

Test de Fueda et Ohori de la deuxième forme X42;  1- a 

Test de Student généralisé Gt 	F2,1,1 -3;1-a 

Test de Wilcoxon généralisé G,-. 	F 2.N  _3;i _a  

Test de Kolmogorov-Smirnov KSKS( „,,„;1)  
BE k Y 

2 
.,., 3;1—a Test de Barnett et Eisen 

Test de Boos B -.-- 	. , 
-, 

À  
,„ 2 

4;1-a 

Test de Boos ajusté B . 	X42:1-« 
Test de Boos construit à partir des observations centrées D  .. ...> 

h 
, 2 

B 	"« 	4;1-a 

Test de Boos construit à partir des observations centrées et réduites B .—  -. Z.1-a 
Test de Student 1/1 _?_ tN_2:1-ce2 
Test de Student basé sur les rangs IL-, l 	11,7-2:1-at2 

Test de Welch itw  I 	_.. 	tv;1-a/2 

Test de Welch basé sur les rangs It wr  l -- tvG1-a/2 

Test de Wilcoxon W 	N(0,1) 
Test de Mood M = 

...„ , 2 
h1;1-a 
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Suite à notre étude expérimentale de Monte Carlo, nous voudrons 

comparer le niveau expérimental ainsi que les puissances expérimentales obtenus 

pour chacun des tests considérés. Le niveau expérimental, noté â, correspond 

au nombre de fois que l'hypothèse nulle est rejetée sur le nombre de répétitions 

effectuées et ce, lorsque les distributions des deux populations sont les mêmes. 

Pour F et G de mêmes lois, le nombre de répétitions a été fixé à 10000 pour le 

calcul du niveau expérimental ainsi que pour le calcul des puissances 

expérimentales. Comme le niveau nominal correspond à une proportion d'erreur 

sur le nombre de répétitions, ce dernier suit une loi binomiale de paramètres 

N=10000 et p = c. L'intervalle de confiance du niveau nominal est donc donné 

par 

X E â±1,96
\1â(1—â) 

10000 

où â correspond au niveau expérimental. Ainsi, pour que le niveau nominal 

0,05 soit compris dans cet intervalle, le niveau expérimental â devra être 

supérieur à 0,045 mais inférieur à 0,055. Nous dirons d'un test qu'il est adéquat 

si son niveau expérimental est compris dans l'intervalle (0,045;0,055), qu'il est 

conservateur si son niveau est inférieur à 0,045 et qu'il est libéral si son niveau 

est supérieur à 0,055. 

En ce qui a trait au calcul des puissances, elles sont déterminées en 

calculant le nombre de fois où l'hypothèse nulle est rejetée sur le nombre de 

répétitions lorsque les deux échantillons sont différents dans un ou plusieurs 

paramètres. 

Tous les calculs ont été effectués à l'aide du langage de programmation 

Splus (1996) sur le serveur ESI20 du réseau ESI de l'Université de Montréal. 
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2.2 Résultats 

Les résultats des simulations pour le niveau expérimental et la puissance 

expérimentale pour deux échantillons de mêmes lois pouvant différer dans leurs 

paramètres de position et/ou de dispersion sont présentés aux tableaux 2.2.1 à 

2.2.24. Mentionnons que la notation N(b,a), L(b,a), C(b,a), E(b,a), K(b,a) et 

NC(b,a) est utilisée pour désigner les lois normale, logistique, exponentielle, khi-

deux et normale contaminée respectivement où b correspond au paramètre de 

position et a au paramètre de dispersion de chacune de ces lois. 

Décrivons en premier lieu les principaux résultats concernant les niveaux 

expérimentaux obtenus. 

Tout d'abord, nous remarquons que les tests de Student et de Wekh 

basés sur les rangs (t, et twr) ainsi que les tests de Wilcoxon (W) et de Mood (M) 

offient un excellent contrôle du niveau expérimental pour l'ensemble des cas 

considérés. Quant aux tests paramétriques de Student (t) et de Wekh (4), ils 

offrent aussi un excellent contrôle du niveau expérimental exception faite du cas 

où les observations proviennent de lois Cauchy où ils sont alors très 

conservateurs. 

Parmi les tests de classe de L,epage (1971b, 1977), le test basé sur la 

combinaison des statistiques de Wilcoxon et d'Ansari-Bradley (Tw,A_B) et le test 

asymptotiquement optimal pour la loi de Cauchy (Tsin,cos)  offrent le meilleur 

contrôle du niveau expérimental. Ces derniers obtiennent en effet des niveaux 

expérimentaux adéquats dans presque tous les cas étudiés. Le test basé sur les 

statistiques linéaires de rangs de van der Waerden et de Klotz (ndw,K) est 

adéquat lorsque les observations proviennent de lois normales seulement sans 

quoi, il est quelque peu conservateur. Enfin, le test asymptotiquement optimal 
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pour la loi logistique (Tw,Log  ) est satisfaisant sauf pour de grands échantillons de 

loi logistique où il a tendance à être conservateur. Quant au test de Duran, Tsai 

et Lewis (Tw,m ), il est adéquat dans presque tous les cas considérés. Nous 

remarquons que tous les tests de Lepage (1971b,1977) ainsi que le test de 

Duran, Tsai et Lewis sont peu affectés par le fait de prendre des échantillons de 

tailles inégales en ce sens que leurs niveaux sont très semblables pour toutes les 

combinaisons de tailles considérées. 

En ce qui a trait aux tests de la classe de statistiques pondérées de 

Lepage (1975) Psin,cos, Pw,m et PW,AB ils contrôlent assez bien le niveau. La 

plupart des tests ont toutefois tendance à être libéraux lorsque la taille du 

premier échantillon est supérieure à la taille du second. Dans les autres cas, le 

test asymptotiquement maximin pour la loi normale (P,dw,K),  est quelque peu 

conservateur. Le test asymptotiquement maximin pour la loi logistique (Pw,Log) 

est quant à lui conservateur lorsque la taille du premier échantillon est inférieure 

à celle du deuxième. Par ailleurs, le test de Smit, Swart et Stoker (P*w,m  ), offre 

un très bon contrôle du niveau expérimental et ce, pour tous les cas étudiés. Le 

test de Podgor et Gastwirth (Pw-vdw,Log-x)  est pour sa part conservateur sauf 

dans quelques cas où il est libéral. 

Les tests de Fueda et Ohori sont généralement conservateurs. Ce constat 

tient dans tous les cas considérés pour le test de la forme Fw tandis que pour la 

forme F*11, , le niveau est adéquat seulement dans les cas où le premier échantillon 

est de taille supérieure au second. 

D'autre part, le test généralisé de Student (Gt) est conservateur dans 

presque tous les cas étudiés tandis que le test généralisé de Wilcoxon (Gr) offre 

un excellent contrôle du niveau expérimental. Le test de Banett et Eisen offre lui 
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aussi un très bon contrôle du niveau expérimental. De plus, nous remarquons 

que le test de Kolmogorv-Smirnov (KS) est très conservateur. Par ailleurs, 

aucun des tests de Boos (1986), n'offre un contrôle du niveau expérimental 

satisfaisant. En effet, les tests non ajusté et ajusté (B et B*) présentent des 

niveaux expérimentaux plutôt conservateurs alors que les tests construits à partir 

des observations centrées (B**) ou encore à partir des observations centrées et 

réduites (B***) montrent des niveaux satisfaisants seulement lorsque les 

distributions sont normale ou logistique et des résultats très libéraux lorsque les 

observations proviennent de lois Cauchy, exponentielle, khi-deux et normale 

contaminée. 

Il est à noter que la loi de la plupart des statistiques non paramétriques 

est discrète. Or, puisque nous utilisons dans la plupart des cas une loi continue 

comme approximation de la loi discrète, il se trouve que certaines de ces 

statistiques contrôlent mal le niveau expérimental. Pour la statistique de 

Kolmogorov-Smimov, le logiciel Splus permet d'utiliser la loi exacte pour établir 

le niveau critique observé en prenant la plus grande valeur inférieure au niveau 

nominal 5% et par conséquent, le niveau expérimental du test basé sur la 

statistique de Kolmogorov-Smirnov sera conservateur. 

L'analyse des niveaux expérimentaux nous amènent, à partir des cas 

étudiés, à exclure les tests de Boos (B,B*,B** et B***), le test de Kolmogorov-

Smimov (KS), le test généralisé de Student (Gt), les tests de Fueda et Ohori (Fw  

et F ; ) ainsi que le test de Podgor et Gastwirth (Pw-vaw,Log-K). 

En ce qui a trait à la puissance expérimentale des tests obtenue nous 

constatons qu'elles augmentent lorsque les tailles échantillonnales augmentent et 

ce, pour toutes les hypothèses alternatives et distributions considérées. 
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Les tests construits pour tester uniquement les paramètres de position (t, 

tr, tw, tw„ et W), présentent des puissances expérimentales équivalentes avec une 

légère suprématie pour les tests basés sur les rangs. Lorsqu'il y a seulement une 

différence dans les paramètres de position, les puissances sont comparables aux 

tests avec les puissances les plus élevées parmi les tests quadratiques de la classe 

de Lepage (1971b,1977) et de Duran, Tsai et Lewis et les tests pondérés de 

Lepage (1975) et de Smit, Swart et Stoker lorsque les constantes de pondération 

et c sont choisies à partir des hypothèses alternatives. Dans le cas où les 

échantillons diffèrent dans leur paramètre de dispersion seulement, ces tests sont 

inacceptables tandis que dans le cas où les deux échantillons diffèrent 

simultanément dans leurs paramètres de position et de dispersion, leurs 

puissances expérimentales sont moindres à celles obtenues par les tests 

quadratiques et pondérés lorsque les constantes de pondération / et c sont 

déterminées à partir des hypothèses alternatives. Pour le test non paramétrique 

de Mood (M) construit pour tester les paramètres de dispersion, sa puissance 

expérimentale est inacceptable lorsque les deux échantillons diffèrent 

uniquement dans leur paramètre de position, mais obtient des puissances 

expérimentaks assez élevées lorsque les échantillons diffèrent dans leur 

paramètre de dispersion ou encore dans leurs paramètres de position et de 

dispersion sans toutefois dépasser les meilleures puissances parmi les tests 

quadratiques et pondérés construits à partir des hypothèses alternatives 

considérées. Notons que le test de Mood (M) présente des puissances 

expérimentaks élevées lorsque la différence entre les paramètres de position et 

de dispersion est grande. 

Pour les tests construits dans le but de tester des différences dans les 

paramètres de position et de dispersion, nous remarquons que les tests pondérés 

de la classe de Lepage (1975) construits à partir des hypothèses alternatives 
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obtiennent généralement des puissances expérimentales supérieures aux tests 

correspondants de la classe de tests quadratiques de Lepage (1971b,1977). 

Aussi, tel que démontré par Podgor et Gastwirth (1994), nous 

remarquons que le test généralisé de Wilcoxon (Gr) et le test de Duran, Tsai et 

Lewis (Tw,m) sont à peu près équivalents puisque leurs puissances sont très 

semblables dans tous les cas considérés. 

D'autre part, nous constatons que les tests asymptotiquement optimaux 

de la classe de Lepage (1971b,1977) obtiennent les meilleures puissances 

expérimentales lorsque la distribution correspond à celle pour laquelle ils ont été 

développés. Aussi, soulignons que les tests pondérés pour les lois normale et 

logistique (Pvaw,x et Pw,Log) construits à partir des hypothèses alternatives 

considérées obtiennent des résultats semblables et les puissances expérimentales 

les plus élevées pour toutes les distributions sauf pour la loi Cauchy où le test 

PSin,Cos est expérimentalement le plus puissant. Parmi les tests quadratiques, les 

tests TvdW,K et Tw,Log  asymptotiquement optimaux pour les lois normale et 

logistique présentent aussi des puissances expérimentales très semblables• et les 

plus élevées pour toutes les distributions étudiées sauf la distribution Cauchy où 

le test Tsin,cos  présente les meilleures puissances expérimentales. 

2.3 Conclusion 

Les résultats que nous avons obtenus suggèrent que les tests pondérés 

construits à partir des hypothèses alternatives obtiennent des puissances 

expérimentales plus élevées que les tests quadratiques ainsi que tous les autres 

tests que nous avons considérés pour notre étude. Ce fait n'est pas surprenant 

puisque nous utilisons l'information de l'hypothèse alternative pour construire 

ces tests ce qui a pour effet d'augmenter la puissance. Or en pratique, nous ne 
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connaissons que très rarement les distributions et les paramètres de position et 

de dispersion dont proviennent les observations et comme les résultats de l'étude 

expérimentale le suggèrent, le fait de prendre des constantes de pondération loin 

des valeurs théoriques compromet de façon importante la puissance des tests 

pondérés. Ainsi, il est plus approprié d'utiliser des tests qui ne nécessitent pas la 

connaissance a priori des paramètres de position et/ou de dispersion. De plus, 

comme les niveaux expérimentaux des tests pondérés étaient quelque peu 

supérieurs aux niveaux expérimentaux des tests quadratiques, il est raisonnable 

de penser qu'à niveaux égaux, ces deux classes de tests obtiendraient des 

puissances expérimentales semblables. Ces considérations nous amènent donc à 

préférer l'utilisation des tests quadratiques aux tests pondérés. Plus précisément, 

nous préconisons l'utilisation des tests asymptotiquement optimaux pour les lois 

normales ou logistique de Lepage (Tvdw.K ou Tw,I,g) qui offrent de façon 

générale, les meilleures performances pour tester la différence dans les 

paramètres de position et/ou de dispersion sauf lorsque les distributions sont de 

lois Cauchy où le test asymptotiquement optimal pour la loi Cauchy (Tsin,cos) est 
à considérer. 
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CONCLUSION 

Dans ce mémoire, nous avons fait l'étude de différents tests construits 

dans le but de comparer des populations pouvant différer simultanément dans 

leurs paramètres de position et de dispersion. Ces tests ont ensuite fait l'objet 

d'une étude expérimentale afin de comparer leur niveau expérimental ainsi que 

leurs puissances expérimentales. 

De façon générale, il ressort de cette étude que les tests pondérés 

asymptotiquement optimaux de Lepage (1975) obtiennent de façon générale les 

meilleures puissances expérimentales lorsque ces derniers sont construits à partir 

des hypothèses alternatives. Or, comme il n'arrive que très peu souvent en 

pratique que nous connaissions d'avance les paramètres de position et de 

dispersion, nous préconisons l'utilisation des tests de combinaisons quadratiques 

asymptotiquement optimaux pour les lois normales ou logistique de Lepage 

(1971b,1977) sauf lorsque les observations sont de loi Cauchy où le test 

asymptotiquement optimal pour cette loi Cauchy est plus approprié. 

Il est clair que le nombre restreint d'hypothèses alternatives et de tailles 

échantillonnales que nous avons considérées dans ce présent mémoire ne 

couvrent pas tous les cas pouvant être rencontrés en pratique. Ainsi, il serait 

intéressant de pousser un peu plus loin l'étude en considérant d'autres hypothèses 

alternatives, distributions et tailles échantillonnales. De plus, dans cette présente 

étude, nous nous sommes restreints au cas où les deux populations étaient de 

mêmes lois, mais il serait intéressant d'étudier le comportement des tests lorsque 

ces dernières different. 
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