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SOMMAIRE

Les familles de distributions discrétes définies de fagon récursive jouent un
role de premier plan dans la modélisation en assurance. Au chapitre 1, nous
présentons trois de ces familles dont la derniére, la famille de Sundt, représente
une généralisation des deux précédantes. Au chapitre 2, nous définissons les
familles obtenues en tronquant ces trois familles. Nous considérons le probléme
d’estimation, par la méthode de distance quadratique minimale, pour
ces familles tronquées. Nous énongons et démontrons les propriétés des estima-
teurs obtenus. Puis, nous élargissons certains des résultats obtenus au cas des
familles non-tronquées. Au chapitre 3, nous développons des tests d’hypothéses
pour les familles tronquées. La méthode de distance quadratique minimale
permet d’aborder l'inférence statistique de fagon unifiée. Au chapitre 4, nous
présentons un exemple illustrant les méthodes développées dans ce mémoire.

Nous discutons aussi les avantages et certaines limites de ces méthodes.
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CHAPITRE 1

FAMILLES DISCRETES DEFINIES DE FACON
RECURSIVE

Ces derniéres années, une partie de la recherche en théorie du risque, s’est
concentrée sur le modele d’assurance collectif pour une période finie.
Essentiellement, ce modeéle suppose que, durant la période considérée, le mon-
tant total des réclamations des assurés d’une certaine compagnie d’assurance,
noté S, peut s’écrire comme une somme aléatoire S = §V=1 X; , X, étant la
variable aléatoire du montant de la j**™¢ réclamation et N la variable aléatoire
du nombre de réclamations survenues durant la période. N peut ainsi prendre
les valeurs 0,1,2,3,.... Une hypothése de base de ce modele consiste & supposer
les X; indépendantes, identiquement distribuées et indépendantes de N. Cette
hypothése permet de calculer la variance de S. De plus, une application du
théoréme limite centrale permet, sous certaines conditions de régularité, d’établir

la prime suffisante pour avoir une grande probabilité de couvrir la perte.

La littérature classique s’est attardée en long et en large sur le cas ou NV est
Poisson, ce qui a abouti au modeéle fort connu des actuaires (voir Bowers et al.

(1986) ), le modele Poisson composé. Une introduction intuitive & ce modele est
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donnée par Adelson (1966). Une implication importante de ce premier modele
tient au fait que 'on peut établir la fonction de probabilité de S en utilisant
une méthode récursive, lorsque les montants des réclamations sont des entiers
non nuls. D’autres distributions discrétes ont ensuite été considérées comme
alternatives & I’hypothése Poissonienne, restrictive puisqu’elle suppose Pégalité
de la moyenne et de la variance. Ainsi, la loi binomiale négative assouplit cette
hypothése mais on peut aussi citer les travaux de Willmot (1987) sur la

distribution Poisson-inverse gaussienne.

Des familles plus vastes de lois discrétes qui contiennent comme cas
particuliers certaines des distributions citées plus haut ont ensuite été définies.
De cette maniére, on assouplit ’hypothése sur la distribution de N & considérer.
Ainsi, a la section (1.1), on présente les deux premieres familles, introduites
par Panjer (1981) et par Sundt et Jewell (1981). De la méme facon qu’avec la
distribution de Poisson, on peut établir la loi de S en utilisant une méthode
récursive. A ce sujet, Panjer a noté que la méthode habituelle pour évaluer la
fonction de distribution de S requiert le calcul d’un grand nombre de convolutions
de la distribution conditionelle du montant des réclamations, étant donné qu’une
réclamation est survenue. Lorsque le nombre espéré de ces réclamations est élevé,
les calculs peuvent devenir ardus, méme avec les facilités actuelles. Cependant,
lorsque le montant des réclamations est discret, on peut dériver la fonction de
distribution de S sans utiliser de convolutions. Cela peut avoir comme effet de
réduire de fagon trés significative les calculs, particulierement pour des
portefeuilles d’assurance de grande taille. Sundt et Jewell (1981) s’attardent

aux propriétés de ces familles et présentent les distributions qui y appartiennent.
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Schréter (1990) présente une premiére généralisation de la famille de Panjer. Il
donne une caractérisation des distributions de cette famille ainsi que certaines
propositions sur I’espace des parametres car il n’a pu le décrire dans sa totalité.
La famille de Schroter est présentée & la section (1.2). Puis Sundt (1992) définit
une famille qui généralise les familles de Panjer et de Schrioter. Une discussion
exhaustive de cette famille est présentée a la section (1.3). La formule récursive

pour S a aussi été étendue au cas ou NV est élément de la famille de Sundt.
1.1. LES FAMILLES (a,b,0,00) ET (a,b,0,w)

1.1.1. Généralités

Nous présentons d'abord la famille introduite par Panjer (1981).

DEFINITION 1.1.1. Soit N, une variable aléatoire discréte, prenant ses va-
leurs dans {0,1,2,3,.....}. N appartient a la famille (a,b,0,00), qu’on note N €

F (a,b,0,00), si elle satisfait ’équation récursive suivante:
b
P = (a+ ﬁ)pn_l, =12 8. (1.1.1)

ou p, = P[N = n| et (a,b) est tel que (1.1.1) définit bien une loi de

probabilité.

Sundt et Jewell (1981) démontrent que seules les lois de Poisson, binomiale
et binomiale négative appartiennent & F (a,b,0,00), avec les valeurs de a et b

admissibles contenues au tableau (1.1).



| Distribution | Valeurdea | Valeur de b |
Poisson 0 A>0
Binomiale -5, p€[0,1]) (m+1)iE, m=1,2,3,..
Binomiale négative %, B3>0 (r— 1)%, r un réel positif

TABLEAU 1.1. Les distributions de la famille de Panjer

Pour N € F(a,b,0,00), on vérifie que

a-+b
L=

E(N) = b= ann:
n=0

2 =19 R a-+b

V&T(N) = O —n;)npn H _(1—(1)2
E(N —p)® _ Xaion’pn —3po® —

(02)3 (02)2
1+a
(a+b)%

ou 7y est le coefficient d’assymétrie de la variable N.
Parallelement & Panjer (1981), Sundt et Jewell (1981) ont considéré une fa-
mille de lois discrétes ou le domaine infini de la famille de Panjer est tronqué.

DEFINITION 1.1.2. Soit N, une variable aléatoire discréte, prenant ses
valeurs dans {0,1,2,3,....,w}. N € F(a,b,0,w), si elle satisfait [’équation récursive

suivante:

b
Dy = (a—i—ﬁ)pn_l, n=1,2.5... 4. (1.1.2)

ot p, = P[N =n] et (a,b) est tel que (1.1.2) définit bien une loi de

probabilité.

Nous illustrons ici la famille (a, b, 0, w) avec 'exemple suivant.



EXEMPLE 1.1.1. Considérons une variable aléatoire N qui suit une loi

binomiale négative(r,(3) telle que définie plus haut. Soit N* définie comme suit:

v =) = = [EECED (LY (2 Y] T (Y (Y

J:

_ I(r+n) 1 VE & Y _
== i e (1+ﬁ) (1+ﬂ> n=012....w

On peut montrer que la relation récursive suivante tient:

p:; = (a—}——)p:_l, n=1,2,8... ,w, avec
n
g
= etb=(r—1)a.
I+ 5 ( )

Ainsi, on voit qu’en général, si N € F(a,b,0,00), il est possible de définir

une variable N* € F(a,b,0,w), en tronquant les valeurs de N supérieures 3 k.
1.2. LA FAMILLE DE SCHROTER

1.2.1. Généralités

Schroter (1990) publie ses résultats sur une premitre généralisation de la

famille (a, b, 0, 00).

DEFINITION 1.2.1. Soit N, une variable aléatoire discréte, prenant ses va-
leurs dans {0,1,2,3,.....}. N appartient a la famille de Schréter, si elle satisfait

l’équation récursive suivante:
b c
P = (@t )pa-1t —pu2,p1=0n=1,23. (1.2.1)

ot a < 1 et(a,b,c) esttel que (1.2.1) définit une loi de probabilité valide.



On note par R2(a, b, c) la distribution de N. La famille (a, b, 0, c0) est incluse
dans la famille de Schréter en posant ¢ = 0. Dans le cas o a + b+ ¢ =0, (1.2.1)

est réduite a la loi dégénérée a 0.

1.2.2. Quelques propriétés de la famille de Schroter

Soit W(s) la fonction génératrice des probabilités de N:
U(s) = E[s"]|=>_s"ps, s €[0,1]. (1.2.2)
i=1

Rappelons qu’il y a une relation biunivoque entre ¥(s) et la distribution de N.
De plus, ¥(s) permet de trouver la forme explicite de la fonction de probabilité

de N, en se servant du fait que

1 d"
DPn = H@\P(S)IS:O' (1.2.3)
On montre que
U(s) = as¥'(s)+ (a+b+cs)¥(s); don (1.2.4)
d a+b+cs
- = s 1.2.5
dsln\If(s) 1—as ( )

Une condition nécessaire et suffisante pour que N appartienne & la famille de
" d E 14 s ~

Schréter est que $/nW(s) puisse s’écrire comme le rapport de deux polynémes en

s, celui du numérateur avec un degré d’au plus 1 et celui du dénominateur avec

un degré d’au plus 1 et un terme constant égal a 1.

A la prochaine section, nous aurons un résultat analogue a celui-ci pour une
famille plus vaste, la famille de Sundt. Pour trouver la forme explicite de p,, en se
servant de (1.2.3), il faut résoudre 1'équation différentielle (1.2.5) en distinguant

les cas ot a = 0 et a # 0.



Pour a # 0, nous avons

1 G a{a+b)+c
U(s) = )
(5) (1 —as
et pour a = 0, on obtient
\I’(S) . e%(sz—l)+b(s—l).

Pour une variable aléatoire N dans cette famille, les expressions pour la

moyenne et la variance sont

Var(N) = - ?;—_((21); a)c

Schroter (1990) a étudié I’espace possible des parametres a, b et c. Il ne I’a pas
décrit entierement mais il propose un certain nombre de caractéristiques. A la
prochaine section, nous verrons que Sundt (1992) qui a introduit une famille plus
vaste, ne s’est pas aventuré non plus a étudier les caractéristiques de
I’espace paramétrique. Comme membre de la famille de Schréter, on peut citer
la convolution d’une Poisson avec les éléments de F(a,b,0,00) . En particulier, la
convolution d'une loi de Poisson et d’une loi binomiale négative, connue sous le
nom de distribution de Delaporte est traitée par Willmot et Sundt (1989). A la
prochaine section, nous obtiendrons des résultats plus élaborés en nous situant

dans le contexte d’une famille plus générale que celle-ci.



1.3. LA FAMILLE DE SUNDT

1.3.1. Généralités

Dans cette section, on présente une généralisation des familles des sections

précédentes, due a Sundt (1992).

DEFINITION 1.3.1. Soit N, une variable aléatoire discréte, prenant ses va-

leurs dans {0,1,2,3,...,}. N € Ry, si elle satisfait I’équation récursive suivante:

k
b;
Pn = D (0i+=)pui, k=1, poa=0pourn>0,n=1,23... (1.3.1)
i=1 L
ot a = (ay, ay, ..., ax) et b = (by, b, ..., b) sont tels que (1.8.1) définit bien une

loi de probabilité.

Notons par Ry[a, b] la distribution de N. On a clairement que Ry_; C Ry. La
famille (a, b, 0, 00) est équivalente & R,. En effet, il s’agira, pour une distribution
N € F(a,b,0,00), de poser a; = b; = 0 pour i = 2,3, ..., k. La famille de Schroter
est équivalente a R, en posant az = a; = b; = 0 pour 7 = 3,4, ..., k. Dans le cas
oua; =b =0pouri=1,2,,..,k (1.3.1) se réduit a la loi dégénérée en 0. Aussi,

la représentation (1.3.1) implique py > 0.

1.3.2. Quelques propriétés de R;

Soit N € Ry et soit ¥(s) sa fonction génératrice des probabilités.

- d U(s) Xk (ig; +b;)s™1
Définissons p(s) = Eln\l’(s) = \II((S)) = il_( Tk a?si '
=1 "1

(1.3.2)

D’ou le théoréme suivant:
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THEOREME 1.3.2.1. N € Ry st et seulement si p(s) s’ezprime comme un
rapport de deux polynémes, celui du numérateur avec un degré d’au plus k-1 et

celui du dénominateur avec un degré d’au plus k et un terme constant égale a 1.

En multipliant (1.3.2) par (1 + gs) ol ¢ est un nombre quelconque, on peut

écrire:

fof get

pls) =

avec

¢ = a;+qaiq,
di = bi+aq(bi_1—a;i1),i=123..,k+1,

ag = —1, bo = bk+1 = OQky1 = 0.

D’ou 'Rk[a, b] = Rk+1[C, d], Cc= (Cl, sty Ck—i—l)la d= (dl, SO dk+1)l g
On montre aussi que pour N € R; , on a :

kg ,
E(N) = ;1_% (1.3.3)
1Y

ki@ a; +b;
Var(N) = Y [i j‘;(]:[il+b)] (1.3.4)

On voit que (1.3.3) et (1.3.4) généralisent les formules des moyennes et variances

données aux sections antérieures.



1.3.3. Un exemple

10

Nous illustrons la section 1.2.2 dans le cas ot N suit une loi binomiale

négative(r,J) telle que définie & la section 1.1. On a déja montré qu’on a la

relation récursive suivante pour cette distribution :

g (=3 B
<1+ﬁ+ n 148

Pn

43

D’ou N € R;. Notons cette distribution par R, [a =L p=

)pn—l y b= 172)37 sieiey

(T—l)ﬁﬁg].

Une autre fagon de dériver ce résultat consiste & considérer p(s). Ainsi, on a:

o = ERerm( Ly (oY

n=0
B 5 = 1 r —ﬂS n
- 5(7)(59) (&)
1=+8

= {1-8(s-1}7",Is| < ——.

D’ou

qu’on peut écrire comme

_ Br—f+f _(r—1B+p
P8 = TTRG—D T 1=BG=1)

—1)8+8 A
(=0oss (e 1)8

o 1+6 - +5
s Bs T 1— -8 ¢
1+ 1+8 143

D’aprés le théoreme (1.3.2.1), il vient:

B

_ g
=5 by

={r—1)—.

“ 1+ 0

(1.3.5)
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b= (r—1)

N € R; et on note sa distribution par R4 [a = 1 +ﬁ]

1+B’

Aussi, multipliant (1.3.5) par (1 + g¢s), pour tout g, on obtient:

lfﬂ +(r— 1)1—_% + lfﬁqs +(r— 1)1+ﬁqs

pls) =

On peut ainsi conclure que N € R, et que sa distribution est

g B

q)', b= ((T—l)%—q,rlfﬁq—ﬂlfﬂ@ ]

1.3.4. Les convolutions

Soient N et M , N € Ry et M € R; ayant pour distributions
respectives Ry[a, b] et Ri[c, d] ainsi que leurs fonctions génératrices des
probabilités W1 (s) et Wy(s). On supposera de plus que N et M sont des variables

aléatoires indépendantes.

On est intéressé ici & la distribution de la variable O = N + M . Posons ¥(s)

sa fonction génératrice des probabilités. On a alors

AN == dii-zn\p( i = %ln[\lll( )Ty (s)] = diiznxpl(s) + d%m%(s)

Zk (zaz—|—b) i—1 " Zl (’ch—f—d) i—1

1— 1(1,5z 1—2 4GS

(Zh (ias + b)) (1 - X lcz s') + (Thoy (ici + di)s™) (1= T, ais?)

(1 -5, aZsZ) (1 -5t cisi)
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Le degré du polynome du numérateur est d’au plus k£ + 1 — 1 et celui du
dénominateur d’au plus k£ + [. Par le théoreme (1.3.2.1), on tire le corollaire

suivant:

COROLLAIRE 1.3.4.1. La convolution de Ry[a,b] et de Rifc,d] appartient a
Ry

Remarquons que si les polynémes du dénominateur ont un facteur en commun

de degré g, la convolution de Ry[a,b] et de R;[c, d] appartiendra & Ryy—q.

Dans le cas ol [ = k et ¢ = a , on obtient:

d Zle(z'ai + bi)si_l i éc=1 (iaz- + di)Si_l

= —In¥(s) = . .
pls) ds (s) 1-YF  ast 1-3%, ast

>k {ia; + (ia; +b; +dy)} s'1

Encore par le théoréme (1.3.2.1), on dérive le second corollaire:

COROLLAIRE 1.3.4.2. La convolution de Ri[a,b] et de Ry[a,d] est une distri-
bution Ryfa,e] , avec a = (a1, az,...,a) et € = (e1,...,ex) ot €; = ia; + b; + d;,

i=1,2,.... k.

Sundt (1992) généralise le corollaire (1.3.4.2) au cas olt on consideére la
convolution de Ry[a, bV], Ry [a, bP)], ..., Ri[a, b™], qu’on suppose indépendantes,
ot les b sont des vecteurs de dimension k. Il démontre que cette convolution
a pour distribution Ry[c, 3] avec a = (ai,az,...,a;)" et 8 = (B, Ba, ..., Bx)' ol

Bi = (m — 1)ia;+ PV bz(j), b=1,2, ...,
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Ainsi la distribution de la m*™ convolution de Rg[a,b] est Ryila, A] avec
a = (al,ag, . Cl,k)l et /B — (,61,,62, ...,,Bk) ou ,Bz = (m— 1)’LCLZ -f—?')’?,bz 5 1= 1, 2, RSN k.
Aussi, la convolution de R;[a,bM], Ry[a, b?)], ..., R1[a, b™)] est Ri[a, 5] ott § =

(m—Da+ X, b;.

Nous pouvons vérifier ici deux résultats classiques. Le premier stipule que la
convolution de m variables aléatoires Poisson(};), 7 = 1,2, ..., m, indépendantes,
suit une loi de Poisson(3_7.; A;). En effet, nous posons N; et sa distribution
Rila=0,b= ], s =1,2,...,m, qui est la distribution d’une loi de Poisson(};).
On a alors, par ce qui est écrit plus haut, que 372, N; a une distribution
Rila=0,b= (m—1).0+37, Aj] qui est la distribution d’une loi de Poisson();).
Le second concerne la convolution de m variables aléatoires binomiale négative
(r5,8), 3 = 1,2,...,m. De la méme facon que plus haut, prenons N; et sa dis-

tribution Ry[a = T-%’ b= (r— 1)T_f|3_—ﬂ], 7=12,...,m. On a alors que 37, N; a
b= (m— 1)1 + (S 7 — m)] ou

pour distribution R4[a = e

1+8

Rila = b= (Thyry — 1)3%] qui est la distribution d’une loi binomiale

B
1+8°

négative(37L, 5, B)-

Jusqu’ici, nous n’avons présenté que les convolutions dans le cas ol a est
identique pour les m distributions de Ry. Le théoréme suivant, démontré par
Sundt (1992), généralise la situation, dans le cas ol les m distributions

appartiennent a R;.
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THEOREME 1.3.4.1. La convolution de Rq[ay, b1], Rilaz, ba], ..., Ri[m, bm] est

Rl[OA, ,6], ot

i
= i+1 =
a; = (-1) > @y T =LY Ry w10y T,
1<n<ge<..<ji<m k=1

m i—1
B = (1) b, > I @;,.% = 2w

r=1 1< << <fi-i<m k=1
JeEr(t=1,...,i—1)

B = Db
J=1

Il découle du théoreme (1.3.4.1) que la convolution de R1[aq, b1] et de R [as, bs]

est Rola = (a1 + ag, a1a2)’, B = (b + be, —(a1b2 + azby))].

EXEMPLE 1.3.1. La convolution d’une loi binomiale(r,p) et d’une loi

binomiale négative(s,q) est une distribution Rsa, 5], ot

o -p g g
“ T (1—p+1+rJ’(1—p)(1+Q))’

_ {(r+Dp  (s—1)g —pa(r—s+2)\
S ( T—p ' 1+g ’(1—p)(1+q))'

EXEMPLE 1.3.2. La convolution d’une loi binomiale(r,p) et d’une loi de

Poisson()) est une distribution

R, [a: (—2 oy, 8= <(T+1)p+x L )] .

1—p "1—p

EXEMPLE 1.3.3. La convolution d’une loi de Poisson(\) et d’une loi

binomiale négative(s,q) est une distribution

4 _oy,8= <(3_ be _qAﬂ .

1+g¢ 1+gq "1+gq

RQ a:(
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On obtient aussi du théoréme (1.3.4.1) que la convolution de Ri[ay, b1],

Rilag, bo] et de Rq[as, bs] est Rs[a, 3], avec

a = (a1 +ax+ as, —(a1as + a1a3 + aza;3), (11&2113),:

B = (b1 + by + bs, —(a1b2bs + azbibs + azbibs), arasbs + ajazby + agash;)’ .

EXEMPLE 1.3.4. La convolution d’une loi de Poisson(\), d’une loi

binomiale(r,p) et d’une Binomiale négative(s,q) est une distribution Rs[a, 0], ou:

_{ -p q pq
* T (1—p+1+q’(1—p)(1+4)’0)’

B (r+1p  (s—1)g —pgA(r —s+2) —pgA '
b= </\+ T—p ' 1+q’ (1-p)(1+q) ’(1—p)(1+q))'

1.3.5. Les mixtures

Sundt (1992) présente les mixtures de deux distributions Ry[a, b] et R¢[c, d].
Nous allons ici élargir le contexte aux combinaisons convexes de m distributions.
Soient Nj, Na,..., N, leur distribution respective Ry, [a1,b1], Ri,[az, bal,... et
R, [am, by, ainsi que leur fonction génératrice des probabilités Wy (s), ¥y(s), ....,
U,,(s). Nous pouvons, comme cas particulier, prendre k; = ky = ..... =, g

Considérons la mixture de ces distributions:

Z aiRki [ai,bi] ou Zai =1, o4 E]O, 1[

=1 =1
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On obtient une variable aléatoire discréte. Posons P, la mixture du haut et ¥(s)

sa fonction génératrice des probabilités. On montre aisément que

m
T(s) = Y o;T(s), don
i=1

T 0T, (s)
D ai‘I’i(S) .

Maintenant, a 'aide du théoréme (1.3.2.1), nous pouvons vérifier si F, est une
distribution de Ry, , pour un k, fini. En effet, il est intéressant de noter ici qu'une
mixture d’éléments de la famille de Sundt ne fait pas forcément partie de cette
famille. L’exemple le plus probant consiste en la mixture de m lois de Poisson(J;),
i=1,2,3...,m ol les \; sont différents. On a alors que ¥;(s) = (=1 et L;(s)

= )\56)“;(5_1).

Dot

m Ai(s—1
i=1 a; e i(s—1)

™m W )
4 aie}\z(s 1)

pls) =

qu’on ne peut écrire comme un rapport de deux polynomes. Ainsi, cette mixture
n’appartient pas a la famille de Sundt. Une autre situation consiste a considérer
deux Binomiales négatives (rq,3) et (rq, 3) avec r; < ro. On peut montrer que
si r9 — r est un nombre entier, la mixture des distributions du haut appartient
a R,,_r,+1 alors que si 7, — r; n’est pas entier, cette mixture n’appartient pas a

la famille de Sundt.

1.4. AUTRE FORMES RECURSIVES

Dans ce mémoire, nous sommes intéréssés par les distributions qui admettent

la représentation (1.3.1). Nous avons vu que cette représentation implique py > 0.
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Sundt et Jewell (1981) ont introduit une modification de la famille de distributions

discretes tronquée a 0 F(a, b, 1, 00) qui admet la forme récursive:
b
P = (a+ ﬁ)pn—l ,p0=0,p >0,n=234,..

Ils ont montré que les lois de Poisson tronquée & 0, binomiale tronquée & 0,
binomiale négative tronquée & 0, ainsi que la distribution logarithmique,

appartiennent a cette famille. Willmot (1987) ajoute & cette famille la distribution
ETNB (loi binomiale négative tronquée & 0 avec —1 < r < 0) . Seules ces
distributions y font partie. Une premiére généralisation consiste a considérer la

forme récursive
* b E 3 & *k
bn = (a_l_ﬁ)pn—l:pOZO7p1>0,n:2,3,4,...,w.

La famille formée des distributions qui admettent cette forme récursive est
appelée F(a,b,1,w). En général, on peut introduire la famille des distributions

qui admettent la forme récursive:

* b & * * *
B = (a—i-g)pn_l,pO:O,plzo,....,pc_2:0,p2_1>0,n:c,c—l-l, ..... A e B

qu’on nomme F(a,b,c— 1,w).

On peut donner comme exemple de distribution qui appartient 4 F(a,b,c-1,w)

la loi de Poisson tronquée(\), A > 0:

W A=A - A=A
! n!

,n=c,c+1,..,w.

Au chapitre 2, nous introduisons de nouvelles familles définies récursivement,
qui vont servir comme base de travail. On présente une méthode d’estimation,

par la distance quadratique minimale, pour estimer les parametres de N, qu’on
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suppose appartenir aux familles citées plus haut. Les trois familles présentées
dans ce premier chapitre ont une caractéristique commune tres importante
puisqu’on trouve 1a 1’essence méme de la méthode d’estimation présentée: elles

admettent toutes une représentation récursive.

Au chapitre 3, nous traitons le probleme des tests d’hypothése dans le cadre

de ces familles.

Au chapitre 4, nous illustrons, a I’aide d’un exemple, les méthodes présentées

dans ce mémoire.



CHAPITRE 2

ESTIMATION PAR LA METHODE DE DISTANCE
QUADRATIQUE MINIMALE

Au chapitre précédent, nous avons présenté des familles de lois discrétes

définies de fagon récursive, dont la famille de Sundt représente une généralisation.

Luong et Garrido (1993) ont proposé une méthode d’estimation pour la
famille F(a,b,0,w) et élargi les résultats & F(a,b,0,00). A la section 2.1, nous
exposons la démarche de leur recherche. A la section 2.2, nous généralisons
cette méthode au cas de la famille de Sundt. Nous débutons d’abord par la
famille R, tronquée que nous définissons. Nous verrons qu’a partir de Ry, il
est facile de définir des distributions de R, tronquées. Nous démontrons que les
estimateurs obtenus sont asymptotiquement normaux, convergents en probabilité
et asymptotiquement efficaces. La robustesse de 'estimateur est aussi explorée.
Certaines difficultés sont relevées quant a la nature de ’espace paramétrique.
Nous élargissons ensuite les résultats au cas de la famille Ry qui généralise la

famille de Schroter.
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Enfin, nous considérons le cas général de la famille R, ol k est un entier
positif fini quelconque. Nous voyons que les résultats pour la famille R, se

généralisent & la famille R.

2.1. ESTIMATION POUR LA FAMILLE F(a,b,0, w)

Nous débutons tout d’abord par la famille intoduite par Sundt et Jewell

(1981). On suppose que N € F(a,b,0,w). Par (1.1.2), on a

* b *
= (a‘l“_)po

1
* b * * 2 b
P, = (a+ 5)?1 =P H(a—l— ;)
n=1

* b * - = b
by = (a+w)pw—1_p0H(a+n)

n=1

Comme 377, p;, = 1, on obtient une expression pour pj:

p = l1+§:ﬁ(a+;)} .

n=1j=1

Cela nous permet de dériver une expression pour p, en fonction de a et b:

n b w n b -
P = [IIe+)| 1+ J[le+=)| ,n=1,23.,w. (21.1)
j=1 J n=1j=1 J
Soient Ny, Na, ...., Ny, des variables aléatoires i.i.d provenant de la famille

Re.

Pour estimer 6 = (a,b)" par la méthode du maximum de vraisemblance, il

faut maximiser

w

a,b) = Y frin(py)

n=0
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ol f est la fréquence observée de n = 0,1,2,3...,w. L’estimateur du maximum
de vraisemblance (EMV) de 0, dénoté § = (a,b), est la solution du systéme

d’équations suivant:

R e

Yo e (i +8)7t -
n=0

j=1

On constate que TEMYV est difficile & calculer, car on doit trouver les racines
de polynomes de degré élevé. On doit aussi étre en mesure de distinguer les ma-
ximums locaux du maximum global. C’est dans cet esprit que Luong et Garrido

ont proposé une méthode alternative d’estimation.

A partir de I'échantillon observé n;, ng, ...., ny, on estime les probabilités p;

a 'aide des fréquences observées

’ - ra - a ’ . / Y b rd g
Les équations récursives, linéaires en (a,b), suggérent le modele de régression

linéaire suivant:

Poolyy e n=1,2, ., w, (2.1.2)
n

I S ol

ol &, est une erreur aléatoire de moyenne 0.
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Posons:

Y = (1,03 B)

j24 Do
R pi p1/2
X = s D5/3

Po—1 Pr—i/w
B = (&5, =5
Sous forme matricielle, le modele (2.1.2) s’écrit comme ¥ = X6 + =.

Si m — oo, X est une matrice de plein rang avec probabilité 1, et elle tend

en probabilité vers la matrice X (qu’on note X % X) définie comme

jo o
P pi/2
X = P p3/3

Ph_1 Pay_y/w

En effet, X[i, j] B X[i,j], pour s =1,2,.....,w et j = 1,2. 1l suit (voir Serfling

~

(1980), p.6) que X % X. Et comme E(5}) = p;, BE(X) = X.

Huard (1995) a montré que

Elew) = 0,m=1,2,....,w

1 * % *2
warle = (u) BT, i
m Pr—1
1 *
Cov(en,Ent1) = ——Ppy,n=12,...,w
m
Cov(en,Euvd) = 0,821 n=12 ...,

et que la matrice de variance-covariance de = est égale &
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p*p*+p*2
L = 0
* *2
_ _ 1 —p5 pipte —pi ... 0
Var(@) = Tu(E) = - 7

0 R o
e —DY 2
Py—1

1
= EZ;(E)’ ol Y 5(Z) est la matrice ci-haut.

Par (2.1.1), on voit que >°3(Z) est fonction de 6 = (a,b)".

Dans un modele standard de régression, on considére le probleme de
minimisation de la somme des carrés des résidus pour obtenir ’estimateur des
moindres carrés du vecteur des parametres. Dans notre contexte, nous devons
tenir compte de la structure particuliere de 3 »(Z). On choisit de minimiser la
distance Z'[¥5(Z)]'E par rapport & . Comme Y 4(Z) est une matrice définie

positive, Z'[>4(Z)]7'Z est un scalaire positif.

DEFINITION 2.1.1. L’estimateur de distance quadratique minimale (EDQM)

de 6 = (a,b), 8 = (&,b), minimise ’expression Z'[¥3(2)]~1E.

Pour obtenir TEDQM de #, il suffit de minimiser I’expression
¢ = (V-X0)[T3(®)] (Y - X6y,
par rapport a 8. Apres dérivation, il vient
b = X[Z;EIX)TXZEY,

qui n’est pas un estimateur dans le sens usuel car Y 3(E) est fonction de 6, et on
doit estimer pg, pi, ..., p},. Pour cela, Huard (1995, p.64) a utilisé une méthode

des moindres carrés pondérés itérés.
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On obtient ainsi deux suites {él, Oy, ...} et

{[5 (B[4, (E)]7Y, ..}, Luong et Garrido (1993) montrent que 6; % 6,
i=1,2,..., et que [¥5 ()] B [T5(2)] 7, i=1,2,... .

Luong et Garrido (1993) montrent que \/mf 5 Ny(8, (X'[S5(2)]1X) 1)
et que f est un estimateur asymptotiquement efficace de #. La robustesse de

Pestimateur § au sens de Hampel (1974, 1986) est aussi démontrée.

A la prochaine section, nous démontrons ces propriétés dans le cadre général

de la famille de Sundt.

2.2. ESTIMATION POUR LA FAMILLE DE SUNDT R

2.2.1. La famille R, tronquée

Nous définissons d’abord la famille R, tronquée.

DEFINITION 2.2.1. Soit N, une variable aléatoire discréte, avec domaine

0,1,2,...,w. N appartient a la famille tronquée de Sundt d’ordre 2, si elle admet

la forme récursive suivante:

Zaz <m”p1—0n—12 ..... W, [2.2.1)

0l a1, by, ag, by sont tels que (2.2.1) définit bien une fonction de probabilité valide.

Notre but est d’estimer le parameétre 6 = (ay, b1, ag, b2)’. La méthode du
maximum de vraisemblance est difficilement applicable car on ne peut déterminer

une forme analytique des probabilités théoriques en fonction de #. On pourrait
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utiliser des algorithmes numériques pour trouver le maximum global de la
fonction de vraisemblance mais cette alternative semble difficile & mettre en
pratique. N’oublions pas aussi que, dans le cas de la famille de Sundt R , nous
devrons estimer 6 = (as, by, as, bs, ..., ay, by)', o0 w peut étre assez grand.
Appelons © 'espace des parametres. Au chapitre précédent, on a remarqué que
Sundt (1992) ne s’est pas aventuré dans I’étude de cet espace. Nous définissons

© de la fagon suivante:

w

© = {(a,b1,02,02) €R*:0<p} <1,i=0,1,2,..,w, 3 p; =1}.
=0

Plus loin dans cette section, on démontre que la méthode de distance quadratique
minimale produit un estimateur convergent en probabilité vers le vecteur des
parameétres. La méthode que nous présentons ne tient pas compte des contraintes
de I'espace paramétrique. Une autre approche serait de considérer un probléme

de régression sous contraintes.
Soit ny, ng, ..., Ny, I'échantillon observé de Ny, N, ..., Ny, qui satisfait (2.2.1).
z . ’ . s s e ! . "
Les équations récursives, linéaires en (a1, b1, az, be) , suggérent le modele de

régression linéaire suivant:

2

= b
Prn o= X lai+

ﬁ)ﬁ;_i e, P, =0,n=12 .., 0w (2.2.2)
=1

Ceci définit un modele de régresion linéaire en 6 = (ay, by, as, by)’. Posons:

-~

Y = (51,85 Bu)
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jiy }33 0 0
R fo Zfl/ 2 123 130/ 2
X = oy Py/3 By pi/3

A~ A oo e 3
Py pw—l/w Dy—2 p’w—?/w

—_
Pt
—

(El, €9y 1any Ew)’.

Sous forme matricielle, le modeéle (2.2.2) s’écrit comme

V=X0+5.

Si m — oo, X est une matrice de plein rang avec probabilité 1, et elle tend

en probabilité vers la matrice X ou

o jos 0 0
P pi/2 py p/2
X = p3  p3/3  pt pi/3

Po—1 Pfu—l/w Dy—2 p’Tu—Z/w

Aussi E(X) = X

Intéressons-nous maintenant 4 = et & la structure de la matrice de variance-

covariance des erreurs, appelée > 4(=). On montre la

preuve de cette proposition est donnée a 'appendice A

Proposition 2.2.1.

E(e,) =0, n=

1
Var(e,) = —Tﬁpi(l +c11)

proposition suivante. La

2
I cin| s n=254,....w

[Cl,np:-}-l - cl,n—i—lp;{l + Cl,n}] ; = 17 213J "'Jw_‘l

1], 2 R 5
(¢) Var(en) = — |pi{l+ D cjn} — (Ph_y +Ph5)
m j:l j:]_
(d) Covlen,ent1) = L
nyen+l) — m
-1

E3
Cov(en,Ensa) = —Cont2Py, M= 1,28, . w8

Cov(en,ny;) = 0,5 > 3, n= 1, 2,8, ...,w,
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0u 1 = (21 + b;}),cz,n = (az + bf}), n=1, 2, ...,w.

On pose Var(8) = 334(8) = £ 325(5).

m

DEFINITION 2.2.2. L’EDQM de 6, 6 = (dl,lfl,dQ,l)Ag)' minimise [’expression

ZSHEIE

La solution est donnée par
6 = (X)X R[S E)Y.
Comme Y ;(Z) est fonction de 6, on doit utiliser le procédé itératif qui suit:

e Poser [Y5(Z)]™" = I, et calculer § = (X'X)"'X'Y, ou I, est la matrice

identité de dimension w.
e Avec 0y, estimer [Y5(2)]~! par [, (E)] 2
o Avec [¥;, (2)]7}, calculer
by = (X2, @I X)X, E)Y

Dans les prochaines pages, nous énongons et démontrons trois propositions

sur les propriétés de 'EDQM de 4.

Proposition 2.2.2. Le vecteur = est asymptotiquement normal, de moyenne

0 et de matrice de variance-covariance Y o(=).
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Preuve : Ecrivons

€1 = ﬁ’{—(al+"1“)ﬁ3
12 by
= — Yi:— — ) Yo,
3y = e %
= Ly xw,
mix

ol Xi(l) = Y1, — (a1 + %)%7i, Y1; est une loi binomiale(1,p;), Y5, est une loi

binomiale(1, py).

Pour £ =2,3,...,w, écrivons £, = = 37, XY on
(0) by by
Xy = Yy—(a+ 7)}/11—1,1‘ — (az + 7)3/12—2,1'

olt Yy; est une loi binomiale(1, pg), Y7_1; est une loi binomiale(1,p,—;) et Yo,

est une loi binomiale(1, p;_s).

= peut s’écrire comme

xO 4 x4+ x0
1L xP+xP 1 +x®

(11

S

KDt Ven. et

Posons T; = (XM, X®, .., x™Yy, i=1,2,.. m. Ecrivons = = 23 T Les T;
sont identiquement, distribués de moyenne 0 et de matrice de variance-covariance
>3(E). Par le the6réme limite centrale multivarié ( voir Serfling (1980), p.28),

on a donc que \/mZ 5 N, (0, 5(2)). O

De la proposition (2.2.2), on conclut que v/mf 5 N, (9, (X' ) X)_l)
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/ - -1 A .
Proposition 2.2.3. Si || (X [ (EN 1X) < 00, 0 est un estimateur

convergent de 8. On utilise ici la norme euclidienne classique.

Preuve : Du fait que v/mf 5 N, (9, (X' [ (=)t X)—1>, le résultat suit

-1

st || (X' (S5 %) i< 0. O

Proposition 2.2.4. 0 est un estimateur asymptotiquement efficace de 6.

Preuve : Appelons I(6) la matrice d’information de Fisher, qui est
la matrice de variance-covariance du vecteur score O0logp,(#)/06. Il est connu
(voir Gouriéroux (1989)) que I(0) = V; [8logp,(0)/80]. Pour démontrer que 6 est
un estimateur asymptotiquement efficace, il faut montrer
(voir Serfling (1980), p.142) que 6 5 N (6, [I(8)]™1). Or, I'on sait que AsVar(§) =

’ * [ —1 -1 .
(X e(E)] X ) . Il s’agit donc de montrer que

10) = X' [T3E)]7X.

Considérons T} = (Xfl), Xl(z), ey X 1("’))’ tel que défini dans la preuve de la
proposition 2.2.3. Soit 3", la matrice de variance-covariance du vecteur
—X' [S3E)] T
> o= X [ZE)T Ver(D) [ZiE) T X
= X [SE] S e X

- X [SE X

Il reste donc & démontrer que —X' [Y5(Z)] 7" T} est égal & dlogp,(6)/06;



Posons &(n, 8) le vecteur score et

Su, (n,0) = 08(n,0)/daq,
Sy, (n,0) = 08(n,0)/db;,
S, (n,0) = 08(n,0)/0as,

Sy, (n,0) = 08(n,0)/0b,.

S(n,0) = (S, (n,0), S, (n,0),8,,(n,8), S, (n,6))".

Soient

7:11 (n: (9) o= Z alin(i)a
i=1

7—bl (n, 9) = Z ﬂliX£i)s
i=1

7;2 (Tl, 9) = Z azini)et
=1

Ts, (na 9) = Z ,32iX1(i):
i=1

30

ol a4, Bii, g€t f2; sont des constantes, et Xl(i) sont définis dans la preuve de la

proposition (2.2.2).

Considérons d’abord le probléme de choisir a3, a9, ..., a1, qui minimisent

Ao (011,019, 0o 010) = D PL [Say (0, 0) — Tar(n, 0], n=0,1,2,...,w.
n=0
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Appelons la solution o = (aj;,afy,...,0],). Ona:

7;1 (w, 0) = Oy,

b
To(w—1,8) = aw_l—aw(ch-i-al,

b b
T =20 = s oun(n g - 2)
b b
ﬂl(w_3’9> = aw—3_aw—2(a1+zu——i—§)_aw—l(a2+'wj]_)a
b b
T (1,0) = al—a?(al+§')_a3(a2+§2)a
b
7., (0,0) = —a1(a1+T1).

Eta Puw = Sal (’LU, 9) i 7:11 (w7 0) . Sﬂl (w7 9) —ay. D'ou

Pw-1 = 801(“]_'1:6)_7:11(1”_170)
== Sal(w—l,ﬁ)—aw_l—l-aw(al—l—fv—l)

b
= Saw—1,6) = oy + (o (,6) = pu)ar + ).

Pour évaluer A, (a1, a1, ..., a1y), il faut donc donner une valeur initiale & p,.
Posons p,, = 0, ce qui implique que a,, = S,, (w, #). Notre probléme revient donc

a déterminer a1, a9, ..., Q1 qui minimisent

Ba1 (0f11, 12, .-, alw) = Ba.1

= wz:op; [Sal (n, 9) = 7:7,1 (n7 9)]2

Pour ce faire, résolvons le systéme suivant:

0B,,/0af, = 0B,, /0al, = ... = 0B, /a5, = 0.
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Pour 7 =1,2,...,w, on a
w—1 3
0B,,/801; =0 Z P4 [Sa (7,0) — To,(n,0)] X9 =0

— an alnf)X(J) an Tay(n, )X ( + p}, S, (w, H)X

n=0

— P Tay (w,0) XV

= YaLE (XX = B [8., x7]
i=1

Sous forme matricielle, on peut écrire:

E salxl(”J X{V /80, ]
(2) (2)
i@y, = | Pl BOXE00] | _ o o)
B[S, X{] E [0X{" /a,]

Pour voir la seconde égalité ci-haut, remarquons que pour j=12,..,w, on a

O [X] /a, = 0.

Alinsi,

oxr X (m)p;
8&1

© XY (n)

=a D)

n=0

Dot E [0X{" /8a;| = ~F [ xP].

0 =

1 8p* /8a1
* X(J) n *
aal pn o 1 (n) p; pn
On obtient ainsi off = — [3(2)] " E [0T1/0a4] .
De la méme fagon, on peut considérer les trois problémes qui suivent:

e Trouver 31, b1, ..., 1 qui minimisent

w—1
By, (P11, Bizs s Brw) = 3 1L [Sny (0, 0) — Ty, (,0)]2.
n=0

Appelons la solution du systéme By, = (Bi1, Biay -y Bty)'
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On trouve B, = — [Y5(2)] " E[0T1/0b1].

e Trouver agg, (oo, ..., Gy, qui Minimisent
w—1 9
Baz (0!21, o3, ..., O52w) . Z p; [Saz (na 9) - 7;2 ('n'a 9)]
n=0

Appelons la solution du systeme o}, = (03, @3y, ..., 05,)".
On trouve o, = — [X4(E)] ™! E [0T1/0a,] .

e Trouver (a1, fasg, ..., B2y QUi minimisent

w—1

Bbz (13217 /322: 5 &R :82111) - z—: p: [862 (’I’L, 9) . 732 (n7 0)]2 '

n=0
Appelons la solution du systeme G5, = (85, 832, .-, 85,,)"-

On trouve f;, = — [X5(E)] ™ E [0T1/0bs).

POSOI’IS T* = (7::;7 bt77:l;7 b:),
= ((e3,)'Ty, (85,) T, (0,) T, (By,) 1)
= — (BE[0T{/0a1], E[0T}/0by], E 0T} /as], E [0T]/0bo])' [T5(2)] ' T4

= —X'[ZE T

On voit que 7* est la projection de S(n, ) sur 'espace engendré par

{X{l),sz), ...,Xfw)}. T* appartient & cet espace, d’ou T* = 8(n,#). O
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2.2.1.1. La robustesse de 'EDQM de 8 dans la famille Ry tronquée

Pour une présentation exhaustive de la théorie de la robustesse, nous
renvoyons a Hampel (1974) pour le traitement intuitif des courbes d’influence,

Hampel (1986).

Soit Fy la fonction de répartition théorique de Ny, Ns, ..., N,,. Supposons
que nous ayons un estimateur de 6, et que nous puissions ’exprimer comme une
fonctionnelle de la fonction de répartition échantillonale F,,,. Duchesne (1995) fait
remarquer que la notion de fonctionnelle permet de ne plus tenir compte de la
taille de I’échantillon qu’a travers F), seulement. On fait subir une perturbation
infinitésimale au modele théorique Fy en y introduisant une valeur contaminée,

disons n, en considérant 1’expression qui suit:
Fy = (1 — €)F9 + 66.,1*

ol 4, est la fonction de répartition d’une loi dégénérée a n, et € € |0, 1]. Notons

que n, € {0,1,...,w}.

DEFINITION 2.2.3. La fonction d’influence (IF) de la statistique 0 évaluée d

(1 —€)Fp + eb,, est donnée par

~

IF(n.,6,(1- &)Fy +66,) = lim= [6((1— &)y +£6,.) — B(Fy)]

e—0 g

e={}

(1 —€)Fy + €0y, ]

301

Ainsi, on pourra conclure que f est robuste, au sens de Hampel, si la fonction

d’influence reste bornée pour tout n, considéré.
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Dans le contexte de la famille R, tronquée, nous savons que = (G, 131, Gs, 132)’

est la solution du systéme :

a%a’[z*(a) =& = 0
ZSHEE = 0
2 [EE = 0
AS[SHEE = o

=Y — X9.

(1]

ou

Définissons les fonctions indicatrices /; [z € [j,j+ 1) =1siz € [j,7+ 1) et

0 sinon ( j =0,1,...,w).

On peut écrire alors

!

E = / [I1 = (a1 + by) Io]d Frp, / [Io — (a1 + b1 /2) 11 — (ag + ba/2)Iy|dF,,,

/ [y — (a1 + by Jw)Tu_1 — (ag + by/w) Ly _s]dFon)"

f peut s’écrire comme § = 0(F,,) et donc comme fonctionnelle de la fonction de

répartition échantillonale.

Soit maintenant la mixture F, = (1 —¢)Fy+¢d,., 0 < £ < 1, telle que définie

précédemment. L’estimateur # de € sera alors donné, sous cette perturbation,
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par la solution du systéme suivant:

0

L = = AISA)"a=0
L = A ISHAN A =0
In = p-AEHANA =0
L = AISHANA=0
ou
N o= / [ — (a1 + b)) Io)dEL, / Iz — (a1 + b1 /2)]1 — (ag + by/2) 1) dFy,

/ [T — (a1 + by /)Ty — (s + ba/w)Iy_o]dE) .

. .y .. !
Pour la suite, nous allons utiliser une forme explicite pour A':

!

A = (1=e)pt —(ar+b)(1 - e)pt,
by

2meam—m+%m—@mw

(1—¢)ps— (a1 +

(L= €)pi, s

(1—¢€)pp,—1— (a1 + Y1 —&)pn,_o — (a2 +

n*—l

* b * b N
(1= s, +e— (@ + —2)(1 = ),y — (02 + )1 = 2)ph o
by
e + 1

)(1 =5 g)p;*—lﬂ

(1 —&)pn, 41— (@1 + (A —e)pn, +e] = (a2 +

. +1

b
1—e)p* . —
n*_|_2>( 8)p'ﬂ*+1 (a2+n*+2

(1 =)ol = (o + D)1~ )y — (a2 + 21— e)pls)

(1 —=¢)pp, 42— (a1 +

On a aussi
B, dL, 8aj 9L ab;
— = L2 = 2
de ;[aaj de | ob; 85} =
8Lbi - 2 6Lb 8a3 aLbi 8bj -
de ;[aaj e e IS

)1 —e)[(1 —e€)p}, +el,..
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La fonction d’influence est donc donnée par

A ~

8La, 6La, 8La; 8L, \ [ a1

day by daz b2 TZL

6Lb1 BLbL 6Lb1 aLbl oL,

daq ob1 das b2 Oe

= o (2.2.3)

OLay, OLay OLa, OLa, OLa,

fay aby Baa abo Oe

8Lb2 3Lb2 aLb2 3Lb2 %2_

day aby Baa Obs de

Proposition 2.2.5.

~

IF(n,,6,(1 - )Fy +e6,.) = (X [S53)7X) " X' [TV

b b ’
otV =1{0,0,.,0,—1,a; + ——, a5 + ——,0,0,..,0) .
e + 1 T + 2

Ainsi, la fonction d’influence est bornée pour tout n, et donc, TEDQM de 8

est robuste au sens de Hampel.

Preuve : D’abord, nous démontrons que

( dL,, 0L, 0L, aLm)
day ' Ob; ' Bay @ Oby 0
_ 2(3 Ay 0 ) d ) ) ) )

A, —AU—A, —AU—A, =—AU—A)|-
8&1 aal ’ 8a1 U861 ’ 6@1 U8a2 ’8@1 61)2 )l =
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ou on pose U = [5(A)]”". Les calculs sont similaires pour les trois autres

vecteurs-lignes de la matrice de (2.2.3).

0Ly, = 8@ || & o | o o]
¢ da, da; [aal (& UA)J Bal [aal (A Jelits A Uaal (&)
02 0 0 7, %, 0%
= (A WA + B_al(A )Ua—al(A) Pan (A )U%;(A) + A Ua_a%(A)'
Comme Al|,_q = 0, on obtient
0L, N PN
aal |E:0 N 2801 (A )U8a1 (A)|6:0'
ot = & [ (A WA+ AUL(D)]
a2 a , ... 0 a , .. 19,
: 2
A .
T A m

Ainsi, & ab Lo = 252 (A')U%(A)IEZO :

day

e De la méme fagon, on obtient

oL 0 .., 0

2 = 2 (AW —(A)|—
3&2 3&1 U@ag( )l =0 ek
OLa, 8 .8

=) Q==
8b2 80,1
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Sous forme matricielle, on peut écrire ainsi la matrice de (2.2.3) comme

(B AWED) GHAWFA) o F @)\
| wmOWE®) FAWHD) - AW ]
T 2@WEQ) ZAWEQA) .. ZAWULQ) -
75 (AW (&) (AW (A) o (AR
=R
a5 (&)
= 1 2 a0 U(a%( 621 ),%(A,%(/—\)) [e=0
L\ 25;(A) -

On montre facilement que

daq (Al)l*-':O . —(szpfa ---,pl_l)’
a 4 * sk * * ’
Ay (A )|E=0 = _(po’p1/2’p2/37 "'7pw—1/w)
6 7 3 % % ’
(A )|E=0 = —(07p07p17 ---7Pw_2)
Bag
a , . . . . ;
(A )’E=0 = _(Oap0/27p1/3’"'7pw—2/w) 2
Ob,

; 11—l
La matrice se réduit ainsi & % [X ISP ]

i ) 8Ly, 8Ly, OL,, OLy, s
Il reste a calculer maintenant ( s 321, e 322) le=0:

e a1

% = L [2 (A WA+ AU (D)

> o o 8 0 s 0
= S BWA+ 5-(AYU o (8) + o (MU (8
—
+ ()5 ().

2 (AW E(A)]e=o-

; .. 8L
ay) 98
I vient ainsi —t|e—o = 25.-



40

e De la méme facon, on obtient

aLbl . 0 ’ 0
65 I5=0 - 251)1 (A )UBE (A)|5=0
L, . , . B
5 =0 = Za—@(A)UBE(AHs:o
O _ 40
e |E=0 - 2662 (A )Ua&_ (A)IE=0'

I3

), —(az + 5225),0,0,..,0) .

Et, %(A)I|E:0 = (07 0,.,0,1,—(a1 + nf-ll-l

.+ 8La; 8Ly OLay OLpy\t|
AlnSI’( 8 ' Be ' Be V Be )lz—::[)—

i

L b b
2X'U (0,0, 0, =1 e + B ey + 20,0, 0) :

Finalement, on a que

IF(n.,6,(1 - &)Fy +¢6,.) = (X' T3(2)X) " X'TiEV

b b
onV=1_00,.,0-1a 4+—— as+—=—0,0,.,0] ,
Ny + 1 Ny + 2

qui est une combinaison linéaire de V', un vecteur borné pour

n. € {0,1,2, ..., w}. O

2.2.2. La famille R,

Jusqu’ici, on a résolu le probleme d’estimation dans le cadre de la famille R,
tronquée. Si on suppose que notre échantillon est issu de la famille R, c’est &
dire si on laisse tendre w vers 'infini, la convergence en probabilité, la normalité
asymptotique et 'efficacité asymptotique de 6 restent valides. En pratique, on
peut fixer w = A, pourA > 0 et supposer que toute valeur de w supérieure & A est
abérrante et est rejetée. Dans ce cas, D'efficacité asymptotique de 0 ne tient plus

mais la convergence et la normalité asymptotique de # sont des propriétés encore
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valides. Il s’agira de choisir A assez grand pour avoir la plus grande efficacité

asymptotique possible de 6.

Un point fort de cette méthode réside dans la facilité de sa mise en oeuvre.
Cependant, la taille de ’échantillon considéré doit étre assez grande, ce qui peut
se justifier dans certains domaines comme ’actuariat comme nous le verrons
au chapitre 4. Pour ce qui est du procédé itératif, il apparait que, souvent,
quelques itérations suffisent & la convergence de la méthode, pourvu que la taille
de I’échantillon soit assez grande ( voir Luong et Doray (1996), Doray et Luong

(1995, 1997) ).

2.3. LES FAMILLES R TRONQUEE ET Ry

Nous présentons le probléeme d’estimation dans le cadre général des familles
Ry tronquée et Ry, pour un k fixé. Certaines difficultés rencontrées sont
discutées. On commence d’abord par la famille R, tronquée, définie comme

suit :

DEFINITION 2.3.1. Soit N, une variable aléatoire discréte, prenant ses
valeurs dans 0, 1, ..., w. N appartient a la famille tronquée de Sundt d’ordre k
fini, si elle satisfait I’équation récursive suivante :

P = Z(ai +

i=1

E)p;_i, k 2 1, p*—l — e = pt(k}—l) = 0, n = 1, .w(231)

ot (ay,ag,...,ax)" et (by,ba,...,b) sont tels que (2.8.1) définit une fonction de

probabilité valide.
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Soit un échantillon n1, ns, ..., n,. On est intéressé par 'estimation des
parametres de § = ( ay, by, ...., ax, b)’. Dans le cadre général, on peut dériver un
modele de régression linéaire en 6

k

ig b
b, = Z(G"L s

)Py + En Bhy = o = Pryy = 0,0 = 1,2,3..0.(2.3.2)
i=1

On pose ¥ = (D", 02", . D),

Do Do 0 0 0 0 . §s 0 0 0 0

/B g B0 0 0 0 0 0

o B e Bl s B

Dy 3 D1 3 Dy T 0 0 0 0

T B

IZ S S S S o U 0 0 0
X - Ak ﬁ* Bk

~x Pp_a % k=3 A% Py_q ~x o

P2 31 Pr-3 1 Pe-a 1 - - - Py k-1 0 0

Ak Pr_q A Pra  ax Dr_3 ~x P ~x Py

Pr1 % P2 T Pr-s P P % Py %

P Pr_1 s j2 7

S k ~x - Sk - Sk 2 o~ 1

Py w31 Pe—v %1 Pe—2 o o- - - D2 pas) P ra

~x Pr_1 s P2 o~k Dol d ~ sk ﬁ;—k+1 A% Doyt

Py w Py—2 w Pry—3 w < - - Puw—kn1 w Puv—tk w }

E=(£1,69, .y Ew) -

Sous forme matricielle, le modele (2.3.2) s'écrit comme ¥ = X0+ =. Siw > k,

la matrice X est de plein rang avec probabilité 1, si m — oo, et elle tend en

~

probabilité vers son homologue théorique, dénoté X. Aussi, E(X) = X.
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Nous définissons ’espace des parametres ainsi:

w
8 = {(al,Bly.qya5by) € B*:0<p? <1,5=0,1,2,...,w,y p; =1}
i=0
Les propositions (2.2.2) & (2.2.5) se généralisent. Du fait que I'écriture est

plus lourde en supposant un & quelconque, nous avons opté pour la clarté en

démontrant les résultats dans le cas ou k& = 2.

Posons 34(Z), la matrice de variance-covariance des termes d’erreur.
Définissons =) = L y%(Z2), ce que ’on peut faire car nous travaillons avec des
[ m 40 s

proportions binomiales.

DEFINITION 2.3.2. L’EDQM de 0, 8 = (a1, by, as, by, ..., ag, by)' minimise

Vezpression = [Y5(Z)] ™ 2.

On obtient

-~ ~ *’_‘_1,.—1.\ e
b = (X'[oEIX) X[ZE)Y.
Encore une fois, comme > ;(=) est une matrice constante qui est fonction des

parametres inconnus, un procédé itératif est nécessaire.

2.3.1. La matrice de variance-covariance

Les résultats de la section (2.3) supposent que la forme de la matrice de
variance-covariance est connue pour un k£ quelconque. Nous avons réalisé la
difficulté a faire ressortir une forme générale pour les termes de Y »(Z). En fait,

pour déterminer la forme de la matrice de variance-covariance pour la famille
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de Sundt d’ordre k, on peut se servir de la forme de la matrice de variance-
covariance pour la famille de Sundt d’ordre £ — 1. Pour illustrer cela, nous

présentons ’exemple suivant.

EXEMPLE 2.3.1. Situons-nous dans la famille de Sundt d’ordre 3. On est
intéressé par le calcul de la variance de €1, de €9 et de 3. Les variances de €
et €9 dans la famille R3 demeurent les mémes que celles trouvées pour la famille
Ra dans la proposition (2.2.2). Pour €3, on a

* b * b * b *
€3 = py—(a+ gl)pz — (ag + 32)]3’1 — (a3 + 33)170-

Et done

b b b
Var(es) = Var [pg — (a1 + El)p; — (a2 + é)p{} +Var l(ag + g%)pS]

b . b, . Bow 4 W
- e+ 20000 [ - (ou 4 0 - (an + o).

On peut maintenant se sevir des expressions pour la variance de la proposition

(2.2.2) pour calculer les deux termes de variance.

On pourrait se contenter de 'estimateur qui ne tient pas compte de la matrice
25(E):

b = (%) XY,
mais 'efficacité asymptotique de cet estimateur sera inférieure & celui qui prend
en considération la structure de > 5(Z). On pourrait aussi se contenter d’une
matrice approximative ou l’on tient compte des termes de la diagonale. Une
fois encore, la convergence en probabilité de I'estimateur obtenu tient mais son
efficacité sera inférieure a celui qui utilise toute I'information & notre disposition,

sur les dépendances des résidus du modéle.
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2.3.2. La famille R,

La discussion est similaire & celle de la section (2.2.2), et donc nous référons

a cette section pour les résultats qui restent valides pour le cas non-tronqué.



CHAPITRE 3

TESTS D’HYPOTHESES

Au chapitre 2, nous avons présenté une méthode d’estimation qui s’avére étre
une excellente alternative aux méthodes usuelles. Huard (1996) a travaillé sur
des tests de discrimination entre la loi de poisson et les autres éléments de la

famille de Panjer.

Dans un premier temps, nous élargissons le contexte de sa recherche en
supposant que 1’échantillon observé provient de la famille R,. Nous testons
I’hypothése nulle qui stipule que les observations sont issues d’une loi de poisson.
On traite les cas ou le parameétre est connu et celui, plus habituel, ol il faut
Pestimer. Dans le cas ot on conclut, & un certain niveau de confiance, que la loi
de Poisson n’est pas appropriée pour modéliser les données, nous proposons de
tester ’hypotheése nulle qui stipule que les données observées proviennent d’un
autre membre de la famille de Panjer. Et si on rejette encore cette derniére
hypothese, on peut tester si I’échantillon observé provient d’'un membre de la
famille de Schroter. L’idée derriére cette série de tests réside dans le fait que
la loi de poisson est incluse dans la famille de Panjer elle-méme incluse dans la

famille de Schréter qui, elle, est incluse dans la famille R,. Remarquons que ’on
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peut aussi effectuer I'un des tests, au choix, mais le fait que 'on ait une telle
construction pour nos familles imbriquées, permet d’aborder de facon élégante le

probléme des tests d’hypotheses.

Dans un second temps, en nous situant dans la famille R, ou k& est un entier
non-nul fini et spécifié, nous testons ’hypothése nulle selon laquelle I’échantillon
observé est issu de la famille R;, ol [ est un entier non-nul strictement inférieur

aketl>1.

3.1. TESTS D’'HYPOTHESES DANS LA FAMILLE Rs

Dans cette section, nous supposons que l’échantillon observé ni, ng, ..., n;,
provient de la famille R,. Cette famille, nous 'avons vu au chapitre 2, suggere

la représentation suivante:
2 b,
~ 12 ~ ~
Pn = Z(az + E)pn—z + En, P-1 =0,
=1

ol . = %, fn dénote la fréquence des observations dans I’échantillon prenant la
valeur n, €, est la variable aléatoire des erreurs et m est la taille de ’échantillon.
Soit V = (P1, Pa, ---, Pw)' o1t w est une valeur fixée; lorsque la taille de ’échantillon
tend vers I'infini, ces fréquences sont non-nulles avec probabilité 1. Soit aussi

Lilnelj,j+1)],7=0,1,2,...,w, définie & la section 2.2. On peut écrire

¥ = (afm fofms fufm) = ([ dF, [ dFoy e | dFm>l’

ou F,, est la fonction de répartition empirique de I’échantillon observé.
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Asymptotiquement, on sait que
Ji, dFy J1, dFp 0 0

JndFy 30 dFy [ dFy L[ dFy

EM)=X0 = | [,dF L[, dFy [, dF, 1[.dF, |6,

fIw—l dFe %flw—l dFe fIw—2 ng %flw—:z dFG

ou Fj est la fonction de répartition théorique.

Considérons la mesure de distance suivante, entre F}, et Fy, traitée par Luong

et Thompson (1987):

~

d(Fu Fr) = (V- X6 [So@]™ (7 - X0).

Une telle mesure de distance a été utilisée par Doray et Luong (1995), Huard

(1996).

Tout au long de ce chapitre, nous utilisons le théoreme suivant qui concerne
la distribution d’une forme quadratique. Pour une discussion de ce dernier, nous

renvoyons a Moore (1977).

THEOREME 3.1.0.1. Supposons que Y ~ N,(0,37) et soit C une matrice
symétrique définie positive de dimension (pxp). Si 3 C est idempotente et si
trace(Y C) = v, alors la forme quadratique Y' CY suit une loi x2. Si on

remplace C par C’, un estimateur convergent de C, alors Yy 5 2.
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3.1.1. Test d’hypothése pour Hy : ay = 0,b; = big,a = 0,0, =0

Nous testons ici I'hypothése nulle selon laquelle les données proviennent d’une

loi de poisson de moyenne byy positive connue. Soit 6y = (0, byg, 0, O)'. Pour ce

faire, considérons

d(Fm, Fos) = (Y — X60)' [Zg,(2)] 7 (V — X60)

= m(Y —X6) [£5,(D)] (¥ - X0p).

Sous Hy, nous avons /m(Y — X6) 5 N(0,3>7),
ou 3t = mVa’r(Y — X60y) = mVar(E) = 33,

—
D'ou, 7] [ZZO(E)] = I, est une matrice idempotente dont la trace est

égale & w. Par le théoreme (3.1.0.1), il suit que d(Fpn, Fy,) = X2

Remarquons que d(F,,, Fy,) dépend de X qui est inconnue. On utilise un
estimateur convergent de X et comme d(F,, Fy,) % d(Fn, Fp,), ot d(Fp, Fy,)

est la distance calculée en remplacant X par X, il découle que d(F,,, Fy,) 5 X2

Le test consiste donc a rejeter Hy au niveau approximatif (1-«) si

J(FWHF@O) > X%u;l—a

oll X3,.,_, est le quantile d’une loi x2 d’ordre (1 — ).
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3.1.2. Test d’hypotheése pour Hy : a; =0,a3 =0,b, =0

Dans un contexte pratique, les vraies valeurs des paramétres sont
habituellement inconnues. Il faut donc les estimer. Nous testons alors I’hypothése

nulle selon laquelle les données proviennent d’'une loi de poisson de moyenne

inconnue b;.

Posons 8 = (0, by, 0, 0)', TEDQM de 6 calculé en posant au départ
a1 = az = by = 0. Ajoutons que b; doit étre un nombre positif, de fagon a avoir

une fonction de probabilité valide.

Soit 'expression de distance suivante :

d(Fn, Fy) = (¥ - X0) [£5E)]™ (7 - X0)

~

= m(Y - x0) [£3)] (¥ - x0).

Sous Hy, vm(Y — X6) 5 N(0,53), ot

>y = mVar(Y — X6)
= mVar(f/ - X (2)51) , et X@ est la seconde colonne de X.

On trouve

Y3 = mVar (ff {5 [X@)l [EE(

[1]
—
A
=
n
=,
I
=
i)
} s |
i)
D ¥
Py
[1]
S
—_
e
~
N

= ([I _ x® [ X® [g3E)]” X (2>]_1X @ [ZZ-(E)]_I] Y)
- [ e

x [I - =)
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D’ oi
3 [Z3E)]T = [I—X(2) [X(Q)' [z;(a)]‘lx(”]_lx(?)’ [z;-(z)]_l}
S lI _ x® [Xm)' =)™ X(z)]"1 @ [ZZ(E)]_l]

— T_x® [X@)' [Et(:‘)]_l X(z)] ey [Et(:)]*l
(2 5(2 ,
qui est une une matrice idempotente avec trace

. (Z; [ZZ(E)}_l) . lI _ x(@ [X(2)’ [EZ(E)]_l X(2)] . x @ [ZZ(E)]T]

=w—tr(f}) =w— 1.

2

+_1- Le test consiste donc a rejeter Hy

On conclut ainsi que d(F,,, Fj) 5 s

au niveau approximatif (1-«) si
J(FTTHFé) e X12u—1;1—a ? ol

X% —1:1—a €St le quantile d'une loi x2_, d’ordre (1—a), et d(Fy,, Fj) est la distance

calculée en utilisant X.
3.1.3. Test d’hypothése pour Hy : a; = 0,a5,, =0,b =0

Une autre approche pour tester si I’échantillon provient d’une loi Poisson

consiste a utiliser la distribution asymptotique de 6. En effet, nous savons que
~ g , -1 -1
Jmb 5w (o, (X [3(E)] X) .

Soit (X’ [25(5)]_1)()_1 [4,7], 7 = 1,3,4, le j*™ élément de la diagonale de la

, 1 -1
matrice (X [Z(E)] 7 X ) . On peut calculer les trois intervalles de confiance
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de niveau approximatif (1-a) suivants:

a € <&1:I:zl_a/2\/ (X' =5 x)” [1,1]),

ay; € (&2 + zl_a/Q\/(X’ [Eé(g)]—l X)—l 3, 3]) et

A , —p | 1
by € (bg S zl_a/Q\/ (X @ X)) I4 4])
oll 21_q/2 est le quantile d’ordre (1 — «/2) d’une loi N(0,1).

Il est bien connu (voir Seber (1977), p.125) que le niveau de confiance
simultané n'est pas de (1 — «). Nous utiliserons ici 'approche de Bonferroni
pour avoir un niveau de confiance global prés de (1 — @). On veut déterminer les

intervalles de confiance pour aq, as et bs.

Nous pouvons utiliser un niveau de confiance individuel de /3 de facon a

avoir un niveau de confiance global (1 — «) approximativement.

Les trois intervalles corrigés sont:

- (a1 £ 21 (X [S6E X)L 1]) ,

a; € (d2 + zl_a/ﬁ\/(X’ [25(5)]—1 X)—l [3,3]> et

n ) e 1
by € (bQizl_a/ﬁ\/(X [>5(2)] lx) 4, 4])
oll z1_q/6 est le quantile d’ordre (1 — «/6) d’une loi N(0,1).

Si 0 appartient aux trois intervalles ci-haut, on pourra conclure, avec un
niveau de confiance approximatif de (1 — «) que les données proviennent bien

d’une loi de Poisson.
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3.1.4. Test d’hypotheése pour Hy : a; =0,by =0

On veut tester ’hypothése nulle selon laquelle I’échantillon observé est issu

de la famille de Panjer. On suppose que a; et b; sont des parameétres inconnus.
Soit 6 = (@, b1,0,0), 'TEDQM de 6 obtenu en posant a; = by = 0 au départ.

On considére la distance

d(Fm, F5) = (V= X0) [Z(3)] 1 (Y — X8)

Sous Hy, vm(Y — X8) 5 N(0,%3), o

i = mVar(Y — X6)
= mVar (1} — X(1,2)(dl’51)’) et
X2 est la matrice formée des deux premieres colonnes de X.
On calcule
Y = mVar (ff _ x2) [X(lﬂ)’ [S3E) x® 2)] b ya2y HENS Y)

= mVar ([1- X098 [x0 [g3E@)] X04] ™ X0 (23] ¥)

- [I x(1,2) [X(l ,2)! [Z (E)] 1 x(1, 2)] X(l,?)’ [EE(E)]_I

]
D F
ul

x 1= IS5 X0 [x0 (@) x08) 7 x0).

[ S
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Ainsi,

[1]
(1]

SHSENT = [1- X0 X0 [myaE) 7 x0H] T x0 [myE) |

X [I - x12) [X(l,z)' [E;(E)]‘l X(1,2)]‘1 x (1.2 [Z;(E)]‘l}

-1

= 1— X0 [x0 5] X097 X0 (=)

qui est une une matrice idempotente dont la trace est égale a w — 2.

On a ainsi d(Fy,, Fp) = X2 _5. On rejette donc Hy au niveau de confiance

approximatif (1-«) si
d(me FB_) > Xi-—-2;1—-a,

ott X2_5,_o est le quantile d’une loi x2_, d’ordre (1 — ), et d(Fy,, Fy) est la
distance calculée en utilisant X. On pourrait aussi utiliser 'approche présentée

a la section 3.1.3.

3.1.5. Test d’hypotheése pour Hj; : a; =0,

Si on rejette les hypoteses nulles testées précédemment, on peut vouloir tester
si notre échantillon provient de la famille de Schroter. Soient g = (G4, 51,0, 52)'

EDQM de # que 'on obtient en posant a; = 0 et la distance

~

d(Fm, Fy) = (¥ - X0)[S5(2)]7" (¥ - X0)

1 .~

= m(Y - X0) [$3E)] (V- X0).
Sous Hy, /m(Y — X6) 5 N(0,T%), ot

v = mVar(Y — X6).



35

On obtient

s [5emy] 7t (1,2,4) | v (1,24) [sxm] 7t v (1.2,4) = (1,2,4) [ (=]t
i [DiE)] T = - x020 | x0) [maE)| T x| X2 ()

. . . S e
ot X124 est la matrice X sans sa troisieme colonne. La matrice ¥} [Zg(:)]

est idempotente et la trace est égale a w — 3.

Il vient que d(Fp,, Fj) 5 42 .. Le test consiste donc & rejeter Hy au niveau

approximatif (1-a) si
CZ(FTHJ Fe) > quu—S;l—cw

oll X2 3, . est le quantile d’une loi x%_; d’ordre (1 — ). Une autre approche
permet de construire un test basé sur la distribution asymptotique de as. On
testera 'hypotese Hy : a; = 0 au niveau approximatif a. On rejetera cette

derniére au niveau de confiance approximatif (1-a) lorsque

|Gig | /\/ (X' [29(5)]‘1)()‘1 [3,3] > z1_g/2,0U

(B X )_1 [3, 3] est le troisieme élément de la diagonale de la matrice

(X (=30 X)_l et 21_o/2 le quantile d’ordre (1 — a/2) d’une loi N(0,1).

3.2. TESTS D’HYPOTHESE DANS R

Nous supposons dans cette section que notre échantillon observé nq, ns, ..., Ny

provient de la famille R. Cette famille suggere la représentation suivante:

k
b, . . . .
Pn = D (ai+ ﬁ)pn_i +€n, Por=P2=..=P_(4-1) =0

i=1
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Semblablement & la démarche de la section 3.1, nous en venons & considérer la

mesure de distance suivante entre F), et Fj:

d(Frm, Fp) = (Y —X0)'[Se(E)] (¥ — X0)

= m(Y - X8) [Z5(8)]7 (¥ — X6), ou

0 = (a1, b1, az, by, ..., ax, b)'. Nous désirons tester ’hypotheése nulle stipulant que
les données proviennent de la famille R;, ot I < k et [ est un entier non nul. Soit
Hy = (ay,b1,a9,ba,...;a1, b, 0101 = 0,...,a; = 0,by = 0), ou les parametres de

I’hypothese nulle sont inconnus.

Soient 6 = (&1,51,&2,52, ey @, 01,0, 0, ..0)"; I EDQM de 6 obtenu en posant

Gj11 = by = ... = ap = by = 0 au départ et

d(Fm, Fp) = (Y = X0)[S3()] (Y - X0)

= m(Y - X0) [£33)] " (v - x0).
Sous Hy, vm(Y — X0) 5 N(0,%2), on

Y = mVar(Y — X6).

= mVar()ﬂf - X(1’2""’2’_1’2”(a1, Bis ol bl)’),

olt X 12212 et 13 matrice formée des 2/ premieres colonnes de X. Pour
alléger

’écriture, convenons de poser X (122120 — X (@) 1] résulte

-1

5 [Z;—(E)] _ J_x@ [X(m) [ZE(E)]*IX(Q’)]A @) [Zf(E)]

qui est une matrice idempotente de trace égale a w — [.
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Ainsi, d(F,,, Fj) A x2_;. Le test consiste donc & rejeter Hy au niveau appro-

ximatif (1-«) si
Cz(anFé) > Xfu—l;l—w

oll X2_;.1_, est le quantile d’une loi x2_; d’ordre (1 — ) et d(Fyy, F) est telle

que définie tout au long de ce chapitre.

3.3. DISCUSSION

Tout d’abord, nous avons supposé implicitement que les estimateurs obtenus
pour mettre en oeuvre les tests présentés dans ce chapitre appartiennent a 1'espace
paramétrique. Par exemple, pour les tests qui concernent la loi de poisson, nous
imposons a Vestimateur de b; d’ étre un nombre réel strictement positif. Dans le
cadre général de la famille Ry, nous devons vérifier que les probabilités estimées,

en utilisant les valeurs des parameétres estimés, sont comprises entre 0 et 1.

Le choix de la valeur de w est arbitraire lorsqu’on tronque le domaine infini de
notre variable aléatoire. Il faut donc tenter d’utiliser le maximum d’information &
notre disposition pour faire ce choix. On devrait prendre le plus grand w possible

pour des fins d’efficacité de I'estimateur.

On a vu que les diverses statistiques des tests présentés dans ce chapitre
convergent en loi vers une variable aléatoire x?. Dans un travail ultérieur, il
faudrait faire des simulations pour voir comment se comporte le niveau du test,
par exemple en fonction de la taille de l’échantillon ou encore des valeurs des
parametres. On pourrait aussi étudier, par simulation, la puissance des tests

développés en choisissant des hypothéses alternatives appropriées.
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Aussi, dans le cadre des tests qui supposent Ry comme famille de référence,
on a obtenu la représentation compléte de la matrice de la variance-covariance.
Mais, si on veut utiliser les résultats de la section (3.2) ou k peut &tre supérieur
a 2, on doit trouver la forme explicite de la matrice de variance-covariance ou
utiliser un estimateur convergent de la matrice de variance-covariance comme
a la section (2.2.2). Dans un travail subséquent, il faudrait étudier 1’effet de

l'utilisation de cette estimation sur les tests.



CHAPITRE 4

UN EXEMPLE NUMERIQUE

A lasection (4.1), nous illustrons, 4 ’aide d’un exemple, les méthodes développées
dans ce mémoire. A la section (4.2), nous discutons certaines difficultés

rencontrées en pratique et nous concluons le mémoire.

4.1. EXEMPLE

Nous considérons la loi obtenue en tronquant la convolution d’une loi de
poisson avec A = 2 et d’une loi binomiale négative, avec s = 2 et ¢ = 2. Cette
convolution, nous I’avons vu au chapitre 1, appartient a la famille de Schroter.
Le domaine de la loi tronquée est I'ensemble {0,1,2,...,8}. Pour obtenir les
probabilités de la loi tronquée, pj, pi, ..., p§, nous multiplions les probabilités de
la loi non-tronquée, po, p1, -.., Ps, par (Xo_,pn) " . Les probabilités théoriques
de la loi tronquée sont présentés au tableau (4.1). La méthode de la fonction de
répartition est utilisée pour générer I’échantillon qui va servir pour la suite. Le
programme S-Plus écrit & cette fin est présenté a ’appendice B. La taille de notre
échantillon est de 15 000. Cette taille est tres raisonnable dans le contexte de

Pactuariat ol la variable N représente le nombre d’accidents des assurés d'une
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compagnie d’assurance, durant une cetaine période. On peut citer les travaux
de Lemaire (1985) qui a étudié un portefeuille de 106 965 assurés pour étudier
le phénomene décrit ci-haut. Les fréquences observées, pour ’échantillon utilisé

pour la suite, sont présentées au tableau (4.1).

Considérons le modele de régression suivant:
Ak . bl Ak b2 A% Ak _
B = (m+ g+ Pt Py =0,n=123.8

Sous forme matricielle, le modele s’écrit:

~ A~

Y = X0+5Z,

ou
¥ = (0.0657,0.1127,0.1486,0.1605,0.1571, 0.1315,0.1153, 0.0901) ,
0.0186 0.0186 0
0.0657 0.0329 0.0093
0.1127 0.0376 0.0219
: 0.1486 0.0372 0.0282
0.1605 0.0321 0.0297
0.1571 0.0262 0.0267
0.1315 0.0188 0.0224
\ 0.1153 0.0144 0.0164 )

0 = (al, bl, b2)’.

Nous calculons d’abord une premiére valeur de # en posant > 5 = Is. On obtient
6 = (0.5561,2.6469, —0.6766) . Avec cette valeur de 6, on peut évaluer

numériquement > 4. Les programmes S-Plus qui font ce calcul sont présentés a
I’appendice B. Avec cette matrice 2'9', on peut calculer une seconde valeur pour
6. On répete le procédé itératif jusqu’a obtenir la précision désirée pour les trois
valeurs. Dans notre example, on a obtenu la convergence des trois valeurs, avec

une précision de 4 chiffres apres le point décimal, apres 5 itérations.
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La solution finale est § = (0.6411, 2.6235, —1.1267)’, et la matrice de variance-

covariance estimée des parametres est:

Var(f) = 0.0021  0.0012 —0.0135

0.0041  0.0021 —0.0258
—0.0258 —0.0135 0.1607

Pour voir si le parametre by est significatif dans le modele, on calcule

Pintervalle de confiance au niveau de approximatif de 95%. On obtient:
by € (—1.7858, —0.4675).

On conclut donc, au niveau de confiance approximatif de 95%, que le parameétre

b, est significativement différent de 0.

On peut maintenant utiliser les résultats de la section (3.1.5) pour tester la
qualité de I'ajustement en calculant la distance présentée. Dans notre exemple,
on obtient d(Fis00, Fj) = 6.0114. Comme 6.0114 < Xt0.95 = 11.07, on conclut
que la famille considérée dans cette illustration est appropriée pour modéliser cet

échantillon. Au tableau (4.1), on présente les fréquences estimées par le modele.

n || Probabilités théoriges | Fréquences observées | Fréquences estimées
de la loi tronquée de I’échantillon par le modele
0 0.0191 279 299
1 0.0636 986 911
. 0.1145 1691 1769
> -0.1499 2229 2192
4 0.1616 2408 2415
ot 0.1540 2357 2304
6 0.1352 1973 2090
T 0.1123 1730 1625
8 ~0.0898 1350 1398

TABLEAU 4.1. Reésultats de la simulation
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4.2. DISCUSSION ET CONCLUSION

L’exemple de la section (4.1) fait ressortir la simplicité de la mise en

oeuvre pratique de la méthode d’estimation présentée au chapitre 2. On obtient la
convergence du procédé itératif apreés 5 itérations, ce qui est arrivé fréquemment
dans d’autres applications. Cependant, il faut souligner que, dans certains cas,
le procédé itératif ne converge pas. On a remarqué qu’en pratique, s’il y a
convergence du procédé itératif, celle-ci a lieu en moins de 10 itérations. Aussi,
les variances estimées des estimateurs aq, 131 et 32 sont toutes les trois

positives. Mais, en pratique, des cas sont survenus ot une ou plusieurs des varian-
ces estimées étaient négatives. On rencontre cette situation dans d’autre domai-
nes, comme en théorie du sondage, par exemple. L’ élaboration d’ estimateurs &

variance non négative est un probléme qui mérite une attention particuliere.

Dans ce mémoire, nous avons présenté une méthode d’estimation qui s’avére
étre une alternative intéressante a la méthode du maximum de vraisemblance,
qui est difficile & mettre en oeuvre dans le contexte de la famille de Sundt. Les
propriétés asymptotiques permettent d’obtenir des résultats fiables, en présence
d’échantillons de grande taille. Nous avons tout de méme fait ressortir certaines
difficultés d’ordre pratique. Au chapitre 3, des tests d’hypothéses ont été
proposés et il faudrait étudier, au moyen de simulations, les comportements pra-
tiques de ces tests. Finalement, la méthode de distance quadratique minimale
permet un traitement unifié du probléme de I’estimation et du probléme des tests
d’hypotheses. Des travaux de recherche se poursuivent pour généraliser les méthodes

de ce mémoire a d’autres familles définies de fagon récursive.
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APPENDICE A

PREUVE DE LA PROPOSITION (2.2.1)

Comme g} = %, que fx suit une loi binomiale(m, p;,) et que (f7, f7), ¢ # 7,

suit une loi trinomiale (m, p}, p;), nous obtenons les résultats suivants:
e D’abord, pour n=1,2,3,...,w, on a:
E(en) = Blp;, — Ty (ai + 3)pr_] =

Pn — E?:l(a'i + %)pn—i = 07 n= ]-7 2737 ey W.

oVar(er) = Varlp; — (a1 + %L)ﬁS] =

Var(p}) + (a1 + §)?Var(p;) - 2(a1 + §)Cov(p}, 55) =

={p1( = p5) + (a1 + 8)205(1 — pp) + 2(ax + §)pips} =

L gt — ()2 + (on + B — ) + 2(p1)7) = L {28 Lt ithiniy

{55+ (p1) %}
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e Pour n =2,3,4,...,w, on a:

Var(en) = Var[ph — (a1 + 2)ph_, — (a2 + B)py 5] =

{pr (1= p;) + (a1 + B)%ph_ (1 = ph1) + (a2 + 2)2p5_,(1— D)

+2(ay + B)phpn 1 + 2(ag + B)phph 5 — 2(ar + &) (a2 + B)p} 10} 5 =

wdph = @Wh)? + (o1 + ) {pp — (@2 + B)ph_5)(1 — Pi-y)

+(a2+2)[ph— (a1 +2)p5 1 ](1—p—o) +2(p5)* —2(a1 + 8 ) (a2 + B)ps, 11,0} =
Avn — (01)% + palla + B) + (a2 + B)] = (9},)°

—(a1 + B)(ag + B)[p}_1 + 05 o] +2(0})°} =

#{p;[l + Z§=1 Cjn) — (Pr_1 + Pr2) H32'=1 Cinl}-

oCou(er, &9) =

Cov[p} — (a1 + 2)p3, P3 — (a1 + 3)B% — (a2 + B)P3] =

A {—pips— (a1 +% )Pt (1—pb)+ (a2 + 2 )pipt+H(an +4 )pips— (a1 +5) (a1 + )i p}
+(a; + le)(ag =t %)pé(l -pp)} =

L{—p5 + (a2 + )p5 + (a1 + 2)p} — (a1 + 2)(a1 + Y)pi} =

={c11p5 — crapi[l + e}
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e Pour n=2,3,4,...,w—1, on a:

Cov(en, €nt1) =

Cov[p}, — (a1 )pn  —(aa+ %)ﬁ;—mﬁzH (a1 + n+1 )Py — (a2 + n+1)P;—1] =
w{=phph — [P — (a2 + )P ] (1 — p}) + (a2 + JZ5)phph o+

(a1 + B)pi_ 151 — (a1 + 2) (a1 + 25)05 105+

(a1 + B)[Phr — (@ + 235)pi] (1 — piy)
+(a2+%f‘)p:z—2p;+1‘“(a2+%)(al+n+1)pn 9Dn— (a2+%)(a2+n+1)p;_2p2_1} =
= = ={ay + n+1)Pn + P} 105, + (a1 + bﬁ)pZH — (a1 + %)p;-l-lp;;—l — (a1 + %)P:H
o+ 2 2)(ag + n+1)pn 1= (a2 + %)sz—2p2+1} =

{c1mPhi — CLp B[l + cial}.

oCouv(ey,e3) =
Cov[p} — (ar + %)%, D5 — (ar + )5 — (a2 + B)p5) =
w013 + (a1 + 3)pivs — [p5 — (a0 + B3] (1 - p})

+(a1 + B)pips — (a1 + 2) (e + B)pgps — (an + &) (a2 + B)pypi} = — 224,
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ePour n =2,3,4,...,w— 2, on a:

Cov(en, Eny2) =

Cov[p}, — (a1 +B)ph_1 — (024 2)P} g, Py — (a1 + 25)80 11 — (a2 +:25)57] =
%{_p;p;-i-z + (a1 + nli|-2 )PnPr1 — [Phye — (01 + n%g)l’;ﬂ](l =p,)
+(a1+2)ph 1P yo — (01 + &) (a1 + n+2)p'n. 1Dy — (a1 +8)(an + n+2 oty

+(az+2)p;,_oph 1o — (a2 +2) (a1 4+ 25)P5_oPh 11 — (a2 2) (a2 + 25)ph 005} =

_ C2,n+2P7
e

e Pour £ > 3, on a:

Cov(er,ex) =

Cov[p} — (a1 + 3)B5, B — (a1 + §)Dh_y — (a2 + R)Bi o] =
{-pioi + pil(ar + B)pi_y + (a2 + B)p} o)

+(a1 + 2)pip; — (ar + B)phl(ar + )phy + (a2 + B)pi_s]} = 0.

e Pour 7 > 2, on a:

Cov(en, €ntj) =



Cov[p;, — (a1 + %)ﬁ:z—l
(a2 an n+J )p:+j—2] =

~{-piot, ;i +oLPhe; —

IR YL -
(a2 £l )pn 2:pn+g (CL]_ 53 n+j )pn+]

p* "p*
(a2 .|__7 )pn+j 2] (a2 "H‘] )pnpn—i—J 2 n+jtn
n

a z) ‘12 p 0.
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APPENDICE B

PROGRAMMES S-PLUS

e Le programme suivant génere des échantillons de la convolution présentée au

chapitre 4:

rconvolution < function(m) (On donne comme parametre la taille de I’échantillon)

{z + cumsum/(convolution);

v < matriz(nrow = n,ncol = 1);

for(iin I:n){a < runif(1);

for(jin 1: 9)(if a <z[j])

{v[i]«~ 7 — 1;break}}};as.vector(v)}.

e La fonction suivante permet de calculer la matrice de variance-covariance

des termes d’erreurs:

S1 + function(pl, p2,al, bl,b2)
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{c(P1%(1+(al+b1)), (al+b1)*p2—(al+b1/2)*plx(1+(al+bl)), —(b2/3)xpl,

0,0,0,0,0)}

S2 + function(p0, pl, p2, p3, al, b1, b2)

{c((al+b1)*p2—(al+bl/2)*pl*(1+(al+bl)), p2x (14 (al+b1/2)+(b2/2))—

(p1 — p0) * ((al + b1/2) * (b2/2)), (al + b1/2) * p3 — (al + b1/3) * p2x

(1 + (al + b1/2)), (b2/4) * p2,0,0,0,0)}

S3  function(pl, p2,p3, p4,al, bl, b2)

{e(—(62/3) = p1, (al + 01/2) * p3 — (al + b1/3) % p2 * (1 + (al + b1/2)), p3x

(14 (al +b1/3) + (b2/3)) — (p2 — p1) * ((al + b1/3)*

b2/3)), (al+b1/3)xpd—(al+b1/4)*p3*(1+(al+b1/3)), —(62/5)*p3,0,0,0)}

S4 « function(p2, p3, p4, p5,al, bl, b2)

{e(0, —(b2/4) * p2, (al + b1/3) * p4 — (al + b1/4) * p3* (1 + (al + b1/3)), p4x

(1+ (al +b1/4) + (62/4)) — (p3 — p2) * ((al + b1/4)x

(62/4)), (al4+b1/4) xp5b— (al+b1/5) *pd* (1+ (al+b1/4)), —(b2/6)xp4,0,0)}

S5 « function(p3, p4, p5, p6, al, bl, b2)

{c(0,0,—(b2/5) xp3, (al + b1 /4) x p5 — (al +b1/5) * pd* (1 + (al +b1/4)), p5*
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(1+ (al 4+ b1/5) + (b2/5)) — (p4 — p3) * ((al + b1/5)x

(62/5)), (@l +b1/5) *p6 — (al +b1/6) * p5* (1 + (al +b1/5)), —(b2/7) * p5,0)}

S6 «— function(p4, p5, p6, p7,al, bl, b2)

{c(0,0,0,-(b2/6)*p4, (al-+b1/5)*p6-(al+bl/6)*p5*(1+(al+bl/5)), p6*

(1+ (al + b1/6) + (62/6)) — (p5 — p4) * ((al + b1/6)

(62/6)), (al + b1/6) * p7 — (al + b1/7) * p6 x (1 + (al + b1/6)), —(b2/8) = p6)}

ST « function(pb, p6, p7,p8, al, bl, b2)

{¢(0,0,0,0,-(b2/7)*p5, (al+bl/6)*p7-(al+bl/7)*p6*(1+(al+b1/6)), p7*

(14 (al +01/7) + (b2/7)) — (p6 — p5) * ((al + b1/7)x

(b2/7)), (al +b1/7) * p& — (al + b1/8) * p7 * (1 + (al +b1/7)))}

Sigma < function(p0, pl, p2, p3, p4, p5, p6, p7,p8, al, bl, b2)

{rbind(S1(p1,p2,a1,b1,b2),52(p0,p1,p2,p3,al,b1,b2), S3(p1,p2,p3,p4,a1,b1,b2),

S4(p2,p3,p4,p5,al,bl,b2),S5(p3,p4,p5,p6,al,b1,b2),56(p4,p5,p6,p7,al,bl,b2),

S7(p5,p6,p7,p8,al,bl,b2),58(p5,p6,p7,p8,al,b1,b2))}

e Fonction principale:

RE «+ function(n)



{EFE « rconvolution(n);

70 «+ sum(EE == 0)/n;

rl < sum(EE == 1)/n;

r2 < sum(EE == 2)/n;

r3 < sum(EE == 3)/n;

rd + sum(EE == 4)/n;

rb « sum(EE == 5)/n;

r6 < sum(EE == 6)/n;

r7 < sum(EE == T)/n;

r8 < sum(EE == 8)/n;

Y « e(rl,r2,73,74,75,r6,r7,78);

21 + c(r0,rl,r2,r3,r4,r5,16,77);

22 4= ¢(r0,r1/2,r2/3,73/4,74/5,75/6,r8/7,r1/8);

z3 + ¢(0,71/2,72/3,73/4,r4/5,75/6,r6/7,r7/8);

X « chind(z1, 22, 23);

teta < solve(t(X)% * %X )% * %t(X)% * %Y;

74



pl « (X% * %osolve(t(X)% * %X)% * %t(X)% * %Y)[1,];

P2 — (X% * Y%osolve(t(X)% * %X )% * %t (X)% = %Y)[2,];

D3 < (X% * %osolve(t(X)% * %X)% * %ot (X)% * %Y)[3, ];

4 (X% * %solve(t(X)% * %X)% * %t(X)% = %Y)[4, ];

P5 — (X% * %solve(t(X)% * %X)% + %t(X)% + %Y)[5, ];

p6 < (X% * Y%osolve(t(X)% * %X )% * %ot (X)% * %Y)[6, ];

P7 (X% * %osolve(t(X)% * %X)% * %t(X)% * %Y)[7, ];

P8 « (X% * Yosolve(t(X)% * %X)% * %t(X)% * %Y)[8, ];

p0 1 — sum(X% * Y%solve(t(X)% * %X)% * %t(X)% = BY);

al « teta[l,];

bl + teta[2,];

b2 < teta|3, ];

S+ Sigma(p0, pl, p2, p3, p4, p5, p6, p7, p8, al, bl, b2);

u < solve(t(X)% * %osolve(S)% * %X)% * %ot (X)% * %osolve(S)% * XY;

m <+ 0;

while((abs(teta[l,] — u[l,]) > le — 06)|(abs(teta[2,] — u[2,]) > le — 06)]
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(abs(teta[l,] — u[l,]) > le — 06))

{m + m + 1;teta + u;

al + teta[l,];

bl + tetal2,];

b2 + teta[3,];

pl + (X% %solve(t(X)%* Yosolve(S) %ox %X ) %+ %ot(X) %ox Yosolve(S) %o %

Y){la];

P2 — (X% %solve(t(X)%* Yosolve(S) %ox %X ) %ox %t (X ) %o* Yosolve(S) %ox %

Y)[27 ]5

P3 < (X% %solve(t(X)%*%osolve(S) %o+ %X ) %+ %t (X ) %* Yosolve(S) %ox %

Y)[3,];

4 (X% %solve(t(X)%*%solve(S)%ox%X) % * %ot (X )%+ %osolve(S) %o+ %

Y)[4a ];

pb — (X %*%solve(t(X) %+ %osolve(S) %o %X) Tox Yot ( X ) %o * Tosolve(S) %ox %

Y)[57]5

6 «— (X %*%osolve(t(X)%* Yosolve(S)%ox %X ) %o+ Yot ( X) % * Yosolve(S) %ox %
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Y)[6,];

P7 (X %*%solve(t(X)%*%solve(S) %x %X ) % %ot(X)%* %osolve(S) %+ %

Y)[7a ];

P8 — (X %*%solve(t(X)%*%osolve(S)%ox%X) % * %t(X) % *Yosolve(S) %*%

Y)[8,];

S < Sigma(p0, pl, p2, p3, p4, p5, p6, p7, p8, al, bl, b2);

u +— solve(t(X)% * %osolve(S)% * %X)% * %ot(X)% * %osolve(S)% * %Y;

}; print(u); print(S);print(m); solve(t(X)%*%solve(S/n)%*%X) }
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