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SOMMAIRE

Les objectifs de ce travail sont tout d'abord, la construction d'une vaste classe
de tests pour l'hypothèse d'absence de liaison entre plusieurs vecteurs aléatoires
où chaque membre de la classe est une forme quadratique de la matrice d'as-
sociation. Après avoir obtenu les distributions asymptotiques conjointes de ces
statistiques de tests sous HQ et sous une suite de contre-hypothèses convergeant
vers HQ, et avoir examiné quelques cas particuliers faisant partie de la classe, on
procède à une étude de la performance des tests de la classe.

Pour étudier le comportement asymptotique des tests, on utilise la notion
d'efficacité asymptotique relative. On obtient des expressions analytiques de l'ef-
ficacité asymptotique relative pour certains cas particuliers de la classe. On pro-
pose ensuite une méthode pour obtenir des efficacités asymptotiques relatives de
façon numérique qui s'inspire de l'approche de Nyblom et Màkelàinen (1983).

Finalement, on conclut l'étude de la performance des tests en analysant les
niveaux et puissances expérimentaux obtenus à la suite d'une étude de Monte
Carlo.
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INTRODUCTION

Le problème de l'indépendance des différentes composantes d'un vecteur
constitue une partie importante de l'analyse multidimensionnelle. Outre l'inté-
ret purement théorique, le recours à cette théorie est très courant dans plusieurs
disciplines scientifiques, entre autre, dans le domaine des sciences sociales, éco-
nomiques ou encore biologiques. Dès qu'on s'intéresse à l'étude du lien pouvant
exister entre plusieurs groupes de variables, les mesures et les tests de liaison sont
des outils de choix pour répondre à nos interrogations.

Dans un premier temps, définissons le problème de façon plus formelle. On
considère un vecteur aléatoire de dimension p composé de K sous-vecteurs X =
Çx^ • • -x^'y où le sous-vecteur X^ est de dimension pi pour i = l,... ,K
et ZK=iPz = P, avec ^ = £-(^(0) et E,, = E(XW - ^}{X^ - ^)' pour
ij = l,... ,K où A' représente la transposée de la matrice A.

On se questionne à savoir s'il existe un lien entre les K sous-vecteurs de X.
On peut chercher à mesurer ce lien à l'aide de mesures d'association vectorielle.
De telles mesures existent en grand nombre dans la littérature, chacune ayant ses
caractéristiques propres. Comme par exemple, certaines d'entre elles sont fonc-
tion des corrélations canoniques; c'est le cas notamment des mesures d'Hotelling
(1936), de Cramer (1974), Roseboom (1965), Stewart et Love (1968), Coxhead
(1974), ShaflFer et Gillo (1974), Cramer et Nicewander (1979) ou encore Ramsey,
ten Berge et Styan (1984).

0



0

2

D'autres mesures sont plutôt basées sur le fait que deux vecteurs sont parfai-
tement carrelés si une transformation orthogonale permet de les faire coïncider,
c'est le cas des mesures d'Escoufier (1973) et de Stephens (1979).

Les mesures d'association vectorielle permettent de quantifier le degré de
liaison entre les K sous-vecteurs, mais c'est un test d'indépendance ou de non
association qui permettra de vérifier cette hypothèse. Plusieurs auteurs se sont
penchés sur cette question et un bon nombre d'approches ont été proposées.
Soulignons en passant que certains de ces tests sont des tests d'indépendance
alors que d'autres sont plutôt des tests d'absence de liaison ou de non association.
Faisons un bref survol de la littérature à ce sujet.

Mentionnons d'abord quelques tests paramétriques. Si X suit une loi multi-
normale, on peut utiliser le test d'indépendance bien connu, le test du rapport de
vraisemblance maximale qu'on peut retrouver, par exemple, dans le livre d'Ander-
son (1984). Toujours dans le cas de la multinormalité, en 1988, Lazraq et Cléroux
(1988) présentent des tests d'indépendance basés sur les corrélations canoniques,
sur la mesure de Stewart et Love (1968) et sur la mesure d'Escoufier (1973). Dans
un cadre plus général, si la distribution du vecteur X appartient à la famille de
distributions elliptiques, des tests basés sur les mesures de Stewart et Love(1968),
Escoufier (1973) et Cramer et Nicewander (1979) ont été présentés par Allaire et
Lepage (1990).

Ces tests d'absence de liaison sont essentiellement basés sur la matrice de

covariance S. Ainsi, lorsque X est de loi autre que la loi multinormale, la perfor-
mance des tests est affectée puisque comme on le sait, la matrice de covariance
n'est alors plus un outil aussi performant pour mesurer la liaison entre vecteurs.

Une alternative intéressante à l'utilisation de la matrice de covariance clas-

sique est d'utiliser la matrice de corrélation. C'est d'ailleurs ce qu'on fait El Maâche
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et Lepage (1998) qui ont dérivé des tests d'absence de liaison dans le cas où la
distribution du vecteur X appartient à la famille de distributions elliptiques pour
X = 2 sous-vecteurs.

Un alternative intéressante à la matrice de covariance classique est d'utiliser
la matrice d'association qui est composée des paramètres d'association, que l'on
définira de façon précise au chapitre l. Notons simplement pour le moment que ce
sont des fonctionnelles régulières de la distribution de X,F(x) et sont définis pour
une classe plus vaste de distributions. Il s'agit d'une approche non paramétrique
où l'on utilise certaines fonctions des rangs des observations. D'autres avantages
sont reliés à l'utilisation de tests basés sur de telles fonctionnelles régulières, entre
autre, l'élimination des limites quant à la distribution des observations, le fait que
les données peuvent être de type ordinal et être observées selon des échelles de
mesure différentes, et enfin, rappelons que l'approche basée sur les rangs est plus
robuste vis-à-vis des observations aberrantes (Cléroux, Lazraq et Lepage (1994)).

Ainsi, plusieurs tests dans la littérature sont basés sur la matrice d'associa-
tion. Mentionnons d'abord, Puri, Sen et Gokhale (1970) qui ont développé des
tests d'abscence d'association entre plusieurs vecteurs aléatoires en remplaçant
la matrice de covariance par la matrice d'association dans la définition de la sta-
tistique du test du rapport de vraisemblance maximale (Anderson (1984)). Dans
leur article, les auteurs ont comparé les tests obtenus au test classique pour deux
fonctions des rangs. On relate ces résultats au chapitre 3. Pour le moment, notons
simplement que les tests obtenus sont convergents et relativement efficaces.

Mentionnons aussi les travaux de Cléroux et al (1994) et Cléroux, Lazraq et
Lepage (1995) dans lesquels les auteurs ont introduit des tests basés sur les me-
sures de Stewart et Love (1968) et d'Escoufier (1973) selon l'approche de Allaire
et Lepage (1990) (inspirée des travaux de Lazraq et Cléroux (1988)), en utilisant

u
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la matrice d'association dans le cas spécifique où les fonctions des rangs sont les
cotes linéaires. Les auteurs ont étudié le cas où K ==2et K =3et ont obtenus

des niveaux et puissances expérimentaux.
Avant de présenter la classe de tests dont il est question dans le présent travail,

soulignons aussi les récents travaux de Dauxois et Nkiet (1997) et Dauxois et Nkiet
(1998) qui présentent une classe de tests basés sur des corrélations canoniques
linéaires qui mène à des tests d'absence d'association (1997) et une classe de
tests basés sur des corrélations canoniques non linéaires qui mène elle, à des tests
d'indépendance (1998). Le cas jf = 2 sous-vecteurs est considéré dans les deux
cas et aucune étude de la performance des tests n'a été présentée.

L'objectif de ce travail est de construire une vaste classe de tests définis à
partir de la matrice d'association, qui englobe plusieurs tests existants. Dans un
deuxième temps, d'étudier la performance de ces tests en comparant les tests
tant à l'intérieur de la classe qu'avec des tests existants ne faisant pas partie de
la classe.

Dans le premier chapitre, nous définissons la classe de tests. Brièvement, pour
qu'une statistique fasse partie de la classe, elle doit pouvoir s'exprimer comme une
forme quadratique de la matrice d'association et satisfaire une série de conditions
dont nous discuterons amplement au chapitre l. Mais pour le moment, soulignons
simplement que l'approche utilisée pour construire la classe de tests est la même
que celle utilisée par Cléroux et al (1994) et Cléroux et al (1995), mais en géné-
ralisant le choix de la mesure d'association considérée et les fonctions de cotes
utilisées pour définir la matrice d'association. Par exemple, en considérant les
cotes linéaires et la mesure de Stewart et Love (1968), on retrouve le test proposé
par les auteurs dans l'article de Cléroux et al (1994).

u
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Au chapitre 2, on détermine la distribution asymptotique des tests de la classe
sous l'hypothèse d'absence de liaison et sous une suite de contre-hypothèses qui
convergent vers HQ . On y discute aussi des conditions très particulières sous
lesquelles les tests peuvent être considérés comme des tests d'indépendance. Les
techniques de démonstrations sont analogues à celles de Cléroux et al (1994) et
Cléroux et al (1995) mais en utilisant un résultat plus général d'un théorème de
Puri et al (1970).

Le chapitre 3 est entièrement consacré à l'étude de cas particuliers. Nous éta-
blissons les résultats pour des mesures d'association particulières, soit, la mesure
de Stewart et Love (1968), la mesure d'Escoufier (1973) et la mesure de Cramer
et Nicewander (1979) et pour deux différentes fonctions de cotes, les cotes nor-
males et les cotes linéaires. Ces choix ont été motivés par la volonté de comparer
les performances et résultats expérimentaux à ce qui est fait dans la littérature,
mais bien entendu, il serait possible d'étudier plusieurs cas particuliers et c'est
d'ailleurs une des première étape qui suivra ce travail.

La deuxième partie du travail se concentre sur l'étude de la performance des
tests. Jusqu'à maintenant dans la littérature, la performance des tests dont il est
question ici a été évaluée essentiellement de façon expérimentale, c'est-à-dire par
des études de simulation pour illustrer le comportement des tests dans différentes
situations données, notamment, pour de petites tailles échantillonnales.

Nous avons donc attaqué, au chapitre 4, le calcul de l'efficacité asymptotique
relative des tests de la classe non seulement entre eux, mais aussi par rapport à
des tests n'appartenant pas à la classe. Dans un premier temps, on étudie la sous-
classe de tests obtenue en utilisant la mesure de Cramer et Nicewander (1979).

u

l. En annexe B, nous présentons une démonstration à l'effet que la suite de contre-
hypotheses considérée est contiguë à l'hypothèse nulle lorsque les observations proviennent d'une loi
multinormale.
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On constate qu'il est possible d'obtenir des résultats analytiques très intéressants
étant donné la forme particulière des distributions des statistiques appartenant à
cette sous-classe.

On commence par déduire une expression générale pour l'efficacité asymp-
totique relative entre deux tests appartenant à cette sous-classe, quelque soient
la distribution des observations et les fonctions de cotes considérées. On obtient
ensuite une expression explicite pour l'efEcacité asymptotique relative du test
basé sur les cotes normales par rapport à celui basé sur les cotes linéaires, dans
le cas où les observations proviennent d'une loi multinormale avec des structures
de covariance données (théorème 4.2 et 4.3). On y établit alors la supériorité du
test basé sur les cotes normales dans ces situations précises.

Par la suite, on évalue l'efficacité asymptotique relative du test basé sur la
mesure de Cramer et Nicewander (1979) et sur les cotes normales par rapport au
test de Puri et al (1970) et au test paramétrique du rapport de vraisemblance
maximale.

Finalement, on présente une façon d'obtenir une valeur numérique pour cal-
culer l'efficacité asymptotique relative de n'importe quel couple de tests dont la
distribution est de la forme de celle des tests appartenant à la classe; c'est-à-
dire une combinaison linéaire de variables aléatoires de loi khi-deux décentrées.
Cette méthode repose essentiellement sur l'approche de Nyblom et Màkelàinen
(1983) et l'utilisation de l'algorithme d'Imhof (1961) dont nous discutons aussi
au chapitre 4.

Pour clore le chapitre, on illustre cette méthode en présentant des calculs
d'efficacité asymptotique relative pour chacun des cas particuliers considérés au
chapitre 3, dans le cas où les observations proviennent d'une loi logistique ou
d'une loi normale.

(J
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Notons que pour tous les cas considérés, les tests basés sur la mesure de
Cramer et Nicewander (1979) donnent les efficacités asymptotiques relatives les
plus élevées.

Finalement, au chapitre 5, on présente une étude expérimentale de la perfor-
mance de six tests faisant partie de la classe, les tests de Puri et al (1970) et le
test du rapport de maximum de vraisemblance pour un ensemble de situations
données qui couvrent tout ce qui a été fait dans la littérature concernant ces
tests. Encore une fois, le test basé sur la mesure de Cramer et Nicewander (1979)
ressort parmi les tests considérés dans cette étude expérimentale.

u
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Chapitre l

UNE CLASSE DE TESTS BASÉS SUR DES
FONCTIONS DES RANGS

0

1.1. LA MATRICE D'ASSOCIATION

Considérons un vecteur aléatoire de dimension p composé de K sous-vecteurs

( xw \
x==

\
xw/

fx,}

{X,j
où le sous-vecteur X{-k) est de dimension ph pour À; = l,... ,K et '^^pk = P •

Dans le présent travail, le vecteur formé d'une part de K sous-vecteurs X =
(X(1)', • • • ,X^'V est aussi formé de p variables X = (Xi • • • Xp)'. On utilisera
les indices i et j lorsqu'on fera référence au couple de variables Xi et Xj et les
indices k et l serviront à identifier le couple de sous-vecteurs X^ et X^l\ Ainsi,
oïi ai et j =1,... ,p et, k et l =1,... ,K.

Définissons les quantités suivantes :

• -F(x) : distribution conjointe des composantes du vecteur aléatoire X
où x = (a;i,... ,Xp)',

• F^(x^) : distribution conjointe du sous-vecteur X^ pour k = l,... ,K,
• F[i](x) : distribution marginale de Xi pour î = l,... ,p,
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• F[ij](x,y) : distribution conjointe de (Xi,Xj) pour i, et j =1,... ,p (i^j).

Pour chaque sous-vecteur, notons l espérance et la matrice de covariaiice par
/,W = £(X(fc)) et ^ = COV(XW,XW) = EÇXW - ^^w _ ^'

pour k etl =1,... ,K où A' représente la transposée de la matrice A. Enfin,
posons

/^=

/
f (̂l)

\^w

\

/

e< E=

/

\

EII • • • SIA-

Sjci • • • 'SKK

\

/

qui représentent respectivement le vecteur des moyennes et la matrice de cova-
riance du vecteur aléatoire X.

Pour î = l,... ,p, soit <7(i)(u), 0 <u < l, une fonction absolument continue
sur (0,1) et satisfaisant les conditions suivantes:

Condition 1.1. (i) f^ J(i){u)du =Q et (ii) JQ J^{u)du = 1.
Posons Yi = J(i) (F[t](Xi)) pour î = l,... ,p. Cette quantité est appelée la

fonction grade de X;, î = l,... ,p (voir Hoeffding (1948)). On définit la matrice
d'association 6, de dimensions p x p, a, partir des éléments 0y où

6v= l l J(i){Fw{x)}J(,){F^y))dF^(x,y) (1.1)
-00 <1 —00

•00 />00

y,y,^,](^,y)=^,,(y,y,)
—00 •J —00

pour t etj == l,... ,p avec Ep,,,, représentant l'espérance par rapport à la dis-
tribution -F[i,j]. Les éléments 0ij,i et j = l,... ,p, de la matrice 9 sont appelés
paramètres d'association. Notons qu'avec la condition 1.1, on a, Qa = l pour
i=l,... ,pet\0ij\ <Ï pour i^ j,iet j = l,... ,p. Enfin, remarquons qu'étudier
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l'indépendance entre Xi et Xj est équivalent à étudier l'indépendance entre y, et
Yj par la proposition suivante tirée de Puri et al (1970).
Proposition 1.1. Soient J(r)(u) et J(s)(u) deux fonctions absolument continues
et satisfaisant à la condition 1.1. Si J(r)(u) et J(s](u) ne sont pas constantes pour
0 < u< l, alors Xj. et Xs sont indépendantes si et seulement si Yr et Ys sont
indépendantes pour r et s ==!,... ,p {r ^ s).

On partitionne la matrice d'association de la façon suivante :

6=

/

\

e11 e \
Î.K

;i ••• eKK/

où Qki est une matrice de dimensions pk x pi représentant l'association entre les
sous-vecteurs X^ et X^ du vecteur X.

Considérons maintenant un échantillon de vecteurs aléatoires indépendants

u

( X» }
xw

.(K)
\ ^ • y

.x^ =
, .. . ,^1. —

( yW \
n

\
x^/

de même loi que X avec

x

( xw \

^ x^ )

Su • • • S-iK
et S =

\SKÏ • • • SKK )
où

xw = ^ E xw et s^ = -^ E(x^) - x(k)^x^ - X(I)Y
0'=! <2=la=l

pour k et l =1,... ,K.
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Puisque les paramètres d'association présentés dans (1.1) sont définis de façon
analogue aux fonctionnelles étudiées par von Mises (1947), Puri et Sen (1971)
proposent d'utiliser la même approche pour construire des estimateurs pour O^j.

Condition 1.2. On considère pour i = l,... ,p, une suite de fonctions {Jn(i){u}}
telles que <7n(z)(u) e5^ cibsolument continue sur (0,1) e^ converge uniformément
pour 0 < u <1 vers J(ï}(u) lorsque n -^ oo.

Par souci de cohérence avec la condition 1.1 imposée aux fonctions J(z)(-), on
choisit les fonctions Jn(i)(') telles que pour î = l,... ,p,

Condition 1.3. (i) E;.i JnW (^ = 0 et (iz) ^ E;=i ^(Q (i) = 1.
On construit ensuite pour i= l,... ,p les cotes par

JnW(F^(x,))

où F^(-) = ~^Fn[i](-) et Fn[{\(-) est la distribution marginale expérimentale de
Xi c'est-à-dire

Fn[z\(.Xi) = [ nombre de X,a parmi X^,... ,X^ ^ Xi} /n,

où Xia représente la iième composante du Oiième vecteur de l'échantillon aléatoire,
et = l,... ,n.

On obtient ainsi un estimateur pour Oij, i et j =1,... ,p, en posant

^ = / / JnW  .](^)) ^0) (^U](^)) dF"[-J](3;-^-) (L2)
—00 J —00

où Fn[ij](x,y) est la distribution conjointe expérimentale du couple {Xi,Xj), c'est-
à-dire

Fn[i,j](x,y) == [nombre de couples (Xia,Xja) tels que Xia < x et Xja ^y]/n,
ce = l,... ,n.
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On peut aussi écrire pour i et j =1,... ,p,

l ^^ = ^1^'7"  (F^](^°)) •7"o') (F^](^)) = tv (1.3)
Q=l

On définit l'estimateur de la matrice d'association par la matrice de dimen-
sions p x p formée des tij :

e=T=

/tn *
\

Ip
/Ti11 Ti \

1K

rr rp-i Kl ••• -1-KK /

(1.4)

\^tpi • • • tpp J ^
où les sous-matrices Tki sont de dimensions pk x pi conformément aux sous-
matrices Qu de la matrice d'association ©.

De plus, si on représente le déterminant d'une matrice A par A , on a la
proposition suivante tirée de Puri et Sen (1966).

Proposition 1.2. Si la matrice Q est définie positive, alors \T\ converge en pro-
habilité vers \Q\ lorsque n -^- oo, si pour un certain 8 > Q, E\ta\î^ < oo.

Notons enfin que comme chacune des composantes de la matrice T converge
en probabilité vers les composantes correspondantes de la matrice 6 (voir Puri
et Sen (1971), lemme 8.5.1, p.359), la matrice T est un estimateur convergent de
la matrice 6.

u

1.2. L'HYPOTHÈSE D'INDÉPENDANCE

Le problème qui nous intéresse concerne l'hypothèse d'indépendance entre K
sous-vecteurs de X. Dans cette section, nous présentons comment s'expriment les
hypotheses qui seront confrontées ainsi que les conditions sous lesquelles on devra
parler de tests d'absence de liaison plutôt que de tests d'indépendance.
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La classe de tests présentée dans le présent travail étant basée sur la matrice
d'association, étudions, dans un premier temps, de quelle façon l'indépendance
et les paramètres d'association sont reliés.

Définissons les quantités suivantes introduites par Puri et Sen (1971) :
• La fonction de dépendance entre deux variables aléatoires X, et Xj :

fl"(I'^ = ^^fww
La fonction de dépendance des K sous-vecteurs du vecteur X :

F(x)

(1.5)

n(^)=Y[^FW(xW)
(1.6)

• La fonction de dépendance totale entre les p variables aléatoires qui com-
posent le vecteur X :

"?(ï)=ns&)'
Avec ces définitions, on obtient les trois équivalences suivantes :

• fl.ij{Xi,Xj) = l, ^(Xi,Xj) si et seulement si Xi et Xj sont indépendantes,

• Çl{x) == l, Va; si et seulement si X^\ ... ,X(K') sont indépendants,

0

• fl,p(x) == l, Va; si et seulement si -X'i,... ,Xp sont indépendantes.
Par (1.5) et (1.6), on constate aussi que Cl{x) = l est équivalent à fîy(a;i,^) =

l pour toutes les variables Xi et Xj qui n'appartiennent pas au même sous-
vecteur.

Nous sommes maintenant en mesure de présenter les liens entre la notion
d'indépendance et les paramètres d'association qui sont à la base des tests étudiés.
En fait, en utilisant (1.5), on constate que les paramètres d'association peuvent
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s'exprimer en terme de la fonction de dépendance de la façon suivante (voir Puri
et al (1970)) :

< ocProposition 1.3. Si les fonctions J(i) satisfont la condition 1.1, J(;)(l)
et J(i)(0) < oo et si les dérivées J\^{u) existent pour î = l,... ,p, on peut alors
écrire

0

•00 /"00

^ y_^y_ [^j](^^)-^](^)^](^)]
. ^) (F[,](^)) J;,) (Fy](^,)) dF^x,)dF^x,)

f_ f_ [^(^,^) -1] F^)F^Xj)J'^ (FH(^))
• J(3) {FW (^ ) ) dFW (xi ) dF[3} (X3 )

(1.7)

En exprimant 0y sous la forme (1.7), on obtient directement la proposition
suivante.

Proposition 1.4. Soit Xi et Xj deux variables aléatoires. Si Xi et Xj sont in-
dépendantes alors 0y = 0.

Nous avons donc que l'indépendance entraîne que les paramètres d'association
sont nuls, mais qu'en est-il de la réciproque?

Dans le cadre paramétrique, lorsqu'on utilise la matrice de covariance clas-
sique S pour étudier l'indépendance, il est bien connu que o-y = Cov(Xi,Xj} = 0
n'entraîne pas nécessairement l'indépendance entre Xi et Xj pour i et j =
l,... ,p {i / j), sauf dans le cas de la multinormalité. De la même façon, dans
le cas qui nous intéresse, la réciproque sera vraie seulement sous certaines condi-
tions. En fait, on veut montrer que pour i et j =1,... ,p (i ^ j),
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si 0ij = 0 alors les variables aléatoires Xi et Xj sont indépendantes. (1.8)

Donc en supposant |J(i)(l) < oo et |J(î)(0)| < CK) et si les dérivées J,)(u) existent
pour i ==!,... ,p, on peut exprimer 0y sous la forme (1.7). On constate donc que
(1.8) est vraie si les fonctions J(i)(u) et J(j)(u) sont monotones (croissantes ou
décroissantes) enu, 0< u< l, et si ^îij(xi,Xj) > l (ou si fl,ij{xi,Xj) < l) pour
tout (xi,xj) e SR2.

La condition de monoticité des fonctions J n'est pas vraiment restrictive
puisque la plupart des fonctions J qu'on considère en pratique sont monotones
en u, mais la condition sur la fonction de dépendance l'est beaucoup plus. Puri et
al (1970) font mention de quelques cas particuliers qui respectent cette condition,
mais de façon générale, (1.8) n'est pas nécessairement vérifée, comme c'est le cas,
entre autre, dans les travaux de Puri et al (1970) et dans ceux de Cléroux et al
(1994) et Cléroux et al (1995).

Terminons donc cette section en notant que l'hypothèse nulle H^ ' repré-
sentant l'indépendance entre les K sous-vecteurs de X peut ainsi s'exprimer en
terme de la fonction de dépendance (1.5) :

Hw : Çî{x} = l, (1.9)

et l'hypothèse nulle représentant l'absence de liaison entre les K sous-vecteurs de
X peut s'exprimer en terme des matrices d'association :

H*QW :Qki=0 pour Kk<KK. (1.10)

Dans la prochaine section, nous définissons donc une classe de statistiques de
tests pour étudier cette hypothèse.
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1.3. DEFINITION DE LA CLASSE DE STATISTIQUES

Considérons pour k etl = l,... ,p, des mesures d'association vectorielles
théoriques de la forme

eki = tr^Qik^kiQik) (1.11)

où l'opérateur tr(A) représente la trace de la matrice A, A/;; = A(6fcfc,©«) est
une matrice de dimensions pk x pi et où les sous-matrices Qhk-, QU et Qki, k et
1=1,... ,K, de la matrice 6 qui sont formées des éléments 0,, définis par (1.1).

En utilisant le résultat suivant que l'on retrouve, entre autre, dans Muirhead
(1982),

tr{BCD) = [vec(B')}' (J ® C) [vec(D)], (1.12)

où J est la matrice identité, 0 désigne le produit de Kronecker et vec(A} est le
vecteur formé en empilant les colonnes de la matrice A les unes sous les autres,
on peut, de façon équivalente, exprimer Qki (1.11) comme une forme quadratique
en @ki

Oki = [vec(Qik)}' A.ki [vec{Qik)] (1.13)

où Afc; = Ip^ ® Afc;, A; et ^ = l,... ,-RT est une matrice de dimensions pkpi x p^p;.
Puisque pour k et l = 1,...,K, Qki > 0, on en déduit que sous HQ"\

^ilL-Kk^KK Ski == 0. Il est donc naturel de penser à des tests basés sur des
statistiques de la forme

ESfi"
Kfc <KK

(1.14)

où Rki est un estimateur de Qki ayant des propriétés intéressantes dans le cadre
du problème qui nous intéresse. On voudra notamment connaître la distibution
asymptotique conjointe de ces estimateurs sous H^ ' ainsi que sous une suite de
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contre-hypothèses convergeant vers HQI'} et on voudra aussi que cet estimateur
converge en probabilité vers gki •

On rejetera donc l'hypothèse d'absence d'association entre les K sous-vecteurs
de X pour des valeurs élevées de la statistique (1.14 ).

On a vu précédemment que chaque paramètre d'association échantillonnai
converge en probabilité vers le paramètre échantillonnai correspondant, c'est-à-
dire ^y —>• ^j. On obtient donc un estimateur naturel en remplaçant les para-
metres d'associations 0y par leurs estimateurs ^y définis par (1.3) dans l'expres-
sion de Qki.

Ainsi, en posant, Afc; = A(Tfcfc,T;;) et Afc; = Jp^pi ®Afe; pour À; et ^ = l,... ,AT,
les quantités

Rki = tr (Tih^kiTik) , (1.15)

ou de façon équivalente

Rki=[vec{Tik~)r^ki[vec{Tik)\, (1.16)

sont des estimateurs convergents pour Qki- Nous appelerons ces quantités des
mesures d'association vectorielle échantillonnales.

Notons que puisque les mesures d'association vectorielle (1.13) sont fonctions
des paramètres d'association Oij définis par (1.1), elles sont donc fonctions des
J(,)(-), î = l,... ,p, ainsi que des matrices A^; qui définissent les formes quadra-
tiques eiiQki,^- <: k < l ^ K.ï\ serait ainsi plus précis d'exprimer les quantités
(1.13) de la façon suivante:

e^J=[vec{Q^}'^ki[vec(Qtk)}.
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D'une façon équivalente, il serait plus précis d'exprimer les mesures d'association
vectorielle échantillonnales (1.16) de la façon suivante:

RÎtl'Jn=[vec(Tik)}'Ahi[vec(Tik)}, (1.17)

où Afc; = A(Tfcfc,T«) et Jn(i){-) respectent les conditions 1.2 et 1.3.
La classe que nous considérons est ainsi constituée des statistiques de la forme

(1.17).
Dans le prochain chapitre, on obtient la distribution asymptotique conjointe

des statistiques (1.17) sous Hw ainsi que sous une suite de contre-hypothèses
qui convergent vers H^\ Nous verrons donc à ce moment, en quoi les conditions
qui suivent sont essentielles pour obtenir les résultats asymptotiques, mais pour
le moment, commençons par présenter ces conditions afin d'etre en mesure de
définir formellement la classe de tests.

Condition 1.4. Les matrices A.ki et A.ki sont symétriques.

Condition 1.5. Les fonctions Jn{i)(u) et J(i)(u) sont telles que
(i) ï.im.n-too Jn(i)(u) = J(i)(u) existe pour 0 <u<l et est non constante pour

i =1,... ,p. De plus, cette limite vérifie la condition 1.1.

fn;^)(l)=o(nl/4),î=l,...,p.
(iii) Pour i,j = l,... ,p,

0

[JnW (%](^)) JnW (^](^))
In(i) ^n(j)

- J{z) (^](^)) ^) (^](^))}^n[îj](^,^)
'^n(i) JIn(j}

- Op("-l/2)
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où 4(fc) = {xk :0 < Fn[k](xk) < 1} pour k= l,... ,p etXn = Op(bn) sî
x^
bn

•p -p^ -—>• 0 où ^—>- désigne la convergence en probabilité lorsque n —>• oo.

0

(iv) II existe une constante C telle que pour i= l,... ,p,

l) |^)(")| <C[u(l - u)]-a pour 0 < a< j,

2}\J'^u)\<C[u(l-u)}-\

3)\J'^u}\<C[u(l-u)}-2.

où J'f^ (u) et J'f'^ (u) désignent repectivement les dérivées première et seconde
de J(z)(u).

Remarquons que contrairement aux apparences, la condition 1.5 n'est pas
restrictive. Par exemple, les fonctions des rangs usuelles telles que les cotes nor-
males ou linéaires respectent ces conditions. Mentionnons aussi un théorème dû à
Bhuchongkul (1964) qui permet d'obtenir des fonctions satisfaisant la condition
1.5.

Théorème 1.1. Si pour î = l,... ,p, Jn(i) (n^î) es^ l'espérance de la a-ième sta-
tistique d'ordre d'un échantillon de n variables dont la distribution est la fonction
inverse de J(z){-) et si la condition 1.5 (iv) est vérifiée, alors les conditions 1.5
(i), (ii) et (iii) sont aussi vérifiées.

Nous sommes maintenant en mesure de présenter la classe de statistiques avec
laquelle nous étudierons le problème d'absence de liaison entre K sous-vecteurs
de X.

Definition 1.1. Une statistique R^' de la forme (1.17) fait partie de la classe
C si les conditions 1.1, 1.2, 1.3, 1.4 et 1.5 sont satisfaites.
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Pour clore ce chapitre, rappelons que la classe C comprend les statistiques de
tests présentées par Cléroux et al (1994) et Cléroux et al (1995). Nous verrons
d'ailleurs ces cas particuliers au chapitre 3.

0



n

Chapitre 2

DISTRIBUTIONS ASYMPTOTIQUES DES
STATISTIQUES DE LA CLASSE C

Dans le chapitre précédent, on a introduit la classe C de statistiques pour
étudier le problème d'absence de liaison entre K sous-vecteurs de X. Voyons
maintenant quelle est la distribution asymptotique des statistiques faisant partie
de la classe, sous H^ ) (donnée par (1.9)) ainsi que sous une suite de contre-
hypotheses qui converge vers HQ'^.

2.1. DISTRIBUTION ASYMPTOTIQUE DE T

Puisque les statistiques de la classe C s'expriment comme des formes quadra-
tiques du vecteur vec(T), c'est-à-dire

R^"Jn=[vec(T^}'Aki[vec{T^],
k etl = l,... ,K, on a besoin, dans un premier temps, d'établir la distribution
asymptotique conjointe des éléments de T.

Rappelons que la matrice T est formé des estimateurs des paramètres d'as-
sociation, soit

l ^-tij = 6ij = - ^ ^(z) {F^{Xia}} Jn(]) (F^.](a;ja)) ,
a=l

u i et j =1,... ,p.
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Puri et al (1970) ont démontré le résultat suivant quelque soit la distribution
des observations F.

Théorème 2.1. Soient les matrices Q etT dont les éléments sont respectivement

définis par les équations (1.1) et (1.3) et supposons que les fonctions J^-} et
Jn(i)(-), î= l,... ,p satisfont la condition 1.5. Alors, lorsque n -^ OG, on a

Vn(uvec(T) - uvec{Q)) -^ A^/(0,$)

où f =_ p(p-l]
2 et ^= ((f)(i,j),(r,s)) où pour z,j,r et s =1,... ,p,

(f>(i,j),(r,s) =
Vûr|E:3 u,(a)

Jl=^(i,3);l si (i,j) = {r,s),

n^^Cov (U^,U^,) sz (ij) / [r,s),
avec

u(a\
/(r,5);l

(a)

= J{r} (-Flr](^ra)) ^(s) (^[s](^û)) ,
•oo yoo

(J (X,, < ^) - FM(^)) J(,) (^](^))4) (^](^))
• dF[r^](Xr,Xs),

•oo roo

{I(X^ < x,) - F[,](^)) J(r) (F^X^J'^ (F[,](^))
—00 -l —00

• dF[^]{Xr,X,)

u,

u{a\
\r,s);3

l si XTQ < u,
où (Xra ^ u) = { et a=l,... ,n.

0 sinon

La quantité uvec(T) désigne le vecteur de dimension p(p^l) formé en empilant
les colonnes de T mais en omettant les éléments sur et sous la diagonale principale.
Enfin, la notation —-> représente la convergence en loi.

La démonstration détaillée présentée dans l'article de Puri et al (1970) traite
du cas où les observations Xia sont indépendantes et identiquement distribuées

selon F^(x) et où les couples (JY,a,Xja) indépendants et identiquement distribués
selon F[ij](x,y), pour a = l,...,n et i et j = l,... ,p, {i ^ j). Ce résultat
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demeure pourtant valide dans le cas où les observations X^a sont indépendantes
et de loi F^'(x) et les couples {Xia,Xja) sont indépendants et de loi F^{x,y),
pour a= l,... ,n eti et j =1,... ,p, (z ^ j).

Or, comme nous le verrons au théorème 2.7, ce résultat plus général est es-
sentiel pour obtenir la distribution asymptotique des statistiques sous une suite
de contre-hypothèses convergeant vers HQ"' . Mentionnons d'ailleurs que ce résul-
tat plus général est tout aussi essentiel dans le cadre des travaux de Puri et al
(1970) tout comme dans ceux de Cléroux et al (1994) et Cléroux et al (1995).
Comme on retrouve très peu de détails sur le passage du cas où les observations
sont indépendantes et identiquement distribuées au cas plus général dans l'article
de Puri et al (1970) et puisque ce passage n'est pas trivial pour qui n'est pas
familer avec cette théorie, nous présentons dans l'annexe l les principales étapes
du raisonnement permettant la généralisation du théorème 2.1.

2.2. DISTRIBUTION ASYMPTOTIQUE CONJOINTE DES Rki SOUS Hw
On veut obtenir la distribution asymptotique conjointe des statistiques ap-

partenant à la classe C sous l'hypothèse nulle H^ ' : f2(a;) = l. Par le théorème
2.1, puisque les fonctions J(i){-) et Jn(i){'), t = l,... ,p satisfont la condition 1.5,
on a alors sous H^K)

^/n(uvec(T)) -^ Nf(0^o)

0

puisqu'on a alors Qki = 0 pour l<:k <l < K.
Déterminons maintenant la nature des éléments de la matrice de covariance

$0.
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Théorème 2.2. Sous la condition 1.1 et si XT et Xg sont deux variables aléa-
toires telles que F[r^](xr,Xs) = F^(xr) • F[s](:Cs), alors

(i) Î7^~i 2 et ^r^.'s):3 son^ ^es variables aléatoires dégénérées en 0;
(iî) E (U^,) = 0 pour l = 1,2,3.

Démonstration:

(i) Puisque F[^s}(xr,Xs) = F[^(xr) • F^Xs), on peut écrire

^Qi);2 = /_ ((^l^(^) - F^xr)) 4) (FM (^)) ^](^)
•f^Jw{F^))dF^(x^

et

^S);3 = / ((^l^(^) - ^](^)) 4) (F[-](^)) / l7M (FM(^)) dFM(^)-
—00 -' -00

Mais comme par la condition 1.1, f°°^ J(r) [F[r](xr)) dF[r](xr) = 0, le résultat
suit.

(h) Par (i), on a E (u^.^ = E (uQy^) == °• D'autre part, comme
E (^iï);l)= / / JW (F[r}^ra)} J(s) (^] J) dF^X^) = ^,

-00 J-00

on obtient le résultat par la proposition 1.4.

C.Q.F.D.

On obtient ainsi, quelque soit la distribution de X, le résultat suivant :

Théorème 2.3. Sous la condition 1.1, la matrice de covariance de la distribution
asymptotique de uvec(T) sous H^ ) est $o == {(f>o(i,j),(r,s)) ou pour îj>?~ et s ==
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<^0(î,j),(r,s) = <

l si (i,j) = {r,s),
6ir6^ si ((îj),(r,s)) € C,,
0 si {(z,j),{r,s)) 6 C,,
i^ijrs sinon

avec

Ci = {(îj),(r,s) : (î,j) / (r,s) et ^ e^ trs appartiennent à une même sous-
matrice Tki,l <ik <l <K} ,

et

C-i = {(îj),(r,s) : (î,j) ^ (7-,s) et ^ e^ trs appartiennent respectivement aux
matrices Tk'r et Tki où {k',l'} ^ (k,l) avec Kk' <l' <K et
Kk<KK }.

0

Seulement certaines sous-matrices de ^ sont importantes pour obtenir nos
résultats. Elles sont représentées par les cas où (ij) = (r,s), ((ij),(r,s)) G C'i et
(t j) = (r,s), ((îj),(r,s)) G C'z. C'est pourquoi il n'est pas nécessaire de connaître
de façon explicite les quantités fijrs-

Avant de procéder à la démonstration, illustrons la différence entre les en-
semblés C'i et C'2 définis dans le théorème 2.3, à l'aide d'un exemple.
Exemple 2.1 Considérons un vecteur X pour lequel J^=3,p=7,j)i=2,
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p2 ==3 etps = 2, c'est-à-dire

x=

( xw \

\

xw
xw/

/

\

X,

x2

A'3

A-4

x5

x6

X7

\

/

Dans ce cas particulier, la matrice d'association échantillonnale est de la forme
/

T=

/

\

TU Ti2 Î13

Î21 Î22 Î23

T31 Ï32 TI
32 -t 33

\

/

tn ti2

Ï21 *22

*13 *14 *15

*23 *24 *25

^16 ^17

^26 *27

\

t33 t ^36 *37^31 ^32 ^3534

^43 t ^45 <46 ^47Ul ^42 44

^53 ttsi ^52 ^55 ^56 ^5754

^61 *62 l ^63 *64 ^65 | *66 ^67

\ ^71 ^72 [ ^73 ^74 ^75 | ^76 ^77 /

Ainsi, sous C^,(i,j) ^ (r,s) et les variables Xi et Xr appartiennent au même
sous-vecteur X(~k') et les variables Xj et Xs appartiennent au même sous-vecteur
X(l\ Par exemple, pour les composantes ^13 et ^24 qui appartiennent à la même
sous-matrice Tiz et (1,3) 74 (2,4), les variables -X"i et Xî appartiennent à X(^ et
les variables Xs et X^ appartiennent à X^2\

Sous C^,(i,j) / (r,s) et f y et ^rs appartiennent respectivement aux matrices
Tk'r et Tki où (À;',r) ^ (Â;,/) avec l ^ À;' </'^^et l < Â;<^ <js:. Dans le cas
présent, il y a nécessairement un couple (ou les deux) (Xi,Xj.) et / ou. (Xj,Xs) dont
les composantes n'appartiennent pas au même sous-vecteur de X. Par exemple,
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pour ^15 et ^36 qui appartiennent respectivement aux sous-matrices T^ et T^,on
constate que les variables Xi et Xy n appartiennent pas au même sous-vecteur et,
il en est de même pour les variables X^, et Xç.

Présentons maintenant la démonstration du théorème 2.3.

Démonstration:

i. Si (îj) == (r,s), on a alors

^),(r.) = ^),(r^ = var [E?=1[7K);J = var [^);l]
= E \(u{a\.\2} -E2 \U(a\ ,1 = E \(U(Q). ^21\r,s);Y) l - ^ [^(r,s);lj - ^ | ^(r,s);l,

par le théorème 2.2. Ainsi, on obtient

^),(^) = !o^!O^JÏr)(W^))J^{F^X^)dF^(x^)
= Foc ^) (^](^)) ^M(^) • roc ^) (^](^a)) ^](^)-

Mais comme f°°^ J^ [F[s]{Xsa)) dF[s](Xs) = l par la condition 2.1, on ob-
tient le résultat.

h. Si (ij) = (r,s), ((tj),(r,s)) G C'i. On a alors ty et ïrs appartiennent à une
même sous-matrice Tkioùl <k <l ^ K. Cela équivaut à dire que les
variables Xi et Xr appartiennent au même sous-vecteur X^ tandis que les
variables Xj et Xg appartiennent au même sous-vecteur X^. Supposons
d'abord que i^r et j ^s. Ona alors

^,,(,,.) = n^^cov(u^,u^,)=co.(u^,,u^,)
= ^[^•^),,]

par le théorème 2.2. Par conséquent, on obtient

<i>wr,s) = Foc roo n roo ^) (^i(^)) ^) (^](^)) ^ (FM(^))
•J(s) (-^[s](^)) dF[ij,r^(Xi,Xj,Xr,Xs).
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Comme sous H^ ), les sous-vecteurs Xl<k) et X(-l) sont indépendants, tout
sous-vecteur de X(-k') est indépendant de tout sous-vecteur de .Y('). Par
conséquent, on obtient

<i)(ijUr,^ = Foo Foc JW (FH (^)) J(^ (FM (2;r)) dF^ ^xr)
• Foo Foo t/y) (^](^)) Jw (FM(^)) ^.](^-^.)
Qir • Ojs.

00 J-00

Qir • ô...

Supposons maintenant le cas oùi=ret j ^ s. On a maintenant Xi e X^
et f J l € XW. Ainsi,

Xs

^, ) = Foc Foo Foo ^)  ](^)) •/0) (Fb-](^)) ^.) (^l(^))
•dF[ij^](xi,Xj,Xs)

= n ^ (^](^)) ^H^) • roc Foo ^) (^-](^)) Jw (^(^))
•dF^](xj,x,)

== ffii • Qjs = ôjs

De la même façon, siî^retj = s, on a 6 X^ et Xj e X(l^ et
X,r

donc que

0

^..),^) = Foc roc roc ^ (^(^)) ^) (^i(^)) ^) (^(^))
•dF[i^]{Xi,Xj,Xr)

= Foc ^) (^]^)) ^](^-) • roc roc Jw (^H(^)) J(r) (^](^))
•dF[i^{Xi,Xr)

'j j ' uir — uiT-

iii. Si (t, j) = (r,s), ((îj),(r,s)) e C'a, on a alors ^ et trs qui appartiennent
respectivement aux matrices Tk'r et Tki où (k',l') ^ (k,l) avec l <Â;' </' <
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K etl ^k <l < K.De\a même façon que pour l'ensemble C'i, on trouve

^(2J),(r,s) = 9irejs-

Mais puisque dans le cas présent il y a nécessairement au moins un des deux
couples (Xi,Xr} et (Xj,Xs) dont les composantes n'appartiennent pas au
même sous-vecteur de X, l'hypothèse d'indépendance des K sous-vecteurs
permet de déduire que

<f)(i,j),(r,s) = 0

puisqu'au moins un des paramètres d'association ôir et Ojs est nul.

C.Q.F.D.

Par les théorèmes 2.1, 2.2 et 2.3, on déduit le corollaire suivant quelque soit
la distribution de X.

Corollaire 2.1. Sous la condition 1.5 et HQ"/ , on a lorsque n — ^ oo

uec(Ti2)
vec{T,s)

\[n

( vec{T^) }

\vec(T(K-i)K)/

-^ ^(0,^)

où

9
1/0 ^=^^p^=^[p2-^p2k

Kfc <KK ~ \ k=l

et

^=
©il <2> 622 0

0 • • • Q(K-1)(K-1) ® QKK
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La différence entre les théorèmes 2.2 et 2.3 et le corollaire 2.1 réside dans le fait
que le vecteur pour lequel on obtient la normalité asymptotique n'est plus consti-
tué de toutes les composantes de T. Dans les théorèmes 2.2 et 2.3, on énonce le
résultat pour le vecteur uvec{T) de dimension / alors que dans le corollaire 2.1, on
s'intéresse au vecteur (yecÇT^y ,vec(T-is)', • • • ,z'ec(T(A'_i)j<)/) de dimension g. La
différence entre ces deux vecteurs est d'abord qu'à l'intérieur du vecteur uvec(T),
on retrouve des composantes tij qui appartiennent aux sous-matrices Tkk pour
k = l,... ,K contrairement au vecteur (vec(T^y,vec(T-i3)', • • • ,vec(T(K-i)K)f) •
De plus, les composantes qui se retrouvent dans les deux vecteurs ne se présentent
pas dans le même ordre.

Pour mieux visualiser ces différences, revenons à l'exemple 2.1. Dans ce cas
particulier, uvec{T) = ( |ïi2 |, ^13, *23, ^14, *24,1*34 |, ^15, ^25,1*35 |, ]^45 [ tl6, tîG, t36,
^46; ^56; *17> t27i ^37, ^47, ^57; ^67 ) OÙ les quantités encadrées représentent celles
qui appartiennent à des sous-matrices Tkk pour À; = l,... ,K, et

( vec(T^) }

\

^ec(Ti3)
^ec(T23)/

(^13 ,^23 ^14^24 ^15 ^25 ^16 ^26 ^17^27)^36 ^46 ^56 ,^37 ^47^5?) •

Afin de déterminer la distribution asymptotique conjointe des statistiques ap-
partenant à la classe C , on a besoin du résultat suivant concernant la distribution
des formes quadratiques que l'on retrouve dans Johnson et Kotz (1972), p.150.

Théorème 2.4. Soient X un vecteur aléatoire de loi Np(0,V) et A une matrice
symétrique de dimensions p x p. Alors, la forme quadratique X'AX a la même
distribution que

p

£W
î=l
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où pour î = l,... ,p, À, sont les valeurs propres de VA et Wi sont des variables
aléatoires indépendantes et de même loi N{0,ï).

On est maintenant en mesure d'obtenir la distribution asymptotique conjointe
des statistiques R^f1 € C pour \ <,k <l <K, qui s'expriment, rappellons-le,
sous la forme

TJ^kliJn __
l L•kl =[vec{T^Kki[vec(T^\,

où Afc; = A{Tkk,Tu) est une matrice symétrique de dimensions pfcp; xpkpi fonction
des sous-matrices Tkk etTii, k et l =•!,... ,K.

Théorème 2.5. Soit R^hjn £ C. Lorsque n — > oo et sous Hw, on a
/

n

.î,Jn \
R^2

•13,Jn
L13

^(.(K-l)K,Jn
\ l\K-l)K )

e.

/ \Yl2
Vl3

^ Y(K-1)K )

où les 2
variables aléatoires Yki sont indépendantes et distribuées comme

PkPl

Y^^klmW,r2klm
m=l

avec pour l<,k<l<Ketm=l,... ,pkpi, les variables aléatoires Wkim
indépendantes et de même loi N(0,1) et \kim ^s valeurs propres de Aki-(Qkk ® ©;;)
où Afc; == A (Qkk ® Qu) = ^ ® A (6u,©H).

Pour démontrer ce résultat, on procède de manière analogue à la démontra-
tion proposée par Cléroux et al (1994) et Cléroux et al (1995).
Démonstration: On a pour l <k <l ^K, R^kl'Jn = [vec(Tik~)]'Kki[vec(Tik)]
avec les quantités A^; et Jn(i)(') fixées et conformes aux conditions de la classe C.
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On sait, par le corollaire 2.1 que lorsque n —> oo,
/

V/n

( vec{T^ }
yec(Ti3) £

Zl2

Zl3

\

\^ Z(K-Ï)K f\^ vec{T(K-i)K) )

où les vecteurs aléatoires Zki sont indépendants et de loi Ap^p; (0,Qkk ® Qu) pour
Kk<KK.

On sait également que T est un estimateur convergent pour 6, ainsi, lorsque
n —— > oo, on a

{ ^ec(Tii) ^
vec{T^}

\vec(TKK)/

-p

uec(6ii)
rec(022)

\vec(QKK) y

(2.1)

Par le théorème 4.4 de Billingsley (1968), on obtient lorsque n — )• oo

/ V/n-uec(Ti2)

^/nvec(T(K-i)K)
vec{Tn)

\^ vec(TKK} )

\ / 7^ \
'12

e. Z(K-1)K
uec(6ii)

\ VCC^QKK) )

(2.2)

D'autre part, les formes quadratiques R^icl'J" == [vec(Tik)]' Aki [vec(Tik)} sont
des fonctions continues en tous leurs arguments pour l<k <l < K. Donc,
en utilisant le théorème de Slutsky (voir Billingsley (1968)) et les relations de
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convergence (2.1) et (2.2), puisque

h (vec(Tii),... ,vec(TKK),Vnvec(T^),... ,vec{t(K-i)K))
est une fonction continue en tous ses arguments, alors

h (vec(Tn),... ,vec(TKK),Vnvec(T^},... ,Vnvec(T(K-i)K))

0

h (uec(6ii),... ,vec(QKK),Z^,... ,Z(x-i)x) ,
et on déduit ainsi que pour l^k <l < K, R^l'Jn —r Qki où Qki == Z'^AkiZki et
où Aki = A (©fcfcïQ;;) est une matrice symétrique par la condition 1.4. On obtient
donc lorsque n — > oo,

n

( ffA.12,Jn \R
R

12
•13,Jn

•13

,A(K-l-)K,Jn
^ 1L(K-1)K )

£

/ Z^A^Z^
•^13-/^13'^13

\

^ z(K-l)KA(K-l)KZ(K-l)K )
Puisque pour l^k<l<Ketm=l,... ,pkpi, les vecteurs aléatoires Zki

sont indépendants, les formes quadratiques

Yki = Z^h.kiZki

sont indépendantes et par le théorème 2.4, distribuées comme
PkPlE^
m=l

klmW^

où les variables aléatoires Wkim sont indépendantes et de même loi N(0,1) et \him
sont les valeurs propres de A^; (Qkk <8 ©«)•

C.Q.F.D.
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2.3. TESTS D'INDÉPENDANCE ENTRE PLUSIEURS VECTEURS ALÉA-
TOIRES

Dans la section précédente, on a obtenu la distribution asymptotique conjointe
de mesures d'association échantillonnales RÂfc|,J'n

•kl e C pour l <Â;< ^ <JC sous

HQ'^ . En se servant de ces résultats, on peut maintenant présenter formellement
la classe de tests basés sur les statistiques appartenant à la classe C pour étudier
Hw.[0 •

Différents raisonnements peuvent permettre de construire un test pour l'hypo-
thèse d'indépendance de K sous-vecteurs. Voyons quelques-unes de ces approches.

Si X suit une loi multinormale, il est alors possible d'exprimer l'hypothèse
d'indépendance en terme des matrices de covariance :

Hw : Efc; = 0 pour \<,k<KK.

On peut alors, par exemple, utiliser le test du rapport de vraisemblance maxi-
male (voir Andersen (1984)). Ce test est basé sur la statistique

À=
|S|î

2-n^ii^it
(2.3)

où l'opérateur |A| représente le déterminant de la matrice A et les matrices S et
Skk sont les matrices de covariance échantillonnales telles que définies au chapitre
l.

Sous H^ ', A" possède la même distribution que

n n ^
t=2 j = l

où les variables aléatoires Vy sont indépendantes et de loi bêta (j [n+ l — p,* — j] ,^p^)
où p^ = S;^î P'- P^us faclle à utiliser, la distribution asymptotique de A sous H^
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lorsque n —)• oo est donnée (voir Anderson (1984)) par

T^ = -2plogA = -nplogA^ ^ x^
_ J__ p3-I:ï=lplP=1-^- 3n[^S^) et

9=ry
Kfc <KK

pkpi=^[p2-Y^pî)-
k=l

Toujours sous l'hypothèse de la multinormalité, on peut aussi utiliser le test
proposé par Nagao (1973) basé sur la statistique

lTN = ^tr (S5^1 - I)22

où S est la matrice de covariance échantillonnale et

Sn=

/

\

s11 0 \

0 ... SKK/

La distribution asymptotique de Tjv sous HQ^' lorsque n -4- oo est
rr
-1-N

e
x,2

s'

Si la distribution du vecteur X appartient à la famille des distributions ellip-
tiques, Muirhead et Waternaux (1980) suggèrent un test basé sur la statistique
(2.3) pour laquelle on a

-21ogA-^(l+/.)^
où K. est le coefficient d'aplatissement de la famille de distributions elliptiques.

Enfin, lorsque la distribution de X est quelconque, on ne peut plus utiliser
la matrice de covariance pour exprimer l'hypothèse d'indépendance. Puri et al
(1970) proposent un test analogue au test de rapport de vraisemblance maximale
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classique (2.3) en remplaçant les matrices de covariance échantillonnales clas-
siques par les matrices d'association échantillonnales (1.4). Le test est basé sur la
statistique

|T|A
n^ii^i

(2.4)

où les paramètres d'association échantillonnaux (1.3) sont définis pour toutes
fonctions Jn(i){'} satisfaisant à la condition 1.5. Les auteurs montrent que sous

rW
î

r(p5G)=-nlogA--^^.

La classe de tests qui nous intéresse est construite à partir des statistiques
R^hjn appartenant à la classe C selon l'approche décrite à la section 1.3. Rappe-
Ions que cette approche est inspirée de celle proposée par Lazraq (1989), Allaire
et Lepage (1990) et par la suite adaptée par Cléroux et al (1994) et Cléroux et al
(1995) tel que décrit dans l'introduction.

On a donc des statistiques R^lîjn € C. Or, par le théorème 2.5, on a sous
H,-m0

nRki £ Y,kl

où pour l <k <l <K,\es Yhi sont indépendantes et distribuées comme
Pkpl

Âfc;m^;m-
m=l

Selon l'approche présentée à la section 1.3, on obtient des tests de la forme

rejeter Hw si T^1 > Ça (2.5)
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où

T^=n^^R,iÀ(;(,Jn
•kl

Kk<l<,K

avec Aki = A.(Tkk,Tu), une matrice symétrique fonction des sous-matrices Tkk et
Tu et Ça est le quantile d'ordre l —Q! de la distribution de

PkPl
\~^ v^ \-^E E E x^w^m

où les quantités \kim et Wkim sont définies dans le théorème 2.5. Notons qu'en
pratique, il faudra bien sûr estimer les quantités \kim en remplaçant les para-
metres d'association 0y par les paramètres d'association échantillonnaux ty dans
l'expression des quantités \kim, l<k<l^Ketm=l,... ,pkpi.

Les tests de la forme (2.5) forment ainsi une classe de tests basés sur des
fonctions des rangs pour vérifier l'hypothèse nulle H^ ' :S7(a;) = l. Au chapitre
3, on examinera en détails plusieurs cas particuliers de tests qui appartiennent
à cette classe, entre autre, les tests obtenus par Cléroux et al (1994), Cléroux
et al (1995) et Lazraq, Lepage et Cléroux (1995). De plus, au chapitre 4, on
verra comment calculer les valeurs des points critiques Ça en utilisant l'algorithme
d'Imhof (1961).

Pour clore cette section, soulignons que les tests de la classe sont convergents.
En effet, on a pour l<k <l < K

VRkl —^ Qkl-i

0
-poù -—f désigne la convergence en probabilité lorsque n —/• oo.
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Lorsque l'hypothèse HQ"' est fausse, on a Qki > 0 pour au moins un couple
(k,l), Kk<KK, d'où

lim P ( n
n-» oo

v—'

2-^
l<k<KK

j^Rki >ca j =1.

2.4. DISTRIBUTION ASYMPTOTIQUE DES STATISTIQUES SOUS UNE
SUITE DE CONTRE-HYPOTHÈSES

Pour obtenir la puissance asymptotique des tests appartenant à la classe de
tests définis par (2.5) à la section 2.3, et pour éventuellement, au chapitre 4,
comparer la performance des tests, on a besoin de la distribution asymptotique
conjointe des R^kl'Jn € C sous la contre-hypothèse Hi : ^î{x) ^ l.

Tout comme lorsqu'on établit la distribution conjointe des R^' 6 C sous
H^ ', on recourt à des méthodes asymptotiques pour obtenir des expressions pour
la fonction de puissance.

Si T^kl est la statistique du test, la puissance limite du test pour H^ ) est
»top(Ti">c» )

où Ça est tel que le test est de niveau asymptotique a, c'est-à-dire que

.lim»p(^">c°lffw)=a-
Toutefois, les tests de la forme (2.5) étant convergents, on a

cj^i) = l.^P(r^>c,-'Àfc;
n-» oo

Alors, comment comparer la performance asymptotique de tests dont les puis-
sances asymptotiques convergent toutes vers l ? Pour contourner ce problème,
on utilise une approche qui consiste à considérer une suite de contre-hypothèses
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{Hin}n>i clul converge vers l'hypothèse nulle, H^ , avec une vitesse de conver-
gence adéquate pour s'assurer que la puissance du test proposé est comprise dans
l'intervalle ouvert (0,1). Pour déterminer une vitesse de convergence adéquate, on
se sert de la notion de contiguïté due à Le Cam (1960).

De façon générale, soit un échantillon aléatoire X = (A^i,... ,Xn] dont la
distribution est donnée par

F{X^,... ,Xn)=P{X^<Xi,... ,X^<Xn), - 00 < X^,... ,Xn <QO. (2.6)

Soit une hypothèse nulle simple HQ et considérons une suite de contre-hypothèses
{Hin}n>r Considérons pour n = 1,2,..., un espace de probabilité (An, An, ^n)
où Xn est l'ensemble de toutes les valeurs possibles x = (x-^,... ,Xn) de X, An est
la tribu borélienne des sous-ensembles de An et p,n est une mesure de probabilité
définie par l'équation (2.6). De plus, soit pw, la mesure de probabilité de X sous
HQ et pn"'', la mesure de probabilité de X sous Jïin.

Rappelons que si pour tout An 6 An tel que P^i ' (A») —)• 0, alors P^ ' (An)
0 lorsque n -> œ, on dit que les densités pn'^ sont contiguës à la densité pn"; où
dPW = p^d/j.n et dPW = pwdp,n. Par abus de langage, on dit souvent que la
suite de contre-hypothèses {^in}n.>i est contiguë à l'hypothèse nulle Ho.

Choisir la suite de contre-hypothèses {Tîin} >^de façon à ce que les densités
p{n soient contiguës à p'n,', la densité sous H^ ', nous assure qu'on obtient la
bonne vitesse de convergence pour le calcul de la puissance asymptotique.

Considérons la suite de contre-hypothèses suivantes :

^:n,.(.,»)=i+ù^ (2.7)

0

pour toutes les variables Xi et Xj qui n'appartiennent pas au même sous-vecteur
de X, où ^îij{x,y) = p,.,^.p,'^,,i est la fonction de dépendance introduite au
chapitre l et c^y 7^ 0.
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Si les fonctions J(i)(-),î = l,... ,p, satisfont la condition 1.1, on peut exprimer
6ij par (1.7) et ainsi, sous H^n définie par (2.7), on a

A,klQki = 1^= pour l < A;<^ <X
^n

où la matrice A^i est symétrique et est formée des éléments a^, î etj = l,... ,p,
où

00 f00

a,, = / / a;,,F[,](^)F[,](3;,)J; (F[,](^)) ,7;. (^](^-)) dFH(^)dF[,](^). (2.8)
—oo </ —oo

En annexe B, on montre que la suite de contre-hypothèses {ffin}n>i définie
par (2.12) est contiguë à l'hypothèse nulle HQ dans le cas où X suit une loi
multinormale.

Le théorème suivant donne la loi asymptotique de

(vec(Tu)',vec(T^', • • • ,vec(T^_i)^)')/
quelque soit la distribution des observations sous l'hypothèse (2.7).

Théorème 2.6. Sous la condition 1.5 et l'hypothèse (2.7), on a lorsque n -> oo

\fn

( vec(T^
^ec(Ti3)

\vec(T(K-i)K)/

^^(^)

oùg=,(p2-E^pî),

/^=

uec(Ai2)
vec(Ai3)

\vec(A(K-i)K)/

et ^
6ii <8> 622

0

0

•-l)(K-l) ® QKK
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Démonstration: Posons X,a i.z.d F^'(xi) et A^a î.i.d F^;(a;j) sous ^ . Sous
H^ on a ^,(.r,?/) = l + "^ et donc

,(») ^ ..^ _ F(0) ^^ p(0) ^^ ^ ^•(a;'2/) .(0), .(0)/FS(1.»)= ^'(I)-Fïï'(»)+ ::^^i"^)^'(»).
Ainsi, les marginales sous H^n, sont données par

F^(x) = ïimy^F^y)
= ^o)(^+"[@Um^^,(^y)

et

^)(»)=^'fe)+^w
v/" \imu}ij{x,y).

X—f-00

Ce qui signifie que les observations ne sont plus i.i.d comme c'était le cas sous
H^ ' : F[ij](x,y) = F^'{x)F^'{y). Cependant, comme nous l'avons mentionné à
la section 2.1, la démonstration du théorème 2.1 ne nécessite pas des observations
i.i.d. Rappelons que les principales étapes du raisonnement pour s'en convaincre
se retrouve à l'Annexe A.

Ainsi, puisque les fonctions Jn(i)(~) et J(i)(-), î = l,... ,p satisfont la condition
1.5, par le théorème 2.1, on a

v/n(uucc(T) - uvec(Q)) -c-f A^/(0,$).

Or, si X suit une loi multinormale Np(p,,'E) alors le sous-vecteur BX suit une
loi multinormale Ng(B fz,B'EB') où B est une matrice de dimensions q xp. Ici, le
sous-vecteur de ^/n(uvec{T)) qu'on considère est

/ ,- . \

B^n{uvec(T)) = ^/n

\

vec{Tu)
vec{T^)

vec(T(K-i)K)/

î
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et ainsi,

/

B

Op Ip Op Op ••• 0:
Op Op Ip Op ••• 0;
Op Op Op Ip ••• 0,

\
'p

'p

'p

Op Op Op Op ••• 1
Op Op 2p Op ••• 0
Op Op Op 2p ... 0:

p

'p )

'p

Op Op Op Op ••• 2p

\ Op Op Op Op ••• Kp ]
où ip est un vecteur l xp de 0 avec un l à la î-ième position et Op = (0, 0, • • • , 0).
Par exemple, Ip = (l, 0, • • • , 0).

En remplaçant les quantités 6/c; par leur valeur sous H^n, soit ^, on obtient
donc

BVn(uvec(T)) -^ Ng(^)

où

/^=

vec(Ai2)
yec(Ai3)

\ /

et ^ =

Oii ® 822 ©l(A--l) <S> 62^

Q(K-1)1 ® ©A-2 • • • Q(K-Î)(K-1) ® QKK
vec{A(K-i)K)

Enfin, puisque les blocs non diagonaux de ^ sont de la forme
Aki ^ Ak'r

hi ® ^k'r = —^ ® —^,
'n yn
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et qu'ils convergent vers 0 lorsque n —> ex), on obtient le résultat.
C.Q.F.D.

Dans Johnson et Kotz (1972), p.151, on trouve le résultat suivant.

Théorème 2.7. Soient X un vecteur aléatoire de loi Np(p,,V) et A une matrice
symétrique de dimensions p x p. Alors la forme quadratique X'AX a la même
distribution que

p

EA^-2
t

1=1

où pour i = l,... ,p, \i sont les valeurs propres de VA, Zi sont des variables
aléatoires indépendantes de loi N(ôi,l), Si = c^(yA)~i^, et Ci sont les vecteurs
propres orthonormés associés aux valeurs propres \i.

Le prochain théorème nous permet d'obtenir la distribution asymptotique
conjointe des Rhfl'Jn € C sous la suite de contre-hypothèses {-^in}n>i définie par
(2.7).
Théorème 2.8. Si R^l'Jn ç C et sous H-^n, donné par l'équation (2.7), on a
lorsque n —> oo

n

/ DÂl2,Jn \
L12

R^ï3,Jn
13

)A(/S--l)A-i-/n
\ 1L(K-1)K )

£

( ^ \
/12

V,13

^ V(K-1)K j

où les K(-K~^ variables 14; pour l<k <l < K sont indépendantes et distribuées
comme

PkPl

^ >klmW k̂lm

m=l
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avec pour m == l,... ,pkpi, les variables Wkim indépendantes de loi N(6kim-î-),

\kim les valeurs propres de A.ki{Qkk <3> 0;;), Skim = c^^ ^Q^2 <8> ©;; 2J vec(Ai^) ef
Ckim le vecteur propre orthonormé correspondant à la valeur propre \kim-

Démonstration: On a pour Kk <l < K, R^l'Jn = [vec{Tik)\ î^ki [uec(r^)]
avec les quantités A.ki et <7n(i)(-) fixées et conformes aux conditions de la classe C.
Par le théorème 2.6, on a

/ ^ . \ / ^ \

\[n

vec{T^)
vec{T^ £

'Zi\î

Zl3

Z(K-'\^ Vec(T(K-l)K) ) \ Z(K-I)K J
où les vecteurs aléatoires Z^i sont indépendants de loi N(vec{Aki),QkklS>Qu) pour
1-^k <l <, K. On procède ensuite de façon similaire à la démonstration du
théorème 2.5.

En utilisant le fait que T est un estimateur convergent pour 6 et le théorème
(4.4) de Billingsley (1968), on a la relation de convergence (2.1) lorsque n — > oo.

Puisque les formes quadratiques R^l'Jn = [vec(Tik)\ Kki[vec{Tik)} sont des
fonctions continues en tous leurs arguments pour l <k <l <K, par les relations
de convergence (2.1) et (2.2) et le théorème de Slutsky, on a donc lorsque n — > oo

n

/ R

R
iAl2,Jn \
12
.Âl3,7n
•13

)À(JC-l)Ki-/n
\ ^(K-1)K )

£

/
Z^A^ZU

•^13-^13^13

\

\ Z'(K-1)KA(K-1)KZ(K-1)K f
Puisque les vecteurs aléatoires Zki sont indépendants et que les matrices Afe;

sont symétriques par la condition (1.4), les formes quadratiques

Yki = ZkiAkiZki
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sont indépendantes et par le théorème 2.7, distribuées comme
PkPl

^klmWkim
m=l

où pour m = l,... ,pkpi^ les variables Wkim sont indépendantes de loi -/V(^im.l)-
\kim sont les valeurs propres de Aki(Qkk <S ©;;) où Aki = A (Qkk ® ©«) = I ®
A (0(;fc,6;;), ôklm = C^m ( Qkk ® Qll ) vec(Alk) et Ckim GSt le vecteur propre or-
thonormé correspondant à la valeur propre \kim-

C.Q.F.D.

Pour clore ce chapitre, soulignons simplement le fait qu'en pratique, les para-
metres de la distribution asymptotique, soit les coefficients et les paramètres de
décentralité des combinaisons linéaires de khi-deux, sont estimés en remplaçant
les 6ij par les paramètres d'association échantillonnaux tij dans l'expression de
ces différents paramètres.

0



n

Chapitre 3

ÉTUDE DE CAS PARTICULIERS

3.1. QUELQUES CAS PARTICULIERS POUR LA MESURE D'ASSOCIA-

TION

Dans les deux premiers chapitres, on a présenté nos résultats pour le cas le
plus général possible. On veut maintenant voir ce qu'il advient de ces résultats
pour des cas particuliers. La première étape sera d'examiner nos résultats pour

trois différentes mesures d'association : Stewart et Love (1968), Escoufier (1973)
et Cramer et Nicewander (1979).

0

3.1.1. La mesure de Stewart et Love (1968)

À partir d'un modèle de régression linéaire multivarié pour exprimer X(-k') en
fonction de X(l\ Stewart et Love (1968) ont introduit une mesure d'association
entre Xw et X(l\ qui a ensuite été généralisée par Gleason (1976). Cette mesure,
qu'on appelle aussi un indice de redondance, peut s'exprimer comme une moyenne
des carrés des coefficients de corrélation multiple entre les composantes du vecteur
X(k^ et le vecteur X<~1), pondérée par les variances des composantes de Xw.
L'indice de redondance, qu'on notera RIki représente en somme la proportion de
la variance de X^ expliquée par X^. On peut aussi exprimer RIki en terme des
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éléments de la matrice de covariance par

_, tr {S^,1S^RIkl = \r{S^
pour k^él ,k et l =1,... ,K. Par le résultat (1.12), on peut écrire

Rh, = [vec[S^ (J^^f) [^^(5^)] .
Dans la population, l'indice de redondance est

0

^='L(^?)=,^,)]-(^P(^,),.
-kk) ~ " îr[2^kk)

Notons enfin pour k^ l, k et 1=1,... ,K, que 0 < RIki < l, RIki est égal
au carré du coefficient de corrélation simple quand p^; =p; = l, RIki se réduit
au carré du coefficient de corrélation multiple sipfc= l etp; > l et cette mesure
n'est pas symétrique et n'est invariante que pour des transformations linéaires de
plein rang de X^ ou des transformations orthogonales de X('k') (voir Cléroux et
al (1994)).

En se basant sur la mesure de Stewart et Love (1968), on obtient une me-
sure d'association basée sur des fonctions des rangs en remplaçant la matrice de
covariance par la matrice d'association, soit

^)=^i?=^'(7^p™-
Cette mesure fait eflFectivement partie de la classe de mesures qui nous inté-

ressent puisqu'elle s'exprime sous la forme (1.17) avec
(^®^71)Akl tr(Tkk) pour l <k <l <K.

•pDe plus, on a Aki ——> A.hi où

A,;== (^ ® ©»1)
tr(Qkk)



0

48

est continue en tous ses arguments pour l<k <l < K.
On peut ainsi utiliser cette mesure pour vérifier l'hypothèse d'indépendance

et en se servant des résultats du chapitre 2, on obtient les deux résultats suivants
qui découlent directement des théorèmes 2.5 et 2.8, puisque

A^ {Qkk ® e») = {ip, 0 e,71) '>kk®e«) >kk®4)
tr{Qhk) tr(Qkk)

et que les valeurs propres de {Qkk <g> Ipi) sont \\',... ,\^', les valeurs propres de
Qkk chacune avec multiplicité p;.

Théorêine 3.1. Si les fonctions J(i)(-) et Jn(i){'), î = l,... ,p satisfont la condi-
tion (1.5) et sous H^ ', on a lorsque n —>• oo

n

/ T?(SL) ^
t'12

Rw-13

(SL)^ R(K-l)K f

£

/ Y^
ris

\

^ Y(K-1)K )

où les K^~^ variables aléatoires Y^i pour l <k <l <^K sont indépendantes et
distribuées comme

l Pk Pl

tr(e^)ÀÏÀÏ£ E ^'^.

0
où les variables aléatoires W^irs sont indépendantes et identiquement distribuées
de loi N(0,1) et \\ , ... ,À^; sont les valeurs propres de Q^k pour k = Ï,... ,K.
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Théorêine 3.2. Si les fonctzons J(z){-} et Jn(i){'}, î = l,... ,p satisfont la condi-
tion (1.5) et sous l'hypothèse (2.1), on a lorsque n—f oo

n

/ z?(5L) \Iî12

L13

R{SL\\^ n-(K-l)K /

£

/ ^12
Vl3

\

^ V(K-1)K )
où les r^=-LL variables aléatoires Vki pour l<k <l < K sont indépendantes et
distribuées comme

Pk Pl
'\ww,^6s^y"

rî
kirs

où X^"',... ,\^ sont les valeurs propres de Qkk pour À; = l,... ,K, les variables
aléatoires Wkirs sont indépendantes de loi N(Skirs,ï) avec

ôklrs = Ckirs (©Afc2 ® QU ) Vec(Aik),
Ckirs étant le vecteur propre orthonormé correspondant à la valeur propre X'r ' avec
multiplicité pi de la matrice {Qkk ® Ipi)-

La classe de tests résultant de la mesure de Stewart et Love (1968) est donc
de la forme :

rejeter <) si n ^^^>c^

où c^a est le quantile d'ordre l —o' de la distribution de
l

(3.1)

s s
Kfc <KKù2^tr(Q^2^y

Pk Pl
^VÀW^2,-..

vr '"'kirs-

On verra au chapitre 4 comment calculer les quantités c^a en se servant de
l'algorithme d'Imhof (1961). Remarquons enfin que si on utilise les cotes linéaires,
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(J

c'est-à-dire

J, ^a
"(t) i r

.n

12

n2-l Ct —
n+ l
2

et

J(,)(^==^/Î2^-j),
pour i == l,... ,p, a =1,... ,n et pour 0< u < l,on retrouve les résultats de
Cléroux et al (1994).

3.1.2. La mesure d'Escoufier (1973)

Alors que la mesure de Stewart et Love(1968) est basée sur la prévision de
X(-k^ par X^l\ la mesure d'Escoufier (1973) est définie dans un contexte de distance
entre deux matrices de données.

Considérons les matrices suivantes pour k = l,... ,K,

Yh = ( (Xw - XW) • • • (Xw -XW) ) .
On définit la distance induite1 entre les matrices Yk et Y; pour À; et /=

l,... ,K, k ^ l par

YkYk Y^Y,dist(Yk,Yi)= ^tr{YW2 ^tr^Y^
où pour toute matrice carrée A, la fonction ||A|| = ^/tr(A'A) est une norme.

Soit la mesure

tr(SkiSik)RVki = -
^tr{S^tr[S^'

l. dist(Yk,Yi) n'est pas vraiment une distance à proprement parler puisque dist(Yk,Yi) == 0
n entraîne pas Yk = Yi mais plutôt,

induite".

.. C'est pourquoi on parle de "distance
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<J

Escoufier (1973) vérifie que dist(Yk,Yi) = \fî^/\ - R\\i. On a donc, dzs^Vfc,^) =
0 si et seulement si RVki = l.

Remarquons que 0 < RVki <: l. Lorsque pk= pi = l, RVki devient le carré

du coefficient de corrélation simple entre les variables Xk et Xi. Enfin, la mesure

d'Escoufier (1973) est symétrique, elle est invariante sous des transformations or-
thogonales de Xw et Xm mais elle ne l'est pas sous des transformations linéaires
de X^ et X^.

Au niveau de la population, on pose pour k,l = l,... ,K,

pVki= tr {^ki^ik)
V/^UM^)'

On constate donc que pVki = 0 si et seulement si EA;; = 0.

En se basant sur la mesure d'Escoufier (1973), on obtient une mesure d'asso-
ciation basée sur des fonctions des rangs en remplaçant la matrice de covariance
par la matrice d'association, soit

?(£) = -
lfc; - —

ir (TkiTik)
Vtr^n^WY

qui peut s'écrire de façon équivalente sous la forme

^(E) _ [vec(Tik)}'[vec(T^]
'" ~ VtrÇT^tr^

en utilisant le résultat (1.12).
Comme on l'a vu pour la mesure R^ , on constate que la mesure R^' fait

aussi partie de la classe de mesures qui nous intéressent puisse qu'elle s exprime
sous la forme (1.17) avec

A^= -
l

vwswm pour l<k <l < K.
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TDe plus, on a \ki —>• Afc; où

A
l

kl Vtr(Ql,)tr{Q^

est continue en tous ses arguments pour l<^k <l -^ K.

Théorème 3.3. Si les fonctions J(z)(-) et Jn(i)('), i =1,-.. ,p satisfont la condi-
tion (1.5) et sous H^ ', on a lorsque n —>• oo

( p(£) \
L12

n

/

Iî(E)
13

? )
\ l\K-ï)K )

£

Yl2
Vl3

\

^ Y(K-1)K )

où les K(-K^ variables aléatoires Yki pour l <k <l <K sont indépendantes et
distribuées comme

l Pk Pl
-.^^\w\ww^T^N^Nî À éï "'""""

où les variables aléatoires Wkirs sont indépendantes et identiquement distribuées

de loi N(0,1) et X\ ', ... ,A^; sont les valeurs propres de ©^ pour k = l,... ,K.

Théorèine 3.4. Si les fonctions J(i)(-) et Jn(ï){'}, t = l,... ,p satisfont la condi-
tion (1.5) et sous l'hypothèse (2.7), on a lorsque n —)• oo

/ ^'
Rf

n

(E)
12
(E)
13

\ /

a

?(JB)
\ 1L(K-1)K / \

Vl2
Vl3

V(K-1)K

\

/
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K(-K~^ variables aléatoires Vki pour l <k <l <,K sont indépendantes etoù les -"-L^:
distribuées comme

l

Vtr{Ql,)tr(QÏ)^^
Pk Pl

EEXWXWW2^

où A^ ;,... ,A^ sont les valeurs propres de Qkk pour k = l,... ,K, les variables
aléatoires Wkrs sont indépendantes de loi N(Shirs,l) a-vec

^, = 4,, (e,7 ® e^) ^c(A^),
Ckirs étant le vecteur propre orthonormé correspondant à la valeur propre X'r '\(s
de la matrice (Qkh <S> ©;;).

La classe de tests résultant de la mesure d'Escoufier (1973) est donc de la
forme :

rejeter <) sin^^<)>c^

où c(cE) est le quantile d'ordre l -o: de la distribution de

(3.2)

^T V" l Pk Pl
=y.y^w>ww^.

^2~\ / -^ / ^ "r "s^<^V^(©LM©i)^^'
On remarque encore une fois que si on utilise les cotes linéaires, c'est-à-dire

et

pour i= l,... ,p, a

Cléroux et al (1995).

<Q;^ _ / 12 ^^ n+1'J^^=Vn2-rîla--T

J(i)(u)=VÏ2(u-^,
l,... ,n et pour 0 < u < l, on retrouve les résultats de
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3.1.3. La mesure de Cramer et Nicewander (1979)

Tout comme la mesure de Stewart et Love (1968), la mesure de Cramer et
Nicewander (1979) est une mesure de redondance en ce sens qu'elle est basée sur
la prévision d'un ensemble de variables par un autre.

En fait, la mesure de Cramer et Nicewander (1979), notons-la RI^, est la
quantité représentée par la mesure de Stewart et Love (1968) entre X^* et X^
où X^* = OS^X^ et 0 est une matrice orthogonale. De façon plus précise,
on transforme X^ de façon à ce que ses composantes ne soient plus corrélées et
aient une variance égale à l.

Ainsi (voir Allaire et Lepage (1990)), on a

tr {S^S^1S^RU, =kl Pk

Tout comme RIki, cette mesure peut s'exprimer en termes des corrélations

canoniques entre X^ et X^\ lorsque pk = Pi =• l, RI^ est le carré du coefficient
de corrélation simple entre les variables Xk et Xi et lorsque p^ = l, RI ^ est
le carré du coefficient de corrélation multiple entre la variable Xh et le vecteur
X^l\ De plus, 0 < RI ^ < l et cette mesure est symétrique et invariante sous
des transformations linéaires de plein rang si on suppose pk < pi (voir Allaire et

Lepage (1990)).

Au niveau de la population, on pose pour k et l =1,... ,K,

pHi = tr (E^S,;E;71E,fc)
Pk

Encore une fois, en utilisant le résultat (1.12), on peut écrire

^ = [vecW]' fsfcfc^E"i) [^c(S,,)] i
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et puisque (S^ ® S^'1) = (Sfcfc ® S;;)- est définie positive, pl^ = 0 si et seule-
ment si Efc; = 0.

En procédant de la même façon que pour les mesures RIki et RVki, on obtient

une mesure basée sur RI^ en remplaçant Ski par Tki dans la définition de RI^
pour k et l =1,... ,K, soit

^ , trW^) ^ ^^, ^^^ ^^Pk

,(C7V)La mesure R^i fait aussi partie de la classe de mesures (1.17) avec

Aki = 'kk <y '" pour Kk<KK.
Pk

TDe plus, on a A^; -—)• A^; où

AM =©^ ® ©<71
Pk

(3.3)

est continue en tous ses arguments pour l<k <l < K.

Puisque Aki (Qkk <S) Q(;) = -^'PL et que les valeurs propres de la matrice iden-

tité Ip^p, sont phpi fois la valeur l, en utilisant directement les théorèmes 2.5 et
2.8, on obtient les deux résultats suivants.

Théorêine 3.5. Si les fonctions J(i)(-) et Jn(i)('), î = l,... ,p satisfont la condi-
tion (1.5) et sous H^ ', on a lorsque n —>• oo

n

/^
R1

(CN)
12
(CN)
13

\

\ ^L(K-1)K /

/

£

\
YU
Vis

^ Y(K-1)K )
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où les •n^'n-1-1 variables aléatoires Y^i pour l<k <l < K sont indépendantes et
distribuées comme

lx;.,.
p^pkpl'

Théorème 3.6. Si les fonctions J(i)(-) et Jn(ï){-}, î = l,... ,P satisfont la, condi-
tion (1.5) et sous l'hypothèse (2.7), on a lorsque n ^ oc

/ .. \/ R(CN) ^
L-12

n
Iî(CN)

13 e

Vl2
Vl3

\V(K-I)K y^(CN)
\ 1L(K-1)K )

où les K(K~1) variables aléatoires Vki pour l <k <l <K sont indépendantes et
distribuées comme

l.,2
pkxpkplw

où

u

^ = [vec{A^ (Qkk ® e»)-1 [vec{Aik)}.

La classe de tests résultant de la mesure de Cramer et Nicewander (1979) est
donc de la forme :

rejeter <) sin^^ R^ > c^

où c(^!N) est le quantité d'ordre l- Q: de la distribution de

v^ v^ kl
/ ^ / ^
Kfc <KKPk

où les variables aléatoires Vki sont indépendantes et de loi -^^.

(3.4)
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Cette mesure n'a pas été étudiée par Cléroux et al (1994) et Cléroux et

al (1995) dans un cadre non paramétrique, mais Allaire et Lepage (1990) ont

considéré la mesure de Cramer et Nicewander (1979) dans le cas paramétrique,

c'est-à-dire en utilisant R^.

3.2. QUELQUES CAS PARTICULIERS POUR LA FONCTION DES RANGS

Le choix des fonctions J est déterminant pour la qualité du test résultant.

On verra dans la seconde partie de ce travail, que dépendamment du contexte, le

choix d'une fonction des rangs J plutôt qu'une autre peut mener à de meilleurs

résultats. Par exemple, lorsque les vecteurs sont de loi multinormale, on verra que

l'efficacité asymptotique relative d'un test de la classe basé sur les cotes normales

est supérieur à celle d'un test basé sur les cotes linéaires. Mais pour le moment,

voyons simplement ce qu'il advient de nos résultats dans les cas où on utilise les

cotes linéaires, les cotes normales et les cotes définies comme l'espérance de la

cc-ième statistique d'ordre.

3.2.1. Les cotes linéaires

Si on choisit d'utiliser les cotes linéaires, on a pour ^ == l,... ,peta= Ï,... ,n,

(3.5)<oi^ _ / 12 /„. n+r•7^^:=Vn2-Tla-~2-
qui converge uniformément lorsque n —>• oo vers

J(,)(u)=V/Î2[u-^J ,0<u<l. (3.6)

u
Il est facile de vérifier que les fonctions (3.5) et (3.6) vérifient les conditions 1.1,
1.2, 1.3 et 1.5.
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Les paramètres d'association deviennent alors pour t et j =1,... ,p,

^) = 12 /^ z^ (F[î](:rî) - ^) (F[J'](2;J) - ^) dF[lJ](2;î'^) (3-7)
qui correspond au coefficient de corrélation grade entre Xi et Xj (voir Puri et
Sen (1971)). De plus, puisque ^n[i] a) = ^ où -^10 représente le rang de X^
parmi X^,... ,Xin pour t = l,... ,p et et = l,... ,n, les estimateurs des 0^ sont

t.w _
v

12 n

="("2-Î)E^Q n+1
2 Rjci —

n+1
2 (3.8)

qui correspond au coefficient de corrélation des rangs de Spearman entre Xi et

Xj pour t j = l,... ,p).
On peut donc utiliser les classes de tests de la section 3.1 en remplaçant les

éléments de la matrice d'association et la matrice d'association échantillonnale

par les quantités (3.7) et (3.8) respectivement.
Nous verrons au prochain chapitre, au lemme 4.1, que lorsque les observations

sont de loi multinormale et lorsqu'on utilise les cotes linéaires, les paramètres

d'association peuvent s'exprimer en terme des coefficients de correlation pij de la
façon suivante :

6ij = — arcsin
7T

(P^\
^}-

u

Notons finalement, comme on l'a souligné dans la section précédente, que

dans les cas encore plus particuliers où on a recours à la mesure de Stewart et

Love (1968) ou la mesure d'Escoufier (1973), on retrouve les tests obtenus par

Cléroux et al (1994) et Cléroux et al (1995).
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3.2.2. Les cotes normales

Considérons maintenant pour t = l,... ,p, les cotes définies à partir de l'in-
verse d'une distribution normale centrée et réduite, soit J(i)(u~) = $-l(u) avec

J,n(i)
a =$-l a (3.9)

.n+iy Vn+1.

qui converge lorsque n —> oo vers J(i)(u} pour 0 <u < l.
Notons que les fonctions (3.9) satisfont 1.1, 1.2, 1.3 et 1.5 (voir Chernoff et

Savage (1958), Govindarajulu, Le Cam et Raghavachari (1966), Puri (1964) ou
encore, Puri et Sen (1966)).

Les mesures d'association correspondantes sont

^) = ly$-1 f-R^^ $-1 f-^^ ,
kij ~n^ \~n^1}" \~n^}' (3.10)

et la quantité

ntw

y
^—1C

1^y-" ^ ^-if_^1-
^^Q=l L^ Vn+l^J

correspond au coefficient de corrélation de type van der Waerden entre les va-
riables Xi et X, (Hâjek et Sidâk (1967)).

Les paramètres d'association deviennent

€) = / / $-1 (FH(2;)) $-1 (Fy](^)) ^,.](^^)- (3-11)
—00 •/ —00

Différentes classes de tests correspondantes sont obtenues en utilisant les
résultats de la section 3.1 pour des matrices d'association et des matrices d'asso-
ciation échantillonnales dont les éléments sont respectivement de la forme (3.11)
et (3.10) pour i et j ==!,... ,p.

Certains auteurs dont ChernofF et Savage (1958), Govindarajulu, Le Cam et
Raghavachari (1965), Puri (1964) et Puri et Sen (1966), ont aussi construit des
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cotes à partir de la distribution inverse de certaines lois continues, comme par

exemple, la loi logistique, double-exponentielle et plusieurs autres, mais nous ne

nous y attarderons pas dans le présent travail.

Notons qu'Hoeffding (1953) a montré que les cotes normales étaient asymp-

totiquement équivalentes aux cotes basées sur l'espérance de la Oi-ième statistique

d'ordre d'un échantillon de n variables de loi normale, soient

^{^)=E^-
où V^ < • •• < V^ sont les statistiques d'ordre d'un échantillon de n variables
aléatoires Vi,... ,Vm de loi normale centrée et réduite. Pour ces cotes, la condition

2.1 sur les fonctions J est vérifiée (voir entre autre, Puri et Sen (1966)). Dans ce
cas, on obtient

i^)=èÉE(y a))£;(y a))'
n

a=l

et la quantité

nt.(£<»)
u

E:n.=AE(VW)}2

est appelée le coefficient de corrélation de Fisher-Yates entre les variables Xi et

Xj (voir Hâjek et Sidâk (1967)).
Étant donné l'équivalence asymptotique avec les cotes normales et la difficulté

à calculer ces quantités, ces cotes présentent peu d'intérêt en pratique.

Notons enfin qu'au prochain chapitre, plus précisément au lemme 4.1, on

montre que dans le cas particulier où les observations proviennent d une distri-

bution multinormale et lorsqu'on utilise les cotes normales, les paramètres d'as-

sociation Oij = pij où py est le coefiicient de correlation entre Xi et Xj pour i et
J = l,... ,p(î74J')-
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Passons donc maintenant à la deuxième partie de ce travail qui consiste à
étudier et comparer la performance des tests de la classe C.

u
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Chapitre 4

COMPARAISON DE LA PERFORMANCE DES
TESTS

4.1. L'EFFICACITÉ ASYMPTOTIQUE RELATIVE

Dans le chapitre l, on a construit une classe de tests pour vérifier l'hypothèse
de l'indépendance entre plusieurs sous-vecteurs. On a aussi présenté plusieurs
tests existants pour le même problème. Une question naturelle se pose : dans la
classe de tests, 'y a-t-il un test plus performant que les autres pour un problème
particulier et comment se comparent les tests de la classe par rapport aux tests
déjà existants.

Le choix d'un test performant est une partie très importante de la statistique
et la façon la plus naturelle de comparer des tests est d'examiner leur fonction de
puissance. On peut aussi procéder à une comparaison numérique par simulation
informatique. Cependant, lorsque c'est possible, on préfère évidemment comparer
les tests de façon analytique et un outil important pour le faire est l'efficacité
asymptotique relative.

La notion d'efficacité asymptotique des tests, introduite à la fin des années
quarante, diffère de la notion, mieux connue, d'efficacité asymptotique des es-
timateurs dont on parlait déjà dans les années vingt. Précisons la définition de
cette notion.

0
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Soient deux suites de statistiques basées sur n observations, {î'in}n>i et
{T2n}n>i> et supposons qu'on veuille confronter des hypothèses de la forme:

HQ : 0 =ÔQ versus Hi : 6 > 0o.

Si, à un niveau fixé a, et pour une alternative 0 > OQ, \e test basé sur la suite

de statistiques {îi7i}n>i doit compter sur ni observations pour atteindre une
certaine puissance alors que le test basé sur la suite de statistiques {T2n}n>i
n'a besoin que de n^ observations (ni > 712), on aura tendance à croire que le

test basé sur la suite de statistiques {T2n}n>i est plus performant que celui basé
sur la suite de statistiques {îin}n>i pour cette alternative. Donc, en notant par
n-i(a,(3,0), la taille échantillonnale nécessaire à la suite {Tin} pour avoir un test
de puissance /? au niveau a pour la valeur Q de l'alternative, et par n^(a,/3,0), la
taille échantillonnale nécessaire à la suite {T^n} pour avoir un test de puissance
/3 au niveau a pour la valeur Q de l'alternative, on définit l'efficacité relative de
{Tin} par rapport à {T^n} par

e:,2(a,/3,0) =n^a^fi}
ni(a,/3^)"

0

Bien que l'idée soit très simple, le calcul de cette quantité s'avère souvent

extrêmement compliqué. Même pour les statistiques les plus simples, il peut être

très difficile, voire même impossible de calculer ni(o!,/3,0) et nî(a,^,0).

Selon le problème rencontré, différentes approches ont été proposées pour

obtenir une expression pour l'efficacité asympotique relative des tests. L'approche

de Pitman (1949) est, sans contredit, la méthode la plus populaire et la plus

utilisée. Partant du principe que ce sont les alternatives près de l'hypothèse nulle

qu'un bon test doit être capable de déceler, Pitman (1949) propose de calculer la

valeur limite de ei 2(o!,/3,0) lorsque 0 —> 60.
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Selon l'approche de Pitman (1949), on confronte des hypothèses de la forme

HQ : 0=0o versus H^ : 0^ = Qo+^
n'

our > Oetôn> 0 est tel que ôn^- S > 0 lorsque n -> oo. Notons aussi par 7in(^n)

et 72n(^n) les fonctions de puissance des tests de niveau a basés respectivement

sur les suites de statistiques {Tin}n>i et {Ï2n}n>r Soit une suite {n* = h(n)}^^
telle que

lim 7in(^n) = lim 72n*(^n).
n-+oo n—KX

(4.1)

Alors l'efficacité asymptotique relative de {Î2n} par rapport à {Tin} dans le sens
de Pitman est donnée par

p 1:_- n= lim —e2,l (4.2)
n—roo n*

si cette limite existe et est indépendante du choix de {On} et {n*} satisfaisant
l'équation (4.1).

Cette approche est principalement utilisée dans le cas particulier où les fonc-

tions de puissance sont telles que

Tin-^n(9) ^
^n{6} TV (0,1)

où fiin(0) et ain{0) désignent respectivement l'espérance et la variance de Tiin >

avec

i. ^(^o) > 0,
ii. ^m^oo^2 = l, ^^oo ^2} == l,

3^ )

iii.^m^^^=cl>0,
^,n(eo)

l. La quantité e représente l'efficacité du test basé sur {Tni}.
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pour i = 1,2 et où ^ désigne la dérivée de ^n- Alors (4.2) devient

P -,^ f^nW^nWY
in-^oû \ ,,' tu \ ^. lû_\ l •^0)(72n[OQ,

e2,l (4.3)

En observant le développement qui permet d'obtenir ce résultat, on constate
que la normalité asymptotique n'est pas essentielle. En fait, il suffit de pouvoir
exprimer les puissances des deux tests sous la même forme. Par exemple, si les
fonctions de puissance sont des khi-deux décentrés, l'efficacité asymptotique rela-
tive dans le sens de Pitman (équation (4.3)) se résume au rapport des paramètres
de décentralité. On retrouve dans Kendall et Stuart (1977) une excellente présen-
tation de la démarche à suivre dans le cas non normal.

Il y a cependant des situations où les statistiques des tests n'ont pas la même
forme de distribution sous HQ et sous la contre-hypothèse. Dans ces cas, le calcul
de l'efficacité asymptotique relative de Pitman s'avère ou bien impossible ou alors
très complexe et le résultat peut dépendre du niveau a et de la puissance /?.

Une alternative à l'approche de Pitman a été proposée par Bahadur (1960),
Bahadur (1967) et Bahadur (1971). Son approche consiste à évaluer la valeur
limite de ei 2(oi,/5,0) lorsque Q! —)• 0. Le principe se défend bien puisqu'un niveau
petit est évidemment souhaitable pour un test statistique.

Bahadur (1967) montre que sous des conditions simples, l'efficacité asympto-
tique relative de Pitman et celle de Bahadur donnent le même résultat lorsque les
deux statistiques sont asymptotiquement de loi normale. Wieand (1976) apporte
un résultat encore plus intéressant en obtenant des conditions pour lesquelles l'ef-
ficacité de Pitman existe dans les cas non normal et peut être obtenue en utilisant
l'approche de Bahadur.

D'autres approches moins utilisées ont aussi été présentées. Par exemple,
Hodges et Lehmann (1956) examinent la valeur limite de e-i^(a,f3,0) lorsque

l
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/5 ^ l. Des approches intermédiaires pour lesquelles on étudie la valeur limite

de e-i2{a,f3,0) en fixant un des trois paramètres (a, 0 ou 0) et en considérant les
valeurs limites des deux autres paramètres (Q;—>- 0, /3 —>• l ou 0—> 0o) ont été
proposées par Chernoff (1952) et Kallenberg (1983).

En résumé, il existe deux catégories de mesures de la performance des tests : il
y a les mesures d'efficacité locales et non locales. Les mesures d'efficacité locales
nécessitent le recours à une suite de contre-hypothèses contiguës à l'hypothèse
nulle; on mesure la performance des tests pour des valeurs aux alentours des
valeurs sous Ho. L'efficacité de Pitman est sans contredit la plus populaire repré-
sentante des mesures d'efficacité de cette catégorie. D'un autre côté, les mesures
d'efficacité non locales, comme l'efficacité de Bahadur par exemple, mesurent la
performance des tests pour une alternative fixée lorsque n —>• oo et leur utili-
sation nécessite donc la connaissance de la distribution asymptotique sous une
alternative fixée.

Dans notre problème, comme nous ne connaissons la distribution asympto-

tique des statistiques que sous une suite de contre-hypothèses qui convergent vers

l'hypothèse nulle, nous utiliserons donc une approche basée sur celle de Pitman

pour comparer la performance de nos tests.

u

4.2. LA FONCTION DE PUISSANCE DES TESTS DE LA CLASSE C

Pour utiliser l'approche de Pitman, la première étape consiste à obtenir la
fonction de puissance des tests à comparer.

On se rappelle que les statistiques des tests appartenant à la classe sont de
la forme

-'Âfcj _ ^ \^ \^ ^A-kl,Jn[jT =n 2^ 2^^"" "'
Kk<KK
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et que sous H^n '• flij(,x,y) = l + ui3^ pour toutes les variables Xi et Xj
qui n'appartiennent pas au même sous-vecteur de X (équation (2.7)), elles sont
distribuées comme une combinaison linéaire de variables aléatoires de loi khi-deux

décentrées. Autrement dit, les statistiques T'^1 ont la même distribution que

m

ç=EA^2
r=l

où pour r = l,... , m, les variables aléatoires W^ sont indépendantes, de loi khi-
deux avec l degré de liberté et de paramètre de décentralité S^ où les quantités
ô^Xr et m sont définies par le théorème 2.8. Ainsi, on a besoin de connaître la

fonction de puissance d'une statistique de la forme de Q.

Il est bien connu (voir entre autres, Johnson et Kotz (1972)) que la fonction
caractéristique d'une variable aléatoire X de loi khi-deux avec v degrés de liberté

et paramètre de décentralité S est de la forme

^(t)=(l-2it)^exp^^—^ pour ^ G 3t.

Posons pour r = l,... ,m, (prW ^ fonction caractéristique de W^ et tf>Q(t)
la fonction caractéristique de Q. On a donc

vow =nm=i^(^)

-n^(l-2^)^exp{Em^âfe}.
En utilisant la formule d'inversion qui permet d'obtenir la distribution d'une

variable aléatoire à partir de sa fonction caractéristique, Imhof (1961) montre que

PW>X^Ï+^J.l , l /'00 sin 0(u)
up(u)

du (4.4)
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où pour u e SR,

rn r jr2

ô(u)=^\hrt^-\\^+^82:\ru 1 l
- -:xuw\ 2'

et

u

^.nd+^^expfif;^}.
r=l ^ - r=l - ' • -r

Les paramètres /2,r, pour r = l,... ,m, sont les degrés de liberté des variables
aléatoires W^ dans la forme quadratique Q = ^^i ArW^2- Dans notre cas, hr. = l
pour r = l,... ,m.

Pour résoudre ce genre d'intégrale, on doit avoir recours à des méthodes
numériques d'intégration. La méthode qu'on utilisera est celle proposée par Im-
hof (1961) qu'on présentera à la section 4.3.2. Mentionnons simplement pour le
moment que l'algorithme d'Imhof (1961) permet d'intégrer de façon numérique
l'expression (4.4) en contrôlant les erreurs d'intégration associées. On peut ainsi
obtenir une estimation aussi précise que l'on veut pour les points critiques de la
distribution de Q.

On arrive cependant à la conclusion que l'équation (4.4) ne nous permet donc
pas d'obtenir une expression analytique pour l'eflâcacité asymptotique relative de
deux tests avec ce type de distribution.

D'ailleurs, le type de problème qui nous concerne fait survenir plusieurs obs-
tacles au calcul de l'efficacité asymptotique relative. Notons d'abord que, comme
on l'a mentionné à la fin de la section précédente, étant donné qu'on ne connaît
pas les distributions asymptotiques sous une contre-hypothèse fixe, l'utilisation
des méthodes de mesure d'efficacité non locales, comme l'efficacité de Bahadur,
par exemple, est impossible. Pour la même raison, les résultats de Wieand (1976)
ne sont pas applicables.
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D'autre part, même l'utilisation directe de l'approche de Pitman est en géné-
rai impossible. Comme on le sait, la distribution des statistiques de la classe est
une combinaison linéaire de variables aléatoires de loi khi-deux décentrées. Or,
les coefficients des khi-deux sont fonction des éléments des matrices d'association
Qkk pour A; = l,... ,K et cette fonction dépend des valeurs propres des matrices
Afc; qui définissent la statistique du test, soit

Tikl=ny^y^tr(T^kM.2-^ 2—^
Kk <KK

u

Ainsi, les distributions de deux tests de la classe sont généralement de formes
différentes, ce qui rend impossible l'utilisation directe de l'approche de Pitman.

En fait, la seule façon d'obtenir des distributions asymptotiques de même
forme, est d'avoir tous les coefficients des khi-deux égaux et ceci n'est possible que
si les valeurs propres des matrices A^; sont toutes les mêmes. Or, c'est précisément
ce qui se passe dans le cas où on utilise la mesure de Cramer et Nicewander (1979).
En effet, dans ce cas particulier, lorsque les tailles des sous-vecteurs sont toutes
égales, les valeurs propres des matrices A^; définies dans (3.3) sont toutes les
mêmes et donc la distribution asymptotique de la statistique correspondante suit
une loi khi-deux décentrée sous Hin.

On verra donc dans la prochaine section que si on considère certains cas
particuliers des tests de la classe, il est possible, en adaptant l'approche de Pitman
de façon adéquate, de contourner ces obstacles.
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4.3. COMPARAISON ASYMPTOTIQUE DANS CERTAINS CAS PARTI-
CULIERS

4.3.1. Classe de tests basés sur la mesure de Cramer et Nicewader

(1979)

Le premier cas intéressant est celui de la classe de tests basés sur la mesure
de Cramer et Nicewander (1979). Dans ce cas spécifique, la distribution asymp-
totique de la statistique sous la suite de contre-hypothèses (2.7) convergeant vers

[0 >

^:^,(^,)=1+^(^)
pour toutes les variables Xi et Xj qui n'appartiennent pas au même sous-vecteur
de X, où la fonction de dépendance (1.5) est donnée par

F[i,j}{xj,Xj)!t"{I-I') = f^^,y
est

T{CN) _^y^ Y- ^Y2.^.^,
Z-/ Z-^^^AP^'
Kfc <KK

où les Xpi,pi(^ki) son^ des variables aléatoires indépendantes de loi khi-deux dé-
centrée avec pkpi degrés de liberté et les paramètres de décentralité 5j; tels que
définis dans la théorème 3.6, sont donnés par

Sli = [vec(A;fc)] (Gfcfc ® e«)-l [-uec(A^)] . (4.5)

Si on suppose que les sous-vecteurs sont tous de même dimension, c'est-à-dire
que pi =p2 = ••• =P^< =Po, on obtient

^^^(EE/â).
,Kfc



71

0

où d = SSi<fc«<A-Pi = K(K2 PÏ- Ainsi, les statistiques PQT(CN) sont toutes
asymptotiquement de loi khi-deux de degrés de liberté d et de paramètres de dé-
centralité ^ ^i<k<i<K ^îi- O11 élimine ainsi le problème décrit précédemment qui
survient lorsque la distribution asymptotique des statistiques est une combinaison
linéaire de variables aléatoires de loi khi-deux. La seule quantité qui dépend de
la fonction J(-) qu'on utilise est le paramètre de décentralité.

Comme on l'a souligné à la secton précédente, il est bien connu que l'effica-
cité asymptotique dans le sens de Pitman entre deux tests dont les distributions
asymptotiques sous la contre-hypothèse sont deux lois khi-deux qui ne différent
que par leur paramètre de décentralité, est le rapport des paramètres de décen-
tralité (voir par exemple Puri et Sen (1966)). Ainsi, en utilisant ce résultat, on
trouve une expression pour l'efficacité asymptotique relative de deux tests ba-
ses sur la mesure de Cramer et Nicewander (1979) pour deux fonctions de cotes
différentes.

Théorème 4.1. Posons T[ ) la statistique basée sur la fonction de cotes J(ï\-}
et T^ ) la statistique basée sur la fonction de cotes J^(-). De plus, notons le
paramètre de décentralité correspondant à la statistique T^ ' par

€) - [^c(Aif)] (eiï 0 Gif)) -i [.ec(A^)] , (4.6)

u

pour s = 1,2.

Alors, l'efficacité asymptotique relative du test basé sur T^1"' par rapport à
celui basé sur T^1'1 s'exprime sous la forme

w"
2^ 2-^Kk<KK °kl

e1'2 = V\- -. ~__Â2(2)'
'Kk<t<K ukl

(4.7)
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On a vu au chapitre 2 (équation (2.7) ) qu'en termes de la fonction de dé-
pendance (1.5), la contre-hypothèse s'écrit

^ : fi,,(..,.F,) = l + '^-^
pour toutes les variables Xi et Xj qui n'appartiennent pas au même sous-vecteur
de X, où

F[z,j}^i,Xj)
'=W^~F\^y

Ainsi, on obtient

--''^(îslfe-1)- (4.8)

Considérons le cas où X suit une loi multinormale de dimension p^ de
moyenne 0 et matrice de covariance E* où S* = ((p^)) avec

*Pzj = <\

l si î = j,
pij si Xi et Xj appartiennent au même sous-vecteur, (4.9)
>i.-^ si Xi et Xj n'appartiennent pas au même sous-vecteur.

On a alors pour i et j ==!,... ,p,
l

^l-p^
'Xi fXj -^ -^F[i,j}(xi,xj,p^ == / / -_ — j=== exP{-on_\*2^(u2 ~ 2P:,W + v2}}

/-~ ^-~ 27T,/1 - /?,*,2 ' ~^i ~ Pïf
• du dv,

F^(xi) = $(^) = ^ 2^e-^^'
et la fonction de densité de (Xi,Xj) est donnée par

^{Xi,Xj,p^ = -_ — ^== exp \ -^—^^(2;? - 2^,3;^, + ^) ^.
27T,/1-^,2 l. ~z^~Pi^p^
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Pour le calcul de (4.7), on utilise le fait qu'on peut exprimer la suite de
contre-hypothèses (2.7) en termes des sous-matrices d'asociation

Akl

0

H^n : Qki=^= pour Kk<l^K,
'n

où les éléments de la matrice Aki sont donnés par (équation (2.8))

%• = / / ^ij{xi,Xj)F^(xi)F^(xj)J^ {F[{](x,))J^ (F[j](^))
-00 </ —00

•dF^Xi)dF^{xj}.

On doit donc obtenir les valeurs des paramètres d'association 0y et des éléments
des matrices Aki, soient ây, pour différentes fonctions J, i et j = l,... ,p et
l<k <l < K.OII constate donc qu'on doit calculer la valeur des paramètres
d'association pour les variables appartenant au même sous-vecteur tandis que le
calcul des quantités a^ se limite au cas où les variables Xi et X, n'appartiennent

pas au même sous-vecteur, ietj = l,... ,p. Ainsi, pour le calcul des 0ij, on utilise
p.. = p,^ (Xi et Xj appartiennent au même sous-vecteur) et pour le calcul des
Oij, on utilise p,*. = -^ (X, et Xj n'appartiennent pas au même sous-vecteur).

Obtenons d'abord une expression pour les paramètres a;;, définis par l'équa-
tion (4.8) en utilisant le fait que le vecteur suit une loi multinormale. Dévelop-
pons la fonction F[ij](xi,Xj) = F[ij](xi,Xj,p^), pour X, et Xj n'appartenant pas
au même sous-vecteur, autour de p^ = 0. On obtient (voir Puri et al (1970))

F^(xi,Xj,p^ = F^{xi,Xj,0) + F^{xi,Xj,0)p^ + F^(xi,Xj,Oy-^- +...

- Ï(x^(x,) + ^(x^(x,) +...
où ^(a;) est la densité d'une N(0,1) et F^^ et F^^ représentent respectivement
les dérivées première et seconde de la fonction F^J]. On obtient donc, lorsque
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n —>• oo,

^tj = Ay
4>Çxi)(f)(xj)
]^W^Y

Comparons maintenant le test obtenu en utilisant les cotes normales à celui
obtenu en utilisant les cotes linéaires.

Lemme 4.1. Si X suit une loi multinormale de dimension p^, de moyenne 0
et de matrice de covariance S* donnée par (4-9), et si J^ (u) = ^>-l(u) pour
î = l,... ,p alors

^)-^ et ag)=A^.

Démonstration: Pour îi = l,... ,p, les paramètres d'association deviennent
•00 />00

ei]) = f l XiX,dF[^(xi,x,) = E{X,X,~) = p,,.
D'autre part, en utilisant le fait que

cr^l=^'^=—l-
= / w = f t f-11db -•' ^~ft(f-l{b)Y

(voir Spivak (1980), p.222), les paramètres a^; deviennent

(l) _ flX f00 ^»,(;) = r00 J —00
,,^xiW£Û. . g>(T^Q>(r.A .1,. ... ._ .!_•i3^(xiWxj) ' 'i'^i}'v^3^ '<!.[$-l($(T,))]0[$-l($(i,))]

•d^{xi)d^(x,)

= Ay.

C.Q.F.D.

Leinme 4.2. Si X suit une loi multinormale de dimension p^, de moyenne 0 et
7(2)f
/(t)de matrice de covariance S* donnée par (4-9), et si J^)(u) == \/Ï2(u — j) pour
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i= l,... ,p alors

^=^arcsin(^) et off = ^,
Dénaonstration: Pour i et j ==!,... ,p, on obtient

^ = Foc Foo À^^fêi • ^W^ • Vî2^)VT2^)dx^

- ^!^!°°^\x^2^)dx,dx,

= ^
puisque J"^^>2 (3;) da; =^.

Pour les paramètres d'association, on a

€ = i2 r^ J_^(FH^) - è)(^](^) - è)^.](^^.)

= 12 Foc Foc ^(^)$(^)^(^,^,pî,)^^, - 3

(J

en utilisant le fait que foc^f_^^{xi')'^(xi,Xj,p^)dxidXj = j.
L'évaluation de cette intégrale très complexe est possible grâce à une idée

ingénieuse de Hotelling et Pabst (1936) qui consiste à remarquer que

^X1W^ = 9^9x~^xl-x^-
Comme

4^) = i2r,r,cE>(^)$^)4^(^^,^.)^^

= 12 J^ ;0^ $(^)$(^,)^^(^^^,)^^,
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en intégrant par parties, on obtient

4^) = 12j'-ooooJ'-oooo^$^)^$^)^(:E"^'^)^^

0

Par conséquent, on trouve

^^arcsin^).
C.Q.F.D.

Nous voilà maintenant en mesure de calculer 612. La proposition suivante
établit la supériorité du test basé sur les cotes normales par rapport à celui basé
sur les cotes linéaires si on suppose pij =pet Ay = A pour z et j ==!,... ,p, pour
la classe de tests basée sur la mesure de Cramer et Nicewander (1979).

Théorème 4.2. Soit T^ ', la statistique basée sur les cotes normales et T^ ',
la statistique basée sur les cotes linéaires. Si X suit une loi multinormale Npî (0,E**)
où pour i et j =ï,... ,p,

**Pz3= \

l si t =3,

p si Xi et X; appartiennent au même sous-vecteur,
-^ si Xi et Xj n'appartiennent pas au même sous-vecteur,

avec -l < À < l, et si pi = pz = •••= PK = Pô, Pô > 2, alors pour tout
—lP > (p^ïy, on a

ei,2
7T2(l+(Po-l)larcsm(^))2
9

Démonstration: On sait que

ei,2=

(l + (po - l)?)2

w. .. ..-.^2
il<k<KKUkl

V-^T - . .__A.(2)2;
Z^Z^Kfc<KA'"fc<

)
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où pour l<,k<l<Kets== 1,2, on a

^12=h(AÏ)]'(eiï-I8ei,')-)[.ec(4?)].
De plus, par les lemmes 4.1 et 4.2, on a 0^! = p, 0^) = ^ arcsin (j), a^ ; = A

et a^) = ^A. Pour simplifier la présentation des résultats, posons 0^) = r,, c'est-
à-dire que ri =/?et 7-2 = j- arcsin (^). On peut alors écrire

u

/

off
l rs
rs l

\
rs

rs

\7-5 î-5 ••• l/ poxpo

En utilisant la propriété suivante sur les matrices (voir Muirhead (1982), p.580)

(A + BCD)-1 = A-1 - A-1BC {CDA-1BC + C)'1 CDA-1,

où les matrices A,B,CetD sont respectivement de dimensions nxn,nxm, mxm
et mxn et où A, (A + BCD) et {CDA~IBC + C) sont des matrices régulières1,
on obtient

^s) -1 =
'kk ~

/ l + (po - 2)r, -r,
-TS l + (po - 2)r,

-rs

-rs

\

\ -rs -rs ••• l + (po - 2)rs j

•)

poxpo

l. Une matrice A est régulière s'il existe une matrice B telle que AB = l où l est la matrice
identité.
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où e = (i_^)(i^_i)^). Ainsi, r,^ l et r,74 ^- Posons
/

B

l + (po - 2)r, -r,
-r, l + (po - 2)r,

\
-rs

-rs

\ -TS -rs l + (po - 2)r,/ poxpo

l

On peut ainsi écrire

^.s) -1 ^ p)(s) -1 =~3kk '^y"/ '=(l-^(l+(po-l)r,)2
D'autre part, on vérifie facilement que

(B®B).

(l ... l)^^(B®B)^^=((l-^ ... (1-^)2 )
ixpë ixpg

et on obtient

(l ... l )(B®B)
fl\

{^

=((1-^)2 ••• (l-^)2)Ixpg

fl\

^ y.?
PÏ(Ï-rs)2.

pgxl

1,2, vec{A[f) = ^

Notons a^ = Vs, c'est-à-dire que ui = Aetuz == ^Â. Puisque pour s =

, où A^) est la matrice formée des paramètres a^

correspondant aux sous-vecteurs X^ et X(tl\ on obtient
^) 2 _ ,2 P^(l - ^)2 _ ^,2PJ
okl = v~s (l - r^\l + (po - l)^)2 = (l + (Pô - l)r,)2 •

{1/

j
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D'où, on trouve

ei,2
E S ^i'2 K(K-l-)^ >2PÏ

kl _ 2 ~(l+(p0-l)p)2
V v ^2) 2

jkl
>2pl~

(l+(Po-l)Aarcsin(j))2

0

7T2(l+(po-l)^arcsin(j))
9

2

(l + (po - l)?)2
Il faut d'abord remarquer que ei 2 est définie partout sauf pour p = j-—-

et po 7!4 l- Lorsque po = l, le problème de l'indépendance de K sous-vecteurs
aléatoires se ramène à l'indépendance de K variables aléatoires. Les paramètres
de décentralité S^s deviennent'y

tô)2=a(s)2
'ij ~ uij

A2
^A2^

si s = l,

si s == 2.

Ainsi, on trouve

ei,2=
E E ^'2 K^\2 .2

2
=^>1.

K(K-l) 9 ^2 - 9 " "'
Jij —2—7r2'

et le test basé sur les cotes normales est asymptotiquement plus efficace au test
basé sur les cotes linéaires pour po = l. Lorsque p < e -1^, ei 2 n'est pas toujours
supérieure ou égale à l, mais on peut montrer que 61,2 > l pour p > ^^ et po ^
2. Lorsque p > ^^y, on a (l + (po - 1)1 arcsin (j)) > 0 et (1+ (po - 1)/9) > 0.
Or, ei 2 > l si et seulement si g{p) > l où

^_7T^l+(po-l)^arcsm(^)'
)=3[ —l 4- (po - 1)P

Ceci équivaut à montrer que

l + (po - 1)3 arcsin (^) > ^(1+ (po - !)/?)
7T Y ^ / 7T
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et cette dernière inéquation est équivalente à h{p) > 0 où

h{p) = ^1- -J +(po- l)- arcsin (^-J - -(Pô - l)p.
Puisque

^)=_?(Po_2)+^^4
dp~'r' ^ ' -.</1-^l7T 4

on a -^h(p) = 0 si et seulement si p = 0. Le seul point critique de h{p) est
p = 0 et h{0) = l- ^ = 0,0450703. Une façon de déterminer si cette valeur
est un minimum serait d'examiner la dérivée seconde de /i(p), mais dans notre
cas, h"(0) = 0 et on ne peut donc pas s'en servir pour déterminer si p = 0 est
un minimum. D'autre part, on sait que -^1_^ < p< l et notre objectif est de
montrer que h(p) > 0. Or,

et

lîm^{^)+h{p) = ' ~ ^po ~ 1) arcsin (2(poLT)
3'

hW=p,[l-^).
7T

Il suffit donc de vérifier que hm ; ^+/?.(p) > 0 et /i(1) > 0. En effet, puisque
p {po-i)

la fonction h(p) est continue sur ( -ppLY,l , que l'unique point critique se trouve
en p= 0 et qu'en ce point /i(0) > 0, alors si h(p) > 0 pour les valeurs limites
-PQLÎ et l) on a fl(p) > 0 pour tout p G ^-p^-,1 .

On voit directement que /i(1) > 0 puisque po ^ 2. D'un autre côté,

lim f __^ \+h(p) > 0
p ^PO-Î)

si et seulement si

l(po-l)arc8in(2(poL^).<2(po-l). <1,
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ce qui est équivalent à dire que r(po) < 0 où
l

T-(po) = arcsin ( ^
7T

On a

r'(Pô) = 7T

\2{po-l)j 6(po-l)'

l

6(Po-l)2 2(po-l)2,A^ l

La fonction r/(po) = 0 si et seulement sipo = l + / g = 2,68445 ou po =
2V'1-^-

—0,684453. Puisque po > 2, on ne considère que la première solution,1-- l
2,/1-

soit po = 2,68445. Ainsi, pour po > 2, la fonction r(po) a un seul point critique.
D'autre part, la dérivée seconde de r(po) est donnée par

r" (Pô) =
l

^
^v)

+ (PO - l)3 ' '1-
l 7T

4(po-l)2 3(po-l)3'8(l-4(ïoLïF)
Ainsi, puisque r" (2,68445) = 0,0105852 > 0, on sait que po = 2,68445 est un
minimum sur [2,oo). Or, r(2) = 0, r(2,68445) = -0,00946833 et r(po) < 0 pour
tout po > 2,68445. Puisque po = 2,68445 est le seul point critique de r(po) sur
[2,oo), on a donc r-(po) < 0 pout tout po ^ 2. Par conséquent, on a

lim f _i \+h(p) > 0,
p {po-ï)

d'au le résultat escompté.
C.Q.F.D.

Avec le dernier théorème, on a montré que pour la classe de tests obtenus à
partir de la mesure de Cramer et Nicewander (1979) et lorsque X suit une loi
multinormale avec une structure de covariance particulière, le test basé sur les
cotes normales est toujours asymptotiquement plus efficace que le test basé sur les
cotes linéaires. De plus, on a obtenu une expression de l'efficacité asymptotique
relative de deux tests construits à partir de la mesure de Cramer et Nicewander
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(1979). Notons pour k = 1,2, TfcN\ la statistique basée sur les cotes J^{-),
i=l,... ,p. Sï X suit une loi multinormale Ayg (0,S**) où pour iet j =1,... ,p,

.**PiJ = 1

l SI î= J,

p si Xi et Xj appartiennent au même sous-vecteur,
-^ si Xi et Xj n'appartiennent pas au même sous-vecteur,

-let sipi =p2 = ••• =PA: = PO) Pô > 2, alors pour tout p > (p^y, on peut écrire
_.!(!+ (PO - 1)).2)2e^ = ït'O+to-^' (4-10)

où Sk est la valeur constante qu'on obtient en calculant les a^; et r^, la valeur
constante obtenue en calculant les 6^' pour k = 1,2. Rappelons que dans le
cas particulier où on compare les cotes normales aux cotes linéaires, l'expression
(4.10) devient

,2

ei,2=
7T2(l+(po-l)^arcsin(j))-
9

(4.11)(l + (po - l)?)2
Examinons maintenant le cas où on étudie l'indépendance de deux sous-

vecteurs, c'est-à-dire K =2, et supposons de plus que pi = p2 = 2. On a alors
/

x =

\

Xi
X2
Xs
^4

\

/

Comme pour le théorème 4.2, le théorème suivant établit encore une fois
la supériorité du test obtenu en utilisant les cotes normales par rapport à celui
obtenu en utilisant les cotes linéaires, mais cette fois dans le cas où K =2et X
suit une loi multinormale de dimension p^, de moyenne 0 et matrice de covariance
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E* où S* = ((p^.)) avec p^. définis par (4.9), c'est-à-dire

l sii= j,

pij si Xi et Arj appartiennent au même sous-vecteur,*py <

^ si Xi et -Y, n'appartiennent pas au même sous-vecteur.

On remarque que cette matrice est plus générale que celle utilisée dans le thérème
4.2, puisqu'alors py = p et Ay = A pour z etj == l,... ,p. Toutefois, en consi-
dérant cette structure de covariance plus générale, on doit se contenter d'une
démonstration numérique.

Théorème 4.3. Considérons la mesure de Cramer et Nicewander (1979) avec
K =- 2 etpi = pî =2. Soit T^"1', la statistique basée sur les cotes normales et
T^ ), la statistique basée sur les cotes linéaires. Si X suit une loi multinormale
de moyenne 0 et de matrice de covariance E* définie par (4-9), alors pour tout
p*^ € [-1,1], on a

ei,2 ^ l.

avec inégalité stricte pour pij G (—1,1).

Notons que l'expression analytique pour ei 2 se retrouve à l'équation (4.16)
qui suit la démonstration.
Démonstration: Posons

y=

f^\
A 14
-\23

^ A24 /

, A=(eS)06â))-l et B=(e;?®eg))-l.



0

84

On peut alors écrire

ei,2=
Y'AY

(^) Y'B (l) r
puisque a^) = Ay et a^) = jA,j pour t = 1,2 et j = 3,4. Ainsi, 61.2 ^ l si
et seulement si Y' (A - ^B) Y > 0. Il suffit donc de montrer que la matrice
A — ^B est définie positive, ce qui est vrai si et seulement si toutes les valeurs
propres de A— -^B sont supérieures ou égales à 0.

Or, les valeurs propres de A — -^B sont

1>1 = -9 + 7T2 + 9pi2 + 9?34 - 9/?i2P34 - 67T arcsin (^2-)
-6 arcsin (^) + 36 arcsin (^) arcsin (^) /
[(Pl2 - 1)(P34 - l) (TT - Garcsin (^)) (TT - Garcsin (^))] ,

t

U2 = 9

u

7T2 - 9pi2 + 9/)34 - 9pi2p34 + GTT arcsin (al)
-6 arcsin (^) + 36 arcsin (^) arcsin (pf) /
[(Pl2 - 1)(P34 + l) (îr - Garcsin (^)) (TT + Garcsin (£j4))] ,

U3 == 9 - 7T2 + 9j0i2 - 9/934 - 9pi2p34 - GTT arcsin (^)
6 arcsin (^) + 36 arcsin (^) arcsin (^) /
[(Pl2 + 1)(?34 - l) (TT + Garcsin (^)) (TT - Garcsin (^))] ,

V4 = -9 + 7T2 - 9pi2 - 9/934 - 9P12P34 + ÔTT arcsin (^2-)
6 arcsin (^) + 36 arcsin {pf} arcsin (^) /
[(Pl2 + 1)(P34 + l) (TT + Garcsin (^)) (TT + Garcsin (^))] ,

Vérifions donc que les quatre valeurs propres Ui, v^ Vy, et 1:4 sont toujours
supérieures ou égales à 0.
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Remarquons d'abord que puisque pour (z,j} = (1,2) ou (3,4), -l ^ py < l.
on a

et enfin,

ce qui implique que

(A, - l) ^ 0,

(A, + l) ^ 0,

-^ < arcsin ( p^} < n-6^(ircymlY^6

(7T-6arcsin(^)) > 0.

(4.12)

(4.13)

(4.14)

0

Pour les équations (4.12), (4.13) et (4.14), on obtient une inégalité stricte dès que
Pi] e (-1,1).

(i) Par (4.12), (4.13) et (4.14), on sait que le dénominateur de Ui est > 0,
c'est-à-dire

(Pl2 - 1)(?34 - l) (îr - 6arcsin (^)) (TT - 6arcsin (^4)) > 0,
avec inégalité stricte pour py € (—1,1). Il suffit donc de montrer que le
numérateur de v-i est toujours supérieur ou égal à 0 pour conclure que
vi > 0 pour tout -l < pij < l, (i,j) = (1,2) ou (3,4). Or le numérateur de
DI est une fonction de deux variables, (pi2,p34) et cette fonction implique
des fonctions transcendentales, ce qui rend le calcul des extrémums et des
racines beaucoup plus complexes. Cependant, en utilisant des algorithmes
numériques, on peut trouver le minimum d'une fonction de plusieurs va-
riables, même lorsque celle-ci contient des fonctions transcendentales. On
utilise donc un programme de la librairie NAG associée à FORTRAN pour
trouver la valeur minimale du numérateur de fi. Ce programme est basé sur

i
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l'algorithme modifié de Newton (voir Gill, Murray et Wright (1981)) pour
trouver le minimum d'une fonction. On trouve que la valeur minimale pour
le numérateur de v^ est 0 et cette valeur est obtenue si pu = l oup34 =1.

(iï) Par (4.12), (4.13) et (4.14), on sait que le dénominateur de v^ est ^ 0,
c'est-à-dire

(pi2-l)(p34+l)(7T-6arcsin(^2)) (^ + Garcsin (^)) < 0,
avec inégalité stricte pour py G {—1,1). On veut donc montrer que le nu-
mérateur de v'î est toujours inférieur ou égal à 0 pour conclure que z>2 > 0
pour tout -l < pij < l, (îj) = (1,2) ou (3,4). Encore une fois, en utilisant
l'algorithme modifié de Newton, on obtient que la valeur maximale pour le
numérateur de v^ est 0 et cette valeur est obtenue pour piz = l et pour
toute valeur de ^34.

(iii) On démontre que ^3 ^ 0 exactement de la même façon qu'on l'a fait pour v^
puisque la seule différence entre ces deux valeurs propres est qu'on remplace
pis par p34 et vice-versa dans vs.

(iv) Finalement, par (4.12), (4.13) et (4.14), on sait que le dénominateur de 1:4
est > 0, c'est-à-dire

(pi2+l)(p34+l)(7T+6arcsin(^2)) (^ + ôarcsin (^)) > 0,
avec inégalité stricte pour py e (-1,1). On montre donc, de la même façon
que dans les cas précédents, c'est-à-dire en utilisant l'algorithme modifié de
Newton, que la valeur minimale du numérateur de v^ est 0 et cette valeur
est obtenue lorsque pis = -l ou/?34 = -l. On peut donc en conclure que
V4>0 pour tout -l < pij <:!, (t J) = (1,2) ou (3,4), avec inégalité stricte
pour pij e (-1,1).
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C.Q.F.D.

On sait maintenant que le test basé sur les cotes normales est toujours asymp-
totiquement plus efficace (pour py G (—1,1)) ou équivalent (pour py = l ou -l)
au test basé sur les cotes linéaires lorsqu'on se retrouve dans ce cas particulier
mais on est aussi en mesure de calculer la valeur de l'efficacité asymptotique re-
lative e i 2 quelque soit la distribution des observations ou les fonctions de cotes
considérées, en calculant

i

ei,2=
^w
'12

ô2(2)
12

où pour s == 1,2,

e) = [^C{A^] (eï^eyy1 [vec^
Puisqu'ici, A'= 2,pi =ps =2, on a

x=

/

\

X,
^2
^3
X4

\

/

Ainsi,

6=
e
9

11

'21

e
e

12 , où Qii
'22

1 e12

0 l21

et 622=
l 034

0 l43
î

0
aïs auAïs = l " " l et uec(Ai2) = (013 a^ 014 024).
"23 Û24
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67/=
l

'11 1-0i2
' ~012 \ et G.,1 = -^-

722 "r^iÏ2 \ -012 l

l -634

34 \ -e^ i

Ainsi,

<3" = tô-)+aS-)+4"+4"-24?4ï^)

.(s)fl(s) (n^ - As)n{s^lU°i2 la24 ~ a23p34

-2ai? (4?0S? + (aff - 4;0S?)^)] /

[(»S"-i)(^"-i)].

(4.15)

Dans le cas particulier où X est de loi multinormale et qu'on compare les
cotes normales aux cotes linéaires, puisque

0

cotes normales

'12 —

e.'il)34

Pl2

P34

a(l)
13 À13

aiÏ = Ai4
a

a,

(l)
'23
(l)
•24

^23

Â24

cotes linéaires

^)=^arcsin(^)
0(S = ^ arcsin (^)
^S = î^
«SÏ = JA»
423) = fA.3
4? = ^,a'24 24
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on obtient

Cl,2 = [Â?3 + A^ + A|3 + A^ - 2À23A24P34
—2Ai4pi2(A24 — ^23/?34) — 2Ai3 (À23/Î12 + (-^14 — -^24Pl2)p34) •
(7T2 - 36arcsin2 (^)) (7T2 - 36arcsin2 (^))] /
[9(À - 1)^4-1) {-12 arcsm2(^).
((Al3Â23 + Al4A24)7T - 6(Ai4A23 + \i3^) arcsin (^4)) +
^ [(ÂJ3 + ^4 + Â^ + A|4)7r - 12(Ai3Ai4 + A23Â24) arcsin (pji)] }]

(4.16)

Notons enfin que si on suppose que

P\2 = P34 = P,

Al3 = ^14 = ^23 À24 = A,

alors
,2

u

7T2(l+^arcsin(j))z
el'2=-9-(l+p)2'- '

qui correspond bien à l'expression (4.11) pour po = 2.
En résumé, lorsqu'on utilise la mesure de Cramer et Nicewander (1979), dès

qu'on considère K vecteurs de même taille, c'est-à-dire pi == ... =pj< = po, le cal-
cul de l'efficacité asymptotique relative est relativement simple; il suffit d'évaluer
les paramètres de décentralité (4.6). Cependant, lorsqu'on veut une expression
analytique de l'efficacité asymptotique relative, il devient rapidement compliqué
de le faire pour des cas plus généraux. Cependant, lorsqu'on veut comparer les
cotes normales aux cotes linéaires, on réussit à obtenir une expression pour ei 2 en
supposant la multinormalité et en donnant une structure particulière à la matrice
de covariance dans les propositions 4.2 et 4.3.

Avant de clore cette section, comparons la performance du test T^"', le test
obtenu en utilisant les cotes normales avec deux tests existants dans la littérature
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qu'on a présenté au chapitre 2 : le test du rapport de vraisemblance maximale
(T(A)) et le test proposé par Puri et al (1970) (T(PSG)) dans le cas où À' = 2 et
où X suit une loi multinormale de dimension p =j9i +p2 de moyenne 0 et de
matrice de covariance S* = ((p^-)) où pour i =1,... ,pi et j =1,... ,p'i,

^= <

l si i = j,

pij si Xi et Xj appartiennent au même sous-vecteur,
^ si Xi et ^ n'appartiennent pas au même sous-vecteur.

Sous ces conditions et sous une suite de contre-hypothèses H^n '• ©12 = -^,
Puri et al (1970) établissent que

T(PSG) ^ x^p, (^ec(Ai2)]' (er/ ® 62-21) [^c(A2i)])
et

y(A) _c. X:,2•PlP2(^),

où S^ est obtenu en remplaçant 0y par py et a^ par Ay dans (4.15).
On constate immédiatement que e^c^) ^) = l, autrement dit, le test du rap-

port de vraisemblance maximale et le T^"/ sont asymptotiquement équivalents.
On constate qu'ici, les tailles des sous-vecteurs pi et pz sont arbitraires.

D'autre part, si pi = p2 = 2, en utilisant le théorème 4.3, on peut comparer la
performance de T^CN) à celle de T^PSG) et rfsG) où T(/SG) et ^PSG) représentent
respectivement les tests de Puri et al (1970) obtenus en utilisant les cotes normales
($) et les cotes linéaires (£), c'est-à-dire

TfsG) = -nlogX- où A- = ^Ti ,,^ - —y/l - - -n^i^r
où les matrices et sous-matrices d'association T et Tkk, k == l,... ,K, sont obte-
nues en utilisant les cotes J. Ainsi, par la proposition 4.3, on peut montrer que
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dans le cas où X suit une loi multinormale avec la structure de covariance donnée
par (4.9), on a

,(PSG) >. l,
f

et

e^(CN) y(PSG) = l.

On sait qu'en utilisant la mesure de Cramer et Nicewander (1979), on est en
mesure d'exprimer la distribution asymptotique des statistiques correspondantes
par des khi-deux décentrés sous H\n, ce qui a permis de faire toutes les comparai-
sons analytiques présentées jusqu'ici. Malheureusement, il n'en est pas de même
pour les autres mesures de la classe: on se retrouve avec des statistiques dont
les distributions sont des combinaisons linéaires de variables aléatoires de loi khi-
deux et comme les coefficients des combinaisons linéaires de khi-deux sont définis
à partir des valeurs propres des matrices €)„, t = l,... ,J^, ils sont différents d'un
test à l'autre, on perd donc l'avantage d'avoir le rapport de deux khi-deux dé-
centrés, ce qui implique qu'on ne peut utiliser directement l'approche de Pitman
pour le calcul des efficacités asymptotiques relatives puisque les distributions sont
alors de formes différentes.

On peut cependant contourner cet obstacle en utilisant une astuce propo-
see par Nyblom et Màkelàinen (1983) et l'algorithme d'Imhof (1961) dont on a
brièvement parlé dans la section précédente, qui permettront d'obtenir une ap-
proximation pour l'efficacité asymptotique relative de deux tests de la classe.

4.3.2. Approche de Nyblom et Mâkelâinen (1983)

Voyons d'abord en quoi consiste l'utilisation de l'algorithme d'Imhof (1961)
dans le cadre de notre problème.

f
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Pour réussir à comparer des tests de formes différentes, nous allons utiliser le
théorème suivant tiré de Nyblom et Màkelàinen (1983). Mais rappelons d'abord
quelques notations introduites au début du chapitre 4. On considère deux suites
de statistiques {îirt}n>i et {Î2n}n>i Pour confronter les hypothèses

HQ : e =60 versus H^n : 0n = 0o+ ^
nr

et qui, sous H^n, ont pour fonctions de puissance 7in(^n) et 72n(^n) respective-
ment.

Supposons que les limites

^mn-^oo7m(^n) = 7î(^)> î = 1,2

existent, on a alors le théorème suivant.

Théorème 4.4. Si 8-t et 62 sont tels que 71 (5i) = 72(^2) = 7 et si 71 eï 72 sonA
strictement croissantes, alors

el,2
Ô2\^
^~J '

Ainsi, supposons deux statistiques telles que

£. l E"i^(0) sous ffm,
T,In

et

T,2n

EaifeXÎ(^ifc) sous H ^

r. f E"2^î(0) sous ^m,
Ea2fcX?(^2fc) SOUS Hin,

et définissons cia et C2a tels que

P (^ > c^\HW) = a et P (^ > C2,|^w) - a.
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L'idée, pour comparer la performance de ces deux tests, est de trouver les
quantités S^(a^) et S^(a^) telles que

P {^^kX\ (5?(a,7)^) > cij^) =7.

et

P (^a^kXÏ W(a,-f)b2k) > C2a\Hln) = 7,
et l'efficacité asymptotique relative de Fin par rapport à Tsn, qui dépend alors de
a et 7, est donnée par

5f(a,7)ei,2(o;,7) = (4.17)5j(a,7)-
Donc, pour calculer ei2(Q;,7), on doit obtenir les valeurs 8^(a,^) et (^j (a,7).

Pour ce faire, on doit être en mesure de calculer les probabilités associées à la dis-
tribution de ^dkXv^k) et c'est précisément ce que l'algorithme d'Imhof (1961)
permet d'obtenir.

Présentons donc brièvement en quoi consiste cette méthode numérique, mais
soulignons d'abord qu'on retrouve dans la thèse de Lazraq (1989), une annexe
consacrée à la distribution des formes quadratiques ainsi qu'à l'algorithme d'Imhof
(1961). Nous référons donc le lecteur aux travaux de Lazraq (1989) pour plus de
détails.

Considérons la forme quadratique Q = X'AX où le vecteur aléatoire X suit
une loi Np (0,E). On a vu dans la section 4.2 que la fonction de répartition de Q
s'exprime sous la forme

l , l /•°° sin 0(u)P(Q>x}=^+^ f "—T—du2 ' 7T JQ Up(u)
(4.18)

où pour u € SR,

w=i E
r=l

hr taa~1 (\ru] + S^XrU 1
1+A^u2

l
-2XU
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0

pM=f[^W^^\^^}
r=l >. - r=l - ' ' 'r

où \r sont les m valeurs propres distinctes de AS, chacune de multiplicité hr.
Imhof (1961) suggère de procéder par intégration numérique pour calculer

P(Q > x). En utilisant le fait que
sm0(u) IY-^, /L , r2\ 1^r{hr+S2,)-^Xlim•u->0' up(u) 2^'

r=l
2'

et

-00

00

si re > 0,

si 3; < 0,

si a; = 0.

Hmu-^ooO(p)
î \^m ^ \ l \ l-1i Z^r=l "r/^rl^rl

Puisque la fonction up{u) croît de façon monotone vers oo, il en déduit qu'on
peut procéder à l'intégration numérique de (4.18) sur l'intervalle fini 0<u < [7.
La précision de l'approximation obtenue dépendra ainsi de 2 sources d'erreur:
l'erreur de troncature, c'est-à-dire

l /'00 sin 0(u)
^ Ju up(u)

•du

et l'erreur d'intégration due à la méthode numérique utilisée pour intégrer
fu sme{u)ll

^ JQ up(u)
•du.

De plus, il montre que l'erreur de troncature est bornée supérieurement par
Tu où

T'-iJ-uT^ = ^uk n \^hT exp \ ^WUÎ (l + \W \
r=l l~ r=l

avecÂ;=j^m^^.
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Lorsqu'on veut utiliser une procédure d'intégration numérique, on détermine
d'abord l'erreur de troncature qu'on est prêt à tolérer et ensuite, on choisit la
valeur U correspondante. On retrouve dans Lazraq (1989) ou encore Abrahamse
et Koerts (1969) un algorithme simple pour obtenir en quelques étapes une valeur
de U offrant une erreur de troncature acceptable.

En ce qui concerne l'erreur d'intégration, elle résulte de la méthode d'intégra-
tion numérique utilisée. Dans le cadre du présent travail, nous utiliserons la règle
de Simpson dont le principe est d'intégrer une fonction f(x~) sur un intervalle [a,b\
en divisant l'intervalle en parties égales jusqu'à ce que le degré de précision voulu
soit atteint. On peut trouver le programme Fortran FQUAD qu'on a utilisé pour
obtenir une approximation pour F{x) = P{Q > x) dans le livre de Abrahamse
et Koerts (1969) ou dans la thèse de Lazraq (1989).

4.3.3. Quelques comparaisons numériques

En utilisant les résultats de la section précédente, procédons maintenant à la
comparaison de la performance des tests de la classe pour quelques cas particu-
liers; la loi normale bivariée et la loi logistique bivariée.

/

Supposons d'abord X

\

X,
X2
Xs
X,

\

/

, c'est-à-dire K =2 et pi =pî=2.

Définissons quelques quantités dont on aura besoin.
On a d'abord besoin des matrices

u
eIl

l 612

e l12

, 622=
l 634

6 l34
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0

et

Qi3 ai4
Ai2=

023 024

Soit le théorème suivant que l'on retrouve, entre autre, dans Muirhead (1982),
à la page 588.

Théorème 4.5. Soit A une matrice mx m symétrique, non définie négative. On
a alors

Ai = HD^H',

où D = diag{\-i,... ,\m), c'est-à-dire une matrice diagonale formée de Ai,... ,Am,
les valeurs propres de la matrice A, la matrice H est telle que H AH = D, donc
H = {hi • • • hm) où pour i = l,... ,m, les hi sont les vecteurs propres associés
aux valeurs propres de A, et enfin, D^ = diag (v^Tî • • • )V/^m) •

En utilisant le théorème 4.5, on obtient

l le^ = l'n' = 4'11 +
l -l

1-0 -l l12

(4.19)

et

l -lll l_1
6oQ2 = - l+22 4 1-034^ \ -l1+ l34

(4.20)

De plus,

0n = F^2
12

l

-01

-012 l

12
et e- = î^I: i -„,

l -6.34 (4.21)
l / ~ i-p34 \ -034 l

Et enfin, on obtient aussi le tableau 4.1 qui présente les valeurs propres ainsi
que les vecteurs propres associés pour les matrices 611, 622; ©ii<3>©22 et 611 (g) Js-
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TABLEAU 4.1. Valeurs propres et vecteurs propres des matrices ©11, 022, ©il ® ©22
et Qii igi Iî

matrice valeurs propres vecteurs propres

e11 1-^12
1+^12

e'22 1-^34
1+^34

(/1TT(-)'
v^(-)'

Oii ® 622

6ii (g) Jz

l + ^12 — ^34 — ^12^34

l-012+ 034 - 012^34
l - 012 - 034 + ^12^34
l + 012 + ^34 + ^12^34

/

-11-11

(-1-111):
(1-1-11)'
'(-Il)''

1-012
1-^12
1+012
1+^12

( 0 -l 0 l )
( -l 0 l 0 )
( 0 l 0 l )
(l 0 l 0 )

Si on utilise la mesure de Stewart et Love (1968), par le théorème 3.2, on a

0

T(SL) l Pi P]
\w^-£^ \^ V^ 1 \^ \^ \W^ (^îL. 2^ ^{^\^L^Ak^\°^)

Tiï <^K " ^n> ^ T^T

où Sijki = c,-^^ (©ri ® ©jj ) uec(Aj,), A^ > ... > A^/ sont les valeurs propres
de GÎÎ et Cijki est le vecteur propre correspondant à la valeur propre \^' de
multiplicité pj de la matrice (©„ 0 Ip^ ).
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Ainsi, dans le cas K = 2 et pi = pa = 2, et en utilisant (4.19), (4.20), (4.21)
et le tableau 4.1, on obtient

T(5L)-^Ee)xî(45')) (4.22)
où

A:=l

b[SL) = b[^ = |(1 - 6^) , b^ = b^ = i(i + e^,

d[SL)=(Q -i o i )(euj®627)
f^\

Û23

au

\ 024 /

î

4SL)=(-i o i o)(enè®627)
f-^}

023

ai4

\ û24 /

;

dw=(o i o i)(Qnè®e27)
fa»}

"23

ai4

\ 024 /

)

0

45L)=( i o i o)(e^0Q27)
f"^}

Û23

au

\ Û24 /
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Pour la mesure d'Escoufier (1973), par le théorème 3.4, on a
Pi PjT^ -^ ^ ^ , ^ .^.££^)A? (^^)' Û; À v^feJMey À; éï "t "' AI '"""':l 1=1

OÙ Ôijkl = C^ fc; (©ti2 •8) ©^2 ) vec(A^) et Cyfe; est le vecteur propre correspondant
à la valeur propre ^ ^ï <^e ^a inatrice (Qa (g) Q j j).

Encore une fois, en se servant des résultats (4.19), (4.20), (4.21) et du tableau
4.1, on obtient, dans le cas K == 2 et pi = p2 = 2,

où

^)^^^)^(^))
fc=l

^(E) ^ (l-0i2)(l-034) ^) ^ (l-0l2)(l+034)
ul ~ V/4(l+^)(l+0324) ' "2 ~ \/4(1+^)(1+0324)'

^(£) ^ (l+0l2)(l-^34) ^(£) ^ (l+0l2)(l+^34)
u3 ~ v/4(ÎT^Î(rT® ' "4 ~ v/4(i+^)(i+^4)'

(4.23)

-l _-^d(E)={ -11-11 )(enè<g)6222)
(a,,}

023

QU

\ Û24 /

î

u

d.r(£)
'2 (-1-111 )(Q^®©222)

f^\
023

au

\ "24 /

)
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0

dw = ( l -l -l l)(Q^^Q^)
f^\

Û23

"14

\ "24 /

*

/^^
023

Qi4

\ "24 /

Enfin, pour la mesure de Cramer et Nicewander (1979), par le théorème 3.6,

d[E) ={ 1 i i i)(enè®©27)

on a

T(CN} _^^ ^ ly2_ ^2-
^PiPj \ui^

l^i <j<K

où 8ij = [vec{Aji}\ (6^1 0 ©^ ) [uec(A^)]. Ainsi, dans le cas Jf = 2 et p^= p^=
2, et en utilisant (4.19), (4.20), (4.21) et le tableau 4.1, on obtient

T{CN} -^ \xWCN^ (4.24)

où

d(CN) = (013 a23 ai4 024) (0^ (g) e^)

(a,,\
"23

Û14

\ 024 /

Donc, on connaît les distributions symptotiques de T{SL\ T(£) et T(-CN) qui
sont de la forme

4

E^'x;(4)),
fe=l

où les coefficients b^] et les paramètres de décentralité d[) sont fonction des quan-
tités 034, aïs, ai4, 023, 024 et ont été obtenus précédemment.
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Ainsi, pour des valeurs fixées de ^34, 013, ai4, 023, 034, on connaît explicitement
les paramètres de la distribution et donc, en utilisant l'algorithme d'Imhof (1961)
de la façon décrite à la section 4.3.2, on est en mesure de calculer les efficacités
asymptotiques voulues.

Rappelons que dans un premier temps, on calcule les valeurs critiques c{a
telles que P (T^ > c(a)\Ho} = a pour des valeurs de a fixées (dans ce travail, on
considère les valeurs a = 0,05; 0,10). Ensuite, toujours en utilisant l'algorithme
d'Imhof (1961) de manière itérative, on obtient les quantités 6(-'')2(a,/3) pour des
valeurs 7 fixées (les valeurs 7 = 0,75; 0,80 sont considérées ici). Autrement dit,
on cherche S(')2{a,/3) tel que

^(E^(^2^7)4'))>^)=7-

Enfin, l'efficacité asymptotique relative d'un test par rapport à un autre est tout
simplement le rapport des quantités ô{')2(a,f3) correspondant à chacun de ces
tests.

Supposons d'abord que X suit une loi multinormale A^ (0,S*) avec S* ==
((p^ )) donnée par (4.9). On a vu à la section précédente, aux lemmes 4.1 et 4.2,
qu'on a alors

TABLEAU 4.2. Valeurs des paramètres Oij et Oy pour <es cotes normales et linéaires
lorsque X est de loi multinormale

cotes Q.u aij

normales Pi] A•ij

linéaires l arcsin (^) ^

En posant pis = ^34 = 0,5, Aïs = 0,1, Ai4 = 0,2, Asa = 0,4 et \^ = 0,6, par le
théorème 4.4, l'équation (4.17) et l'utilisation de l'algorithme d'Imhof (1961), on
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obtient le tableau 4.3 où e^^, e^, et e^j représentent respectivement l'effica-
cité asymptotique relative des cotes normales par rapport aux cotes linéaires pour

les mesures de Stewart et Love (1968), Escoufier (1973) et Cramer et Nicewander

(1979). Les quantités e^u)^) représentent l'efficacité asymptotique relative du
test basé sur la mesure u par rapport à celui basé sur la mesure v en utilisant

les cotes normales où u et v représentent les mesures de Stewart et Love (1968).

Escoufier (1973) et Cramer et Nicewander (1979).

TABLEAU 4.3. Efficacités asymptotiques relatives pour X de loi multinormale et K = 2

u

ec 7 e,(SL)
à>,L' e(E)

$,L e.(CN)
$,L e^(£)

±a, >'t<E
e^(CN) ^(E)

I-1*If,A
(CN) ^(SL)

<!> '-'•S

0,05 0,75

0,80

1,038928

1,037098

1,065714

1,066155

1,047908

1,047923

2,258830
2,323873

5,027868
5,026810

11,357097

11,681668

0,10 0,75

0,80

1,039856

1,038025

1,068115
1,066025

1,047909
1,047944

2,212435

2,282093

5,030527

5,030527

11,129715

11,471291

On constate que les tests basés sur les cotes normales sont toujours asymp-

totiquement plus efficaces que les tests basés sur les cotes linéaires. Dans le cas

particulier où on utilise la mesure de Cramer et Nicewander (1979), on connaît

la véritable valeur de l'efficacité asymptotique relative du test basé sur les cotes

normales par rapport à celui basé sur les cotes linéaires en posant Aïs =0,1,

Ài4 = 0,2, À23 = 0,4, À24 = 0,6, 012 = 0,5 et ^34 = 0,5 dans l'équation (4.16).

On obtient e^v) = 1,04792, ce qui nous donne une bonne idée de la précision de
l'approximation obtenue par l'algorithme d'Imhof (1961).

Remarquons enfin que c'est le test basé sur la mesure de Cramer et Nicewan-

der (1979) qui offre la meilleure performance.
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Supposons maintenant que X suit une loi logistique multivariée. On considère
toujours le cas où

/

x=

\

A'i
^2
X,
X,

\

/

On suppose que pour i = 1,2,3,4, la variable aléatoire Xi suit une loi logis-
tique telle que la fonction de répartition est donnée par F{x) = (l + e-ï)-l. De
plus, si [Xi^Xj) n'appartiennent pas au même sous-vecteur, alors la fonction de
repartition conjointe de (Xi,X j) est2

Fi (^,^,) = F[x,}F{x,} [l + a,, {(l - F(^))(l - F(^,))}] (4.25)

où Qij = -^. Finalement, si (Xi,Xj) appartiennent au même sous-vecteur, alors
la fonction de répartition conjointe de {Xi,Xj} est3

F2(^,^)=[l+e-ï'+e-^]-1. (4.26)

Il nous suffit donc de calculer la valeur des paramètres ^12, 034, aïs, 014, 023
et û24 pour les cotes linéaires et les cotes normales pour être ensuite en mesure
de calculer les efficacités asymptotiques relatives approximatives voulues.

Rappelons que les paramètres aa sont donnés par
•00 />00

%• = / / ^{xi,Xj)F^Xi)F^Xj)J'^ (FH(^)) J(,) (^](^)) dF[,](ï,)dFy](2;,)
2. On retrouve cette forme de la distribution logistique bivariée dans Gumbel (1961). Le

paramètre aij doit être compris dans l'intervalle [—1,1].
3. Cette dernière forme de la distribution est souvent appelée la première fonction de dis-

tribution de la logistique bivariée (voir Gumbel (1961) ou Johnson et Kotz (1972)).
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OÙ Uij(Xi,Xj) = y/n [/(^X)FX(^) ~ 1)- Puisque Qy == ^, on obtient
^(x^~) = A,,(l - F(^))(l - F(x,}).

Ces paramètres sont calculés pour les variables Xi et Xj qui n'appartiennent
pas au même sous-vecteur. Rappelons aussi que les paramètres d'association 0y,
donnés par

e) =12 r / (FH(^) - ^(Fb-](^) - ^^,.](^,^)
-00 J-00

sont calculés pour les variables (Xi,^) et (X^^X^), c'est-à-dire les variables qui
appartiennent au même sous-vecteur.

Lorsqu'on considère les cotes linéaires, puisque J(^(u) = \/V2, on a

,(2) _ f°o f~%•' = J —00 J -00 •'—00
Lœo^(l - F^iW - F(x^F{x^F(x,)VÏ2Vï2dF^)dF(x,)

= 12\ij jp1 jp1 (l - -u)(l - î;)u v du dv

^.
3 •

Et puisque la fonction de densité conjointe de {Xi,Xj) est donnée par
2e-zi-T^

fî(Xi,Xj) = \3'(l+e-ï- +e-^')
on obtient

0m = 0,478416.

En ce qui concerne les cotes normales, on doit recourir à des méthodes d'in-
tégration numérique puisque les deux intégrales à évaluer sont de la forme

,-x-y€) =2 /" /" ^(-1) f (l + ^)-11 ^(-1) [(l + e-1')-1]
-00 J -00

e
t3(l + e-x + e-v)

dx dy
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et

a,(l)'V
>-1^ Foc roc [1 - (1 + e-')-l] [1 - (1 + e~yr1] (1 + e-')-l (1 + e-y)

$(-.) • [(l + e-)-'] $<-" • [(l + ,.-•')-] ^^^.y & dy.
La méthode d'intégration numérique utilisée est tirée de la librairie IMSL

associée à FORTRAN (voir le manuel Math/Librairy IMSL, chapitre 4). L'ap-
proximation est obtenue par des applications successives de produits des formules
de Gauss. Pour plus de détails, voir Atkinson (1978). On obtient les approxima-
tions suivantes

î(l) _ (l)ey = 0,497027 et a^ == Ay (0,318285)

avec des erreurs d'approximation estimées respectives de 2,98x 10-8 et 8,94x 10-8.
On obtient donc, dans le cas de la loi logistique définie par (4.25) et (4.26),

TABLEAU 4.4. Valeurs des paramètres 0,j et âzj pour ^es cotes normales et linéaires
lorsque X est de loi logistique

cotes e.v aij

normales 0,497027 0,318285 Ay
linéaires 0,478416 Ay

3

0

En posant Aïs = 0,1, Ài4 = 0,2, Ass == 0,4 et À24 == 0,6 et en utilisant
le théorème 4.4, l'équation (4.17), les résultats du tableau 4.4 et l'algorithme
d'Imhof (1961), on calcule les efficacités asymptotiques relatives présentées dans
le tableau 4.5 pour a == 0,05; 0,10 et 7 = 0,75 et 0,80.
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TABLEAU 4.5. Efficacités asymptotzques relatives pour X de loi logistique et K = 2

Ot. 7 e,(SL)
è,L' e(E)

$,£ ê (CN)
Ï,L e^(E) ^(SL) l e^CN, ^E)

-11. '-'L
e^(cN) ^(sz.)

_-^L

0,05 0,75

0,80

0,946731
0,946753

0,972689
0,972846

0,955405
0,955278

2,188165
2,245636

5,132965
5,133369

11,231773

11,527677

0,10 0,75

0,80

0,947932

0,946504

0,972380

0,972459

0,955405
0,955411

2,148428
2,209828

5,131808

5,132030

11,025316

11,340903

0

Comme c'est habituellement le cas lorsqu'on a la distribution logistique (voir
Hâjek et Sidâk (1967), p.16), on constate que les tests basés sur les cotes li-
néaires sont asymptotiquement plus efficaces que ceux basés sur les cotes nor-
males. Comme dans le cas de la loi multinormale, on remarque une fois de plus
que le test basé sur la mesure de Cramer et Nicewander (1979) est nettement
asymptotiquement plus efficace que ceux basés sur les mesures de Stewart et
Love (1968) et d'Escoufier (1973).

Considérons maintenant lecas J< = 3 etpi =^2 =p3 == 2. En utilisant les
résultats (4.19), (4.20), (4.21), (4.22), (4.23) et (4.24) ainsi que le théorème 4.4,
l'équation (4.17) et l'algorithme d'Imhof (1961), on obtient les tableaux 4.6 et 4.7
pour a = 0,05; 0,10 et 7 = 0,75 et 0,80.

En se basant sur le critère de l'efficacité asymptotique relative, on constate
donc, encore une fois, la supériorité des tests basés sur les cotes normales par
rapport à ceux basés sur les cotes linéaires lorsqu'on a la loi normale et de façon
opposée, la supériorité des tests basés sur les cotes linéaires par rapport à ceux
basés sur les cotes normales lorsqu'on a la loi logistique.

Il est aussi particulièrement intéressant de remarquer que, pour une loi don-
née, les mesures d'efKcacité asymptotique relative entre les tests basés sur les
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TABLEAU 4.6. Efficacités asymptotiques relatives pour X de loi multinormale, K = 3

a 7 e(SL)
i,z,' e(E)

ï,L e(CN)
$,L (£)

* .'•I*
e^(CN) ^(£)

* _^*.
e'^CN-i ^(SI.;
Ji,

0,05 0,75

0,80

1,023642

1,019681

1,065569

1,065121

1,047931

1,047913

2.292709

2,343982

3,186513

3,195507

7,305747

7,490213

0,10 0,75

0,80

1,044834
1,046536

1,067357
1,067791

1,047916
1,047894

2,289325
2,358583

3,208555
3,216338

7,345426
7,585999

TABLEAU 4.7. Efficacités asymptotiques relatives pour X de loi logistique, K =3

a 7 e(S£)
Ï,L e,.(E)

è,L e,(CN)
$,L e^(E) ^(SL)

_'-tl,.
e^(CN) ^(E)

^:L
C^CN) ^(SL)

-1 r. ^ r.

0,05 0,75

0,80

0,950730

0,951023

0,972646

0,971544

0,955467

0,955419

2,190108

2,233326

3,253307

3,259686

7,125094

7,279942

0,10 0,75

0,80

0,948273

0,946489

0,968196
0,964114

0,955406

0,955411

2,175221

2,225445

3,267848

3,269815

7,108293

7,276795

0

cotes normales et ceux basés sur les cotes linéaires calculées pour les trois me-
sures de liaison considérées ne semblent pas varier quelques soient les valeurs de
a, 7 ou que K =2 ou K =3.De plus, lorsqu'on compare la performance entre
deux tests basés sur des mesures de liaison différentes, dans toutes les situations
étudiées, ce sont les tests basés sur la mesure de Cramer et Nicewander (1979)
qui offrent les meilleurs résultats.

Pour conclure ce chapitre, notons que dès qu'on est en mesure de calculer les
paramètres 0y et a^, on peut obtenir toutes efficacités asymptotiques relatives
entre deux tests en utilisant la méthode de comparaison et les résultats présentés
dans cette section.
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On aurait pu, entre autre, calculer les efficacités asymptotiques relatives pour
d'autres valeurs de a, 7, Ay, py, j5i ou encore K, mais étant donné que tous
ces résultats sont asymptotiques, étudions plutôt la performance de ces tests en
presence de petits échantillons. Dans le prochain chapitre, on examinera donc les
niveaux et puissances expérimentaux de nos tests.

u
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Chapitre 5

PUISSANCES ET NIVEAUX
EXPÉRIMENTAUX DES TESTS

0

Pour clore ce travail, procédons à une comparaison du comportement expé-
rimental des tests de la classe entre eux et aussi avec des compétiteurs paramé-
triques et non paramétriques. Pour ce faire, une étude de Monte Carlo est pro-
posée à l'intérieur de laquelle on étudie les niveaux et puissances expérimentaux
des tests en faisant varier les tailles échantillonnales, le nombre de sous-vecteurs
de X, la taille des sous-vecteurs de X, la loi des observations ainsi que le degré
de violation de l'hypothèse nulle sous H^n.

Pour cette étude expérimentale, considérons d'abord des tests appartenant
à la classe C. Premièrement, deux tests basés sur la mesure de Stewart et Love
(1968), définis par (3.1). Le premier, T^ , basé sur les cotes normales et le
second, T^ , basé sur les cotes linéaires. De façon analogue, on choisit deux
tests basés sur la mesure d'Escoufier (1973), définis par (3.2); T^ ' et T^ , basés
respectivement sur les cotes normales et linéaires. Enfin, on considère deux autres
tests, basés cette fois sur la mesure de Cramer et Nicewander (1979), définis par
(3.4), soit T^N^ et T^N\ encore une fois, basés respectivement sur les cotes
normales et linéaires.

À ces tests appartenant à la classe C, nous comparons un compétiteur para-
métrique, soit le test du rapport de vraisemblance maximale noté T^ et défini
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par (2.3), et deux compétiteurs non paramétriques dérivés de la classe de tests
proposée par Puri et al (1970), définie par (2.4); le premier, T^ ', obtenu en
utilisant les cotes normales et le second, T^ ""^ obtenu en utilisant les cotes
linéaires.

5.1. MÉTHODOLOGIE

Le comportement de ces neuf tests est donc étudié dans différents contextes
en faisant varier les paramètres suivants :

(i) les tailles échantillonnales, n == 50 et 100;
(il) le nombre de sous-vecteurs K ainsi que la taille de chacun de ces sous-

vecteurs:

- pour Jf = 2, on considère pi =pz =2 etpi == 2, p2 = 3;
- pour Jf = 3, on considère pi ==p2 =Ps == 2 etpi =^2 =2p3= 3;

(iii) trois types de distributions sont considérées :
a) la loi multinormale 7Vp(0,S) où p = S^ipA; et où

/

E=

s11 s \
1K

\
sKl EKK/

avec

^kk = IIPk (5.1)pour k == l,... ,K;

Sfc; = C'oo,C'i5,C'2o,C'25 pour l <Â; < ^<JC;

où Cxy représente la matrice pk x pi dont les éléments sont tous égaux
à la valeur réelle 0,xy;

b) une loi multivariée générale centrée avec une structure de covariance
S donnée par (5.1). Pour ce faire, on procède de la même façon que
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l'ont fait Cléroux et al (1994) et Cléroux et al (1995), c'est-à-dire qu'on
considère un vecteur Y dont les composantes sont indépendantes et
respectivement de loi N(0,Ï~), Exp(l) - l, r(l,l) - l, v/Ï2(-Beto(l,l) -
0.5), ^-Logistique(0,l), \/Ï2(x? - l) et (î7(0,l) - 0.5) où

- N(/j,,cr2) est la loi normale de paramètres p. et o-2;

- Exp(6} est la loi exponentielle de paramètre 0\

- î'(a,b) est la loi gamma de paramètres a et b;

- Beta{a,b} est la loi bêta de paramètres a et b;

- Log'istique(a,b) est la loi logistique de paramètres a et b;
- ^ est la loi khi-deux centrée avec v degrés de liberté;
- et enfin, U{a,b) est la loi uniforme sur l'intervalle [a,b].

Ainsi, le vecteur Y est tel que E (Y) = 0 et Var{Y) = I. Donc, en
considérant le vecteur X défini par la transformation X = CY, on a
E{X} = 0 et Var[X} = CC' = S.

e) Et enfin, une loi logistique multivariée, encore une fois, centrée avec
une structure de covariance S donnée par (5.1). On procède de la
même façon que pour la loi multivariée générale sauf que cette fois,
toutes les composantes du vecteur initial Y sont indépendantes de loi
^-Logistique(Q,Ï).

Dans tous les cas, on considère un niveau nominal de 5%. Les résultats ex-
périmentaux sont obtenus de la façon suivante :

Etape l: on génère n vecteurs de loi F, Xi,... ,Xn;

Etape 2 : on obtient les vecteurs des rangs correspondant à cet échantillon, R^,... ,JRn;
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Etape 3: pour t etj = l,... ,p, on calcule les paramètres d'association échantillon-
naux tij pour les cotes normales et linéaires ainsi que les covariances échan-
tillonnales sa (pour le test paramétrique);

Etape 4 : on calcule la valeur des neuf statistiques à comparer;

Etape 5 : on calcule le point critique 00,05, le 95e quantité de la distribution de cha-
cune des neuf statistiques en utilisant l'algorithme d'Imhof en remplaçant
les paramètres inconnus de chaque distribution par les estimateurs conver-
gents obtenus à partir des observations générées, c'est-à-dire, en remplaçant
la matrice ©, et ses valeurs et vecteurs propres correspondants par la ma-
trice d'association échantillonnale T avec ses valeurs et vecteurs propres
correspondants1 ;

Etape 6 : on rejette Hy^ si la valeur de la statistique est supérieure au point critique
obtenu à l'étape 5 pour chacune des neuf statistiques.

On répète les étapes l à 6, 1000 fois pour chacune des situations à l'étude
pour finalement obtenir les niveaux et puissances expérimentaux présentés dans
les tableaux 5.1 à 5.12. Notons que les résultats que l'on retrouve dans ces tableaux
sont multipliés par 1000 par soucis de clarté dans la présentation.

Comme on le sait, chacun des résultats de la simulation peut être consi-
déré comme la moyenne de 1000 observations provenant d'une loi binômiale avec
p = 0,05. Ainsi, pour déterminer, par exemple, si deux valeurs pi et py sont si-
gnificativement différentes au niveau 5%, on rejettera l'hypothèse de l'égalité des

0

l. Notons que Roy et Cléroux (1993) ont étudié la précision des valeurs critiques obtenues
par l'algorithme d'Imhof (1961) en remplaçant les paramètres inconnus de la distribution par des
estimateurs convergents. Ils montrent que le niveau obtenu converge en probabilité vers le niveau
nominal lorsque n —> oo.
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proportions si
1^1 - P2 > 1,96.

On sait aussi que le niveau observé sera significativement difïérent du niveau
nominal (5%) s'il n'appartient pas à l'intervalle [0,0365; 0,0635] (intervalle de
confiance de niveau 95% pour une proportion). Avant de présenter les résultats,
notons enfin que les puissances expérimentales doivent être considérées comme
étant la valeur observée plus ou moins 2 erreurs standards maximales, c'est-à-dire
±0,0316.

u
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5.2. RÉSULTATS EXPÉRIMENTAUX

TABLEAU 5.1. Niveaux et puissances expérimentaux pour X de loi multinormale avec
K =1 et n = 50

TESTS pi =p2 = 2 pi =2 etp2 =3
e,00 e15 e:20 e:25 e,00 e15 e.20 a25

y(A) 051 352 625 880 051 481 797 980

T..(PSG)
$ 066 l 372 662 l 877 075 l 517 815 l 977

T,(PSG)
L 065 378 623 846 077 482 778 964

T.(SL)
$ 046 l 315 588 l 820 049 l 425 733 l 939

T,(SL)
L 046 309 558 793 044 388 684 915

rr(ESC)
-t$ 048 l 313 568 l 804 049 l 407 698 917

T,(ESC)
L 042 297 543 772 043 371 645 888

T.(CN)
$

L
(CN)

048 l 325

049 322

597 l 845

566 810

051

046

430

390

748

711

964

942

u
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TABLEAU 5.2. Niveaux et puissances expérimentaux pour X de lot multznormale avec
K =3 et n = 50

TESTS

T(A)

T.(PSG)
*

L
(PSG)

T,(SL)
$

L
(SL)

T..(ESC)
$

L
.(ESC)

T.(CN)
$

L
•(CN)

Pi =P2 =P3 =2 ||pi =p2 = 2 etps =3
e,00 e15 e,20 e.25 e,00 e15 e.20

057 l 570 868 l 978 045 l 672

079 628 894 983 079 741 957

081 595 865 979 083 l 721 932

047 596 870 976 038 690 930

054 l 562 834 974 031 663

047 583 844 969 047 679 912

054 550 816 959 032 637 882

052 602 891 983 043 702 951

055 591 858 977 036 666 925

e.25

933 l 996

999

999

995

915 l 992

983

975

998

998

i

u

5.3. INTERPRETATION DES RÉSULTATS

Pour faciliter la discussion des résultats obtenus, nous ferons évidemment
référence aux résultats des tableaux 5.1 à 5.12, mais aussi aux graphiques 5.1 à
5.12. A chaque combinaison de distribution et alternative considérée correspond
un graphique. Il y a donc un graphique pour chacun des 12 cas suivants : pour
la loi multinormale avec les structures de covariance C'oo, C^, C'zo et 6*25, pour
la loi logistique multivariée avec les structures de covariance Coo, C^, €'20 et C^
et enfin, de la même façon, pour la loi multivariée générale avec les structures de
covariance C'oo, €'15, Cw et C^.

Dans chaque graphique, on retrouve sur l'axe des y les résultats expérimen-
taux (niveaux ou puissances multipliés par 1000) et sur l'axe des re, les 9 statis-
tiques étudiées où Tl fait référence au test T^A\ Tî au test T^SG\ T3 au test
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TABLEAU 5.3. Niveaux et puissances expérimentaux pour X de loi multinormale avec
K =î etn=lQQ

TESTS

y(A)

T.(P5G)
$

•L
(PSG)

T.(5L)
$

rp(SL)
ML

r;(ESC)
$

n(ESC)

T.(CN)
$

L
(CN)

pl =p2 = 2 pi =2 etp2 =3

C',00 e15 e,20 e.25 e-,00 e15 e.20 e.25

055 703 935 996 055 840 l 993 1000

067 702 938 992 060 856 995 1000

074 658 924 990

060 675 918 989

064 814 l 981 1000

060 628 909 984

049 811 l 983 1000

1048 782 971 1000

056 667 911 987 |047 803 l 972 999

059 l 627 897 981 043 759 l 963 999

060 684 928 991 049 823 l 987 1000

063 635 910 988 045 787 978 1000

u

T^PSG), T4 au test T^SL\ T5 au test T^L\ T6 au test T^\ T7 au test Tw, T8
au test T^CN\ et enfin, T9 au test T^CN).

Enfin, les 8 courbes de chaque graphique illustrent les résultats pour les si-
tuations suivantes :

a : -FC =2,pi =p2 = 2 et n=50;

b : 7< = 2,pi = 2,p2 =3 et n==50;

e : K = 3, pi =py=p3=2 et n =50;

d : A:= 3, pi =p2 =2, ps =3 et n=50;

A : K =2,p^=p2=2etn= 100;

B : K =2,pi =2,p2 =3 et n= 100;

G : K =3,p^=pî=p3=2etn= 100;

D : 7^= 3,pi =p2 =2,p3 =3 et n= 100.



117

0
TABLEAU 5.4. Niveaux et puzssances expérimentaux pour X de loi multinormale avec
K =3 et n =100

TESTS

T(A)

T;(PSG)
$

L
,(P5'G)

T.(SL)
$

rr(SL)
-tL

r;(ESC)
$

L
(ESC)

T.(CN)
$

L
(CN)

Pi =P2 =J?3 =2 l] pi =p2 = 2etp3 =3
e,00 e15 e.20 e25 c<00 e15 e.20 G25

041 929 998 1000 043 965 1000 1000

059 939 999 1000 059 970 1000 1000

059 910 995 1000

042 935 998 1000

062 960 1000 1000

045 971 1000 1000

044 908 995 999 051 956 1000 1000

039 922 997 1000 043 958 1000 1000

042 902 994 999 046 946 1000 1000

042 940 999 1000 043 974 1000 1000

046 917 996 1000 048 962 1000 1000

TABLEAU 5.5. Niveaux et puissances expérimentaux pour X de loi logistique multi-
variée avec K = 2 e( n == 50

TESTS Pl =P2 = 2 pi =2 etp2 =3

a00 e15 e.20 e.25 G00 e15 Q20 e,25

j-(A) 056 379 632 l 859 044 l 498 809 l 976

077 411 657 879 075 548 825 981
rr(PSG)
-IL 1067 403 651 861 067 530 818 970

T.,(5L)
$ 055 351 602 822 042 454 749 942

L
(SL) 048 347 581 805 041 438 729 934

rr(ESC)
-t$ 061 359 592 804 038 439 739 921

n(ESC) 054 341 571 784 039 432 705 904

T.(CN)

L

$
.(CN)

058

049

360

348

604

594

846

818

043

044

458

435

778 l 969

755 954
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TABLEAU 5.6. Niveaux et puissances expérimentaux pour X de loi logistique multi-
variée avec K = 3 et n = 50

TESTS

y(A)

T.(PSG)
ï

T,(PSG)
L

r^(SL)
J-ï

T,,(5L)
L

rr(ESC)
J-ï
rr(ESC)
'-L

T.(CN)
$

T,(CN)
L

Pi =P2 =P3 =2 |]pi =p2 = 2 etps =3
COQ e15

l

C-20 l Ç/ 25
T

COQ l C'15 e,20

053 577 861 984 047 656 936

089 651 909 994 089 756 964

092 639 901 989

050 623 893 988

094 741 957

045 708 937

050 618 882 983 045 698 926

047 610 867 980

047 603 858 976

040 688 908

1039 670 906

056 639 902 992 048 713 961

059 617 901 987 044 700 943

e.25

999

1000

1000

999

998

989

988

999

998

TABLEAU 5.7. Niveaux et puissances expérimentaux pour X de loi logistique multi-
variée avec K = 2 et n = 100

TESTS pl P2 2 pi =2 etp2 =3

G00 e15 e.20 Q25 a00 e15 e.20 e,25

TW 048 l 691 936 998 056 827 993 1000

T;(PSG)
$ 058 725 949 998 066 854 993 1000

rr(PSG)
-tL 055 704 949 999 064 835 986 1000

rl5L) 050 697 925 996 053 817 983 1000

rp(SL)
-tL 042 670 927 996 056 797 978 1000
rr(ESC)
-t$ 049 692 919 994 054 797 976 1000

L
(ESC)

T,(CN)
$

L
(CN)

041 l 663

050

044

694

663

919

935

943

994

998

999

051

055

055

780

825

800

970

989

984

998

1000

1000

u
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TABLEAU 5.8. Niveaux et puissances expérimentaux pour X de loi logistique multi-
variée avec K = 3 et n = 100

TESTS

y(A)

T.{PSG)
$

L
(PSG)

T.(SL)
$

L
(SL)

rr(ESC)
-t$

L
(ESC)

T,(CN)
$

L
(CN)

Pi =P2 =P3 =2 |{ pi =p2 =2 etps =3
Q00 e15 e.20 e.25 G00 e15 e20 e.25

055 913 999 1000 053 967 1000 1000

066 930 1000 1000 068 972 1000 1000

066 927 998 1000 069 971 1000 1000

054 931 1000 1000 047 964 1000 1000

058 931 998 1000 046 964 1000 1000

055 926 999 1000 043 955 1000 1000

050 923 998 1000 048 952 1000 1000

053 939 1000 1000 049 973 1000 1000

053 935 998 1000 042 973 1000 1000

TABLEAU 5.9. Niveaux et puissances expérimentaux pour X de loi générale multiva-
ne'e avec K =î e( n = 50

TESTS Pl =P2 = 2 pi =2 etp2 =3

G00 e15 e20 e.25 Q00 e15 e.20 e.25

TW 053 403 665 876 045 459 799 967

T.(PSG)
$ 074 654 882 987 060 731 947 998

n(PSG) 068 l 534 804 951 062 650 903 989

T;(SL)
$ 052 594 841 953 040 653 898 989

j.(SL) 047 478 751 920 040 554 840 973
rr{ESC)
-t$ 051 l 581 822 949 041 619 873 971
rp{ESC)
-i-L 046 466 727 901 042 526 802 949
rp{CN)
-t$ 049 601 852 978 040 668 920 996
rr(.CN}
-LL 043 480 760 932 041 550 856 982

u
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TABLEAU 5.10. Niveaux et puissances expérimentaux pour X de loi générale multi-
variée avec K = 3 et n = 50

TESTS

TW

T.{PSG)
$

•L
{PSG)

rp(SL)
-t$

L
(SL)

T.(ESC)
$

r^(ESC)
1L

T;(CN)
$

^(CN}
-t£

pi =p2 =P3 =2 |]pi ==p2 = 2 etp3 =3
e-,00 e15 e.20 e.25 e00

047 607 909 992

e15 e,20

050 i 703

067 935 997 1000 088

946

959 997

071 864 985 1000 096 902 993

041 930 993 1000 043 943 996

038 858 981 1000 049 878 991

041 913 992 1000 037 913 994

036 841 973 998 037 843 981

038 931 997 1000 042 945 997

035 856 983 1000 046 887 993

e.25

1000

1000

1000

1000

999

999

997

1000

1000

TABLEAU 5.11. Niveaux et puissances expérimentaux pour X de loi générale
variée avec K =2 et n = 100

multi-

TESTS Pl =P2 = 2 pi =2 etp2 =3

d00 e15 e.20 e:25 e,00 e15 e:20 025

T(A) 048 693 955 997 052 838 994 1000

055 949 997 999 063 974 1000 1000

n(PSG) 062 856 984 999 066 938 998 1000

T.(SL)
$ 051 928 996 999 047 968 999 1000

rr(SL)
-i-L 053 825 978 999 051 924 996 1000
rr(ESC)
-t$ 052 925 995 999 048 958 999 1000
rr(ESC)
-tL 052 814 973 998 048 900 993 1000

T^N)
.(CN)
L

050

052

939

836

996

982

999

999

050

056

968

930

999
997

1000

1000

u
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TABLEAU 5.12. Niveaux et puissances expérimentaux pour X de loi générale multz-
variée avec K = 3 et n = 100

u

TESTS Pl =P2 =P3 =2 Pi =P2 =2 etp3 =3
e,00 e15 e.20 e.25 '15 e.20 e.25

T(A) 055 l 960 1000 1000 044 l 978 1000 1000

054 1000 1000 1000 071 1000 1000 1000

T,(P5'G)
L 063 995 1000 1000 075 997 1000 1000

T.(SL)
<è 045 l 1000 1000 1000 051 l 1000 1000 1000

L
,(5L) 050 996 1000 1000 052 993 1000 1000

T.{ESC)
<E> 046 999 1000 1000 047 1000 1000 1000

rr(ESC)
'•L 048 992 1000 1000 048 994 1000 1000

r^(CN)

L
(CN)

046

052

1000

996

1000

1000

1000

1000

054

047

1000

996

1000

1000

1000

1000
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FIGURE 5.1. Comparaison des tests pour la loi multinormale avec COO où Tï fait
référence au test Tw, T2 au test T^psc!\ T3 au test T[psa), T4 au test T^SL}, T5
au test T(jsL), T6 au test T^E), T7 au test Tw, TS au test T^CN), et enfin, T9 au
test T^CN) et où 8 courbes illustrent les résultats correspondants aux cas a, b, e, d,
A, B, C, D décrits précédemment.
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Examinons d'abord les niveaux expérimentaux obtenus. Les graphiques 5.1,

5.5 et 5.9 illustrent de façon très claire que les tests de Puri et al (1970) tant
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celui basé sur les cotes normales que celui basé sur les cotes linéaires, (T2 et T3)
surestiment de façon marquée le niveau nominal (0,05). On constate d'ailleurs
que ces résultats sont significativement supérieurs au niveau nominal de 0,05
puisqu'ils n'appartiennent pas à l'intervalle [0,0365; 0,0636]. Pour étudier si les
niveaux expérimentaux de chacun des neuf tests différent de façon significative,
procédons à une analyse de variance sur les résultats expérimentaux obtenus. No-
tons d'abord qu'il est impossible de considérer le modèle incluant les 4 facteurs;
taille échantillonnale, structure des sous-vecteurs, le test considéré et la distri-
bution des observations (modèle avec une seule observation par cellule) puisque
l'intéraction entre les facteurs est significative.

u
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TABLEAU 5.13. Tableau d'analyse de variance à un facteur (n=&16)

Source DL SOMME CARRÉS CARRÉS MOYENS VALEUR F Pr > F

Modèle 73 26460,14815 362,46778
Erreur 142 3693,18519 26,00835
Total 215 30153,33333

13,94 <,0001

Source DL SOMME CARRES CARRES MOYENS VALEUR F Pr > F

LOI 2

TEST 8

TAILLE l

SVECT 3

LOI*TEST 16

LOI*TAILLE 2

LOI*SVECT 6

TEST*TAILLE 8

TEST*SVECT 24

TAILLE+SVECT 3

328,11111

19046,08333

0,00000

262,85185

156,63889

250,11111

1133,37037

2834,58333

1980,73148

467,66667

164,05556

2380,76042

0,00000

87,61728

9,78993

125,05556

188,89506

354,32292

82,53048

155,88889

6,31

91,54

0,00

3,37

0,38

4,81

7,26

13,62

3,17

5,99

0,0024

<,0001

1,0000

0,0204

0,9860

0,0095

<,0001

<,0001

<,0001

0,0007

u

On doit donc séparer l'analyse en faisant une analyse de variance pour chacu
ne des combinaisons de facteurs possibles. Sauf qu'en pratique, si on voulait faire
toutes ces analyses, on se retrouverait à faire 24 analyses de variance à un facteur
avec une seule observation par cellule. En tenant compte de ces contraintes, et
suite à l'examen des résultats de la simulation, on choisit de faire une analyse de
variance pour chacune des distributions considérée et pour les deux cas, n = 50 et
n = 100. Ces analyses permettent de conclure à une différence significative entre
les niveaux expérimentaux obtenus pour les différents tests de la simulation. Pour
ne pas alourdir la présentation avec les détails de ces analyses de variance, on
présente simplement les valeurs-p obtenues dans le tableau 5.3.
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TABLEAU 5.14. Valeurs-p pour les analyses de différences significatives entre les ni-
veaux obtenus pour les 9 différents tests

Distributions

normale logistique ] générale

n =50 0,0001 0,0001 0,0001

n= 100 0,0110 0,0001 0,0001

0

De plus, les comparaisons multiples (méthode de Tukey) permettent de cqnsta-
ter que les niveaux expérimentaux obtenus pour les deux test de Puri et al (1970)
(T2 et T3) sont significativement différents de ceux obtenus pour les sept autres
tests, qui eux, ne diiFèrent pas entre eux de façon significative. Cette différence
est particulièrement frappante lorsqu'on regarde le graphique 5.5, illustrant les
niveaux expérimentaux pour la loi logistique, et plus spécifiquement les courbes
cet e? (Jf = 3etn= 50). De plus, sachant que le niveau observé est signifi-
cativement difTérent du niveau nominal (5%) s'il n'appartient pas à l'intervalle
[0,0365,0,0635], on en déduit que les deux tests de Puri et al (1970) diffèrent de
façon significative du niveau nominal (5%) alors que ce n'est pas le cas pour les
sept autres tests.

Il sera donc important de tenir compte de cette surestimation du niveau
des tests lorsque viendra le moment de comparer les puissances expérimentales
obtenues pour les tests de Puri et al (1970) (T2 et T3) aux autres tests qui eux,
donnent des résultats expérimentaux qui ne différent pas de la valeur nominale
(0,05). Notons aussi dans le cas de la loi multinormale que le test basé sur la
mesure de Stewart et Love et sur les cotes linéaires (T5) et le test basé sur la
mesure d'Escoufier (1973) et sur les cotes linéaires aussi (T7) sous-estiment de
façon importante le niveau nominal dans le cas d, et seulement dans ce cas. Le
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cas d représente le cas oùJf= 3,pi =p2 = 2,pa = 3et n= 50. Puisque les
résultats ne différent pas du niveau nominal pour la situation D, on peut croire
que pour ces deux tests, le fait d'augmenter la taille échantillonale (n = 100)
corrige ce problème.

Examinons maintenant les puissances expérimentales obtenues. Il est intéres-
sant de noter que la performance des tests au niveau de la puissance expérimentale
s'améliore lorsque l'on passe de la structure de sous-vecteurs a à la structure &, à la
structure c, etc... dans l'ordre, jusqu'à la structure D. Et ceci est vrai, quelque soit
le test et la distribution considérés. Des analyses de variance pour étudier l'effet
des facteurs "structure des sous-vecteurs" et "taille échantillonnale permettent
de vérifier que cette croissance de la puissance d'une structure à l'autre est signi-
ficative quelque soit le test et la distribution considérés. En raison de l'intéraction
significative entre les facteurs, on doit encore une fois avoir recours à plusieurs
analyses de variance. Afin de ne pas alourdir le texte avec de nombreuses tables
d'analyses de variance, on présente les résultats pour un cas particulier dans le
tableau suivant et mentionnons simplement que toutes les valeurs-p en rapport
avec les résultats mentionnés sont de l'ordre de 0,0001.

u
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TABLEAU 5.15. Tableau d'analyse de variance à un facteur (structure des sous-
vecteurs) avec n=50, C15 et la loi multinormale)

Source DL SOMME CARRÉS CARRÉS MOYENS VALEUR F Pr > F

Modèle 3 671357,6667 223785,8889 181,99 <,0001
Erreur 32 39348,2222 1229,6319
Total 35 710705,8889

Source DL SOMME CARRÉS CARRES MOYENS VALEUR F Pr > F

SVECT 3 671357,6667 223785,8889 181,99 <,0001

f.

u

C'est donc dire que premièrement, comme on s'y attendait, les résultats sont
supérieurs globalement lorsqu'on considère une taille échantillonale de 100 com-
parativement à 50. De plus, le fait de passer de K = 2 sous-vecteurs à jf = 3
sous-vecteurs a un effet profitable, pour chacun des tests considérés au niveau
de la puissance. De même, le fait de passer de sous-vecteurs de même taille à
des sous-vecteurs de tailles différentes provoque une augmentation significative
de la puissance expérimentale obtenue. Le fait d'augmenter le degré de violation
de l'hypothèse nulle (c'est-à-dire passer de C15 à C'20 à C'25), conserve cet état
de fait, tout en améliorant les puissances expérimentales obtenues (c'est-à-dire
que les valeurs se rapprochent plus et plus rapidement de la valeur l). Donc, de
façon générale, quelque soit la distribution, le test ou le degré de violation de
l'hypothèse nulle, les meilleurs résultats au niveau de la puissance expérimentale
sont obtenus pour le cas D, c'est-à-dire, pour JC =3,pi =p2 = 2,ps = 3et
n = 100.

Mais ceci étant vrai pour tous les tests, ça ne nous informe pas sur la supé-
riorité d'un test en particulier. Essayons de voir maintenant si certains tests se
démarquent par rapport aux autres.



0

139

Au seul examen des graphiques, on voit une certaine supériorité des tests
T2-T3 (Puri et al (1970)) cotes normales et linéaires) et du test TS (Cramer et
Nicewander (1973) cotes normales), et peut-être aussi du test Tl (test du rapport
de vraisemblance maximale) dans le cas où les observations proviennent d'une loi
normale. Rappelons d'abord le commentaire fait lors de la discussion concernant
les niveaux expérimentaux. On doit être prudent lorsqu'on compare les puissances
expérimentales obtenues avec les tests T2 et T3 puisqu'ils surestiment de façon
significative les niveaux expérimentaux; il est donc normal que les puissances
expérimentales soient plus élevées sans que ça n'implique que ces tests soient
supérieurs. Il est même plus approprié de les exclure des comparaisons.

Si on essaie de dégager une tendance des résultats obtenus, au simple examen
des tableaux de résultats et graphiques obtenus, on peut d'ores et déjà voir que
le test basé sur la mesure de Cramer et Nicewander et sur les cotes normales
(T8) semble offrir les résultats les plus intéressants si on regarde la situation
globalement. En examinant bien les graphiques 5.4 à 5.12, on constate que la
puissance obtenue pour ce test (T8) est toujours parmi les plus élevées quelque
soit la distribution, la taille échantillonnale, structure de sous-vecteurs et degré
de violation de l'hypothèse nulle. Ce qui ne semble pas être le cas pour le test
Tl (TRVM) par exemple, qui bien que semblant toujours donner des résultats
intéressants dans le cas de la distribution multinormale, c'est celui qui donne les
moins bons résultats dans le cas de la loi multivariée générale (voir par exemple
les graphiques 5.6, 5.9 et 5.12 dans le cas a particulièrement).

Voyons maintenant si ces tendances se révèlent significatives. Il aurait été
intéressant de pouvoir procéder à une analyse de variance en considérant tous
les facteurs présents, ou enfin avec le plus grand nombre possible de facteurs,
et ainsi voir si effectivement certains tests se démarquent selon les différentes

0
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combinaisons de facteurs à l'intérieur d'une seule analyse, mais ceci aurait été
possible à condition qu'il n'y ait pas d'interaction entre les différents facteurs
ou alors que ces interactions présentent une structure simple qui n'aurait pas
gêné à rétablissement de certaines conclusions. Par exemple, si l'interaction entre
le facteur test et structure des sous-vecteurs avait été la même quelque soit la
loi, la taille échantillonnale et le degré de violation de l'hypothèse nulle. Mais
bien évidemment, comme le laissait d'ailleurs entrevoir l'examen des graphiques
5.1 à 5.12, ce pas le cas et la nature des interactions présentes rendent cette
analyse problématique. Soulignons aussi que, comme pour toute étude de niveaux
et puissances expérimentaux, cela correspond à une situation d'une observation
par cellule, ce qui contribue aussi à réduire l'étendue des analyses possibles; par
exemple, si on veut comparer les modalités d'un facteur en fixant une valeur
précise pour les autres facteurs. On devra alors par exemple se résoudre à procéder
à des comparaisons multiples.

Compte tenu de ces contraintes, procédons à diverses comparaisons dans des
situations spécifiques.

Pour chacune des 3 distributions considérées, les graphiques permettent clai-
rement de voir que c'est dans les cas a et b, c'est-à-dire, le cas où JC == 2,
p^ =p2 == 2 etn == 50et celui oùJîT = 2,pi = 2,p2 = 3etn= 50 que la
différence entre la performance des tests est la plus marquée. Ceci est particuliè-
rement frappant lorsqu'on regarde le graphique 5.9, pour le cas de la loi générale
avec C'20- Les analyses de variance ne permettent pas d'établir la supériorité d'un
test en tenant compte de deux facteurs ou plus. Par exemple, pour le modèle qui
tient compte des facteurs test et taille échantillonnale, l'efïet test n'est pas signifi-
catif, quelque soit la loi et le degré de violation de HQ même en ne considérant que
les structures de sous-vecteurs a et b. Cependant, si on se restreint à la situation

u
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très spécifique où on a la distribution multivariée générale et dans le cas a. le
test T8 donne un résultat significativement supérieur au test T1 et ceci, pour les
trois diflFérents degrés de violation de HQ. La valeur des statistiques pour les tests
individuels définis en (??) donnent les résultats suivants qui sont significatifs en
s'assurant d'avoir un niveau global de 5% : 9,0338 pour C'15, 10,011 pour C20 et
8,9412 pour C25.

Remarquons que dans le cas &, c'est-à-dire où les sous-vecteurs ne sont pas de
même taille, les puissances expérimentales obtenues pour le test T8 sont encore
une fois significativement supérieures au test n mais cette fois, surtout lorsque
le degré de violation de Ho est moindre. En effet, on obtient alors les valeurs
suivantes pour les statistiques définies en (??) : 9,6395 pour C15, 7,9067 pour
C20 et 4,8404 pour (725.

Ainsi, une chose intéressante à souligner ici, est qu'alors qu'aucun test n'est
significativement supérieur (même pas le test paramétrique, Tl, dans le cas de
la loi multinormale) au test basé sur la mesure de Cramer et Nicewander (1979)
et les cotes normales (T8), on a vu qu'il y a des situations particulières où à
l'inverse, celui-ci offre un rendement significativement plus élevé. Ce résultat est
d'autant plus intéressant qu'il va dans le même sens que les conclusions tirées
au chapitre 4 à l'effet que le test basé sur la mesure de Cramer et Nicewander
(1979) donne les meilleurs résultats en terme d'efficacité asymptotique relative.
Terminons cette section en ajoutant qu'en regroupant les tests basés sur les cotes
normales et ceux basés sur les cotes linéaires, il n'est pas surprenant de constater
que le groupe de tests basés sur les cotes normales performe mieux que celui basé
sur les cotes linéaires lorsqu'on est dans le cas de la distribution multinormale.
Cette diiférence n'est cependant significative que pour les cas a et b. Notons enfin
que la diflférence entre les résultats obtenus par groupe de tests basés sur les cotes

•i
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linéaires comparativement au groupe basé sur les cotes normales, dans le cas de
la distribution logistique, n'est pas suffisamment grande pour conclure de façon
significative à sa supériorité.

u



0

CONCLUSION

Au terme de ce travail, on peut conclure à la réalisation de nos objectifs ini-
tiaux. Tout d'abord, la construction d'une vaste classe de tests pour l'hypothèse
d'absence de liaison où chaque membre de la classe est une forme quadratique
de la matrice d'association. Nous avons ensuite obtenu les distributions asympto-
tiques conjointes de ces statistiques de tests sous HQ et sous une suite de contre-
hypotheses convergeant vers Hy. Puisque cette classe compte parmi ses membres
plusieurs tests existants, ce travail a permis de généraliser plusieurs résultats que
l'on retrouve dans la littérature.

Nous avons ensuite procédé à une étude de la performance des tests de la
classe. Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés au comportement
asymptotique des tests en utilisant la notion d'efficacité asymptotique relative.
Dans le cas particulier où les tests sont basés sur la mesure de Cramer et Nice-
wander (1979), plusieurs résultats analytiques ont pu être obtenus en raison de
la forme particulière que prend la distribution des tests. Ces résultats ont montré
la supériorité des cotes normales aux cotes linéaires dans le cas où les obser-
vations proviennent d'une loi normale, et inversement, la supériorité des cotes
linéaires aux cotes normales dans le cas où les observations proviennent d'une
loi logistique. De plus, lorsque les observations proviennent d'une loi normale,
on a montré l'équivalence asymptotique de trois tests: le test paramétrique du

0



144

n

rapport de vraisemblance maximale, le test non paramétrique de Puri, Sen et Go-
khale (1970) et le test de la classe basé sur la mesure de Cramer et Nicewander
(1979) avec les cotes normales.

Suite à l'obtention de certains résultats analytiques pour des cas particuliers,
des calculs numériques basés sur l'approche de Nyblom et Mâkelàinen (1983) ont
révélé la supériorité des tests basés sur la mesure de Cramer et Nicewander (1979)
parmi tous les tests de la classe, tant pour la loi normale que pour la loi logistique.

Dans un deuxième temps, on a poursuivi l'étude de la performance des tests
en analysant les niveaux et puissances expérimentaux obtenus à la suite d'une
étude de Monte carlo. Mentionnons que la supériorité des tests basés sur la mesure
de Cramer et Nicewander (1979) constatée au chapitre 4, y est confirmée et ce,
non seulement par rapport aux tests de la classe, mais aussi par rapport aux
tests du rapport de vraisemblance maximale (TRVM) et à ceux de Puri, Sen et
Gokhale (1970) dans l'étude expérimentale.

Plusieurs autres aspects du problème méritent éventuellement d'etre appro-
fondis. D'abord sur le plan théorique, mentionnons l'étude des propriétés de la
mesure de Cramer et Nicewander (1979) susceptibles d'expliquer sa performance
par rapport aux autres mesures étudiées et la recherche d'autres membres de la
classe, dans une optique d'optimisation de la performance des tests. Sur le plan
numérique, il serait souhaitable de comparer la performance des tests de la classe
avec d'autres compétiteurs paramétriques ou non paramétriques de la littérature
dont ceux de Dauxois et Kniet (1997, 1998).

u
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Annexe A

GENERALISATION DU THÉORÈME 2.2

Dans le but d'obtenir la distribution asymptotique conjointe des statistiques
de la classe sous une suite de contre-hypothèses qui convergent vers HQ"', on doit
obtenir la distribution asymptotique de vec(T), le vecteur formé éléments de la
matrice d'association échantillonnale.

Le théorème 2.2 du chapitre 2, tiré de l'article de Puri, Sen et Gokhale (1970)
nous donne la distribution asymptotique de vec{T) lorsque les observations de
l'échantillon sont î.i.d. de loi F. Lorsque vient le temps d'obtenir la distribution
si les observations sont indépendantes, mais de lois difïérentes, c'est-à-dire,

Xa indépendantes de loi Fa pour Q! = l,... ,n, (A.1)

u

on doit adapter la démonstration de ce théorème à ce cas plus général.
Plusieurs travaux ont d'ailleurs nécessité cette généralisation du théorème

2.2. Mentionnons entre autres les travaux de Cléroux, Lazraq et Lepage (1994,
1995) et bien sûr, ceux de Puri, Sen et Gokhale (1970). On retrouve cependant
très peu de détails à l'intérieur de ces articles sur le passage du cas i.i.d au
cas A.l. Puisque ce passage n'est pas trivial pour qui n'est pas familer avec cette
théorie, nous présentons dans cette annexe les principales étapes du raisonnement
permettant la généralisation du théorème 2.1.
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On veut montrer que

^/n(uvec[T} - uvec(Q)) -^ 7V(0,$) (A.2)

où les quantités uvecÇT), uvec(Q) et $ sont définies au chapitre 2 et où les
distributions conjointes et marginales sont données par

F^(x,y)^F^x,y) = F^{x)F^\y) (l +-^)
= F^) W + :M7F lim!/->~ ^ij (x,y)=F^\x) = F^\x)+F^-'.
= ^)(?/)+^lim,^^,(^)

F^x)=F^)(x)
?(n)(
^•]'Fw(y)==F^(y) ^w

où les fonctions F^\x) et F^(y} sont les distributions marginales sous l'hypo-
thèse d'indépendance HQ et où Uij{x,y) est défini par (4.8). Soulignons enfin que
les distributions empiriques (marginales et conjointes) sont notées F^{x), F^{y)
et F^{x,y).

L'idée de la démonstration repose sur le fait d'exprimer la matrice d'associa-
tion de la façon suivante :

T = E^iA^ + E^iB^ (A.3)

u

où

Ain
Â2n

Asn

= Foo Foc Jw (FwW) Jw (FwW) dFi^y)
= Foc roc [wx) - wx)} ^) (^(y)) ^ (FH(3;)) dF^X^

Foo roc [^y) - ^](y)] J(i) {F^x)) J'^ {F^{y}) dF^{x,y)
et on retrouve l'expression des termes B dans l'article de Bhuchongkul(1964).

Par la suite, on montre que \/nS^iA,n est asymptotiquement de loi normale
et que B^ est Op[^-]. Par (A.3) on a le résultat.
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Pour démontrer la normalité asymptotique de v/nS^iA,n, Buchongkul (1964)
fait remarquer que cette quantité peut s'exprimer comme la moyenne de n va-
riables aléatoires indépendantes, c'est-à-dire

où

T^.
/(îJ);2

u:(r)(îj);3

V3ZJi=l^lm
innzjr=l ^<

,(r)
(u);l+ ^);2 + ^.(r)

(»J');3)

^•);i = ^)^] .))Jy)(^](X,.))
[7(X, < ^) - F[,](^)] ^ (F[,](^))J(,) (F[,](^))

—00 •/ —00

•dF^j]{x,,Xj)
•oo roc

[l(X,r < Xj) - F^X,)] J^ (F^))J'^ (F^x,))
•dF[ij](xi,Xj).

On montre facilement que

E, (u,(r)'F[^} \u(i,3)^+[/,.(r)(i,J');2 u,('-)(îj);3)=0S)-i]

On a donc une somme de n variables aléatoires indépendantes de moyenne
6^'. En utilisant le théorème de Bessy-Esséen (voir par exemple Serfling (1980)
p.33), il suffit de montrer que le troisième moment de (A.3) est borné pour obtenir
la normalité asymptotique.

Afin d'illustrer les techniques qui permettent de démontrer le résultat, exa-
minons un des termes, |^,.^.i |3 et montrons qu'il est borné. Parce qu'on procède
de la même façon en utilisant les mêmes techniques pour tous les autres termes.

Une des astuces consiste à utiliser l'inégalité élémentaire suivante :

u
laIP b\g\ab\ <^^+^,
P <1

(A.4)
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pour p> let ^+^= 1 etla partie (iv) de la condition 1.5.

E u.(r)(îj);l
3 !°oo roo

•00 J —00

< f-00 pOO
J-ooJ-

J^ (^)(^)) J^ (F^(x^dF^^
|3(2) l / f^(r), ,Mà<2)J^F^(^))\dw ^ |^,(^)(^))|

•00
+2 ' 2

en utilisant (A.4) en posant p = 2 (et donc g = 2). On a donc
^{Xi,Xj)

E u,(r)(îj);l
3

< r oo
J-

^)(^)(^))6

00 2

^ [^,)M|°^ ^ ^i
lO ~2"'" -r JO

-^î)(^)+r
1^-)(")1°

00

•00

Jœ(^)^))16,
2

6

^S)(^)

2 •du

< C^[u(l-u)]-6adu
= C'/3(-6a+l,-6a+l)

qui est borné pourvu que l —60; > 0, donc si o; < 1/6, mais ceci est vrai puisque
0<Q:<1/8 (1.5).

0
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Annexe B

CONTIGUÏTÉ SOUS L'HYPOTHÈSE DE
MULTINORMALITÉ

(J

Au chapitre 2, on a choisi la suite de contre-hypothèses

H^ : Qk, =
Akl

^fn
pour l <k <l <K (B.l)

où la matrice Aki est symétrique et est formée des éléments ai, où
•00 />00

%• = / / ^•^[z](^)^](^)^ (F[ï\{xi)) Jy {F^Xj)) dF[^x,)dF[j](xj).

On a alors affirmé que dans le cas où X soit une loi multinormale, cette suite
de contre-hypothèses est contigùe à l'hypothèse nulle Hy. Nous allons maintenant
le démontrer lorsqu'on considère les cotes linéaires ou les cotes normales.

En utilisant le rapport de vraisemblance

Ln{Xn~) = ^
^ sip?'M>0,

sipko)(^)=^")(^)=0,l (B.2)
00

J°)Sipnu}(^)=0<<j(^),,(")<

on obtient le théorème suivant dont on peut retrouver la démonstration, entre
autre, dans Hâjek et Sidâk (1967), p.204.

Théorêine B.l. Si Ln suit asymptotiquement une loi lognormale(—^a2,a2} où
cr2 > 0 sous Ho, alors les densités p{rn) sont contigûes à p{n .
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0

On utilisera donc le théorème B.l pour démontrer que la suite de contre-
hypotheses (B.l) est contigûe à l'hypothèse nulle H^ ' dans le cas particulier où
jf = 2, le vecteur X suit une loi multinormale Ap(^,S), p =pi +p2 et où on a
les cotes linéaires ou les cotes normales.

Les lemmes 4.1 et 4.2 du chapitre 4 donnent l'expression des paramètres
d'association 0y par rapport aux coefficients de corrélation entre X, et Xj, pij =
-3U3-, i et j =1,... ,p (i^ j), selon qu'on utilise les cotes normales ou linéaires
lorsque la distribution des observation est multinormale. On y constate que

6..v
Pi3 pour les cotes normales,

^ arcsin (^z-) pour les cotes linéaires.

En utilisant ce résultat, l'hypothèse Hw : 612 = 0 est équivalente à

Hw : Ei2 = 0 (B.3)

et la suite de contre-hypothèses H^n '• ©12 = -f^ peut aussi s'exprimer en terme
de la matrice de covariance de la façon suivante:

HIn

l*.
L12

'n
(B.4)

Le lien entre la matrice A^ et la matrice Aïs dans (B.l) dépend de la fonction
de cotes considérée.

Sous les cotes normales, 0y = p,j pour iet j = l,... ,p (i ^ j). Ainsi, puisque
6V = %'on a a^ = °^M-

Pour les cotes linéaires, on a Qij == ^arcsin (^-). En utilisant le développe-
a.j7ro-?o-?ment en série de Taylor pour sin ( j^= ) , on obtient o-y = ^} + 0 (n-3/2).

Vérifions donc que la suite de contre-hypothèses H^n définie par (B.4) est
contigùe à l'hypothèse H^ définie par (B.3).
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u

La fonction de densité de X est donnée par

f(x) = W^\-^exp^(x - ^-\x - ^ .
Puisque sans perte de généralité, on peut poser p.= 0, les distributions asymp-

totiques de a; = (Xi,.. . ,-X'n) sous H.y1 et H\n sont données respectivement par

PWW = T]rl=,[WE2W12exp{-l,x'^lx}]

Pw(^) - H^[W-^n\-ïexp{-^Vx}],
(B.5)

où

So =
E11 0 et E»=( En ^

A% E220 Ë22

Théorème B.2. Si X suit une loi multinormale Ap(0,S) avec K =2, p= pi+
pî, alors les densités plnli sous-jacentes à H^n sont contigûes àp'n", la densité sous

rW
'0 •

Démonstration: En utilisant le théorème (B.l), il suffit de montrer que, sous
HQ^\ on a, lorsque n —> co

In Ln ^ ^(-Ja2,a2)
où Ln est défini par (B.2). Or, ici, on a

n^i[(2^-§|E.i-Lïp{-j^E,rlx,}]
^" - nr=i[(27r)-5|Eo|-2^p{-i^So-lX,}^

- ^p{-jE^x,(^-l-So-1)^},
en utilisant (B.5). Ainsi,

In ^ = ^ In |Eo| - ^ In |EJ -^X, (S^ - So-1) X,
i=l
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0

On sait que

'-1 =
Jo —

Sul 0

où

0 S:

Bn
^22
Bi2
B-21

-l
22

et S^ = -BII Bi2

-021 -022
3

1-1_
'11.2)

V.-1
^22.1)

-EII EizS^.D
V—IY^-IV-I
'-'22 '-J21 ^11.2)

avec

Sll.2 = Sll — £12^22 ^21 et E22.1 = ^22 ~ SsiSii Sl2.

Ainsi, on a

Sll.2 = Sii —
Ai2S221A21 ..v. ^ AziSu AI

^22.1 = ^22 —
Li2^22 A21 '.21^11 ^112

n n

d'où
-l

et

BU = (Sll — ^Ai2E22 Â21,
= (J-^EnlAi2S221A2i)-lSn1

522 = (J-^2-21A2lSnlAl2)-lE221-
Or, si P= A+ CED on a alors

P-1 = A-1 - A~1CB {B + BDA-1CBY1 BDA-1
(voir Muirhead (1982), p.580). Pour obtenir l'expression de (J-G)-1, on applique
ce dernier résultat en posant P = l —G avec A= I, B=-G,C = —I etD= I.
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Ainsi, on obtient

p-l

et par récurrence, on déduit

p-1 =

I+G(G-G-G}-^G
I+G-G-\I-G}-ÏG
J+(J-G)-1G'

I+[I+(I-G)-1G}G
J+G'+(J-G')-1G'2
J+G+G2 + (J - G)-1G3

0

Alors, on trouve

lV^-1 A ^-ï A 1-1^-1Bn = [l-^lAn^A^-i^

= {j + ^nlAi2S2-21A2i + [J - ^EnlAi2E221A2i]-l ^ (S^AisSz-^A^)2} En1
= S^ + ^SnlAi2S221A2iSn1 + H,0 (^),

et de la même façon, on obtient

B22 = Ï221 + lE221A2lSulAi2S221 + ^0 f^) ,
n

l
n2

où

H,
1_ , . _ , . 1-1

I — —'E^A^'S^A'ii | (S^ AisS^ A2i
n

HlAi2S221^2l)2Sn1

et

^ = ^ - ^221A2lSnlAi2] (S221A2lEulAi2)2S221.
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D'autre part, comme

F=

on trouve

^11 ^12
^21 F,

V-T- _ r.ri ^^n ~ z-'0 —
22

-BII ^12
-621 -622

Fn = Snl+^EnlAi2S221A2iSnl+^iO(^)-Su1

= ^A^^A^^+H,0{^)

F22 = ^E221A2iEulAi2S2-21+^20(^)

V-1
ZJ11

0 Ï221
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;

12 = -^^U ^12^22.1 == ~"^^U ^12 (^22 - ^'îï.'Sn^lî)-l

(J

J_v-i/i^\^-i/r .._ iv^-i/t. \^-i/i \-1-•^^lfyll2^22- ^ - ^^22-/121-^ifAl2^

= -^^A,^ (J + ^2-2lA2iSnlAi2 + [J - ^2-21A2iSnlA^]
•^ (S221A2iSnlAi2)'

= -^EF^S^+O^)

^21 = -^^22 ^2lSn + 0 (^) .

-l

En posant

X,
X.(l)

X.
t

•(2) )

pxl
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-(l). -(2) .où X^' :pi x l et X^' :p2 x l; on peut écrire

In ^ = jln]So]-jln|Sn

-l ) v^n~2\ 2^i=l xw x^ FII F,2
-^21 -^22 ( (̂l)'

X,(2)'

= jlnlSol - fin |Sn| - j {E^i ^(1) '^ii^(l) + E^i ^2) '^2^(

+ E?., x»'^xw + s?., X» •F^XW } + 0, (^)
= j (In |Eo| -ln|Sj) - j ^ E^i ^(1) ' (Su^^S^-^A^En1) xj

+, EF=i ^(2) ' (s^^s^A^s^) x^

+AE^^(l)'(SnlA^-,1)^

+* E?», xw • (s^A.sr,-) x»} + o, (^).

w

On obtient donc

ln^ = jln|So|-jln|Sn|-i{iS^^(l)'(EulAi2S221A2iSul)^(l)
'" v(2)' Cv-1 4-v-i4.-^-^ v(2)•n Z^z=l •^i ^22 A21^ll ^12^22 ; yvi

u +^ E?., ^"' (EF/A.S,) x.'2'} + o, (^).
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(J

Nous allons maintenant montrer que la première partie de l'expression de
InLn, soit

j (In |So| - In |Sn|) - J ^ É^(l) ' (SnlAi2S221A2iEu1) Af
t=l

lv^ v(2)' {^-^A^^-^ A.^.-'t-\ y(2)+ ^ 2-/A^-/ [^22 A2T.^n ^12^22 ) Az~' ^ '
i=l

(B.6)

converge en probabilité vers -^tr (E^AizS^^zi)? et que la deuxième partie de
l'expression de InZ/n, soit

-J-\^ yW (v.-lA^v-^ yW
S' ^11 ^12^22 )^i ^

'n^T
(B.7)

converge en loi vers une loi normale de moyenne 0 et de variance tr ['S^A^^A'a}.
On aura alors le résultat puisque sous H^ \

\nLn -^ N (-Jtr {^A^^A^ ,tr {^A,^A^ ,
qui est bien de la forme N(—^cr,cr2).

Puisque pour un vecteur aléatoire X de moyenne p, et de matrice de covariance
V, on a £ (X'AX) = tr (AV) + ^'A^ et Var (X'AX) = 2tr (AY)2 + 4^'AyA^
(voir Searle (1971)), on déduit que

E {Xw ' (EnlAi2S221A2iSu1) Xw] = tr {E^A^^A,,)
et

Var [Xw ' (S^lAi2S221A2iSu1) Xw} = 2tr (^ A,^ A^E^ A,,^ A,,) .
On a donc

^ ^è E xw ' (SulAi2S2-21A2iSn1) Xœ \ = *r (EnlAi2S22lA2i)

l
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et

^{^ EF=i Xm ' (E^A^S^A^SF,1) ^1)}
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2tr(Ei-ilAi2S221A2iEnlAi2E221A2i)
n

0

lorsque n —> co et ainsi,

^ ^ Xa) ' (E^lAi2S221A2lSu1) Xw -^ tr ^A,^A^ . (B.8)
1=1

De la même façon, on montre que

^ ^ X,(2) ' (S2-21A2lEnlAi2E221) Xw -p^ tr {^A,^A^ (B.9)
n

1=1

car tr(AB) == tr(BA).
Montrons maintenant que

j (In |Eo| - In |Sn|) ^ J^ (SnlAi2S22lA2i)
lorsque n -4- oo. Comme |So| = |Sii| |E22| et

|S~1 Sii ^A^
^Â2l^ s-22

Sii — —Au'Z^A'ii
Ti

1^22!,

on obtient

ln|Eo|-ln|S«| = ln|En| - In |Eu (J - ^E^A^SS^A^)!

(J = -ln|J-^lAi2S2-21A2i
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u

Le déterminant que l'on veut calculer est de la forme

^ _ fcll. bi2 . . . 6ip
n n n

bi2 ^ _ ^22. . . . &2p
n ~ n n

.fcl£
n

&2p _ , l _ fc£E
n n

î

où les éléments de la matrice S^AisS^1^! sont notés 6y, i et j =1.... ,p. On
obtient d'abord le terme

(l-^(l-'?)-(l-ï).
et tous les autres termes sont au moins d'ordre -y, puisque les termes qui forment
un déterminant sont toujours composés d'un seul élément de chaque ligne et de
chaque colonne. On a donc

l,
J — —ST"] ATaS-iTo A^

n
qi yll2^22 A21 ,-fE^)^^),

n ] \n'

et ainsi en développant en série de Taylor,

nln|j-,SHlA^-^| = -n[(E^)+0(À)]n.

^ - E?=i ^ = -^(SnlAi2S221A2i)
lorsque n —>• oo.

Ainsi, avec (B.8) et (B.9), on obtient donc la convergence en probabilité de
(B.6) escomptée.

D'autre part, comme

-àSX-("'(s"IAI2E22I^P>
2=1

est une forme bilinéaire où Xw suit une loi A^(0,Sii), Xw suit une loi ^(0^22)
et Sis = Cov(X^ ' ,X^ ') = 0 sous ^ , on obtient, en utilisant certains résultats



0

sur les formes bilinéaires (voir Searle (1971) p.65),

E {X^ ' (EnlA^S^1) X^) = tr (^A,^Cov{X^\X^)

+ E(Af))'(S,lA^-,l)^(Af))

et, en posant

e

et pour î = l,... ,p,

0

0 E^AizS^
SïïAiaS^ 0

0

0
.(E(xm)

'=^(^') I

Var (Xa) ' (E^lAi2S221) ^(2)) = | [^(CE)2 + 2^C'EC^]

= tr^A^^A^),
car

C'E. CE = ^U ^-12^22 ^21 0
V-14_V-1

159

0 S^Ai2S22A21

Ainsi, par le théorème limite central, on a bien (B.7) qui converge en loi vers
une loi normale

7V(0,^(SnlAi2E221A2i)).
C.Q.F.D.

u
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