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SOMMAIRE

Dans plusieurs domaines, souvent I'intérét porte spécifiquement sur ce qu’on
nomme une donnée aberrante. Par contre, en statistique, on doit tenir compte de
la présence d’une telle observation. Dans un cas comme dans ’autre, le probléme

demeure le méme: réussir & déceler ces données a l’écart.

Le but de ce mémoire est donc de définir et de comparer divers algorithmes
robustes et non robustes de détection d’aberrances une & la fois ou en groupes.
Etant donné l'utilisation trés répandue de la régression en recherche et la com-
plexité des aberrances multivariées, les algorithmes ici étudiés reposent sur le

modéle de la régression linéaire multivariée.

Les premiéres méthodes sont basées sur 'indice de redondance de Stewart et
Love (1968). Elles utilisent soit la fonction d’influence soit 'inclusion successive
(FORWARD) de variables en régression multivariée. Quant aux autres méthodes
provenant de la littérature, elles se basent sur une forme quadratique des résidus

pour détecter une translation dans la moyenne.

Finalement, puisqu'une aberrance multivariée peut étre identifiée par une mé-
thode et non par une autre ainsi que selon un certain modéle et non selon un
autre, on recommande d’utiliser plus d’une de ces procédures. En effet, 'emploi
des différentes fonctions d’influence de I'indice de redondance de Stewart et Love
(1968) jumelé & un algorithme utilisant une forme quadratique robuste des résidus
donne des résultats trés satisfaisants pour I'identification de données aberrantes

en régression linéaire multivariée.
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INTRODUCTION

En recherche médicale, les individus d’intéréts sont ceux qui répondent étran-
gement & divers traitements. En exploitation miniére, on cherche une minérali-
sation spécifique cachée sous la surface. Pour un gestionnaire, une caisse refléte
un profil financier bien différent de celui des autres banques. Quant & I'éleveur
de plantes ou d’animaux, il recherche les individus supérieurs aux autres pour
ses utilisations futures. Des situations comme celles-ci on peut en nommer plu-
sieurs. Elles se retrouvent dans la vie de tous les jours, dans pratiquement tous les
domaines. Mais qu’ont elles en commun? Dans tous ces exemples, I’étude porte
spécifiquement sur ce qu’on nomme, en statistique, une observation aberrante.
Dans la littérature, on parle aussi de données douteuses, de données erronées,
d’observations & ’écart, d’observations influentes, de valeurs surprises, de valeurs

extrémes, d’aberrances, etc.

D’un autre coté, le statisticien se doit de travailler sur des données expéri-
mentales fiables. 11 doit donc tenir compte de la présence de données aberrantes.
En effet, il pourrait s’avérer que ces données soient la source de contamination
dans les analyses futures. Pour toutes ces raisons, il est primordial de disposer
de techniques statistiques permettant I'identification de ces données influentes.
Ainsi, le statisticien sera en mesure d’évaluer la qualité de I’échantillon, ce qui est

essentiel dés le tout début d’une nouvelle étude.

Or, le processus d’identification de données aberrantes posséde une longue
histoire. Durant les derniéres décennies, plusieurs méthodes ont été proposées

pour détecter une donnée a ’écart. La plupart de ces méthodes se rapportent




au cas univarié ou il suffit d’examiner les points dans les ailes de la distribution
échantillonnale. Cependant, il n’est pas évident de définir exactement la notion
de donnée aberrante multivariée. En effet, une observation aberrante dans R? ne
’est pas nécessairement dans un sous-espace donné. D’ou 'application de tech-
niques univariées 4 la projection sur chaque axe ne méne pas obligatoirement a
de bons résultats. Dans la littérature, on retrouve quelques méthodes permettant
de déceler des données aberrantes multivariées. Les premiéres s’appliquant seule-

ment & des populations normales.

Selon Gnanadesikan (1977), il existe trois raisons pour lesquelles les consé-
quences d’avoir une observation influente sont intrinséquement plus complexes
dans un échantillon multivarié que dans le cas univarié. La premiére est que les
aberrances multivariées peuvent fausser non seulement les mesures de position et
d’échelle, mais également les mesures d’orientation telle la corrélation. Comme on
vient de le voir, il est aussi plus difficile de caractériser une aberrance multivariée.
Enfin, on retrouve plusieurs variétés d’aberrances multivariées : une grande erreur
dans I'une des composantes du vecteur ou une erreur moyenne systématiquement

dans chacune des composantes.

A cause de 'utilisation trés répandue de la régression, pour des chercheurs
dans plusieurs domaines, I'importance porte sur la détection d’observations in-
fluentes sous un modeéle de régression linéaire. En effet, une telle observation qui
s’éloigne de la majorité peut fausser ’ajustement du modéle tentant d’exprimer
la relation présente entre les autres données. Sous le critére des moindres carrés,
ces observations & 1’écart peuvent également influencer excessivement I'estima-
tion des paramétres, altérer les intervalles de confiance et réduire la puissance des
tests statistiques. Encore une fois, en régression multivariée le probléme devient
plus complexe. En effet, une observation douteuse peut étre déclarée aberrante

par une méthode et non par une autre, de méme que selon un certain modéle et




non selon un autre.

Aujourd’hui, on s’intéresse donc a 'identification de données aberrantes mul-
tivariées, mais également & un probléme tout aussi complexe: la détection de
groupes de données aberrantes. Ce dernier a pour but de contrer l'effet de mas-
quage qui survient lorsqu’une donnée influente cache la présence d’une autre ou
lorsque des observations sont influentes ensemble, mais pas individuellement. En-

core peu de méthodes portent sur ce sujet.

Le but de notre étude est donc de faire le point sur différentes méthodes de dé-
tection d’aberrances. Pour ce faire, on travaillera sous le contexte de la régression
linéaire multivariée. Le modéle alors utilisé est décrit au premier chapitre. No-
tons qu’il existe des méthodes statistiques robustes qui sont valides méme lorsque
I’échantillon contient quelques données aberrantes. Toutefois, on s’intéresse ici a

leur identification.

Dans le cadre de ce mémoire, toujours sous le modéle de la régression linéaire
multivariée, on adaptera différents algorithmes utilisant une mesure d’association
afin d’en construire de nouveaux basés sur I'indice de redondance de Stewart et
Love (1968). L’emploi de ce coefficient nous permettra entre autres de définir,
grace & la connaissance de sa distribution exacte, des méthodes de sélection de

variables avec inférence au premier chapitre.

Quant au deuxiéme chapitre, on le débutera en généralisant au cas multivarié
une méthode de détection d’aberrances existante en régression linéaire multiple
basée sur ’inclusion successive (FORWARD) de variables. Puis, on la comparera
a deux algorithmes pour l'identification de données aberrantes en régression li-
néaire multivariée provenant de la littérature. Enfin, on développera une méthode

basée sur la fonction d’influence de I'indice de redondance de Stewart et Love.




L’intérét particulier de cet algorithme est qu’il pourra également étre généralisé
a P’influence d’un groupe de points. Combiné & une classification hiérarchique, on
verra qu’il en découle une méthode de détection d’ensembles aberrants en régres-

sion multivariée.

Malheureusement, tous ces algorithmes sont basés sur des estimateurs tres
influencables par la présence de valeurs a I’écart. C’est pourquoi, au dernier cha-
pitre, on comparera non seulement les méthodes précédentes, mais également une
nouvelle version de chacune d’elles obtenue en remplagant leur estimateur habituel
par un estimateur robuste. Ces différentes méthodes seront d’abord appliquées &
un exemple en régression linéaire multiple, puis & quatre autres jeux de données

en régression multivariée.

Bref, dans ce mémoire, il sera question de 'identification de données aber-
rantes et d’ensembles d’observations influentes en régression linéaire multivariée.
Notons que nous n’allons pas porter de jugement quant au traitement spécial qui
doit leur étre accordé. En présence d’aberrances, c’est avec ’aide de I'expérimen-
tateur que le statisticien pourra décider si ces données doivent étre corrigées ou

supprimeées.




Chapitre 1

RAPPEL SUR LA REGRESSION
MULTIVARIEE

Dans ce premier chapitre, il est question des aspects théoriques de la régression
linéaire multivariée qui seront utiles a la compréhension des différentes méthodes
de détection de données aberrantes décrites au chapitre suivant. On rappellera
entre autres le modéle de régression linéaire multivariée ainsi que ’obtention des
estimateurs des moindres carrés et des estimateurs a vraisemblance maximale.
Puis, on citera les propriétés ainsi que le role dans la régression multivariée de

deux mesures d’association.

1.1. MODELE DE REGRESSION LINEAIRE MULTIVARIEE

Dans cette section, on s’intéresse a modéliser la relation entre un ensemble
de p variables aléatoires a expliquer, Y = (}1,)b,---,),)’, et un ensemble de
q variables controlables, X = (X,As, -+ ,A&,)/, ot X peut étre égal a 1. Plus
précisément, en régression linéaire multivariée, on veut exprimer simultanément
toutes les composantes };, 7 = 1,2,--- ,p, du vecteur aléatoire ¥ comme des
combinaisons linéaires des ¢ variables controlables a des erreurs aléatoires pres.
Pour ce faire, considérons un ensemble de p équations de régression linéaire de la

fagon suivante:

yl = ,811.)(1 +ﬁ12X2+‘-‘+ﬂquq+el :ﬁ},X-l-Q (111)




Vo = BnXy+Budy+ -+ ki te=0'X+e

ou les ,Bj = (81,652, - \Bjq)’s 3 =1,2,- -+ ,p, sont des vecteurs de taille g.

Le systéme d’équations linéaires précédent peut donc s’écrire sous la forme

Y = B X+ €

(px1) (pxq) (gx1) (px1)

ou lespérance du vecteur aléatoire d’erreur € = (€1,€s,- - - ,€p)" est nulle et ou les

termes d’erreur associés & différentes variables dépendantes peuvent étre corrélés.

Si pour un vecteur X, de taille ¢ fixé on observe le vecteur correspondant Y,
de taille p et si on recommence indépendamment n fois, alors on obtient le modéle

empirique suivant :
Yo=BXs+6€, a=1,.n (1.1.2)

ol E(e,) = 0 et ou les ¢, sont indépendants avec matrice de variance-covariance

¥ = E(eqt,’) inconnue.

Puis, & partir des observations Y3,Y5,--- .Y, de Y et X;,X5,--- , X, de X du
modéle en (1.1.2), on peut écrire le modéle de régression linéaire multivariée sous

sa forme matricielle
Y =XB+E& (1.1.3)

ot Y = [Y; Ya---Y,] = (Yi;) : n X p est une matrice dont chaque ligne Y}, i =

1,2, -+ ,n représente une observation du vecteur aléatoire Y¥';




X = [X; Xp---X,]) = (Xi) © n x g est une matrice dont chaque ligne
X!,i=1,2,--- ,nreprésente une observation du vecteur des variables controlables
X;

B=[88:B] = (Bj): ¢ x p est la matrice des parameétres inconnus;

£ =le € €] = (&)1 n X p est une matrice dont les lignes ¢’ sont les

vecteurs d’erreur de taille p associés a chaque observation.

Soit X! = (z41,%i2," - ,Liq) les valeurs prises par les variables controlables
pour la ¢ observation. Alors la i¢ donnée ou le i€ cas se note (Y;,X]) ou Y;, i =
1,2,--- ,n, est défini selon le modéle empirique en (1.1.2). Plus tard, on s’intéres-

sera aux cas aberrants.

Pour chacun des modéles précédents, on suppose que la matrice X est de plein
rang, ¢’est-a-dire que rang(X) = gq. Egalement, on suppose que n > p + ¢ et que

les vecteurs Y,, o = 1,2, --- ,p, sont multinormaux.

D’un autre coté, considérons les vecteurs Y; : n x 1, 7 = 1,2,--- ,p, formés a
partir des colonnes de la matrice Y = [Y1Y;---Y,]. Ainsi, chaque Y; représente
un vecteur aléatoire formé des n observations de I'une des p composantes du vec-
teur conceptuel Y. Notons que si ces composantes étaient indépendantes, alors la
régression linéaire multivariée serait équivalente & effectuer p régressions linéaires

multiples, soit une pour chacun des vecteurs Y; sur la matrice X comme suit:

Y; = X B  + £j
7 7 7 (1.1.4)

(n x 1) (nxq) (gx1) (nx1)

ot chaque vecteur f; tel que défini en (1.1.1) contient les coefficients de la régres-

sion univariée du vecteur Y; sur la matrice X, j = 1,2,---p.




1.1.1. Estimateurs des moindres carrés

On s’intéresse maintenant & l’estimation des paramétres inconnus. On géné-
ralisera d’abord l’estimation des moindres carrés au cas multivarié pour estimer
les coefficients de régression. Puis, on trouvera les estimateurs a vraisemblance

maximale des matrices B et X.

Revenons donc au modéle précédent (1.1.4) ou 'on considére ’ensemble des

p régressions linéaires univariées.

A partir des valeurs des variables dépendantes et indépendantes, on cherche
'estimation par la méthode des moindres carrés des paramétres 3. Puisque la
matrice X est de plein rang alors, en particulier, X'X est non singuliére et donc

inversible.

Les estimateurs des moindres carrés §3;, 7 = 1,2, - - - ,p, peuvent étre déterminés
exclusivement & partir des observations du vecteur Y;. Conformément a la solution
en régression linéaire univariée, on trouve

,6]' = (XIX) —1X,¥:j .

En regroupant ces p estimateurs, on obtient la matrice des estimateurs des

moindres carrés pour le cas multivarié

B=[6f Bl = (XX) XYY Y] = (XX)'XY. (115

Notons qu’on peut également obtenir Pestimation des coefficients de régres-
sion directement sous le contexte de la régression multivariée. Par la méthode
des moindres carrés, il s’agit donc de minimiser la somme des carrés des erreurs

donnée par la trace de £'E.




Or, par le modéle (1.1.3) sous sa forme matricielle, on a que la matrice des

erreurs est donnée par £ =Y — XB et on obtient les carrés des erreurs
£ = (Y-XB)(Y-XB)
= YY-YXB-BXY+BXXB.
On veut donc minimiser la somme des carrés des erreurs exprimée par
tr('6) = tr(Y'Y) —tr(Y'XB) — tr(YBX') + tr(B'X'XB)
= tr(Y'Y) = 2tr(Y'XB) + tr(B'X'XB).

Pour ce faire on calcule la dérivée partielle suivante

otr(E'E)

e = XY 4+ 2X'XB =0
9B + B

de laquelle on obtient ’estimateur des moindres carrées B=(X'X)"'X'Y.

A partir de cet estimateur, on calcule la matrice des valeurs prédites

Y = XB=XXX)"'X'Y (1.1.6)
ainsi que la matrice des résidus
E=Y-Y=[I,-X(XX)'X|Y=HY (1.1.7)

ou I, est la matrice identité de dimension n X n. Il est facile de démontrer que la

matrice H est symétrique (H' = H) et idempotente (H* = H).

Notons que les conditions d’orthogonalité entre les résidus, les valeurs prédites
et les colonnes de X de la régression linéaire univariée tiennent toujours pour le cas
multivarié. Elles proviennent principalement de I'équation X'[I,—X(X'X)'X'] =
X' — X' = 0. Ainsi, les résidus €; (j = 1,2,---,p) sont perpendiculaires aux

colonnes de X, car

X'€ = X'[I, - X(X'X)'X'[Y =0
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et les valeurs prédites }i} sont perpendiculaires aux vecteurs résiduels € puisque
Y'é = BX'[I, - X(X'X)"'X']Y = 0.
Etant donné que Y =Y + &, on obtient finalement
Y'Y= (Y48 (Y+8) =Y Y+EE+0+0 =YV +EE  (118)

A 516 . I3 P
ot Y'Y, YY et £E sont les matrices formées des sommes de carrés et des pro-

duits croisés respectivement dus au total, a la régression et a l’erreur.

1.1.2. Estimateurs a vraisemblance maximale

D’autre part, en considérant le modéle empirique donné en (1.1.2) et en sup-
posant la normalité des €,, on peut également obtenir les estimateurs a vraisem-

blance maximale des matrices B et 2.

Soit Y, ~ N(B'X,,2), @« =1,2,--- ,n. La vraisemblance est donnée par

Zﬁl% -1 . / - /
L(BY) = I(%)Lzﬁ . exp -2—Z(Ya — B'X,) S (Vs — B'X,)
a=1

et son logarithme naturel par
mLBY) = ngﬁln(zw) + —gln(lz”ll)
1 _ ,
- 5 > (Yo —BXo)T7H (Yo — B'Xa).

a=1

Par la dérivée partielle suivante

BlnL(B,Z) -1 = -1 ’ !
gRMEE) 2N W — B X)X,
55 5 251 (Y, — B'X,)

a=1

= x! i;yax;—zsi‘;xax;

on a que la vraisemblance est maximale en

B=(X'X)"X'Y. (1.1.9)
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D’ou 'estimateur & vraisemblance maximale précédent est dans ce cas-ci le méme

que P’estimateur des moindres carrés trouvé en (1.1.5).

En remplacant B par son estimateur B on obtient

nL(BY) = Zgﬁln(zw)+gln(;z—l)

1 -1 - St 1 !
— Gtr |® -;(YQ~BXQ)(YQ——BXQ) .

On veut donc maximiser cette équation par rapport & 3!, Pour ce faire, on aura
besoin du théoréme suivant dont la preuve est énoncée a la page 104 de Mardia

et al. (1982).

1

Théoréme 1.1.1. Soit f(C) = %ln(lCl) — Etr(C’D) ot C = (c;j) est une ma-

trice semi-définie positive et ot D = (d;;) est une matrice définie positive. Alors

le mazimum de f(C) est atteint par C = nD™! et est donné par f(nD™') ou
f(nD™) = T2 In(n) — 3 n(|D]) - -

Par le théoréme précédent avec les matrices C = 7' et D = Y0 (Vs —

B'X,)(Y, — B'X,)" on trouve l'estimateur & vraisemblance maximale de %

™
i

1« S S
- > (Yo = B'Xa)(Yo — B'Xa) (1.1.10)
a=1
1 A N
= ;L—(Y - XB)' (Y — XB).
Par la définition des deux estimateurs obtenus dans cette section, on peut voir

que B est sans biais pour B, mais que ce n’est pas le cas pour . En effet, c’est

3 qui est sans biais pour 2.

Pestimateur
n-—q
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1.2. L’INDICE DE REDONDANCE DE STEWART ET LOVE

Le modéle de régression linéaire étant maintenant établi, on y reviendra un
peu plus loin au cours de cette section. Pour I'instant, définissons une mesure
de corrélation qui sera utile dans les algorithmes de sélection de variables de la

section suivante, ainsi que dans ceux de détection d’aberrances du second chapitre.

Pour ce faire, considérons deux vecteurs aléatoires XM : px1et XP:gx1de
moyenne E(X®) = u® et de covariance Ty; = E[(X® —u®) (X —p0))], 1 =12
et 7 =1,2.

1)
Soit u = E(X) H le vecteur de moyennes du vecteur aléatoire

@

(p + q) x 1. Sa matrice de variance-covariance, définie positive,

E11 212

BB -wx )= | "

Supposons que p et X sont inconnus.

Au niveau de l’échantillon aléatoire de taille n obtenu & partir de X, on a

X(l)

Xy = C(;) ., a = 1,2,...,n. La moyenne échantillonnale se définit par
Xo

7O _ G) . _ R . . . ..

X Z XY, i=1,2. Quant a la matrice de variance-covariance empirique,

elle peut s ecrlre sous la forme suivante:

S S
I e (1.2.1)
So1 Sz
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Lingoes et Schonemann (1974) ont introduit le coefficient de corrélation échan-

tillonnal entre les deux vecteurs X et X® suivant:

t?"(SmSgl)%

\/ t’f'(Su)t’f’(Sgg) .

RLS = RLS(XW x®) = (1.2.2)

Cette mesure de corrélation posséde les propriétés algébriques suivantes:

1.
2.

0<RLS <1

Sip=gq=1, alors RLS est équivalent a la valeur absolue du coefficient de
corrélation simple [r].

RLS est une mesure d’association. Elle est symétrique, mais comme elle
n’est pas fonction des corrélations canoniques, elle n’est donc pas invariante

sous les transformations linéaires en général.

Si A est une matrice telle que A’A = kI oa I est la matrice identitéet £ > 0
est un scalaire, alors RLS(AX®, X®) = RLS(X®W, X®@).
Soient les vecteurs X : px 1, X® : g x 1 et les scalaires a;, 1 = 2,3, -+ ,m.

Soit S;; la matrice de variance-covariance échantillonnale entre X @ et X0
m .

pour i,j =1,2,--- ,m. Lorsque p = ¢ = 1 et que RLS(XW, 3 ¢;X®) est
i=2

maximisé selon les a;, alors il est équivalent & R, le coeflicient de corrélation

multiple.

De plus, Lazraq et Cléroux (1989) décrivent une distance entre deux nuages

de points en termes de RLS, de facon analogue a Robert et Escoufier (1976).

Considérons les deux nuages de points

vi= (x{) - XX - X0 (x - X ipxn

}/2 = (X1(2) - Y(2)7X§2) - —X—(Z)y e 7(X7(12) - 7(2)) g xXn

I'un dans RP et I’autre dans RY. Supposons que ¢ < p, alors on peut ajouter une

colonne de p — ¢ zéros a chaque vecteur Xi(g) ~x®

) i=12,-- .
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Pour toute matrice E, on définit la norme euclidienne correspondante comme

étant ||E|| = y/tr(E'E) et on définit la distance entre Y) et Y3 par
dist(Y;,Ys) = LIS ¢ .
NGO RRVE VAR

Théoréme 1.2.1. Soit T : p x p une matrice orthogonale, il est possible de mon-

trer que

min dist(Y,,TY,) = V2y/1 - RLS(X®,X®). (1.2.3)

Alors RLS =1 si et seulement si il existe une rotation T tel que les deuzr nuages
de points s’associent complétement. D’ou RLS est un coefficient de corrélation et
une donnée qui influence RLS est a la fois une donnée qui influence la distance

manimale entre Y, et TYs.

La démonstration du théoréme précédent se trouve aux pages 253 a 256 de

Seber (1984).

Revenons maintenant au contexte de la régression linéaire multivariée. Soient
les deux vecteurs aléatoires X = Y, : px 1et X® = X, : ¢ x 1 du modéle

(1.1.2). On veut donc expliquer linéairement X (1) a partir de X®,

Or, le probléme consiste & trouver une matrice M de dimensions g x p telle
que le coefficient RLS(X®™, M'X®) soit maximal sous la contrainte SjpM —
M'S5»M = 0 (les équations de régression). La solution est M’ = 51555 Les nou-
velles variables M'X(® sont les p fonctions linéaires obtenues par la régression

linéaire multivariée de XM sur X®@.

La valeur maximale du carré de RLS est donc donnée par

tT(SlQSz_z1521)

RI = RI(XW X®) = max RLS* (XY, M'X®) = ==
11

(1.2.4)
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Il s’agit de lindice de redondance de Stewart et Love (1968) noté RI qui
représente la fraction de la variabilité totale de X (1) expliquée par la régression
sur X@ . Ce dernier peut également s’écrire sous la forme d’une moyenne pondé-
rée par les variances des carrés des coefficients de corrélation multiple entre les

composantes du vecteur a prédire X et le vecteur de prédiction X ).

p
2
RI =% (1.2.5)

oit S’y est la variance empirique de la composante z” du vecteur X1 et

SCE; . .
Ry o @ o =1- ! est le carré du coefficient empirique de corréla-
RN SR TS 5 SCT;
. : ) e : 1 2) (2 2
tion multiple pour la régression linéaire multiple de xi ) sur xg ),xg . ,a:f, ) avec

SCE; et SCT; qui sont respectivement les sommes de carrés dues & l'erreur et

totale.

Les propriétés de cette mesure de redondance sont les suivantes:

1.0<RIL1.

2. Sip=q =1, alors RI est équivalent & r?, le carré du coefficient de corré-
lation simple.

3. Lorsque p = 1, RI devient le carré du coefficient de corrélation multiple R?
entre une variable et un vecteur.

4. RI est une mesure d’association non symétrique et non invariante en géné-
ral.

5. Soit A une matrice de dimensions p x p telle que A’A = kI ou I est la
matrice identité et k est un scalaire et soit une autre matrice B : ¢ X ¢ non

singuliére. RI est invariant sous la transformation linéaire X M — AX®

et X — BX®.
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Notons qu’au niveau de la population on définit I’équivalent de RI donné a
I'équation (1.2.4) par

N tr(ZlgEngl)

pl = (o) (1.2.6)

1.2.1. Fonction d’influence

Au chapitre suivant, lors du contexte de la détection de valeurs aberrantes
en régression multivariée, nous aurons a considérer la fonction d’influence de RI

telle que définie ci-bas.

Définition 1.2.1. Soit F la fonction de répartition d’une variable aléatoire X
avec parameétre 0. Alors 8 peut s’écrire comme une fonctionnelle de F', § = T(F').
Si 8, est une fonction de répartition attribuant la probabilité 1 au point x, alors
F = (1 — e)F + e6, est une perturbation de F' par 6. Or, on a g = T(F~’) et la
fonction d’influence théorique d’un point x sur le paramétre 8 se définit par:

I(z;0) = lim(e -0

e—0 £

). (1.2.7)

En remplacant F' par la fonction de répartition empirique, notée F,, et €
par —~ dans P’équation (1.2.7) on obtient la fonction d’influence empirique. Une
approximation de cette derniére consiste en la fonction d’influence expérimentale.

Celle-ci détermine I'influence de z; sur 'estimateur 6 de 6 basé sur les observations

L1,X9y . T+
I (zz0)=(n-10-0)i=1,...n (1.2.8)

ol 0_; est un estimateur basé sur les n — 1 observations 1, ... ,Zi—1,%i+1,.-. ,Zn.

Lazraq et Cléroux (1989) ont obtenu la fonction d’influence théorique de RI

suivante :
2,1V B2 ) ,(1) L2 B'B,2

En) wEn) | e (o) (1:2:9)

I(z; pI) = pI
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oll Bt = L1851 8s1, B = $1,55;) est la matrice de régression de X! sur X

et 2 =20 — 4@ =12

Notons que 1’équation (1.2.9) peut également s’écrire sous une forme quadra-

tique
I(z;pl) = 2'Qz (1.2.10)
ol z = ,Q = pl tr(n) r(E5) ) ey I, est une matrice identité de

B’ -B'B

@) _ B -B'B
Z (L) ()

dimension p X p.

Puis, Lazraq et Cléroux (1989) ont obtenu I’équation suivante pour la variance

de la fonction d’influence:

o? = Varll(z;pl)] (1211)
— 21 try%  (@r(Sndp) —20yd) | (2erSuXy - o
(tT211)2 t’)‘Z?lthn (tT‘E’{l)Q

Considérons maintenant les cas particuliers de la réduction de la fonction d’in-

fluence de RI en régression linéaire multiple et en régression linéaire simple.

A partir des résultats du tableau 1.2.1, en régression linéaire multiple, on
obtient la fonction d’influence du carré du coefficient de corrélation multiple et

sa variance associée.

221 @Iz(Q) z% z(2)’@@’2(2)

2,2 2 2,2
Réo7 o7 R40}

I(z; R*) = R?

1
= ;—2—[221@'2(2) ~ 22R? — (@'2(2))2]
1

et

_ 40{R%0{ - 2(R*0})’? N 202R?%01% — (R%0})?

P2y — 2
Var[l(z; R°)] = 2R°|1 R0’ (7o7)?




TABLEAU 1.2.1. Notation et réduction des expressions
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Régression multivariée | Régression multiple | Régression linéaire simple
p#letqg#1 p=letqg#1 p=gqg=1
20 px1 2 1x1 Zo =z —py:1x1
22 g x1 22 gx1 Zo=Tg— g :1x1
S pXp o?:1x1 o?:1x1
Yip:ipXq oq:1Xgq opp:1x1
Yoo iqgXq Yo :qXq o3:1x1
RI R - 0‘<1>25221<7<1> 2 _ 62322
o2 o202
Y =YY Y ipXp| o =R 1x1 ol =71%0?:1x1
B=X1550 1pxq B =00y 1 1xgq bz%z%r:lxl

2
— 4+ 2R+ = — 1]

= 2R%[1 72

= 4(R*2

On obtient également des résultats similaires pour le carré du coefficient de

régression simple lorsque p =g =1:
1 01 O'2
I(z;r?) = — |2z12p—1 — 22r? — -—%r2z§
01 02 02
2 2
Z1 29 z z
= 2——r— —137‘2 - -327"2
. 2 T, -9 ~9 ~ o~
= 2r ”5@1 +92°) — Y1v2
e 2 X .
ol = = = “——" i=12et

?

i O
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Var[l(z;7%)] = 4(r%)%

D’autre part, a partir de I’équation (1.2.8) on obtient la fonction d’influence

expérimentale de RI
I (z;RI)=(n—-1)(RI—-RI_;),i=1,...n. (1.2.12)

C’est cette derniére qui nous permettra au chapitre suivant d’identifier des
données aberrantes. En effet, une observation z; ayant une grande influence en

valeur absolue sera considérée comme un candidat a ’aberrance.

Or, on recherche deux types de données aberrantes. Le premier, survient
lorsque linfluence de cette observation, mesurée par I_(z;; RI), est négative.
Cela signifie qu’enlever z; augmente la valeur de RI tel qu’illustré par le gra-

phique 1.2.1.

FIGURE 1.2.1. Illustration du premier type d’aberrance
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Donc, dans ce cas, enlever z; augmente la qualité du modele. Par contre,
lorsque la valeur de I'influence est positive, cela signifie qu’enlever x; diminue RI

ainsi que la qualité du modéle comme dans la figure 1.2.2.

FIGURE 1.2.2. Illustration du second type d’aberrance

Dans ce deuxiéme cas, il s’agit d’'un autre type d’aberrance qui pourrait indi-
’ y q

quer que le modéle incluant ’observation z; n’est peut étre pas approprié.

1.2.2. Distribution exacte

L’avantage de I'indice de redondance de Stewart et Love par rapport & d’autres
mesures de corrélation vectorielle, tel le coefficient RV de Escoufier (1973), est
la connaissance de sa loi exacte. En effet, celle-ci nous permettra éventuellement

d’utiliser RI dans un algorithme de sélection de variables avec inférence.




21

Lazraq et Cléroux (1988) ont obtenu la distribution exacte de sous

1—-RI
I’hypothése nulle Hy : 15 = 0. Soit lorsque les variables explicatives sont indé-

pendantes du vecteur & expliquer. Elle est donnée par le théoréme suivant.

x@®
Théoréme 1.2.2. Si le vecteur @ est multinormal et, sous Hy,
X
p(n—1)
P[{£L <r] = P[W < 0] ou W est distribué comme 3, N\W? ot les W; sont
=1
indépendantes et identiquement distribuées selon une N'(0,1), et ot A, Aa, ..., Ap(n—1)

sont les p valeurs propres de X1, chacune répétées q fois et les p valeurs propres

de —r¥1 chacune répétées n — 1 — q fois.

1.3. REGRESSION MULTIVARIEE ET SELECTION DE VARIABLES

En se basant sur la maximisation de I'indice de Stewart et Love tel que défini

en (1.2.4), on veut déterminer un algorithme de sélection de variables.

Tel que vu & la section précédente, en régression linéaire multivariée, on
cherche une matrice M de dimensions gx p. On veut substituer &4 X ) un ensemble
M'X® de combinaisons linéaires qui peuvent expliquer X (1) de telle maniére que
la qualité de la prédiction de X® par X@ mesurée par pI (XM M'XP), soit
maximale sous la contrainte Sjo M — M’ Sss M = 0. Les nouvelles variables M’ X (%)
sont celles obtenues par la régression linéaire multivariée de X sur X@. On

trouve donc M = S5, Sos.

Retournons & I’équation (1.1.8), o on a défini &' comme étant la matrice
des produits scalaires des vecteurs d’erreur. Si on normalise les matrices pour
que les moyennes soient nulles, alors on a Y'Y = (n — 1)S1;, YX = (n — 1)S1,
X'X = (n — 1)Sy; et d’aprés la définition de la matrice des résidus donnée en

(1.1.7) on peut écrire
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E'€ = (HY)YHY =Y'H'HY =Y H*Y =Y HY
= Y'[I-XXX)'X'Y
= Y'Y -YXXX)XY
= (n—1)S1 — (n—1)S1255' 521

= (Tl — 1)811_2.

A partir de cette matrice résiduelle notée Si;2 on parvient a la relation sui-
vante :

tT‘(SuSZ_QI 521)

tr(Si1) = tr(Su)[t - RI] (1.3.1)

tT(Sll_Q) = t?”(Su) {1 —

D’ott maximiser RI est équivalent 4 minimiser la trace de la matrice résiduelle
S11.0- Par (1.3.1) on peut définir 'indice de Stewart et Love comme suit:
tT(Sn,z) -1 t?"(é,é)

MG T ey

1.3.1. Indice de redondance partiel

Pour pouvoir passer a un algorithme de sélection de variables, un dernier
élément doit étre défini. En effet, on aura besoin d’un indice de redondance partiel
ainsi que de sa distribution. Alors soit $§2) une composante du vecteur X et
soit X (_23) un sous-vecteur de X® de taille ¢ ne contenant pas xgz)‘ Aprés avoir

éliminé de X™ et de xg_z) Peffet linéaire de szj), on obtient S (), la matrice de
~j

XM
covariance partielle de @ |- (p+1) x 1, donnée par:

€T
J

S @
xwx® -1

S'X(2> f— S —_ J X(Q)X(2) (SX(2>X(1) SX(Q)w(2)> .
- S @42 A ‘J I

X
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A partir de cette derniére, Lazraq et Cléroux (1988) ont défini

-1
tr(S 28 S 2
( Xz x2 2(e®.x @ x§2>X(1).ng>)

tr(Sx(l)X(l).X(_?J?)

I (X0 287) = 1a2)

Il s’agit de I'indice de redondance partiel entre le vecteur X (1) et la variable x§2)

apres avoir éliminé de X et de xgz) Peffet linéaire de X (_2])

L RI
De fagon analogue au théoréme 1.2.2, la distribution de —1———}%9)—— est donnée
- X (@)
par le théoréme 1.3.1.
x@
Théoréme 1.3.1. 5ile vecteur @ est multinormal, pour tout sous-vecteur
X

ngj ctx 1 de X® ne contenant pas 33§~2), et sous Hy : Zx(l)x§2).X(_2) =0,

J
p(n—1-1)
P{——_m < s] = P[U < 0] ou U est distribué comme Y, &U} oi les U;
sont indépendantes et identiquement distribuées N (0,1) et ot 01,02, - - ,0p(n—t—1)
sont les p valeurs propres de X,y vy @ de multiplicité 1 et les p valeurs propres
-3

de —8% ) yay.x@ de multiplicité n — 2 —t.
=7

Lazraq et Cléroux (1988) ont aussi obtenu la relation de récurrence suivante

entre RI et RI x :

()

XY

(1) —J _ 1) (2

RI | X', x@) = RI(X ,X_j) (1.3.3)
J

+RI,X(_2J) (X(l)ﬂﬂg?))[l _ RI(X(1)7X(_2})}‘

Puisqu’une formule analogue existe au niveau de la population, la régression
linéaire multivariée avec inférence devient possible et fait I’objet de la prochaine

section.
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1.3.2. Algorithme de sélection de variables

Les résultats de la section précédente nous permettent maintenant d’écrire des
algorithmes de sélrection de variables avec inférence de type inclusion successive
(FORWARD), élimination successive (BACKWARD) et pas & pas (STEPWISE).
On s’intéresse ici & la sélection successive de variables lors de la régression du

vecteur X sur X®@ tel que défini par Lazraq et Cléroux (1988).

1. Pour chacune des ¢ composantes :c§2) du vecteur X @, on calcule RI(X (1),a:§2))

selon ’équation (1.2.4). On choisit la variable :17§2) qui maximise le RI cal-

culé précédemment et on l'ajoute au modéle.

2. De facon similaire, on cherche parmi les ¢ — ¢t composantes restantes la va-

riable x§2) qui, conjointement avec les ¢t variables déja entrées dans le modéle
2
(représentées par le vecteur X (_2])), maximisera RI | X, (—2_3
Ty
J
3. A chaque étape, on calcule le coefficient de redondance partiel RI x)
Rl x0)

d’aprés la relation de récurrence (1.3.3) ainsi que la statistique —————.
1—RI x>
@)

4. Puis, on teste Phypothése Hy : pI [ X, (;; = pI(X(l),Xg)),
€T
J

reflétant le fait que 'apport de x§2) apres X(_zj) est négligeable? Cette hy-
pothése est équivalente a Hp : pl , ) = 0 qui est elle-méme équivalente a
-7
RI. X@
1—RIxe®
est le 100(1 — )¢ centile de U distribué selon le théoréme 1.3.1. Si Hy est

H, : EX(%@) x@ = 0. On rejette Hy au niveau « si >uouu
i R=g

rejetée, alors la composante xgz) entre dans le modele.
5. Ainsi de suite jusqu’a ce qu’on ne rejette pas ’hypothése Hy au niveau «.

Le vecteur X(f]) : ¢ x 1 de la derniére étape représente le sous-ensemble des

variables de X expliquant linéairement le mieux le vecteur X ),

RI x
1 - RI .X(2)
la statistique F" habituelle. On a déja vu que RI est équivalent & R* dans ce cas-ci.

Notons que dans le cas oi p = 1, le calcul de en 3 revient a calculer
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Par la relation de récurrence en (1.3.3) on obtient:

R? . R2
Rlyo = 2Lt (1.3.4)
X 1 - R
1 G - - S
SCE;
1- (1 - SCT)
_ SCE,— SCE
- SCE;

ou l'indice t représente I’étape lorsqu’il y a déja ¢ variables incluses dans le mo-
déle. SCE et SCT sont des abréviations pour la somme des carrés due a l'erreur

et la somme des carrés totale de la régression de X @ gur X (_2;

Finalement, on a bien
SCE;~SCEi41

Rlxe _ SCE
m o 1_(SCEt‘;CEH_1) (13.5)
SCE;
_ SCE;—SCEy, -
B SCE..,

Le test utilisé a ’étape 4 est alors remplacé par rejeter Hy si (n—2—1t)- F est

plus grand qu’une loi F' de Fisher avec 1 et n—2—t degrés de liberté au niveau «.

En conclusion, c’est a 'aide de tous les éléments théoriques énoncés précé-
demment qu’on parviendra, au chapitre suivant, & définir différentes méthodes de

détection de valeurs aberrantes en régression linéaire multivariée.




Chapitre 2

ALGORITHMES DE DETECTION DE
DONNEES ABERRANTES EN REGRESSION
MULTIVARIEE

Lors de ce second chapitre, on va parcourir quelques méthodes existantes dans
la littérature permettant I’identification de données douteuses. Trois de ces algo-
rithmes seront généralisés au cas multivarié avec utilisation de I'indice de Stewart
et Love. Au départ, il sera question de la détection de valeurs aberrantes une a la
fois. Puis, on s’intéressera plus particuliérement & des groupes d’observations pou-
vant étre aberrants. Enfin, comme ces valeurs influencent beaucoup les méthodes

statistiques, on voudra améliorer le critére de robustesse.

2.1. UTILISATION DE LA REGRESSION SUCCESSIVE DANS L'IDEN-

TIFICATION DE DONNEES ABERRANTES

Une premiére approche de l'identification de données aberrantes parvient de
Mickey et al. (1967). Leur but consiste & pointer des observations qui sont suffi-
samment non usuelle pour justifier la reconsidération des données et du modéle. Ils
ont donc mis au point une méthode permettant de détecter des valeurs influentes
sous I’hypothése de linéarité. Cette derniére met en pratique une nouvelle utili-
sation de I'inclusion successive (FORWARD) de variables en régression linéaire

multiple.
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Comme pour la plupart des méthodes, le critére de détection d’aberrances
se base sur les résidus. En effet, Mickey et al. (1967) considérent qu’'une donnée
peut étre jugée aberrante si sa suppression entraine une réduction importante de
la somme des carrés due a erreur. Dans un contexte de sélection progressive,
’idée est de trouver I’observation qui une fois supprimée cause la plus grande
réduction de la somme des carrés due & lerreur. Puis, une fois cette observation
identifiée, en trouver une autre dont la suppression réduit le plus la somme des
carrés due a erreur et ainsi de suite. Les observations sont donc ordonnées selon

leur apport & la matrice résiduelle.

2.1.1. Le cas de la régression linéaire multiple

Sous le contexte de la régression linéaire oil p = 1, on a le modele

Yy = X g+ €.

(n x 1) (nxq) (gx1) (nx1)

Pour chaque observation & étre enlevée on introduit une nouvelle variable qui
vaut 1 pour le cas & étre supprimé et 0 sinon. On augmente donc la matrice de

données X par un matrice identité [, de dimension n X n:
X — X*=(X|):nx(g+n)
et on augmente également le vecteur 3 en un nouveau vecteur 8% : (g +mn) x 1

@/ — @*, = (ﬂlaﬂ?a e 716117’/1’7/27' o ;Vn) = (/B"y/)

Alors le modeéle devient ¥ = X*3* +& = X0 + I,v +¢.

L’algorithme consiste & forcer toutes les colonnes de la matrice X a entrer
dans le modéle de régression. Puis, les autres colonnes de X* (celles de la matrice
identité) sont ajoutées successivement a l’aide de la procédure FORWARD. La

premiére colonne & entrer dans le modeéle selon cette méthode est celle qui réduit
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le plus la somme des carrés due a lerreur puisque l'on prendra 7y tel que &
devient égal a 0. Ce vecteur indique donc le cas qui influence le plus la matrice

résiduelle et qui doit étre considéré comme candidat a ’aberrance.

La procédure se termine lorsque la valeur de F' (voir I’équation 1.3.5) calculée
a chaque étape est plus petite qu’un nombre spécifié, c’est-a-dire lorsque la ré-
duction maximale est trop petite. On a donc retenu un ensemble de variables qui
est un sous-ensemble des colonnes de la matrice I,,. Si la j¢ colonne de la matrice

identité est choisie, alors le j¢ cas est une valeur aberrante possible.

Finalement, cette méthode basée sur I'inclusion successive de variables en ré-
gression linéaire multiple ordonne les colonnes de la matrice identité par ordre
décroissant d’influence sur la somme des carrés due a 'erreur. Elle ordonne donc
les différentes observations par ordre décroissant d’influence sur la matrice ré-
siduelle, ce qui est équivalent a linfluence sur R, le coefficient de corrélation
multiple. En effet, si la j¢ colonne de I, entre en premier dans le modéle selon
la procédure FORWARD, c’est que cette variable contribue le plus & réduire la
somme des carrés due a Ierreur ou & augmenter le R2. Les calculs en ajoutant les
colonnes de la matrice identité une & une sont équivalents aux calculs en éliminant

les cas correspondants un a un.

2.1.2. La généralisation au cas multivarié

On s’intéresse maintenant au modéle de régression linéaire multivariée décrit
au premier chapitre & I’équation (1.1.3). Sous ce contexte, on veut généraliser la
méthode de Mickey et al. (1967) vue précédemment. On procéde donc de fagon

similaire.

On transforme d’abord la matrice X en une matrice augmentée X*

X — X* = (X|,):nx(g+n)
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ou I, est la matrice identité de dimension n X n.

Puis, on augmente la matrice B en une nouvelle matrice B*
B— B =(B|V):(g+n)xp

Oflvz(lzill/g"'l/p):(l/ij)ZTLXp.

Le modeéle de ’équation (1.1.3) sous sa forme matricielle devient
Y=X'B"+E=XB+LV+E
tandis que le modéle empirique donné en (1.1.2) devient
Yo =BXg+Vao+tea, a=12--n

On procéde donc & une sélection de variables (FORWARD), tel que vu & la
fin du premier chapitre, en forcant les X, a entrer dans le modéle. Pour chaque
colonne de la matrice identité qui entrera dans le modéle, quel que soit B, on

prendra V., de sorte que €a = 0.

On a également vu que le critére de sélection de I'inclusion successive est basé
sur la valeur de Iindice de redondance de Stewart et Love tel que défini en (1.2.5).
Donc, la colonne de I, qui entre dans le modéle est celle qui influence le plus a
la hausse RI, ou le plus & la hausse ’ensemble des Rigl)‘x?),xg”,...,xg?) (coefficients
de corrélation multiple), ou le plus & la baisse 'ensemble des sommes des carrés

due a erreur des régressions linéaires multiples notées SCE;.

Encore une fois, cette procédure permet d’ordonner en ordre décroissant les
cas les plus influents, c’est-a-dire les candidats a ’aberrance. Notons que toutes
les fonctions, programmeées avec la version 3.4 du logiciel S-Plus, nécessaires a la

mise en pratique de cet algorithme sont données & ’annexe A.
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2.9, UTILISATION DE L'INFLUENCE D’UN POINT DANS L'IDENTIFI-

CATION DE DONNEES ABERRANTES

Depuis son introduction par Hampel (1974), la fonction d’influence d’un point
X sur un paramétre @ est devenue un outil classique de la statistique. Plusieurs
auteurs 'utilisent dans la détection de données aberrantes. La seconde méthode
présentée au cours de cette section en est un exemple. Il s’agit d’une générali-
sation de la procédure de Cléroux et al. (1990) au modéle de régression linéaire
multivariée. Leur méthode est basée sur la fonction d’influence d’une mesure d’as-

sociation. Ici, on utilisera I'indice de redondance de Stewart et Love.

A partir de I’équation (1.2.9), on veut pour chaque observation z déterminer
son influence sur RI. Ainsi, on pourra classer les observations en ordre décroissant
d’influence. L’idée étant que ’observation qui a la plus grande influence est celle

qui risque le plus d’étre aberrante.

En pratique, on utilisera la fonction d’influence empirique I_ (z;; RI) = (n —
1)(RI — RI_;) pour identifier les données douteuses. Puisque les paramétres (%
et 3,;;,i,j = 1,2, sont inconnus, on les remplace par leurs estimateurs respectifs
X et S,;;- On obtient ainsi les estimateurs des influences de tout point z; sur

RI notés I_(x;; RI).

De plus, pour chaque point on calcule également son influence relative a I'aide

de la formule suivante:

(I_(zi,RI)) _ o (BI— RL)

1
00 R RI

afin d’identifier les candidats & l'aberrance.
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Enfin, Cléroux et al. (1990) soupgonnent comme données douteuses tous les

points xz; tels que
|1 _(wi; RI)| > 36

oll & est obtenu & partir de I’écart type o de la fonction d’influence (voir 1.2.11)

en remplacant les paramétres inconnus par leurs estimateurs habituels.

Notons qu’il s’agit ici d’une procédure heuristique qui s’avére toutefois moins
compliquée que la procédure de test pour au plus deux aberrances proposée par
Lazraq et Cléroux (1989). Dans ce dernier cas, on se base sur la distribution de

la fonction d’influence théorique.

Posons T' = I(z; pI) = 2'Qz tel que défini en (1.2.10) ol 2z a comme moyenne
le vecteur 0 et comme matrice de variance-covariance . Si z est multinormale,
alors T a la méme distribution que ]_gfl)\in ou les variables aléatoires W; sont
indépendantes et identiquement distzr:i‘;)uées N(0,1) et ou les A; sont les valeurs

propres de la matrice Q).

En pratique, les percentiles de cette distribution peuvent étre calculés par
une méthode exacte en utilisant algorithme de Imhof (1961). Cet algorithme est
basé sur la propriété qu'une forme quadratique de variables aléatoires normales
est distribuée comme une combinaison linéaire de variables aléatoires khi-deux
dont la fonction caractéristique peut s’écrire facilement. La distribution exacte
de la forme quadratique est alors obtenue en inversant numériquement la fonc-
tion caractéristique de la combinaison linéaire de variables aléatoires khi-deux
correspondante. Une description détaillée de cet algorithme ainsi que la sous-
routine “fquad” programmée en Fortran sont présentés par Koerts et Abrahamse

(1969).
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Le critére pour déterminer si une observation a l’écart est significativement
aberrante est basé sur les valeurs extrémes de la fonction d’influence. Pour cha-
cune des observations, on a son influence notée T; = 2;Qz;, 1 = 1,2,--- ,n, puis on
considére () = max T; et Ty = mln T;. La valeur de T, sera habituellement
positive tandis que celle de T{yy sera habltuellement négative. Notons la distribu-
tion de T par F(t) = P[T < t]. Puisque les T; sont indépendants, la distribution
de Tiyy est G(t) = [F(t)]" et celle de Tiyy est H(t) =1 [1 — F(2)]".

La procédure du test approximatif pour deux aberrances est donc la suivante :

1. Pour chacune des observations, calculer son influence estimée I(zs; RI), i =
1,2,--- ,n, obtenue en remplacant 3 par S et pl par RI dans I’équation
(1.2.9) de l'influence théorique.

2. Considérer les points z; et z; tels que leur influence est donnée par les
valeurs extrémes max I(zg; RI) = I(z);RI) = 7 et 121%11" I(z;; RI) =
I(z;; RI) = 4.

3. Calculer les valeurs propres de la matrice SQ on () est obtenue en rempla-
cant ¥ par S dans Q.

4. A Paide de la sous-routine Fortran “fquad” (algorithme d’Imhof), calculer
les probabilités p, = F(y) que T soit plus petit que y et p; = F'(6) que T
soit plus petit que .

5. Calculer la probabilité d’excéder la plus grande valeur positive ppes =
PlT(ny > 7] = 1= P[T() < 7] en utilisant P[T(n) < 7] = G(y) = [F()]" =
[py]™

6. Si cette probabilité est plus petite que «, alors considérer z; comme une
donnée aberrante au niveau a.

7. Semblablement pour z;, calculer la probabilité de ne pas excéder la plus
petite valeur négative P, = P[Tn) < 6] = H(0) = 1—[1 = F(§)]" =
1—[1—ps™
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8. Si cette probabilité est plus petite que «, alors considérer z; comme une

donnée aberrante au niveau a.

Enfin, pour détecter des données aberrantes en régression multivariée a ’aide
de la fonction d’influence de RI, on pourra a la fois utiliser la procédure heu-

ristique ainsi que le test approximatif pour au plus deux aberrances, tous deux

décrits ci-haut.

2.3. AUTRES METHODES DE DETECTION DE DONNEES ABERRANTES
MULTIVARIEES

Dans cette section, on présente deux autres méthodes, provenant de la littéra-
ture, pour Iidentification d’observations douteuses en régression linéaire multiva-
riée. Encore une fois notons que les versions S-Plus de ces algorithmes ainsi que

de ceux de la section précédente et de la section suivante se trouvent & I’annexe

B.

2.3.1. La méthode de Srivastava et von Rosen

La méthode de Srivastava et von Rosen (1998) pour la détection de données
douteuses dans des modéles linéaires multivariés se base sur un test du rapport
de vraisemblance. On verra un peu plus loin que la statistique de test utilisée
est en fait le maximum de n statistiques dépendantes, ol n représente le nombre

d’observations.

Srivastava et von Rosen procédent avec deux modéles de régression linéaire

multivariée. Le premier modéle noté Hy et donné par

E(Y)=XB (2.3.1)

survient lorsqu’aucune des n observations n’est aberrante. Ce modele est équi-

valent au modéle déja vu en (1.1.3). Par contre, si le i¢ cas est aberrant, & partir
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du modéle empirique défini en (1.1.2), une translation dans la moyenne de cette

observation peut s’exprimer de la fagon suivante:
E(Y,))=BX;+¢

ol § : p x 1 est un vecteur de constantes inconnues. Dans ce dernier cas, on

considére plutot le modéle H; donné par

B
E(Y)=XB+a' = (X,a;) o) X;B*

ol a; représente la ¢ colonne de la matrice identité de dimension n X n, c’est-a-

dire que In = (a:'laq’v?; e 7(?"}))'

Sous le modéle Hy, on a déja trouvé les estimateurs a vraisemblance maximale
de Bet de Y en (1.1.9) et en (1.1.10) respectivement. Posons A = (Y —XB)'(Y -
XB) :pxpet R=X(XX)"'X':nxn. On a donc S = n"'A. La matrice A

définie positive peut aussi s’écrire sous la forme suivante:

A = (Y-XB)(Y-XB) (2.3.2)
= (Y -XXX)"'XY)(Y - X(X'X)"'XY)
= Y'(I, - X(X'X)"X)(I, - X(X'X)"'X")Y
= YHHY =Y'H’Y=YHY
= Y'(I, - X(X’X)"'X')Y
= Y'(I, - R)Y.
De la méme facon, pour le modéle H;, on obtient B* = (X¥X:) ' XY les-

timateur & vraisemblance maximale de B* ainsi que celui de &, 3* = n~'4; avec

la matrice définie positive

Ai=Y'(I, - R)Y
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ot B; = XX (X¥X:)1XY.

Soient X; : ¢ x 1 et ¥; : p x 1 les vecteurs du modéle empirique défini en
(1.1.2), 4= 1,2,--- ,n. Supposons que ¢ < n — p — 2. Alors pour le i cas on a
les valeurs prédites YZ =B X; et les résidus e:, =Y, — ﬁ obtenus respectivement
& partir des lignes des matrices Y et € des équations (1.1.6) et (1.1.7). On note
ri = X!(X'X)71X;. Il est possible de montrer que

Ai =A- (1 - T‘ii)_léél.

Le test du rapport de vraisemblance pour ’hypothése H, contre I’hypothése
H;, sous la normalité, est donné par le rapport des deux estimateurs de ¥ sous

A
H, et H; respectivement. Les grandes valeurs de ce rapport I——l indiquent le rejet

| Al
de I’hypothése nulle. Pour chacune des n observations, soit la statistique
GAG
T, = 2.3.3
1—r7r i ( )

alors le rapport devient

_ 1Al
| Ay

by 1-T) ' =1+T,(1-T)"

et ’hypothése Hj est rejetée pour de grandes valeurs de T;. D’oti le test du rapport

de vraisemblance maximale se base sur la statistique

T = max T;

1<i<n
et est donné par rejeter ’hypothése nulle si la valeur de T est grande. Pour obtenir
le niveau de signification de la statistique 7', on a besoin de sa distribution. Par

contre, lorsque les T; sont dépendants, celle-ci n’est pas disponible.

En pratique, dans une situation ot on a P(T > t) < >-°, P(T; > t), on

utilisera un test conservateur basé sur la borne supérieure de Bonferroni.




36

Sous Hy, Srivastava et von Rosen (1998) montrent que les distributions des

T; sont identiques et que

p » =7~ Frreen
1

ot f = n—q—1 et F, ; dénote la distribution de Fisher avec r et s degrés de liberté.

Enfin, la valeur-p pour le test du rapport de vraisemblance de H, contre
H,; appliquée & la statistique 7', sera plus petite ou égale & la borne théorique

suivante:
P(T>t) < nP(Ty > t)

= nP (Fp,f—erlZ

f-p+1 1t
P 1—-1

et on considére le ¢ cas ayant la valeur de T; maximale comme étant aberrant si

sa valeur-p est plus petite que le niveau de signification désiré.

2.3.2. La méthode de Naik

Egalement sous le modéle de la régression linéaire multivariée, I'idée proposée
par Naik (1989) consiste a utiliser le coefficient d’aplatissement empirique multi-

varié des résidus défini par Mardia (1970).

Soit € : n X p la matrice des résidus telle que définie en (1.1.7) et soient
€,&,- -+ ;&' les n lignes de la matrice résiduelle . La procédure de Naik consiste

a calculer pour chacune des n observations la valeur de
AT =12, n

ot A est définie de la méme facon que pour la méthode précédente en (2.3.2). No-
tons que Srivastava et von Rosen (1998) utilisent cette méme forme quadratique

qu’ils standardisent par 1 — 7;; tel que vu a Péquation (2.3.3).
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Si une ou plusieurs de ces formes quadratiques sont inhabituellement grandes,
alors les observations correspondantes seront considérées comme candidats a ’aber-
rance. Naik développe un test pour données aberrantes basé sur un sous-ensemble
de résidus standardisés indépendants. Tout comme Srivastava et von Rosen (1998),
le test de Naik considére des données aberrantes au sens de la translation dans la

moyenne.

2.4. DETECTION D’ENSEMBLES DE DONNEES ABERRANTES MUL-
TIVARIEES

Les différentes méthodes décrites précédemment permettent de détecter les
données aberrantes isolées, mais pas nécessairement celles qui se retrouvent en
groupes. En effet, ces méthodes souffrent de l'effet de “masquage” tel que nommé
par Murphy (1951). Ce phénoméne, d’abord discuté par Pearson et Chandra Sekar
(1936), survient lorsque la présence d’observations extrémes non déclarées comme
données aberrantes a tendance a masquer 'influence d’autres observations encore
plus extrémes lors de la détection d’aberrances une & la fois. Par conséquent, on
fait face au probléme de masquage lorsqu’une donnée aberrante cache la présence
d’une autre ou lorsque des observations sont influentes ensemble, mais non indivi-
duellement. Par exemple, considérons 1’échantillon contenant les points & I’écart

A et B tel qu’illustré par la figure 2.4.1.

Ici, A seul ne sera pas considéré comme une aberrance puisqu’il est masqué
par B. Semblablement, A masque I'influence de B qui ne sera pas non plus consi-
déré aberrant. Par contre, I’ensemble regroupant les deux points A et B sera
détecté comme un ensemble aberrant. Donc, afin de déjouer I'effet de masquage
dont souffrent les méthodes de détection d’une aberrance & la fois, on aura re-
cours & un algorithme permettant de tester I'influence d’un groupe de plusieurs
observations. C’est pourquoi, dans cette section, on s’intéresse principalement a

la notion d’ensembles de points douteux. Plus particuliérement, on procédera a
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FIGURE 2.4.1. Illustration de l’effet de masquage

une généralisation des résultats obtenus a la section 2.2 sur la fonction d’influence
du coefficient de corrélation vectorielle RI a la détection de groupes de données

aberrantes.

Malheureusement, un danger alternatif a ’effet de masquage a été décrit par
Fieller (1976). Ce dernier survient lorsque de fausses conclusions sont dues a leffet
qu’il nomme débordement (swamping). Plus précisément, il s’agit d’une obser-
vation non influente qui serait incorrectement incluse dans un groupe de don-
nées jugées aberrantes. Pour mieux comprendre cet autre probléme, considérons
I'exemple de la page 71 de Barnett et Lewis (1978). Soit ’échantillon contenant
les valeurs 3, 4, 7, 8, 10, 13 et 951. Une procédure de détection d’ensembles aber-
rants appliquée au groupe contenant les valeurs 13 et 951 considérera cette paire
comme étant aberrante. Or, la valeur 13 qui n’est pas exceptionnellement grande
est déclarée aberrante a cause de son regroupement avec la valeur extréme 951.

Par conséquent, le choix des ensembles & tester devient primordial.
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Ainsi, afin d’éviter ’énumération systématique de tous les regroupements pos-
sibles et de contrer l'effet de débordement (swamping), on devra procéder a la
formation de groupes pertinents. Pour ce faire, on aura recours & une méthode de
classification pour former les groupes susceptibles d’étre des ensembles douteux.
Enfin, on sera en mesure de définir U'influence d’un groupe de points sur U'indice
de redondance de Stewart et Love et donc de proposer une méthode heuristique

ainsi qu'un test approximatif de détection d’ensembles de données aberrantes.

2.4.1. La classification hiérarchique

Tel que mentionné ci-haut, une étape primordiale & la détection d’ensembles
de données aberrantes est la formation de groupes pertinents. Pour ce faire, il
est nécessaire que I’ensemble des points du groupe constitue un amas compact
de points. C’est pour cette raison qu’il semble naturel d’utiliser une procédure
de classification hiérarchique. Or, par groupe pertinent, on entend un ensemble
dont les éléments s’unissent & un bas niveau de distance dans la classification et

restent ensembles longtemps avant de s’associer & d’autres points.

Avant d’aller plus loin, discutons un peu de la classification (référence: cha-
pitre 12 de Johnson et Wichern, 1992). Il s’agit d’une technique de regroupement
ne faisant aucune hypothése quant au nombre de groupes ou a la structure des
groupes. A cause de contraintes tel le temps disponible, on se voit dans I'impos-
sibilité de déterminer le meilleur regroupement & partir de la liste de toutes les
meilleures structures possibles. C’est pourquoi les algorithmes de classification
recherchent un bon mais pas nécessairement le meilleur regroupement. Puisque
le critére auquel on s’intéresse est la proximité entre les éléments regroupés, les

méthodes de classification sont basées sur une distance.
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Soient U = (uy,ug, - ,up) et V = (v1,vq, - - - ,vp) deux vecteurs de taille p. En

classification, on préfére souvent la distance Euclidienne définie par

dUV) = (= 02)? + (g = 022 - + (= 0,)?
= JU-V){U-V)

a la distance statistique qui elle se définit par

d(U,V) =/ (U-V)S—Y (U -V).

La raison est que la matrice de variance-covariance échantillonnale S ne peut

pas étre calculée sans une connaissance préalable des différents groupes.

La procédure générale des méthodes de classification hiérarchique est la sui-
vante:
1. Initialement, chacun des éléments est considéré individuellement de fagon
a ce qu’il y ait autant de groupes que d’éléments. Puisque dans notre cas
il s’agit des observations, on débute avec n groupes.
2. Sous le critére de la distance euclidienne, & chaque étape, on regroupe les
deux cas qui se ressemblent le plus. Ces sous-groupes sont donc combinés

selon leur similarité.

3. Eventuellement, & mesure que la similarité décroit, tous les sous-groupes

seront fusionnés en un seul groupe.

Notons que le résultat des méthodes hiérarchiques peut étre représenté par
un diagramme en deux dimensions nommé dendogramme. Un tel dendogramme
illustre alors les regroupements effectués a des niveaux successifs. C’est donc en

étudiant ce dernier qu’on peut former les groupes pertinents.
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Puis, parmi les procédures hiérarchiques on préférera pour la classification
d’observations les méthodes de liaison. Cependant, il existe trois différentes mé-

thodes de liaison dont voici les principales étapes du regroupement de n cas:

1. Au départ on a n groupes, contenant chacun une seule observation, ainsi
qu’une matrice symétrique de distances notée D = (d;;) : n X n.

2. On identifie & travers la matrice D la paire de groupes les plus prés. Soit
la distance entre les groupes U et V notée dyv.

3. On combine les groupes U et V en un nouveau groupe noté (UV) puis on
met & jour la matrice des distances. Pour ce faire, on supprime d’abord
les lignes et les colonnes correspondants aux groupes U et V. On ajoute
ensuite une ligne et une colonne donnant les distances entre le groupe (UV)
et les autres groupes restants notées dvyw-

4. On calcule les distances précédentes selon la formule associée & la méthode
de liaison employée.

— Pour la méthode de liaison simple : d(yyyw = min [dyw,dvw].
— Pour la méthode de liaison compléte : dvyw = max [dyw,dvw]-
— Pour la méthode de liaison moyenne : digyvyw = %%ﬁ%‘ oui € (UV),j €
W et nwy) et ny représentent le nombre d’observations des groupes
(UV) et W respectivement.
5. On répéte n—1 fois les étapes 2, 3 et 4 jusqu’a ce que toutes les observations

ne forment qu’un seul groupe. A chacun des niveaux, on note les groupes

qui sont formés afin de produire le dendogramme associé.

Enfin, il ne reste plus qu’a choisir parmi les trois méthodes de liaison. Voyons
leurs avantages. Tout d’abord, la méthode de liaison simple fusionne les groupes
selon la distance entre leurs membres les plus prés (voir figure 2.4.2). C’est-a-dire
que les groupes sont joints par leur lien le plus court entre eux. Cette technique
ne permet toutefois pas de discerner des groupes différents mais rapprochés ainsi

qu’une configuration non elliptique tel qu’illustré a la figure 2.4.3 en a) et en b)
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respectivement.

uv) w

FIGURE 2.4.2. Distance diyvyw pour la méthode de liaison simple

FIGURE 2.4.3. Désavantage de la méthode de liaison simple

A Topposé, la méthode de liaison compléte fusionne les groupes selon la dis-
tance entre leurs membres les plus éloignés (voir figure 2.4.4). Ceci a I'avantage
d’assurer que tous les éléments d’un groupe sont a I'intérieur d’une distance maxi-

male les uns des autres.

Puis, la méthode de liaison moyenne fusionne les groupes selon la distance
moyenne entre les paires de membres des ensembles respectifs. Cette méthode

se rapproche de la configuration de la liaison compléte. Par contre, puisque les
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(UV) W

FIGURE 2.4.4. Distance dwvyw pour la méthode de liaison compléte

distances sont définies difféeremment pour chacune de ces deux méthodes, il n’est

pas surprenant que les regroupements s’effectuent & des niveaux différents.

Or, le but étant de former des ensembles d’observations douteuses afin de dé-
tecter des groupes de données aberrantes, on demeure conservateur en choisissant
la méthode de liaison compléte. En effet, pour mieux identifier les données in-
fluentes, on ne voudrait pas qu’un candidat & I’aberrance soit facilement regroupé

aux autres observations provoquant ainsi un effet de débordement (swamping).
2.4.2. Influence d’un groupe de points

Etant en mesure de former des groupes pertinents de candidats & 'aberrance,
on veut maintenant tester U'influence de ces ensembles. On procéde de fagon si-
milaire & Cléroux et al. (1990) en généralisant les fonctions d’influence. On veut
pouvoir calculer I'influence d’un groupe de points sur 'indice de redondance RI.

— S X,

Soit X = —-—’-"7-;;1“——1 la moyenne des m points X; d’un groupe G Si les X; sont
des variables aléatoires indépendantes de moyenne p et de matrice de variance-
covariance ¥, alors on sait que X ¢ a pour moyenne /4 et pour matrice de variance-

z

covariance —.
m
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— z
En appliquant la formule (1.2.9) & X, soit en remplacant ¥, par —n_;l_ et ¥,

par

DD

T
2;1 = 2122;21221 — _7—7’1“ ( 11

PN VIS |
—23) H = SN Yy Ty =
m m o m

et en conservant B = ¥;,55;', on obtient la fonction d’influence de X sur RI

(X RI) = mRI [QU(l)'BU(Q) vW'y® @ ppy® (2.41)
- (=) o(En) () -
\ v® Xg - u® , o o
ouU = =1 @ . Le résultat est trés simple puisqu’il suf-
U® X5 —u?

fit de remplacer z par X ¢ dans ’équation (1.2.9) et de multiplier le résultat par m.

Par (2.4.1), et de facon similaire a la forme quadratique obtenue en (1.2.10),
la fonction d’influence de X ¢ peut s’écrire
I(Xg; RI) =U'QU.

. . b
Etant donné que la variance de U est —, on trouve que
m

Var[l(Xg; RI)] = Var[mU'QU] = m*Var[U'QU] = m? (3)2 —o?

ot o2 est donné par 1’équation (1.2.11).

Enfin, I'algorithme pour la détection d’ensembles de points douteux est le

suivant :

1. Par une classification hiérarchique, avec la méthode de liaison compléte
basée sur la distance euclidienne, on forme les groupes pertinents.

2. Pour chacun de ces groupes, on calcule son influence échantillonnale selon
I'équation (2.4.1).

3. On compare les influences calculées précédemment & la variance échan-

tillonnale 62 ou 6% est obtenu & partir de I'équation (1.2.11).




45

4. On considére aberrantes les observations d’un groupe dont I'influence en

valeur absolue est plus grande que 30.

Encore une fois, il s’agit d’une procédure de test heuristique. Le test approxi-
matif pour au plus deux aberrances basé sur I’algorithme d’Imhof (1961) effectué
a la section 2.2 ne s’applique plus. En effet, puisqu’on définit arbitrairement, &
’aide de la classification hiérarchique, les groupes a tester alors on perd la notion

d’influence minimale et maximale, d’ou le test approximatif n’a plus de sens.

2.5. ROBUSTESSE DANS LES METHODES DE DETECTION D’ABER-
RANCES

Dans la section précédente, lors de la définition de la procédure de détection
de groupes d’observations aberrantes, en présence d'un échantillon on a di es-
timer les paramétres inconnus. En effet, sous le modéle de la régression linéaire
multivariée, on a entre autres estimé la matrice de variance-covariance X par
S = -4 ol A est donnée en (2.3.2). Cette estimation est nécessaire pour le calcul
de l’indice de redondance de Stewart et Love, des fonctions d’influence et de la

variance échantillonnale 62.

Or, V'estimateur S est grandement influencé par la présence d'une ou de plu-
sieurs données aberrantes. Pour contrer ce probléme, on a recours a des estima-
teurs robustes. On utilise les mémes que ceux employés par Cléroux et al. (1990).
Il s’agit des estimateurs robustes pour la moyenne et pour la matrice de variance-
covariance proposés par Huber (1977). Ils sont obtenus & ’aide de la fonction
“robuste” de la librairie “DomouSe” de la version 3.4 du logiciel S-Plus. Cette der-
niére fait appel aux sous-routines “robsts” programmées en Fortran par Marazzi

(1985).
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On reprendra les différentes méthodes de ce chapitre en remplacant les esti-
mateurs habituels par ces estimateurs robustes. Plus précisément, on remplacera
¥ par son estimateur robuste plutoét que par S pour calculer les fonctions d’in-
fluence de RI estimées ainsi que 1’estimé de sa variance 62. D’autre part, dans les
méthodes de Srivastava et von Rosen (1998) et de Naik (1989), on remplacera la
matrice A par I'estimateur robuste de ¥ multiplié par (n —1). Seulement dans le
cas de la méthode de Mickey et al. (1967), on ne pourra pas appliquer cet estima-
teur robuste puisque la matrice X est augmentée de la matrice identité I,,. Quant
a 'inférence, ni la borne théorique de Srivastava et von Rosen ni le test approxi-
matif basé sur I'algorithme d’Imhof (1961) ne pourront étre appliqués dans le cas

robuste puiqu’ils se basent sur la loi de 'estimateur S.

En conclusion, qu’elles se retrouvent seules ou en groupes, on connait mainte-
nant divers algorithmes de détection de données aberrantes en régression linéaire
multivariée. Au chapitre suivant, on comparera ces différentes méthodes afin de
déterminer les plus performantes dans différentes situations. Pour ce faire, on les
appliquera & quelques jeux de données pertinents. On s’intéressera surtout aux
avantages et aux désavantages des méthodes de détection d’une aberrance a la fois
versus la méthode d’identification de groupes de données aberrantes. Aussi, on
voudra savoir §’il y a une différence significative entre 'utilisation d’un algorithme

et sa version robuste.




Chapitre 3

COMPARAISON DES DIVERS ALGORITHMES
DE DETECTION D’ABERRANCES EN
REGRESSION MULTIVARIEE

Au cours de ce dernier chapitre, on va appliquer chacun des algorithmes du
chapitre précédent & quelques exemples pertinents. Ensuite, on comparera tous les
résultats ainsi obtenus. On tentera d’identifier les avantages et les désavantages
des différentes méthodes de détection de données aberrantes en régression linéaire
multivariée. Est-ce que I'un de ces algorithmes est généralement plus performant
que les autres? L’utilisation d’estimateurs robustes permet-elle d’améliorer signi-
ficativement les méthodes? L’identification de groupes d’aberrances est-elle plus
efficace que la détection de données aberrantes une a la fois? Voila le type de

questions auxquelles on tentera de répondre.

3.1. CAS PARTICULIER DE LA REGRESSION LINEAIRE MULTIPLE

Tout d’abord, on veut tester chacune des méthodes sur un exemple ot p = 1.
Pour ce faire, on choisit les données présentées au chapitre 5 de Daniel et Wood
(1971). Ces derniéres se rapportent & l'opération d’'un mécanisme provoquant
I'oxydation de ’ammoniac en acide nitrique. La variable & expliquer est 10 fois
le pourcentage d’ammoniac entrant dans le mécanisme qui s’échappe sous forme
d’oxyde nitrique. Cette variable est une mesure inverse de l'efficacité globale du
mécanisme. Le vecteur X® contient trois variables contrélables. La premiére

est I’entrée d’air dans le mécanisme, soit le taux d’opération du mécanisme. La
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deuxiéme est la température de 'eau froide qui entre dans la tour d’absorption
d’oxyde nitrique et la troisiéme est la concentration de ’acide nitrique produit qui
se trouve dans le liquide d’absorption. Ces données représentent 21 jours consé-

cutifs d’opération du mécanisme, soit 21 observations pour chacune des variables.

Puisque ce jeu de données a auparavant été étudié par différents auteurs, on
pourra comparer nos résultats a ceux déja obtenus. En effet, Daniel et Wood
(1971), aprés une analyse approfondie, concluent que les observations 1, 3, 4,
et 21 sont aberrantes. Andrews et Pregibon (1978) ont également identifié les
mémes aberrances, mais ils ont ajouté que P’observation 2 peut aussi étre consi-
dérée comme extrémement étrange. D’autre part, Cook (1979) a trouvé que les
observations 2, 4, et 21 sont extrémement influentes sur une autre mesure de
distances. Voyons maintenant ce qu’on obtient a I’aide des divers algorithmes du

chapitre 2.

Premiérement, regardons le tableau 3.1.1 qui présente les étapes de la méthode
de Mickey et al. (1967). On remarque que les observations 21 et 4 sont les deux
premiéres & entrer dans le modéle de régression de facon trés significative avec
une valeur-p de 0,004. Celles-ci peuvent donc étre considérées comme aberrantes.
Puis, au niveau 5%, on pourrait porter un intérét particulier aux observations
douteuses 3, 1, et 13 avec les valeurs-p respectives de 0,0381, 0,0021 et de 0,0185.
Notons que les observations 14, 8 et 7 ont également une valeur-p inférieure a
5%, mais elles entrent trop tard dans le modeéle pour étre considérées aberrantes

selon cette procédure.

En second lieu, jetons un coup d’oeil aux estimés des fonctions d’influence
théorique et empirique de RI du tableau 3.1.2. Ces derniers sont illustrés a la
figure 3.1.1. On remarque que l’'ordre des variables les plus influentes est le méme

pour les deux fonctions. La valeur calculée de RI est tres élevée, soit de 0,9136,
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TABLEAU 3.1.1. La méthode de Mickey et al. (1967) appliquée auz
données de Daniel et Wood (1971)

Observation || RI partiel | RI Valeur-p | Fisher
21 0,4094 0,9490 | 0,0042 | 11,0922
4 0,4339 0,9711 | 0,0040 | 11,4990
3 0,2724 0,9790 || 0,0381 5,2403
1 0,5310 0,9901 || 0,0021 | 14,7198
13 0,3821 0,9939 | 0,0185 7,4218
20 0,2499 0,9954 || 0,0819 3,6648
2 0,3275 0,9969 || 0,0519 4,8695
14 0,5388 0,9986 || 0,0101 | 10,5155
8 0,4417 0,9992 || 0,0360 6,3294
16 0,4215 0,9995 || 0,0585 5,0997
12 0,3231 0,9997 || 0,1415 2,8643
19 0,5445 0,9999 || 0,0583 5,9771
7 0,8973 1 0,0041 | 34,9648
5 0,6891 1 0,0819 6,6481
15 0,6116 1 0,2180 3,1491
6 1 1 1 3,1491

et celle de 6 est de 0,1652. Ce qui nous donne la valeur de 0,4956 pour trois
écarts types. D’ou la procédure heuristique déclare que seule 'observation 21 est
aberrante selon la fonction d’influence théorique. Si on appliquait cette méme heu-
ristique & l'influence empirique, alors 'observation 1 serait également aberrante.
Par le test approximatif pour au plus deux aberrances, on rejette I’hypotheése
que les observations les plus influentes, soient 21 et 1, sont aberrantes avec une

valeur-p respective de 0,1811 et de 0,3324.
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TABLEAU 3.1.2. Estimés des fonctions d’influence théorique et em-
pirique des données de Daniel et Wood (1971)

Observation | I(z; RI) Influence || Observation | I (x;; RI) Influence
relative (%) relative (%)

21 -0,5010 -2,7419 21 -0,7044 -3,8550
1 0,3993 2,1853 1 0,5469 2,9932
2 0,2813 1,5396 2 0,3475 1,9018
4 -0,2221 -1,2156 4 -0,2793 -1,5289
3 0,1163 0,6363 3 0,1111 0,6078
9 -0,0902 -0,4939 9 -0,1059 -0,5796
6 -0,0872 -0,4773 6 -0,0945 -0,5174
16 0,0846 0,4630 16 0,0933 0,5105
18 0,0738 0,4037 18 0,0809 0,4427
12 -0,0576 -0,3151 12 -0,0782 -0,4282
19 0,0572 0,3132 11 -0,0690 -0,3779
11 -0,0568 -0,3109 7 -0,0688 -0,3768
17 0,0534 0,2925 19 0,0618 0,3383
7 -0,0534 -0,2921 17 0,0436 0,2385
) -0,0281 -0,1539 5 -0,0297 -0,1624
14 0,0255 0,1394 14 0,0272 0,1486
15 0,0219 0,1197 8 -0,0186 -0,1017
13 0,0158 0,0866 20 -0,0154 -0,0844
20 -0,0140 -0,0764 13 0,0142 0,0778
8 -0,0135 -0,0741 15 0,0136 0,0744
10 -0,0051 -0,0282 10 -0,0086 -0,0469

Pour ce qui est des deux méthodes basées sur une forme quadratique des rési-

dus, les résultats apparaissent au tableau 3.1.3. Pour la méthode de Naik (1989),
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FIGURE 3.1.1. Graphiques des estimés des fonctions d'influence

théorique et empirique de RI pour les données de Daniel et Wood

(1971)

les trois plus grandes formes quadratiques qui se distinguent des autres sont celles
des observations 21, 4 et 3. D’oti ces derniéres sont considérées comme candidats a
I’aberrance. Semblablement, par la méthode de Srivastava et von Rosen (1998), on
soupconne les mémes observations mais également ’observation 1. Pour la valeur
maximale de T} correspondant & l’observation 21, on calcule la borne théorique.
Cette derniére étant de 0,6740, on ne rejette pas ’hypothése que I'observation 21

n’est pas une donnée aberrante.

Voyons maintenant si les résultats précédents tiennent dans le cas d’estima-
teurs robustes. Les estimations robustes des deux fonctions d’influence se trouvent
au tableau 3.1.4 et sont illustrées a la figure 3.1.2. Dans ce cas-ci, on obtient un
RI robuste encore plus élevé, soit de 0,9288, ainsi qu'un plus petit écart type
robuste estimé de 0,1373. La valeur de trois écarts types est donc de 0,4118 et

la méme observation (21) est considérée aberrante par la procédure heuristique
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TABLEAU 3.1.3. Les méthodes (robustes) de Srivastava et von Ro-
sen (1998) et de Naik (1989) appliquées aux données de Daniel et
Wood (1971)

Obser- T; || Obser- ej’Aej Obser- T; || Obser- ej’Aej

vation vation vation | robuste || vation | robuste

21 0,2428 21 0,2929 21 0,0719 21 0,0522

4 0,1249 4 0,1815 4 0,0370 4 0,0323
3 0,0834 3 0,1160 3 0,0247 3 0,0207
1 0,0501 1 0,0585 1 0,0148 1 0,0104
9 0,0385 9 0,0553 9 0,0114 9 0,0098
12 10,0332 6 0,0506 12 0,0098 6 0,0090

6 0,0329 12 10,0432 6 0,0097 12 0,0077
11 0,0275 11 10,0389 11 0,0081 11 0,0069
15 10,0227 7 0,0319 15 0,0067 7 0,0057
7 0,0218 15 10,0312 7 0,0065 15 0,0056
2 0,0181 2 0,0206 2 0,0054 2 0,0037
) 0,0104 5 0,0164 5 0,0031 5 0,0029
17 10,0083 17 10,0129 17 0,0025 17 0,0023
13 | 0,0077 13 10,0114 13 0,0023 20 0,0020
8 0,0074 20 10,0112 8 0,0022 13 0,0020
20 10,0070 8 0,0108 20 0,0021 8 0,0019
10 | 0,0060 10 | 0,0090 10 0,0018 10 0,0016
16 | 0,0032 16 | 0,0046 16 0,0009 16 0,0008
19 |0,0014 19 10,0020 19 0,0004 19 0,0004
18 | 0,0008 18 10,0012 18 0,0002 18 0,0002
14 10,0000 14 | 0,0000 14 0,0000 14 0,0000

pour la fonction d’influence théorique robuste estimée. Par contre, dans le cas
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TABLEAU 3.1.4. Estimés robustes des fonctions d’influence théo-

rique et empirique des données de Daniel et Wood (1971)

A

Observation | I(xz;; RI) Influence || Observation | I (x;; RI) Influence
robuste | relative (%) robuste | relative (%)

21 -0,6348 -3,4172 1 0,8511 4,5817
1 0,3153 1,6975 2 0,6517 3,5081
4 20,2826 11,5213 3 0,4152 22353
2 0,2051 1,1041 21 -0,4002 -2,1544
3 0,0872 0,4695 16 0,3974 2,1396
6 -0,0688 -0,3703 18 0,3851 2,0730
16 0,0626 0,3373 19 0,3660 1,9702
18 0,0598 0,3218 17 0,3478 1,8721
9 -0,0561 -0,3020 14 0,3313 1,7837
17 0,0521 0,2806 13 0,3184 1,7141
19 0,0478 0,2574 15 0,3178 1,7107
7 -0,0355 -0,1912 10 0,2956 1,6914
11 -0,0330 -0,1775 20 0,2888 1,55645
12 -0,0255 -0,1372 8 0,2856 1,5375
) -0,0251 -0,1350 ) 0,2745 1,4777
20 -0,0194 -0,1043 7 0,2353 1,2669
14 0,0184 0,0991 11 0,2351 1,2658
8 -0,0052 -0,0279 12 0,2259 1,2163
15 0,0037 0,0197 6 0,2096 1,1285
13 -0,0031 -0,0169 9 0,1983 1,0674
10 0,0008 0,0042 4 0,0248 0,1336

de linfluence empirique robuste estimée, les observations 1, 2, et 3 dépassent le

seuil de 0,4118. Notons toutefois qu’il est moins juste d’appliquer cet intervalle ici
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FIGURE 3.1.2. Graphiques des estimés robustes des fonctions d’in-
fluence théorique et empirique de RI pour les données de Daniel et

Wood (1971)

puisque la variance (0?) est calculée a partir de ’équation de I'influence théorique.

Finalement, pour ce qui est des formes quadratiques robustes du tableau 3.1.3,

les résultats sont sensiblement les mémes qu’auparavant.

A Paide des résultats de la classification hiérarchique présentés a la figure
3.1.3, on classe les observations en neuf groupes pertinents. Pour ce faire, on
trace de facon ad hoc une coupure, indiquée par un trait d’axe pointill¢, de ma-
niére & retenir que les ensembles dont les éléments s’unissent & un bas niveau
de distance dans la classification et restent ensembles longtemps avant de s’asso-
cier & d’autres points. Notons que seuls les groupes de cardinalité inférieure ou
égale & 15% sont considérés. L’influence théorique ainsi que sa version robuste
pour chacun de ces groupes sont calculées au tableau 3.1.5. Rappelons qu’on a

0,4956 et 0,4118 comme valeur de 36 pour le cas habituel et pour le cas robuste
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FIGURE 3.1.3. Dendogramme pour les données de Daniel et Wood (1971)

respectivement. On déclare donc aberrants deux groupes, soit le premier compor-

tant les observations 1, 2 et 3 ainsi que le sixiéme correspondant a ’observation 21.

En conclusion, pour cet exemple des données de Daniel et Wood (1971) en
régression linéaire multiple, de fagon globale, par tous les algorithmes, on consi-
dére I’observation 21 comme donnée aberrante. Les résultats obtenus par les deux
méthodes basées sur les formes quadratiques coincident avec ceux de Daniel et
Wood (1971). Tout comme Andrews et Pregibon (1978), seule la méthode pour
la détection d’ensembles aberrants considérera également influente I'observation

2.
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TABLEAU 3.1.5. Influence (robuste) d’un groupe de points pour les
données de Daniel et Wood (1971)

Groupe d’observations | Influence /(X g; RI) | Influence robuste
G, =11, 2, 3} 1,0091 0,8092
Gy = {4} -0,2221 10,2826
Gs = {17, 18, 19} 0,1903 0,1651
G4 = {15, 16} 0,1163 0,0751
Gs = {10, 13, 20} 0,0390 0,0334
Ge = {21} -0,5010 -0,6348
G, = {11, 12, 14} -0,0415 -0,0025
Gs = {7, 8} -0,0625 -0,0364
Gy = {5, 6, 9} -0,1985 -0,1477

Dorénavant pour les exemples de la section suivante, afin d’alléger la lecture,
on ne présentera dans les tableaux que les dix observations les plus douteuses pour
chacune des méthodes. Aussi, on calculera uniquement la fonction d’influence
théorique de RI et non celle empirique. Ce qui permettra de conserver les tests

basés sur de l'inférence s’appliquant seulement & la fonction d’influence théorique.

3.2. QUELQUES EXEMPLES EN REGRESSION LINEAIRE MULTIVA-
RIEE
Ayant déja étudié le cas particulier de la régression linéaire lorsque p =1 a la

section précédente, on s’intéresse maintenant au cas multivarié. Pour ce faire, on

analysera les résultats de cinq différents jeux de données en régression multivariée.

3.2.1. Les données sur le tabac

Débutons avec les données de Woltz et al. (1948). Il s’agit de données rela-

tives aux constituants organiques et inorganiques d’un échantillon de 25 feuilles
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TABLEAU 3.2.1. Généralisation de la méthode de Mickey et al.
(1967) appliquée aux données TABAC

Observation || RI partiel | RI Valeur-p
22 0,2659 0,8055 || 0,0202
6 0,2301 0,8503 | 0,0373
14 0,2964 0,8946 || 0,0189
1 0,2166 0,9175 || 0,0579
3 0,2944 0,9418 || 0,0273
2 0,2400 0,9557 | 0,0620
9 0,2311 0,9660 || 0,0812
16 0,2875 0,9758 || 0,0576
15 0,2640 0,9822 || 0,0845
4 0,2055 0,9858 || 0,1637

de tabac. Sur chacune des feuilles, ils ont relevé neuf variables. La premiére me-
sure le taux de consommation en pouces par 1000 secondes tandis que les huit
autres représentent les pourcentages de sucre, de nicotine, d’azote, de chlore, de
potassium, de phosphore, de calcium et de magnésium. Par la régression linéaire
multivariée, on veut expliquer le vecteur composé des trois premiéres variables

par le vecteur contenant les six derniers pourcentages.

La généralisation de I’algorithme de Mickey et al. (1967) nous donne les résul-
tats du tableau 3.2.1. Au niveau 5%, on considére comme candidats & I’aberrance

les observations 22, 6, et 14.

La régression multivariée de ces données donne un RI élevé de 0,7351 et un
écart type de 0,4361. Dans le cas robuste, ces valeurs passent a 0,7270 et & 0,4471
respectivement. Or, dans les deux cas, si on regarde le tableau 3.2.2 et la figure

3.2.1. on voit qu’aucune observation n’a une influence qui dépasse trois écarts
3
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TABLEAU 3.2.2. Estimés (habituels et robustes) de la fonction d’in-
fluence théorique des données TABAC

Observation | I(z;; RI) Influence || Observation | (x4 RI) Influence
relative (%) robuste | relative (%)
22 -1,2575 -7,1280 22 -1,2993 -7,4463
10 0,5830 3,3044 10 0,6565 3,7624
14 -0,5601 -3,1748 14 -0,5773 -3,3085
2 0,5537 3,1386 2 0,5588 3,2025
6 -0,4363 -2,4730 6 -0,4583 -2,6263
5 0,4003 2,2691 5 0,4256 2,4390
7 0,2825 1,6010 7 0,2955 1,6938
12 -0,2686 -1,5224 15 0,2805 1,6075
15 0,2607 1,4778 3 -0,2791 -1,5995
23 0,2550 1,4456 12 -0,2778 -1,5920
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FIGURE 3.2.1. Graphiques des estimés (habituels et robustes) des

fonctions d’influence théorique de RI pour les données TABAC

types en valeur absolue. Par contre, observation 22 se démarque des autres avec




TABLEAU 3.2.3. Les méthodes (robustes) de Srivastava et von Ro-
sen (1998) et de Naik (1989) appliquées auzx données TABAC

Obser- T; | Obser- | ¢'Ag; || Obser- T; || Obser- | €'Ag;
vation vation vation | robuste | vation | robuste
2 0,4164 22 |0,4012 2 0,2929 6 0,1983
22 10,3082 2 0,2877 6 0,2696 22 0,1968
6 0,2672 1 0,2844 22 0,2273 2 0,1930
1 0,2648 6 0,1989 14 0,1068 14 0,0841
24 | 0,2297 3 0,1776 4 0,1049 4 0,0817
3 0,2234 14 10,1496 23 0,0909 23 0,0707
10 }0,2154 24 10,1462 17 0,0798 21 0,0647
14 |0,1901 23 10,1428 21 0,0779 13 0,0597
23 10,1827 10 10,1420 10 0,0778 11 0,0586
20 10,1339 20 10,1362 9 0,0763 9 0,0576

une influence relative de -7,13% et une influence relative robuste de -7,45%. Puis,

les observations 10, 14 et 2 suivent avec une influence un peu moins grande.

A la vue du tableau 3.2.3, I’observation 2 correspondant a la valeur de 7;
maximale selon la méthode de Srivastava et von Rosen (1998) n’est toutefois
pas aberrante si on la compare a la borne théorique de 0,7778. Les autres plus
grandes valeurs de T; correspondent & l’observation 22 puis aux observations 6
et 1 auxquelles on devrait porter une attention particuliére. D’un autre coté, se-
lon ’algorithme de Naik (1989), les observations se distinguant par leur grande

forme quadratique sont dans 'ordre 22, 2 et 1. Les versions robustes de ces deux

méthodes concordent en déclarant aberrantes les observations 2, 6 et 22.
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FIGURE 3.2.2. Dendogramme pour les données TABAC

A laide du dendogramme de la figure 3.2.2, on forme quatre groupes perti-
nents. Pour chacun de ces groupes d’observations, regardons son influence donnée
au tableau 3.2.4. Pour trois écarts types on a calculé une valeur de 1,3083 et de
1,3413 dans le cas robuste. Or, selon la procédure heuristique, le premier groupe
comprenant les observations 2 et 10 ainsi que le quatriéme comprenant les obser-

vations 6, 22 et 24 sont tous deux déclarés aberrants.

De facon globale, tous les algorithmes considérent comme aberrance la feuille
de tabac numéro 22. Puis dans la majorité des cas, les observations 2 et 6 sont
également considérées aberrantes. Les observations 1, 10, 14 et 24 sont parfois
soupconnées. Pour I’ensemble des données sur le tabac, les versions robustes per-

forment mieux que les deux méthodes correspondantes basées sur des formes
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TABLEAU 3.2.4. Influence (robuste) d’un groupe de points pour les
données TABAC

Groupe d’observations | Influence I(X¢; RI) | Influence robuste
G, = {2, 10} 1,5616 1,6203
G, = {5, 7, 13, 15} 1,2548 1,3305
Gs = {16, 17} 0,2045 0,2211
Gy = {6, 22, 24} -1,5203 -1,528

quadratiques. Bien qu’au niveau de la robustesse il ne semble pas y avoir une
différence importante dans le cas des fonctions d’influence de RI, celle appliquée
a des groupes de données détecte plus de candidats & I’aberrance que lorsqu’on

procéde pour une observation a la fois.

3.2.2. Les données ventes

Le jeu de données analysé au cours de cette section est celui présenté a la
page 456 de Johnson et Wichern (1992). Il provient d’une étude sur le rendement
de vendeurs par rapport & leurs capacités intellectuelles. Les trois variables & ex-
pliquer sont la croissance des ventes, le profit provenant des ventes et les ventes
relatives & de nouveaux clients. Tandis que les quatre variables controlables repré-
sentent respectivement une note d’esprit de créativité, d’habileté mécanique, d’es-
prit d’abstraction et une note d’esprit mathématique. Ce jeu de données nommé

“ventes” comporte 50 observations pour chacune des sept variables.

Au tableau 3.2.5, on trouve les résultats provenant de la généralisation de la
méthode de Mickey et al. (1967). On voit que les deux premiéres variables a entrer
dans le modéle de régression multivariée correspondent aux observations 8 et 10.

Ces derniéres peuvent étre considérées aberrantes avec une valeur-p significative
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TABLEAU 3.2.5. Généralisation de la méthode de Mickey et al.
(1967) appliquée auz données VENTES

Observation || RI partiel | RI Valeur-p
8 0,1678 0,9656 || 0,0002
10 0,1009 0,9691 || 0,0067
48 0,0767 0,9714 || 0,0286
28 0,0842 0,9739 || 0,0214
32 0,0907 0,9762 || 0,0181
19 0,0898 0,9784 |1 0,0218
44 0,0967 0,9805 || 0,0174
22 0,1145 0,9827 || 0,0092
16 0,1327 0,9850 || 0,0043
36 0,1489 0,9872 || 0,0026

de 0,0002 et de 0,0067.

Encore une fois, lors de la régression linéaire multivariée, on obtient un RI
trés élevé, soit de 0,9587, et un RI robuste de 0,9644. L’écart type estimé étant
de 0,0663 et de 0,0575 dans le cas robuste, ceci nous donne les valeurs respectives
de 0,1989 et de 0,1725 pour 36. Comparons & ces deux bornes la valeur absolue
des influences du tableau 3.2.6 illustrées a la figure 3.2.3. Seule 'observation 8 est
a Pextérieur de intervalle ainsi formé dans le cas robuste avec une influence de
-0,2738 et peut donc étre considérée aberrante selon cette heuristique. Par contre,
si on s’en tient aux influences relatives, 'observation 10 se distingue également
des autres et devient ainsi un deuxiéme candidat & I’aberrance. Quant au test
approximatif basé sur I’algorithme d’Imhof, on ne rejette pas I’hypothése que les
deux observations 8 et 44 ayant l'influence minimale et maximale ne sont pas

aberrantes avec une valeur-p de 0,0933 et de 0,8362.




TABLEAU 3.2.6. Estimés (habituels et robustes) de la fonction d’in-
fluence théorique des données VENTES
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Observation | I(z;; RI) Influence || Observation | I(z;; RI) Influence
relative (%) robuste | relative (%)

8 -0,1634 -0,3479 8 -0,2738 -0,5793
10 -0,1207 -0,2570 10 -0,1565 -0,3311
44 0,0887 0,1889 19 -0,1093 -0,2312
23 0,0838 0,1784 22 -0,0896 -0,1895
19 -0,0803 -0,1710 23 0,0863 0,1826
2 0,0791 0,1683 2 0,0751 0,1590
29 0,0685 0,1458 29 0,0687 0,1454
21 0,0619 0,1319 38 -0,0617 -0,1306
22 -0,0555 -0,1182 21 0,0574 0,1214
30 0,0501 0,1066 35 0,0558 0,1181

TABLEAU 3.2.7. Les méthodes (robustes) de Srivastava et von Ro-
sen (1998) et de Naik (1989) appliquées auz données VENTES

Obser- T; || Obser- | €'Ag; || Obser- T; || Obser- ej' Aej
vation vation Obser- | robuste || Obser- | robuste
10 10,2331 10 |0,3924 10 0,1477 10 0,1405
8 0,2039 8 0,3133 19 0,1021 8 0,0926
48 10,1288 4 0,1821 8 0,0995 19 0,0902
22 |0,1135 28 |0,1574| 22 0,0818 16 0,0728
19 10,1132 44 10,1326 || 44 0,0780 || 44 0,0695
16 10,0928 16 10,1312 16 0,0738 22 0,0694
32 10,0752 48 10,1230 || 38 0,0689 38 0,0591
37 10,0711 38 10,1106 || 37 0,0507 || 37 0,0422
44 10,0640 19 0,1010| 46 0,0442 46 0,0370
38 10,0623 22 10,0990 15 0,0345 48 0,0312
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FIGURE 3.2.3. Graphiques des estimés (habituels et robustes) des

fonctions d’influence théorique de RI pour les données VENTES

Pour les méthodes de Srivastava et von Rosen (1998) et de Naik (1989), les
résultats sont présentés au tableau 3.2.7. Dans le cas utilisant 'estimateur S,
les observations 8 et 10 ont une forme quadratique particuliérement grande et
représentent donc de bons candidats & P’aberrance. Par contre, si on considére
la version robuste de ces algorithmes, alors seule 'observation 10 se démarque

des autres. Selon la borne théorique de 0,4571, on ne rejette pas I'’hypothése que

I’observation 10 n’est pas aberrante.

Par le dendogramme de la figure 3.2.4, on teste I'influence de quatre groupes
d’observations. Les résultats se trouvent au tableau 3.2.8. Comme auparavant,
seul le deuxiéme ensemble contenant uniquement I’observation 8 a une influence

robuste dépassant le seuil de trois écarts types.

Pour cet exemple, on peut dire que tous les algorithmes donnent des résultats

trés proches. De facon générale, la huitiéme et la dixiéme observations doivent




FIGURE 3.2.4. Dendogramme pour les données VENTES

TABLEAU 3.2.8. Influence (robuste) d’un groupe de points pour les

données VENTES

Groupe d’observations

Influence (X q; RI)

Influence robuste

Gy = {1, 6, 29, 34, 37} 0,1340 0,1361
G, = {8) -0,1634 -0,2738
G; = {22, 28, 30, 36} 0,1334 0,1035
G, = {16, 44} 0,1528 0,1026

dtre fortement considérées au niveau du critére de 'aberrance.

65
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TABLEAU 3.2.9. Généralisation de la méthode de Mickey et al.

(1967) appliquée auz données de Rohwer

Observation || RI partiel | RI Valeur-p
37 0,1415 0,3823 || 0,0219
32 0,1183 0,4554 | 0,0399
5 0,1166 0,5189 || 0,0432
26 0,1047 0,5693 || 0,0615
27 0,1033 0,6138 || 0,0673
36 0,1112 0,6567 | 0,0591
9 0,1134 0,6957 || 0,0607
35 0,1574 0,7436 || 0,0230
30 0,1246 0,7755 || 0,0535
12 0,0919 0,7962 | 0,1297

3.2.3. Les données de Rohwer

On s’intéresse maintenant aux données de Rohwer présentées & la section
4.3 de Timm (1975). Il s’agit de données relatives a des éléves de maternelle
provenant d’un milieu ou le statut socio-économique est élevé. Des données si-
milaires ont également été recueillies pour des sujets d’une région ou le statut
socio-économique est plus faible. Les variables a expliquer sont les résultats de
trois tests différents: un test de réussite (SAT), un test de vocabulaire Peabody
(PPVT) et un test de Ravin (RPMT). Quant aux cinq variables controlables,
elles sont notées N, S, NS, NA et SS. L’échantillon comporte 37 observations.

Par le tableau 3.2.9, les observations 37, 32 et 5 sont les candidats & I’aber-
rance au niveau 5% selon la généralisation de la méthode de Mickey et al. (1967).

Ces observations n’entrent toutefois pas dans le modéle avec une valeur-p trés
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TABLEAU 3.2.10. Estimés (habituels et robustes) de la fonction

d’influence théorique des données de Rohwer

Observation | I(x;; RI) Influence || Observation | I(z;; RI) Influence
relative (%) robuste | relative (%)

13 -0,9546 -9,4526 3 0,9107 9,2494
3 0,9059 8,9700 13 -0,9102 -9,2438
17 -0,7726 -7,6498 37 -0,7959 -8,0832
37 -0,7481 -7,4075 17 -0,7957 -8,0813
31 -0,6923 -6,8552 30 0,6876 6,9832
32 -0,6758 -6,6919 31 -0,6372 -6,4719
30 0,6429 6,3658 32 -0,6100 -6,1953
29 0,5074 5,0242 29 0,5214 95,2997
9 -0,4685 -4,6391 10 -0,4870 -4,9456
33 -0,4609 -4,5639 9 -0,4869 -4,9454

significative.

Cette fois-ci on obtient un RI moins élevé que dans les exemples précédents,
soit de 0,2805 et de 0,2735 dans le cas robuste. Pour ’écart type, on a un estimé
de 0,6011 et un estimé robuste de 0,6004. A la figure 3.2.5, on remarque qu’aucune
observation n’est & 'extérieur de l'intervalle +36. Mais si on regarde le tableau
3.2.10, les observations 3 et 13 ont une influence relative plus grande que les
autres et sont donc susceptibles d’étre aberrantes. Par contre le test approximatif
ne confirme pas ’aberrance de ces deux observations avec une valeur-p respective

de 0,8517 et de 0,8782.

Pour ce qui est des formes quadratiques du tablau 3.2.11, les observations 7 et
37 ont les plus grandes valeurs de T; tandis que seule 'observation 7 se démarque

par la méthode de Naik (1989). Pourtant, avec une borne théorique de 3,8670
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FIGURE 3.2.5. Graphiques des estimés (habituels et robustes) des

fonctions d’influence théorique de RI pour les données de Rohwer

TABLEAU 3.2.11. Les méthodes (robustes) de Srivastava et von Ro-
sen (1998) et de Naik (1989) appliquées aux données de Rohwer

Obser- T; || Obser- ej’ Ag; || Obser- T; || Obser- ej' Ag;
vation vation vation | robuste | vation | robuste
7 0,1883 7 0,2575 7 0,2670 7 0,2143
37 10,1834 37 10,1704 37 0,1615 37 0,1501
26 |0,1631 26 10,1578 5 0,1281 5 0,1168
5 0,1430 30 10,1465 26 0,1176 26 0,1113
32 10,1303 5 0,1313 8 0,1048 23 0,0961
16 10,1236 23 10,1292 23 0,1045 8 0,0927
8 0,1188 16 |0,1178 28 0,1024 28 0,0885
9 0,1106 32 |0,1157 32 0,0989 32 0,0871
30 10,1033 28 10,1150 30 0,0968 15 0,0844
36 10,0919 15 |0,1134 34 0,0958 34 0,0823

Pobservation 7 n’est pas considérée aberrante selon le critére basé sur la borne
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supérieure de Bonferroni. Quant aux versions robustes de ces deux méthodes,
encore une fois elles concordent en déclarant I’observation 7 comme premier can-

didat & 'aberrance.

60

FIGURE 3.2.6. Dendogramme pour les données Rohwer

Sept différents groupes sont formés & partir du dendogramme de la figure 3.2.6.
Avec les valeurs de 1,8033 et de 1,8012 pour trois écarts types (estimés habituel
et robuste), aucune influence du tableau 3.2.12 n’est plus grande en valeur abso-
lue. Or, selon cette procédure heuristique, aucun de ces ensembles n’est déclaré

aberrant.

Pour les données de Rohwer, par tous les algorithmes, aucune observation

n’est significativement déclarée aberrante. Selon les deux méthodes basées sur
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TABLEAU 3.2.12. Influence (robuste) d’un groupe de points pour

les données de Rohwer

Groupe d’observations | Influence [(X¢; RI) | Influence robuste
G, = {5, 37} -0,9993 -1,0439
G2 = {6, 30} 0,9971 1,0269
Gz = {7, 10, 17, 19} -0,8655 -0,9819
Gy = {3, 13, 15} 0,2215 0,2457
Gs = {9, 35} -0,5566 -0,5802
Ges = {1, 18} 0,4607 0,4406
G, = {14, 22, 33} -0,5452 -0,5268

des formes quadratiques et d’aprés la procédure FORWARD multivariée, on de-
vrait s’interroger & propos des observations douteuses 7 et 37. Contrairement,
selon les fonctions d’inluence de RI, ce sont les observations 3 et 13 qui ont le
plus attiré I’attention. Puisque le RI calculé est faible, alors la qualité du modele
de régression utilisée laisse a désirer et c’est pourquoi les divers algorithmes ne
concordent pas. En effet, il n’est pas pertinent de chercher des aberrances sous

un mauvais modéle de régression.

3.2.4. Les données de Gerrild et Lantz

Gerrild et Lantz (1969) ont recueilli des données relatives au pétrole brut a
partir de grés de la réserve pétroliére de Elk Hills en Californie. Basé sur sa com-
position chimique, chaque pétrole brut peut étre attribué a I'une des trois zones

de grés notées m;, 7, et ms. Les cing variables suivantes sont considérées:

X, = wanadium (en pourcentage de cendres);
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X, = +/fer (en pourcentage de cendres);

X3 = \/ berylium (en pourcentage de cendres);

Xy = 1/hydrocarbones saturés (en pourcentage de la sur face)];
X5 = hydrocarbones aromatiques (en pourcentage de la sur face).

Le vecteur & expliquer contient les trois premiéres variables qui représentent
des éléments de traces. Quant aux variables contrdlables, soient les deux der-
niéres, elles sont déterminées a partir de laire sous la courbe produite par 'ana-
lyse chimique d’une chromatographie en phase gazeuse. Dans le livre de Johnson
et Wichern (1992), on observe les valeurs de ces cinq variables pour 56 cas dont

leur appartenance a la population 7;, ¢ = 1,2,3, est connue.

3.2.4.1. Toutes les polulations (w1 U ma Ums)

On considére d’abord I’ensemble des trois populations, soit le total des 56

observations.

Au tableau 3.2.13 on voit que trois observations (41, 20 et 10) entrent en
premier dans le modéle avec une valeur-p d’environ 1%. Elles sont donc les plus
suspectes & 'aberrance d’aprés la généralisation de la méthode de Mickey et al.

(1967).

Par la régression linéaire multivariée des trois éléments de traces sur les deux
mesures d’hydrocarbones on trouve un RI encore une fois peu élevé, soit de
0,3259 et de 0,3839 dans le cas robuste. Quant a la variance, son estimé est de
0,6796 et son estimé robuste est de 0,6829. Au tableau 3.2.14 et & la figure 3.2.7,
on remarque que 'influence de 1'observation 41 dépasse en valeur absolue 36 =

2,0388 et il en est de méme pour l'influence robuste avec 36 robuste = 2,0487.




TABLEAU 3.2.13. Généralisation de la méthode de Mickey et al.
(1967) appliquée auz données de Gerrild et Lantz (1969) (m Uma U

71'3)

Observation || RI partiel | RI Valeur-p
41 0,0995 0,3930 || 0,0100
20 0,0924 0,4490 || 0,0142
10 0,1055 0,5071 | 0,0101
11 0,0755 0,5443 || 0,0357
47 0,0791 0,5804 || 0,0324
16 0,0819 0,6148 | 0,0299
27 0,0931 0,6506 | 0,0201
40 0,0924 0,6829 || 0,0209
7 0,0842 0,7096 || 0,0289
18 0,0795 0,7327 || 0,0354

TABLEAU 3.2.14. Estimés (habituels et robustes) de la fonction
d’influence théorique des données de Gerrild et Lantz (1969) (71 U

e Ums)
Observation | I(z; RI) Influence || Observation | I(z;; RI) Influence
relative (%) robuste | relative (%)
41 -2,8946 -16,1505 41 -3,4768 -16,4733
11 -1,6431 -9,1678 11 -1,7901 -8,4815
30 1,4042 7,8349 40 -1,3915 -6,0930
40 -1,2740 -7,1085 30 1,2937 6,1297
25 1,0161 5,6694 16 -1,2618 -9,9784
16 -0,9474 -5,2862 47 -1,2329 -5,8415
47 -0,9219 -5,1436 25 0,9891 4,6866
46 0,8942 4,9893 46 0,8468 4,0121
55 -0,7365 -4,1093 95 -0,8358 -3,9601
18 -0,7101 -3,9621 20 -0,7282 -3,4505
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FIGURE 3.2.7. Graphiques des estimés (habituels et robustes) des
fonctions d’influence théorique de RI pour les données de Gerrild

et Lantz (1969) (m U my UTs)

De plus, par le test approximatif basé sur ’algorithme d’Imhof, 'observation 41
est déclarée aberrante au niveau 5% avec une borne théorique de 0,0364. Ce n’est
toutefois pas le cas pour P’observation 30 qui a la plus grande influence positive,

car la borne théorique associée est de 0,8890.

Avec les deux méthodes basées sur les formes quadratiques, on obtient les
mémes résultats. Par le tableau 3.2.15 on voit que seule 'observation 20 peut
étre considérée comme aberrante tandis que dans le cas robuste ’observation
10 est également douteuse. Cependant, avec une borne supérieure de 6,9551 on

ne rejette pas I’hypothése que 'observation 20 n’est pas un candidat & ’aberrance.

On forme jusqu’a huit groupes pertinents a partir du dendogramme de la fi-
gure 3.2.8. Ces derniers ainsi que leur influence associée sont présentés au tableau

3.2.16. Ici, deux ensembles d’observations sont considérés aberrants puisque leur
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TABLEAU 3.2.15. Les méthodes (robustes) de Srivastava et von Ro-
sen (1998) et de Naik (1989) appliquées aux données de Gerrild et
Lantz (1969) (m Umy Ums)

Obser- T; || Obser- ej’Aej Obser- T; || Obser- ej’Aej

vation vation vation | robuste || vation | robuste

20 |0,2727 20 10,3164 20 0,4930 20 0,4865
41 | 0,1407 10 10,2277 10 0,3186 10 0,3126
10 10,1371 41 0,2162 38 0,1493 38 0,1452
40 10,1133 11 0,1529 37 0,1427 37 0,1406
11 0,1083 40 10,1245 40 0,1322 40 0,1307
7 0,0917 38 10,1108 41 0,1274 41 0,1164
18 | 0,0823 55 10,1028 a0 0,1142 50 0,1131
21 | 0,0747 37 10,0895 11 0,0872 11 0,0863
52 | 0,0675 7 0,0892 18 0,0854 18 0,0814
55 | 0,0666 21 0,0817 7 0,0822 7 0,0798

influence en valeur absolue est plus grande que trois écarts types tant dans le cas
habituel que dans le cas robuste. Or, les observations 16, 33 et 47 du deuxieme
groupe ainsi que les observations 27, 30, 44 et 46 du sixiéme groupe représentent

des aberrances selon cette procédure heuristique.

Enfin, pour les données de Gerrild et Lantz (1969) d’aprés les méthodes de
détection d’aberrance une & la fois, il faut surveiller les observation 41, 20 et
10. Par contre, I'algorithme de détection d’ensemble aberrant donne des résultats
tout a fait différents en considérant douteux les deux groupes contenant les obser-
vations 16, 33, 47 et 27, 30, 44, 46. Comme dans l’exemple précédent, le modeéle

de régression est de faible qualité et les divers algorithmes donnent des résultats
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FIGURE 3.2.8. Dendogramme pour les données de Gerrild et Lantz
(1969) (m UmaUms)

TABLEAU 3.2.16. Influence (robuste) d’un groupe de points pour
les données de Gerrild et Lantz (1969) (w1 U o Ums)

Groupe d’observations Influence [ (Xg; RI) | Influence robuste
G, = {10, 20} 20,4459 -1,1904
G, = {16, 33, 47} -2,0420 -2,7569
Gs = {7, 53} -0,2268 -0,2551
Gy = {19, 26, 28, 29, 34} 0,9808 0,934
Gs = {25, 32, 35} 1,8178 1,7301
Gs = {27, 30, 44, 46} 3,9159 3,6440
G, = {37, 50} 0,2324 0,0081
Gy = {8,9, 12, 17} 1,7374 1,7351

discordants.
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TABLEAU 3.2.17. Généralisation de la méthode de Mickey et al.
(1967) appliquée auz données de Gerrild et Lantz (1969) (m3)

Observation || RI partiel | RI Valeur-p
2 0,1996 0,4535 || 0,0024
23 0,1551 0,5382 || 0,0099
37 0,1343 0,6003 |} 0,0194
35 0,1206 0,6485 | 0,0321
19 0,1500 0,7012 | 0,0178
32 0,1538 0,7472 | 0,0169
1 0,1373 0,7819 | 0,0272
9 0,1331 0,8109 | 0,0312
25 0,1287 0,8352 | 0,0355
20 0,1330 0,8571 | 0,0332

3.2.4.2. Population w3 seulement

Finalement, on examinera uniquement les 38 observations provenant de la

troisiéme population.

En ordre d’importance, les observations & considérer comme étant les plus
douteuses sont 2, 23, et 37 si on se fie aux valeurs-p du tableau 3.2.17 pour la

généralisation de la méthode de Mickey et al. (1967).

Pour la troisiéme population de grés, la régression des trois éléments traces sur
les deux mesures d’hydrocarbone nous donne un R/ encore faible, soit de 0,3172,
ainsi qu’un écart type de 0,6501. Dans le cas robuste, ces valeurs augmentent a
0,3598 et & 0,6519. Seule I'influence robuste de 'observation 23 se trouve a l'ex-

térieur de Uintervalle de +36 = 41,9557 tel qu’en font foi le tableau 3.2.18 et la




TABLEAU 3.2.18. Estimés (habituels et robustes) de la fonction
d’influence théorique des données de Gerrild et Lantz (1969) (rs)

Observation | I(z;; RI) Influence || Observation | I(z;; RI) Influence
relative (%) robuste | relative (%)

32 1,2924 11,0123 23 -1,9823 -14,8891
23 -1,1969 -10,1991 37 -1,3569 -10,1919
37 -1,1032 -9,4003 32 1,2845 9,6478
12 1,0942 9.3240 29 21,2289 29,2305
22 -1,0339 -8,8097 12 1,1946 8,9729
6 -0,9521 -8,1127 6 -0,9957 -7,4784
1 -0,6833 -5,8221 1 -0,7176 -5,3897
28 0,6314 95,3800 28 0,6701 95,0331
7 0,5826 4,9644 7 0,6699 5,0320
9 0,5611 47811 36 0,4632 3,4792

figure 3.2.9. Cependant, I’observation 23 ayant I'influence minimale et I'observa-
tion 32 ayant I'influence maximale ne sont pas déclarée aberrantes d’aprés le test

approximatif avec une valeur-p respective de 0,7330 et de 0,7276.

Selon le tableau 3.2.19, dans tous les cas ¢’est 'observation 2 qui a une forme
quadratique beaucoup plus grande que celle des autres observations et qui par
conséquent est le premier candidat a aberrance. Par le test de Srivastava et von
Rosen (1998), on associe a l'observation 2 une borne théorique de 0,0660 et on
est prés de la déclarer aberrante au niveau 5%. De plus, 'observation 23 pourrait
aussi étre considérée douteuse, mais si on ajoute le critére de robustesse alors

c’est plutot observation 20 qui devient le deuxiéme candidat a 'aberrance.

A Daide de la figure 3.2.10, on forme les cingq groupes d’observations du ta-

bleau 3.2.20. On compare la valeur absolue de ces influences 4 trois écarts-types,
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FIGURE 3.2.9. Graphiques des estimés (habituels et robustes) des
fonctions d’influence théorique de RI pour les données de Gerrild

et Lantz (1969) (m3)

soit & 1,9503 et a 1,9557 dans le cas robuste. Ainsi le dernier groupe incluant
les observations 9, 12, 26 et 28 est aberrant et le premier groupe contenant les

observations 2, 19 et 32 est plutot douteux.

D’aprés le dernier algorithme, les observations 9, 12, 26 et 28 semblent étre
aberrantes ensemble bien qu’elles ne I’étaient pas individuellement. L’observation
2 est un candidat important & 'aberrance. Les méthodes d’identification d’une
aberrance & la fois déclarent également douteuses les observations 20, 23 et 37.
Encore une fois, puisque le RI calculé est petit, le modéle de régression ainsi que

la pertinence des différents résultats obtenus laissent & désirer.
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TABLEAU 3.2.19. Les méthodes (robustes) de Srivastava et von Ro-
sen (1998) et de Naik (1989) appliquées auz données de Gerrild et
Lantz (1969) (r3)

Obser- T; || Obser- ej’ Ag; Obser- T; || Obser- ej’ Aej
vation vation vation | robuste || vation | robuste
2 0,3630 2 0,4018 2 0,5385 2 0,5298
23 10,1984 23 10,2729 20 0,2263 20 0,2183
37 10,1368 37 10,2173 23 0,1761 23 0,1514
6 0,1321 20 10,1901 22 0,1349 22 0,1313
3 0,1280 3 0,1627 19 0,1267 19 0,1229
35 10,1242 35 10,1489 37 0,1266 37 0,1228
20 |0,1117 34 10,1404 3 0,1213 3 0,1148
22 10,1100 22 10,1352 34 0,1056 34 0,0984
33 10,1057 6 0,1299 6 0,1017 6 0,0975
18 10,1053 18 10,1048 24 0,0940 24 0,0886

TABLEAU 3.2.20. Influence (robuste) d’un groupe de points pour
les données de Gerrild et Lantz (1969) (ms)

Groupe d’observations | Influence (X g; RI) | Influence robuste
Gy = {2, 19, 32} 2,3694 1,0172
Gy = {24, 25, 35, 37} 0,0373 0,2118
G = {15, 29} 0,3857 0,2228
G, = {7, 14, 17} 0,5323 0,5239
Gs = {9, 12, 26, 28} 3,245 3,3704

3.3. COMPARAISON GENERALE DES DIVERS ALGORITHMES

Pour terminer, évaluons la performance globale de chacune des méthodes pour

I’ensemble des jeux de données étudiés précédemment. De facon générale, les dif-

ferents algorithmes pour la détection de données aberrantes une a la fois donnent
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10

FIGURE 3.2.10. Dendogramme pour les données de Gerrild et
Lantz (1969) (r3)

des résultats trés similaires lorsque le modéle de régression est de bonne qualité,
c’est-a-dire lorsque RI est assez grand. La généralisation de la méthode de Mi-
ckey et al. (1967) a cependant le désavantage d’étre plus complexe et plus longue
a calculer que les autres. Comme il fut question & la fin de la premiére section
de ce chapitre, la fonction d’influence théorique de RI est préférée a la fonction
d’influence empirique puisqu’on peut calculer sa variance ainsi qu’un test approxi-

matif.

Quant & la robustesse, pour la fonction d’influence de RI, elle a permis dans
quelques cas la détection de données aberrantes qui n’avaient pas été décelées

selon la procédure heuristique non robuste. Ceci est vrai autant pour l'influence
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d’une donnée ou d’un groupe de points. Pour ce qui est de la méthode de Sri-
vastava et von Rosen (1998) et de celle de Naik (1989), on préférera leur version

robuste qui permettent d’obtenir les mémes résultats par les deux algorithmes.

Aussi, on a remarqué que tous les tests basés sur I'inférence ne sont que ra-
rement significatif. Or, ceci nous importe peu puisque le but est de pointer les
observations douteuses et non de juger de leur aberrance. Ce jugement pourra

étre posé qu’aprés une évaluation de ces données dans leur contexte.

Dans les derniers exemples, la méthode de détection d’ensembles aberrants a
donné des résultats différents a ceux des autres méthodes. Ceci est dii & la mau-
vaise qualité du modéle. Or, la méthode de Mickey et al. (1967) et les méthodes
basées sur la fonction d’influence de RI, que ce soit pour la détection d’une aber-
rance & la fois ou d’un groupe d’observations, ont I’avantage de mesurer la qualité

du modéle en calculant RI.

En pratique, si le modéle de régression est pertinent, on recommande d’utiliser
a la fois les versions robustes et non robustes de la fonction d’influence de RI et
les versions robustes de Srivastava et von Rosen (1998) ou de Naik (1989). Ici, I'in-
féerence importe peu. Par la suite, on devra retourner & 'expérimentateur afin de
préciser si les données détectées comme douteuses sont vraiment des aberrances.
Si tel est le cas, ce dernier nous aidera également & déterminer le traitement spé-
cial qui doit leur étre accordé: les corriger si possible, les enlever et les imputer &

partir des autres données, etc.




CONCLUSION

Le but de ce mémoire est de généraliser certains algorithmes de détection de
données aberrantes sous le modéle de la régression linéaire multivariée, tel que
défini au premier chapitre, et de les comparer a d’autres méthodes existantes dans

la littérature.

La premiére procédure d’intérét est celle de Mickey et al. (1967) qui se base
sur l'inclusion successive de variables en régression linéaire multiple. On a vu au
premier chapitre que l'indice de redondance de Stewart et Love (1968) se réduit
a R? lorsque p = 1 et que la connaissance de sa distribution exacte permet de
définir des algorithmes de sélection de variables en régression linéaire multivariée.
D’ou on a pu généraliser cette méthode pour p > 1. Ainsi cette derniére permet
d’évaluer la qualité du modéle de régression par RI et de détecter une donnée
aberrante a la fois. Cependant, comme la procédure d’inclusion successive (FOR-
WARD) multivariée est assez complexe, le temps d’exécution de cet algorithme

est plus considérable que celui des autres méhodes.

En second lieu, on a reproduit la procédure basée sur la fonction d’influence
de RI ainsi que le test approximatif correspondant définis par Lazraq et Cléroux
(1989). Cette méthode a I’avantage d’identifier des observations influentes selon
la pertinence du modéle de régression linéaire multivariée. Ensuite, dans le but
de contrer I'effet de masquage, on a généralisé cet algorithme pour la détection
d’ensembles aberrants de facon similaire a Cléroux et al. (1990). Pour ce faire, afin
de définir des groupes d’observations pertinents on a eu recours a la classification

hiérarchique avec la distance euclidienne et sous le critére de la liaison compléte.
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De plus, dans le cas d’un échantillon, pour calculer les fonctions d’influence on a
) , P
d’abord utilisé I’estimateur S. Malheureusement, ce dernier est trés influencable
?
par la présence de valeurs a I’écart. On a donc contruit de nouvelles versions pour

ces deux méthodes en utilisant I'estimateur robuste de Huber (1977).

D’autre part, on a voulu comparer ces différents algorithmes a d’autres pro-
venant de la littérature. On a donc repris les méthodes de Naik (1989) et de
Srivastava et von Rosen (1998). Notons ici que la différence majeure est que ces
deux procédures détectent des données aberrantes au sens d’une translation dans
la moyenne. Encore une fois, on a créé les versions robustes afin d’améliorer ces
deux méthodes. Ceci nous a permis d’obtenir exactement les mémes résultats

pour les versions robustes de ces deux méthodes.

Puis, on a appliqué chacune des méthodes & différents jeux de données en
régression linéaire multivariée. A partir des résultats ainsi obtenus au troisiéme
chapitre, on en déduit que tous les algorithmes sont pertinents que sous un mo-
déle de régression de bonne qualité, c’est-a-dire dont la valeur de RI est grande.
Les procédures basées sur I'indice de redondance RI ont I’avantage de permettre

d’évaluer cette qualité du modele.

En somme, afin de maximiser nos chances de détecter tous les candidats &
Paberrance on utilisera d’abord les méthodes habituelles et robustes basées sur la
fonction d’influence de RI pour la détection d’une donnée aberrante a la fois et
pour l'identification d’ensembles aberrants. A ces derniéres, on jumelera I'emploi
d’un des deux algorithmes robustes de détection de valeurs influentes au sens de

la translation dans la moyenne.

Une fois les données douteuses ainsi décelées, I'inférence importe peu puisque

’on devra retourner auprés de 'expérimentateur afin de juger de leur aberrance




et il y a lieu de décider du traitement spécial qui doit leur étre accordé.
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Annexe A

FONCTIONS SPLUS POUR LA SELECTION
DE VARIABLES FORWARD EN REGRESSION
MULTIVARIEE

#GENERALISATION DE LA METHODE DE MICKEY ET AL. AU CAS MULTIVARIE
nforward_function(x, n, p, q, £ = T)

{

#fonction FORWARD

#x:1a matrice des données de dimension n*(p+q)

#p:la dimension du vecteur dépendant (y)

#q:la dimension du vecteur indépendant (x)

#n:1le nombre d’observations

#f=true pour la généralisation de la méthode de Mickey, Dunn et Clark

a <- 1
b <- q
d <-p

tab <- c(rep(1l, q))
ino <- 0
h <-0
if (£) {
x <- cbind(x, diag(n))
a<-qg+1
b<-qg+n
d<-p+gq
tab <- c(rep(l, b))
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tab[l:q] <- p + (1:q)
ino <- q
h  <- nric(tab, ino, x, p, q)
}
s <- var(x)
s11 <- s[i:p, 1:p]
tr <- trace.mat(sil)
cat("var", "ino", "RIP", "RI", "pvalue", "f", sep =" ", "\n")
while(ino < b) {
rm <- 0
ino <- ino + 1
for(j in (a:b)) {
k <-j+p
1v <- match(k, tab)
if (is.na(lv)) {
tablino] <- k
ri <- nric(tab, ino, x, p, Q)
if(rm < ri) {
rm <- ri

kk <- p + j

+
rip <- (rm - h)/(1 - h)
h <-rm
tab[ino] <- kk
if(rip < 1) {
if(ino == 1){
s113 <- sii
fisher <- ntest2(rip, n, ino)

prob  <- test(rip, s113, n, p, ino)}
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else if (p == 1) {
fisher <- ntest2(rip, n, ino)
prob  <- ntest(fisher, n, ino)}
else { s113 <- ssp(sll, s, tab, p, ino)
fisher <- NULL
prob  <- test(rip, s113, n, p, ino)}
b
else prob <- 1
im <- tab[ino] - d
im <- round(im, 0)
rm <- round(rm, 4)
prob  <- round(prob, 4)
rip <- round(rip, 4)
fisher <- round(fisher, 4)

cat(im, ino, rip, rm, prob, fisher, sep =" ", "\n")

}
B g g S s s s S s s s s

#CALCUL DE LA TRACE D’UNE MATRICE

trace.mat_function(mat)

{

sum(diag(as.matrix(mat)))

¥
RS R

#CALCUL DU RI PARTIEL
nric_function(tab, ino, x, p, Q)
{

num <- 0

den <- 0
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for(i in (1:p)) {
tl <- tab[l:ino]
Y < x[, i]
reg <- lsfit(x[, t1], V)
e <- resid(reg)
sce <- t(e) % e
y <- Y - mean(Y)
sct <- t(y) %*h y
r2 <- 1 - (sce/sct)
s2 <- var(Y)
num <- num + (r2 * s2)
den <- den + s2
}
ri <- num/den
ri
}
SR R S R R R
#CALCUL DE LA MATRICE SIGMA ETOILE

ssp_function(sil, s, tab, p, ino)

{
nim <- ino - 1
dimp <- 1:p
tl <~ tab[l:nim]
s33 <- s[t1, t1]
s13 <- s[dimp, t1]
5113 <- s13 %*% solve(s33) %x% t(s13)
si1 - s113
+

R R R R R
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#CALCUL DE LA VALEUR-P POUR LE TEST MULTIVARIE

test_function(ri, 8113, n, p, ino)

{
r <-ri/(1 - ri)
lambda <- eigen(s113)$values
coef <- c(lambda, - r * lambda)
mult <- c(rep(l, p), rep(n - 1 - ino, p))
1 - fquad(coef, 0, mult)
}

B T S I s e s s s s T S s S s s S s E S s S S

#CALCUL DE LA VALEUR-P LORSQUE P=1
ntest_function(f, n, ino)
{

1 - pf(f, 1, n - 1 - ino)

}
HHEHHH RS R

#CALCUL DE LA FISHER LORSQUE P=1
ntest2_function(ri, n, ino)
{

r <-ri/(1 - ri)

df2 <- n - 1 - ino

nb <- r ¥ df2

nb




Annexe B

FONCTIONS SPLUS DES AUTRES

ALGORITHMES DE DETECTIONS

D’ABERRANCES EN REGRESSION
MULTIVARIEE

#FONCTION D’INFLUENCE THEORIQUE DE RI ET INFERENCE
inf.ri_function(x, n, p, g, plot=F, robustesse=F)
{

pl<-p+1

pq <-p t+gq

#CALCUL DE L’ESTIMATEUR (ROBUSTE) DE LA MATRICE DE VARIANCE-COVARIANCE
#ET CALCUL DE RI (ROBUSTE):
if (robustesse){ s <- robuste(x)$covariance
ri <- rv("rvi", x, p, robust=T)}
else {s <- var(x)
ri <- rv("rvi", x, p)}
s11 <- s[1:p, 1:p]
s12 <- s[1:p, pl:pql
s21 <- t(s12)
s22 <- s[pl:pq, pl:pql
if (p==1) {
print(c("R"2 = ", ri))

si1_as.matrix(sil)
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s12_t(as.matrix(s12))
s21_t(as.matrix(s21))

}
else{ print(c("RI = ", ri))}

#CALCUL DE L’ECART TYPE ESTIME POUR LE TEST HEURISTIQUE:
tr <- trace.mat(sil)

s1ll.etoile <- 812 %*% solve(s22) %*} s21

tr.etoile <- trace.mat(sll.etoile)

B <- s12%x%solve(s22)

d2 <- 2%(ri~2)*(trace.mat(s11%*%s11)/(tr~2) - (4*trace.mat(sli%*%sll.etoile)
- 2xtrace.mat(sll.etoile%*%sll.etoile))/(tr.etoilextr)
+ (2%trace.mat(s11%*%sll.etoile)
- trace.mat(sll.etoile%*%sll.etoile))/(tr.etoile~2))

dl <- sqrt(d2)

print(c("sigma = ", d1))

#CALCUL DES ESTIMES DE LA FONCTION D’INFLUENCE THEORIQUE DE RI:
x1 <- x[,1:p]
x2 <- x[,pl:pql
xbar <- apply(x, 2, mean)
xlbar <- xbar[1:p]
x2bar <- xbar[pl:pql
z1l <- t(x1) - xlbar
z2 <- t(x2) - x2bar
I <- rixdiag((2*t(z1)%*%B%*%z2/tr.etoile) - (t(z1)h*)zl/tr)
- (£(22)%*%t (B) %*%B%*%z2/tr .etoile))
I.rel <- 100*I/((n-1)*ri)
I <- round(I, 4)
I.rel <- round(I.rel, 4)

mat <- cbind(1:n, I, I.rel)




matl <- mat[rev(order(abs(mat[,2]))),]

dimnames(mat1) [[2]] <- c("obs.i", "influence", "inf.relative (%)'")

#TEST APPROXIMATIF POUR AU PLUS 2 ABERRANCES (IMHOF):
Ik <- max(I)

I1 <- min(I)

ip <- diag(li, p)

A1l <- -ip/trace.mat(sll)
A12 <- B/tr.etoile

A21 <- t(A12)

A22 <- -t(B)%*/B/tr.etoile
A1 <- cbind(Ail, A12)

A2 <- cbind(A21, A22)

A <- rbind(Al, A2)

A <~ rixA

sa <- sh*%A

11 <- eigen(sa)$values

Fk <- fquad(11l, Ik)

p3 <- 1 - (Fk)™n

F1 <- fquad(ll, I1)

p4 <-1 - ((1 - F1)"n)

P[Tn > I(Xk; RI)] =", p3))
P[T1 < I(X1; RI)] =", p4))

print(c("test approximatif : Pmax

print(c("test approximatif : Pmin

#GRAPHIQUE DE LA FONCTION D’INFLUENCE THEORIQUE ESTIMEE DE RI:
if (plot){
plot(i:n, 10*I, xlab="seq", ylab="ixri", type="b")
abline(h=c(-30%d1, -20%d1, 0, 20*d1, 30*d1))
}
return(matil)

¥
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#FONCTION D’INFLUENCE EMPIRIQUE DE RI
inf.jacknife_function(x, n, p, q, plot=F, robustesse=F)
{
#CALCUL DE L’ESTIMATEUR (ROBUSTE) DE LA MATRICE DE VARIANCE-COVARIANCE
#ET CALCUL DE RI (ROBUSTE):
if (robustesse){ s <- robuste(x)$covariance
ri <- rv("rvi", x, p, robust=T)}

else {s <- var(x)

ri <- rv("rvi", x, p)}
s11 <- s[i:p, 1:p]
s12 <- s[i:p, (p+1):(ptq)]
§22 <- s[(p+1):(p+q), (p+1):(p+q)]

if (p==1) {
print(c("R"2 = ", ri))
sil_as.matrix(sil)
s12_t(as.matrix(s12))
s21_t(as.matrix(s21))
}

else {print(c("RI=", ri))}

#CALCUL DES ESTIMES DE LA FONCTION D’INFLUENCE EMPIRIQUE DE RI:
tr <- trace.mat(si1l)

sll.etoile <- s12%*}solve(s22)%x*/t(s12)

tr.etoile <- trace.mat(sll.etoile)

ri.i <- rep(NA, n)

for (i in (1:n)) {
x.i <- x[-1,]
ri.ifi] <- rv("rvi", x.i, p)

¥
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I <- (n - 1)*(ri - ri.i)
I.rel <- 100*I/((n-1)*ri)

I <- round(I, 4)

I.rel <- round(I.rel, 4)

mat <- cbind(l:n, I, I.rel)

matl <- mat[order(abs(mat([,2])),]
mat2 <- apply(matl, 2, rev)

dimnames (mat2) [[2]] <- c("obs.i", "influence", "inf.relative (%)")

#GRAPHIQUE DE LA FONCTION D’INFLUENCE EMPIRIQUE ESTIMEE DE RI:
if (plot){
plot(i:n, 10%I, xlab="seqj", ylab="ixrij", type="b")
abline (h=0)
}
return(mat2)

}
S R R R R R R R

#METHODE DE NAIK

formquad_function(x, n, p, q, robustesse=F)
{

Y <- x[, 1:p]

X <- x[, (p+1):(p+q)]

E <- 1sfit(X, Y)$residuals

if (robustesse){ S <- robuste(Y)$covariancex(n-1) }
else { S <- t(E)%*%E}

ESE <- diag(Ej*%solve(S)%+it(E))

ESE <- round(ESE, 4)

Obs <- 1:n

matl <- cbind(0Obs, ESE)

mat2 <- matl[rev(order(mati[,2]1)),]
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return(mat2)

¥
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#METHODE DE SRIVASTAVA ET VON ROSEN ET INFERENCE
tmax_function(x, n, p, q, robustesse=F)

{

Y <- x[, 1:p]

X <- as.matrix(x[, (p+1):(p+q)1)

XX <- solve(t(X)%*%X)

R <- XU*RXXV*%t (X)

Id <- diag(rep(1, n))

if (robustesse){ S <- robuste(Y)$covariance*(n-1) }
else { S <- t(Y)%*%(Id - R)%*/Y}

E <- 1sfit(X, Y)$residuals

Ri <- diag(R)

Ti <- diag(E%*%solve(S)%*%t(E))*(1/(1 - Ri))

#CALCUL DE LA BORNE THEORIQUE (BONFERRONI)
if (!robustesse){
f <-n-q-1
cte <- (f -p+ 1/p
Tmax <- max(Ti)
fisher <- cte*Tmax/(1 - Tmax)
valeur.p <- (1 - pf(fisher, p, £ - p + 1))
n.valp <- n*valeur.p
print (c("Borne theorique (Bonferroni) pour T =", n.valp))
}
Obs <- 1:n
Ti  <- round(Ti, 4)
matl <- cbind(Obs, Ti)
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mat2 <- matl[rev(order(mati[,2])),]

return(mat2)

}
S R R B R

#FONCTION D’INFLUENCE THEORIQUE DE RI POUR UN GROUPE DE POINTS
inf.gr_function(x, n, p, q, groupe, plot=F, robustesse=F)

{

pt<-p+1

Pq <-p +q

m <- length(groupe)

xg <- x[groupe,]

# DENDOGRAMME:

if (plot) {
x_as.matrix(x)
d <- dist(x)
h <- hclust(d)
plclust(h)
}

#CALCUL DE L’ESTIMATEUR (ROBUSTE) DE LA MATRICE DE VARIANCE-COVARIANCE
#ET CALCUL DE RI (ROBUSTE):
if (robustesse){ s <- (robuste(x)$covariance)
ri <- rv("rvi", x, p, robust=T)}

else {s <- (var(x))

ri <- rv("rvi", x, p)}
sil <- s[il:p, 1:p]
s12 <- s[i:p, pl:pal
821 <- t(s12)
s22 <- s[pl:pg, pl:pql




if (p==1) {
s11 <- as.matrix(s1l)
812 <- t(as.matrix(s12))
s21 <- t(as.matrix(s21))
}

#CALCUL DES ESTIMES DE LA FONCTION D’INFLUENCE THEORIQUE DE RI:

if (m == 1) {xg.bar <- xg?}

else {xg.bar <- apply(xg, 2, mean)}

xgl.bar <- xg.bar[1:p]

xg2.bar <- xg.bar[pl:pql

mu <- apply(x, 2, mean)

mul <- mul1:p]

mu2 <- mu[pl:pq]

ul <- xgl.bar - mul

u2 <- xg2.bar - mu2

if (p==1 && m==1) {u2 <- t(u2)}

tr <- trace.mat(sll)

sill.etoile <- s12 %x*} solve(s22) %x}% s21

tr.etoile <- trace.mat(sll.etoile)

B <- s12¥x*}solve(s22)

I <- mxri*( (2%t (ul)%*%B%*%u2/tr.etoile) - (t(ul)%xhul/tr)
- (£ (u2) %*%t (B) %*%BYh*%u2/tr .etoile))

I <- round(I, 4)

return(I)

by
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