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SOMMAIRE

Afin d’éviter 'influence de données aberrantes dans les contextes de régres-
sion linéaire, des estimateurs robustes tels que les moindres carrés tronqués (avec
paramétre de troncature atteignant la robustesse maximale au niveau du point
de rupture) sont habituellement utilisés. Une perte appréciable de performance
est observée lorsqu’un jeu de données ne contenant que peu ou aucune donnée
aberrante est analysé a I’aide de ces estimateurs.

Nous développerons dans ce mémoire un estimateur adaptatif, soit ’estima-
teur par moindres carrés tronqués de paramétre de troncature correspondant au
minimum de ’estimation par rééchantillonnage de ’erreur quadratique moyenne
de l'espérance au centre des données. Cet estimateur permettra entre autres de
diminuer la variance de 'estimateur de 8 tout en conservant un biais raisonnable.

Nous nous intéresserons & deux estimateurs adaptatifs qui se différencieront
par la technique de rééchantillonnage utilisée pour estimer le critére de perfor-
mance. Une étude comparative des deux techniques sur les mémes jeux de données
nous portera a préférer pour sa simplicité le rééchantillonnage des paires.

Les estimateurs adaptatifs utiliseront ’estimateur par moindres carrés tron-
qués a robustesse maximale lors de I’estimation par rééchantillonnage du critére,
ce qui ne I’empéchera pas de se démarquer de ce dernier, en particulier en ce qui
concerne lefficacité par rapport aux moindres carrés tronqués de paramétre opti-
mal. De plus, la polyefficacité de I'estimateur adaptatif basée sur les 15 modéles
a I’étude sera supérieure a celle de tous les estimateurs par moindres carrés tron-
qués & proportion de troncature fixe. L’estimateur des moindres carrés tronqués
adaptatif par rééchantillonnage développé dans ce mémoire est donc supérieur,

au sens de ’erreur quadratique moyenne de ’espérance & la moyenne, a tous les
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estimateurs par moindres carrés tronqués dans une grande variété de situations

de régression linéaire avec données aberrantes.

Mots clés : bootstrap, moindres carrés tronqués, régression robuste, données aber-

rantes, estimation adaptative.



SUMMARY

To avoid the influence of outliers in linear regression settings, robust estima-
tors such as the least trimmed squares (with truncation parameter leading to the
maximum breakdown) are often used. A great loss of performance is observed
when a dataset containing few or no outlier is analysed with these estimators.

We are going to develop in this thesis an adaptive estimator. This estima-
tor will be the least trimmed squares estimator with the truncation parameter
corresponding to the minimum bootstrap estimation of the mean squared error
of the expectation at the data’s center. It will allow a reduction of the estima-
tor’s variance compared to the maximum breakdown estimator, while preserving
a reasonably low bias.

We are going to focus on two adaptive estimators that differenciate them-
selves by the resampling technique used to estimate the performance criterion.
A comparative study of the two techniques on the same datasets will lead us to
prefer pair resampling for its simplicity.

Even though the adaptive estimator is going to use the maximum breakdown
least trimmed squares estimator in the estimation of the criterion, the two estima-
tors behave quite differently especially from an efficiency point of view. Moreover,
the polyefficiency of the adaptive estimator based on the 15 models studied will be
superior to any least trimmed squares estimator’s polyefficiency. The resampling
adaptive least trimmed squares estimator developped in this thesis is therefore
superior, according to the mean squared error of expected value at the mean, to
all the least trimmed squares estimators in a great variety of linear regression

situations with outliers.
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Key Words : bootstrap, least trimmed squares, robust regression, outliers, adap-

tive estimation.
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INTRODUCTION

Lorsque le statisticien suspecte la présence de données aberrantes parmi les
données 4 sa disposition, des estimateurs robustes du paramétre # du modéle de
régression linéaire sont alors préférés a ’estimation par moindres carrés tradi-
tionnelle. L’estimateur par moindres carrés tronqués (MCT) avec paramétre de
troncature h, et en particulier les MCT avec paramétre h atteignant la robustesse
maximale au niveau du point de rupture, représentent une telle alternative.

Nous nous convaincrons par simulation que le paramétre h optimal (au sens
du biais et de la variance, par exemple) n’est pas nécessairement celui menant a
I’estimateur le plus robuste, ce dernier étant trés variable. Nous nous proposons
donc dans ce travail d’estimer par rééchantillonnage le paramétre h correspon-
dant a ’estimateur par moindres carrés tronqués le plus performant au sens du
biais et de la variance. En fait, nous adopterons un critére représentant ’erreur
quadratique moyenne de I’espérance au centre des données. Nous étudierons deux
méthodes de rééchantillonnage pour estimer le modéle de probabilité ayant gé-
néré les données, celles-ci correspondant aux cas ou nous considérons le nombre
de données aberrantes fixe ou aléatoire.

Les estimateurs adaptatifs ainsi définis représentent une alternative aux es-
timateurs & robustesse maximale; ils ont entre autres I’avantage d’inclure un
nombre de données h variant d’un jeu de données a 'autre. On peut ainsi sou-
haiter que le h choisi pour un jeu de données contenant n, données aberrantes
soit plus petit ou égal & n—n,, évitant ainsi l'influence des données aberrantes
qui aurait causé la rupture de I'estimateur par moindres carrés.

Les résultats des simulations basées sur 15 modéles différents montreront que

I’estimateur adaptatif retenu rencontre bien les attentes formulées & son endroit,
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en particulier concernant son efficacité par rapport a ’estimateur par moindres
carrés tronqués de paramétre optimal.

Le premier chapitre sera consacré a I’étude du modéle de régression linéaire,
aux estimateurs par moindres carrés tronqués, ainsi qu’a leurs propriétés de ro-
bustesse.

Au deuxiéme chapitre seront introduits les estimateurs par rééchantillonnage
des caractéristiques de la distribution des estimateurs de [ dans les contextes de
régression, i.e. biais, variance, erreur quadratique moyenne, ainsi que les estima-
teurs adaptatifs définis par rééchantillonnage.

Les différents modéles étudiés, en particulier la distribution du nombre de
données aberrantes qui peut étre fixe ou aléatoire, ainsi que notre estimateur
adaptatif seront discutés au troisiéme chapitre. Nous aborderons entre autres les
sujets du choix du critére & optimiser et de 'estimateur ¢(£) de § nécessaire aux
estimations par rééchantillonnage du biais et de I'erreur quadratique moyenne.
Notre choix pour t(f") se portera sur l’estimateur par moindres carrés tronqués de
robustesse maximale au niveau du point de rupture. Nous argumenterons enfin sur
la légére perte de robustesse de I’estimateur adaptatif par rapport aux moindres
carrés tronqués de robustesse maximale, habituellement utilisés dans les contextes
de régression linéaire avec données aberrantes.

Le comportement, et en particulier I'efficacité de 1'estimateur adaptatif par
rapport & ’estimateur par moindres carrés tronqués a robustesse maximale, sera
étudié a l'aide de simulations au chapitre quatre. Nous comparerons aussi les
techniques de rééchantillonnage et en viendrons a la conclusion que le rééchan-
tillonnage des paires, notamment grice a sa simplicité, peut étre utilisé avec succes

dans tous les cas a étude.




Chapitre 1

REGRESSION LINEAIRE A I’AIDE DES
MOINDRES CARRES TRONQUES

1.1. INTRODUCTION

Nous nous intéresserons au modele de régression linéaire suivant :
Ely|X] = Xp, (1.1)

oll ¥(nx1) €st la variable expliquée, X xp) = (X1,X2,...,%,) = (x},x?,...,%xP)
contenant la (les) variable(s) explicative(s) est une matrice de plein rang et S(yx1)

est le vecteur des paramétres.

L’estimateur par moindres carrés (MC) de [ est défini comme suit :

n
Buc = arg;nin Z(yz ~x;0)?
i=1

= argmini:'rf(ﬂ)

A
= (X'X)"' X"y, (1.2)
o ri(B) = yi — x;5. (1.3)

Cet estimateur, qui date des environs de 1800, est trés répandu entre autres
parce qu’il peut étre calculé explicitement & 'aide de la formule (1.2). La distri-
bution normale ou Gaussienne a été introduite par la suite comme distribution
d’erreurs pour laquelle 'estimateur MC' est optimal (voir Huber, 1972, p.1042

et Le Cam, 1986, p.79). Mais cet estimateur performe trés mal lorsqu’une ou
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plusieurs données ne suivent pas la relation linéaire E[y|x] = x’3. On dit que
I’estimateur par moindres carrés est non robuste aux valeurs aberrantes.

Pour éviter que quelques points puissent ruiner complétement ’estimation
du vecteur de paramétres 3, mais aussi pour satisfaire d’autres critéres, plusieurs
autres estimateurs ont été proposés depuis. Pensons aux moindres valeurs absolues

(Edgeworth, 1887) :
Buva = arg;ninz Ir:(8)], (1.4)
i=1

ot 7;(3) est défini & ’équation (1.3). Il s’agit de la régression Ly, alors que M C est
aussi appelé régression L. Cet estimateur diminue I'influence des points éloignés
qui ne sont plus élevés au carré ici. Il est robuste & une valeur aberrante en vy,
mais non robuste & une valeur aberrante en x.

Nous pouvons expliquer ce comportement & 1’aide de la fonction d’influence,
qui nous donne le changement dans un estimateur qui peut étre causé par une
quantité infinitésimale de contamination des données (Hampel et al., 1985). En
particulier, si la fonction d’influence n’est pas bornée, un point peut avoir une
trés grande influence sur I'estimateur. Il est aussi souhaitable que la fonction
d’influence soit continue, sinon 'estimateur sera instable autour des points de
discontinuité.

L’estimateur (1.4) posséde une fonction d’influence continue, mais non bornée.
L’étude de la fonction nous montre qu’une valeur éloignée en x aura une influence
non bornée sur estimateur By a (Hampel et al., 1985, p.313).

Plus récemment, une famille d’estimateurs (qui inclut les deux précédents) a

été proposée par Huber (1973). Les M-estimateurs sont définis comme suit :
By = arg;nin Z p(ri(B)), (1.5)
i=1

ot ;() est défini & I’équation (1.3), et p(u) est une fonction symétrique avec
un seul minimum en v = 0. Ici encore, on peut diminuer 'influence des points
éloignés en choisissant par exemple une fonction p bornée; mais cet estimateur
n’est toujours pas robuste & une valeur aberrante en x. Sa fonction d’influence

n’est pas bornée (voir Hampel et al., 1985, p.313).
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De nouveaux estimateurs ont réussi ot les précédents ont échoué : ils peuvent
résister & une, et méme plusieurs valeurs aberrantes. Dans ce qui suit, nous in-
troduirons formellement une autre mesure de robustesse, et nous discuterons des
différentes propriétés d’un estimateur de 3 trés robuste : les moindres carrés tron-

qués (MCT).

1.2. MOINDRES CARRES TRONQUES (MCT)

1.2.1. Définition et robustesse des MCT

L’estimateur par moindres carrés tronqués introduit par Rousseeuw (1984) est

défini comme suit :
X h
B = al"géﬂin > T (8) ), (1.6)
i=1

ot r2(B) = (y —x'B)% et (r*(8)) 1y < (r2(8))2) < - .. < (r2(8))(n) sont les statis-
tiques d’ordre des résidus carrés. Il s’agit donc de minimiser la somme des h plus

petits résidus carrés.

Afin de comparer entre eux différents estimateurs en ce qui a trait & leur robus-
tesse, nous définissons le concept de point de rupture (“breakdown point”). Nous
utiliserons ici une version échantillonnale introduite par Donoho & Huber (1983).
Soit un échantillon Z de n points et 7" un estimateur du vecteur des paramétres 3,
i.e. T(Z) = [3. Considérons tous les échantillons possibles Z’ obtenus & partir de
Z en remplacant m des points originaux par des valeurs arbitraires. Finalement,
notons biais(m; T, Z) le biais maximal qui peut étre causé a lestimateur T(Z)

par contamination :
biais(m; T, Z) = sup||T(Z") — T(Z)||.
ZI

La notion de biais utilisée ici est donc différente de celle habituellement utilisée
en probabilité et en statistique, soit la différence entre ’espérance de ’estimateur

et la quantitée estimée. Notez que si biais(m; T, Z) est infini, m valeurs aberrantes
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peuvent avoir un effet arbitrairement grand sur T'; c’est donc dire que I'estima-
teur a rompu. Nous définissons donc le point de rupture (pour échantillon) de
Pestimateur 7' pour I’échantillon Z.

Définition 1.1 (point de rupture). Soit l’estimateur T pour ’échantillon Z de
taille n. Le point de rupture (pour échantillon) de T pour Z est

en(T, Z) = min {% : tel que biais(m; T, Z) est znﬁm} )

Le point de rupture de l'estimateur 7" est donc la plus petite fraction de
contamination des données Z qui peut le modifier de fagon arbitraire.

Les régressions Ly (1.2) et Ly (1.4) ainsi que les M-estimateurs (1.5) possédent
un point de rupture de 1/n, puisqu’une seule valeur aberrante en x peut modifier
les estimateurs de fagon arbitraire. Nous avons déja noté que ceci est di aux
fonctions d’influence qui ne sont pas bornées.

Puisqu’une fonction d’influence non bornée signifie qu'un point peut avoir
une trés grande influence sur l'estimateur, les estimateurs 7' dont le point de
rupture €, (7, Z) est supérieur & 1/n ont des fonctions d’influence bornées. Mais il
est important de noter ici qu'une fraction de contamination inférieure a €,(7, Z)
n’implique pas que T(Z) ne sera pas du tout affecté par des données aberrantes.

La proposition suivante montre que le point de rupture en régression posséde
une limite supérieure.

Proposition 1.1 (Rousseeuw & Leroy (1987), p.125). Tout estimateur T équi-
variant en régression
(c’est-a-dire T ({(xi, ys +x;v);i=1,2,...,n}) =T ({(xs,%:) ;i =1,2,...,n}) +

v pour un vecteur colonne v) satisfait

7]

+1
en(T,7) < —Lz——;L———-— pour tout échantillon Z,

ot | | est la valeur entiére, n la taille échantillonnale, et p le nombre de paramétres
a estimer.

Cette limite d’environ 50% ne pourrait en toute logique étre dépassée. Sinon
comment pourrions-nous discerner les données appartenant au modéle des valeurs

aberrantes sans les inverser 7
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Proposition 1.2 (Rousseeuw & Leroy (1987), p.132). Le point de rupture des
moindres carrés tronqués (1.6) avec h = [2] + [E2] est égal & ([22] + 1) /n, ou
[ ] est la valeur entiére, n la taille échantillonnale, et p le nombre de paramétres
a estimer.

C’est donc dire que 'estimateur
Prmaz = B1a]4[281] (1.7)

posséde la robustesse maximale. Notez que 'estimateur par moindres carrés tron-
qués utilisé en pratique est habituellement (1.7); mais les MCT sont en réalité
une famille d’estimateurs indicée par le paramétre de troncature h ou mar =
G+ [ <h<n

Nous nous concentrerons dans ce travail sur Pestimateur (1.7) et sur sa famille
(1.6), mais il n’est pas le seul & posséder la robustesse maximale. Par exemple,

I'estimateur par moindre médiane des carrés (“Least Median of Squares”, LMS),

aussi introduit par Rousseeuw (1984), atteint cette borne.

1.2.2. Exemples sur des jeux de données

Afin d’illustrer les résultats obtenus a ’aide des estimateurs par moindres car-
rés tronqués G (1.6) pour différentes proportions de troncature, nous considérons

le modéle suivant :

)
Xi=Vi;
\ 1=1,2,...,n,
Y =Va;
\
4
Xi=Vs;
) 1=mn.+1,...,n
\Y; = B+ 5 Xi + €
ouVj ~ N(6, 0,25), (1.8)

Va ~ N(—1, 0,25),
V3 ~U(0,5, 4,5),

e~ N(0,4),




g =(1,2), et n = 50.

Le seul paramétre 4 déterminer est n,, soit le nombre de valeurs aberrantes.
Les situations n, = 0, n, = 10 et n, = 15 sont illustrées aux figures 1.1, 1.2 et
1.3, respectivement. Les différentes valeurs du paramétre de troncature A utilisées
lors du calcul des différents estimateurs sont indiquées dans les légendes (h=50

correspond & I’estimateur par moindres carrés (1.2).)

2 . . L
. - q )
- ﬂ;m = @m
——= Bso=Buc
L
> o -
< - .
T T T T T
0 2 4 6 8

X
FIGURE 1.1. Modéle (1.8) oun, =0

Les graphiques ci-dessus nous montrent que I’estimateur Bmaxzﬁgs (1.7) ré-
siste & 10 ou méme a 15 données aberrantes, soit 20% et 30% respectivement.

Ceci est en fait I'objet de la proposition 1.2 4 la page 7, qui nous indique que

. . i n—p 50-2 1 X
nous devrions théoriquement aller jusqu’a (2] = el = 0,5, soit 50% de
n 50

données aberrantes pour qu’il y ait rupture.

Nous pouvons aussi remarquer que l'estimateur par moindres carrés tronqués
ne se brise pas pour certaines valeurs de h supérieures & max = 26. Par exemple,
lorsque 10 des données sont aberrantes (figure 1.2), Bio résiste a ces derniéres.
L’estimateur 4 est le premier a briser dans cet exemple. La méme remarque
s’applique lorsque n, = 15 (figure 1.3) ot 334 est le premier & briser sous Uinfluence

des 15 données aberrantes. Tout comme ’estimateur 356 qui est brisé si 25 données



FIGURE 1.3. Modéle (1.8) ou n, = 15

ou plus sont aberrantes (proposition 1.2), on peut dire de fagon générale que
n—h+1 données aberrantes ou plus brisent 'estimateur Bh.
Alors pourquoi utiliser systématiquement Fmqz, lorsque 70% ou 80% des don-

nées sont non aberrantes?
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1.2.3. Choix du parameétre de troncature

Afin de guider notre choix de la valeur du paramétre h de (1.6) a utiliser, nous
étudions le biais et la variance des estimateurs Bh a 'aide de simulations.

Les jeux de données des simulations 1, 2 et 3 sont générées a partir du modéle
(1.8) ot ny, = 0, ny, = 10 et n, = 15 respectivement (voir les figures 1.1, 1.2 et
1.3 pour un exemple de jeu de données de chacun de ces modéles, et les pages 50
a4 52 pour une synthése des différentes simulations.)

Soit By (i)= (Bh,o(i), Bh,l(i))l Pestimé par moindres carrés tronqués avec pa-
ramétre de troncature h du vecteur B= (5, 81) = (1,2) pour la i¢ simulation,

i=1,2,..., Nsimul.

Notons
. 9 1 Nsimul R 2
(bzazs(ﬁh,k)) = (st’mul ; ﬂh,k(z)‘“/@k) , (1.9)
et
1 Nsimul
s\ A A e
var (Bne) = Joi—y ; (B (%) = Bue(-)) (1.10)
les approximations du biais et de la variance de Bh,k ou h € {26, 27, ...,50},
ke {0,1} et Bui(-) = mzfﬁ;’”ul B x(i). Les figures 1.4, 1.5 et 1.6 nous

montrent les valeurs prises par (1.9) et (1.10) pour les trois simulations.

04

0.3

02

0.1

00 05 1,0 15 20 25 30
L L L L L L J

0,0
A

38 42 46 50 26 30 34 38 42 46 50
h h

3
=3
@ 4
S
w
e

(a) var(ﬂAhyo) (b) var(ﬁhyl)

FIGURE 1.4. Simulation 1 (n, = 0)
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On peut remarquer & la figure 1.4 que la variance diminue lorsque h augmente.
Pour cette simulation, le biais carré n’est pas illustré puisqu’il n’est pas signifi-
cativement différent de zéro; tous les estimateurs par moindres carrés tronqués

sont en fait sans biais pour ce modéle.

30 40
) s
10
)

20
f

10
.

T u T T T T ) v T 4 U T T J
26 30 34 38 42 46 50 26 30 34 38 42 46 50

h h
- . - 2 . . A 2
(a) (viais(no0)) (b) (biais(Bn1))
S e R S S e
h h
(¢) var(Br,o) (d) var(Bn,1)

FIGURE 1.5. Simulation 2 (n, = 10)

On remarque a la figure 1.5 que :

— le biais carré est trés petit pour A inférieur ou égal au nombre de données
non aberrantes, et qu’il augmente de fagon importante a partir du moment
ou au moins une donnée aberrante est incluse (h = 41);

— tout comme & la simulation 1, la variance diminue lorsque h augmente pour
les estimateurs non biaisés;

— la variance est élevée pour h = 41 et trés petite pour h > 44.



40

30

20

26 30 34 38 42

(a) (biais(,@h,o)> ’

10

0

&

26 30 34 38 42

(c) Uar(Bh’o)

@

12

10

26 30 34 38 a2 4 50

(v) (biais(Bh))’

1,0

00 05

2‘6 30 34 38 42 46 50

(d) var(B,1)

FIGURE 1.6. Simulation 3 (n, = 15)

On remarque a la figure 1.6 que :

12

— le biais carré est élevé et décroissant pour A inférieur ou égal au nombre de

données non aberrantes, et qu’il augmente de fagon importante a partir du

moment ol au moins une donnée aberrante est incluse (h = 36);

- la variance est élevée et croissante pour A inférieur ou égal au nombre de

données non aberrantes, et qu’elle décroit de fagon importante lorsqu’une

donnée aberrante est incluse (h = 36).

Cette derniére simulation nous montre que ’estimation par moindres carrés

tronqués, quoique possédant un point de rupture élevé, peut étre biaisée par un

nombre restreint de données aberrantes. Les estimateurs non robustes discutés en

introduction possédent des fonctions d’influence non bornées, ce qui peut causer

un trés grand biais lors de 'estimation si une donnée est aberrante. Puisque la
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fonction d’influence des moindres carrés tronqués est bornée (voir Rousseeuw &
Leroy, 1987, p.191), cet estimateur est a l’abri d’un tel changement. Mais un
grand changement borné tel que celui observé a la figure 1.6 reste possible.
Notez qu’on ne peut pas espérer un estimé aux alentours de (3 si une droite
passant par les points aberrants est plus plausible au sens des moindres carrés sur
h points que celles passant exclusivement par les points non aberrants. C’est ce
qui est arrivé lors de la simulation 3. Pour plusieurs des jeux de données, la plus
petite somme de h résidus carrés était atteinte en prenant un ou plusieurs points
aberrants, et ce pour plusieurs valeurs de h; méme celles inférieures & 36. C’est
pour cette raison que le biais carré (1.9) et la variance (1.10) sont élevés pour
h < 35. Notez que cette situation aurait pu étre évitée si la variance des points
aberrants avait été plus grande et/ou celle des autres points avait été plus petite.
Nous devons donc toujours garder en téte le fait que I’estimation par moindres

carrés tronqués est trés robuste, mais faillible.

A la lumiére des deux premiéres simulations, la valeur de h qui nous intéresse
doit donc :
— étre assez petite pour ne pas inclure de données aberrantes qui créeraient
un biais important ;
— étre assez grande pour bénéficier de la diminution de variance observée.
Afin d’atteindre ce double objectif, I'erreur quadratique moyenne (EQM) peut

étre utilisée :
~ -~ 2
BQM(Grs) =& | (e - 1)’ |
= (biais(Bh))” -+ var(Bus). (1.11)

Les graphiques suivants nous montrent les valeurs prises par (1.11) pour les

trois simulations a 'étude :



30

10
L

20 30 40
. N )

10
L

50

w 20 30 4

20 25

60 05
L 2

(a) EQM (Br.0) (b) EQM (Bn,1)
FIGURE 1.7. EQM pour la simulation 1 (n, = 0)
(a) EQM (Bh,0) (b) EQM (Bn1)
FIGURE 1.8. EQM pour la simulation 2 (n, = 10)
(a) EQM (Bn.0) (b) EQM (B,1)

FIGURE 1.9. EQM pour la simulation 3 (n, = 15)
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En comparant ces graphiques & ceux du biais au carré et de la variance, on
remarque que les EQM sont dominés par la valeur du biais carré lorsqu’au moins
une donnée aberrante est incluse dans ’estimateur, et par la variance sinon. Enfin,
les minimums semblent étre atteints lorsque A est aux alentours du nombre de
données non aberrantes (possiblement légérement inférieur.) Ce choix du A qui
minimise l’erreur quadratique moyenne est donc trés intéressant. Nous pourrions
utiliser h = 50 & la simulation 1 et A = 40 a la simulation 2 et ainsi obtenir des
estimés non biaisés et moins variables que ceux obtenus avec h = 26; qui sont
néanmoins les plus robustes.

Nous ne considérerons ici que la régression linéaire simple ; nous n’aurons donc
a traiter que deux FQM : celui de Bh,o et celui de Bh,l. Nous devrons néanmoins
tenter de les combiner pour obtenir un critére, et ainsi éviter d’avoir & déterminer
un minimum sur [y, un minimum sur [;, et choisir un A & partir de ces deux
informations. Les méthodes de rééchantillonnage seront utilisées dans ce qui suit
pour estimer différents critéres basés sur les EQM afin de choisir la valeur de h

qui rend Destimateur 3, “optimal”.



Chapitre 2

REECHANTILLONNAGE

2.1. INTRODUCTION

En plus d’un estimé ponctuel 6 du paramétre 6, les problémes d’inférence
nécessitent souvent I’estimation de différents aspects de la distribution de 6. Le
rééchantillonnage peut étre utilisé & cette fin, en particulier pour 'estimation du
biais, de la variance et de ’erreur quadratique moyenne de I’estimateur.

Ce qui rend ces méthodes attrayantes est le fait qu’elles ne nécessitent pas
de calculs théoriques qui devraient étre refaits pour chaque probléme, et qu’elles
peuvent étre utilisées facilement pour beaucoup de statistiques. Toutefois, la sta-
tistique doit étre suffisamment lisse ; par exemple, le bootstrap ne fonctionne pas
pour le minimum. L’obstacle majeur a I'utilisation routiniére du rééchantillon-
nage a longtemps été le temps de calcul prohibitif; mais on peut dire que cet

obstacle n’en est plus un aujourd’hui.

2.2. ESTIMATION PAR LE PRINCIPE “PLUG-IN"

Afin d’estimer un paramétre § = ¢(F') prenant la forme d’une fonctionnelle
statistique de la fonction de répartition F', nous pouvons estimer F' par la fonction
de répartition expérimentale F' et utiliser § = t(F) comme estimateur. Il s’agit
du principe “plug-in”.

Définition 2.1 (fonction de répartition expérimentale). Soit un échantillon x =
{z1,22,...,2,} de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées

(i.i.d.) provenant de F. La fonction de répartition expérimentale F' est la fonction
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de répartition pour laquelle une probabilité de 1/n est attribuée a chaque valeur

T, t=1,2,...,n:
F($) = Zﬂ(woo,x}(zi)a
1=1

ot L4(u) est la fonction indicatrice qui vaut 1 siu € A et 0 sinon.

Définition 2.2 (estimé “plug-in”). L’estimé “plug-in” du parametre § = t(F) est
défini par 6 = t(ﬁ’) ot F et F sont les fonctions de répartition et de répartition
expérimentale, respectivement.

Exemple 2.1. Soit {z1,z9,...,2,} un échantillon i.i.d. provenant de F. On
estime § = Ep[X] par 0 =Ez[X*] = 13" 2, =%, o0 X ~ F et X* ~ F.

On estime aussi 0 = Varp(X) = Ep[X?] — (Er[X])? par

0= Vary(X*) = Bp[(X*)’] — (Bp[X"])?
:%Zx?—EQZ%Z(xi—ff. (21)

Notez que nous pouvons utiliser d’autres estimateurs que ceux obtenus ci-
dessus a l’aide du principe “plug-in”. Pour estimer la variance de X, notamment,
nous utilisons habituellement I’estimateur sans biais § = s(x) = LS (- 7).

Les méthodes de rééchantillonnage sont utilisées entre autres pour étudier des
caractéristiques telles que le biais, la variance et l'erreur quadratique moyenne
d’estimateurs § = s(x) (qui peuvent étre Pestimateur “plug-in” t(F)), et utilisent

elles-mémes le principe “plug-in”.

2.3. ESTIMATIONS PAR REECHANTILLONNAGE

2.3.1. Estimation de la variance d’un estimateur pour un échantillon

i.i.d.

Soit § = t(F') une fonctionnelle statistique de F. Nous nous intéressons ici
a Pestimation de Varg(d), la variance de D’estimateur § = s(x) évalué sur un
échantillon i.1.d. x provenant de F. Notez que § peut étre Pestimé “plug-in” t(l:"),

mais pas nécessairement.
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Définition 2.3 (rééchantillon). Soient x = {x1, 22, ..., T,} un échantillon i.i.d.
provenant de F et F sa fonction de répartition expérimentale. Un rééchantillon
x* = {a%,25,..., 2%} est un échantillon i.i.d. de taille n provenant de F'.

La transformation intégrale de probabilité nous indique comment générer des
données selon F': il suffit de choisir avec remise des données parmi les observations

originales {z;, z, ..., Zp}.

Pour obtenir I’estimé par rééchantillonnage de Varp(6), nous utilisons I'estimé
“plug-in” ol F remplace F' :

Vars(6%), (2.2)
ot 6* = s(x*) est la valeur de Pestimateur § = s(-) pour un rééchantillon x*, alors
que F' a été remplacée par F. La formule (2.2) est ’estimé idéal par rééchantillon-
nage de la variance de 4.

Exemple 2.2. $i 0 = X, alors

Varp(X)
—

Varp(X) = (2.3)

L’estimé (2.2) prend donc la forme

(X N =2
Vara(X*) = VaTI;L(X ) _ z’=1(z; ?) , woir équation (2.1).

Le cas de la moyenne X est exceptionnel puisqu’une formule aussi simple
que (2.3) nous donne l'estimateur recherché directement. Un des avantages du
rééchantillonnage est qu’il peut étre utilisé pour des statistiques beaucoup plus

compliquées que la moyenne échantillonnale.

Soit @ la statistique d’intérét pour laquelle une formule analogue (2.3) pour-

rait étre difficile & obtenir. Notez que si F' était connue, nous pourrions générer

B jeux de données & partir de celle-ci et faire ’approximation de Varg(6) par
L B

o7 2000 - 00, (2.4)

ot A(b) est la valeur de I’estimateur pour le b jeu de données et §(-) = = le o(b).
En utilisant la fonction de répartition expérimentale F' pour remplacer F dans le

raisonnement précédent, nous obtenons ’algorithme 2.1.
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Algorithme 2.1 (estimation par rééchantillonnage de la variance de 6 = s(x)).

2 *B

1. Générer B rééchantillons x*1,x*? ..., x*8 en échantillonnant avec remise

n données a partir de x = {x1,%a,...,Tn};
2. Calculer 6*(b) = s(x™), b=1,2,...,B;

3. Estimer Varg(6) par
N R T N OSURNUI I
Varg(0") = = > (9 (b) -8 (.)) Joi 0°() = = 6};9 ®). (2.5
L’algorithme 2.1 ne nécessite aucun calcul théorique et nous fournit un estimé
aussi précis que voulu de Varz(8*). En effet, la limite de 176;}3(67*) lorsque B

tend vers I'infini est I’estimé idéal par rééchantillonnage de la variance de § (2.2)

(Efron & Tibshirani, 1993, p.47) :

lim WB(é*) = Varz(6*) presque partout.

B—oo
2.3.2. Autres mesures de performance des estimateurs pour un échan-

tillon i.i.d.

En plus de la variance, le biais et I’erreur quadratique moyenne de l’esti-
mateur § = s(x) sont souvent d’intérét. Le rééchantillonnage, et en particulier
I’algorithme 2.1 avec une 3° étape modifiée, sera utilisé dans ce qui suit pour les
estimer.

Définition 2.4 (biais et erreur quadratique moyenne). Soient x = {x1,Zs,...,Z,}
un échantillon i.i.d. provenant de F, 6 = t(F) le paramétre d’intérét et 6 = s(x)
Vestimateur de 0. Le biais de 6 comme estimateur de 6 est la différence entre

l’espérance mathématique de 6 et le parameétre 6 :
biaisp = biaisy(6,60) = Ep[f] — 0
= Er[s(x)] - t(F). (2.6)

L’erreur quadratique moyenne (EQM) de 0 est I’espérance mathématique de la

différence carrée entre | ‘estimateur 0 et le paramétre 6 :
EQMp = Ep[(0 — 6)?]

= Er[(s(x) — t(F))’]. (2.7)
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Les estimés idéaux par rééchantillonnage du biais et de 'erreur quadratique

moyenne sont obtenus en remplacant F' par £ dans (2.6) et (2.7) :

biaisp = Ep[s(x*)] — t(F), (2.8)

EQMp = Eg[(s(x") — t(F))?]. (2.9)

Notez que § peut étre Pestimé “plug-in” t(F). Dans ce cas, (2.6) et (2.8) sont

remplacés par
biaisp = IEF[t(F)] —t(F) et (2.6")

biaisg = ]Eﬁ[t(ﬁ’*)] - i(ﬁ‘), (2.8,)

ot F* est la fonction de répartition expérimentale du rééchantillon x*. La méme
remarque est applicable & erreur quadratique moyenne.

Comme dans le cas de la variance, des approximations des estimateurs (2.8)
et (2.9) doivent habituellement étre faites a 1’aide de simulations de Monte Carlo.

Nous utilisons pour cela ’algorithme 2.1 oi1 la 3¢ étape est remplacée par

bzasz =3 Z 6*(b) — t(F (2.10)

dans le cas du biais, et par
EQM 4(6*) = Z(e* ) — t(F))? (2.11)

pour I’erreur quadratique moyenne. En pratique, ¢(F') peut étre difficile & calculer
méme pour F' connu. Dans de tels cas, on utilise s(x) ou un autre estimateur
approprié & la place de #(F) dans les estimés par rééchantillonnage (2.10) et
(2.11). La méme stratégie est utilisée lorsque le paramétre d’intérét n’est pas une
fonctionnelle.

Notez que les mémes rééchantillons peuvent étre utilisés pour calculer biais B(é*),
EQM 5(6*) et Varg(6¥).

De facon générale, la variance, le biais et I'erreur quadratique moyenne de
toute statistique s’exprimant comme une fonctionnelle de F' peuvent étre esti-

més par rééchantillonnage en remplagant F par F. Dans le cas d’un échantillon
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i.1.d., nous utilisons simplement la fonction de répartition expérimentale, mais les

méthodes de rééchantillonnage ne se limitent pas a ce type de données.

2.3.3. Autres types de jeux de données

L’étape cruciale de I’algorithme 2.1 est la premiére, alors qu’il faut estimer F'
par F et générer des données a partir de ce F.

Notons P le modéle de probabilité qui a généré les données Z. Cette notation
plus générale sera utilisée afin de discuter des cas oti les données ne sont pas indé-
pendantes et identiquement distribuées (i.i.d.). Il peut s’agir de plusieurs échan-
tillons indépendants, d’une série chronologique, de données censurées 3 droite,
d’une régression, etc. Quelle que soit la forme que prendra P, la méthodolo-
gie demeurera la méme : estimer P par P afin d’obtenir des rééchantillons, et
ainsi calculer les estimés par rééchantillonnage voulus ((2.5), (2.10) ou (2.11) par
exemple.)

Exemple 2.3 (deux échantillons indépendants). Notons Z = (t,c) deuz échan-
tillons i.1.d. indépendants représentant un groupe traitement t et un groupe controle
c, de tailles n; et n. respectivement. Nous pouvons caractériser le modéle de pro-
babilité P a l’aide de deuz fonctions de répartition F; et F,, correspondant auz
groupes traitement et controle respectivement. L’estimé de P = (Fy, F,) sera donc
de la forme P= (F’t, FC) ou F, et ﬁ’c sont les fonctions de répartition expérimen-
tales correspondant a F; et a F,. Un rééchantillon sera obtenu d’un rééchantillon t*
de taille n; basé sur t et d’un rééchantillon c* de taille n, basé du c : Z* = (t*, c*).

St nous nous intéressons a la différence entre la moyenne u; de F; et p. de
F., les estimés de variance, biais, et erreur quadratique moyenne de la section
précédente pourront étre calculés pour étudier la distribution de la statistique 6 =
s(Z)=t—-¢

A la section suivante, nous nous intéressons aux estimateurs par rééchantillon-

nage dans les contextes de régression linéaire.
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2.4. REECHANTILLONNAGE DANS LES CONTEXTES DE REGRES-
SION

Soit le modéle de régression linéaire (1.1) que nous rappelons ici
Ely|X]= X5, (2.12)

oll Y(nx1) est la variable expliquée, X(nxp) = (X1,X2,...,X,) = (x!,x% ..., xP)
contient la (les) variable(s) explicative(s) et Bx1) est le vecteur des paramétres.

On suppose pour le moment que le modéle prend la forme
y=XB+e, (2.13)

ol € est le vecteur d’erreurs et représente un échantillon i.i.d. de taille n provenant
d’une distribution G de moyenne 0.

Sous les hypothéses précédentes concernant la forme du modéle et Perreur,
'estimateur par moindres carrés Basc (1.2) est sans biais pour 3. De plus, si la

variance des erreurs € est 03, et si la matrice X est fixe, alors nous avons

Cove(Buc) = o2 (X'X) Y, (2.14)

qui peut étre estimé par
Cove(Buc) = 65(X'X)™, (2.15)
oft 62 = Z?:K?ﬁ —%)° _ Z?:l(%n— XZB)Q; (2.16)

ou par la version sans biais

Cove(Buc) = 65(X'X)™, (2.17)
n ) ! A2
oil 52; _ Zi:l(yl X; )
n—p

Les méthodes de rééchantillonnage peuvent étre utilisées lors de ’étude de la
distribution de I'estimateur 3 de 8 pour le modele (2.13) (qu'il s’agisse de D’esti-
mateur par moindres carrés ci-dessus, ou d’un autre estimateur), mais aussi pour
des modéles plus généraux. En effet, les méthodes peuvent étre appliquées dans
plusieurs situations alors que ’estimateur n’est pas sous une forme mathémati-

quement simple, le modéle utilise une fonction de régression non linéaire en /3, ou
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les erreurs ne sont pas i.i.d. ; des situations pour lesquelles des estimateurs comme
(2.15) et (2.17) ne seraient pas simples & obtenir. Sans compter que des estimés
de biais, d’erreur quadratique moyenne, d’erreur de prévision, etc. sont également

faciles & obtenir par rééchantillonnage.

2.4.1. Rééchantillonnage des résidus

Supposons tout d’abord le modéle de régression (2.13) ou € ~ G est de
moyenne 0. Comme il a déja été mentionné, le modéle de probabilité P = (G, 3)
doit étre estimeé afin de générer des rééchantillons a partir de P = (G, B). Si nous
connaissions (3, nous pourrions estimer GG par la fonction de répartition expéri-
mentale du vecteur € = y — X3, comme dans le cas d’un échantillon i.i.d.. Nous
allons plutot utiliser un estimateur 3 pour calculer é = y—X B et estimer G par
la fonction de répartition expérimentale du vecteur € = € — 1€, oul €, = -71; Yo i
La constante €, a été soustraite de chaque composante de ¢ afin de centrer les
résidus et ainsi nous assurer que G soit de moyenne 0. Ayant a notre disposition
des estimateurs pour les deux inconnues de P, nous pourrons générer des données
selon P et étudier la distribution de By = s(X,y) (ou de tout autre estimateur
de ) a I'aide des estimateurs par rééchantillonnage ((2.5), (2.10) et (2.11).)

L’algorithme 2.1 de la page 19 peut étre adapté au cas du rééchantillonnage
par les résidus de Byc de la facon suivante.

Algorithme 2.2 (estimation de la variance de fy¢ = s(X,y) a laide du ré-

échantillonnage des résidus).
1. Générer les rééchantillons

(a) Estimer 3 de (2.13) par 3 ;

(b) Générer B rééchantillons e*1,¢*2, ... €8 en échantillonnant avec re-

mise parmi les n résidus centrés € = € — 1€, ot € = y — X[3 et
P | n A,
€e =5 D i i 5

(c) Calculer y** = X3+ €*;

2. Calculer B30 (b) = (X'X)" ' X'y* b=1,2,...,B;
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3. Estimer Covg(BMc) par
— - 1 B - N “ N !
Covs(Bire) = 5= O (Birc® = Biec)) (Birc® = Birc (), (218)
b=1
ol fBMC =B ZﬂMc

Si nous nous intéressons & un autre estimateur que (¢, nous n’avons qu’a
utiliser cet estimateur & la 2° étape. L’estimateur par rééchantillonnage de la
covariance de la 3° étape peut aussi &tre remplacé par (2.19) ou (2.20) ci-dessous

afin d’estimer le biais ou 'erreur quadratique moyenne respectivement :

bzasz (Biro) = ZﬁMc G, B)
LS B - (219)
b=1
B
EQM 5(Birc) = Z (Birc(®) = B)(Brc(d) — B (2:20)
b:

Notez que puisque les estimateurs dans les contextes de régression sont des
vecteurs, nous sommes passés de la variance a la matrice de covariance, que le biais
est un vecteur, et que nous avons généralisé la définition de I'erreur quadratique
moyenne qui comporte maintenant des termes croisés équivalents aux covariances.

A linstar de la moyenne d’un échantillon i.i.d., une simulation de Monte Carlo
n’est pas nécessaire pour estimer la variance de BMC dans le cas ou la distribution
G est centrée en 0 et de variance o, a condition que le modéle inclut un terme

constant (x! = 1), puisque
Covg(y*) = Covg(XP + €)
= Covg(€")

1 mn
=— Y (&§—¢&)? voir (2.1)



25
1 <& R
= ﬁ;éi? sis(X,y)=Bucetx'=1
= G2, (2.21)
donc
Covg(Bisc) = Covg((X'X) 7' X'y")
=65(X'X)™, (2.22)

olé=y—XB é=¢—¢é,6 =130 & & =137 & =0et 5% est défini par
(2.16). L’estimé idéal par rééchantillonnage de la variance de B¢ est donc égal &
'estimé biaisé (2.15). Un facteur de correction n"—_—p pourrait multiplier ’estimateur
par rééchantillonnage de la variance (2.22); ce qui produirait ’estimateur sans
biais (2.17). Mais Efron & Tibshirani (1993, p.112) ne le conseillent pas en faisant

valoir que la variance de I’estimateur biaisé est plus importante que le biais causé

n_

par 'omission du facteur p

Puisque l'estimation de la variance de BMC du cas ci-dessus ne nécessite pas
de simulation de Monte Carlo, 'algorithme 2.2 est plutdt utilisé dans d’autres
situations. Nous avons déja mentionné le cas ou l'estimateur d’intérét de (3 est
différent de Buc, mais nous pouvons aussi ’utiliser, toujours avec modifications
appropriées, lorsque la fonction de régression n’est pas linéaire en 3 par exemple.
Exemple 2.4 (étude de (3,). Considérons o nouveau le modele (2.13). Si nous
voulons étudier un autre estimateur pour 3 que BMC, la 2¢ étape doit étre mo-
difiée en conséquence. Par exemple, si nous voulons étudier la distribution de
Uestimateur par moindres carrés tronqués Gy (1.6) pour un h donné, l’étape 2 de

Palgorithme 2.2 sera remplacée par
h
Br(b) = arg;nin > 20, 8)) ), (2.23)
i=1

ot (r*2(b, 8))a) < (r*2(b,8))2) < ... < (r*2(b, B))(n) sont les statistiques d’ordre
des résidus carrés pour le b® rééchantillon. Notez que la premiére étape de ’algo-
rithme 2.2, et en particulier l'estimation de 8 par 3 pour générer les rééchantillons
demeure inchangée. Mais en pratique, Uestimateur (3 utilisé pour calculer les rési-

dus et dans le calcul du biais et de l'erreur quadratique moyenne peut différer de
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Destimateur “plug-in” ou de l’estimateur o ’étude appliqué aux données originales.
Dans les contextes de régression robustes, notamment, un estimateur trés robuste
tel que Brnas (1.7) pourrait étre utilisé comme nous le verrons & la section 3.4.8.

L’algorithme 2.2 peut étre utilisé dans beaucoup de situations; mais la fagon
de générer les rééchantillons dépend du modéle retenu. C’est donc dire que les
estimateurs par rééchantillonnage (2.18), (2.19) et (2.20) dépendent de 'adéqua-
tion du modéle utilisé pour les calculer. Nous verrons & la section suivante une
autre méthode de rééchantillonnage utilisée dans les contextes de régression qui
est basée sur des hypothéses beaucoup moins fortes que le rééchantillonnage des

résidus de 'algorithme 2.2.

2.4.2. Rééchantillonnage des paires

Le modéle (2.12) peut étre formulé de deux fagons qui, quoique trés sem-
blables, nous poussent & estimer P différemment (voir Davidson & Hinkley, 1997,
p.259).

Nous pouvons considérer que la réponse y pour une valeur x provient d’une
distribution Fy de moyenne u(x) et variance o?(x) telle que u(x) = x’8. Dans
le cas oul les erreurs sont indépendantes et identiquement distribuées, nous avons
o?(x) = o2 et Fx(y) = G(y — u(x)) ot G, de moyenne 0 et variance o2, représente
la distribution des erreurs ¢ du modéle (2.13). A la section précédente, nous
avons considéré la matrice X fixe et avons estimé G par la fonction de répartition
expérimentale des résidus centrés calculés & I’aide d’un estimé B de S.

Mais nous pouvons considérer que les paires z; = (x;, y;) sont indépendantes et
identiquement distribuées selon une distribution multivariée P quelconque. Pour
estimer P dans ce cas, nous allons utiliser la fonction de répartition expérimen-
tale des paires (x;,%:), =1,2,...,n. Un rééchantillon Z* = {z*',2*? ... z"},
qui par définition est un échantillon de taille n provenant de P, sera obtenu en
choisissant avec remise des paires (x;,%;) = 2; parmi les observations originales
Z = {2z1,22,...,2,}. 1l s’agit du rééchantillonnage des paires. Notez que nous
n’avons pas supposé la linéarité du modéle, et que les matrices X* ne sont pas

égales a X.
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Algorithme 2.3 (estimation de la variance de fyc = s(X,y) a laide du re-

échantillonnage des paires).

1. Générer B rééchantillons Z*1, Z*2, ..., Z*B en échantillonnant avec remise

n données a partir de Z = {z1,2,...,2,} = {(X1,¥1), (X2, ¥2), - - -, Xn, Un) } ;
2. Calculer B3,0(b) = (X X*)-1x*'y* p=12 ... B;
3. Estimer Cove(Buc) a Vaide de (2.18).

A T’instar de I'algorithme 2.2, les 2¢ et 3¢ étapes de P’algorithme 2.3 peuvent
étre modifiées pour étudier un autre estimateur que Buc, ou pour estimer le biais

ou 'erreur quadratique moyenne de I'estimateur choisi.

2.4.3. Comparaison des méthodes

Les deux méthodes de rééchantillonnage utilisées en régression offrent toutes
deux des avantages et inconvénients qui doivent étre soupesés pour chaque pro-
bléme. N’oublions pas que ces méthodes sont particuliérement utiles lorsque 1’es-
timateur (¢ et les estimés de covariance (2.15) et (2.17) ne peuvent étre utilisés
avec confiance.

Puisque le rééchantillonnage des paires ne suppose aucun modéle paramé-
trique, il ne dépend pas d’hypothéses sur la forme de celui-ci. En comparaison, le
rééchantillonnage des résidus suppose un modéle, qui est utilisé pour calculer 3,
en plus de supposer que l’erreur entre y; et la moyenne p; = x}0 ne dépend pas
de x; et est en fait i.i.d. pour tout ¢. Il arrive souvent que ces hypothéses ne sont

pas satisfaites en pratique.

2.5. ESTIMATEURS ADAPTATIFS BOOTSTRAP

2.5.1. Cas général

Soit 4, une famille d’estimateurs du paramétre @ indexée par le paramétre
A. Nous allons dans ce qui suit utiliser les données Z afin de choisir la valeur
X qui optimise la performance de 0, et ainsi définir estimateur 04. Puisque les
données sont utilisées pour déterminer 'estimateur approprié, nous appelons cette

procédure de ’estimation adaptative. Parmi les estimateurs adaptatifs étudiés,
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citons la moyenne tronquée avec proportion de troncature A (Léger & Romano,
1990a), et l’estimation de fonction de densité a l’aide de la méthode du noyau
avec fenétre A (Léger & Romano, 1990D).

Soit

Aopt = argininIEp [g(é,\, 9)] (2.24)

la valeur de A qui optimise la performance de 0y o P est le modeéle de probabilité,
et Ep {g(é,\,ﬁ)] est une mesure de performance de §, qui peut représenter la
variance, le biais, ’erreur quadratique moyenne, 'erreur de prévision, etc.

Le modéle P étant inconnu, nous devons utiliser des méthodes d’estimation. Le
rééchantillonnage (par exemple les estimateurs (2.5), (2.10) et (2.11)) sont habi-
tuellement utilisés a cette fin. L’estimateur par rééchantillonnage de Ep [g(é,\, 9)]
est Ep [g(éf\, 9)] ; nous avons discuté entre autres les exemples de la variance, du
biais et de 'erreur quadratique moyenne dans les contextes d’un échantillon i.i.d.
et d’une régression linéaire. L’estimateur par rééchantillonnage de A,y (2.24) est

donc

~

A =argminE; [g(éf\, é)} (2.25)
A

Bien que la valeur de \ soit appelée a changer pour chaque échantillon, I’esti-
mateur adaptatif 6, = 67;\ ou \ est donné par (2.25) est bel et bien un estimateur
en soi. Nous pourrons ainsi nous intéresser a sa distribution. Puisque rien ne nous
garantit par exemple que Varp(f4) est égale a Van(é)\opt), nous devrons donc

faire une simulation afin de calculer une approximation pour Varp(éA).

2.5.2. Moindres carrés tronqués adaptatif

La famille d’estimateurs par moindres carrés tronqués Bh (1.6) est indexée
par le paramétre h. Comme il a été question & la page 13, lerreur quadra-
tique moyenne représente un bon critére de la performance de Bh,k pour k €
{0,1,...,p—1} fixe. Puisque /3’h est un vecteur, il faut choisir un critére qui tienne

compte de I'erreur quadratique moyenne de B3y, 0,de By 1, ..., ainsi que de By ;
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notons ce critére Ep [g(ﬁh, ﬁ)] . Le critére peut prendre la forme de Ep [g(ﬁh, ﬁ)] =
S (bz'ais(ﬁh,,-))i par exemple.
Le but de ce travail est d’étudier I’estimateur adaptatif
Ba = B, (2.26)
ou
h = argminE; |9(5;, 5)] (2.27)
est I’estimateur par rééchantillonnage de

hopt = arg’llninIEp [g(,@h, ﬂ)] . (2.28)

Comme il a été discuté au premier chapitre, Pestimateur 34 devra étre robuste
aux données aberrantes, mais aussi moins variable que B, (1.7); Ep [g(,@h, ﬁ)]

devra donc inclure le biais et la variance du vecteur [j,.



Chapitre 3

ESTIMATEUR DES MOINDRES CARRES
TRONQUES ADAPTATIF PAR
REECHANTILLONNAGE

3.1. INTRODUCTION

Nous nous intéressons dans ce travail & la régression linéaire simple dans des
contextes ol certaines données sont aberrantes. Les estimateurs B habituellement
utilisés tels que les moindres carrés tronqués ﬁmax (1.7) et la moindre médiane
des carrés (Rousseeuw, 1984), sont trés résistants aux données aberrantes, mais
sont aussi trés variables (voir la figure 1.4 & la page 10 ou l'on peut comparer
visuellement Bmax:,égﬁ a BMO:B50.) Comme il a déja été discuté au premier cha-
pitre, ’estimateur que nous cherchons devrait posséder les erreurs quadratiques
moyennes pour les estimateurs des paramétres les plus faibles possible.

Nous tenterons d’estimer par rééchantillonnage le paramétre h de ’estima-
teur par moindres carrés tronqués [ (1.6) correspondant & l’estimateur ayant
les erreurs quadratiques moyennes les plus faibles; et ainsi définir un estimateur
adaptatif BA. Cet estimateur pourrait résister & une grande proportion de don-
nées aberrantes, mais serait moins variable que I'estimateur a robustesse maximale
Binaz- En effet, il permettrait de tronquer moins de 50% des données lors du calcul

de estimateur dans les cas ol moins de la moitié des données sont aberrantes.



31
3.2. MODELES A LETUDE

Contrairement a la plupart des articles traitant de régression linéaire robuste,
les données aberrantes des modéles que nous étudions a l’aide de simulations
ne sont pas simplement dues au terme d’erreur qui ne suit pas une normale
de variance constante. Les données aberrantes proviennent plutét d’un modéle

de probabilité complétement différent. Les modéles qui nous intéressent sont les

suivants :

.
Xi=V;

\ i=1,2,... n, (3.1)
Yi=Vy;

\
Xi =V

\ i=ng+1,...,n (3.2)
\Yi =6+ Xi+ e

et peuvent étre combinés & ’aide de I'indicatrice I qui sera discutée & la section

suivante :

Xi=Vi i+ V3,(1 - L)

i=1,2,....n (3.3)

Yi=Voli + (Bo + 51 X+ &) (1 — L)

ou Vi ~ Gy, Vo ~ Gy, V5 ~ G3, € ~ Gy, I ~ Gs5. L’équation (3.1) est celle
du modéle de probabilité des n, données aberrantes, alors que le modéle linéaire
(3.2) représente les n—n, autres données. Notez que € ne représente que le terme
d’erreur de la partie linéaire. Nous nous intéressons & l'estimation de (G, 1),
soient les coeflicients de la relation linéaire. Les figures 1.1, 1.2 et 1.3 du chapitre

1 illustrent des exemples de jeux de données obtenus du modéle (3.3).

3.2.1. Le nombre de données aberrantes est-il fixe ou aléatoire ?

Supposons que nous observons un jeu de données avec n, données aberrantes
(I; = 1) parmi les n paires (z;, ¥;)-

Nous pouvons supposer que le jeu de données observé ne représente qu’une réa-
lisation du phénomeéne modélisé par (3.3) et que si on recueillait d’autres données
& partir de ce méme modeéle, n, pourrait trés bien étre différent. Nous considérons

ainsi que [ suit une distribution aléatoire. De fagon plus précise, si les indicatrices
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I; sont distribuées selon des lois de Bernoulli indépendantes avec probabilité de
succés p, alors ng = ). I; est distribué selon une loi binomiale de paramétres
(n, p).

Mais nous pouvons aussi supposer que le nombre de données aberrantes n,
est une constante. Nous ne considérons donc pas tous les jeux de données que
nous aurions pu obtenir, mais seulement ceux qui comprennent le méme nombre
de données aberrantes que celui que nous avons observé. C’est donc dire que n,
données proviennent du modéle (3.1) et les n—n, restantes du modéle (3.2). Nous
considérons sans perte de généralité pour les cas ou n, est fixe ou aléatoire que
ILi=1pouri=1,2,...,n5 et I; = 0 pour i = ny,+1,...,n.

Notez que si nous supposons n, aléatoire, nous devrons étre plus prudents
lors de I'inférence puisqu’une autre réalisation de (3.3) pourrait inclure plus de
données aberrantes.

La simulation 2 du chapitre 1 est basée sur le modéle (3.3) ou 8 = (1,2),
Vi ~ N(6, 0,25), Vo, ~ N(—1, 0,25), V5 ~ U(0,5, 4,5), € ~ N(0,4), n, = 10
(fixe) et n = 50 (voir le tableau 4.1 & la page 51). Les erreurs quadratiques
moyennes illustrées a la figure 1.8 (page 14) sont reproduites ci-dessous a la figure
3.1. Elle nous montre que les erreurs quadratiques moyennes diminuent entre
h = max = 26 et h = 40 pour augmenter abruptement a h = 41, alors qu’au
moins une donnée aberrante doit &tre incluse dans le calcul de §3,. La simulation 2a,
est pour sa part basée sur le modéle (3.3) ou n, ~ Bin(50, 0,2), alors que toutes
les autres distributions et paramétres sont identiques & ceux de la simulation 2.
Notez que E[n,] = 10 ici aussi. Dans ce cas, les erreurs quadratiques moyennes
(voir figure 3.2 ci-dessous) atteignent plutdt leurs minimums aux alentours de
h = 35 et augmentent beaucoup moins rapidement aprés ce point. Les modéles
des simulations 2 et 2a sont donc différents & un point tel que 'estimateur qui
semble optimal est différent dans les deux cas. Nous devrons donc en tenir compte

lors du rééchantillonnage.
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FIGURE 3.2. EQM pour la simulation 2a (n, ~ Bin(50, 0,2))
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3.2.2. Exemples de modéles

Les modéles (3.1) et (3.2) et a fortiori le modéle combiné (3.3) sont trés
généraux. En plus du nombre de valeurs aberrantes n, qui peut étre fixe ou
aléatoire, les lois et paramétres de V; a V3 et de e peuvent varier. Nous avons
déja examiné trois simulations ou n,=0, n,=10 ou n,=15 est fixe; voir figures
1.7, 1.8 (reproduite a la figure 3.1) et 1.9 & la page 14. Voici d’autres modéles
pour lesquels n,=10 est fixe et oi un seul paramétre différe de ceux utilisés a la
simulation 2 (voir le tableau 4.1 & la page 51 pour les descriptions complétes.)
Nous nous intéressons ici & 'influence sur les erreurs quadratiques moyennes de
la modification de quelques paramétres du modéle (3.3).

De fagon générale, si la variance de € diminue, les erreurs quadratiques moyennes
des différents estimateurs seront plus petites (voir la simulation 4 & la figure 3.3
ol € ~ N(0,1)); il en sera de méme si les données aberrantes sont plus variables
(voir la simulation 5 & la figure 3.4 ou V; ~ N(6, 1) et Vo ~ N(—1, 1).) Clest
donc dire que les estimateurs par moindres carrés tronqués, et en particulier les

plus robustes, sont plus performants pour ces modéles.
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FIGURE 3.3. EQM pour la simulation 4 (e ~ N(0,1))
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A la simulation 6, nous avons déplacé le centre des données aberrantes de

(6, —1) vers (10, —1). Ceci a eu pour effet d’augmenter I’erreur quadratique moyenne

de la plupart des estimateurs, ainsi que de creuser I’écart entre les estimateurs

les plus robustes et les autres estimateurs non biaisés (voir figure 3.5.)
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3.3. SOLUTIONS DE LA LITTERATURE
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FIGURE 3.5. EQM pour la simulation 6 (V; ~ N(10, 0,25) et

Va ~ N(=1, 0,25))

Comme il a déja été mentionné, la plupart des articles traitant de régression

linéaire robuste se concentrent sur des données aberrantes provenant du terme
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d’erreur € du modéle (3.2) lors de leurs simulations. Ces modéles peuvent étre
exprimés & l’aide des modeles (3.1) et (3.2), ot les distributions de V; et de V3
doivent étre la méme, alors que celle de V; doit prendre la forme Gy + 5:.X; + 6;

ol les 9; possédent une distribution différente de celle des ¢; :

Xi = Vi
=1,2,...,n, (3.4)
Yi = Bo+ 51X + 9
{
Xi = Vi
1="n.+1,...,n (3-5)
\}/z‘ = fo+ 51 Xi+ €

ou V3 ~ Gy, e~Gyet d~ Gg.

Atkinson & Cheng (1999) ont utilisé la technique de “forward search” (voir
Atkinson & Riani, 2000) pour choisir le paramétre h de 'estimateur par moindres
carrés tronqués. Les modéles considérés sont de la forme (3.4) et (3.5) on Vj ~
U(0,10), € ~ N(0,1), § ~ N(12,1) et n, est fixe. Remarquez que la moyenne, et
non pas la variance des erreurs change d’un groupe a 'autre.

Le “forward search” débute avec un petit ensemble de données auquel on
ajoute (habituellement) une donnée & chaque étape de Palgorithme jusqu’a ce
que toutes les données aient été incluses. A chaque étape, différentes statistiques
et tests sont calculés. Le fonctionnement de la méthode repose sur le fait que
Iintroduction d’une donnée influente est signalée par des changements abrupts
dans les statistiques calculées & chaque étape (Atkinson & Riani, 2000, p.32). Le
pourcentage de troncature “idéal” est donc celui de la derniére étape avant qu’il
y ait un “grand” changement dans les statistiques. Mais aucune indication n’est
donnée pour discerner un changement significatif d’'un changement di au hasard.
L’intuition et ’expérience sont donc nécessaires au bon fonctionnement de cette
méthode.

Nous ne pourrons donc pas comparer notre estimateur adaptatif & I’estima-
teur par moindres carrés tronqués obtenu par “forward search” puisque ce dernier
nécessiterait une intervention subjective lors de chaque simulation, alors que nous
connaissons la valeur cherchée, et que la technique peut difficilement étre auto-

matisée.
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Nous avons néanmoins étudié le modéle utilisé par Atkinson & Cheng (1999)

aux simulations 7 et 7a.

3.4. NOTRE SOLUTION

Soit Ba=0; (2.26), ot h=argmin,Ep [g(B;;,B)] (2.27) estime
hopr=argmin,Ep [g(Bh,ﬁ)} (2.28), D'estimateur adaptatif par moindres carrés
tronqués de 5 du modéle (3.2) ou (3.3). Comme il a déja été argumenté au cha-
pitre 1, nous désirons un estimateur tel que les erreurs quadratiques moyennes
de ses composantes soient les plus petites possible ; nous devrons donc définir un
critére de performance Ep [g(Bh, ﬂ)] qui tienne compte de ces derniéres. Nous de-
vrons aussi nous interroger sur la facon d’adapter le rééchantillonnage a de telles

situations.

3.4.1. Critéres

Puisque les différents estimateurs Bh, ol h = maz, ..., n sont des vecteurs (de
dimension 2 dans le probléme & I’étude), nous devons définir un ou des critéres
qui prennent en considération les erreurs quadratiques moyennes de Bh,() et de
ﬁh,l. Lors de la phase d’expérimentation, nous avons appliqué & la matrice d’er-
reur quadratique moyenne généralisée des quantités habituellement utilisées pour

résumer les matrices de variance covariance :

o EQM(Bho);

o EQM(Bn1);

o EQM(fho) + EQM (fh1), (36)
soit la trace de la matrice ’EQM ;

o BQM(Bho) * BQM(Bhy) ~ (EQM(Bro. b)) o

soit le déterminant de la matrice ’EQM ;
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o EQM(jn(z)) = EQM(Bro + friz)
= EQM (o) + 2$EQM(Bh,O> B
+x2EQM(/@h,1)7

soit PEQM de 'espérance au point z.

(3.8)

Les valeurs prises par les critéres (3.6), (3.7) ainsi que le critére (3.8) évalué
au point z=y, pour les simulations 2 et 2a, alors que Nsimul=500, sont illustrées

aux figures 3.6 et 3.7.

30
4]

10
2

r r v T T T ) r v v T T T J
26 30 34 38 42 46 50 26 30 34 38 42 46 50
h h

(a) critére (3.6) (b) critére (3.7)

0 2 4 6 8 10 12 14
L s h ! L i I }

42 46 50

n
=
w |
=3
m
&
I3
<3

(c) critére (3.8) avec z=u,

FIGURE 3.6. Critéres pour la simulation 2
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n L 5

8

T T v T T Y
26 30 34 38 42 46 50
h

(c) critére (3.8) avec x=p,

FIGURE 3.7. Critéres pour la simulation 2a

Comme pour les simulations 2 et 2a ci-dessus, les minima des différents critéres
sont habituellement atteints pour des valeurs de h semblables pour les modéles
étudiés; mais ceci n’est pas toujours le cas.

Notez que les équivariances de régression et d’échelle des moindres carrés tron-
qués (Rousseeuw & Leroy, 1987, p.132) font que ces critéres sont multipliés par
c® ou ¢* si cy + xv (ol ¢ est une constante et v un vecteur colonne) est utilisé
a la place de y; les minima sont donc inchanggés. La propriété d’équivariance af-
fine (ibid.) fait que les biais, variances et erreurs quadratiques moyennes de f3,
se trouvent modifiés si on remplace x par x’A, pour une matrice non singuliére
A de dimension p X p. Mais § = x’ B est inchangé. Le critére (3.8) sera donc
inchangé, alors que (3.6) et (3.7) seront modifiés d’une fagon qui ne conserve pas
nécessairement les minima. Ces deux critéres dépendront donc de ’échelle de x.

Puisqu’il est invariant aux différentes transformations pour toutes les valeurs de
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x, nous nous concentrerons dans la suite sur le critére (3.8), soit erreur quadra-
tique moyenne de l’estimation de y que nous évaluerons au point p,, et que nous

estimerons par rééchantillonnage au point 7 :

Nsimul
1

EQM (gin(z)) = Noima Z (Bro(2) — Bo)’

1 Nsimul ) R
+ 20— > (Bn0(8) ~ Bo) (Bra(@) — B)
Nsimul —
1 Nsimul R
+ gﬂm > (Bri(@) = B, (3.9)
i=1
~ ~ /
ou h=mazx,...,n, <ﬁh,o(z’), ﬂh,l(i)) est I’estimateur par moindres carrés tronqués

avec paramétre h de (B, 41) pour le ¢ jeu de données, et Nsimul est le nombre

de jeux de données simulés.

3.4.2. Rééchantillonnage appliqué au probléme présent

Les méthodes de rééchantillonnage nécessitent I’estimation de P, soit le mo-
deéle de probabilité a l'origine des données. Ce modéle est ici donné par (3.1)
et (3.2) ou par (3.3), et comporte 2 parameétres inconnus (8o, 81), qui sont les
parametres d’intérét, en plus des 5 fonctions de répartition (G; & Gs.)

Si le nombre de valeurs aberrantes n, est aléatoire, nous avons bel et bien que
les n données & notre disposition sont indépendantes et identiquement distribuées
selon le modéle commun (3.3). Par contre, si n, est considéré fixe, les données
proviennent de deux modéles distincts. Nous devrons donc tenter de reproduire
cela dans notre facon de rééchantillonner.

Puisque le rééchantillonnage des paires dans un contexte de régression ne fait
que supposer que les données sont générées de fagcon indépendante et qu’elles sont
identiquement distribuées selon P, nous utiliserons cette méthode si n, est consi-
déré aléatoire. Le rééchantillonnage par les résidus n’est pas possible, du moins
dans sa forme habituelle, puisque y ne s’exprime pas sous la forme d’une moyenne
plus un terme d’erreur homoscédastique (Davidson & Hinkley, 1997, p.326). In-

tuitivement, si nous utilisions un estimateur 3 robuste pour calculer les résidus ¢
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et que nous rééchantillonnions les résidus centrés (voir algorithme 2.2, page 23),
les grands résidus provenant des valeurs aberrantes pourraient étre additionnés
aux X3 correspondant aux données non aberrantes. Par exemple, si les supports
de V; et V3 différent, ceci aurait pour effet de générer des valeurs aberrantes ou
elles n’auraient pas pu étre générées a partir du modéle de probabilité P.

Si n, est considéré fixe, nous devrons tenter de séparer les deux groupes,
rééchantillonner de fagon distincte dans chacun des deux groupes, et mettre le
tout en commun.

Soient

T"=Yi— (ﬁmam,O + xiﬁmam,l), 1=1,2,...,n

le résidu au point %, 0 Bmag est Pestimé de [ par moindres carrés tronqués pos-
sédant la robustesse maximale (voir proposition 1.2, p.7) et & un estimé robuste
d’écart type du terme d’erreur (voir la section 4.2.2 a la page 55 pour la descrip-
tion du & de la fonction ltsreg de S-Plus 6.0.)

Nous considérons aberrant le point ¢ si |r;|/6 > 2,5; il s’agit du critére utilisé
par Rousseeuw et Leroy dans le programme de régression robuste PROGRESS
(voir Rousseeuw & Leroy, 1987, p.238). Ce critére nous permettra donc de former
deux groupes et de générer un rééchantillon de taille 71, & partir des 7, paires telles
que |r;|/6 > 2,5, et un rééchantillon de taille n—n, & partir des autres couples.
Dans le cas du groupe aberrant, le rééchantillonage par les paires devra étre fait,
alors que le rééchantillonnage par les résidus ou les paires pourrait étre fait dans
le second groupe. Nous avons néanmoins retenu le rééchantillonnage des paires
dans les deux groupes. Un rééchantillon de taille n sera ainsi formé en unissant
les deux rééchantillons précédents. Aprés avoir estimé appartenance des paires
aux deux modéles de probabilité, cette fagon de rééchantillonner estime donc par
rééchantillonnage des paires les modéles de probabilité (3.1) et (3.2) séparément.

Notez que ces facons de rééchantillonner sont générales et peuvent étre appli-
quées & des données provenant de plusieurs modéles différents, peu importe les

formes prises par ceux-ci. Il faut simplement s’assurer dans le cas oil on considére
b
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n, fixe que la séparation des données entre aberrantes et non aberrantes est effi-
cace; alors que le rééchantillonnage des paires lorsque n, est considéré aléatoire

ne pose pas de tel probléme.

3.4.3. Algorithme

L’estimation de I’erreur quadratique moyenne de I'espérance au point p, pour
h fixe & 'aide du rééchantillonnage des paires est basée sur I’algorithme 2.3 (page
27). La fagon de générer les B rééchantillons de la premiére étape a été discutée ci-
dessus ; I'estimateur de la 2° étape est I'estimateur par moindres carrés tronqués
avec paramétre h que nous notons B,’;(b) pour le b® rééchantillon ; et la fonction

estimée a la 3° étape est

EQM 5(§5(2)) = EQM p(B.) + 22EQM 5 (B0, B.1)

+ 32 EQM 5(f;,,)
1SN s .
= B Z(ﬂ;,o(b) -

Eme>m@m%m

B
+ 2L S G0) - AR (310)
b=1

oi B = Bmas (1.7) est Pestimateur par moindres carrés tronqués avec robus-
tesse maximale calculé sur l’échantillon original. Remarquez que I’estimation
par rééchantillonnage de l'erreur quadratique moyenne de ’espérance au point
z =T = E;[X*] est utilisée pour estimer le critére original d’erreur quadratique
moyenne de I’espérance au point z = p, = Er[X].

Comme il a été discuté a exemple 2.4 de la page 25, utiliser 3 = (,, que
nous savons biaisé entre autres lorsque h est supérieur au nombre de données
aberrantes, produirait des estimés par rééchantillonnage du biais et de 'erreur
quadratique moyenne de 3, faussés. Par exemple, Pestimateur par rééchantillon-

P . . 1 B s ) ~ .
nage du biais des moindres carrés 5 > " Br_,(b) — Bh=pn sera nul méme si le
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modéle contient des valeurs influentes, puisque Bhen est lui-méme biaisé. L esti-
mateur fmes étant de robustesse maximale, nous D'utiliserons dans (3.10) pour
toutes les valeurs de h.

Algorithme 3.1 (estimation de PTEQM de Pespérance au point p, pour définir

Pestimateur adaptatif 84 (2.26) a I’aide du rééchantillonnage des paires).

0. Calculer Bmam sur le jeu de données original Z ;

1. Sin, est aléatoire, générer B rééchantillons Z**, Z*2, ... Z*B en échan-
tillonnant avec remise n données & partir de Z = {z1,22,...,2,} =
{(x1,91), (x2,92), - .-, (Xn, ) } 5

1’. Si n, est fixe
(a) Calculer r; = y; — (Bmaa:,O + xiﬁmafc,l) 1=1,2,...,n;

(b) Calculer &, un estimé robuste d’écart type du terme d’erreur;

(c) Calculer

P bl 95
0 sinon
et g =1 I;;
(d) Générer B rééchantillons Z*',Z*? ..., Z*B de taille n composés
- d’un rééchantillon de taille n, obtenu en échantillonnant avec remise
parmi les n, z; tels que fi =1;
— et d’un rééchantillon de taille n—n, obtenu en échantillonnant avec
remise parmi les n—n, z; tels que I = 0;
2. Calculer l’estimateur par moindres carrés tronqués B,*;(b) pour h =maz,...,n
etb=1,2,...,B;
3. Estimer EQM (gn(1.)) a laide de mB(?};(:‘i))(3.10) pour h =maz,...,n;
4. Définir B, = ,(Ai;l, ot h = argmin,, E/'QTfB(g};:(a?))
L’algorithme 3.1 a été utilisé pour estimer par rééchantillonnage la valeur de
PEQM de l'espérance au point u, pour un jeu de données semblable a celui de la
figure 1.2 & la page 9, ot n, = 10 (simulation 2.) Le nombre B de rééchantillons

utilisé fut de 200 et nous avons considéré n, tour a tour fixe et aléatoire. A la
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figure 3.8, les estimations par rééchantillonnage m 5(05(Z)) (3.10) du critére

EQM (gn(1s)) (3.8) sont illustreés.

14

10

14

FIGURE 3.8.

2’6 3I0 3’4 3|8 4’2 4‘6 5l0
h
(a) EQM 5(95(Z)) si na considéré fixe
2l6 ?;0 3'4 3‘8 4[2 4l6 510
h
(b) m B(U5(Z)) si na considéré aléatoire
Estimations par rééchantillonnage de EQM (gx (1))

pour un jeu de données ou n, = 10
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On remarque que pour ce jeu de données, les estimations par rééchantillon-
nage fonctionnent trés bien. En particulier, les deux fagons utilisées pour estimer
le modéle de probabilité P semblent bien adaptées. Les valeurs prises par 1’esti-
mateur adaptatif pour le jeu de données a I’étude sont B . = P40 sin, est considéré

fixe, et B4 = (35 si n, est considéré aléatoire.

Nous sommes donc en mesure d’estimer par rééchantillonnage PTEQM de ’es-
pérance au point u, pour By, h=maz, . ..,n afin de définir BA (2.26) pour un jeu
de données Z provenant d’un modeéle de probabilité P (3.3). Puisque nous nous
intéressons au comportement de ’estimateur adaptatif ,éA, nous devrons donc le
calculer pour plusieurs jeux de données provenant du méme modéle de probabi-
lité P; et nous devrons utiliser différents modéles de probabilité P. Tout comme
nous avons utilisé des approximations par simulation pour le biais, la variance,
Perreur quadratique moyenne des estimateurs 5h, ainsi que Perreur quadratique
moyenne de ’espérance au point u,, nous utiliserons ces approximations pour

étudier I’estimateur (.

3.4.4. Point de rupture de ’estimateur adaptatif

Comme il a déja été question au premier chapitre, le point de rupture d’un
estimateur représente le pourcentage minimal de données aberrantes nécessaire
pour créer un biais non borné a cet estimateur (voir définition 1.1 a la page
6.) La fraction 1‘:—;@ représente le point de rupture des moindres carrés tron-
qués de paramétre h (@ pour l'estimateur & robustesse maximale lorsque
h= [g—] + [’—’1;3-], et 1/n pour les moindres carrés.) Mais qu’en est-il de I'estima-
teur adaptatif ,@A:Bﬁ ol h=argmin, E@T/l 505 (2)).

Si pour tout jeu de données incluant une donnée aberrante arbitraire, le choix
bootstrap idéal du paramétre h, argmin, EQMp(9;(Z)) € {maz,...,n—1}, alors
le point de rupture de I’estimateur (4 est supérieur a 1/n (i.e. €,(B4) > 1/n),
puisqu’une seule donnée aberrante n’est pas suffisante pour briser l'estimateur
choisi. De la méme fagon, si argmin, EQMp3(7;(Z)) € {maz, ...,n—2} pour tout
jeu de données incluant deux données aberrantes arbitraires, €,(84) > 2/n, et

ainsi de suite.
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Notez que nous nous intéressons ici aux estimés idéaux par rééchantillonnage.
Si le nombre de rééchantillons B est fixé, il est possible que le point de rupture
de 'estimateur adaptatif soit inférieur au cas ot B — 0o ; mais cette probabilité
est quantifiable et trés petite.

Puisque nous n’avons pas de formule explicite pour §,, nous allons étudier
dans cette section un autre estimateur adaptatif. Cet estimateur devra choisir
parmi deux estimateurs simples : la moyenne et la médiane d’un échantillon uni-
varié. Le critére Ep [g(éi,é)] 4 minimiser (voir équation (2.25), page 28) sera
Perreur quadratique moyenne, o 6 représente la médiane de I’échantillon origi-
nal. Ce choix a été fait pour imiter 'estimateur 34 qui utilise ézﬁmam pour tous
les estimateurs par moindres carrés tronqués.

Soit Pestimateur

P med(Z) si Ep[(med(Z*) —med(Z))?] < Ep [(Z*) — med(Z))?]

VA sinon

ou Z est un échantillon univarié et med(-) représente la médiane. Notez que
en(Z2)=1/n et €,(med(Z))= [2E}] /n sont les points de rupture des deux estima-
teurs composant Z.

Si pour tout jeu de données incluant une donnée aberrante arbitraire
Ep [(med(Z*) — med(Z))?] < Ep [(Z*) — med(Z))?], alors Z=med(Z) et e,(Z) >
1/n (puisque €,(med(Z)) > 1/n); sinon €,(Z) < 1/n.

Soit Z = {X(1), X2, - --»X(i-1), X(i+1)>- - -» X(n)» Y } un jeu de données com-
prenant n valeurs distinctes ou la statistique d’ordre X(; a été remplacée par
Y ou |Y| — oo, n est impair et P la fonction de répartition expérimentale de

I’échantillon Z.
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Les estimés idéaux par rééchantillonnage prennent la forme suivante :

Ep [(med(Z") — med(2))*] = i:pj(X(j) —med(2))* + Y pi-1(X() — med(Z))?

j=1 j=it1
+py(Y — med(2))?
=Y?y +O(Y)

_y? [(ni)/z (Z) (” ; l)k (%)n—k} +0(Y),

k=0

ou p; = P(med(Z") = X(;))

-3 O ()7 () e

k=0

-0 () (2) ()

k=0

(voir Efron & Tibshirani, 1993, p.16)
et Ep [(med(2°) — med(2))7] — Vipy = O(Y)

puisque Ylim Y~ (Ep [(med(Z*) — med(Z))?] — Y?py) =a,

ou a est une constante,

Ep [(2* - med(z»z} = Vars(Z*) + (Ep [2" — med(2)])’

1(71 9

- Z(X(j) — 2P+ (Y =2 | + (Z — med(Z))

_y2 L (2 - %)] +0(Y),

par simples manipulations algébriques.

Donc Z = med(2)  diff(n) = [ 05" (7) (2=1)" (1) ] [& 2 - 1)] <o.
La figure 3.9 illustre les valeurs prises par diff(n) pour les nombres impairs de 3

a 399.
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FIGURE 3.9. Valeur de diff(n) en fonction de n

Nous avons donc que pour tous les cas étudiés, sauf n = 3, le point de rupture
de DPestimateur adaptatif Z est supérieur a 1/n. Lestimateur Z semble donc
plus robuste que Z si n est impair et n > 5. Les cas oil n est pair devraient
donner le méme résultat, la principale différence étant que med(Z*) n’est pas
nécessairement égale & un élément de ’échantillon Z. La généralisation aux jeux
de données incluant des données égales est pour sa part triviale.

Afin d’étudier les cas ol plusieurs données sont aberrantes, on suppose que ces
derniéres sont toutes égales. On pourra dire que I’estimateur adaptatif sera rompu
par des valeurs aberrantes arbitraires s’il rompt dans de tels cas. En utilisant la
formule (3.11) dans le cas de la médiane et en mettant en évidence tous les termes

en Y2 pour la moyenne, nous arrivons aux résultats suivants dans le cas n=5 :

Es [(med(Z*) — med(Z))?] = 0,05792Y2 + O(Y),

Ep [Z2* —med(Z))?] = 0,072Y + O(Y),
si une donnée est aberrante, et

Ep [(med(Z*) — med(Z))*] = 0,31744Y* + O(Y),

Es [Z* — med(Z))?] = 0,208Y + O(Y),

si deux données sont aberrantes.
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C’est donc dire que dans ce dernier cas, Z = Z et que le point de rupture de Z

est plus petit ou égal & 2/5. Les résultats de tels calculs pour d’autres valeurs de n

sont reportés au tableau 3.1 (les commandes Mathematica, ainsi que les résultats

détaillés sont disponibles & annexe A.)

n | Borne supérieure du point | Point de rupture
de rupture de Z de med(Z)
3 1/3 2/3
5 2/5 3/5
7 3/7 4/7
9 3/9 5/9
11 4/11 6/11
13 5/13 7/13
15 6/15 8/15
17 7/17 9/17
19 8/19 10/19
21 9/21 11/21

TABLEAU 3.1. Etude du point de rupture de Z

L’estimateur adaptatif Z est donc plus robuste que Z, mais moins robuste

que med(Z).

Bien que nous n’ayons aucune preuve, nous croyons que le méme phénoméne

se produit pour ﬁA qui devrait étre plus robuste que BMC, mais moins robuste

que Brmae-

3.5. CONCLUSION

Le modéle (3.3) que nous utilisons étant trés général, nous présenterons au

chapitre suivant les résultats obtenus avec l'estimateur adaptatif Ba pour plu-

sieurs modéles. Puisque notre estimateur adaptatif se veut une alternative moins

variable a ’estimateur par moindres carrés tronqués a robustesse maximale, nous

nous concentrerons principalement sur la comparaison des estimateurs 54 (2.26)

et Bae (1.7).



Chapitre 4

SIMULATIONS

Nous étudierons dans ce chapitre le comportement de ’estimateur adapta-
tif 84 pour plusieurs modeéles différents. Les erreurs quadratiques moyennes des
différents estimateurs par moindres carrés tronqués, ainsi que de l’estimateur
adaptatif, seront utilisées afin de comparer les estimateurs entre eux. Nous pour-
rons ainsi comparer a I’aide d’efficacités relatives le comportement de 'estimateur
adaptatif & celui des estimateurs ,émax, Bn:BMC’ et enfin Bhopt- Des approximations

basées sur 500 jeux de données seront utilisées pour calculer ces quantités.

4.1. MODELES TESTES
Voici le modéle général qui a été utilisé pour les différentes simulations :

Xi =V i +V3,(1 - L)

i=1,2,....n (4.1)
Yi=Voli + (Bo+ (1 Xi + €)(1 — L)
ou Vi ~ N(/J*a:aa 0'2),
Vo~ N(-1, 03),
Vs ~ U(0,5, 4,5), (4.2)

e ~ N(0, 062),

n
Ng = Z I; ~ Bin(n,p) (aléatoire) ou fixe,

i=1

B =(1,2)" et n = 50.
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Les six modéles principaux & I’étude se distinguent par ’emplacement (éloigné
ou non) et la variance (grande ou petite) des valeurs aberrantes, la variance des
erreurs de la partie linéaire (petite ou grande) et enfin par le nombre de données
aberrantes qui peut é&tre aléatoire (probabilité 0,2 ou 0,3) ou fixe (égal 4 0, 10 ou

15.) Le tableau 4.1 résume le tout :

Simulation | p,, | 02 | o? p Ng
n, aléatoire | n, fixe

1 6 10,25| 4 0
2 6 [0,25| 4 10
2a 6 025/ 4 0,2
3 6 10,25 4 15
3a 6 0,25 4 0,3
4 6 10,25 | 1 10
4a 6 10,25 1 0,2
5 6 1 4 10
da 6 1 4 0,2
6 10 10,25 4 10
6a 10 0,25 | 4 0,2

TABLEAU 4.1. Modéles 3 ’étude

Notez que pour ces modéles, le paramétre h qui correspond a I'estimateur par
moindres carrés tronqués a robustesse maximale (1.7) est maz= [2] + [2}] =26.
Afin de saisir visuellement la différence entre les différents modéles, la figure 4.1

illustre des exemples de jeux de données provenant des 6 modéles ou n, est fixe.



X X
(a) Simulation 1 (b) Simulation 2

X X
(c) Simulation 3 (d) Simulation 4

X X
(e) Simulation 5 (f) Simulation 6

FIGURE 4.1. Exemples de jeux de données pour les simulations 1 & 6

52
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Aux simulations 7 et 8, deux autres modéles visuellement différents des pré-
cédents seront étudiés; ceux-ci représentent d’autres situations ou des données
aberrantes peuvent é&tre engendrées.

Les simulations 7 et 7a sont basées sur le modéle de I'article de Atkinson &
Cheng (1999) discuté a la page 36. Dans ce cas, toutes les données suivent le
modéle linéaire, les X; et I'erreur proviennent d’une distribution unique, tandis

que ’ordonnée & ’origine est fonction du groupe d’appartenance :

Yi=0+12+6Xi+e, i=12,...,n (4.3)
ou X ~ U(0, 10),
e~ N(0,1),

Ng = Z I; ~ Bin(n, 0,2) (aléatoire) ou fixe (10),

i=1

B =(1,2) et n = 50.

Ce modele peut étre exprimé sous la forme du modéle général (4.1) on les
distributions de V; et de V3 sont identiques, alors que Vo; = Gy + 12+ 51 X; +€;;
les autres paramétres et distributions étant ceux de (4.2). Voici un exemple d’un

jeu de données généré a partir du modéle (4.3) :

10 15 20 25 30

5
1

0

FIGURE 4.2. Exemple simulation 7

Finalement, aux simulations 8 et 8a, un modéle linéaire avec erreur € suivant

une distribution normale contaminée est étudié :
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Y'i‘_‘/BO“F/BlXi"FGi: t=1,2,...,n

ou X ~ U(0,5, 4,5),

N(0, 100) sii=1,2,...,nq

€ v

N(0, 4) sii =n,+1,...,n

Ng = Z I; ~ Bin(n,0,2) (aléatoire) ou fixe,

i=1

B=(1,2) et n = 50.

-10
1

84

T i T T T T T
1] 2 4 6 8 10 12
X

FIGURE 4.3. Exemple simulation 8

4.2. IMPLANTATION DE LA METHODE

Lors des différentes simulations, dont les programmes S-Plus (version 6.0)
sont disponibles & ’annexe B, nous avons utilisé Nsimul=500 jeux de données
simulés et B=200 rééchantillons dans chaque cas. Par opposition & I’estimation
des bornes d’intervalles de confiance, un tel nombre de rééchantillons est suffisant

pour 'estimation de I'erreur quadratique moyenne.
4.2.1. Estimation de § par moindres carrés tronqués
Puisqu’aucune formule analytique ne nous donne la valeur prise par I’estima-

teur par moindres carrés tronqués pour h fixé, un algorithme d’approximation
p )

doit étre utilisé.
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L’estimateur /3, (1.6) est la valeur de 3 qui minimise la somme des h plus pe-
tits résidus carrés. Le seul algorithme exact connu nécessite la formation de tous
les sous-ensembles de taille k, le calcul de la droite de régression par moindres
carrés et de la somme des carrés des h résidus pour chacun d’eux. La droite de
régression du sous-ensemble avec la somme des carrés la plus petite est 'estima-
teur par moindres carrés tronqués de paramétre h. Selon Hawkins (1994, p.187),
cet algorithme devient impraticable lorsque n est plus élevé qu'une douzaine ou
deux, ou si plus de deux ou trois donnnées doivent étre tronquées.

Pour calculer f3,, nous utilisons la fonction ltsreg de Splus version 6.0 pour
Unix. L’algorithme utilisé est de type génétique (voir Burns, 1992) oa différentes
solutions correspondent & l’estimation par moindres carrés appliquée & différents
sous-ensembles de taille h. Plusieurs solutions sont examinées, et celle qui posséde
la somme des h résidus carrés la plus petite est retenue. Puisque seulement un
certain nombre de sous-ensembles sont formés, cet algorithme est approximatif.
L’'implantation de 'algorithme permet la modification de certains paramétres;

nous avons tout de méme utilisé les valeurs par défaut.

4.2.2. Estimateur robuste &

Nous avons utilisé I’estimé robuste d’écart type fourni par la fonction ltsreg

de S-Plus 6.0. Cet estimateur est calculé de la facon suivante :

- 50 = e(n)y/ 7z T ()

1 silfl <25

- w; = 1=1,2,...,n;
0 sinon

—_ 6— — z;‘:lwiriz
Z?:l w“'p’

ol ¢(n)=[1 — 2§~ (mazin) ¢ (@1 (mazin))) “1/2 est un facteur de correction

(voir Rousseeuw & Hubert, 1997), ® et ¢ représente la fonction de répartition et

la densité d’une variable aléatoire N(0,1), maz = [2] + [EE], r; sont les résidus

obtenus de Bz €t p est le nombre de paramétres & estimer.
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4.3. MESURES DE PERFORMANCE DES ESTIMATEURS ADAPTATIFS

En plus des estimés par rééchantillonnage de 'erreur quadratique moyenne
de l'espérance en Z obtenus des estimateurs par moindres carrés tronqués pour
chaque jeu de données, les 500 jeux de données simulés nous permettront de
calculer des approximations aux biais, variances et erreurs quadratiques moyennes
des deux composantes de (3, et de B4. Des graphiques illustrant ces quantités
pour toutes les simulations sont disponibles a I’annexe C (page 111.) Nous nous
intéresserons en premier lieu & 'erreur quadratique moyenne de ’espérance au
point z=p, de Bn, (h=maz,...,n) et de B4 calculés a partir des approximations
d’erreurs quadratiques moyennes précédentes.

Afin de juger de la qualité de ’estimateur par rééchantillonnage EQM s(0E(T))
de EQM (gn(p)) pour déterminer le h optimal, nous comparerons EQM (4 (uz))
a la moyenne de ses 500 estimés par rééchantillonnage. Notez que lintérét est
dans le paramétre h correspondant au minimum de EQM 5(U5(Z)) pour chacun
des jeux de données qui définit B4, plutot que dans la courbe moyenne ; mais cette
derniére permet de visualiser les résultats obtenus par rééchantillonnage. A titre
d’exemple, voici les erreurs quadratiques moyennes de ’espérance a la moyenne

des différents estimateurs de la simulation 2 qui seront discutés a la section 4.4.

---- moy. rééch.
— simulation

FIGURE 4.4. EQM de I’espérance & la moyenne pour la simulation 2
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La courbe pleine représente ’approximation par simulation basée sur 500
jeux de données de I'erreur quadratique moyenne de l'espérance au point p,,
EQM (gn(uz)) (3.9) pour les différents estimateurs par moindres carrés tronqués.
La courbe pointillée est la moyenne des 500 estimations par rééchantillonnage
de l'erreur quadratique moyenne de ’espérance au point Z, ETQT/I 5(U5(Z)) (3.10)
pour les mémes estimateurs. Et finalement, la droite horizontale est I’approxima-
tion par simulation de I'erreur quadratique moyenne de Pespérance au point p,
pour lestimateur adaptatif 84, EQM (§4(ug)) = EQM(Bao + tafai).

Le graphique précédent nous permet de comparer l’estimateur adaptatif 84
aux autres estimateurs, mais il nous permet aussi de visualiser les résultats obte-
nus par rééchantillonnage. C’est pour cette raison que ce type de graphique a été
utilisé pour étudier le fonctionnement de la méthode lors du développement. Il
peut en effet aider & diagnostiquer les raisons du mauvais fonctionnement de ’es-
timateur adaptatif. Des graphiques semblables mais illustrant soit le biais carré,
la variance ou 'erreur quadratique moyenne de Bh,,o et de Bh,l peuvent aider 3 in-
vestiguer plus & fond les résultats obtenus pour un modéle particulier (voir annexe
C.)

Afin d’étudier la performance de 'estimateur adaptatif 84, nous allons illustrer
différemment certains éléments du graphique précédent. On s’intéresse premiére-

ment aux efficacités de chacun des estimateurs (64 et 3, ou h € {maxz,...,n})

par rapport a Bhopt :

_ EQM(ghopt (/’Lz))

B8 = B QM (ga(un)) (44)
EQM(ghopt (/“I"m))

EiF ) = om G ma)) (45)

Puisqu’on désire un estimateur adaptatif avec ’erreur quadratique moyenne
de I'espérance en p, la plus petite possible, on désire une efficacité par rapport
& hept, soit Effa, la plus grande possible. Notez que pour tous les modéles, il y

aura toujours un paramétre h tel que Eff(h)=1; il s’agit du paramétre optimal
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par rapport & notre mesure de performance, h,y. Nous nous intéresserons princi-
palement & la performance de (34 par rapport & Bmaz=0%, Brmc=0s0 et Bhope

Effa  EQM(§s(pz))

Eff(26)  EQM(ja(us))’ o
Effa _ EQM(Jso(pa)) (4.7)

Eff(50)  EQM(§a(pe))’ '
EffA . EQM(ghopt(/jla:)) _ EffA (48)

Eff(hop) — EQM (§a(ue))
ott Y (ks) = Bro+ HaBr1, Ta(ke) = Bao+teBas et les EQM sont calculés a I’aide
de P’équation (3.9) ou f et Bh,l sont remplacés par I'estimateur d’intérét (Gsg,
Bso ou Ba.) Puisque les calculs des EQM de (4.6), (4.7) et (4.8) basés sur (3.9)
sont en fait des moyennes, des tests-t pairés basés sur les Nsimul jeux de données

seront faits pour tester ’hypothése d’égalité des différentes efficacités d’intérét

(Effa versus Eff(26), Eff(50) et Eff (hop).)

4.4. RESULTATS DES SIMULATIONS

Le tableau 4.2 et la figure 4.5 résument les résultats des différentes simulations
dont les résultats graphiques complets sont disponibles & partir de la page 64.

La colonne A,y du tableau 4.2 indique le paramétre h optimal au sens de
Perreur quadratique moyenne de l’espérance au point u, tel que déterminé par
simulation. Les trois autres colonnes donnent les valeurs prises par (4.6), (4.7)
et (4.8) ainsi que les valeurs-p des tests pairés d’égalité du numérateur et du
dénominateur. Puisque nous souhaitons une efficacité élevée pour notre estimateur
adaptatif, les rapports supérieurs & 1 sont dans la direction désirée. Notez que
puisque Eff(hopt) > Effa, les valeurs-p associées a ce rapport sont unilatérales,

tandis que les autres valeurs-p sont bilatérales.



Simulation | Aoy | 5rigs s Ef{,{@—j = Effa
(p-bi) (p-bi) (p-uni)

1 50 2,16 0 041 0 0,41 0
2 39 1189 0 458 0 0,34 0
2a 35 11,77 0 212 0 0,78 0
3 50 1,45 0 081 0 0,81 0
3a 50 1,44 0 086 0 (0,86 0
4 40 1,84 0 [10835 0 |0,55 0
4a 31 |1,45 0,04 | 21,12 0 |08 0,24
5 39 11,80 0 10,42 0 0,53 0
5a 34 1145 0 351 0 [091 02
6 38 1127 0 202 0 [0,49 0
6a 36 (1,31 0 1,72 0 0,71 0
7 40 |1,41 0 80,85 0 0,37 0
Ta 34 (1,34 0 8262 0 0,78 0
8 38 1127 0 2,02 0 0,49 0
8a 36 (1,31 0 1,72 0 0,71 0

TABLEAU 4.2. Comparaison des EQM de I'espérance au point u,



Rapports des efficacités

Rapports des efficacités

2 Effa
Eff(26)
AU N B 50
~ N _Effa
; Eff (hopt)
\ o
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O —
T T T 1 T T T
1 2 3 4 5 6 7 8
Simulation
(a) n, fixe
7 Effa
Eff(26)
............. _Effa
Eff(50)
< _Effa
E}‘f (hom)
m -
N -
o -4
1 2 3 4 5 6 7 8

Simulation

(b) n, aléatoire

FI1GURE 4.5. Comparaison des efficacités
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Au sens de l'erreur quadratique moyenne de ’espérance évaluée en p,, on
voit que ’estimateur adaptatif, lui-méme défini comme ’estimateur par moindres
carrés tronqués qui minimise ’estimateur par rééchantillonnage de 'erreur qua-
dratique moyenne de ’espérance en u,, est bel et bien meilleur que Bmam et BMC
dans presque toutes les situations étudiées. L’estimateur adaptatif est donc une
alternative intéressante, au sens de P’EQM de ’espérance en pu,, a 'estimateur
par moindres carrés et & ’estimateur par moindres carrés tronqués de robustesse
maximale, ce dernier étant habituellement utilisé pour se protéger contre une
proportion importante de données aberrantes.

Exception faite des simulations 4a et 5a, ol on ne peut pas détecter de dif-
férences significatives, la derniére colonne du tableau 4.2 et la figure 4.5 nous
montrent que, tel que prévu pour des échantillons de petite taille, BA est sta-
tistiquement moins efficace que l'estimateur par moindres carrés tronqués avec
parameétre optimal hgp.

Une approche du type minimax pour évaluer la performance de ’estimateur
adaptatif 4 consiste a calculer et comparer la polyefficacité des différents estima-
teurs. La polyefficacité d’un estimateur sur un ensemble de modéles est 'efficacité
minimale atteinte par cet estimateur sur I’ensemble des modéles (Tukey, 1979).
Les figures 4.6, 4.7 et 4.8 illustrent la polyefficacité des différents estimateurs par
moindres carrés tronqués, ainsi que de 'estimateur adaptatif, pour les simulations

présentées jusqu’a maintenant.
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FIGURE 4.6. Polyefficacité des différents estimateurs pour les 8

modéles ou n, est fixe
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FI1GURE 4.7. Polyefficacité des différents estimateurs pour les 7

modéles ou n, est aléatoire
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0,5
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polyeficacité de G4
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polyefficacité
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L

26 30 34 38 42 46 50

FIGURE 4.8. Polyefficacité des différents estimateurs pour l’en-

semble des 15 modéles étudiés

Lorsque nous ne considérons que les modéles o n, est fixe, Pestimateur [}40
est celui qui posséde la polyefficacité la plus élevée, mais ’estimateur adaptatif 84
n’est pas trés loin. Par contre, lorsqu’on considére les modéles ot n, est aléatoire
ou simplement tous les modéles étudiés, I’efficacité minimale de (34 est supérieure
a Defficacité minimale de tous les estimateurs par moindres carrés tronqués pour
ces mémes modeéles. Notez que les estimateurs adaptatifs sont calculés en sachant
si n, est fixe ou aléatoire. Mais comme il en sera question & la section 4.5, I’effi-

cacité de 84 dépend trés peu de cette information.

Les figures 4.9 & 4.24 illustrent les résultats des différentes simulations. En plus
de Defficacité qui est illustrée pour tous les estimateurs, on s’intéresse a la com-
paraison de la moyenne des 500 estimations par rééchantillonnage m s(05(T))
de EQM (9n(us)) et de Papproximation par simulation de EQM (§x(u,)), ainsi
qu’a Papproximation de EQM (§4(u.)), tels qu’illustrés a la figure 4.4 de la page
56.
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FIGURE 4.9. Simulation 1
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Puisque le modéle de la simulation 1 ne comporte aucune donnée aberrante,
tous les estimateurs par moindres carrés tronqués sont sans biais pour 3, et
Brc=0s0 est le moins variable. L’estimateur BMC est aussi celui qui posséde
Ierreur quadratique de l’espérance au point p, le plus petit (voir figure 4.9(b).)
L’histogramme suivant nous montre que le paramétre h choisi par l'algorithme
3.1 (voir page 43) a été h=50 dans environ la moitié des 500 simulations, alors que

des valeurs plus petites ont été choisies pour 'autre moitié des jeux de données.

150 200

100

PRI W W .

2 3 % 10
i
FIGURE 4.10. Choix de A (2.27) pour les 500 jeux de données de

la simulation 1

L’efficacité de (4 telle que définie par (4.4) est donc inférieure a celle de
B définie par (4.5) ot h=>50, mais il s’agit du prix a payer lors de I'utilisation
d’estimateurs robustes lorsqu’aucune donnée n’est aberrante. Notons que 84 est
néanmoins significativement plus efficace que Bmaz:BQG.

L’utilisation de notre estimateur adaptatif dans un cas ou aucune donnée
n’est aberrante est donc une alternative intéressante & ’estimateur par moindres
carrés tronqués a robustesse maximale, tandis que les moindres carrés demeurent

le meilleur choix.
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(e) Efficacités (simulation 2a)

FIGURE 4.11. Simulations 2 et 2a
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Pour les simulations 2 et 2a, les paramétres optimaux sont 39 et 35 pour
n, fixe et aléatoire respectivement. Les indices choisis par ’algorithme pour les

différents jeux de données sont illustrés a la figure 4.12.

60 80 100 120

40

L
20 40 60 80 100 120
| L L L L )

20

0
0

v ; T T T :
40 45 50 25 30 35 40 45 50
h h

% 30
(a) simulation 2 (b) simulation 2a

FIGURE 4.12. Choix de A (2.27) pour les 500 jeux de données des

simulations 2 et 2a

Dans le cas de la simulation 2, les choix de h>40 (qui donnent tous des es-
timateurs ﬁA:Biz biaisés) ont été causés la plupart du temps par des valeurs de
Bmas influencées par les données aberrantes. 11 s’agit en effet de simulations pour
lesquelles I'estimateur par moindres carrés tronqués & robustesse maximale ap-
pliqué au jeu de données original a rompu. Les valeurs de EQM s(U5(Z)) (3.10)
pour tous les h ont donc été influencés. La figure 4.13(a) illustre le choix de I’al-
gorithme en fonction de la norme euclidienne entre le vecteur ( et ’estimateur
Bimaz pour la simulation 2. Les + correspondent aux jeux de données simulés pour
lesquels 'estimateur adaptatif est un estimateur par moindres carrés tronqués Gy,
(1.6) tel que le paramétre h est inférieur ou égal au nombre de données prove-
nant du modéle linéaire (40 pour la simulation 2) ; alors que les ¢ correspondent
aux jeux de données pour lesquels 'estimateur adaptatif incluait au moins une
donnée aberrante. On peut facilement remarquer que les “mauvais choix” (o) sont
habituellement associés aux jeux de données pour lesquels estimateur G, est

éloigné de f3.
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Dans le cas ol n, est aléatoire (simulation 2a), une étude des cas ou h>n—n,

montre le méme phénoméne, alors que les ¢ sont souvent dans la partie de droite

de la figure 4.13(b).
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L’estimateur adaptatif tel que nous ’avons défini doit donc étre basé sur un
estimateur de 3 le plus robuste possible, puisque cet estimateur est utilisé dans
'estimation de 'erreur quadratique moyenne de Pespérance. Le choix de Ggs
qui a déja été justifié pour de telles raisons est donc le meilleur choix que nous
puissions faire, bien que cet estimateur ne soit pas infaillible.

Remarquez en terminant que efficacité de 3,4 est supérieure dans le cas aléa-
toire (voir figures 4.11(d) et 4.11(e)), ce qui est le cas dans toutes les simulations,
mais ceci est di au fait que les erreurs quadratiques moyennes de I’espérance sont
plus élevées lorsque n, est aléatoire. Donc un méme écart entre les estimateurs
Ba et Bhopt méne & une plus grande efficacité lorsque n, est aléatoire puisque le

point de référence est plus élevé.

Aux simulations 3 et 3a, le nombre de données aberrantes est passé de 10 & 15,
ou de 20% a 30% comparativement aux simulations 2 et 2a. Le tableau 4.2 et les
figures 4.14(b) et 4.14(c) nous montrent que A, =50 pour ces deux simulations.
Ceci est pour le moins surprenant lorsqu’on regarde la figure 4.14(a). Les figures
1.6(a) et 1.6(b) du chapitre 1 illustrant le biais carré de B¢ et Br1 pour la
simulation 3 sont reproduites a la figure 4.15. Il s’agit de la principale cause pour
expliquer des erreurs quadratiques moyennes de l’espérance en pu, aussi élevées
pour les valeurs de h inférieures ou égale & 35.

Comme il a été mentionné au chapitre 1, les biais sont élevés pour tous les
estimateurs, incluant Bmaw a 335 qui devraient étre sans biais s’ils n’étaient pas
affectés par les valeurs aberrantes. C’est donc dire que ces estimateurs ont rompu
pour plusieurs des jeux de données. Notez que nous ne contredisons pas ici la pro-
position 1.2 (page 7) qui affirme que le point de rupture de Gmq, est [n—“;i]il- = 0,5.
L’estimateur Smge a rompu pour plusieurs jeux de données, n’incluant que 30%
de données aberrantes, mais pas de facon arbitraire en causant un biais infini.
Et & I'instar des simulations 2 et 2a, un estimé Bmam de ( influencé par les don-
nées aberrantes implique des estimations par rééchantillonnage de EQM (4(u.))

influencées ; ce qui se répercute sur estimateur adaptatif 34.
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Encore une fois, cette simulation nous montre que 'utilisation d’un estimateur
& robustesse maximale ne donne pas toujours les meilleurs résultats, méme lors-
qu'un grand nombre de données sont aberrantes et influentes. Pour les modéles
a I’étude aux simulations 3 et 3a, 'estimateur adaptatif est meilleur, au sens de
I’erreur quadratique moyenne de la moyenne en p,, que Bmam (voir figures 4.14(b)
et 4.14(c)) ; et la différence est statistiquement significative (voir tableau 4.2 page
59.)

D’un autre c6té, le minimum local des erreurs quadratiques moyennes de ’es-
pérance en y, aux alentours de h=34 et le minimum global en h=>50 nous poussent
a regarder notre critére de plus prés. La figure 4.16, ou sont illustrés §q6(p,) et
Js0(ttz) pour un jeu de données de la simulation 3, nous montre que ces deux
quantités peuvent étre relativement prés 'une de I'autre. C’est-a-dire que bien
que les pentes des deux estimateurs soient trés différentes, les espérances en pu, le
sont beaucoup moins.

Ce probléme, qui n’est pas propre & ces deux simulations, aurait pu &tre évité
en utilisant par exemple la moyenne de I'erreur quadratique moyenne de I’espé-

rance évaluée en des points plus extrémes.
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Les simulations 4 et 4a différent des simulations 2 et 2a seulement au niveau de
la variance de € qui est de 1 au lieu de 4. Les paramétres optimaux sont Ay, = 40
et hope = 31 pour les modéles fixe et aléatoire respectivement.

Puisque la distinction entre les données aberrantes et celles de la partie linéaire
est plus nette qu’aux simulations 2 et 2a, [S’max rompt beaucoup moins souvent,
comme en témoignent les histogrammes de la figure 4.18, qui peuvent étre compa-
rés & ceux de la figure 4.12. 11 en résulte aussi des efficacités plus grandes qu’aux
simulations 2 et 2a (voir figure 4.17.)

Pour la simulation 4a, notons finalement que 84 n’est pas statistiquement plus
efficace que ,326, mais pas non plus statistiquement moins efficace que /Bhopt (voir

tableau 4.2.)

A Dinstar des modéles des simulations 4 et 4a, ceux des simulations 5 et oa,
dont les résultats sont illustrés a la figure 4.19, causent moins de ruptures de Bmam
que les simulations 2 et 2a (comparez par exemple les valeurs de EQM (Jmaz(pz))
des figures 4.11(b) et 4.19(b).) Dans le cas présent, c’est la variance des données
aberrantes qui est passée de 0,25 4 1. Puisque la variance des données aberrantes
aux simulations 2 et 2a était petite, les résidus correspondant A ces points étaient
donc souvent petits lorsque la droite de régression Bmam passait prés d’eux. Ce
phénoméne étant beaucoup plus rare aux simulations 5 et 5a, Baz rompt moins
souvent.

Les valeurs de hoy; sont ici 39 et 34 pour les modéles fixe et aléatoire respec-
tivement, ce qui est normal pour 10 données aberrantes (fixe ou en moyenne.)

Notons que D'efficacité de 0,91 de BA dans le cas aléatoire n’est pas statisti-

quement inférieure & 1.

Pour les simulations 6 et 6a, le centre des données aberrantes a été déplacé de
(6, -1) vers (10, -1), alors que tous les autres paramétres sont identiques a ceux
des simulations 2 et 2a.

Les valeurs de h,,; de 38 et 36 ainsi que les graphiques d’efficacités de la figure
4.20 nous portent & croire que l’estimateur 84 a donné de bons résultats pour les
deux modeéles, alors que la moyenne des estimations par rééchantillonnage semble

indiquer une anomalie principalement & la simulation 6a. Les histogrammes des
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h choisis de la figure 4.21 nous montrent en effet que des valeurs supérieures &
n—n, ont été choisies a plusieurs reprises. L’étude des biais, variances et erreurs
quadratiques moyennes illustrées aux figures 4.22 et C.11 nous montre que les es-
timés par rééchantillonnage des biais et variances suivent bien les approximations
par simulations, ce qui est moins vrai pour les erreurs quadratiques moyennes.
L’emploi de 3,4 est donc préférable (toujours au sens de 'EQM de I'espérance
en ) a l'utilisation systématique de Bmax ou BMC, mais cet estimateur ne donne
pas de bons résultats & tout coup. Tout comme aux simulations 2 et 2a, la figure
4.23 nous montre que ces résultats peuvent étre expliqués en bonne partie par

des estimations e, qui ont rompu (¢ dans la partie de droite des deux figures.)
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Les modéles utilisés aux simulations 7 et 7a sont trés différents des précédents;
ils ont été étudiés pour tester notre estimateur adaptatif sur d’autres types de
modeéles. Le tableau 4.2 nous indique que h,, vaut 40 et 34 pour les modéles
ou n, est fixe et aléatoire respectivement. L’estimateur adaptatif est encore ici
statistiquement plus efficace que ’estimateur par moindres carrés tronqués a ro-
bustesse maximale dans les deux cas. Les graphiques du critére et de I'efficacité

sont disponibles & la figure 4.24.

Finalement, les modéles des simulations 8 et 8a comportent des valeurs aber-
rantes pouvant se trouver a n’importe quelle ordonnée et ce pour toutes les valeurs
de z comprises entre 0,5 et 4,5. Les résultats obtenus sont encore une fois trés
intéressants, alors que Iestimateur adaptatif surpasse Gpmaz lorsque n, est fixe et
aléatoire (voir figure 4.25.) Dans ces cas, bien que les erreurs ¢ soient ii.d. et
distribuées selon une normale contaminée, il est préférable au sens de l'erreur
quadratique moyenne d’omettre quelques observations. En effet, comme 1'illus-
trent les figures C.14 et C.15 des pages 127 et 128, la variance des estimateurs
par moindres carrés tronqués diminue & mesure que le nombre de données incluses
h augmente, mais remonte a partir du moment ou les observations provenant de
la composante la plus variable de € doivent étre incluses. C’est pourquoi nous
obtenons h.,:=38 et hy,:=36 pour les modéles ou n, est fixe et aléatoire respec-

tivement.
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4.5. DOIT-ON SAVOIR SI LE NOMBRE DE DONNEES ABERRANTES

EST FIXE OU ALEATOIRE ?

Jusqu’a maintenant, nous avons toujours choisi une méthode de rééchantillon-
nage en sachant si n, est fixe ou aléatoire. Nous allons dans ce qui suit générer
des données selon les modéles des simulations 2 et 2a, puis appliquer les deux
méthodes de rééchantillonnage dans chacun des cas.

Si n, est fixe (simulation 2), voici les erreurs quadratiques moyennes de 1’es-
pérance a la moyenne pour les estimateurs par moindres carrés tronqués et pour

les estimateurs adaptatifs, déterminés en considérant n, fixe et aléatoire :

12
'
12

10
L
10

-~ moy. rééch.
1 | — simulation

EQM (ja(us)) \\/} EQM (4 (us))
= =
216 3‘0 3‘4 38 42 4‘6 50 2‘(5 30 3’4 3‘8 4‘2 4‘6 Sb
h h
{(a) Rééchantillonnage pour n, fixe (b) Rééchantillonnage pour n, aléatoire

FIGURE 4.26. EQM de I’espérance & la moyenne pour n, fixe (si-

mulation 2)

On remarque que la moyenne des estimations par rééchantillonnage lorsque
n, est considéré fixe suit beaucoup mieux l'approximation par simulation de
EQM (gn(p.)). Mais, ce qui est plus important, les erreurs quadratiques moyennes
de lespérance en pi, de 4 sont trés semblables dans les deux cas. La figure 4.27
nous montre les & choisis par les deux techniques de rééchantillonnage auxquels

a été ajouté un bruit afin de discerner les points superposés.
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FIGURE 4.27. Indices choisis par les deux algorithmes pour n, fixe

(simulation 2)

On remarque que les résultats obtenus du rééchantillonnage pour n, considéré
aléatoire sont habituellement plus prudents que pour n, considéré fixe. On peut
aussi noter que quelques simulations ont donné h = 50 pour n, considéré aléatoire
et h < 40 pour n, considéré fixe; ce qui a certainement contribué & donner un

EQM de l'espérance légérement plus élevé dans le cas ou n, est considéré aléatoire.

Dans le cas ol n, est aléatoire (simulation 2a), on peut dire que les moyennes
des estimations obtenues par les deux types de rééchantillonnage ne suivent pas
trés bien la courbe d’erreur quadratique moyenne de I’espérance au point y, (voir
figure 4.28.) Alors que la performance de B4 est encore ici semblable dans les
deux cas (figure 4.28), et les choix de & sont plus prudents dans le cas ol n, est

considéré aléatoire (voir figure 4.29.)
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Les approximations d’erreurs quadratiques moyennes de ’espérance au point

L, précédentes nous montrent

que les deux méthodes de rééchantillonnage ap-

pliquées aux mémes jeux de données donnent des résultats trés semblables; et
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ce peu importe que n, soit fixe ou aléatoire. Les différences observées a la sec-
tion précédente entre les efficacités des estimateurs adaptatifs ou n, est considéré
fixe et aléatoire sont donc dues a la différence entre les modéles, plutdt qu’aux
algorithmes de rééchantillonnage. C’est donc dire que le rééchantillonnage des
paires, normalement utilisé lorsque nous considérons que les n données sont i.i.d.,

pourrait étre utilisé pour tous les jeux de données.

4.6. DISCUSSION

Les résultats des simulations précédentes nous indiquent que estimateur G4
est meilleur que 'estimateur par moindres carrés tronqués Bpme, dans une va-
riété de situations. Les situations étudiées vont du modéle linéaire ne comprenant
aucune donnée aberrante, & des modéles pour lesquels I'estimateur & robustesse
maximale Bnqg éprouve de la difficulté a estimer 3 sans se rompre.

Nous avons ainsi observé des efficacités pour I’estimateur adaptatif (voir 'équa-
tion (4.4) a la page 57) entre 0,34 a la simulation 2 et 0,91 & la simulation 5a.
Dans ce dernier cas EQM (4, (1tz)) et EQM (§4(p15)) basés sur 500 simulations
ne sont pas statistiquement différents. De plus, la polyefficacité de 84 basée sur
les 15 modéles étudiés (0,34) est supérieure a celle de tous les estimateurs par
moindres carrés tronqués.

Puisque les estimations par rééchantillonnage du biais et surtout de I'erreur
quadratique moyenne de P’espérance dépendent de Gaz (voir (3.10)), la méthode
utilisée pour déterminer par rééchantillonnage le paramétre h a utiliser pour 'es-
timateur adaptatif fonctionne bien si I'estimateur Bmam ne brise pas. Nous avons
illustré aux figures 4.13 et 4.23 que les choix de h inappropriés étaient habituel-
lement causés par des estimations Gas éloignées de 3. Mais il est important de
noter que méme pour ces modéles, 'estimateur adaptatif est plus performant que
les moindres carrés tronqués de robustesse maximale.

Une autre cause d’erreur dont nous avons discutée est le fait que notre critére
est évalué au centre des données, alors que les valeurs prédites a ’aide des diffé-
rents estimateurs par moindres carrés tronqués peuvent étre semblables pour de

telles valeurs. Le critére EQM (yn(x)) (3.8), soit ’erreur quadratique moyenne de
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I'espérance au point z a été retenu pour son équivariance pour tout z. Le choix
arbitraire de I’évaluer en r=p, pourrait étre remplacé par la moyenne du critére
évalué en r=x(,) et en T=x(;), ce qui conserverait I’équivariance.

Finalement, nous avons comparé les deux estimations possibles du modéle de
probabilité P qui ont été utilisées pour obtenir des rééchantillons. Nous avons
constaté que les deux estimations donnent des résultats trés semblables lorsque
n, est fixe et aléatoire, alors que le rééchantillonnage des paires (jusqu’ici uti-
lisé lorsque nous considérons n, aléatoire) donne des valeurs A habituellement
inférieures & celles obtenues en estimant d’abord le groupe d’appartenance des

données.



CONCLUSION

Afin de réduire 'influence de points aberrants en régression linéaire, des es-
timateurs robustes, tels que les moindres carrés tronqués, sont habituellement
utilisés. L’estimateur par moindres carrés tronqués avec paramétre de troncature
h correspond au vecteur 3, minimisant la somme des h plus petits résidus carrés.
L’estimateur & robustesse maximale correspond au choix de h le plus petit pos-
sible, qui est tout juste supérieur 4 la moitié des données. Cet estimateur étant
trés variable, nous avons proposé d’estimer le paramétre h,, correspondant au
choix optimal, qui est aussi sans biais pour 3, mais moins variable.

Nous avons choisi de minimiser I’erreur quadratique moyenne de ’espérance
a la moyenne @y (tz) = u.0h, estimé par lestimateur par rééchantillonnage de
lerreur quadratique moyenne de 7’ B;'; L’estimation du modéle de probabilité
ayant généré les données a pris pour sa part deux formes, dépendant de notre
perception du modéle. Si nous considérions le nombre de données aberrantes
(n,) comme aléatoire, c’est-a-dire que les n données étaient i.i.d., nous avons
échantillonné avec remise n données parmi les n originales. Si nous considérions
n, comme fixe, c’est-a-dire que les données provenaient de plusieurs modéles, nous
avons tenté de reproduire cela dans notre facon de former les rééchantillons. Nous
estimions tout d’abord l'appartenance des points aux différents modéles, pour
ensuite rééchantillonner séparément dans les différents sous-groupes ainsi formés.

Nous nous sommes intéressés a une grande variété de modéles, allant de situa-
tions ne comportant aucune donnée aberrante, a d’autres ou les moindres carrés
tronqués a robustesse maximale avaient de la difficulté & ne pas rompre sous
I'influence des données aberrantes. Pour tous les modéles étudiés, nous sommes

arrivés a la conclusion que 'erreur quadratique moyenne de l’espérance en i,
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de 'estimateur adaptatif, obtenu de 200 rééchantillons, est inférieure & celle des
moindres carrés tronqués a robustesse maximale. De plus, la polyefficacité de 5,4
calculée sur les 15 modéles étudiés est supérieure a celle de tous les estimateurs
par moindres carrés tronqués. Le coiit de la formation des rééchantillons et du
calcul des estimés d’erreur quadratique moyenne est donc largement compensé
par l'obtention d’un estimateur plus performant que celui habituellement utilisé
pour limiter I’'influence des données aberrantes.

Lors de la comparaison du modéle ou1 n, est fixe a celui ot n, est aléatoire, nous
avons réalisé que D’efficacité de I'estimateur 8,4 calculé en ayant cette information
est supérieure lorsque n, est aléatoire. Mais ceci est dii aux erreurs quadratiques
moyennes qui sont supérieures dans ces cas; un méme écart entre EQM (9p,,, (1z))
et EQM (9a(p,)) résultant en une plus grande efficacité. De plus, I’étude de la
performance de la méthode de rééchantillonnage normalement utilisée pour n,
fixe lorsque n, est aléatoire, et vice-versa nous a montré que les deux méthodes
fonctionnent bien dans les deux situations.

Puisque les estimateurs par moindres carrés tronqués ne s’expriment pas sous
forme analytique, ’étude du point de rupture de I’estimateur adaptatif 84 est re-
lativement complexe. Nous avons étudié théoriquement un estimateur adaptatif
qui prenait la valeur de la moyenne ou de la médiane d’un échantillon univarié
selon que l'estimation par rééchantillonnage de I'erreur quadratique moyenne de
Z ou de med(x) était inférieure. Les résultats obtenus montrent que cet estima-
teur est plus robuste que la moyenne, mais moins robuste que la médiane. Bien
que nous n’ayons pas considéré de points aberrants arbitraires, ou du moins trés
éloignés des autres données, les graphiques illustrant les biais carrés a 'annexe
C montrent que l'estimateur adaptatif 84 est plus robuste que l'estimateur par

moindres carrés.

Nous n’avons considéré dans ce mémoire que le cas le plus simple de régression
linéaire, la régression linéaire simple. Dans ce cas, le graphique des données per-
met d’identifier visuellement les données aberrantes, ce qui permet de choisir un
paramétre h égal au nombre de données suivant la relation linéaire. L’estimateur

adaptatif peut étre utile dans ce contexte si un grand nombre de jeux de données



92

doivent étre étudiés de facon automatisée. Mais plus important, la généralisation
de la méthode a plusieurs variables explicatives ne devrait pas poser de probléme
majeur, si ce n’est de I’augmentation du temps de calcul nécessaire pour estimer
Bh. Dans de tels contextes, 'estimateur adaptatif pourrait pallier & ’absence de

représentation visuelle compléte des données.



Annexe A

ETUDE DU POINT DE RUPTURE DE
L’ESTIMATEUR ADAPTATIF

Commandes Mathematica pour obtenir les tableaux A.1, A.2, et A.3:

Coefficient en Y? de Ep [(med(Z*) — med(Z))*] qui est la somme des aber p;
correspondant aux données aberrantes.

med[n_, aber_]:=Sum[Sum[Binomial[n,k]*( ((j-1)/n)"k * ((n-j+1)/n)~(n-k) -
(j/n)~k * ((n-j)/n)~(n-k)),{k,0,(n-1)/2}],{j,n-aber+1,n}]

Coefficient en Y? de E {(Z *—med(Z ))2] lorsque aber données sont aberrantes

(on suppose sans perte de généralité qu’il s’agit des données {n—aber+1,...,n}):

Es [(Z* - med(Z))z} =Vars(Z*)+ [Ep [2* - mecl(Z)”2

n—aber
— .7.}5 { Z (X — 2]2 + aber [Y — Z’]z} +[Z - med(Z)]2

j=1
n—aber n—aberX b Y 2
1 k=1 (k) + aver
= X — - +
j=1

b (Zn——aber X(k) —+ aberY) ’
aober ’:Y . k=1 } i
n

n

2
(Shos™ Xy + aberY )
—med(Z)
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moy[x_, n_, aber_]:=

(1/n~2)*(Sum[(x[j]- (Sum[x[k],{k,1,n-aber}]+aber*Y)/n)~2,{j,1,n-aber}] +
aber* (Y- (Sum[x[k],{k,1,n-aber}]+aber*Y)/n)~2)+
((Sum[x[k],{k,1,n-aber}]+aber*Y)/n - med)"2

Manipulations pour obtenir les tableaux.

tablemoy=Table[N[Coefficient[moy[x, i, j1,Y~211, {i,3,21,2}, {j,1,i/2}]
tablemed=Table[N[med[i,j]], {i,3,21,2}, {j,l,i/2}]

TableForm[tablemoy]
TableForm[tablemed]

medsiT=TableForm[Table[N[Coefficient[moy[x, i, j1,Y~2]11>N[med[i,jl],
{i,3,21,2}, {j,1,1i/2}1]
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nombre de données aberrantes

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 Faux

5 Vrai Faux

7 Vrai Vrai Faux

9 Vrai Vrai Faux Faux

11 Vrai Vrai Vrai Faux Faux

13 Vrai Vrai Vrai Vrai Faux Faux

15 Vrai Vrai Vrai Vrai Vrai Faux Faux

17 Vrai Vrai Vrai Vrai Vrai Vrai Faux Faux

19 Vrai Vrai Vrai Vrai Vrai Vrai Vrai Faux Faux

21 Vrai Vrai Vrai Vrai Vrai Vrai Vrai Vrai Faux Faux

TABLEAU A.3. Z = med(Z)?
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Annexe B

PROGRAMMES S-PLUS

Afin d’éviter les boucles dans la programmation, le programme prog. I initialise
les différents parameétres, charge toutes les fonctions S-Plus nécessaires contenues
dans le fichier funsplus, et appelle la fonction simulation qui génére deux jeux de
données et effectue tous les calculs a partir de ceux-ci. Par la suite, 249 réalisations
du programme prog.2 appelant la fonction simulation nous fourniront les résultats
pour 498 autres jeux de données. La fonction prog. 3 est enfin utilisée pour résumer

et illustrer les résultats.

Script UNIX

#!/bin/sh

out 2>0ut/prog.l.warn

.out 2>0ut/prog.2.1.warn
.out 2>0ut/prog.2.2.warn
.out 2>0ut/prog.2.3.warn
.out 2>0ut/prog.2.4.warn

Splus < prog.l > Out/prog.1.
Splus < prog.2 > Out/prog.2
Splus < prog.2 > Out/prog.2.
Splus < prog.2 > Out/prog.2
Splus < prog.2 > Out/prog.2

W N -

Splus < prog.2 > Out/prog.2.247.out 2>0ut/prog.2.247.warn
Splus < prog.2 > Out/prog.2.248.out 2>0ut/prog.2.248.warn
Splus < prog.2 > Out/prog.2.249.out 2>0ut/prog.2.249.warn
Splus TRUNC_AUDIT 100

Splus < prog.3 > Out/prog.3.out 2>0ut/prog.3.warn

prog.1
date()

# J’initialise les différents paramétres:
seed_c(53, 24, 1, 56, 62, 2, 27, 40, 52 ,13, 38, 3)
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ncas_50

maxbreak_ floor((ncas+2+1)/2)
nbh_ncas - maxbreak +1

outlier_10

ord_1

slope_2

ordtrans_ord

slopetrans_slope

sigma_2.0

sigmaout_0.5 #0.5

muxout_6

muyout_-1

xmin_0.5

xmax_4.5

mux_((ncas-outlier)*(xmin + (xmax-xmin)/2) + outlier*muxout)/ncas
sigmabruit_0.005 # je 1l’ai diminue...
ncover_array(seq(maxbreak,ncas))
nsimul_2 #10

nboot_200 #200

fixal_"fixe" # fixe ou aléatoire

source("./funsplus")
temp_simulation(seed,ncas,maxbreak,outlier,slope,ord,sigma,sigmaout,

sigmabruit,nsimul,nboot,fixal,muxout,muyout,xmin,xmax,nbh)
seed_temp$oldseed

temp2_array(unlist(temp$resul, recursive=F))

jj_1; kKk_2; 11_3

for (i in 2:nsimul){
jj- c(3j, 1 + (i-1)%3)
kk_c(kk, jj[il+1)
11=c(11, jj[il+2)

eqmsim_temp2[jj]

egqmarray_array(unlist(egmsim), dim=c(nbh,11,nsimul),
dimnames=1ist (seq(maxbreak,ncas), c("NCOVER","biais02","biais12",
"varQ","varl","eqmO0","egml","egmO1","crit2","crit3","crit4"),
seq(1,nsimul)))

meaneqm_apply(eqmarray,c(1,2) ,mean)

HAEHHHHBBRAB R B RRE R

adaptsim_temp2[kk]
adaptarray_array(unlist(adaptsim), dim=c(15,nsimul),
dimnames=list(c("e0", "b0e0", "bleO", "el", "bOel", "blel",
"c2", "b0Oc2", "blc2", "c3", "b0c3", "blc3", "c4", "bOc4", "blc4"),
seq(1,nsimul)))
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HERH R R R R R R R

betahatsim_temp2[11]
betaarray_array(unlist(betahatsim), dim=c(2,nbh,nsimul),
dimnames=list(c("beta0" ,"betal"), seq(maxbreak,ncas), seq(l,nsimul)))

seed
date()

prog.2
date()
seed

temp_simulation(seed,ncas,maxbreak,outlier,slope,ord,sigma,sigmaout,
sigmabruit,nsimul,nboot,fixal,muxout,muyout,xmin,xmax,nbh)
seed_temp$oldseed

temp2_array(unlist(temp$resul, recursive=F))
dimensionl_dim(adaptarray)

eqmsim_temp2[jj]

eqmarraytemp_array(unlist(eqmsim), dim=c(nbh,11,nsimul),
dimnames=1ist (seq(maxbreak,ncas), c("NCOVER","biais02","biais12",
"varO","varl","eqgmO","egml","eqmO1","crit2","crit3","crit4"),
seq(1,nsimul)))

meaneqmtemp_apply (egmarraytemp,c(1,2),mean)

meaneqm_meanmat (meaneqm, meaneqmtemp, dimensionl[2]%/%nsimul)

HHHHHHHHBHEVHBRBRBREREH R AR B R B R B R HH B H

adaptsim_temp?2 [kk]
adaptarraytemp_array(unlist(adaptsim), dim=c(15,dimensioni[2]+nsimul),
dimnames=1list(c("e0", "bOe0", '"blelO", "el", "bOel", "blel",
"c2", "b0Oc2", "blc2", "c3", "b0c3", "blc3", "c4", "bOc4", "blcd"),
seq(1l,dimension1[2]+nsimul)))

for (i in 1l:dimensioni[2]){
adaptarraytemp[,i] _adaptarrayl[,i]
}

adaptarray_adaptarraytemp

HEHHH AR R R R R R R R

betahatsim_temp2[11]
betaarraytemp_array(unlist(betahatsim),
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dim=c(2, nbh, dimensioni1[2]+nsimul),

dimnames=1ist(c("beta0" ,"betal"), seq(maxbreak,ncas), seq(l,nsimul)))
for (i in 1:dimension1[2]){

betaarraytemp[,,i] _betaarrayl[,,i]
}

betaarray_betaarraytemp

dput (meaneqm, file="./Test/meaneqm")
dput (adaptarray, file="./Test/adaptarray")
dput (betaarray, file="./Test/betaarray")

seed
date ()

prog.3
eqmbeta_mesuresimv2(betaarray,ordtrans,slopetrans,maxbreak,ncas,nbh,mux)
eqmadapt_mesureadaptv2(adaptarray,ordtrans,slopetrans)

#graphmoyv2(meaneqm, eqmbeta,eqmadapt,”./Résultats/moyenne.ps" ,maxbreak,
# ncas,nbh)
#funhistv2(adaptarray,"./Résultats/hist.ps" ,maxbreak,ncas)

graph (meaneqm, eqmbeta,eqmadapt,"./Résultats/graph.ps",maxbreak,
ncas,nbh)

funsplus

simulation_function(seed, ncas, maxbreak, outlier, slope, ord, sigma,
sigmaout, sigmabruit, nsimul, nboot, fixal, muxout, muyout,
xmin, xmax, nbh){

.Random.seed<<-seed

data_funsimul(ncas, outlier, slope, ord, sigma, sigmaout, nsimul,
fixal, muxout, muyout, xmin, xmax)

resul_lapply(data,funltsboot,nboot,ncas,ncover,maxbreak,sigmabruit,
outlier,fixal,nbh)

oldseed<-.Random.seed

return(list(oldseed=oldseed, resul=resul))

meanmat_function(matpasse, matmaint, simpasse){

matmoyenne_(simpasse*matpasse + matmaint)/(simpasse + 1)
return{(matmoyenne)

simultest_function(i, slope, ord, sigma, sigmaout, ncas, muxout, muyout,
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xmin, xmax){

testl1_NULL
if (i==0){
testi[1]_ xmin + (xmax-xmin)*runif (1)
test1[2]_ (ord + slopextest1[1]) + rnorm(1l,mean=0,sd=sigma)

}
else {
test1[1]_ muxout + rnorm(l, mean=0, sd=sigmaout)
test1[2]_ muyout + rnorm(l, mean=0, sd=sigmaout)
}
return(testl)

funsimul_function(ncas, outlier, slope, ord, sigma, sigmaout, nsimul, fixal,

¥

muxout, muyout, xmin, xmax){

if(fixal=="fixe") loutlier_rep(outlier,nsimul) else
loutlier_rbinom(nsimul, ncas, outlier/ncas)

aber_NULL

for (j in 1:nsimul){
aber_c(aber,rep(0,ncas-loutlier[j]),rep(1,loutlier(j]))
}

aber_array(aber)

datatest_t(apply(aber,1,simultest,slope,ord,sigma,sigmaout,ncas,
muxout,muyout,xmin,xmax))

# la commande suivante place tous les chiffres entre ""

datatestsplit_split(data.frame(datatest), (seq(1, (ncas*nsimul))-1)%/%ncas+1)

return(datatestsplit)

funreg_function(i, datain){

}

out_ltsreg(datain[,2]~ datain[,1], quan=i)$coefficients
return(out)

# enlever maxbreak
funlts_function(data, maxbreak, ncover){

}

betalts_apply(ncover,1,funreg,data)
return(betalts)

mesuresv2_function(betaboot, betahat, maxbreak, ncas, meanx, nbh){

mi_maxbreak-1

eqm_array(dim=c(nbh,11))

dimnames(eqm) _list(seq(maxbreak,ncas),c("NCOVER","biais02","biais12",
"varQ","vari","eqmO","eqml","eqmO1","crit2","crit3","crit4"))

eqm[,"NCOVER"] _seq(maxbreak,ncas)

for (i in maxbreak:ncas){
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eqm[i-m1,"biais02"]_
(mean(betaboot[1,i-m1,])-betahat[1,1])**2
eqm[i-m1,"biais12"]_
(mean (betaboot[2,i-m1,])-betahat[2,1])**2
eqm[i-m1,"varQ0"] _var(betaboot[1,i-m1,])
eqmf{i-m1,"vari"]_var(betaboot[2,i-m1,])
eqm[i-ml,"eqm0"] _eqm[i-m1,"biais02"] + eqm[i-mi1,"var0"]
eqm[i-m1,"eqmi"]_eqm[i-m1,"biais12"] + eqm[i-ml,"var1"]
eqm[i-ml,"eqmO1i"]_
mean((betaboot[1,i-ml,]-betahat{1,1])+*
(betaboot[2,i-m1,]-betahat[2,1]))

eqm[i-m1,"crit2"] _eqm[i-mi,"eqm0"] +
(meanx**2)*eqm{i-mi,"eqmi"] + 2*meanx*eqm[i-ml,"eqm01"]
eqm[i-m1,"crit3"] _eqm[i-ml,"eqm0"] + eqm[i-ml,"eqmi"]
eqm[i-m1,"crit4"] _eqm[i-m1,"eqm0"]*eqm[i-m1,"eqmi"] -
(eqm[i-m1,"eqm01"])**2
}
return(eqm)

¥

funadaptv2_function(eqgm, betahat, maxbreak){
ml_maxbreak-1

indiceeO_eqm[, "NCOVER"] [eqm[, "eqm0"]==min(eqm[,"eqm0"])]
indiceel_eqm[,"NCOVER"] [eqm[,"eqmi"]==min(eqm[,"eqmi"])]
indicec2_eqm[,"NCOVER"] [eqm[,"crit2"]==min(eqm[,"crit2"])]
indicec3_egm[,"NCOVER"] [eqm[,"crit3"]==min(eqm[,"crit3"])]
indicec4_eqm[,"NCOVER"] [eqm[,"crit4"]==min(eqm[,"crit4"])]

adapt_c(

indicee0, betahat[1,indicee0-m1], betahat[2,indicee0-m1],
indiceel, betahat[1,indiceei-ml1], betahat[2,indiceel-mi],
indicec2, betahat[1l,indicec2-mi], betahat[2,indicec2-m1],
indicec3, betahat[l,indicec3-m1], betahat[2,indicec3-mi1],
indicec4, betahat[1,indicec4-ml1], betahat[2,indicec4-m1])

return(adapt)

¥

funltsboot_function(datain, nboot, ncas, ncover, maxbreak, sigmabruit,
outlier, fixal, nbh){

cat("Nouvelle simulation'", "\n")
#datain_data$"2"

#plot(datain[,1], datain[,2])
betahat_funlts(datain,maxbreak,ncover)
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#abline(betahat([1,1], betahat[2,1])

if (fixal=="fixe"){
# la commande suivante ne donne pas seulement un
# chiffre, mais datain[, 2]
sigmastar_ltsreg(datain[,2]~ datain[,1], quan=maxbreak)$scale
# on pourrait envisager d’utiliser LMS au lieu de LTS26 pour ne pas
# favoriser ce dernier...
res_cbind(seq(1l,ncas),
datain[,2] - (betahat[1,26-25] +
betahat[2,26-25]*datain[,1]))
resaugmente_cbind(res,abs(res[,2]/sigmastar))
outl_resaugmentel[,1] [resaugmente[,3]>2.5]
cat("voici les pts aberrants selon sigmastar:", outl, "\n")
cat(outl, "\n", file="./Out/aberrants", append=T)
ok_resaugmente[,1] [resaugmente[,3]<=2.5]
indices_NULL
i1
while(i<=nboot){
indices_c(indices,
sample(ok, length(ok), replace=T),
sample(outl, length(outl), replace=T))
i_i+1
}
} else indices_sample(seq(1l,ncas),ncas*nboot,replace=T)
bruitl_rnorm(ncas*nboot,mean=0,sd=sigmabruit)
bruit2_rnorm(ncas*nboot,mean=0,sd=sigmabruit)
xboot_datain[indices,1] + bruitil
yboot_datain[indices,2] + bruit2
# la ligne suivante est assez longue et elle cree aussi des ""
databoot_split(data.frame(cbind(xboot,yboot)),
(seq(1,ncas*nboot)-1)%/%ncas+1)
# la ligne la plus longue...
betaboot_lapply(databoot,funlts,maxbreak,ncover)

betaboot2_array(unlist(betaboot), dim=c(2,nbh,nboot),
dimnames=1list(c("betal0","betal"), seq(maxbreak,ncas), seq(l,nboot)))

meanx_mean (datain[,1])
eqm_mesuresv2(betaboot2, betahat, maxbreak, ncas, meanx, nbh)

adapt_funadaptv2(egm, betahat, maxbreak)

return(list(egqm=eqm, adapt=adapt, betahat=betahat))
}

mesuresimv2_function(betaarray, ord, slope, maxbreak, ncas, nbh, mux){

ml_maxbreak-1
nsimulttl_dim(betaarray) [3]
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eqm_array(dim=c(nbh,17))

dimnames(eqm)_list (seq(maxbreak,ncas),c("NCOVER","biais02","biais12",
"var0O","varl","eqm0","eqml","eqmO1","varbiais02",
"varbiaisi2","varvar0","varvari","vareqm0","vareqml",
"crit2","crit3","critd"))

eqm[,"NCOVER"] _seq(maxbreak,ncas)

for (h in maxbreak:ncas){
meanbO_mean(betaarray[1,h-m1,])
meanbi_mean(betaarray[2,h-m1,])
meanb02_mean(betaarray[1,h-ml,]**2)
meanbl2_mean(betaarray[2,h-m1,]**x2)

eqm[h-ml,"biais02"] _(mean(betaarray[1,h-m1,]) - ord)**2

egm[h-m1,"biais12"]_(mean(betaarray[2,h-m1,]) - slope)**2

eqm[h-m1,"var0"] _var(betaarray[1,h-m1,])

eqm[h-m1,"var1"] _var(betaarray[2,h-m1,])

eqm[h-m1,"eqm0"] _1*eqm[h-m1,"biais02"] + 1xeqm[h-mi,"var0"]

eqm[h-m1,"egmi1"] _1*eqm[h-m1,"biais12"] + 1xeqm[h-mi,"vari"]

eqm[h-m1,"eqm01"] mean((betaarray[1,h-m1,] - ord)*
(betaarray[2,h-m1,] - slope))

eqm[h-m1,"varbiais02"]_0
eqm[h-ml1,"varbiais12"]_0
eqm[h-m1,"varvar0"] _
sum((-2*meanbO* (betaarray[1,h-m1,] - meanb0) +
betaarray[1,h-ml,]**2 - meanb02)**2)/nsimulttl**2
eqm[h-m1,"varvari"]_
sum( (-2*meanbl#*(betaarray[2,h-m1,] - meanbl) +
betaarray[2,h-ml,]#*2 - meanbl2)**2)/nsimulttl#**2
eqm[h-m1,"vareqm0"] _var((betaarray[1,h-m1,]-ord)**2)/nsimulttl
eqm[h-m1,"varegmi"] _var((betaarray[2,h-m1,]-slope)*#*2)/nsimulttl

eqm[h-m1,"crit2"]_eqm[h-mi,"eqm0"] + 2% (mux)*eqm[h-ml,"eqmOi"]+
((mux)**2)*eqm[h-m1,"eqmi"]
eqm[h-m1,"crit3"] _eqm[h-ml,"eqm0"] + eqm[h-m1,"eqmi"]
eqm[h-m1,"crit4"] _eqm[h-ml,"eqm0"]*eqm[h-m1,"eqml"] -
(eqm[h-m1,"eqmO1"])**2
}
return(eqm)

3

# ajouter mux dans les variables utilisees
mesureadaptv2_function(adaptarray,ord,slope){

nsimulttl_dim(adaptarray) [2]

eqme0_array(dim=c(1,12))
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eqmel_array(dim=c(1,12))
eqmc2_array(dim=c(1,12))
eqmc3_array(dim=c(1,12))
eqmc4_array(dim=c(1,12))

dimnames (eqme0) _list(1,c("biais02","biais12","var0","vart",
"eqmO","eqml","egmO1","varegm0","vareqml","crit2","crit3","crit4"))
dimnames(eqmel) _list(1,c("biais02","biaisi2","var0","varl",
"eqmO","eqml","eqmO1i","varegm0","vareqml","crit2","crit3","crit4"))
dimnames(eqmc2) list(1,c("biais02","biais12","var0","varl",
"eqm0","eqml","eqmO1","varegmO","vareqml","crit2","crit3","crit4"))
dimnames(eqgme3) _list(1,c("biais02","biaisi2","var0", "varl",
"eqmO","eqml","eqm01","vareqmO","vareqmi","crit2","crit3","crit4"))
dimnames (eqmc4) _1list(1,c("biais02","biaisl2","var0O","vari",
"eqm0","eqml","eqm01", "vareqmO","vareqml","crit2","crit3","crit4"))

#résultats pour EQM sur bO:
eqmeO[1,"biais02"] _(mean(adaptarray["b0e0",]) -ord) **2
eqmeO[1,"biais12"]_(mean(adaptarray["ble0",])-slope)**2
eqmeO[1,"var0"] _var (adaptarray["b0e0",])
eqmeO[1,"var1"] _var(adaptarray["ble0",])
eqmeO[1,"eqm0"] _eqmeO[1,"biais02"] + eqmeO[1,"var0"]
eqmeO[1,"eqm1"] _eqmeO[1,"biais12"] + eqmeO[1,"vari"]
eqmeO[1,"eqm01"] _mean((adaptarray["b0e0",]-ord)*
(adaptarray["ble0",]-slope))
eqme0[1,"vareqmO"] _var ((adaptarray["b0e0",]-ord)**2)/nsimulttl
eqmeO[1,"vareqml"] _var((adaptarray["ble0",]-slope)**2)/nsimulttl
eqmeO[1,"crit2"] _eqmeO[1,"eqm0"] + 2*mux*eqmeO[1,"eqm01"]
+ (mux)**2 * eqmeO[1,"eqml"]
eqmeO[1,"crit3"] _eqmeO[1,"eqm0"] + eqmeO[1,"eqmi"]
eqmeO[1,"crit4"]_(eqme0O[1,"eqm0"]*eqmeO[1,"eqmi"]) -
(eqmeO[1,"eqm01"]) **2
#résultats pour EQM sur bil:
eqmel[1,"biais02"]_(mean(adaptarray["bOel",])-ord)**2
egmel[1,"biais12"]_(mean(adaptarray["blel"”,])-slope)**2
eqmel[1,"var0O"] _var(adaptarray["bOel",])
eqmel[1,"var1"] _var(adaptarray["blel",])
eqmel[1,"eqmO"] _egmel[1,"biais02"] + eqmel[1,"var0"]
eqmel([1,"eqmi"] _eqmel[1,"biais12"] + eqmel[1,"vari"]
eqmel[1,"eqm01"] _mean((adaptarray["bOel",]-ord)*
(adaptarray["blel",]-slope))
eqmel[1,"vareqmO0"] _var((adaptarray["bOel",]-ord)**2)/nsimulttl
egmel[1,"vareqmi"] _var((adaptarray["blel",]-slope)**2)/nsimulttl
eqmel[1,"crit2"] _eqmel[1,"eqm0"] + 2*mux*eqmel[l,"eqmO1"]+
(mux)**2 * eqmel[1,"eqmi"]
eqmel[1,"crit3"] _eqmel[1,"eqm0"] + egmel[1,"eqmi"]
eqmel[1,"crit4"] _(eqmel[1,"eqm0"]*eqmel[1,"eqmi"]) -
(eqmel[1,"eqmO1"])**2
#résultats pour critere2:
eqmc2([1,"biais02"] _(mean(adaptarray["b0c2",])-ord)**2
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eqmc2[1,"biais12"] _(mean(adaptarray["blc2",])-slope)**2

eqmc2[1,"var0"] _var (adaptarray["b0c2",])

eqmc2[1,"var1"] _var(adaptarray["bic2",])

eqmc2[1,"eqm0"] _eqmc2[1,"biais02"] + eqmc2[1,"var0O"]

eqmc2[1,"eqmi"] _eqmc2[1,"biais12"] + eqmc2[1,"vari"]

eqmc2[1,"eqm01"] _mean((adaptarray["b0c2",]-ord)*
(adaptarray["bic2",]-slope))

eqmc2[1,"vareqmO"] _var ((adaptarray["b0c2",]-ord)**2) /nsimulttl

eqmc2[1,"vareqmi"] _var((adaptarray["bilc2",]-slope)**2)/nsimulttl

eqmec2([1,"crit2"]_eqmc2[1,"eqm0"] + 2*mux*eqmc2[1,"eqm01"]+

(mux)**2 * eqmc2[1,"eqmi"]

eqmec2([1,"crit3"] _eqmc2[1,"eqm0"] + egqmc2[1,"eqmi"]

eqme2[1,"crit4"] _(eqmc2[1,"eqm0"]*eqmc2[1,"eqmi"]) -
(eqme2[1,"eqm01"] ) **2

#résultats pour critere3:

eqmc3[1,"biais02"] _(mean(adaptarray["b0c3",])-ord) **2

eqme3[1,"biais12"]_(mean(adaptarray["bic3",])-slope)**2

eqmc3[1,"var0"] _var(adaptarray["b0c3",])

eqmc3[1,"var1"] _var(adaptarray["bic3",])

eqmec3[1,"eqm0"] _eqme3[1,"biais02"] + eqmec3[1,"var0"]

eqme3[1,"eqmi"]_eqmc3[1,"biais12"] + eqmc3[1,"varl"]

eqme3[1,"eqm01"] _mean((adaptarray["b0c3",]-ord)*
(adaptarray["b1c3",]-slope))

eqgmc3[1,"vareqm0"] _var ((adaptarray["b0c3",]-ord)**2) /nsimulttl

eqme3[1,"vareqmi"] _var((adaptarray["blc3",]-slope)**2)/nsimulttl

eqme3[1,"crit2"] _eqme3[1,"eqm0"] + 2+*mux*eqmc3[1,"eqm01"]
+ (mux)**2 * eqmc3[1,"eqmi"]

eqmec3[1,"crit3"] _eqme3[1,"eqm0"] + eqmc3[1,"eqmi"]

eqmc3[1,"crit4"]_(eqmc3[1,"eqmO"]*eqmc3[1,"eqmi"]) -
(eqme3[1,"eqm01"]) **2

#résultats pour critereé:

eqmc4[1,"biais02"]_(mean(adaptarray["b0c4",])-ord)**2

eqmc4[1,"biais12"] _(mean(adaptarray["bic4",])-slope)**2

eqmc4[1,"var0"] _var(adaptarray["bOc4",])

eqmc4[1,"vari"] _var(adaptarray["bic4",])

eqmc4[1,"eqm0"] _eqgmc4[1,"biais02"] + eqmc4[1,"var0"]

eqmc4[1,"eqml"] _eqmc4[1,"biais12"] + eqmc4[1,"vari"]

eqmc4[1,"eqm01"] _mean((adaptarray["bOc4",]-ord)*
(adaptarray["bic4",]-slope))

egmc4[1,"vareqm0"] _var ((adaptarray["bOc4",]-ord) **2) /nsimulttl

eqmc4[1,"vareqmi"] _var((adaptarray["blc4",]-slope)**2)/nsimulttl

eqmc4[1,"crit2"] _eqmc4[1,"eqm0"] + 2xmux*eqmcé[1,"eqmO1"] +

(mux)**2 * eqmc4[1,"eqmi"]

eqmec4[1,"crit3"] _eqmc4[1,"eqm0"] + eqmc4[1,"eqml"]

eqmc4[1,"crit4"] _(eqmc4[1,"eqm0"] *eqmc4 [1,"eqml"]) -
(eqmc4[1,"eqm01"]) **2

return(list(eqmeO=eqme0, eqmel=eqmel, egmc2=eqmc2,
eqmc3=eqmc3, eqmcéd=eqmc4))
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sousgraphmoyv2_function(type, egqmbeta, meaneqm, eqmadapt, mesure, lab,
titre, nbh){

if (type=="ordinaire") {
varmesure_paste("var",mesure, sep="")
tsplot (eqmbetal,mesure],
eqmbetal[,mesure] -2*sqrt (eqmbetal,varmesure]),
eqmbeta[,mesure]+2*sqrt (eqmbetal,varmesure]),
meaneqm[,mesure}l, 1lty=c(1,2,2,3), axes=F, main=titre)
abline(h=eqmadapt$eqmc2[1,mesure])
if (mesure=="eqm0" | mesure=="eqmi"){
abline(h=eqmadapt$eqmc2[1,mesure]+
2*sqrt (eqmadapt$eqmec2[1,varmesure]), 1lty=2)
abline (h=eqmadapt$eqmc2[1,mesure] -
2*sqrt (eqmadapt$eqmec2[1,varmesure]), 1lty=2)
}
axis(1l,at=seq(1l,nbh+3,4), labels=lab); axis(2)
}
if (type=="nouveau"){
varmesure_paste("var" ,mesure, sep="")
tsplot(eqmbetal,mesure],
meaneqm[,mesure], 1lty=c(1,3), axes=F, main=titre)
axis(1l,at=seq(1l,nbh+3,4), labels=lab); axis(2)
abline (h=eqmadapt$eqmc2[1,mesure])

}

graphmoyv2_function(meaneqm, eqmbeta, eqmadapt, maxbreak, ncas, nbh){
#postscript(file=finfichier, setfont=ps.setfont.latinl)
labl_seq(maxbreak,ncas+3,4)

par(mfrow=c(3,2))

sousgraphmoyv2("ordinaire",equbeta,meaneqm, eqmadapt,"biais02",labl,
"biais carré b0",nbh)

sousgraphmoyv2("ordinaire",eqmbeta,meaneqm,eqmadapt,"biaisi2",labi,
"biais carré bl",nbh)

sousgraphmoyv2("ordinaire",eqmbeta,meaneqm, eqmadapt,"var0",labi,

"var bO",nbh)
sousgraphmoyv2("ordinaire",eqmbeta,meaneqm,eqmadapt,"vari",labl,
"var bil",nbh)
sousgraphmoyv2("ordinaire",eqmbeta,meaneqm,eqgmadapt,"eqmO",labl,
"eqm b0",nbh)

sousgraphmoyv2("ordinaire",eqmbeta,meaneqm,eqmadapt,"eqml",labil,
"eqm bl",nbh)

par (mfrow=c(2,2))
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sousgraphmoyv2("nouveau",eqmbeta,meaneqm,eqmadapt,"eqm0i",labl,
"eqmO1",nbh)

sousgraphmoyv2("nouveau",eqmbeta,meaneqm,eqmadapt,"crit2",labl,
Ycritere 2",nbh)

sousgraphmoyv2("nouveau",eqmbeta,meaneqm,eqmadapt,"crit3",labl,
"critere 3",nbh)

sousgraphmoyv2("nouveau",eqmbeta,meaneqm, eqmadapt,"crit4",labl,
"critere 4",nbh)

#dev.off ()

}

funhistv2_function(adaptarray, maxbreak, ncas){
#postscript(file=fintitre, setfont=ps.setfont.latinl)

ymax_max(c(hist (adaptarray["e0",], breaks=seq(maxbreak-0.5,ncas+0.5),
plot=F)$counts,

hist(adaptarray["el",], breaks=seq(maxbreak-0.5,ncas+0.5), plot=F)$counts,
hist(adaptarray["c2",], breaks=seq(maxbreak-0.5,ncas+0.5), plot=F)$counts,
hist(adaptarray["c3",], breaks=seq(maxbreak-0.5,ncas+0.5), plot=F)$counts,
hist(adaptarray["c4",], breaks=seq(maxbreak-0.5,ncas+0.5), plot=F)$counts ))

par (mfrow=c(2,2))

hist(adaptarray["e0",], breaks=seq(maxbreak-0.5,ncas+0.5),
ylim=c(0,ymax), xlab="indice", main="indices choisis par EQM sur b0")
hist(adaptarray["el",], breaks=seq(maxbreak-0.5,ncas+0.5),
ylim=c(0,ymax), xlab="indice", main="indices choisis par EQM sur bi")

plot(adaptarray["e0",]+rnorm(dim(adaptarray) [2],0,0.1),
adaptarray["el",],pch="*", xlim=c(maxbreak,ncas),
ylim=c(maxbreak,ncas), xlab="indices choisis sur betaO",
ylab="indices choisis sur betal",main="Indices choisis par
EQMH) ;

abline(0,1)

par (mfrow=c(2,2))

hist(adaptarray["c2",], breaks=seq(maxbreak-0.5,ncas+0.5),
ylim=c(0,ymax), xlab="indice", main="indices choisis par critere 2")
hist(adaptarray["c3",], breaks=seq(maxbreak-0.5,ncas+0.5),
ylim=c(0,ymax), xlab="indice", main="indices choisis par critere 3")
hist(adaptarray["c4",], breaks=seq(maxbreak-0.5,ncas+0.5),
ylim=c(0,ymax), xlab="indice", main="indices choisis par critere 4")

#tdev.off ()
}

graph_function(meaneqm, eqmbeta, egmadapt, finfichier, maxbreak, ncas,
nbh){

postscript(file=finfichier, setfont=ps.setfont.latinl)
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graphmoyv2(meaneqm, egmbeta, egmadapt, maxbreak, ncas, nbh)
funhistv2(adaptarray, maxbreak, ncas)

dev.off ()



Annexe C

BIAIS, VARIANCES ET EQM

Les courbes pleines des graphiques de cette annexe correspondent aux ap-
proximations par simulations basées sur 500 jeux de données du biais carré, de
la variance, et de ’erreur quadratique moyenne des deux composantes des diffé-
rents estimateurs par moindres carrés tronqués ([3,,,0 et Bh,l.) Puisque les Nsimul
valeurs de Bh,k; h € {maz,...,n},k € {0,1} ont été conservées, des estimés de la
variance de var(ﬁh,k) et de EQM (Bh,k) furent calculés.

La méthode delta non paramétrique (Davidson & Hinkley, 1997) fut utilisée

pour estimer la variance de var(By.), b € {maz,...,n}, ke {0,1} :

VarPV (vaT(Bh,k)) = Var®" (]EF [(B he — Er {Bhk]) 2D

— VPV (JEF EARICE {5"”“])2) '

Posons t(F) = Ep [Bh,k} et to(F) =Ep [B,%k],

donc VarP¥ (W(ﬁ‘h,k)) = VarPV (t,(F) — (t,(F))?).

Théoréme C.1 (exercice 10, Davidson & Hinkley (1997), p. 63). Si t(F) =

[ a(z)dF(z), alors la fonction d’influence de T prend la forme suivante Lyr)(y) =
a(y) — t(F).

Posons ¢.(F) = [2"dF(z), donc Ly (ry(y) = y" — t,.(F).

Théoréme C.2 (Davidson & Hinkley (1997), p. 48). Sit(F) = g (t1(F), ..., tm(F)),
alors Lyr) (y) = 32721 ity L) (¥)-

Posons ¢(F) = g (t1(F), ta(F)) = t2(F) — (t2(F))*,
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donc Ly (y) = gy?%;thl(F) (y) + EZQ(QF')Ltz(F) (y)
= —2t;(F)(y — t1(F)) + 3% — to(F).

=l(y) = Lt(ﬁ) (y)
= —2t,(F)(y — t1(E)) + 3% — to(F)

= lj = l(y])
= ~2t1(ﬁ)(yy - tl(p)) + sz - tz(ﬁ’)
Finalement,

V(J,TDN (tz F - (tl(F))2)
(stmu, o et (eq 2.36, Davidson & Hinkley (1997), p. 47)

My — tl(F)) +y] — tz(]*:'))
2Bn.1(*) ﬂh,k( ) — Bl ) ( i (5) ) k())
()

. Neimul 5 Nsimul
ou ﬂh,k( ) stmul Z e (7’) et ﬂh,k( ) N.ﬂmul Z o
La variance de EQM (Bh,k) est pour sa part estimée de la fagon suivante :

Nsimul

(I\Tsvmul)2 Z

J
Nsimul (

(N.S'tmul)2 Z

Var (EQM(B""“)) Var (stmul stmiw (ﬂh W) = ﬁk) 2>

Nsimul

e DWRC (CYORROY

- o (-

A Paide des deux formules précédentes, des intervalles de + 2 écarts type centrés

sur les approximations par simulations sont illustrés.

Les droites horizontales sont les approximations par simulations du biais carré,
de la variance, et de 'erreur quadratique moyenne des deux composantes de 1’es-
timateur adaptatif 84. Des intervalles de = 2 écarts type centrés sur les approxi-

mations des erreurs quadratiques moyennes sont illustrés.

Finalement, les courbes pointillées illustrent la moyenne des 500 estimations

par rééchantillonnage des biais carrés, variances et erreurs quadratiques moyennes
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des estimateurs par moindres carrés tronqués. Etant donné le nombre trés élevée

de 5 .(7), les estimations de variance n’ont pas été faites.



114

44 8¢ Ve

o€

14

0g

9e

00

oLo

0zo

0E0

0g

oy

0og

92

((0g)s102q)

XA St S0

S€

ot S0 00

S

oe

FIGURE C.1. Simulation 1



115

FIGURE C.2. Simulation 2
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FiGure C.8. Simulation 5
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