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Sommaire

Les modeles classiques d’affectation utilisent des courbes de délais pour représenter
les temps de transport résultant des flots sur les arcs du réseau. Dans cette these, nous
envisageons une approche entiérement nouvelle basée sur le concept de “stratégie de
déplacement”. Alors que cette approche a été utilisée avec succes dans le contexte du
transport en commun, nous montrons qu’elle peut étre adaptée aux réseaux avec des
capacités rigides sur les arcs.

Dans la premiere partie de la thése, nous proposons un modele statique pour le
transport en commun ou les usagers utilisent des stratégies plutdt que des chemins
pour se rendre de leur origine vers leur destination et ou ’acces aux lignes d’autobus
est soumis & des priorités. Ces priorités découlent du fait que les usagers se trouvant a
I’intérieur d’un autobus dans un nceud de transfert conservent leur place. Les capacités
explicites sur les lignes de transport jouent un réle important dans la formulation du
modele. Si le flot souhaitant accéder & un arc excede sa capacité, 'on définit une
probabilité d’acces & cet arc. Les unités de flot non prioritaires qui se voient refuser
Pacces & une ligne d’autobus sont refoulées sur d’autres arcs, suivant une liste de
préférences. Ces listes de préférences définissent des stratégies de comportement. Le
chemin utilisé dépend alors des probabilités d’accés aux arcs, elles-mémes fonctions

des flots et capacités. On définit le colit d’une stratégie comme 'espérance du coftit du

chemin utilisé. A Péquilibre, les stratégies utilisées ont un coflit identique, pour chaque
couple origine-destination. Ces conditions d’équilibre constituent une extension du
principe de Wardrop au modéle avec stratégies.

Dans la deuxiéme partie de la theése, nous développons un nouveau modele dy-
namique discret pour le trafic routier ou les automobilistes adoptent des stratégies
plutot que des chemins (suivant 'approche classique). Cette notion de stratégie qui
comprend différentes options de routes aux intersections importantes du réseau est
plus réaliste qu’un simple chemin pour représenter le comportement des usagers dans
un réseau dynamique. Le modele proposé prédit la répartition de la demande tempo-

relle de chaque paire origine-destination en tenant compte des priorités d’acces aux
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arcs du réseau selon la discipline “premier-arrivé premier-parti”. A chaque période
et en chacun des nceuds du réseau, un usager qui désire emprunter un arc saturé
devra opter pour un autre arc ou bien attendre la prochaine période dans une file
d’attente. Cette approximation de la situation réelle induit une synchronisation des
déplacements stratégiques des usagers dans le réseau espace-temps résultant.

Dans les deux modeles statique et dynamique, le cceur du probleme réside en la
mise en point d’un algorithme de chargement permettant de déterminer les probabi-
lités d’acces aux arcs correspondant a un flot stratégique donné. Bien que la difficulté
de ce processus repose sur les priorités, nous avons réussi a concevoir un algorithme
qui effectue une simulation déterministe du cheminement des usagers et qui tient
compte des priorités pour 'accés aux arcs du réseau. Nous avons démontré que la
fonction induite par le processus de chargement est semi-continue inférieurement,
ce qui assure l'existence d’un équilibre stratégique. Ce résultat théorique, difficile a
démontrer a cause de la complexité du processus de chargement et des situations de
dégénérescence causées par la nullité simultanée de la capacité et du flot d’entrée,
constitue une des contributions importantes de cette these.

La recherche d’un équilibre stratégique est effectuée par une méthode qui s’ins-
pire de l'algorithme Frank-Wolfe, ol une proportion du flot est affectée aux stratégies
optimales associées aux paires origine-destination. Ces stratégies sont utilisées pour
déterminer des directions de descente pour une fonction de mérite associée a la for-

mulation variationnelle des deux modéles.

Nous avons testé nos algorithmes sur des réseaux de taille faible et moyenne. Ces
expériences numériques indiquent que nos algorithmes sont stables et efficaces.

Le travail effectué dans cette these est original a plusieurs égards. Tout d’abord,
Papproche stratégique pour représenter le transport des passagers tout en respectant
les priorités d’acces aux arcs du réseau permet de modéliser d’'une maniére réaliste
le comportement des usagers dans des réseaux avec capacités rigides. Deuxiemement,
nous avons démontré ’existence d’une solution d’équilibre sur ’espace des flots réalisa-
bles affectés aux stratégies, ce qui constitue une propriété théorique essentielle pour la
validité et la viabilité de nos modeles. Finalement, nous avons congu et implanté des
algorithmes efficaces de calcul d’un équilibre stratégique. Les résultats numériques

effectués sur des réseaux de taille faible et moyenne nous ont permis d’illustrer le
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comportement stratégique des usagers, surtout dans le cas dynamique ot le concept
de stratégie est utilisé pour la toute premiére fois pour modéliser le probleme d’affec-

tation de trafic.

Mots-clés : trafic, transport en commun, affectation d’équilibre, stratégie, hyper-

chemin, capacités, priorités.



Abstract

Traditional models of traffic assignment usually assume that flow is assigned to
shortest paths with respect to current (flow dependent) travel delays. In this thesis,
we advocate the use of strategies for modeling traffic assignment. While this concept
has been previously applied with success in the realm of urban transit assignment, we
show that it can apply as well to priority networks involving arcs with rigid capacities.

In Part 1 of the thesis, we propose a static model for the passenger assignment
where the sole congestion effects are induced by the link capacities and where priorities
among users are explicitly taken into account. These priorities result from the fact
that users that stay on board at a transfer node simply keep their seat, and thus
have a natural priority over other commuters that try to board the bus at this node.
In this model, users of the transportation network select, at their origin node, a
travel strategy. A strategy associates with each node of the network an ordered set
of successor nodes. At each node, users select the first available outgoing arc in this
ordered set, where the probability that an arc be available is proportional to its
capacity and inversely proportional to the number of users longing for it. The path
used depends on the access probabilities, which are themselves functions of flows
and capacities. The cost of a strategy is defined as the weighted cost of the path
being used. At equilibrium, expected costs corresponding to any two used strategies
associated with a given origin-destination pair should be equal.

In Part 2, we develop a new model for the dynamic traffic assignment where the
behavior of the users is represented by the concept of strategies. We believe that this
concept allows a better representation of user behavior in dynamic networks. The
model provides a discrete-time description of the variations of flows on congested
networks where the first-in first-out (FIFO) discipline is satisfied and where the ca-
pacity of the arcs is an integral part of the model. For any period of time and at each
node, vehicles can either transshipped on travel arcs or wait until the next period in
a waiting queue. This approximation of real-situations induces a synchronization of

the strategic travel’s users in the resulting space-time network.



In both the static and dynamic case, we give a detailed derivation of the loading
mechanism that allow us to generate, for a given strategic flow vector, the access
probabilities and the expect costs of strategies. Overcoming the inherent difficulty
associated with the priority aspect, we have succeeded in developing an efficient al-
gorithm for simulating the flow assignment process that complies with the priority
rules. The cost mapping induced by the loading process is shown to be lower semi-
continuous as function of incoming flows. This property ensures the existence of at
least one equilibrium solution. This theoretical result, which is more difficult because
of the complexity of the loading mechanism and the degenerate situations where the
entry flow and the residual capacity are both zero, constitutes a fundamental contri-

bution of the thesis.
To obtain strategic equilibria, we adopt linear approximation method inspired

from the Frank-Wolfe algorithm where we shift a proportion of the total travel de-
mands to the best strategies associated with the origin-destination pairs. These stra-
tegies are used to minimize a gap function associated with the variational inequality

formulation of our models.

We have tested our algorithms on nontrivial networks. The numerical tests provide
insights on the convergence behavior of the algorithms that we implemented.

This work is original in many regards. First, the strategic approach used to re-
present user flows satisfying the FIFO rule provides a novel representation of the
user behavior in networks involving arcs with rigid capacities. Second, we have shown
the existence of at least one equilibrium solution in the set of feasible strategic flows
vectors. This key result is essential for the validity and the viability of our models.
Finally, we have designed and implemented efficient algorithms for determining a
strategic equilibrium. The numerical results illustrate the strategic behavior of users,
especially in the dynamic case where the strategic concept is used for the very first

time in traffic assignment models.

Keywords : traffic, transit networks, equilibrium assignment, strategy, hyperpath,

capacities, priorities.
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Introduction

Depuis plusieurs années, la recherche opérationnelle a été utilisée pour résoudre
des problémes de planification complexes. Un des champs d’application privilégiés
des modeles et des techniques de la recherche opérationnelle est celui des transports,
particulierement le trafic routier et le transport en commun. II est, en effet, souvent
essentiel pour la planification & court et & moyen terme d’un systeme de transport
de pouvoir déterminer comment celui-ci se comportera sous certaines conditions. Les
modeles d’affectation de trafic, fondés sur le concept d’équilibre, permettent de satis-
faire en partie ce besoin.

Un modele d’affectation de trafic tente de prédire la répartition du flot dans un
réseau de transport. Ce modele joue le role d’un simulateur. Il permet de mesurer
les conséquences d’une modification future du réseau sur le transport des individus.
En général, on souhaite diminuer le temps de transport moyen des individus a l'aide
de mesures opérationnelles n’altérant pas la structure physique du réseau (poste de
péage par exemple).

Dans le modele d’affectation classique, on distribue le flot sur des chemins. Un
chemin désigne un itinéraire reliant une origine et une destination. Le comportement
macroscopique des usagers en fonction des couts des itinéraires peut se modéliser
selon deux principes différents (Wardrop [61]). Le premier principe stipule qu'un
usager choisit son chemin de fagon & minimiser son cotit de transport personnel (com-
portement “égoiste”) et que tous les usagers voyagent sur des chemins de longueur
minimale. Le second cherche & minimiser le colit moyen de transport (comportement
“coopératif”). Le présent travail porte sur le probleme d’équilibre caractérisé par le
premier principe de Wardrop.

Une question fondamentale dans un modele d’affectation de trafic est celle du



traitement de la congestion du systéme de transport. Il est clair qu'aux heures de
pointe, la congestion devient assez importante sur certaines intersections du réseau.
Dans ce cas, un usager arrivant a I’entrée d’une route trés congestionnée a tendance a
emprunter une autre route. La congestion étant un phénomene imprévisible, ce dernier
ne connait pas avec certitude le chemin qu’il utilisera. L’affectation des usagers sur
des chemins constitue alors une représentation simplifiée du probleme d’équilibre dans
un réseau congestionné. Dans un réseau de transport en commun, il est également
irréaliste de supposer que le trajet des usagers est déterministe. En effet, le trajet
d’un usager qui se présente & un arrét est stochastique; il dépend de la probabilité
d’accéder au premier autobus se présentant a l’arrét. Dans ce cas, le comportement
de cet usager est représenté & l'aide d’une stratégie qui spécifie un choix de lignes
attrayantes aux arréts d’autobus. La notion de stratégie a été introduite pour la
premiére fois par Spiess [51] dans le contexte de transport en commun. Gendreau [24],
Nguyen et Pallottino [42] et Spiess et Florian [52] ont utilisé la méme notion dans
un contexte semblable. Marcotte et Nguyen [37] ont développé un modele d’équilibre
dans un réseau avec capacités rigides, basé sur une nouvelle définition de stratégie.
Dans ce modele, une stratégie dicte les préférences d’un certain groupe d’usagers a
chaque nceud du réseau. Les préférences & un noceud sont représentées par une liste

ordonnée de noeuds successeurs.

Dans la premieére partie de cette thése, nous proposons un modele d’affectation
statique dans un réseau de transport en commun muni de capacités fixes sur le flot des
arcs, dans lequel les usagers utilisent des stratégies pour atteindre leur destination.
Ce modele constitue une extension du modele de Marcotte et Nguyen au cas ou des
priorités sont présentes. Ces priorités découlent du fait que les usagers se trouvant
déja a bord d’un autobus d’une ligne donnée ont priorité sur les usagers effectuant
des correspondances.

Bien que les modeles statiques, comme celui de Marcotte et Nguyen [37], puissent
représenter le probléeme d’affectation de trafic, ces modeles ne tiennent pas compte des
aspects temporels du déplacement des usagers dans le réseau de transport. Pourtant,
la planification du systéme de transport doit tenir compte des variations temporelles

de la demande et des flots de véhicules. De nouveaux modeles dynamiques ont été



proposés ces dernieres années, basés sur des concepts et descriptions différents du
flot dynamique. Ainsi, nous trouvons des modeles en temps discret ou continu avec
différentes conditions d’équilibre, différentes définitions de temps de parcours d’un
chemin, différentes modélisations de la propagation du flot, etc.

Dans la seconde partie de cette thése, nous développons un nouveau modele d’af-
fectation dynamique en temps discret ou les usagers adoptent des stratégies pour
atteindre leur destination. Dans ce modele, & chaque période et en chacun des nceuds
du réseau, les usagers peuvent ou bien emprunter un arc de transport et continuer leur
voyage ou bien attendre la prochaine période dans une file d’attente. Nous appliquons
la notion de stratégie sur le réseau espace-temps résultant. Notre but principal est
de mettre en ceuvre un modele stratégique d’affectation dynamique, qui tient compte
des priorités selon la condition “premier-arrivé premier-parti (PAPP)”.

Dans le premier chapitre, nous parcourons la littérature traitant des problemes
d’équilibre statiques et dynamiques dans un réseau de transport. Les trois prochains
chapitres portent sur le modele d’affectation statique avec priorités. Au second cha-
pitre, nous présentons le modele d’équilibre stratégique qui tient compte des priorités.
Le troisiéme chapitre décrit le processus de chargement du flot dans le réseau, qui
détermine les probabilités d’acceés aux arcs associées aux stratégies. Le quatrieme
chapitre traite de la recherche d’un équilibre stratégique. Dans les deux chapitres sui-
vants, nous étudions un nouveau modele d’affectation dynamique en temps discret.
Dans le cinquiéme chapitre, nous présentons le modele et décrivons le processus de
chargement dynamique du réseau, qui effectue le chargement des volumes stratégiques
en respectant la condition PAPP. Enfin, le sixieme chapitre est consacré a la recherche
d’un équilibre dynamique.

Nous concluons la thése en mentionnant les avenues de recherche qui peuvent
découler du travail accompli dans cette thése. Nous fournissons aussi & I’annexe A les
structures de données utilisées pour représenter les composantes principales de nos

modeles.



Chapitre 1

Revue de la littérature

Dans ce chapitre, nous décrivons brievement la littérature traitant des problémes
d’équilibre statiques et dynamiques dans un réseau de transport. La premiere sec-
tion est consacrée aux modeles statiques d’affectation d’équilibre. Notre but étant de
développer des modeles fondés sur le concept de stratégie, nous nous intéressons en
particulier aux travaux utilisant ce concept. Dans la seconde section, nous passons en

revue les modeles d’affectation dynamique.

1.1 Modeles statiques

Les modeles statiques d’affectation tentent de prédire la répartition du flot dans
un réseau de transport en ignorant les aspects temporels du déplacement des usagers.
Nous divisons les modéles proposés en deux classes, suivant qu’ils tiennent compte ou

non de la capacité des véhicules.

1.1.1 Réseaux sans capacités

La plupart des modeéles statiques proposés en littérature ne tiennent pas compte
des capacités explicites sur les flots d’arcs. D’abord, nous commengons par un survol
rapide des modeles d’équilibre de trafic classique. Ensuite, nous présentons les travaux

accomplis sur les réseaux de transport en commun.
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Modeles d’équilibre de trafic

Le probléeme d’équilibre de trafic classique consiste a déterminer les choix des
chemins des usagers ayant & se déplacer dans un réseau de transport. Ainsi, selon
Wardrop, un équilibre de trafic est atteint lorsque les temps de transport sur les
chemins utilisés sont tous égaux, et inférieurs aux temps de transport des chemins

non utilisés.

La premiére formulation du probléeme d’équilibre de trafic avec demande fixe sous
forme d’un probléme d’optimisation (Beckmann [4]) a permis d’une part d’obtenir des
conditions d’existence et d’unicité de solutions d’équilibre en terme de flots sur les
arcs, et d’autre part de développer les premiéres méthodes de résolution du probleme
d’équilibre. Sheffi [49] discute de nombreuses extensions et variantes de cette for-
mulation impliquant une demande élastique, plusieurs classes d’usagers, des interac-
tions symétriques et asymétriques entre les arcs et le caractére stochastique du choix
d’itinéraire.

Par la suite, il a été observé que le probleme d’équilibre de trafic correspond au
premier principe de Wardrop ou tous les usagers voyagent sur des chemins les plus
courts. Cette constatation a conduit & une formulation du probléeme d’affectation de
trafic sous forme d’un probléme d’inégalité variationnelle comme (Smith [50], Dafer-
mos [11]). Un vecteur de flots sur les chemins = constitue un équilibre de trafic s'il

satisfait I'inégalité variationnelle suivante :

reX

ou F(z) désigne le vecteur des cotits des chemins du réseau et X est I’ensemble des

vecteurs de flots réalisables.

Un survol récent du probléme d’équilibre de trafic formulé comme une inégalité
variationnelle, de ses applications et des méthodes de calcul est donné par Patriksson

[45] et Hearn et Florian [29].
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Modeles d’équilibre de transport en commun

Le probléeme d’équilibre de transport en commun consiste a déterminer, a partir
d’un ensemble de demandes de transport et des parameétres de service du systéme de
transport en commun, les itinéraires utilisés par les usagers pour se rendre de leur
origine a leur destination et la charge qui en résultera sur les différentes portions des
lignes de transport.

Les auteurs des premieéres études ont cherché & appliquer les modeles classiques
développés pour les réseaux de trafic. Dans son algorithme d’affectation des passagers
dans les réseaux de transport en commun, Dial [15] a estimé le temps d’attente moyen
a un arrét simple par la moitié de I'intervalle inter-autobus moyen de la ligne qui la
dessert. Pour les sections de lignes communes, Dial consideére que le temps de parcours
est constant et estime le temps d’attente aux arréts appartenant a ces sections par la
moitié de I'inverse de la fréquence combinée des lignes qui les desservent.

Contrairement a Dial qui utilise une représentation arcs-sommets pour le réseau
de transport en commun, Le Clercq [34] a recours & une représentation lignes-sommets
qui lui permet de résoudre le probléme de lignes communes avec élégance. Les usagers
qui utilisent des sections de lignes communes sont répartis entre ces lignes proportion-
nellement aux fréquences respectifs. Bien qu’a premiere vue, cette approche semble
assez différente de celle de Dial, les résultats qu’elles produisent sont équivalents.

Chriqui et Robillard [10] ont défini de maniére générale le probléeme du sous-
ensemble optimal de lignes pour les portions de lignes communes. Par la suite, ils
ont développé un algorithme de résolution du probléeme dans le cas ou les intervalles
inter-autobus sont distribués selon des lois exponentielles. Leur algorithme permet
aussi d’obtenir une solution acceptable lorsque les intervalles inter-autobus suivent
des distributions autres qu’exponentielles.

Dans sa theése de doctorat, Hasselstrom [26] propose une approche heuristique pour
déterminer les temps d’attente et les répartitions des usagers entre lignes aux arréts
multiples. Cette approximation heuristique est basée sur une idée de réduction de
fréquence pour les lignes moins attrayantes. Selon Hasselstrom, cette approximation
a donné d’excellents résultats en pratique.

Dans les travaux qui ont suivi, les auteurs ont réalisé que le probléme de transport
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en commun posséde ses propres caractéristiques. En effet, bien qu'un usager qui se
présente & un arrét multiple puisse choisir d’y attendre un autobus d’une ligne donnée,
d’autres choix s’offrent & lui. Il peut, entre autres, élargir son choix & un sous-ensemble
de lignes et prendre la premiére place disponible sur I'une de celles-ci.

Spiess [51] a été le premier a mettre en lumiére la différence qui existe entre

un chemin élémentaire et une stratégie du point de vue de 'usager d’'un réseau de

transport en commun. A chaque arrét, un usager a le choix entre plusieurs lignes et
itinéraires pour atteindre sa destination. Le comportement des usagers est caractérisé,
a chaque nceud atteignable du réseau, par un ensemble de lignes attrayantes. L'usager
monte toujours a bord du premier autobus se présentant a l’arrét. Spiess développe
un modele d’arrét général, ou les arréts peuvent étre desservis par plusieurs lignes
dont les trajets peuvent diverger puis, il détaille le cas particulier ou les intervalles
des autobus des différentes lignes sont distribués selon des lois exponentielles.
Indépendamment, Gendreau [24] développe un modele d’équilibre dans un réseau
de transport en commun en utilisant la notion de stratégie. Gendreau définit un sous-
modele d’arrét multiple qui permet de calculer de maniére approchée la répartition des
usagers entre les lignes attrayantes ainsi que leur temps d’attente. L’auteur effectue
une série de simulations qui fournissent des résultats satisfaisants pour les arréts assez

achalandés.

En se basant sur les deux modeles précédents, Nguyen et Pallottino [42] formulent

le probleme d’affectation d’équilibre dans un cadre formel en introduisant le concept

d’hyperchemin. A cause de Pimportance de ce concept, nous le présentons avec plus
de détails. Un hyperchemin k joignant une origine ¢ a une destination r est défini par
un sous-graphe acyclique H* = (N* E¥), ot E* = U,cpn{(i,]) : j € E;;} et chaque
nceud 7 € N* est relié & la destination 7. Pour chaque nceud i € N* Ej identifie

le sous-ensemble de lignes attrayantes associé a I’hyperchemin k. On définit, pour

k

chaque hyperchemin A et pour chaque nceud ¢, la probabilité m; d’accéder au nceud

j
j (j € E}) a partir du nceud 4. Si 'on dénote par P* I'ensemble de tous les chemins

joignant l'origine ¢ et la destination r, la probabilité qu’un usager utilise un chemin
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p de 'hyperchemin k est donnée comme suit :

kb= 11 7r,k] (1.1)

(i,5)€p

En plus des coiits aux arcs c;;, on peut associer un cofit au nceud i (wf). Le codt
’ ' i ats d d fi
d’un chemin est simplement la somme des colits des arcs et des sommets formant ce

chemin :

F= 3 ¢+ > wk (1.2)

(1,9)€p i€p

Le coit de I’hyperchemin k est défini comme la somme pondérée des cotits de tous

les chemins élémentaires que contient cet hyperchemin :

CF= 3" kE(Y cj+ D wf) (1.3)

pePE  (ig)ep iep
ou d’une fagon alternative :
Ck = Z afjcij + Z wa;-“, (14)
(i,)€A jEN

ol les probabilités aux nceuds Tf et les probabilités aux arcs afj sont définies par

ko _ k_k
i = Z Ti Mg
tEN
ko k, k
Ot” = T 7er

Nguyen et Pallottino [42] et Spiess et Florian [52] proposent un modeéle de fréquence
pour le calcul des cotits aux nceuds w;‘ Ces cofits aux nceuds sont associés au temps
moyen d’attente au noeud j, correspondant a I’hyperchemin £. Les probabilités d’acces
ij sont directement proportionnelles aux probabilités que I'autobus associé au nceud
j € Ej} soit le premier & arriver & l’arrét ¢ parmi ceux inclus dans I'ensemble Ej.
Le temps moyen d’attente des passagers adoptant 'hyperchemin k est inversement

proportionnel a la fréquence des lignes qui forment ’ensemble des lignes attrayantes
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E;t. Le modele de fréquence est définit par les deux équations :

my o= fi/ Y K Vi€ Eg,

l€E],

cpt
1EEjk

ol f; est la fréquence de la ligne de transport associée au nceud j € E, et a est

un parametre positif. A partir de ce modele de fréquence, les auteurs ont formulé le
modele d’affectation de transport en commun dans 1’espace des flots sur les hyperche-
mins en supposant qu’a I’équilibre, tous les passagers adoptent les hyperchemins les
plus courts pour se rendre de leur origine & leur destination. Le calcul des plus courts
hyperchemins est obtenu par un algorithme efficace décrit dans Nguyen et Pallottino
[43]. Un vecteur de flots sur les hyperchemins h* est un vecteur d’équilibre s’il satisfait

I'inégalité variationnelle :
(Cv*),v—v"y+(z,h—h*) >0 Vheq (1.6)

ot le vecteur des coiits aux arcs C'(v) = {c;;(v)} e dépend du flot pour tenir

compte de la congestion, le vecteur des coiits aux nceuds 2z = { > 7fw¥} est constant
iEN

et Q désigne ’ensemble des flots sur les hyperchemins réalisables.

Wu [58] et Wu, Florian et Marcotte [60] modifient le modele de Nguyen et Pal-
lottino [42] en ajoutant des coiits d’attente additionnels w;;(v) pour les arcs d’acces
du réseau. Les auteurs développent différents algorithmes de résolution basés sur la
méthode classique de Jacobi linéarisé et la méthode de projection.

Bouzaiene-Ayari, Gendreau et Nguyen [6] et Bouzaiene-Ayari [7] développent un
modele d’affectation de passagers dans un réseau de transport en commun. Dans ce
modele, les temps d’attente des passagers dépendent du flot ainsi que des fréquences
et des capacités d’autobus. La probabilité d’acces & un autobus dépend du flot et est

définie par :

w;(v)~!
> w(v)~t

leE}

ﬂfj(v) = (1.7)
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ol w;(v) dénote le temps d’attente moyen associé a I’autobus indexé par j. Ce modele

meéne a une formulation inéquation variationnelle-point fixe :
(C(v*),v—v*) + (2(v*),h = h*) >0 VYheQ, (1.8)

vij =3 > al(v)h* V(i,j) € A, (1.9)

pour laquelle un algorithme qui résout une suite d’inéquations variationnelles pa-
ramétrisées a été congu. La difficulté de cette formulation réside sur la nature de la
fonction de coiit. Outre qu’elle n’est pas monotone, son calcul n’est pas un processus

trivial ce qui complique considérablement 1’étude du modele d’équilibre.

1.1.2 Réseaux avec capacités rigides

Dans cette sous-section, nous nous intéressons au probleme général d’équilibre
dans un réseau de transport, avec des capacités explicites sur les flots d’arcs. Dans
les modeles de la sous-section précédente, les effets de congestion étaient représentés
a ’aide des fonctions de coflit ou bien les fonctions d’attente se trouvaient a jouer le
role de contraintes de capacités implicites comme dans le modeéle de Gendreau [24].
Si nous introduisons des contraintes de capacités dans le modele, nous ne sommes
plus assurés de l'existence d’un équilibre au sens de Wardrop. En effet, un chemin ne
peut pas étre utilisé si un plus court chemin non saturé est présent. Deux approches
ont été envisagées afin de modéliser les capacités. La premiere est une approche duale
considérée par Hearn [27] et Patriksson [45]. La seconde, basée sur les stratégies, est

due & Marcotte et Nguyen [37].

Approche duale

Hearn [27] et Patriksson [45] généralisent le principe de Wardrop en ajoutant au
cotut d’arc saturé la variable duale associée a sa contrainte de capacité. Les auteurs
interpretent la variable duale associée & un arc saturé comme un temps d’attente
attribué a la congestion de cet arc. Ferrari ([19], [20]) développe un modeéle semblable

a celui de Hearn et Patriksson, et établit I’existence d’une solution d’équilibre qui
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satisfait les contraintes de capacités. L’auteur présente une procédure itérative pour
le calcul de la solution d’équilibre et le vecteur dual associé.

Larsson et Patriksson [32] proposent la méthode duale lagrangienne pour résou-
dre le probléme d’équilibre avec capacités, ou ils résolvent le sous-probleme d’équilibre
sans capacités avec ’algorithme de décomposition simpliciale. Les auteurs présentent
une implantation de cet algorithme et fournissent des résultats numériques illustrant
la performance de cette approche. Toutefois, I'utilisation des délais d’attente dans le
modele d’affectation d’équilibre demeure controversée. En effet, ce processus implicite
n’est pas décrit mathématiquement, bien que sa validité ait été justifiée a l'aide du

concept des “files d’attente verticales” (Daganzo [14]).

Modeles de transport en commun interurbain

Nguyen, Pallottino et Malucelli [44] développent un modéle d’affectation de pas-
sagers dans un réseau de transport en commun avec priorités qui tient compte si-
multanément du choix d’itinéraire et de ’heure de départ. Ils introduisent la notion
de capacité disponible pour modéliser ’accés au réseau selon la discipline PAPP. La
capacité disponible & un arrét tient compte d’abord des usagers qui sont déja a bord
et ensuite de I'ordre d’arrivée des usagers & I’arrét. Nguyen et al. présentent deux for-
mulations pour ce modele. La premiére utilise explicitement la contrainte de capacité.
La seconde repose sur l'approche de pénalité. Si la capacité disponible est dépassée,
on ajoute des coiits de pénalité supplémentaires. Cette derniére approche méne a une
formulation variationnelle d’un probleme d’affectation d’équilibre pour laquelle une
procédure de résolution a été suggérée. Les résultats numériques indiquent que la
solution d’équilibre différe de celle obtenue par I’approche standard de Hearn [27] et
Patriksson [45]. Ceci explique la complexité de cette approche due aux fonctions de
pénalité asymétriques associées aux arcs d’acces.

Marcotte et Nguyen [37] fournissent un nouveau modele d’équilibre dans des
réseaux avec capacités avec des colits d’arc constants et sans priorités. Les auteurs
introduisent une nouvelle définition de stratégie du point de vue des usagers du réseau
avec capacités rigides. Une stratégie dicte, en chacun des nceuds du réseau, un ordre de

préférences parmi les noeuds successeurs. Celle-ci doit proposer un arc de déviation
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lorsque le premier choix correspond & un arc de capacité finie. Un chemin utilisé
dépend de probabilités d’acceés aux arcs, elles mémes fonctions des flots affectés aux
stratégies. Le cofit d’une stratégie est défini comme I’espérance du cofit du chemin
utilisé. Une affectation du flot aux stratégies satisfait aux conditions d’équilibre si
aucun usager ne peut réduire son cofit espéré en modifiant sa stratégie. Ces condi-
tions d’équilibre constituent une extension du principe de Wardrop au modele avec
stratégies et peuvent se formuler sous forme d’un probleme d’inégalité variationnelle.
Les probabilités d’accés aux arcs dérivent d’un processus de chargement du flot dans
le réseau. Ce processus de chargement effectue une simulation déterministe du che-
minement du flot depuis les origines jusqu’aux destinations. Les auteurs considerent
deux hypothéses physiques décrivant le chargement du flot & un nceud unique. La
premiére impose la formation d’une file d’attente unique tandis que la seconde pres-
crit la formation de files d’attente distinctes (chargement paralléle). Ils montrent
que la fonction calculant les cotits des stratégies n’est ni différentiable ni monotone
sous les deux hypothéses de chargement. Dans le cas de chargement parallele, cette
fonction n’est méme pas toujours continue. Malgré ’absence des bonnes propriétés
mathématiques de la fonction de cotit, Schoeb [48] et Marcotte, Nguyen et Schoeb [38]
développent des algorithmes efficaces pour la résolution de ce modele. Les résultats

obtenus montrent que ce modele stratégique est soluble numériquement.

1.2 Modeles dynamiques

Bien que les modeles statiques puissent étre utilisés pour les études de planifi-
cation 3 long terme, il y a plusieurs limitations dans 'application de ces modeles
puisqu’ils ne tiennent pas compte de la variation dans le temps de la demande en
transport. Nous nous penchons dans cette section sur la composante principale des
modeles d’affectation dynamique du trafic qui est le probleme de chargement dyna-
mique du réseau. Les modeles de chargement dynamique permettent de reproduire
les mouvements des usagers dans le réseau une fois que les choix de chemins reliant
les origines aux destinations et les demandes temporelles associées a chacun de ces
chemin sont connus. Nous présentons une revue de deux principales classes de ces

modeles en prétant une attention particuliére sur la regle PAPP que devraient satis-
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faire les modeles réalistes. Cependant, nous verrons que plusieurs modeles n’arrivent

pas a garantir la condition PAPP.

1.2.1 Modeles de simulation

La premiere catégorie de modeles dynamiques étudie I’évolution temporelle des
charges présentes sur les arcs dans un systéme de transport. Ces modeles tentent
de résoudre le probléme de chargement dynamique en simulant les ajustements des
choix d’heure de départ et de chemin des usagers en réponse a la congestion dans
le réseau. Les méthodes de résolution proposées sont essentiellement basées sur la
simulation pour décrire les choix des usagers et utilisent les interactions entre les
véhicules pour mesurer la performance du réseau. Nous pouvons diviser ces modeles

en deux groupes : modeles microscopiques et modeles macroscopiques.

Modéles microscopiques

Dans le cas de simulation microscopique, les interactions entre les véhicules sont
modélisées avec un niveau élevé de détails, par exemple, le changement de voies,
Pinteraction entre deux voitures qui se suivent. Ces modeles supposent que le com-
portement d’un véhicule est fonction des conditions du trafic dans son environnement.
Parmi ces modéles, nous retrouvons les logiciels commerciaux INTEGRATION [54],
AIMSUN?2 [3] et TRANSIMS [41].

Daganzo [12] a fait remarquer que les hypothéses de ces modeles sont difficiles
3 valider, car le comportement humain dans le trafic réel est difficile & observer et
& mesurer. Ceci est un point important car, pour qu'une simulation soit valide, les
hypotheses microscopiques doivent étre justes puisqu’ils peuvent affecter le comporte-
ment macroscopique de fagon imprévisible (Daganzo [13]). Il faut noter que le haut ni-
veau de détail de tels modeles leur permet de bien reproduire le débordement des files
d’attente. Toutefois, pour ceux qui utilisent ce type de modeles, le calibrage s’avere
une tache ardue. Aussi, leur utilisation requiert des ressources informatiques impor-
tantes, ce qui peut s’avérer trop cotuteux dans le cas de réseaux de tailles moyenne et

grande.
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Modeles macroscopiques

Dans Papproche de simulation macroscopique, les véhicules sont regroupés en
paquets et leurs interactions sont modélisées d’une fagon plus agrégée. La plupart
de ces modeles s’inspirent de la théorie hydrodynamique du flot énoncée au milieu
du siécle par Lighthill et Whitham [35] et Richards [46]. Considérons les variables

suivantes :

q : le flot passant par un point donné par unité de temps.

k : la densité représentant le nombre de véhicules par unité de distance.
v : la vitesse & un point donné.

x : la position.

t : le temps.

Ces derniers modeles utilisent d’une part la relation fondamentale vitesse-flot-densité :
q= vk

D’autre part, ils sont basés sur le principe de conservation des véhicules qui établit
que durant un intervalle de temps [t, ¢ + At], la variation dans le nombre de véhicules
sur une tranche de route donnée [z, z + Az] est égale & la différence entre le nombre
de véhicules entrants et sortants de cette méme tranche de route. Ce principe peut

étre exprimé a l'aide de I’équation aux dérivées partielles :

Ok(z,t) N dq(z,t)

ot oz =0

Les approches de type macroscopique utilisent des méthodes numériques pour résoudre
les équations différentielles partielles proposées dans les modeles de Lighthill et Whi-
tham [35] et de Richards [46].

Daganzo [13] propose un modele macroscopique de transmission de cellules basé
sur le concept qu'un véhicule & un point spatio-temporel est affecté seulement par
les conditions au voisinage de ce point. Velan [55] a implanté ce modéle dans un pro-
gramme de simulation appelé CellNetLoad. Ce programme a été utilisé pour résoudre
le probleme de chargement dynamique dans un corridor de déplacement sur une auto-

route unidirectionnelle reliée a une artére parallele par le moyen de bretelles d’acces



CHAPITRE 1. REVUE DE LA LITTERATURE 15

et de sortie. Ce modele de transmission de cellules n’a pas la structure nécessaire
pour modéliser explicitement les retards causés par les changements de voie et les
mouvements opposés permis aux carrefours.

Les modeles macroscopiques ne sont pas parfaits vu qu’ils utilisent, entre autres,
des relations d’état stable. Toutefois, les modeéles de transmission de cellules développés
par Daganzo [13] et Velan [55] étaient des premiéres tentatives dans le but d’obtenir

un modele tout a fait opérationnel.

1.2.2 Modeles analytiques

La seconde catégorie de modeles d’affectation dynamique regroupe les modeles
analytiques qui consistent & généraliser dans le contexte dynamique les conditions
d’équilibre statique définies par Wardrop. Les modeles de cette catégorie permettent
de déterminer les charges temporelles d’arcs selon ces conditions.

Dans cette classe de modeles, chaque arc a posseéde, en général, les caractéristiques

suivantes :

- Le flot entrant u,(t).
- Le flot sortant w,(t).

- Le nombre d’usagers z,(t) sur l'arc a.

Modeéles basés sur les fonctions de sortie

La premiere formulation d’un modeéle dynamique est due & Merchant et Nemhauser
[39], [40] qui proposent un modele discret permettant de formuler le probléeme d’af-
fectation dynamique comme un probleme d’optimisation non linéaire et non convexe.
Pour décrire la propagation du flot, ils utilisent une fonction de flot de sortie pour
chaque arc, W(z(t)), qui détermine le nombre de véhicules qui sort d'un arc a une
période donnée en fonction du nombre de véhicules présents dans ’arc au début de
la période.

A cause des difficultés provenant de la non-convexité du modele, Carey [8] pro-
pose un modele similaire mais convexe. Carey [9] généralise le modele pour plusieurs

destinations et commodités et ajoute plusieurs classes de contraintes pour assurer la

condition PAPP.
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Wie et al. ([56], [57]) ont proposé les deux formulations suivante pour la fonction

de sortie W :

W(z(t)) = &-z(t)

Wzt) = 0™ (1-e7F),
ol € est une constante positive invariante avec le temps et C° est la capacité sur le
flot sortant de I'arc en question.

Drissi-Kaitouni et Gendreau [17] proposent une formulation discréte du probleme
de chargement dynamique. Les usagers sont forcés de suivre un ordre de sortie des
arcs pour respecter la condition PAPP. Le temps est divisé en intervalles de méme
longueur. Les auteurs proposent une procédure qui consiste a faire circuler le flot des
origines aux destinations a chaque période de temps.

Astarita [1] a relevé a l'aide d’un exemple numérique quelques faiblesses des
modeles utilisant les fonctions de sortie. Il note, entre autres, que le temps de par-
cours est nul pour les arcs vides avec une vitesse infinie de propagation du flot. Pour
les arcs qui sont en train de se décharger, le dernier usager est condamné a rester
éternellement sur ’arc avec un temps de parcours infini. Il a remarqué que, puisque
le flot entrant dans un arc est immédiatement ajouté a tous les usagers déja sur cet
arc, les résultats obtenus semblent montrer que le futur affecte le présent (le temps
de parcours de 'usager entrant dans I’arc dépend du futur flot entrant). Finalement,

Astarita a aussi fait remarquer que la condition PAPP sur les arcs n’est pas garantie.

Modeles basés sur des réseaux espace-temps

Les modeles présentés dans cette sous-section ont été congus pour résoudre le
probleme d’affectation dynamique en temps discret et sont basés sur des modeles
développés pour le probléme du flot maximal dynamique par Ford et Fulkerson [21].

Dans ce modele, chaque arc a admet une capacité d’entrée limitée C, et un temps

fixe 7, pour le traverser. A chaque période et en chacun des nceuds du réseau, les
usagers peuvent ou emprunter un arc incident et continuer leur voyage ou attendre
la prochaine période dans une file d’attente. Le réseau espace-temps résultant est

construit comme suit :
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- chaque nceud n € N est étendu en (M + 1) nceuds ny, t =0,1,---, T
- chaque arc @ € A est étendu en T + 1 — 7, arcs (jy, kt4r,) tel que t + ¢, < T. Ces
arcs sont nommés arcs de transport. Le temps d’attente aux nceuds est représenté au
moyen des arcs (i, jer1) out =0,1,...,T — 1; Ces arcs sont appelés arcs d’attente.
Zawack et Thompson [62] adaptent ce modele au probleme d’affectation dyna-
mique avec une seule destination. Ils ajoutent une contrainte de capacité sur les files
d’attente aux nceuds du réseau. Les auteurs minimisent le colt total de transport de
tout le systéme en formulant le probléme d’affectation dynamique comme un probléme
de flot & coit minimum avec capacités sur les arcs. Ils proposent deux méthodes de
résolution basées sur les algorithmes de flot & colit minimum et des plus courts che-

mins.

Drissi-Kaitouni et Hameda-Benchekroun [16] présentent un modele discret pour
le probléeme d’affectation dynamique & destinations multiples ou les files d’attente
sont plutot incorporés sur les arcs. Ainsi & chaque période, le nombre d’usagers qui
peuvent accéder & un arc plus les usagers qui se trouvent déja dans la file d’attente
de cet arc de la période antérieure, sont bornés par la capacité totale de l'arc en
question. Drissi-Kaitouni et Hameda-Benchekroun suggerent l'algorithme de Frank
et Wolfe pour résoudre ce modeéle. Un inconvénient de ce modele est que la condition

PAPP n’est pas nécessairement vérifiée.

Modeles basés sur les fonctions de temps sur les arcs

Enfin, nous complétons la revue de la littérature en présentant les modeles basés
sur la fonction de délai s(t). Cette fonction détermine le temps de déplacement de
I'usager entrant dans ’arc a l'instant .

Friesz et al. [23] présentent une formulation pour le probleme de chargement défini

comme un systéeme d’équations fonctionnelles :

dz(t)

s(t) = T(z(¢)).
Les auteurs montrent que si la fonction T est linéaire, la condition de FIFO sur les

arcs est toujours vérifiée.
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Fernandez et de Cea [18] proposent plutot le modéle de chargement suivant :

dz(t)
i u(t) — w(t)
s(t) = T(z(t))
w(t+s(t) = -ai(—t—)

s(t

~—

La derniere équation était une tentative de trouver une relation explicite entre le flot
sortant w(t) et la fonction de délai s(t). Toutefois, avec cette formulation, le modele ne
pouvait pas garantir la condition PAPP ni méme la conservation du flot des véhicules

a lintérieur des arcs.

Astarita [1] présente une fagon d’établir le flot sortant w(t) en respectant la condi-
tion de FIFO. La fonction de sortie dépend de la fonction de délai s(t) et du flot

entrant u(t) :

dz(t)

s(t) = T(z(t))

w(t+s(t)) = ﬁ%

Astarita démontre que la derniére équation est une condition suffisante et nécessaire

pour satisfaire la condition PAPP. A I'aide d’un exemple numérique, ’auteur montre
que son modele peut simuler une file d’attente résultant d’un goulot d’étranglement
et ce, sans ’ajout de contraintes additionnelles. Cependant, son modele ainsi que tous
les modeles précédents ne reproduisent pas les débordements des files d’attente.
Dans sa theése de doctorat, Rubio-Ardanaz [47] développe un modéle continu
pour le probléme de chargement dynamique avec capacités limitées sur les arcs. Pour
représenter adéquatement le phénomeéne de débordement vers I’arriere (“spill-back”),
il utilise le concept de demande et disponibilité locales pour déterminer la quantité
de flot sur le point d’entrer ou de sortir dans chaque arc. Rubio-Ardanaz propose un

algorithme de résolution et fournit des exemples numériques.
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1.3 Conclusion

Au terme de cette revue des modeles d’affectation d’équilibre, il nous parait im-
portant de porter un jugement global sur les travaux qui ont été fait sur le sujet
jusqu’a maintenant. Dans le cas statique, on constate qu’il y a relativement peu de
modeles qui tiennent compte de la capacité des véhicules. Si l'on pouvait vraiment
négliger les priorités, le modele de Marcotte et Nguyen [37] décrirait d’une maniere
adéquate le comportement des usagers dans un réseau avec capacités rigides. Il faut
rendre crédit a ces auteurs pour leur formulation du probléme en termes de stratégies.
Dans la premieére partie de notre travail, nous développons un modele similaire mais
qui tient compte explicitement des priorités.

Concernant les modeles dynamiques, on remarque que les modeles de simulation
résolvent le probléme de chargement en simulant les interactions entre les véhicules
pour mesurer la performance du réseau. Pour les modeles analytiques, les auteurs
essayent de généraliser dans le contexte dynamique les conditions d’équilibre définies
par Wardrop. Les modeles utilisant les fonctions de sortie comme (Drissi-Kaitouni et
Gendreau [17]) relévent quelques faiblesses comme ’a mentionné Astarita [1]. Parmi
ces faiblesses, on note que le temps de parcours est nul pour les arcs vides avec
une vitesse infinie de propagation du flot. Pour les modeles basés sur des réseaux
espace-temps comme (Zawack et Thompson [62]), les auteurs représentent le probleme
d’affectation dynamique en temps discret comme un probléme d’affectation statique
dans un réseau élargi espace-temps. Toutefois, dans tous ces modeles, la condition
PAPP n’est pas nécessairement vérifiée. Finalement, notons que tous les modeles basés
sur les fonctions de temps sur les arcs ne reproduisent pas les débordements des files
d’attente & l’exeption du modele de Rubio-Ardanaz [47] qui représente le phénomene
de débordement vers ’arriére en utilisant le concept de demande et disponibilité

locales.



Partie 1

MODELE D’AFFECTATION STATIQUE AVEC
PRIORITES



Chapitre 2

Présentation du modele

Dans la premiére partie de cette thése, nous nous intéressons au probléme d’affec-
tation statique dans un réseau de transport en commun muni de capacités fixes
sur le flot des arcs, dans lequel le transport des usagers est représenté & l’aide du
concept de stratégie. Le modele proposé constitue une extension du modele d’équilibre
stratégique introduit par Marcotte et Nguyen [37], au cas ol des priorités sont
présentes. Ces priorités, qui surviennent fréquemment en réalité, découlent du fait
que les usagers se trouvant a l'intérieur d’un autobus dans un nceud de transfert
conservent leur place. Elles induisent des complexités théoriques et algorithmiques
notamment au niveau du “chargement du réseau” qui constitue le sujet du prochain
chapitre. Dans la premiére section de ce chapitre, nous considérons un exemple de
faible taille a partir duquel nous illustrons le concept de priorité dans un réseau de
transport en commun. La seconde section traite de la formulation mathématique du
modele. Cette formulation est identique & celle du modele sans priorités de Marcotte
et Nguyen. L’originalité de notre modéle repose sur I’hypothése que ’acces aux arcs

congestionnés est soumis a des priorités.

2.1 Un réseau de transport en commun

Considérons le réseau de transport en commun représenté par le graphe de la

figure 2.1. Ce réseau comprend 5 noeuds et 7 arcs. A chaque arc du réseau sont associés

un coit et une capacité fixes (tableau 2.1); 15 unités de flot circulent de l'origine 1 &

la destination 5. A la figure 2.1, les chemins 1 — 3 et 2 — 3 — 5 correspondent & deux
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lignes d’autobus A et B de capacités fixes égales & 10 et les autres arcs désignent des

voies piétonnes de capacités infinies.

arc | colit capacité
(1,3) | 100 10
(1,2) | 150 00
(2,3) | 110 10
(2,5) | 800 00
(3,4) | 200 00
(3,5) | 120 10
(4,5) | 400 00

TAB. 2.1 — Description des parametres du réseau 1

15

N

o

150

FiG. 2.1 — Réseau 1
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Dans le modele d’affectation classique, on répartit le flot sur les chemins. Dans le
réseau 1, nous avons 5 chemins reliant le nceud 1 au nceud 5. Ces chemins sont classés,

suivant ’ordre croissant de leur cofit au tableau 2.2. Notons par z; le flot affecté au

étiquette  chemin coit capacité
1 1-3-5 220 10
2 1-2-3-5 380 10
3 1-3-4-5 700 10
4 1-2-3-4-5 860 10
5

1-2-5 950 o0

TAB. 2.2 — Description des chemins du réseau 1

chemin i (1 <7 < 5). Les conditions définissant les flots de chemin réalisables sont :

15 satisfaction de la demande

Ty + X3+ T3+ T4+ Ts

z1+z3 < 10
zo +x4 < 10 contraintes de capacités
r1+xe < 10

T1, To, T3, Tg, Ts > 0 non-négativité du flot

Dans un premier temps, nous essayons de trouver un équilibre sans tenir compte

des priorités. A cause des contraintes de capacités, I'existence d’un équilibre au sens de
Wardrop n’est pas assuré pour notre exemple. Nous adoptons un principe d’équilibre
plus faible. A Déquilibre, aucun usager ne peut améliorer son coit de transport en
changeant unilatéralement pour un autre chemin de capacité résiduelle non nulle.
Pour trouver une affectation d’équilibre, nous utilisons I’approche duale proposée
par Larsson et Patriksson [32]. On trouve d’abord un vecteur de flot de chemin

réalisable minimisant le cotit total des usagers :

rr;in{220:1:1 + 380z, + 700z3 + 860z4 + 9505}

La solution unique de ce probléme de programmation linéaire est z* = (10,0, 0,5,0),

obtenue par exemple par 'algorithme du simplexe. Ensuite, on ajoute au coiit d’'un
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arc saturé la variable duale associée & sa contrainte de capacité, soit 640 pour les deux
arcs (1,3) et (3,5). Les nouveaux coiits de transport que nous obtenons satisfont aux
conditions de Wardrop. En effet, les cotts de transport sur les deux chemins utilisés
1 et 4 sont maintenant tous égaux a 860.

Maintenant, si nous tenons compte des priorités dans notre exemple, la solution
z* = (10,0,0,5,0) n’est plus un vecteur d’équilibre. En effet, un siege occupé au
nceud 3 par un usager ayant effectuer un transfert de la ligne A a la ligne B est main-
tenant admissible pour I’ usager qui abordera 'autobus de la ligne B au nceud 2. Par
conséquent, un usager empruntant le chemin 4 peut améliorer son cofit de transport
en changeant pour le chemin 2 et empécherait ainsi un usager utilisant le chemin 1
de monter & bord au nceud 3, ce qui va a l'encontre de la définition d’équilibre. Ceci a
amené des auteurs comme Nguyen, Pallottino et Malucelli [44] & introduire une nou-
velle définition d’équilibre dans des réseaux avec priorités. Ces auteurs proposent un
nouveau concept fondé sur la capacité disponible qui joue le role de capacité résiduelle
dans le cas sans priorités.

La capacité résiduelle d’un arc de transport a = (%, j) est définie comme :
b
n
Tij = Uij = Yij = Uij = D Yig»
k=1

oll u;; est la capacité de Varc (2, j) et S7(j) = {(é1,7), (32,7),- - -, (4n, j) } désigne I'en-
semble des arcs de transfert incidents au nceud j, ordonné suivant les temps d’arrivée
au neeud j.

La capacité disponible d'un arc de transfert (i,,7) € S7(j) est définie comme :
n
Qipj = Ua — Z Yigj-
k=1

Si 'on définit les capacités résiduelle et disponible d’un chemin p comme R, =
min{r, : a € p} et Q, = min{qg, : a € p}, il est facile & démontrer que R, < Q,, Vp.
Ainsi, un chemin saturé (de capacité résiduelle nulle) peut avoir une capacité dispo-
nible positive. Dans notre exemple du réseau 1, avec le vecteur z* = (10,0, 0, 5,0), les

capacités résiduelles et disponibles des 5 chemins sont :
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chemin 1 2 3 4 5
capacité résiduelle 0 0 0 5 oo
5 0 5 o0

capacité disponible 0

Par conséquent, un nouvel usager empruntant le chemin 2 pourrait repousser un
usager utilisant le chemin 1 au chemin 2 ou au chemin 4.

En utilisant ce nouveau concept de capacité disponible, Nguyen, Pallottino et

Malucelli [44] adaptent la définition d’équilibre pour tenir compte des priorités. A
I’équilibre, il n’existe pas de chemin de capacité disponible non nulle dont le coit
est inférieur au cotut d’un chemin utilisé. Avec cette définition, le nouveau vecteur
d’équilibre pour notre exemple est z** = (0,10, 5,0,0). Notons que, contrairement
au cas sans priorités, les deux chemins utilisés ici ne correspondent pas aux chemins
les plus courts. Comme dans 'approche duale de Larsson et Patriksson, les auteurs
ajoutent au coit d’un arc de capacité disponible nulle la variable duale associée a sa
contrainte de capacité. Dans notre exemple, cette variable duale est égale & 320 pour
les deux arcs (2,3) et (3,5) et le cotit de transport & 1'équilibre décroit de 18% (860
a 700).

Maintenant, étudions ce méme probleme d’affectation sous un angle différent.
En pratique, aucun individu n’accepte d’utiliser les chemins sous-optimaux tel que
1 —-2—3—4—5. Les individus appréhendent toutefois la congestion de I’arc (3,5)
et par conséquent, la déviation sur Parc (3,4). Dans ce contexte, le trajet d’un indi-
vidu est stochastique; il dépend de la probabilité d’acces & Parc (3,5). L’hypothése
de comportement suivant laquelle un usager peut modifier son chemin en fonction
des conditions locales (flot et capacité) du réseau constitue une stratégie. Si le flot
souhaitant accéder a un arc excede sa capacité, 'on définit une probabilité d’acces
a cet arc; cette probabilité est proportionnelle a la capacité de I'arc et inversement
proportionnelle au flot d’entrée. Lorsque z unités de flot tendent d’accéder a un arc

dont la capacité est u, on fait I’hypothése que la probabilité d’acces est est égale a :
u
min{1, —}.
1%

Un usager n’ayant pu accéder a un arc saturé doit reporter son choix sur un second
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arc, puis éventuellement sur un troisieme, etc. Une stratégie correspondra dans ce
cas, en chaque nceud du réseau, a un ordre de préférences sur les arcs incidents au
nceud considéré. Les préférences & un nceud sont représentées par une liste ordonnée

de nceuds successeurs. Voici un exemple d’une stratégie pour les usagers du réseau 1 :

neeuds @ 1 2 3 4 5
st [2] [3,5] [5,4] [5] []

Au nceud d’origine 2, 'usager adoptant la stratégie s; préfere emprunter l'arc
(2, 3) plutdét que l'arc (2,5). Au neceud 3, il favorise I’acces au nceud 5 par rapport a
celui au neeud 4, etc. On remarque que cette stratégie propose un arc de marche de
capacité infinie lorsque le premier choix correspond a un arc de transport de capacité
finie. L’usager a la possibilité de changer de chemin lorsqu’un arc préféré devient
saturé. Dans le tableau 2.3, on retrouve un échantillon de stratégies associées au
réseau 1. Les crochets vides correspondent aux nceuds terminaux. Un nceud terminal
est soit une destination (nceud 5 dans I’exemple) soit un noeud qui ne pourrait étre

visité étant donné les préférences associés.

st [3,2) [5]  [] [l
ss: [2] [53] [54] [5]

neeuds : 1 2 3 4 5
sio [2] [3,5] [54] [5] []
s2: [3,2] [3,5] [5,4] [5] []
ss: [3] [3,5] [5,4] [5] []
s (2] [3] [54] [5] []
ss: [2,3] [3,5] [54] [5] []
se: [3,2] [3,5] [45] [5] []

[]
[]

TAB. 2.3 — Echantillon de stratégies pour le réseau 1

Le calcul du colt d’une stratégie est un processus non trivial. Contrairement au
modele classique, le trajet d’un usager dans le réseau n’est pas déterministe. L’adop-
tion d’une stratégie mene a différentes possibilités de chemins. Le trajet d’un usagers

dépend des probabilités d’accés aux arcs. Ces probabilités sont calculées a partir du
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dépend des probabilités d’accés aux arcs. Ces probabilités sont calculées a partir du

flot affecté aux stratégies. A Taide de celles-ci, on obtient (pour une certaine stratégie)
la probabilité qu’un chemin soit utilisé. Le colit d’une stratégie est la somme pondérée
des colits des chemins formant cette stratégie.

Afin de simplifier la recherche d’un équilibre, nous éliminons plusieurs stratégies.
On rejette les stratégies s3 et sy car leurs sélections ne garantissent pas l’atteinte
de la destination 5. Par exemple, la stratégie s; ne propose aucun arc de marche
lorsque arc (1,3) devient saturé. Certaines stratégies sont dominées par d’autres
au niveau des couts de transport. Par exemple, la stratégie sg est dominée par sy
car indépendamment des valeurs de flots, le colit de la stratégie so est moindre que
celui de sg. Un raisonnement semblable s’applique aux stratégies s; et sg qui sont
respectivement dominées par s, et s;. Finalement, on rejette aussi la stratégie sj
qui est équivalente a so. Par conséquent, nous ne conservons que les deux stratégies
intéressantes, s; et ss.

Nous recherchons tout d’abord une affectation d’équilibre stratégique en ignorant
les priorités. Une affectation de flots aux stratégies satisfait aux conditions d’équilibre
de Wardrop lorsque toutes les stratégies utilisées ont un cotut identique, ce cott étant
inférieur ou égal aux cotts des stratégies non utilisées. Dénotons par my3, mo3 et mss
les probabilités d’acces respectives aux arcs (1,3), (2,3) et (3,5) pour un usager du
réseau 1. Si Pon désigne par z; le flot de la stratégie s; (i = 1,2), les probabilités

13, T3 €t g5 sont données comme suit :

- capacité de l'arc (1,2) in{1 10}
= = min{l, —
13 flot entrant Ty
capacité de l'arc (2, 3) . 10
T3 = = min{1,
flot entrant z1 + (1 — m13)xe
s — capacité de l'arc (3,5) ~ min{1, 10

flot entrant Tos1 + (m13 + (1 — 713)a3) T2 .

Les colits des stratégies s; et so, notés C; et Cy s’expriment comme suit :

Cr = 150 + ma3(110 + 735(120) + (1 — 735)(200 + 400)) + (1 — 793)(800), (2.1)
CQ = 71'13(100 + 7T35(120) + (1 - 7T35)(200 -+ 400)) + (1 - 7(13)01. (22)
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Nous avons trois cas qui peuvent se produire & ’équilibre : (1) les deux stratégies
sont utilisées, (2) la stratégie s; est la seule utilisée et (3) la stratégie s, est la seule
utilisée. Le premier cas ne peut se produire car on peut montrer qu’il n’existe pas
de couples (z1,z9) correspondant & 1’égalité des coiits stratégiques C; et Cy donnés
par les équations (2.1) et (2.2). Dans le cas 2, nous avons z; = 15 et 3 = 0, ce
qui implique que 73 = 1, me3 = }—g et m3s = 1. En remplacant ces valeurs dans les
équations (2.1) et (2.2), nous obtenons :

Ci = 150+ (110 + 120) + ~>(800) = 420,

15 15
Cy = 100+ 120 = 220.

On observe que la stratégie non utilisée a un coit inférieur a celui de la stratégie
utilisée. Il est clair que cette situation ne constitue pas un équilibre. Par conséquent,
la stratégie sy est la seule utilisée & ’équilibre (cas 3). Dans ce cas, 1 = 0 et z = 15,

ce qui donne : 73 = %g, a3 = 1 et w35 = %. Apres substitution de ces valeurs dans

les équations (2.1) et (2.2), nous obtenons :

10 S

Cr = 150+ 110 + 7£(120) + 7-(200 + 400)
= 540,
10 10 5 5
Cy = 7£(100 + —=(120) + 7(200 + 400)) + =(540)
1
= 433-.
333

Etant donné que Cy < C] et que 7 = 0, ce cas constitue un équilibre et Paffectation
de flot z* = (z7f,23) = (0,15) est la solution unique du probléme d’équilibre sans
priorités dans le réseau 1. Le coflit espéré de transport a ’équilibre est alors de 433%.

Maintenant, la situation est totalement différente lorsqu’on tient compte des prio-
rités. Il est clair par la topologie du réseau 1 que les usagers montant a bord de
I'autobus de la ligne B au noeud 2 et empruntant 'arc (2, 3) peuvent toujours accéder
a Parc (3,5) en restant & bord. Ainsi, le groupe d’usagers empruntant la ligne d’au-

tobus B au nceud 3 a priorité sur celui utilisant 1’arc (1, 3) pour accéder a l’arc (3, 5)
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de capacité finie. On dit alors que le flot stratégique au nceud 3 impliquant le premier
groupe d’usagers est prioritaire par rapport au second pour s’engager sur 'arc (3, 5).
Nous devons donc tenir compte de cette notion de flot prioritaire pour le calcul des
probabilités d’acces. Considérons 'exemple du réseau 1. A Vorigine 1, z; unités de
flot de s; veulent emprunter larc (1,2) et z, unités de flot de s, préférent accéder
au noeud 3. Puisque la capacité de I’arc de transport (1,3) est 10 et que 'arc (1,2)
supporte un flot infini, il résulte que les probabilités d’acces aux arcs (1,2) et (1,3)
sont respectivement 1 (associée & la stratégie s1) et 73 = min{1, ig—} (associée & s;).
Au nceud 2, on observe z; unités de flot de s; et (1 — my3)z2 unités de flot de s

qui favorisent I’accés au noeud 3. La probabilité d’acces a 'arc (2,3) (pour les deux

10

) m} car ce dernier arc a une capacite de

stratégies sy et sp) est mp3 = min{1l
10. Au nceud 3, on retrouve respectivement mys[z; + (1 — m13)@2] et w322 unités de

flot en provenance des arcs (2,3) et (1,3). A cause des priorités, le premier groupe
d’usagers est prioritaire par rapport au second pour l'acces & I'arc (3,5) de capacité
10. Pour respecter cette priorité, nous devons charger en premier le flot stratégique
prioritaire impliquant seulement la premiere classe d’usagers. Ainsi, la probabilité
d’acces pour cette premieére classe, notée Wé},), est égale & la capacité de larc (3,5)

divisée par le flot stratégique prioritaire :

(1) . 10
Ty = mingl,
35 { 7l"23(.’171 -+ (1 e 7T13).'L'2)

Ensuite, on met & jour la capacité résiduelle de 'arc (3, 5) (T35 = 10) qui devient U5 =

10—7r§},)-[x1+(1—7r13)x2]. Siugs = 0, tous les usagers de la seconde classe n’ont d’autre
choix que d’emprunter l'arc de déviation (3,4) pour atteindre la destination 5. Par
contre, si Uzs > 0 alors m3z9 unités de flot de cette seconde classe tentent d’accéder
a larc (3,5) de capacité résiduelle non nulle. Par conséquent, la probabilité d’acces

(2)

4 2 7 .
des usagers de la seconde classe, notée 73, est donnée comme suit :

(2) 0 si ’1_1,'35 =0

T3s = . m O
{ min{1, —ﬁﬁ—msm} si U35 > 0.
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Signalons un cas dégénéré causé par la nullité simultanée de la capacité résiduelle
et du flot stratégique. Dans ce cas, les probabilités d’acces aux arcs sont indéfinies.
La question qui se pose : Quelle valeur de probabilité 77, devrons-nous associer au
triplet (j, k, s) satisfaisant cette condition ? Nous reviendrons sur ce point important

au prochain chapitre.

Maintenant, & ’aide des probabilités d’accés mi3, mos, 7T§5) et 7r§5), les cotits des

stratégies s; et sy prennent la forme suivante :

Ci = 150 + ms(110 + 7w (120) + (1 — m$P)(200 + 400)) + (1 — 723)(800),(2.3)
Co = mi3(100 + 752 (120) + (1 — 7$2)(200 + 400)) + (1 — m13)Cy. (2.4)

Comme dans le cas sans priorités, le cas ou les deux stratégies sont utilisées ne peut

pas se produire & ’équilibre. Traitons tout d’abord le cas ol la stratégie s, est la seule
utilisée. Dans ce cas, 1 = 0 et 3 = 15, il résulte que m3 = 15’ oz = 1, 7r§1) 1 et

) = 3. Apres substitution de ces valeurs dans les équations (2.3) et (2.4), nous

obtenons :

C; = 150+ 110+ 120 = 380,

1 5 1
Cy = 1(5)(1OO+60+300)+ 17(380) = 433

Etant donné que Cy > Cy, laffectation de flot (z1,z3) = (0,15) ne correspond pas
a un équilibre de Wardrop. Considérons maintenant le cas ou la stratégie s; est la

seule utilisée, ce cas correspond aux flots stratégiques x; = 15 et 9 = 0, ce qui

(1) 2

implique que 713 = 1, my3 = 2 735’ = 1 et 73z = 0. En remplagant ces valeurs dans

les équations (2.3) et (2.4), nous obtenons :

10
1
50 + 15(

Cy = 100+ 200 + 400 = 700.

Cy

I

5
110 + 120) + 7(800) = 570,

On observe que la stratégie utilisée a un cott inférieur a celui de la stratégie non

utilisée. Il est clair que le vecteur (z1,z2) = (15,0) constitue 'unique solution du
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probléme d’équilibre avec priorités dans le réseau 1. Le colt de transport a 1’équilibre
est de 570. Remarquons que le colit de transport croit par rapport au cott obtenu
dans le cas sans priorités.

L’étude de cet exemple met clairement en évidence la différence qui existe entre
les deux modeles stratégiques, avec et sans priorités. Sur le plan de la modélisation,
Papproche avec priorités décrit le comportement des usagers de fagon plus réaliste.
Sur le plan mathématique, on obtient une formulation des conditions d’équilibre ou

le calcul de la fonction de cotut tient compte implicitement des priorités.

2.2 Formulation mathématique

Dans cette section, nous donnons une description détaillée de notre modéle stratégi-
que, ou nous mettons en évidence la notion d’équilibre stratégique. Nous terminons
cette section par la formulation des conditions d’équilibre sous forme d’une inégalité

variationnelle.

2.2.1 DModélisation statique

Dans sa nature, le probleme d’affectation d’équilibre est essentiellement dyna-
mique : les usagers quittent leur origine a un moment précis dans le temps, et cela
influe sur le reste de leurs déplacements. Dans cette premiére partie de la theése, nous
développons un modele statique ou les variables de décision sont des flots sur les
stratégies du réseau, exprimés en usagers/période. Ce modele détermine 1’état moyen
du systeme de transport en commun dans la période d’intérét (heure de pointe), c’est
& dire la charge moyenne d’usagers sur les différentes portions du réseau et les cofits

moyens de transport par stratégie entre les origines et les destinations.

2.2.2 Réseau avec capacités rigides

De maniere générale, on représente le réseau de transport en commun par
un graphe orienté G = (N, A) et par un ensemble de lignes de transport L =
{L1, Ly, -+, L;}. Les ensembles N et A contiennent respectivement les nceuds et les

arcs du graphe. Une hypothése importante imposée sur le graphe G est ’absence
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de circuit (un circuit est un chemin dont le premier et le dernier nceud coincident).
Cette hypothése est essentielle au bon déroulement du processus du chargement du
réseau, comme nous le verrons au prochain chapitre. Les nceuds du graphe topologique
G sont étiquetés de 1 & |N| de maniére a ce que I'étiquette d’un nceud soit toujours
supérieure & celles de ses nceuds prédécesseurs. On associe I’étiquette 1 a un nceud sans
prédécesseur (il doit en exister au moins un puisque le graphe G ne contient pas de
circuits). Le réseau 1 représenté par le graphe de la figure 2.1 constitue un étiquetage
valide. Chaque arc a du graphe est désigné par un couple (j,k) ol j et k sont les
nceuds de départ et d’arrivée de l’arc a. Chaque ligne de transport L; (1 < i < [)
représente une séquence de sections de ligne. Une section de ligne désigne un arc
de transport reliant deux nceuds consécutifs sur une méme ligne et représentant un
déplacement & bord d’un autobus.

A chaque arc du réseau sont associés un cotiit et une capacité fixes. On dénote
par ¢;; et u;; le colit et la capacité associés a I’arc (4, 7). On donne la valeur +o0 a la
capacité d’un arc de marche qui n’appartient pas a une ligne de transport du réseau.

Le flot circule depuis les nceuds origines vers les noeuds destinations. On note
respectivement O et D l’ensemble des origines et l’ensemble des destinations du
réseau. Une paire origine-destination (ou paire O-D) est un couple (¢,7) € O x D
tel que origine g et la destination r sont reliées par au moins un chemin élémentaire.
On dénote I I'ensemble des paires O-D du réseau. Enfin, & chaque paire (¢,7) € I est

associé une demande fixe et positive d,.

2.2.3 Stratégies

On suppose que chaque usager du réseau choisit une stratégie pour son déplacement.
Une stratégie est une fonction qui associe a chaque nceud j du réseau un sous-
ensemble ordonné de ses nceuds successeurs. On note j* I'ensemble des nceuds suc-
cesseurs de j et F; 'ensemble de tous les sous-ensembles ordonnés de j*. Ainsi, une
stratégie s associe a chaque nceud j € N un élément E; de I'ensemble E;. On appelle

E$ l'ordre de préférences associé a la stratégie s au nceud j. Chaque stratégie

s est associée & une paire O-D (q(s),7(s)) € I. On dénote par H(s) = (N*®, A®)
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F1G. 2.2 — Le graphe stratégique de s; dans le réseau 1

le graphe stratégique induit par la stratégie s. Ce graphe est un sous-graphe de
G dont I'ensemble A°® s’écrit sous la forme Ujens{(j,k) € A : k € Ef} et chaque
nceud j de 'ensemble N* est relié & la destination r(s), La figure 2.2 illustre le graphe
stratégique induit par la stratégie s; dans le réseau 1. On note P° ’ensemble des
chemins élémentaires reliant l'origine ¢(s) & la destination ¢(s) dans le graphe H(s).
L’ensemble des stratégies qui sont associés a la paire O-D (g, r) est dénoté par S, .
L’ensemble de toutes les stratégies du réseau est défini alors :

S= U Sp

(qr)el

Nous verrons plus loin qu’il est possible en pratique de réduire significativement la

taille de ’ensemble S.

2.2.4 Flot et coiit stratégiques

Un vecteur de flots stratégiques est un vecteur de la forme z = {z;};cs Ol z;
dénote le flot attribué a la stratégie s. Un vecteur de flots stratégiques est réalisable

s’il satisfait aux deux conditions suivantes :

x, >0 VseS§,

Y zy=dy, Vgr)€ElL

SESyr

La premiére contrainte assure la non-négativité des flots stratégiques tandis que la

seconde garantit la satisfaction des demandes associées aux paires O-D. On note par X
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I’ensemble des vecteurs de flots stratégiques réalisables. Remarquons que cet ensemble
posséde une structure polyédrale que ’on peut exploiter au niveau algorithmique.

Le cofit d’'une stratégie s dépend directement des probabilités d’accés aux
arcs : 73, ((j, k) € A); 75 est la probabilité d’accéder au nceud k & partir du nceud
j en utilisant la stratégie s. Ces probabilités sont calculables a ’aide du processus de
chargement du réseau et doivent tenir compte des flots prioritaires. Nous décrivons
ce processus en détail au prochain chapitre.

Soit z un vecteur de flots stratégique réalisable. Si ’on suppose que les probabilités
d’acces 73, () (k € Ef) sont connues pour une stratégie s, le coiit de la stratégie s est
défini comme l’espérance du cotit des chemins utilisés. La probabilité qu’'un usager
adoptant la stratégie s utilise un chemin p € P® est donnée comme suit :

ko(x) = [ 7mh(a). (2.5)

(4,k)ep

Le cotlit d’un chemin p est simplement la somme des cotits des arcs formant ce chemin :

C? = z Cik- (26)

(4,k)ep

Le coiit de la stratégie s (ou coiit stratégique) est défini comme la somme pondérée

des coiits de tous les chemins élémentaires de ’ensemble P? :

C*(z) = Y wy(z)CP. (2.7)

pePs

Cette définition est inutilisable en pratique car le nombre de chemins dans l'en-
semble P* est exponentiel en |N*|. Cependant, on peut calculer efficacement les cotits

stratégiques a l'aide des probabilités d’acces aux nceuds 7;. Ces probabilités sont

calculées récursivement & partir des probabilités d’acces aux arcs 73, (x) :

0 sij ¢ N®
3(z) =4 1 si j = q(s) (2.8)
kezg:* Ti(z)mi;(2) sije N°\{q(s)}.

Nous obtenons alors une définition alternative du cott stratégique :

Co(z)= Y 7i(z)m(x)cin. (2.9)

(4,k)eAs
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On constate que le calcul du cofit de la stratégie s est dans 'ordre exact du nombre

d’arcs (C* € ©(A?)) lorsque 'on connait les probabilités 7.

2.2.5 Elimination de stratégies

Bien que le nombre de stratégies possibles est de beaucoup supérieur au nombre de
chemins élémentaires dans le réseau, nous pouvons éliminer trois types de stratégies

de I’ensemble stratégique S.

Stratégie inadmissible

Une stratégie s est dite admissible si pour tout vecteur de flots réalisable la

probabilité d’atteindre la destination 7(s) est 1. Autrement dit :
s € Sy est admissible & Vr e X 77(z) = 1.

Par opposition, une stratégie s est inadmissible §’il existe un vecteur de flot pour le-
quel les usagers adoptant cette stratégie ne sont pas assurés d’atteindre la destination

r(s). Mathématiquement, cette condition s’exprime comme suit :

s est inadmissible < 3z € X, 3j € N°: D 7 (z) < 1.
kejt
On garantit I’admissibilité d’une stratégie en s’assurant que chacun de ses ordres de

préférences contienne un arc de coiit élevé (“arc de marche”) de capacité infinie.

Stratégie dominée

Une stratégie s est dite dominée par une stratégie s’ si le coiit de s est toujours
plus grand ou égal & celui de s', et strictement supérieur pour au moins un vecteur
de flots réalisable :

vee X C%(z)>C%(z)

s est dominée par s’ & { JeeX C(z)>C(a).

L’usager qui minimise son coiit de transport n’a pas avantage a adopter une stratégie

dominée. Il est donc naturel d’exclure ce type de stratégies de l’ensemble S.
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Stratégie équivalente

Deux stratégies sont équivalentes si elles ont des colits égaux pour tout vecteur

de flots réalisable :
s est équivalente 3 s' < Ve e X C%(z) = C*(z).

En général, des stratégies équivalentes expriment une information redondante. Par
exemple, la stratégie s5 du réseau 1 contient essentiellement la méme information que
la stratégie s;. Parmi une classe de stratégies équivalentes, on considere une seule

stratégie qui fait appel au plus petit nombre d’arcs.

2.2.6 Conditions d’équilibre

Un vecteur de flots stratégiques réalisable z* € X est un vecteur d’équilibre
stratégique si, par rapport au vecteur de probabilités {7 (z*)}scs, aucun usager ne
peut réduire son coiit espéré en modifiant unilatéralement sa stratégie. En d’autres
termes, pour chaque paire O-D, les cofits des stratégies utilisées sont tous égaux, et
inférieurs aux cofits des stratégies non utilisées. Formellement, le vecteur z* satisfait

le systéme de complémentarité généralisé :

] C@") = pgr Vs € Sr
V(q, 7') € I; 3“4]7‘ . { J;*(CS(CE*) _ /J/qr) =0 VS (= Sqr.

s

(2.10)

Notons que ces conditions constituent une extension du concept classique d’équilibre
de Wardrop aux réseaux avec capacités, en utilisant la notion de stratégie. Les condi-
tions d’équilibre (2.10) peuvent étre formulées de maniére équivalente a l'aide de

I'inégalité variationnelle IV (C, X) :
(C(z*),z* —z) <0 VrelX, (2.11)

ot C = {C*}4cs désigne la fonction de colit stratégique définit sur X. On note X*

Pensemble des solutions de cette inégalité variationnelle.



Chapitre 3

Chargement du réseau

Au chapitre précédent, nous avons défini le colit d’une stratégie & ’aide des pro-
babilités d’accés aux arcs. Dans ce chapitre, nous expliquons comment calculer ces
dernieres probabilités & partir d’un vecteur de flots stratégiques. Le processus de cal-

cul des probabilités 73, constitue le chargement du réseau. Ce processus effectue

une simulation déterministe du cheminement du flot depuis les origines jusqu’aux
destinations en adoptant la discipline correspondant & une file d’attente unique a
chaque noeud du réseau. Les cofits de transport ne pourront étre évalués qu’une fois
cet algorithme de chargement est exécuté. L’originalité de notre algorithme est fondée
sur les priorités que nous devons tenir compte pour le calcul de ces probabilités.
Dans la premieére section, nous introduisons la notion de flot prioritaire et décrivons
le déroulement du mécanisme de chargement a un nceud j du réseau. A la seconde
section, nous présentons ’algorithme de chargement. Cet algorithme calcule les pro-
babilités d’acces 7%, (z) et les cofits stratégiques C*(z) induits par un vecteur de flots
stratégiques x. Finalement, & la troisiéme section, nous démontrons l’existence d’une
solution d’équilibre du modele stratégique. Ce résultat fondamental constitue une des

contributions importantes de cette these.

3.1 Mécanisme de chargement

Le mécanisme de chargement simule, & partir de regles déterministes, le chemi-
nement du flot stratégique dans le réseau de transport. Cette simulation consiste a

charger les nceuds itérativement afin de dériver les flots stratégiques aux arcs, notés
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V3, en fonction des flots stratégiques aux nceuds, notés z;. Le processus débute aux

nceuds origines, pour lesquels on connait les flots stratégiques initiaux. On charge
ensuite les autres nceuds suivant ’ordre topologique du réseau. Apres le chargement

d’un nceud j, on obtient les probabilités d’accés 77, a partir de la formule :

8 =25 Vs S VkeE!, (3.1)

$
Zj

formule qui n’est valide que pour les flots stratégiques positifs.

Maintenant, concentrons-nous sur le chargement a un nceud j du réseau. Pour trai-
ter les priorités, nous considérons seulement deux classes d’usagers ou la premiere
classe regroupe tous les usagers qui sont & bord d’un autobus d’une ligne donnée. Na-
turellement, la premiére classe est prioritaire par rapport a la seconde pour s’engager
sur 'arc reliant le nceud j au nceud successeur appartenant a cette ligne d’autobus.
Mais comment tenir compte des priorités pour effectuer le chargement au nceud j?

Cette question nous amene a définir rigoureusement la notion de flot prioritaire.

3.1.1 Flot prioritaire

Considérons une stratégie s ayant un flot non nul & un nceud j et supposons
I'existence d'un nceud k € j~ tel que le triplet (£, 5, E$(1)) appartienne & une ligne
de transport L; (1 < ¢ <1). Il est clair que les usagers montant & bord de I'autobus
de la ligne L; au nceud k et empruntant I'arc (k, j) peuvent toujours accéder a l’arc
(4, E5(1)) en restant & bord. Ainsi, la classe d'usagers empruntant la ligne d’autobus
L; a priorité sur celle utilisant un des arcs (k,j) (k € 77, k # k) pour accéder a l'arc
(4, E5(1)). On dit alors que le flot stratégique impliquant la premiere classe d’usagers,
noté zj-l, est prioritaire par rapport au flot zj-z (impliquant la seconde classe) pour
s’engager sur 'arc (j, E3(1)).

Maintenant, montrons comment calculer les quantités zjl et 2% assocides & un

J
couple (7, s). Tout d’abord, on trouve parmi les nceuds prédécesseurs du nceud j,
un nceud k € j~ tel que (k, j, E$(1)) € L;. L’absence d'un tel triplet implique qu'il

n’existe aucun flot prioritaire au nceud j. Dans ce cas, tout le flot stratégique z; est
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non prioritaire. Dans le cas contraire, I’existence d’un noeud k (correspondant au flot

prioritaire) sépare le flot stratégique z; en deux parties :

5= X met = bt + ¥onkl (52
kej— k#k

Puisque les nceuds sont chargés suivant 'ordre topologique du réseau, les probabi-

lités d’acces aux arcs (W,ﬁj) sont déja connues pour k € j~. Ainsi, a partir de la

décomposition du flot z] suivant la formule (3.2), nous déduisons que zj-l = J.zg et

que z5* = ¥ 7}z,
Kk

Le pseudocode suivant calcule, pour un couple (7, s) donné, les flots stratégiques 25!

82
et Z;°.

PROCEDURE PRIORITE (j, s)

input : je N [nceud]
se S [stratégie]
output : {z'}jen ses [flot prioritaire]
{25} jen ses [flot non prioritaire]
k:=0
for k€ 77 do
if (k,j, ££(1)) € L; then 1<i<]]
k:=k
endif
endfor
if k > 0 then
Z = T [mise & jour du flot prioritaire]
2 = }gg T2k [mise & jour du flot non prioritaire]
else
zjl =0
2% = 28 [tout le flot 2} est non prioritaire]
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F1G. 3.1 — Illustration d’une file d’attente unique

3.1.2 Chargement a file unique

Le chargement a file unique a un nceud est un mécanisme de chargement dans
lequel le flot est distribué uniformément dans une file d’attente unique pour l'accés

auxr neuds Successeurs.

Concentrons-nous sur le chargement & un nceud unique j. Pour l'instant nous

considérons les stratégies ayant un ordre de préférence non vide et un flot positif au

N . . =1 =2
nceud j. A cause des priorités, nous supposons l’existence de deux classes S™ et S” tel

queVi=1,2 S ={s€S:E#0,20>0tCcS={seS:E;#0} Lensemble S
est appelé ensemble des stratégies actives au nceud j. Pour respecter les priorités
au nceud j, le chargement est effectué en premier lieu pour la classe prioritaire 5

et ensuite pour la seconde classe 5%, Pour chaque classe g (i = 1,2), les usagers
ont différentes préférences sur les arcs incidents au nceud j. Lorsque x unités de flot
tendent d’accéder & un arc dont la capacité résiduelle est u, on fait I’hypothése que

la probabilité d’acces est la méme pour tous et est égale a :
min{1, u/z}.

Si u/x < 1, alors une proportion 1 — pu/z des usagers de la classe 5" ne pourra pas
accéder a l'arc, et ceux-ci devront reporter leur choix sur un second arc non saturé.
Pour gérer I'affectation simultané du flot sur les arcs du réseau, nous considérons
Ihypothése physique imposant la formation d’une file d’attente unique. La figure 3.1
illustre un exemple de chargement a file unique. Dans cette exemple, chaque carré

représente une unité de flot. Une unité de flot posseéde un nceud de préférences, dont
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'étiquette (A ou B) est inscrite au centre de son carré. Ainsi, 4 unités de flots désirent
accéder au nceud B tandis que 2 unités de flot préferent le nceud A. On suppose que
les 3 premiéres unités de flot sont prioritaires par rapport aux 3 dernieres et que I’arc
menant au nceud B posséde une capacité maximale de 2 unités de flot. On affecte

la premieére unité de flot au nceud B, puis la seconde unité au nceud A et ensuite

la troisitme unité au nceud B. A ce stade, Parc menant au nceud B est saturé et le
chargement prend fin pour la classe prioritaire. On affecte alors les trois unités de flot
résiduelles au nceud A. En résumé, la moitié du flot d’étiquette B accede au nceud
B, et tout le reste du flot atteint le nceud A.

Le chargement & file unique & un noeud j est un processus itératif. Pour chaque

classe S' (1 < i < 2), on débute une itération par la construction de I’ensemble K.
Cet ensemble contient les premiers nceuds des ordres de préférences des stratégies au
nceud j. Ensuite on calcule :

B = min{%},

keK dk

ol dy, est la demande en flot pour le nceud & et @j; est la capacité résiduelle de ’arc
(4, k). Si B* > 1 alors tous les usagers accedent & leur nceud préféré car @, > dy
pour tout k£ € K. Dans ce cas, le chargement au noeud j se termine pour la classe en

question. Par contre, si 8° < 1 alors on observe la saturation de I'arc (j, k) ou :

k € arg gél}l{l {%’f}

La probabilité d’atteindre un nceud préféré est égale & B'. La capacité résiduelle
de l'arc (j,k) étant devenue nulle, on élimine le nceud k des ordres de préférences
des stratégies. Finalement, on met a jour les capacités résiduelles des arcs, les flots
stratégiques résiduels au nceud j et les flots stratégiques sur les arcs incidents. Lors-
qu’un arc devient saturé, la probabilité d’acces a cet arc est calculée en divisant le flot
ayant accédé a cet arc via une stratégie donnée par le flot total de la méme stratégie
ayant atteint le nceud j.

Expliquons comment le chargement au noeud j (effectué en deux temps) fonc-

tionne dans la situation illustrée a la figure 3.2. Dans cet exemple, 40 usagers au
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z;ll =5
2;12 =5
[15] B = [ky, ko, ks

10 52 -~ 10
40 ;m [ } ;@ ZJ

E_‘;z = {kla k?; k-?)]

[OO] 2;31 =8
2
z;* =12
E;S = [k27 kl) k3]
Fia. 3.2 — Chargement au nceud j

nceud j doivent étre affectés aux arcs (4, k1), (4, k2) et (J, k3), ou 5 unités de flot de la
stratégie s; (E;* = [k, ks, ks]) et 8 unités de flot de la stratégie s3 (E;* = [ka, k1, k3])
ont priorité sur 10 unités de flot de la stratégie sy (Ej' = [ky, k2, ks]), 5 de s; et 12
de s3. Les capacités des arcs (7, k1), (4, k2) et (J, ks) sont respectivement 15, 10 et oo.

On débute par le chargement de la premiere classe 5 = {s1, s3: 2" =5, z;* = 8}.
Ala premiére itération, les 5 unités de flot de s; et les 8 unités de s sont affectées a leur
nceud préféré car 15 > 5 et 10 > 8. On met ensuite a jour les capacités résiduelles des
arcs (J, k1) et (4, ks) et le chargement prend fin pour la classe S'. La seconde itération
est le début du chargement de la classe 5 = {s1, 80, 83 : 25' =5, 2,7 =10, 2;° = 12}.

A cet itération, l'arc (j,k;) devient saturé puisque nous avons 2/12 < 10/15. On
affecte alors 0.83 unités de flot de s; et 1.67 unités de s, au nceud £y, et 2 unités de

flot de s3 au nceud ks. Le nceud k&, est ensuite éliminé des ordres de préférences E;l,

E:* et E*. A la troisieme itération, 22.5 unités de flot (4.17 de s; + 8.33 de s, + 10
de s3) veulent emprunter arc (7, k1), dont la capacité résiduelle est 7.5. Ainsi, 1.39
unités de flot de sy, 2.78 unités de s, et 3.33 unités de s3 accedent au nceud k;. Une
quatrieme itération est nécessaire pour terminer le chargement du nceud j. Les 15
unités de flots résiduelles au nceud j choisissent alors 'arc (7, k3) de capacité infinie.

Finalement, on calcule les probabilités d’acces aux arcs & partir de la formule (3.1).
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Par exemple, nous obtenons 7}; = 7.22/10 car parmi 10 unités de flot de sy, 7.22

unités utilisent I'arc (4, k;). Les résultats du chargement au nceud j sont résumés au

tableau 3.1.

arc: (j, k1) (k) (4, ks)
itération 1 capacité résiduelle : 15 10 00
flot : 5(sy) 8(s3) O
itération 2 capacité résiduelle : 10 2 o0
flot :  5.83(s1)+1.67(s2) 10(s3) O
itération 3 capacité résiduelle : 7.5 0 00
flot ©  7.22(s1)+4.45(s2)
+3.33(s3) 10(s3) O
itération 4 capacité résiduelle : 0 0 00
flot :  7.22(s;)+4.45(s3) 2.78(51)+5.55(s)
+3.33(s3) 10(s3) +6.67(s3)
probabilités : i} =L2 g =28 g =33 an 8
R R

TAB. 3.1 — Résultats du chargement au nceud j

3.1.3 Chargement généralisé

Considérons une stratégie s ayant un flot nul et un ordre de préférences non vide
a un neceud j. Dans ce cas, la formule (3.1) ne peut étre utilisée pour le calcul
des probabilités 73, puisque nous aurions une forme indéterminée. Or le calcul de
ces probabilités pour une stratégie de flot nul est nécessaire car pour construire une
stratégie optimale s*, on crée un flot virtuel nul associé a s* et la décomposition de
ce flot virtuel doit fournir des probabilités szk tangibles. Voila pourquoi nous devons

étendre le processus de chargement aux flots stratégiques nuls, que nous appelons

micro-chargement.
Pour chaque classe S = {s € S:E #0,2 > 0}Vi = 1,2, introduisons la

2% au neeud j. On initialise

variable p;i qui désigne la proportion résiduelle du flot 27
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cette proportion & 1. A une itération donnée, on associe la stratégie s & un nceud

préféré k € K. On calcule ensuite 5%, la proportion résiduelle du flot z5* affectée au

neeud k. A partir de cette proportion 5%, on met & jour le flot stratégique résiduel :

= (1-8)7,

puis la probabilité d’acces au nceud k :

25 .
s + AL sizi >0
87 3 —
T T 00 slzj =

Finalement, on met & jour la proportion résiduelle de flot :
of = (1- B}

Ces formules itératives généralisent le calcul des probabilités m7,. Le chargement de

"‘—'L . e
s s’annule pour la classe S° lorsque p3' ou zj* s’annule.

Décrivons maintenant le processus de chargement généralisé au nceud j. Nous
construisons d’abord les classes S et S a l'aide de la procédure PRIORITE. Nous
associons ensuite la proportion p;i, initialisée & 1, a chaque stratégie s € g (1<i<
2). Pour chaque classe ?i, une itération débute par la construction des ensembles S
qui regroupent les stratégies s € g ayant le nceud k comme premier choix résiduel.
Ensuite, on calcule la proportion 3¢ du flot résiduel qui accéde au neeud k, pour chaque
stratégie s € Sy. A l'aide de cette derniére variable, la mise & jour des probabilités Tk
est donnée par la formule (3.3). La mise & jour des autres variables est similaire. On
élimine le nceud k& de tous les ensembles de préférences résiduels lorsque la capacité
résiduelle %;;, s’annule. Le chargement au nceud j se termine pour la classe S des que
Bt = 1.

Signalons un cas dégénéré causé par la nullité de flots stratégiques. Il est possible

que durant une itération du chargement, la demande dj pour un nceud k € K soit

nulle. Ceci est sans conséquence si la capacité résiduelle %, est non nulle. Le rapport

@1 /dy (dans la définition de §5*) prend alors la valeur +oco. Dans le cas ol la capacité
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résiduelle %, est nulle, on est devant une forme indéterminée (0/0). Cette situation
particuliere peut se produire seulement dans le cas ou le chargement prend fin pour la
premiere classe S et qu'il existe des usagers de la seconde classe (de flot stratégique
nul) qui préferent accéder a l'arc saturé (j, k). Dans ce cas, nous devons éliminer le
nceud k de tous les ensembles de préférences résiduels avant d’effectuer le chargement
de la seconde classe S-. Ainsi, nous aurons 73, = 0 pour chaque stratégie s dans

I’ensemble S.

3.2 Algorithme de chargement

Dans cette section, nous donnons une description détaillée de ’algorithme de
chargement. Dans le but de présenter cet algorithme dans un contexte pratique, nous

introduisons d’abord la notion d’ensemble de travail stratégique.

3.2.1 Ensemble de travail stratégique

Pour des réseaux non triviaux, il est impossible de connaitre toutes les stratégies
de I’ensemble S. En pratique, nous considérons un sous-ensemble de S contenant au
moins une stratégie pour chaque paire O-D. Ce sous-ensemble, noté W, est appelé

ensemble de travail stratégique. On note W,, 'ensemble de travail associé a la
paire O-D (q,r). Le processus de chargement est restreint aux stratégies inclues dans

I’ensemble de travail. Tout ensemble de travail W induit un domaine de travail

stratégique :
Xw={zeX:z,=0 Vse S\W}

L’ensemble Xy est un polyédre dont les points extrémaux sont aussi des points

extrémaux du polyedre X.

3.2.2 Procédure PCAPLOAD

Le chargement du réseau fournit le vecteur des probabilités 7 = {ﬂjk}(]-)k)e A,sEW

et le vecteur de colts stratégiques C = {C°};ew associés & un vecteur de flots

stratégiques z = {z,}sew. On charge les nceuds suivant 'ordre topologique du réseau.
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Le chargement d’un nceud j comprend trois parties. D’abord, on construit I'ensemble
des stratégies actives W au nceud j ainsi que les deux classes W et W’. Ensuite,

vient la phase d’affectation du flot. Cette phase s’effectue en deux étapes successives

pour tenir compte des priorités. Chaque étape correspond a une classe W (1<1<2).
Enfin, la mise & jour des cofits stratégiques & I’aide de la formule (2.9) termine le char-
gement au nceud j. Le code suivant décrit ’algorithme de chargement d’un vecteur

stratégique z.

PROCEDURE PCAPLOAD (z)

input : z = {z,}sew [vecteur de flots stratégiques]
output : 7 = {75(7)}jr)easew [probabilités d’accés aux arcs]
C = {C*(x) }sew [vecteur de coiits stratégiques]
INITIALISATION
for s ¢ W do
C* = [cotit de la stratégie s]
Z5s) = Ts [flot & Dorigine de s]
Tas) = 1 [probabilité d’accés & l'origine de s]
for j € N (j # q(s)) do
z5:=0 [flot stratégique au nceud j]
73:=0 [probabilité d’accés au nceud j
for k € £ do avec la stratégie s]
v3 =0 [flot stratégique sur I'arc (j, k)]
T, =0 [probabilité d’accés a I'arc
endfor (4,k) avec la stratégie s]
endfor
endfor

PHASE D’AFFECTATION

for j € N (dans lordre topologique) do
W:={seW:E;+#0} [ensemble des stratégies actives]
for s € W do
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E_; = E;
PRIORITE(j, s) — 2%, 23
endfor

W i={seW: z' > 0}
W ={seW: 2% > 0}

for k € j* do
Ujk ‘= Ujk
endfor
for i =1to 2 do
for s € W' do
z5 =2
p;i =1
endfor
while W' # 0 do
K:=0
for k € 7+ do
dp =0
Si =10
endfor
for s € W' do
k= Ej(l)
K := KU {k}
Sy = Sy U {s}
dy = dy + Z;-"
endfor

v := max{d/uj, : k € K}
B := min{1/v,1}
for k € K do
for s € Sy do
z} =z + B'7
vy = S + B2

581 . 58t __ QizSt
z' =z — Bz

[ordre de préférences résiduel]

[flot stratégique avec et sans priorité]

[stratégies actives de flot prioritaire]

[stratégies actives de flot non prioritaire]
[capacité résiduelle de Iarc (j, k)]
[chargement en deux étapes]

[flot stratégique résiduel]

[proportion résiduelle du flot stratégique]

[ensemble des premiers choix résiduel]

[demande pour le nceud k]
[ensemble des stratégies ayant le

nceud k comme premier choix résiduel]

[premier choix résiduel de la stratégie s]
[construction de K]
[construction de Si]

[construction de di]

[proportion de flot résiduel affectée]

[mise & jour du flot z;]
[mise & jour du flot d’arc v} ]

[mise & jour du flot résiduel z§']
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if z; > 0 then
s s zflsi
7Tjk = ﬂ.jk -+ ﬂ z;

else [mise & jour de la probabilité w3, ]

Y i .81
Ty = T + B Pj

endif

pst = (1-5")pf [mise & jour de la proportion pS']
endfor
U = U, — Bdy, [mise & jour de la capacité résiduelle ;]

if ;5 = 0 then
for s€ W' UW” do
E;:=F,—{k}  [mise a jour de I'ordre résiduel E}]
endfor
endif
endfor
if 5° = 1 then
W =0 [fin du chargement pour W']
endif
endwhile
endfor
for s € W do
for k € Ej do
C* = C® + cip1imsy, [mise & jour du cott C*]
T =T+ T, [mise & jour de la probabilité 7]
endfor
endfor

endfor

Montrons maintenant que la procédure PCAPLOAD est de complexité polyno-
miale en fonction de |N| et |A|. La boucle while est la partie du code qui détermine
I'ordre de ’algorithme. Cette boucle est effectuée au plus deux fois pour tenir compte
des priorités. Soit ¢ le nombre d’itérations exécutés par les deux boucles. A chaque
tour de boucle, un arc devient saturé, sauf peut-étre a la derniere itération de cha-

cune des boucles. Par conséquent, on effectue ces deux boucles au plus |j*| + 1 fois
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au nceud j. Nous obtenons alors la majoration suivante :

t< > (771 +1) = |A] + N,

JeEN

ce qui prouve bien la polynomialité de la procédure de chargement.

3.3 Existence d’un équilibre

Cette section traite du probléme d’existence d’une solution de I'inégalité variation-
nelle IV(C, X). Dans un premier temps, nous démontrons 'existence dans le cas du
modele stratégique sans priorités (Schoeb [48] et Marcotte, Nguyen et Schoeb [38]).

Ensuite, nous décrivons ’extension de ce résultat au modéle avec priorités.

3.3.1 Modele sans priorités

Dans le cas sans priorités, nous utilisons le résultat général suivant : Si la fonction
de coit est continue alors ’ensemble des solutions X* est non vide (Border [5]). La
continuité de la fonction de colit C' découle de la continuité des probabilités d’acces
aux arcs m = {75;,(2) }(jr)ea,sew. Cette fonction de probabilités m(z) s’exprime, pour

tout 7 € N, comme la composition de deux fonctions :

T o X3 R 50 1)

r —zj= {Z;}SGW - {W;k(zj)}keE;,seW’ (3.4)

ouW={seW | B¢ # 0} et 2 est le vecteur de flots stratégiques au nceud j.

Nous démontrons la continuité de la fonction 7 = go f;, en parcourant les nceuds

dans I'ordre topologique du réseau. A un neeud j quelconque, nous supposons avoir
déja démontré la continuité de la fonction 7 aux nceuds prédécesseurs k € j7. Au

neeud 7, la fonction 7 est la composition des deux fonctions f; et g suivant (3.4).

La fonction f;(z) = z; étant continue (2§ = kg, i (2x) 25 est continue), il nous suffit
7

donc de démontrer la continuité de la fonction g. En d’autres termes, il nous reste a
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prouver que :
lLH%W;k(Zj) = ;-k(?j) vk S E;, Vs € W, ,-Z'j = (E;)sEVV-) 2 = (Z;)sew

Supposons que I’ensemble des nceuds successeurs au nceud j est de la forme j+ =
{k1, ks, -+, ki}. Chaque itération du chargement effectué au nceud j correspond a la
saturation d’au moins un arc (7, k;) (1 < ¢ < ). Puisque plusieurs arcs peuvent étre
saturés simultanément, le nombre d’itérations est au plus .

Supposons que pour un vecteur de flots stratégiques z, le chargement au nceud
j s’effectue en f itérations (1 < ¢t < 1). On débute une itération n(n = 1,2,...,%)

=) qui regroupe les premiers nceuds des ordres

par la construction de l’ensemble K
de préférences des stratégies au nceud j. Ensuite, on calcule la proportion du flot

affectée :

) "
B = min {—zn) },
= 1

kiK™

ou ﬂf ") est la capacité résiduelle de Parc (7, k;) et d( est la demande résiduelle pour

le noeud k;. Soit 7™ Vensemble des indices pour lesquels le minimum est atteint :

—(n)

™ = { 11 € arg min {u(n }}
k,'EKn d

~(n)

Le nombre d’arcs saturés a 'itération n pour le vecteur Z est égal a lf(n)] etd; " > 0

vie 7™ par construction. Considérons maintenant un vecteur de flots stratégiques z

qui tend vers le vecteur Z et dont le chargement au nceud j s’effectue en ¢ itérations.

Nous associons & z, les quantités résiduelles d™, u™ et B, et Pensemble I (1 <
n <t).

L’idée intuitive de notre preuve repose sur la relation qui existe entre le nombre
d’arcs saturés pour le vecteur z et celui associé au vecteur Z. En effet, a la premiere

itération du chargement du vecteur Z, le nombre d’arcs saturés simultanément est

; vl . o . . .
égal a |I @) |. Pour le vecteur z, ou bien ce nombre est le méme ou bien il se pourrait
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qu’un ou plusieurs arcs de capacité résiduelle presque nulle restent non saturés. Ce

dernier cas ne peut se produire que s'il y a dégénérescence pour le vecteur Z. Dénotons
=(1 . . .
par my(1 <my < |I ( )I) le nombre d’itérations requises pour effectuer le chargement

de z correspondant & la premiere itération du chargement de Z. A la fin de ces my
itérations, le nombre d’arcs saturés pour z et Z est le méme. D’une fagon générale,
dénotons par m;+. . .+m, le nombre d’itérations requises pour effectuer le chargement
du flot z au nceud j étant donné qu’on a effectué n itérations pour le chargement du

flot Z.

L’étape de notre preuve s’énonce comme suit. D’abord dans la proposition 1,

nous démontrons, pour chaque itération n € [1--f — 1], que la proportion du flot

affectée BmitFma-1+1) tend vers E(n) et que la proportion fmit:+ma-1+m) tend
vers 0, pour tout m € [2--m,]. Ce résultat important montre que les m itérations
supplémentaires effectuées pour le vecteur z afin de saturer le méme nombre d’arcs
que % induisent des proportions quasiment nulles. Ensuite, nous prouvons dans la
proposition 2 qu’a la derniere itération ¢ du chargement de %, au plus deux itérations
peuvent étre effectuées pour le chargement de z. Finalement, en combinant ces deux
propositions et en calculant les probabilités d’acces aux arcs apres chaque itération

n € [1--1], nous démontrons dans la proposition 3 la continuité des probabilités
= {W;ki(z)}kieﬁ,seW-
Proposition 1 Supposons que le chargement du flot Z (respectivement z) s’effectue

en t (respectivement t) itérations, alors nous avons :

1. limdmatetmeet) gy o < TW vk € [1on)Yn e [1--1-1), Vie B

ZzZ—Z t

2. lgrgugml+"'+m""1+l) =M1 <m < ]T(k)] Vke[l--n]¥ne[l--t—1], Vi€ T
Z—=Z

9. lim gmtetmn-1tl) = G 1 < < T Ve [1- 0] Yne [l E— 1]

Z—Z

4. lim glmtetmaitm) — 0 Yme[2..m,] Yne[l--T-1].

z—2z
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preuve : par induction sur n (1 <n <t-—1)
Hn=1:

1. Vk; EK(l) hmd()-hm E z; > 7;:32(.1),

z—)z (1) SESQ)

ou Si(") est ensemble des stratégies admettant le nceud k; comme premier

choix résiduel a l'itération n du chargement de Zz.

2. Vk; € F(l), ® _ ( et donc lim u( ) = ﬂgl).

22—z

o) (1)
3. g = kmlr(l){d(l)} = Sﬁ; (i € IW). L’indice i; doit appartenir & l'en-
i€ i

_ (1) D
semble [ @ car si i € IMY) nous aurions 2 o) > —(}y Vk; € Y. En passant

. . a® al
a la limite quand 2z — Z, nous obtenons —_—ﬁy > —2—%}7 Vk; € K" donc

i € TV, Par conséquent, IV C TV et lim g™ = 3.

z—=z

4. Nous devons considérer deux cas :

— Premier cas : 1M = T cest & dire a litération 1 le nombre d’arcs
saturés est le méme pour z et z. Dans ce cas, la propriété (4) de la
proposition 1 ne s’applique pas car m; = 1.

— Second cas : I C 7(1) c’est a dire a l'itération 1 le nombre d’arcs
saturés pour z; est moindre que celui pour Z;. Dans ce cas m; > 1 et
nous devons effectuer m; — 1(m; < |T(1)|) itérations supplémentaires

pour que les arcs non saturés pour z; deviennent saturés. Montrons par

induction sur m (2 < m < my) que lim 8™ = 0.
Z—Z

(a) m=2: B = kmg(ll){d(z)} d(z) (32 e I ))

(2) uy u(z) “(2) 1 _ 770 @\ 70
— t2 12
g = re R d(z) 0 y vk € KW =K"U(K'"\K")

12
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(1) 1) 4(1) (1) 1) 4(1)
u; = o) )di > U, — A )dig Vk; € K(l)\‘K“(l)

1— 8 g® = (1 - g
(1-pW0)d; (1-p0)d;,

En passant & la limite quand z — Z et en utilisant (1) (2) et (3),

nous obtenons :

) _ —5—(1)3(1) e B—( 351) S
1-75")d; (1B,

&l

(2) <0 @ - md(l) < 0 par définition de ﬁ( ))
d;

12
A ﬂff) =0 (ES) > 0 car iy € 1®).

Donc lim u(?‘) u(2 = 0 et par conséquent lim 5 = 0.
2z 2=z

(b) hypothése d’induction : lim Bm =0 pourm=2,...,m; — 1.
Z—rZ

= - glm) — w™ _f_’r:ii e J(m)
() m=my : g™ = m(}nn b a0 T d(ml)(zml )-
kie K\m1— imy

lim u{™) = hm u(ml —1 _ gm-1)gim) limugml_l) (h.i)
z—z ™ m1 ™1 z—z

lim (™™ = lim u(m1~2) ﬁ(m1"2)d(m2) = lim u{™ % (h.i)
Zz ™ 2=z tmy 2% Yim ™1

lim ufi) = limugle - ﬁ(z)dz@) = lim u( =0 (h.i)
——}

Par conséquent lim u,("“) =0 et donc lim g(™) = 0.
z—zZ ™ z—Z

ii) hypothése d’induction : supposons que (1), (2), (3) et (4) sont vérifiés
pour n =1,2,...,%— 2 et montrons le résultat pour n = ¢ — 1.

fi)n=%t—1:
1. Vk e B9

lim d(m1+~~~+mz-2+1) lim(1 — 5(m1+"'+m‘—‘2))d(-m1+"'+m{-2)
z—Z 2—Z ¢

= hmd(m“r mi-s) (hypothese d’induction)

2z
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lim d(-ml +otmi_3+2)
P

(hypotheése d’induction)

— 111’1:1_(1 _ 'B(m1+".+m{_3+1))[d§m1+...+mt‘_3+1) 4+ Z Z;]

Z=rZ —
3655“1)

= (1_B(f~2)>[8§f~2)+ >~ 7] (hypothese d’induction)

o~
SESi(t_l)
_ Egt-l)
2. Wk e KOV,
lim u(m1+...+m;_2+1) — lim u(m1+---+mf—2) _ ﬂ(ml-&-...—}—mt—_z)d(m1+...+m£—2)
z—7 " z—z ¢
= lim u§m1+"'+m‘—“2) (hypotheése d’induction)
Z—rZ
= lim u§m1+"'+m{"3+2) (hypothése d’induction)
Z—Z
— lim u§m1+-~+mf~s+1) . ﬁ(ml+...+m;_3+1)d(m1+-~-+mf—a+1)
z—% '
= g B2 3?*2) (hypothese d’induction)
_ ﬂgf_l).
(my+...+my_o+1)
3. Blmitdmeatl) — min {:émﬁ“_m{_zﬂ)}. De la méme fagon que

kieKm1+‘.'+m{"2
dans le cas n = 1, nous déduisons & partir des propriétés (1) et (2) que :

(F-1) (F-1)

I(m1+...+mg_2+1) C T et que limﬁ(ml-{-.,.—i-m{_z—}-l) — ;g

ZrZ
4. méme preuve que dans le cas n = 1 en utilisant (1), (2) et (3). O
Proposition 2 Supposons que le chargement du flot Z (respectivement z) s’effectue
en t (respectivement t) itérations, alors :

t:m1+m2+._.+m;aveclgmt—§2etlgmnglf(n)| Vi<n<t-1.
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preuve : Tout d’abord, a partir de la proposition 1, nous savons que m; + mz +

...+ my_; itérations sont requises pour effectuer le chargement du flot z étant donné
qu'on a effectué t — 1 itérations pour le chargement du flot Z. En plus, nous pou-

vons facilement étendre les propriétés (1), (2) et (3) de la proposition 1 & n = ¢,

limdgml"'m“l'mt'—l'i‘l) — ng)’ 1imu§m1+m+mi-l+1) — HEQ sz c '}'?(i) et

c’est a dire : 0 U,
Z—rz 2z

. . —(F , . N\
lim gmttmi-itl) — BO = 1. Par conséquent, il nous reste seulement a montrer que
Zz2—2Z
1 < mz < 2 c’est & dire & la derniére itération ¢ du chargement de Z, au plus deux

itérations peuvent étre effectuées pour le chargement de z.
— = . .. . —(t
Le chargement du flot Z s’effectue en ¢ itérations ce qui implique que ﬁo = 1. Pour
le flot z, nous avons deux cas :
— Premier cas : f{m+-+me-1+1) = 1 dans ce cas, nous avons mz = 1.

— Deuxiéme cas : fmit—Fmi1tl) 1 et lim fmit+-+mi-1+1) = 1 dans ce cas nous
Z—Z

avons Blmit-+tmi1+2) — 1 En effet :

u(m1+m+mz__1+2)
6(m1+...+mg_1+2) — n’iln{ (,'m1+m+mt_ 7 1} (kz c K(m1+‘..+m;_l+2)).
i d; -

Or d§m1+...+m;_1+2) _ (1 _ ﬂ(m1+“'+m{“1+l))(d§m1+"'+mf—1+1)) —»0quand z — %

(m1+...+mt-~1+2)

. Uu. .. . -
et donc ll_)rr% j—m = 00 ce qui implique que Bmit-+mi1+2) — 1, O
i

Proposition 3 Supposons que le chargement du flot Z s’effectue en t itérations (1 <

t <1), alors :
Vse W lim 75, (2) = 75, (%) Vi(l <i<l)
preuve : Etant donné que nous ne pouvons calculer la probabilité d’acces & un arc

donné que lorsque celui-ci devient saturé ou lorsque le chargement se termine au

nceud 7, nous évaluons les probabilités d’accés aux arcs a la fin de chaque itération

n (1 < n <1)du vecteur z. Pour le faire, nous aurons besoin de la suite @™ suivante :

0 = 5(1)

am = a(n-—l)_Jr(l_b—[(n—-l))B(n)
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En utilisant la proposition 1, il est facile de démontrer par induction sur n (1 < n <

t — 1) que lim o(mt-Fmn-1tm) — 5n) V1 < m < m,. A partir de la proposition 2,
Z—=Z

nous avons aussi que lim o™ T +me-1tm) — 1 y1 <m < 2.
zZ—Z

1. Fin itération 1 : montrons que Vi; € TW=10y. . U Im) s e Si(ll)
lim s, (2) = w3, (2).

vip e IVvs e SO 3 () =a.

Vi<m<mVi e IMys e Sfll) ik, (2) = o™ et nous avons

. . . R 1 . s o
lim 7, (2) = igr%_a(m) =al) = T, (Z)-

2. Fin itération 2 : montrons que Vi; € 7(1), Vip € 7(2), Vs € (szl)) U (Si(ll) ﬂSi(,f))
y_}ll’%ﬂ;kiz (Z) = ;k.‘z (-Z—)

~Vig € TP = [m )y uImdm), s e S s (2) =a®).

Vi < m < myVip € IMm*mys ¢ Si(zl) ijiz(z) = a{™+m) et nous avons

i, () = a7 = = 73, )

~vi eIV, viy e T? vs e SV N8P my, (2) =a® —al.

V1< p <my V1< py < my, Viy € 1P Wiy € [imp2))

vs e S ns? T, (2) = almi+p2) _ o(P1) et nous avons

3. Fin itération ¢ — 1 : de la méme fagon, nous montrons que : Vi, € 7(1), Viy €
1%, Vi, e T, Ws € (SP Hu(sPns® yu...usPnsPn...nsEH)
(2).

M 8
lim 75,

— 8
2=z Mg (z) = Tk

Y1

4. Fin itération t :

— pour le vecteur Z :
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Vi, € 7(1), Vip € T, .. iz, € T(H), Viz € ED

Vs € Si({l) ﬂ;ki{(f) =1letny (2) =0(k € —I?@, T # if).

vse S NSY my (2)=1-aW et (2) = 0(k € ED r iy,
vse s n..nsElns? m @ =1-@0+.. +a et
73, (2) = 0 (k, € KO, 1 # dg).
— pour le vecteur z, nous distinguons deux cas :
(a) mi = 1
V1 S P1 S my, .. V1 S Pi—1 § mi_1, VZI € I(Pl)’. R
Vit_—l c [(m1+...+mt'_2+l’£-—1)’ \V”it‘ c K(i)

Vs € S,;(t.l) ijit_(z) =1let 3 (2) =0(k € KO r £ 45).

Vs € Si(ll) N S,-(f) ijit_(z) =1— o) et 73, (2) = 0(r # ip).

vsesPn...nsEVns?,

-1
ijit_(z) =1 - [aP) + . 4 glmtedmiatpid] et 18 (2) = 0(r # 7).
Dans tous les cas, nous avons :
lim 75, (2) = mjy, (2) et lim 73, (2) = 73, (2) (ke € KO, v # 7).
(b) mg=2
Vi<p <my,...V1<pr<mg Vi e[t
Vip € Itmittmeates) il ¢ KD
Vs € Si(;_l) T3, (2) =1 et w5y (2) =0 (k, € KED £ 4.
t
Vs € Sz(gl) N S,Q) W;kig (Z) o a(m1+‘.»+mt'—1+l’€) et

w8 (2) = 1 — aUmtetmested) (k, € KED p 2 gh).

Vs € SY NS, (2) = 1—a®) et (2) = 0(r # ).

Vs c Sz(ll) N Sz(f) N 87(’3) 7T93k (Z) — a(m1+~~‘+‘mf~l+pf) — a(pl) et
3
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W;'kr (Z) =1— a(m1+...+m;__1+pt‘) (7- 7—»5 Zlf)

vsesn...ns?,
ﬂjkil_(z) =1-[aP) 4. . + almittmi_gtpi1)] et 75, (2) =0 (r # 1),

W;k' (z) — a(ml‘*‘m‘*'mt_—l'}'pt‘) — [a(pl) 4+ ...+ a(ml+..,+mf—2+l)f—l)} et
3

s — m1+...-+mg_1+Dpf -t
ijr(z)-—l—-a( ! -t pa(’"#’f%
Dans tous les cas, nous pouvons facilement voir que :

Vi; € K® — [mit.+mii+pp) | gEFD)

lim 7rs-kit_(z) = Ws.kif(i) et lim 7y, (2) = 73 (Z) (k, € Tm, r % i) O

z—z J J sz J
On en déduit un théoréme d’existence.

Théoréeme 1 Considérons le modéle stratégique présenté au chapitre 2. Dans le cas

sans priorités, il existe au moins une solution a l'inégalité variationnelle IV (C, X).

3.3.2 Modele avec priorités

Dans le cas du modele stratégique sans priorités, la fonction de coiit C est continue
et 'existence d’un vecteur d’équilibre nous est garantie par le théoreme de point fixe
de Brouwer [5]. Malheureusement, dans le cas avec priorités, il se peut que la fonction
de cotit C soit discontinue en des points particuliers du domaine X. Ceci correspond
aux points dégénérés ol le flot stratégique et la capacité résiduelle sont tous les deux

nuls.

Discontinuité de la fonction de coiit

Observons le réseau 2, illustré a la figure 3.3, dans lequel 5 unités de flot circulent
de D'origine 1 a la destination 5. Le chemin 1-3-5 correspond a une ligne d’autobus
de capacité 5 et les autres arcs désignent des arcs de marche de capacités infinies.
Chaque usager choisit une stratégie pour atteindre la destination 5. Considérons les

deux stratégies suivantes :



CHAPITRE 3. CHARGEMENT DU RESEAU 59

Fic. 3.3 — Réseau 2

neeuds : 1 2 3 4 5

si: (2] [3] [5,4] [5] []

s20 [3,2] [3] [5,4] [5] []
Il est clair que les autres stratégies admissibles sont dominées par I'une de celles-ci.
Notons z; et C; le flot et le coiit de la stratégie s; (¢ = 1,2). Décrivons le processus
de calcul des cotts stratégiques. Au nceud 1, x; unités de flot préferent le nceud 2,
tandis que z, unités de flot choisissent I’arc (1, 3). Nous obtenons alors les probabilités

suivantes :
s1 §2 __
mys = M3 = L.

L’affectation du flot résiduel de s, et sy termine le chargement du nceud 1. La quantité
totale du flot que I'on retrouve au nceud 3 est : 1 +z2 = 5. Au nceud 3, le chargement

s’effectue en deux étapes pour tenir compte des priorités. Ainsi, nous obtenons :

5
n32 = min{l,—} =1,
T1

51 0 si T, = 0
™ = . 5—2 .
3 min{1,2=%22}  sinon.
L
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Nous calculons les cofits stratégiques a partir des probabilités d’accés aux arcs. Nous

avons

C, = 154114312+ (1 — 7$2)(20 + 40)

= 86 — 4873,
C, = 10+12
= 22

Montrons maintenant que la fonction de cofit est discontinue au point (0, 5). Considérons
le vecteur de flots stratégiques (€, 5—¢), ol € est un petit nombre positif. La probabilité

d’acces a l'arc (3,5) pour la stratégie s; est :

Nous obtenons ainsi :

lim Ci(e,5 — €) = 38,

e—0t

alors que nous avons C1(0,5) = 86. La fonction de cofit C est donc discontinue mais

possede toutefois une solution d’équilibre stratégique :

z* = (0,5) avec C(z*)= (86,22).

Existence d’un équilibre

Pour démontrer ’existence d’un équilibre dans le cas du modele avec priorités,
nous utilisons la proposition 3 de la sous-section précédente. Nous nous baserons
aussi sur I'inégalité de Ky Fan, dont une preuve est présentée, entre autres, dans le
livre de Aubin [2]. Cette inégalité utilise la notion de semi-continuité inférieure d’'une

fonction.

Une fonction f : R® — R est semi-continue inférieurement en un point 7, si

Ve>0 dnp>0tel que ||z —T|| <n= f(T) — f(z) <e

< f(7) < liminf f(z),

T—T

ou liminf f(z) =sup inf f(z).

ZHE 7>0 z:||z—T[|<n
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Théoréme 2 (Inégalité de Ky Fan) : Soit X un sous-ensemble conveze et compact

de R™ et ® une fonction de X x X vers R satisfaisant :

Vy € X, x — ®(z,y) est semi-continue inférieurement

Vy € X, y — ®(z,y) est concave. (3.5)

Alors il existe z* € X tel que

sup ®(z*,y) < sup ®(y, y). (3.6)
yex yeX

Maintenant, considérons le vecteur de probabilités & = {7%(25)};cn peme s I0-
b .7’
duit par la procédure de chargement PCAPLOAD. Les quantités 7, sont cal-

culées de la méme facon que dans le cas sans priorités sauf pour la situation de

dégénérescence causée par la nullité simultanée du flot stratégique et de la capacité
résiduelle. Cette situation particuliére correspond au triplet (j,k,5) € N x Ef X w

satisfaisant les conditions :
W' #0,s € W, 25 =0 et @ = 0. (3.7)

Dans I'exemple de la figure 3.3, cette situation correspond au triplet (3,5, s1). Dans
ce cas particulier, on attribue a la probabilité 73, la valeur 0. Il est clair que cette
situation ne peut pas se produire dans le cas sans priorités.
Proposition 4 Considérons le vecteur de probabilités T(x) et le vecteur de codits
stratégiques C(z) induit par algorithme PCAPLOAD(x). Si V(j,k) € A, ¢j, > 0,
alors

1. ¥(j,k,s) € N x E? X W, zj — 7% (2;) est semi-continue inférieurement,

2. Vs e W, x — C*(z) est semi-continue inférieurement.

preuve :

1. Considérons un vecteur Z; correspondant a la situation de dégénérescence définie

par les conditions (3.7). Par définition, 73, (Z;) = 0 et nous avons que lgrf+ iZI}f To(25) =
7 € [0,1]. Ceci implique que :

(%) < lim inf e (25)-
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Par conséquent, la fonction z; — ﬁ;k(zj) est semi-continue inférieurement au point

Zj.
Maintenant & I’aide de la proposition 3, nous avons pour tout vecteur z; # Z; :

lim 73, (23

o2l ) = lim 75, (25) = 75,(Z}) = 75 (Z3),

J ZZ

ce qui montre que VZ; # Z;, la fonction z; — 73, (2;) est semi-continue inférieurement.
2. Signalons d’abord qu'on peut facilement démontrer que la fonction z — 75(z)
(donnée par la formule (2.8)) est semi-continue inférieurement dans ’ensemble X,
en parcourant les noeuds j suivant 1’ordre topologique du réseau et en utilisant les
propriétés de la semi-continuité.

Maintenant, montrons que Vs € W, la fonction de colit ¢ — C*(z) est semi-continue

inférieurement. Soit € > 0.

Vj € N, z — 7{(z) est semi-continue inférieurement

= Ve = m >0, 3 > 0 tel que ||z — F|| < = 75(T) — 7i(z) < €.
De méme, V(j,k) € A°, x — 7} () est semi-continue inférieurement

<> Ve' >0, Iy > 0 tel que ||z — T|| <1 = 73 (T) — 7 (z) < €.

Pour € > 0, il existe = min{n;, n2} > 0 tel que :

C:@) - C%(x) = Y. culr(@mp(@) — 75 (2)mji(2))

(4,k)eAs

= Y eu(m@)(7@) = 75 (2) + 7/ (2)(75(T) — 7y (2)))
(4,k)eAs

€ €

C S e )
(j,gE:Aa ’ 2[A%|cji 2[Aejn

< €

ce qui prouve bien que la fonction z — C*(z) est semi-continue inférieurement. a

Théoréme 3 Considérons le modéle stratégique avec priorités présenté au chapitre 2.
Si les cotits sur les arcs sont tous positifs , alors il existe au moins une solution a
inégalité variationnelle IV (C, X).

preuve : Posons ®(z,y) = (C(z),z — y).

La fonction ® est concave en y et satisfait clairement ®(y,y) = 0. Puisque Vs € W,
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la fonction C*(z) est semi-continue inférieurement (proposition 4), il en est de méme
pour la fonction z — ®(x,y). En effet, d’une part nous avons Vs € W, C*(Z) est

borné par M = 3 ¢ ce qui implique que la norme [|C(Z)|| est finie. D’autre
(Jk)€A*

part, par définition de la semi-continuité, nous avons pour tout s € W :

Ve > 03> 0tel que ||z —Z|| <n=C*(z) > C*’(T) — ¢

. €
2|z — ol
< Ve >03n>0telquellz—7|| <n= —C°(z) < -C*(T)+¢€.

Il en résulte que :

(~Cla),e—y) < (~C@),z—y)+elle—y]
< (-C@),7-) + (~C@),0 - 7) +¢|lz 9|
< (-C@),7 - ) +]I0@)lle 7l + €l — 7]
+€[[z - yl|
< (=C@),z—y)+ (€ +]IC@In + 5

< (~C@,F-y)+e sin< garsmm

ce qui montre que la fonction z — @®(z,y) est semi-continue inférieurement sur
Pensemble compact X. Nous avons toutes les hypotheses pour utiliser 'inégalité de

Ky Fan (théoréme 2). Il existe donc un vecteur z* € X tel que :
Vye X, (C(z*),z"—y) <0,

qui est équivalent a dire qu’il existe au moins un vecteur z* € X solution de 'inégalité

variationnelle IV (C, X). O



Chapitre 4

Recherche d’un équilibre
stratégique

Ce chapitre traite de la résolution algorithmique du modele stratégique avec prio-
rités dans un réseau de transport en commun. La premiére section est consacrée a la
construction d’une stratégie optimale. Ce probleme consiste & générer efficacement,
pour un certain vecteur de flots stratégiques et une certaine paire O-D, la stratégie
ayant le cout le plus faible. La difficulté de ce probleme repose sur la construction

de la stratégie de cout minimal tout en respectant les priorités pour l'acces aux arcs

du réseau. A la seconde section, nous proposons des algorithmes de recherche d'un
équilibre stratégique. Ces algorithmes découlent d’une adaptation efficace de 'al-
gorithme de Frank et Wolfe ainsi que des algorithmes de projection pour trouver
un équilibre stratégique. Enfin, la derniére section présente les résultats numériques
portant sur la recherche d’équilibres stratégiques. Cette derniére section vise princi-

palement a tester les performances de nos algorithmes.

4.1 Construction d’une stratégie optimale

Dans le modele d’équilibre classique, la recherche d’équilibre fait souvent appel au
calcul d’un chemin le plus court. De maniére similaire, la construction d’une stratégie

optimale joue un roéle essentiel dans la recherche d’un équilibre stratégique.
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4.1.1 Procédé de construction général

Le probléme d’hyperchemin optimal consiste & trouver un hyperchemin joi-
gnant l'origine ¢ & la destination r de colit minimal. Un hyperchemin / est représenté
par un couple (s,7°), oll s est une stratégie et 7° est un vecteur de probabilités
d’acceés aux arcs. La construction d’un hyperchemin optimal h* = (s*,7") suit le
procédé récursif décrit par Nguyen et Pallottino [42]. Au nceud j, on associe I'ordre
de préférences optimal E;*, et on note w;-* le cotit de I’hyperchemin reliant le nceud j a
la destination 7. Cette derniére variable est calculée & I’aide de ’équation générale

de Bellman :

o0 sij>r
. 0 sij=r
w! = . e Y 4.1
J Y mhleip+wp) sij<m, (41)
keE3”

ou ’ordre de préférences optimal est solution du probleme :

E; € arg Erpelg{ > 7wk + wi )} (4.2)

377 keES
On applique ’équation générale de Bellman suivant l'ordre topologique inverse du
réseau (de la destination r vers lorigine ¢). Le colt de I'hyperchemin optimal h* est
w;*. Notons que le procédé construit les hyperchemins optimaux reliant chacun des

neceuds a la destination r.

La complexité du procédé de construction d’hyperchemins optimaux dépend du
probléme combinatoire (4.2). En général, le nombre d’ensembles de préférences candi-
dats & I'optimalité pour le probléme (4.2) est |57 et ’énumération de tous les ordres
de I'ensemble E; est donc inefficace. Nous proposons plus loin une méthode efficace

pour résoudre ce probleme.

4.1.2 Application au modele stratégique

Observons maintenant comment appliquer ’équation générale de Bellman (4.1)

au modele stratégique. Etant donné un vecteur de flots stratégiques z et une paire
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O-D (g, ), nous voulons construire efficacement une stratégie s},.(z) dans I'ensemble :

W (z) = arg min {C*(z)}.

seWyr

Une telle stratégie admet un cotit minimal ¢}, (z) pour la paire O-D (g, ), relativement

au vecteur de flots stratégiques z. Nous voulons construire cette stratégie de flot nul &
I’aide de I’équation générale de Bellman, tout en respectant les priorités pour I'acces

aux arcs du réseau.

Le chargement du réseau précéde la construction de la stratégie optimale s7,.(z). Le
chargement du vecteur de flots stratégiques z induit les vecteurs de flots stratégiques
aux noeuds z' = {z§'} et 2> = {z:*}. Nous voulons effectuer le micro-chargement

(chargement du flot nul 2¢") aux nceuds j afin d’obtenir les probabilités 73 associées

3 lordre de préférences optimal E¢". La connaissance des vecteurs z! et z? permet
p j

de démarrer le micro-chargement & un noeud j quelconque du réseau. Cependant,

le déroulement du micro-chargement comporte une difficulté principale. Nous ne
connaissons pas a ’avance si le flot nul zj est prioritaire ou non pour l'accés aux

nceuds successeurs de 7, étant donné que le micro-chargement est effectué suivant
Pordre topologique inverse. Pour pallier a ce probléme, nous procédons comme suit.
Dans un premier temps, nous évaluons pour chaque nceud k¥ € 5+ deux valeurs de

colit : wi ! et wi 2. Pour chaque nceud k € j*, nous avons deux cas :
1. z{ est prioritaire : dans ce cas, le micro-chargement est exécuté sur l'ensemble
W'y {s*} et induit le coflit wf ™ .
2. z,i* est non prioritaire : dans ce cas, le micro-chargement est effectué successi-

vement sur les ensembles W' et W_ U {s*} et fournit le cofit w}2.

Ensuite, nous calculons les coiits w;*p (p = 1,2) a laide de l’équation générale de

Bellman :
oy . . o WSt (G kB () e Li(1<i <)
wj - keZEs* W;k(cjk + wlf: )) avec wz - { W].z'? sinon. '
J

Ainsi, nous sommes sir que le déroulement du micro-chargement tient compte des
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priorités pour I'accés aux lignes d’autobus. Notons qu’a origine g, il n’y a pas de

s*2

priorités et donc le colt de la stratégie optimal c;: est égal a w; ~.

Exemple de construction d’une stratégie optimale

Considérons le réseau de transport en commun illustré & la figure 4.1. Dans ce
réseau, les chemins 1 — 3 et 2 — 3 — 5 correspondent a deux lignes d’autobus de
capacités respectives 10 et 20, et la demande pour l'unique paire O-D est de 40
unités de flot. Nous supposons que ’ensemble de travail contient une seule stratégie,
soit : 81 = ([3,2],[3,5],[5,4],[5],[]). Le vecteur de flots stratégiques courant est :

z = (z1) = (40). Nous recherchons maintenant une stratégie s* de cofit minimal.

40

AN

@(f;’) (1)

15 o 40

FiG. 4.1 — Réseau 3

Le chargement du vecteur de flots stratégiques z est tres simple. A partir du
nceud 1, 10 unités de flot accédent au noeud 3 et 30 unités atteignent le noeud 2. Au

nceud 2, le flot se divise sur les arcs (2,3) et (2,5) suivant les proportions 2/3 et 1/3.

Ainsi, un total de 30 (20+10) unités de flot accédent au nceud 3. A cause des priorités,

seulement les 20 unités de flot en provenance du noeud 2 peuvent atteindre le nceud

5 avec l'arc (3,5). On obtient enfin les flots stratégiques 25'' et 2512

;' en chacun des

noeeuds du réseau :
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neud 7: 1 2 3 4 5

1
STC - 20 - -

2% 40 30 10 20 40

z

A présent, la connaissance des vecteurs z' et z? permet de construire la stratégie
optimale s*.

Le procédé de construction débute 4 la destination 5. On pose alorswi * = w§ > = 0
et Bf" =[]. Au nceud 4, lordre de préférences optimale est [5] et wj ! = wj ? = 40.
Au nceud 3, Parc (3,5) constitue le choix optimal et donc Ej = [5,4]. Le micro-
chargement de s* au nceud 3 sur I'ensemble {s; : z3* = 20} U {s*} fournit les proba-
bilités 5y = 1 et m5; = 0. De méme, le micro-chargement exécuté successivement sur
les ensembles {s; : 25* = 20} et {s; : 25' = 10} U {s*} induit les probabilités m§; = 0

et m5; = 1. On applique ensuite 'équation générale de Bellman (4.1) au nceud 3 :

wil = (112 +wi?) + (0)(20 + wi %) = 12,
wi? = (0)(12 + ws?) + (1)(20 + wi %) = 60.
L’ordre de préférences optimal au nceud 2 est clairement E§ = [3,5]. Les probabi-

lités 355 et ms sont respectivement 2/3 et 1/3 pour le micro-chargement effectué sur

Pensemble {s; : 25 = 30} U {s*}. Nous obtenons ainsi :

wi'l = (1)(10+wj™) + (0)(80 + wi %) = 22,

wi? = (2/3)(10 +wit) + (1/3)(80 + wi %) = 124/3.

Le procédé de construction se termine & I'origine 1. On cherche un ordre de préférences

E; minimisant ’expression
(15 + w5 ) + wis(30 + wi*) = (169/3)mi; + (90)mfs.

Puisque l'arc (1,2) est de capacité infinie, 'ensemble B = [2] et les colits minimaux
wi'l et w$? sont égaux & 169/3. Finalement, nous obtenons la stratégie optimale
s*=1([2],[3,5],[5,4],[5],[]), dont le coiit est 169/3. Le procédé de construction de

s* est résumé au tableau 4.1.



CHAPITRE 4. RECHERCHE D’UN EQUILIBRE STRATEGIQUE 69

neeud j | EBY Wit wiT?
5 ] 0 0
4 [5] 40 40
3 |[54] 12 60
2 : 22 4
1 2] 18 18

TAB. 4.1 — Construction d’une stratégie optimale dans le réseau 3

Calcul efficace de 'ordre de préférences optimal

Nous proposons maintenant une méthode efficace pour résoudre le probleme d’op-

timisation (4.2). Ce probléme consiste & trouver un ordre de préférences optimal EJS

minimisant w;® = keEEs mhlcie +wi') (p = 1,2). Soit EY = [k, k..., ki) un ordre de
;

préférences tel que [ = [j7| et :

*

ik F Wi < Cjkpy H Wb,  Vi=1,2,...,1-1 (4.3)

La construction de I'ordre de préférences Ef nécessite seulement le tri de [ valeurs et
peut étre résolu par n’importe quelle procédure de tri.

Théoréme 4 L’ordre de préférences Ef satisfaisant la condition (4.3) est une solu-
tion optimale du probléme (4.2).

preuve : La preuve est semblable & celle du théoréme 3 présenté dans le mémoire de

maitrise de Schoeb [48].

4.1.3 Algorithme PCAPSHORT

Nous présentons maintenant I’algorithme PCAPSHORT qui construit une straté-

gie optimale s* € Wy (z). Auparavant, nous effectuons le chargement du vecteur de

flots stratégiques z afin d’obtenir les vecteurs de flots stratégiques aux nceuds z' et
22. La procédure PCAPSHORT prend en input les vecteurs (2%, z2) et la paire O-D

(q,7), et retourne la stratégie optimale s* et son cotit C*".
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Le déroulement de la procédure PCAPSHORT suit ’équation générale de Bell-
man (4.1). On balaye les nceuds suivant l'ordre topologique inverse du réseau. Le
traitement d’un nceud j comprend deux étapes. On construit d’abord l'ordre de

préférences optimal Ej* 3 l’aide d’une procédure de tri. Ensuite, on effectue le micro-

. 771 . .
chargement de s* au nceud j sur 'ensemble W~ U {s*}, puis successivement sur les

ensembles W' et WU {s*}. Ces deux micro-chargements fournissent respectivement
les cofits w™! et wi™®. Nous présentons ci-dessous le code de l'algorithme PCAP-

SHORT.

PROCEDURE PCAPSHORT (2!, 22, (g,7))

input : z' = {z'}sewjen [vecteur de flot stratégique avec priorité]
22 = {2} sew jen [vecteur de flot stratégique sans priorité]
(g,7) [paire O-D]
output : s*, C¥ [stratégie optimale et son cotit]
INITTALISATION
for j € N do
if j <r then
wi =wili=wi? =0 [coiits de la stratégie optimale
else partant au nceud j]
wi =Wt =W =00
endif
endfor

MICRO-CHARGEMENT
for j € N (dans lordre topologique inverse et j < r) do

for k € 5% do
if (j,k, E" (1)) € L; then [1<i<]]
wi = wiy [25" est prioritaire]

else

wi = wiy, [28" est prioritaire]
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endif

endfor
E§" = sort(j7) [tri croissant de 'ensemble {c;x + wj }rej+]
W ={seW:E;#0} [ensemble des stratégies actives]
for p:=1to 2do [deux phases de micro-chargement]
if p=1 then [z5" est prioritaire]

W i={seW: 28 >0} U{s*} [stratégies actives de flot prioritaire]

W= {0}

else [25" est non prioritaire]

W={seW: 2t > 0}
W ={seW: 232 >0} U {s*} [stratégies actives de flot non prioritaire]
endif
for k € E; do

[stratégies actives de flot prioritaire]

Tjk, == U [capacité résiduelle de I'arc (j, k)]

T = [probabilité d’accés & Iarc
endfor (4,k) avec la stratégie s*]
for s € W do

E; = E; [ordre de préférences résiduel]
endfor

fori:=1to 2 do

[micro-chargement sur W et W)

for s € W do

z5 =2 [flot stratégique résiduel]
pji =1 [proportion résiduelle du flot stratégique]
endfor
while W' # 0 do
K:=10 [ensemble des premiers choix résiduels |
for k € j* do
dy =0 [demande pour le nceud k]
S =10 [ensemble des stratégies ayant le
endfor neeud k comme premier choix résiduel]
for s € W' do

k:=FE.(1) [premier choix résiduel de la stratégie s]
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K=K U{k}

Sy = Sk U {s}

dy := di + Z;
endfor

v = max{dy/tj : k € K}
B ;= min{l/v,1}
for k € K do

for s € S} do

if s = s* then

[ I i 8t
Tk = W]k-i-,@pj

pi = (1= B)pf
else
z5 =7 - Bz
pit = (1= 85
endif
endfor
Uj, = Uji — fdy,
if 4, = 0 then
for se W UW’ do
Fj = E; —{k}
endfor
endif
endfor
if 5* = 1 then
W =0
endif
endwhile
endfor
for k € Ej do
wi P = w P s (e + wi)
endfor

endfor

if j = ¢ then C*" := W™

[construction de K|
[construction de S]

[construction de d]

[proportion de flot résiduel affectée |

[mise & jour de la probabilité w5, ]

[mise & jour de la proportion pj’]
[mise & jour du flot résiduel Z |
[mise & jour de la proportion p']

mise a jour de la capacité résiduelle
J

[mise & jour de I'ordre résiduel E; |

[fin du micro-chargement sur W ]

[fin du micro-chargement]

[mise & jour du cott w; *]

[cotit de la stratégie optimale]
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endif

endfor

Une seule application de PCAPSHORT fournit les stratégies optimales reliant
un neceud quelconque a la destination r. Notons aussi que la complexité théorique de
PCAPSHORT est polynomiale.

Considérons maintenant une stratégie s* retournée par PCAPSHORT. Sous
quelles conditions cette stratégie est-elle admissible, non dominée et non redondante ?
Nous garantissons qu’elle est admissible s’il existe un chemin de capacité infinie joi-

gnant chacun des nceuds a la destination r. Si W, (z) est un singleton alors la stratégie

s* est non dominée. En effet, cette stratégie admet un colit strictement inférieur a
ceux des autres stratégies pour le vecteur de flot z. Finalement, la stratégie s* peut
étre équivalente & un autre stratégie mais heureusement, cette situation est détectable

en pratique. Nous reviendrons sur ce dernier point a la prochaine section.

4.2 Algorithmes de résolution

Nous proposons maintenant des algorithmes pour trouver un équilibre stratégique.
La recherche d’un équilibre stratégique se rameéne a la résolution de I'inégalité varia-
tionnelle IV (C, X), ol C est la fonction de cotlit induite par le chargement du réseau
et X est le polyedre des flots stratégiques réalisables. La résolution de cette inégalité
variationnelle comporte deux difficultés principales. La premiere difficulté provient
du nombre exponentiel de stratégies. Cette difficulté réduit notre choix algorithmique
et nous amene a adopter une stratégie de restriction pour trouver un équilibre. La
seconde difficulté repose sur la nature de la fonction de coit. Cette fonction n’est ni
différentiable, ni séparable et ni monotone. De plus, chaque évaluation de celle-ci est
colteuse en temps de calcul.

De maniere générale, un algorithme d’équilibre génere une suite d’approxima-
tions d’un vecteur de flot d’équilibre. Le critéere d’arrét de l'algorithme est basé sur

une mesure de distance entre ’affectation de flot courante et ’ensemble des solu-

tions d’équilibre. Pour nos heuristiques, nous utilisons une fonction de mérite as-

sociée a I'inégalité variationnelle IV (C, X), appelée fonction d’écart, comme critére
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d’arrét. Dans la premiére sous-section, nous introduisons cette fonction d’écart. La
sous-section suivante présente ’algorithme de recherche PFW qui adapte d’une fagon
intelligente I’algorithme de Frank et Wolfe pour trouver un équilibre stratégique. En-

fin, la derniére sous-section traite des méthodes de projection.

4.2.1 Fonction d’écart

Considérons I'inégalité variationnelle IV (C, X') possédant ’ensemble de solutions
X*. Une fonction de mérite associée & cette inégalité variationnelle est une fonction
réelle non négative définie sur X et s’annulant seulement sur X*. Si g est une fonc-
tion de mérite alors l'inégalité variationnelle IV (C, X) est équivalente au probleme

d’optimisation globale :

min ¢(),

dont la valeur optimale est nulle. Nous verrons plus loin comment calculer une telle
fonction g dans le cas du modele stratégique. La fonction d’écart primale, introduite
par Hearn [28] est un exemple classique de fonction de mérite. Cette fonction, notée
gp, S’exprime comme suit :

65(@) = max(C(@), = = v).

11 est facile de voir que cette fonction vérifie les propriétés d’une fonction de mérite.
Malheureusement, la fonction d’écart primale est presque toujours non convexe. Ainsi,
la minimisation de cette fonction peut se heurter aux minimaux locaux.
Introduisons maintenant la fonction d’écart relative (ou simplement fonction
d’écart) appliquée a notre réseau. Cette fonction, notée g, s’exprime de la maniére
suivante :
9(2)
T) = ———r
g ( ) < C x), x) )
ou g, désigne la fonction d’écart primale. Remarquons que le produit scalaire se

trouvant au dénominateur est toujours positif. Ainsi, la fonction g constitue bien une

fonction de mérite.
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Application au réseau stratégique

Soit z un vecteur de flots stratégiques réalisable. On note Z une solution du

probléme d’optimisation suivant :

min(C(z),y). (4.4)

yeX

L’affectation de flot Z minimise le cout total des usagers relativement au vecteur de
coiit C(z). La structure du polyedre X facilite la construction d’une solution Z du
probléme (4.4). Pour chaque paire O-D (g, ), on affecte la demande d, a la stratégie
de colit minimal s}, (z). On obtient ainsi le vecteur de flots stratégiques T définit

comme suit :

| dg sis=s;(z)
T = { 0 sinon. (45)

Prenons un vecteur de flots stratégiques quelconque y € X. Nous obtenons 'inégalité

suivante :

(Clz),y) = ( Z) Cor(®)dgr = (C(2), ),

ce qui démontre que le vecteur Z (construit & P’aide de la formule (4.5)) est solution
de 'inégalité variationnelle IV (C, X). Le vecteur T constitue un point extrémal du
polyeédre X et est appelé vecteur de flot extrémal optimal induit par le vecteur z.

Introduisons maintenant les quantités :

¢ = (Clz),x);
¢t = (C(x),7).

Le nombre ¢ représente le colt total des usagers tandis que le nombre c* désigne

le cotit total optimal relativement au vecteur de coiit C(z). A partir de ces deux

quantités, la fonction d’écart g(z) s’exprime sous la forme :
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La fonction g mesure alors la différence relative entre le cott total des usagers et le
cotit total optimal relativement auz coits de transport courants. Le vecteur de flot
courant z est & ’équilibre si et seulement si les quantités c et ¢* coincident, auquel

cas affectation de flot courante minimise le coiit total localement.

Contribution des paires O-D

Il est parfois pertinent de mesurer le comportement de notre algorithme relatif

a une paire O-D donnée. A cet égard, nous pouvons décomposer la fonction d’écart
suivant chaque paire O-D. Cette décomposition fournit la contribution de chaque
paire O-D & la fonction d’écart g. La contribution de la paire O-D (g, ), notée g4 (z),

s’exprime comme suit :

g (.’L‘) _ (qu(ﬂ?), wtl’") - C:;T(fL‘)qu
v (C(z), ) ’

ol z,, et Cy désignent les flots et colits stratégiques associés & la paire (g,).
On obtient une expression similaire de la fonction d’écart g en additionnant la

contribution de chaque paire O-D :

9(@) = 3. ul(2).
(g,r)el
Une paire O-D (g, 7) est dite a ’équilibre lorsque sa contribution g, est nulle. L’équili-
bre du réseau entier est atteint lorsque toutes les paires O-D se trouvent simul-

tanément a I’équilibre.

Procédure d’évaluation

La procédure d’évaluation de la fonction d’écart g est nommée GAP. L’input
de cette procédure est un vecteur de flots stratégiques z. La premiere étape de la
procédure consiste & calculer le colt total c¢. Cette étape requiert un appel de la
procédure PCAPLOAD sur l'input z. La seconde étape comprend la construction
du vecteur extrémal optimal T et le calcul de c*. Cette derniére étape nécessite 'appel

de la procédure PCAPSHORT sur chaque paire O-D. Finalement, on calcule g(z)
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a l'aide de la formule (4.6).

PROCEDURE GAP (z)

input : z = {z,}sew [vecteur de flot stratégiques]

output : g(z) [valeur de la fonction d’écart en ]
T [vecteur de flot extrémal optimal]

INITIALISATION

for s € W do

Ty =0 [flot optimal affécté & la stratégie s]

endfor

c:=0 [cotit total]

=0 [cotit total optimal]

CALCUL DU COUT TOTAL

PCAPLOAD(z) — 21, 22, C [chargement du vecteur de flot x]
for s € W do

c:=c+zC* [mise & jour du coiit total]
endfor

CALCUL DU COUT TOTAL OPTIMAL
for (¢,7) € I do
PCAPSHORT(z}, 22, (q,7)) — s*, C° [calcul de la stratégie optimale]

W =W uU{s*} [enrichissement de ’ensemble de travail]
T 1= dyr [construction de %]
¢t =+ T O [mise & jour du coiit total optimal]
endfor
g(z) = (c—c*)/c [évaluation de la fonction d’écart]

En pratique, on appelle PCAPSHORT une seule fois pour chacune des destinations.
On obtient ainsi toutes les stratégies optimales du réseau. Un appel de la procédure

GAP requiert donc un appel de PCAPLOAD et |D| appels de PCAPSHORT.
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Enfin, notons que ’évaluation de la fonction d’écart implique un enrichissement de
I’ensemble de travail courant. En effet, la construction du vecteur extrémal optimal
T integre de nouvelles stratégies dans l’ensemble de travail. La possibilité d’enrichir
Iensemble de travail W & partir de la procédure GAP est a la base de la recherche

d’un équilibre stratégique.

4.2.2 Algorithme de linéarisation

L’algorithme de Frank et Wolfe [22] est fort utilisé pour résoudre des problémes
d’équilibre de trafic sur des chemins. Cette popularité découle du fait que l'algo-
rithme exploite efficacement la structure du réseau. En effet, a l'intérieur d’une
itération, la méthode comprend un probléme de chemin le plus court soluble rapide-
ment (Sheffi [49]). Nous adaptons cet algorithme a la quéte d’un équilibre stratégique.
La construction de stratégie optimale remplace alors la procédure de chemin le plus
court. L’algorithme de Frank et Wolfe adapté suggere une fagon naturelle de s’ap-
procher d’un équilibre. Toutefois, la convergence de ’algorithme n’est pas garantie
puisque notre fonction de cott ne s’exprime pas comme un gradient. Cet algorithme

constitue alors une heuristique que nous appelons pseudo Frank-Wolfe (ou PFW).

Déroulement de la méthode

Le déroulement de I'algorithme PFW est simple. Au départ, on dispose d’un en-
semble de travail W° et d’un vecteur de flots stratégiques z°. A l'itération k, on

cherche une solution extrémale optimale Z* au programme linéaire :

min(C(z*), y).

yeX

Une telle solution est générée par la procédure GAP sur l'input z*. Ensuite, une
combinaison conveze des vecteurs z¥ et ¥ fournit une nouvelle approximation d’un

équilibre :
" = (1 - 0%)2* + oh 7",

Pour chaque paire O-D (g, r), on réaffecte une proportion * de la demande dy, 4 la

stratégie optimale szr(xk). Du méme coup, on enrichit I’ensemble de travail courant
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WF de cette stratégie optimale. La figure 4.2 montre une itération de l'algorithme

PFW sur un polyedre trivial. La suite des pas 6% doit tendre vers zéro. Cette condi-

F1G. 4.2 — La k-iéme itération de I’algorithme PFW

tion est nécessaire & la convergence de la méthode. Cependant, les pas ne doivent
pas converger trop rapidement, sinon la méthode cesse de progresser apres quelques
itérations, avant méme de s’approcher de I’ensemble des solutions X*. On impose
alors que la série associée a la suite de pas diverge. Un choix populaire des pas ) est
la suite harmonique 6* = 1/(k + 1). Nous appelons PSTRATEQ]1 l’algorithme
PFW utilisant les pas harmoniques. La fonction d’écart g sert de critere d’arrét pour

I’algorithme.

ALGORITHME PSTRATEQ1

input : 2° = {2°%} o [vecteur de flots stratégiques initial]
e>0 [facteur de tolérance|

output : z* [équilibre stratégique]

INITTALISATION

GAP(z°) — 7°, g(2°)
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k:=0

BOUCLE PRINCIPALE
while g(z*) > € do

g+l = (1 — 6%)zF + gFz* [nouvelle approximation de ’équilibre]
k:=k+1
GAP(z*) — 7*, g(2*)

endwhile

z* =zt [vecteur d’équilibre stratégique]

Soit {z*} la suite produite par la méthode PFW. L’algorithme original de Frank et
Wolfe converge sous I’hypothése que la fonction de coit correspond & un gradient

(Sheffi [49]). Notre fonction de colit C' ne possede pas cette derniere propriété. Ce-

pendant, si la suite {z*} admet une limite y, alors y € X*.

Théoréme 5 Si la suite {z} générée par PSTRATEQ1 converge vers y, alors
y e X*.
preuve (par contradiction) : Soit y le point limite de la suite {z}}. Supposons que

y ¢ X*. Il existe alors une stratégie 5§ € Wy, telle que :
ys >0 et C(y) > ¢ ().
Puisque C est semi-continue inférieurement, nous avons :
28>0 et C(z*) > cl(a") (k > k),
car sinon, par le théoréme 1, nous aurons pour tout vecteur z € X :
(C(z*),z¥ —2) <0 (k > k).
et (C(y),y —z) < lim (C(z*),z* — z) <0, contredit ’hypothese y ¢ X*.

T k—oo

Ainsi, la composante Z¥ est nulle pour k > k. Il en découle que :

k ¥ (k> k).

k+1 ky ..k
= = 1—0 L =
ms ( )ws k+1 8
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En appliquant cette formule récursive successivement, nous obtenons :

% k

e
s k+1

oy 7|

T x
On constate que w;@” tend vers zéro lorsque [ tend vers l'infini. Cela contredit I’hy-
pothése y; > 0. O

Un des défauts de la méthode PFW est son faible taux de convergence. Si notre
suite converge vers un équilibre, nous ne pouvons espérer mieux qu’un taux de conver-

gence sous-linéaire (taux de convergence théorique de la méthode Frank-Wolfe) :
g(z*) € O(1/k).

Initialisation et critére d’arrét

Nous décrivons maintenant la construction d’un vecteur de flot initial z°. Nous

appliquons la procédure PCAPSHORT sur chacune des paires O-D (g, r), avec un
input (2!, 2?) vide. En I'absence de flot, cette procédure retourne bien une stratégie
admissible s},. L’ensemble des premiers nceuds de préférences de cette stratégie consti-

tue alors un plus court chemin. On affecte la demande d,, a la stratégie sj,. Ainsi,

I'ensemble de travail initial W?° contient une stratégie pour chacune des paires O-D.
Nous arrétons la recherche d’un équilibre lorsque la fonction d’écart g, évaluée en z*,

est suffisamment faible. Malheureusement, ce critére d’arrét ne fournit pas de borne

sur la distance euclidienne entre z* et 'ensemble des solutions X* car la fonction de

cotit C n’est pas fortement monotone. Toutefois, une valeur faible de la fonction g
traduit une situation de trafic stable ou les usagers adoptent des stratégies quasiment

optimales.

Réduction de la taille de I’ensemble de travail

A chaque itération de l'algorithme PFW, la taille de ’ensemble de travail cou-
rant augmente de la valeur |I|. Une conséquence de l'accroissement de l’ensemble
de travail est le grand besoin d’espace mémoire pour représenter les stratégies ainsi

que augmentation du temps de calcul de la procédure GAP. Par conséquent, nous
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avons avantage & garder la taille de I’ensemble de travail la plus petite possible. Les
deux regles qui suivent vont dans cette direction. La premiere regle prend effet apres
chaque appel de la procédure PCAPSHORT. Nous effectuons un test avant d’in-
troduire une stratégie optimale dans I’ensemble de travail courant. Pour chacune des
paires O-D (g, 7), nous trouvons la stratégie § € W, de coiit minimal :
§ € arg min C°.
SEqu
Soit €; la tolérance pour la comparaison des colits stratégiques. Nous acceptons la

stratégie optimale s* = s, seulement si :
C* +¢ < C°.

Dans le cas contraire, on pose s* = 3. Le parameétre €; permet de détecter les stratégies
optimales quasi-redondantes.

La seconde régle permet d’éliminer des stratégies actives sous-optimales. On note
€, une borne inférieure sur le flot de chaque stratégie. Au début de chaque itération k
de la procédure GAP, nous considérons I’approximation courante de 1'équilibre z*.
Si zF < €, pour une certaine stratégie s € W* alors on élimine la stratégie s de
I’ensemble de travail W*. Pour satisfaire la demande, nous affectons le flot de s &
une autre stratégie active. Cette stratégie active est choisie arbitrairement parmi les
stratégies relatives & la paire (g(s), r(s)). L’application de ces deux régles a pour effet
de réduire la taille de I’ensemble de travail. Un bon choix des parameétres €; et e
accélere la recherche d’un équilibre. Plus ces parameétres sont élevés, plus ils écartent
certaines stratégies intéressantes de notre ensemble stratégique. Par contre, ces quan-
tités doivent étres faibles pour mener une recherche intelligente. Les valeurs optimales
de ces parametres dépendent des données du réseau. Il est prudent de débuter la re-
cherche avec des faibles valeurs €; et €5. Au besoin, on augmente ces valeurs de maniere
progressive. En général, cette technique permet d’obtenir un ensemble de stratégies

intéressantes.
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Variante

Nous présentons maintenant une variante de I’algorithme PSTRATEQ1 nommée
PSTRATEQ2. Cette variante est semblable & celle proposée par Schoeb [48]. A

l'itération k, nous modifions la maniére de combiner les vecteurs z* et Z*. Pour

chacune des paires O-D (g, 7), la proportion de flot affectée a la stratégie optimale s*
dépend des cotts stratégiques. Pour chaque stratégie s € Wq’“,,, cette proportion est

donnée comme suit :

Ces proportions 6% sont appelées pas adaptatifs. On modélise dans ce cas un compor-
tement basé sur le degré d’insatisfaction. Plus un usager est insatisfait d’une stratégie,
plus il y a de chance qu’il rejette celle-ci. En revanche, la probabilité qu'un usager
modifie une stratégie quasi-optimale est faible.

Soit {z*} la suite produite par l'algorithme PSTRATEQ2. Supposons que cette
suite converge vers y. Nous démontrons que y € X™.
Théoréme 6 Si la suite {z} générée par PSTRATEQ2 converge vers y, alors
y e X*.
preuve (par contradiction) : Soit y le point limite de la suite {z}. Supposons que

y ¢ X*. nous trouvons alors une stratégie § € W, telle que :
ys >0 et C(y) > cp,(y).
Puisque C' est semi-continue inférieurement, nous avons :
k 50k « (. k T
x5 >0 et C°(z%) > ¢ (%) (k> k).

Cela implique que % = 0 pour k > k.
Maintenant, montrons que klim |z¥ — 2%| = 0. D’une part, lorsque & tend vers linfini
— 00

nous avons :

ot — gk =0k |7k — 2% — 0. (4.7)

§ §ivs T
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D’autre part, par semi-continuité de la fonction C, nous déduisons :

* k
. E o1 . qu(x ))
Jun 6f = Jim (1 s
Cor(Y)
> 1--E£22 >0
- C4(y)

Ainsi, les pas 0% ne convergent pas vers zéro. Par (4.7), on déduit :

Jim |75 — 25 = 0.

Puisque 'ff = 0 pour k assez grand, on conclut que :

y; = lim zf = 0.
k—ro0

Cela contredit 'hypothese y; > 0. ]

4.2.3 Algorithmes de projection

Les algorithmes de projection sont des méthodes itératives et basés sur la
formulation de point fixe d’une inégalité variationnelle. Ces méthodes doivent étre
appliquées sur un espace de travail stratégique fixe.

Rappelons la formulation de point fixe de inégalité variationnelle IV (C, X) :
e X* & ¥ =pu(z),

oll v est un parametre positif et p,(z) = projx(z — aC(z)) désigne la projection du
vecteur  — aC(z) sur 'ensemble convexe X suivant la norme euclidienne.
L’algorithme projectif le plus naturel est ’algorithme de projection, défini par

I’équation de récurrence :
ot = pa(a¥) = projx (¥ — aC(a")),

ol le parameétre o reste 4 déterminer. La figure 4.3 illustre une itération typique de

cet algorithme.
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\_

—_ >
&

¥ — aC(z*)

F1G. 4.3 — La k-iéme itération de 'algorithme de projection

Si la fonction C' est fortement monotone alors I'inégalité variationnelle IV (C, X)

posséde une solution unique. Dans ce cas, une valeur de « suffisamment faible induit

une suite de points z¥ vérifiant I'inégalité :

k+1

la"* —2*|| < plle® — 27,

avec p compris dans l'intervalle (0,1). La suite {z*} posséde donc un taux de conver-
gence linéaire. Lorsque C n’est pas fortement monotone (comme dans notre cas), la
convergence de cette suite n’est pas garantie. Cependant, si la suite posséde une limite
y, alors y € X*. En effet, puisque p, est continue nous avons :

ERT kE__ 7 k—1\ __
y—]}gl;lox ——kliglopa(w )—pa(y)~

Pour améliorer les chances d’obtenir un point fixe, il est nécessaire de choisir o assez
faible. En pratique, on peut déterminer la valeur idéale de ce parameétre de maniere
empirique.

Le principal défaut de ’algorithme de projection est de ne converger que sous I’hy-
pothese de la forte monotonie de la fonction C. Plusieurs variantes de cet algorithme
ont été proposées qui convergent sous une hypothese plus faible. Parmi ces variantes,
on retrouve I'algorithme de Konnov [30]. Cet algorithme fait appel & deux pro-
jections et une combinaison convexe. On effectue dans 'ordre les trois instructions

suivantes :



CHAPITRE 4. RECHERCHE D’UN EQUILIBRE STRATEGIQUE 86

p¥ = projx(z* — AC(z*)),
y* = (1-0)z" +6p",

" = projy(z® — aC(y")),

ol a,\ € R™ et § € (0,1). La figure 4.4 illustre une itération de l'algorithme. L’al-

X
- pk
‘—I e |2,
l
zF — aCl(y z* — \C(z*)
y* — aC(y¥)

F1G. 4.4 — L’algorithme de Konnov

gorithme de Konnov converge sous ’hypothese que C est pseudo-monotone, c'est a

dire :
(C(z),z—y) < 0= (C(y),z—y) <0 Vz,yeX.

Cette propriété est plus faible que la monotonie. L’algorithme de Konnov possede
un taux de convergence comparable & celui de l’algorithme de projection. On doit
toutefois choisir o suffisamment faible et A proportionnel a 1/6.

Finalement, on obtient ’algorithme de ’extragradient en posant § = 1let A =
« dans la méthode de Konnov. Cet algorithme, proposé par Korpelevitch [31] consti-
tue une méthode trés robuste. Il converge sous ’hypothése de pseudo-monotonie, mais
son taux de convergence peut étre moins bon que ceux des méthodes précédentes.

Les algorithmes de projection font appel a 'opérateur de projection projy,, (-). La

projection d’un point sur un polyedre quelconque constitue un probléeme complexe.
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Heureusement, il existe une méthode de projection efficace lorsque le polyédre s’ex-
prime comme un produit de simplexes comme c’est le cas pour I'espace de travail

Xw. Une description de cette méthode de projection est décrite dans Schoeb [48].

4.3 Reésultats numériques

Cette section traite des résultats numériques portant sur le calcul d’équilibres
stratégiques. Ces résultats visent essentiellement a tester les performances de nos
algorithmes. Cependant, certains propriétés théoriques du modele stratégique (mono-
tonie de la fonction cotit) sont également étudiés. Nous nous intéressons d’abord au
calcul d’un équilibre dans un réseau de petite taille. La simplicité de ce petit réseau
facilite une analyse théorique du probleme. Nous testons ensuite nos méthodes sur un
réseau de taille moyenne. Ce second probléme constitue un défi algorithmique plus

intéressant.

4.3.1 Premier probleme : le petit réseau

Considérons le réseau 4 illustré a la figure 4.5, tiré de article de Marcotte et
Nguyen [37]. Ce petit réseau modélise une situation fictive de transport en commun.
Les usagers habitant aux nceuds 1 et 2 partagent chaque jour une destination com-
mune : le nceud 6. Aux heures de pointe, les demandes pour les paires O-D (1,6) et
(2,6) sont de 10 et 12 respectivement. Les chemins 1 —4 —6 et 2—3 — 4 correspondent
a deux lignes d’autobus A et B de capacités égales a 10 unités de flot. Les autres arcs
sont interprétés comme des arcs de marche. Nous recherchons un équilibre de trafic
en utilisant le concept de stratégie.

Il est clair que 'autobus constitue un moyen de transport attrayant pour minimiser
le temps de transport. Le choix de ’autobus comporte toutefois une part de risque.
En effet, on peut refuser ’accés abord du véhicule, faute de place disponible. Par
exemple, imaginons qu’au nceud 3 plusieurs individus provenant du nceud 1 choisissent
la ligne B. Une proportion de ceux-ci ne trouveront pas de places libres a bord du

véhicule et devront utiliser I’arc de marche colteux (3,6). On constate alors une

augmentation du colt de transport associé a ce choix stratégique. Eventuellement,
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Fi1G. 4.5 — Réseau 4

certains usagers emprunteront la ligne d’autobus A ou l'arc de marche (2,6), afin
d’éviter la possibilité de se retrouver sur l’arc (3,6).
En tenant compte des priorités, on retrouve 4 stratégies intéressantes. Les usagers

originaires du nceud 1 ont le choix entre les deux stratégies suivantes :

neeud : 1 2 3 4 5 6
sio [4] [] [] (6] [] []

neeud : 1 2 3 4 5 6
sso [] [3,6] [4] [6,5] [6] []
ser [] 6] [] [] [] []

Il est facile de montrer que toute autre stratégie est dominée par (ou équivalente

a) 'une de ces quatre stratégies. par exemple, la stratégie ([3],[ ], [4, 6], [5],[6],]]) est
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dominée par s,, la stratégie ([ ], [6,3],[4,6],[6,5],[6],[]) est équivalente & s4 puisque

Parc (2,6) est de capacité infinie, etc.

Résolution exacte

Notons z; et C; le flot et le coiit de la stratégie s; (i = 1, 2, 3 et 4). Nous recher-
chons un vecteur de flot * qui satisfait les conditions d’équilibre du réseau. Dénotons
par 3 la probabilité d’atteindre la ligne d’autobus B au nceud 2 pour les usagers
adoptant la stratégie s3. Posons également 734 la probabilité d’atteindre la ligne d’au-
tobus B au nceud 3 pour les usagers adoptant la stratégie s;. De méme, w4 désigne
la probabilité d’accéder & la ligne d’autobus A au nceud 4 pour les usagers utilisant

la stratégie s, ou s3. Ces probabilités sont données comme suit :

10
73 = min{l, —}
T3
0 si T3 > 10
T34 min{1, =22} sinon.

{ 0 siz; =10
T46

10-2z1  ginon.
T2+T3

Maintenant, & ’aide des probabilités ma3, 34 €t T les colits stratégiques s’expriment

de la maniére suivante :

Ci(z) = 670;
C’z(:E) = 150+ 71'34[110 + 71'46120 -+ (1 - 7(46)(200 -+ 400)] + (1 - 71'34)15003
03(93) = 7T23[8O+110+7T46120+ (1 -‘-7T46)(200+400)] + (1 —71'23)550;

Ci(z) = 550.

D’abord, nous affirmons que z} < 10. Dans le cas contraire, nous pouvons facilement
démontrer que les conditions de Wardrop ne sont pas satisfaites. Maintenant, traitons
le cas ou les quatre stratégies sont utilisées a 1’équilibre. Dans ce cas, le vecteur

z* = (z}, 2%, 73, ;) est solution du systéme d’équations :
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_— * 1 — * * * * 10
150+ 0= B0 107 %00 4 T (9004 400)) + 257 P500 = 670
x5 x5+ T3 Ty + T3 x5
10 — z* *
80 + 110 + — 1120 + ——2—(200 + 400) = 550
Ty 3 Ty + T3
zi+zy = 10
i +azy; = 12

La solution unique de ce systéme est z* ~ (5,5, 5.24,6.76). Cette solution d’équilibre
n’est pas unique. En effet, le vecteur (10,0, 0, 12) constitue une autre solution d’équili-
bre pour le réseau 4, avec seulement deux stratégies utilisées, soient sy et s4. Avec cette
affection de flot stratégique, aucun usager ne peut améliorer son colt de transport en
changeant unilatéralement sa stratégie, étant donné que la capacité résiduelle de I’arc
(4, 6) est nulle. Maintenant, si la demande de la paire (1,6) passe de 10 & 10+ ¢ unités
de flot, alors les ¢ unités de flot additionnelles n’ont d’autre choix que d’emprunter
le chemin 1-3-4-5-6 de coiit égal & 860 > 670 (cot du chemin 1-4-6 emprunté par
les 10 usagers de la paire (1,6)). Cette situation montre I'instabilité de la solution

d’équilibre (10,0, 0, 12) par rapport a de légeres perturbations des données du réseau.

Résolution numérique

Nous testons nos méthodes qui recherchent un équilibre sur le réseau 4. L’ensemble
de travail stratégique contient les quatre stratégies intéressantes du réseau (sy, s2, $3
et s4). Ainsi nous appliquons nos algorithmes sur I’espace complet des stratégies. Nous
accordons un maximum de 10 000 itérations par expérience.

Nous débutons les tests avec les deux méthodes PEW. Les résultats de ’algorithme
PSTRATEQ]1 (pas harmoniques) sont exposés aux tableaux 4.2 et 4.3 tandis que
ceux de l'algorithme PSTRATEQ2 (pas adaptatifs) sont présentés au tableau 4.4.
Chaque ligne du tableau correspond & une itération donnée de l'algorithme. On y
retrouve le vecteur de flots stratégiques, le vecteur de cofit stratégique et la valeur de
la fonction d’écart. Les flots (et cotits) stratégiques sont arrondis au centieme alors

que la valeur de la fonction d’écart est arrondie au millieme.
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Nous constatons que l'algorithme PSTRATEQL converge lentement vers I'une
des deux solutions d’équilibre, selon le choix du vecteur de flot initial. Ainsi, cette
méthode converge vers la solution (10,0,0,12) (respectivement (5,5,5.24,6.76)) en
démarrant avec le vecteur de flot (0,10,0,12) (respectivement (2, 8,4, 8)). Pour 'al-
gorithme PSTRATEQ2, nous avons vérifié que, quel que soit le vecteur de flot, cette
heuristique converge toujours vers la solution (5,5, 5.24,6.76). Le tableau 4.4 montre
cette convergence pour le vecteur initial (0, 10,0,12).

Nous expérimentons ensuite les méthodes projectives. Le choix de parametres de
contréle (tel que a) est déterminé de maniére empirique. Pour o < 0.02, nous ob-
servons que, dépendemment du vecteur de flot initial choisi, les méthodes projectives
convergent rapidement vers 'une des deux solutions d’équilibre. Par exemple, les
tableaux 4.5 et 4.6 présentent la convergence de l'algorithme de projection et l'algo-
rithme de Konnov vers la solution (5, 5,5.24, 6.76) tandis que le tableau 4.7 expose la
convergence de I’algorithme d’extragradient vers la solution (10,0, 0,12). Finalement,
comme le montre le tableau 4.8, toutes ces méthodes convergent vers la solution
extrémale (10,0,0,12) pour une valeur de « assez grande. Ceci s’explique du fait
que 'algorithme se déplace d’un vecteur extrémal & un autre jusqu’a l'atteinte de la
solution d’équilibre extrémale (10, 0,0,12).

Maintenant, nous modifions le réseau 4 afin d’obtenir une solution d’équilibre
unique. Fixons la demande de la paire O-D (1,6) a4 9 unités de flot. Cette modifica-
tion n’influence pas la nature de 'ensemble stratégique. Dans ce cas, (5, 4,6.19,5.81)
constitue un vecteur d’équilibre stratégique. En effet, les colits des stratégies pour
une paire O-D sont alors égaux : C(z) = (670,670, 550,550). Les résultats de lal-
gorithme PSTRATEQ]1, I'algorithme PSTRATEQ?2 et l'algorithme de projection

sont présentés aux tableaux 4.9, 4.10 et 4.11 respectivement.
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#iter. Flots stratégiques Coiits stratégiques Fonction

Ts, Ts, | Tsy | Tsy Cs, Cs, C C,, | décart (%)

0| 0.00 | 10.00 | 0.00 | 12.00 | 670.00 | 380.00 | 310.00 | 550.00 27.692

1| 0.00 | 10.00 | 1.33 | 10.67 | 670.00 | 549.33 | 310.00 | 550.00 21.744

2| 0.00 | 10.00 | 2.40 | 9.60 | 670.00 | 684.80 | 353.64 | 550.00 19.049

5( 231 | 7.69|462| 7.38|670.00 | 838.54 |420.77 | 550.00 16.076
10| 4.44 | 5.56 | 6.67 | 5.33 | 670.00 | 1016.00 | 523.33 | 550.00 13.722
20 | 6.43 | 3.57 | 5,57 | 6.43|670.00 | 672.50 | 602.50 | 550.00 2.216
50 | 828 | 1.72 269 | 9.31|670.00 | 672.50 | 602.50 | 550.00 1.082
100 | 9.07 | 0.93 | 1.44 | 10.56 | 670.00 | 672.50 | 602.50 | 550.00 0.584
200 | 9.52 | 0.48 ] 0.75| 11.25 | 670.00 | 672.50 | 602.50 | 550.00 0.304
500 | 9.80 | 0.20 | 0.31 | 11.69 | 670.00 | 672.50 | 602.50 | 550.00 0.124
1000 | 9.90 | 0.10 ] 0.15 | 11.85 | 670.00 | 672.50 | 602.50 | 550.00 0.062
2000 | 9.95 | 0.05|0.08|11.92 | 670.00 | 672.50 | 602.50 | 550.00 0.021
10000 | 10.00 | 0.00 | 0.00 | 12.00 | 670.00 | 860.00 | 790.00 | 550.00 0.001

TaB. 4.2 - PSTRATEQ]1 appliqué au réseau 4

#iter. Flots stratégiques Cotits stratégiques Fonction
Ts, | Tsy | Tsy | Ts, Cs, Cs, Cs, C,, | décart (%)
0|2.00|8.00|4.00 | 800 | 670.00 | 769.50 | 406.00 | 550.00 14.408
11314 |6.86|5.14 | 6.86 | 670.00 | 857.27 | 460.86 | 550.00 13.418
214.00|6.00|6.00]6.00|670.00 | 931.33 | 502.00 | 550.00 12.729
5|5.64|4.36|6.55|5.45 | 670.00 | 858.77 | 580.55 | 550.00 7.146
10 | 4.50 | 5.50 | 5.25 | 6.75 | 670.00 | 739.73 | 526.00 | 550.00 4.023
20 | 5.08 | 4.92 | 5.08 | 6.92 | 670.00 | 623.69 | 553.69 | 550.00 1.939
50 | 5.04 | 4.96 | 5.57 | 6.43 | 670.00 | 732.68 | 551.71 | 550.00 1.154
100 | 5.11 | 4.89 | 5.32 | 6.68 | 670.00 | 668.95 | 555.43 | 550.00 0.528
200 | 5.01 | 4.99 | 5.18 | 6.82 | 670.00 | 656.52 | 550.47 | 550.00 0.257
500 | 4.98 | 5.02 | 5.24 | 6.76 | 670.00 | 672.04 | 549.24 | 550.00 0.115
1000 | 4.99 | 5.01 | 5.24 | 6.76 | 670.00 | 669.93 | 549.62 | 550.00 0.022
2000 | 5.00 | 5.00 | 5.25 | 6.75 | 670.00 | 670.51 | 550.05 | 550.00 0.017
10000 | 5.00 | 5.00 | 5.24 | 6.76 | 670.00 | 670.01 | 550.01 | 550.00 0.002

TaAB. 4.3 - PSTRATEQ]1 appliqué au réseau 4 (autre vecteur de flot initial)
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#iter. Flots stratégiques Cotits stratégiques Fonction
Ty | Tsy | Tsy | Tsy Cs, Cs, Cs, C,, | décart (%)
0 |0.00 | 10.00 | 0.00 | 12.00 | 670.00 | 380.00 | 310.00 | 550.00 27.692
11000 10.00|5.24| 6.76 | 670.00 | 1045.02 | 310.00 | 550.00 34.023
21359 | 6.41 819 | 3.81|670.00 | 1339.71 | 482.25 | 550.00 26.715
31679 | 3.21|866| 3.34|670.00 | 1254.74 | 636.09 | 550.00 16.459
51851 | 1.49|588 | 6.12|670.00 | 762.98 | 692.98 | 550.00 6.854
10 1 9.13 | 0.87|2.09| 9.91|670.00 | 719.18 | 649.18 | 550.00 1.849
40 | 5.00 | 5.00 | 5.30 | 6.70 | 670.00 | 681.27 | 549.93 | 550.00 0.426
70 | 5.00 | 5.00|5.24 | 6.76 | 670.00 | 670.02 | 549.99 | 550.00 0.001
100 | 5.00 | 5.00 | 5.24 | 6.76 | 670.00 | 670.00 | 550.00 | 550.00 0.000
TAB. 4.4 - PSTRATEQ2 appliqué au réseau 4
#iter. Flots stratégiques Cotts stratégiques Fonction
Ty | Tsy | Tsy | Ts, Cs, Cs, Cs, C,, | décart (%)

0 | 0.00 | 10.00 | 0.00 | 12.00 | 670.00 | 380.00 | 310.00 | 550.00 27.692
1]0.00|10.00 | 1.20 | 10.80 | 670.00 | 532.40 | 310.00 | 550.00 22.276

2 10.00 | 10.00 | 2.40 | 9.60 | 670.00 | 684.80 | 310.00 | 550.00 19.049
310.07| 9.93|3.60| 840 |670.00 | 833.43 | 313.55 | 550.00 25.644
51228 7.72 | 577 | 6.23 | 670.00 | 1014.06 | 419.26 | 550.00 22.838
10 | 7.01 | 299|572 | 6.28 | 670.00 | 695.23 | 625.23 | 550.00 3.660
20| 7.17 | 2.83|3.05| 895|670.00 | 629.30 | 559.30 | 550.00 2.425
50 | 5.00 | 5.00|5.24 | 6.76 | 670.00 | 669.90 | 550.11 | 550.00 0.008
100 | 5.00 | 5.00 | 5.24 | 6.76 | 670.00 | 670.00 | 550.00 | 550.00 0.000

TAB. 4.5 — Algorithme de projection appliqué au réseau 4 (o = 0.01)
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#iter. Flots stratégiques Cotits stratégiques Fonction
To, | Tey | Tsy | sy Cs, Cs, Ci, C,, | décart (%)

0]2.00| 8.000.0012.00|670.00 | 380.00 | 310.00 | 550.00 31.512
1]0.55| 9.45|1.20 | 10.80 | 670.00 | 491.94 | 336.40 | 550.00 21.167
210.00 | 10.00 | 2.27 | 9.73 | 670.00 | 668.05 | 310.00 | 550.00 18.339
310.00|10.00 | 3.47 | 8.53|670.00 | 820.45 | 310.00 | 550.00 25.423
51210 | 7.90|5.69| 6.31|670.00 | 1011.52 | 410.74 | 550.00 23.528
10 1 6.95| 3.05|5.76 | 6.24 | 670.00 | 693.93 | 623.93 | 550.00 3.617
20 | 7.03 | 2.97|3.19| 8.81|670.00 | 628.37 | 558.37 | 550.00 2.417
50 | 5.00 | 5.00|5.24 | 6.76 | 670.00 | 669.89 | 550.10 | 550.00 0.008
100 | 5.00 | 5.00 | 5.24 | 6.76 | 670.00 | 670.00 | 550.00 | 550.00 0.000

TAB. 4.6 — Algorithme de Konnov appliqué au réseau 4 (o = 0.01, A = 0.05, 6 =

0.001)
#iter. Flots stratégiques Coiits stratégiques Fonction
T, T, T, Ty, Cs, Cs, Cs, C,, | décart (%)
0| 0.00|10.00 | 10.00 | 2.00 | 670.00 | 1650.00 | 310.00 | 550.00 49.662
1| 490 | 5.1010.02 | 1.98 | 670.00 | 1650.00 | 545.21 | 550.00 27.438
2| 980 0.20| 887 | 3.13|670.00 | 849.42 | 779.42 | 550.00 13.479
3110.00| 0.00| 7.67| 4.33|670.00 | 860.00 | 790.00 | 550.00 12.164
5110.00 | 0.00| 5.27| 6.73 | 670.00 | 860.00 | 790.00 | 550.00 8.691
7110.00| 0.00| 2.87| 9.13|670.00 | 860.00 | 790.00 | 550.00 4.931
8110.00| 0.00| 1.67|10.33 | 670.00 | 860.00 | 790.00 | 550.00 2.933
910.00 | 0.00| 0.47|11.53|670.00 | 860.00 | 790.00 | 550.00 0.849
10 | 10.00 | 0.00 | 0.00 | 12.00 | 670.00 | 860.00 | 790.00 | 550.00 0.000

TAB. 4.7 — Algorithme de I'extragradient appliqué au réseau 4 (o = 0.01)

#iter. Flots stratégiques Colits stratégiques Fonction
T, T, Ty Ts, Cs, Cs, Cs, C,, | décart (%)
0| 0.00|10.00| 1.00|11.00 | 670.00 | 507.00 | 310.00 | 550.00 23.098
1| 0.00 | 10.00 | 12.00 | 0.00 | 670.00 | 1650.00 | 350.00 | 550.00 47.343
2| 10.00 | 0.00 | 12.00 | 0.00 | 670.00 | 1650.00 | 750.00 | 550.00 15.287
3110.00 | 0.00| 0.00 | 12.00 | 670.00 | 860.00 | 790.00 | 550.00 0.000

TAB. 4.8 — Algorithme de projection appliqué au réseau 4 (a = 1)
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#iter. Flots stratégiques Coiits stratégiques Fonction

Ty | Tsy | Tsy | Tsy Cs, Cs, Cs, C,, | décart (%)
0]0.00|9.00|0.00| 12.00 | 670.00 | 380.00 | 310.00 | 550.00 28.742
1]0.009.00|1.71|10.29 | 670.00 | 480.79 | 310.00 | 550.00 23.475
2 10.00 | 9.00 | 3.00| 9.00|670.00 | 662.22 | 310.00 | 550.00 18.243
51164 | 736|545 | 6.55|670.00 | 914.53 | 388.55 | 550.00 21.088
10 | 3.94 | 5.06 | 7.50 | 4.50 | 670.00 | 1116.17 | 499.00 | 550.00 17.153
20 | 5.88 | 3.12 1 6.92 | 5.08 | 670.00 | 674.65 | 592.46 | 550.00 2.384
50 | 4.82 | 4.18 | 6.21 | 5.79 | 670.00 | 709.07 | 541.43 | 550.00 1.670
100 | 5.09 | 3.91 | 6.23 | 5.77 | 670.00 | 659.21 | 554.53 | 550.00 0.659
200 | 4.98 | 4.02 | 6.23 | 5.77 | 670.00 | 683.81 | 549.07 | 550.00 0.480
500 | 5.02 | 3.98 | 6.21 | 5.79 | 670.00 | 671.81 | 550.76 | 550.00 0.094
1000 | 5.00 | 4.00 | 6.20 | 5.80 | 670.00 | 672.02 | 550.05 | 550.00 0.066
2000 | 5.00 | 4.00 | 6.20 | 5.80 | 670.00 | 671.23 | 549.90 | 550.00 0.022
10000 | 5.00 | 4.00 | 6.19 | 5.81 | 670.00 | 670.32 | 550.00 | 550.00 0.001

TAB. 4.9 - PSTRATEQ1 appliqué au réseau 4 (dig = 9)
#iter. Flots stratégiques Cotits stratégiques Fonction
Ts, | Tsy | Tsy | Tsy Cs, Cs, Cs, C,, | décart (%)

0 0.00|9.00 | 0.00 | 12.00 | 670.00 | 380.00 | 310.00 | 550.00 28.742

110.00 [9.00|524| 6.76 | 670.00 | 977.80 | 310.00 | 550.00 31.063

21283617 |8.19| 3.81|670.00 | 1316.76 | 445.99 | 550.00 27.811

31586314891 | 3.09|670.00 | 1306.18 | 591.38 | 550.00 15.771

51753147 |6.87| 5.13 |670.00 | 717.81 |647.81 | 550.00 5.549

10 | 7.59 | 1.41 | 3.87 | 8.13 | 670.00 | 640.92 | 570.92 | 550.00 2.381

20| 5.59 | 3.41 | 6.39 | 5.61 | 670.00 | 644.15 | 574.15 | 550.00 2.354

50 | 5.00 | 4.00 | 6.19 | 5.81 | 670.00 | 669.97 | 550.01 | 550.00 0.001

100 | 5.00 | 4.00 | 6.19 | 5.81 | 670.00 | 670.00 | 550.00 | 550.00 0.000

TAB. 4.10 - PSTRATEQ2 appliqué au réseau 4 (dj = 9)
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#iter. Flots stratégiques Cotits stratégiques Fonction
Tg | Ty, | Tsy | Ts, Cs, Cs, Cs, C,, | décart (%)
0| 0.00 | 9.00 | 0.00 | 12.00 | 670.00 | 380.00 | 310.00 | 550.00 28.742
11]0.00]9.001.2010.80 | 670.00 | 408.22 | 310.00 | 550.00 25.956
210.00|9.00 240 9.60 | 670.00 | 577.56 | 310.00 | 550.00 20.531
310.00|9.00|3.60 | 840 |670.00 | 746.89 | 382.36 | 550.00 21.737
5|1.51]749|591| 6.09|670.00 | 995.87 | 601.07 | 550.00 24.592
10 | 6.34 | 2.66 | 6.63 | 5.37 | 670.00 | 671.07 | 536.75 | 550.00 2.633
20 | 5.00 | 4.00 | 5.48 | 6.52 | 670.00 | 606.75 | 550.00 | 550.00 3.271
50 | 5.00 | 4.00 | 6.19 | 5.81 | 670.00 | 670.00 | 550.00 | 550.00 0.000

TAB. 4.11 — Algorithme de projection appliqué au réseau 4 (o = 0.01 et di5 = 9)

#iter. Flots stratégiques Coiits stratégiques Fonction
Ty | Ty, | Tsy | Ts, Cs, Cs, Cs, C,, | décart (%)

00.00|9.00| 0.00|12.00|670.00 | 380.00 | 310.00 | 550.00 28.742
1]0.00|9.00 | 12.00 | 0.00 | 670.00 | 1650.00 | 350.00 | 550.00 46.299

2 19.00 | 0.00 | 12.00 | 0.00 | 670.00 | 1650.00 | 710.00 | 550.00 13.195
510.00 | 9.00 | 12.00 | 0.00 | 670.00 | 1650.00 | 350.00 | 550.00 46.299
10 | 9.00 | 0.00 | 12.00 | 0.00 | 670.00 | 1650.00 | 710.00 | 550.00 13.195
20 | 9.00 | 0.00 | 0.00 | 12.00 | 670.00 | 380.00 | 310.00 | 550.00 43.467
50 { 9.00 | 0.00 | 12.00 | 0.00 | 670.00 | 1650.00 | 710.00 | 550.00 13.195
100 | 9.00 | 0.00 | 0.00 | 12.00 | 670.00 | 380.00 | 310.00 | 550.00 43.467
200 | 9.00 | 0.00 | 0.00 | 12.00 | 670.00 | 380.00 | 310.00 | 550.00 43.467

TAB. 4.12 — Algorithme de 'extragradient appliqué au réseau 4 (a = 0.1 et di5 = 9)
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On constate que toutes ces méthodes convergent vers I'unique solution d’équilibre.
La convergence de l'algorithme PSTRATEQ1 est lente, similaire a celle de la suite
{1/n}. Par contre, 'algorithme PSTRATEQ2 et les méthodes de projection sont
trés rapides. Ces méthodes convergent avec une valeur de « suffisamment faible. On
observe que ces méthodes divergent dés que o dépasse la valeur 0.1 (tableau 4.12).

En théorie, les méthodes projectives exhibent un taux de convergence linéaire
sous I’hypothése de monotonie de la fonction de cotlit. Cette observation souléve une
question intéressante : la fonction de colit associée au réseau 4 est-elle monotone ? Une
fonction est monotone si sa matrice jacobienne est semi-définie positive. Au voisinage

du vecteur z* = (5,5,5.24,6.76), les cotits stratégiques sont :

Ci(z) = 670;
10 — x5 10 — x4 x1 > (CL‘Q + T3 — 10)
=1 120) + X T2 T ) 1500,
Cy(z) 50+< - )(110+ 5 (120) + 75(600) ) + . 500;
Cy(z) = 190+ 2" (120) + % (600);
aeeT 10 100/

Cylz) = 550.

La fonction de cott C est donc différentiable au point z*. La matrice jacobienne J,

évaluée au point z*, s’exprime comme suit :

0 0O 0 0

| 457 19611 206 0
J=C0E)=1 45 0 0
0 0O 0 0

On vérifie que la matrice symétrisée J + J* ne posseéde pas de valeur propre négative.
Ainsi, la matrice J est semi-définie positive. Par conséquent, la fonction de cofit est
monotone au voisinage du vecteur z*. Cette propriété explique en grande partie le

succes des méthodes projectives.

4.3.2 Second probleme : le réseau de Sioux Falls

Nous nous intéressons maintenant a la recherche d’un équilibre stratégique dans

un réseau de taille moyenne. Le réseau 5, illustré a la figure 4.6, posséde 24 nceuds
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Fi1G. 4.6 — Réseau 5
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et 44 arcs. Ce réseau comprend 4 paires O-D et 5 lignes de transport décrites aux
tableaux 4.13 et 4.14. Le réseau 5 est une version acyclique simplifiée du réseau de la
ville Sioux Falls présenté dans l’article de Suwansirikul [53].

Il est pratiquement impossible de résoudre exactement le probléme d’équilibre
stratégique associé au réseau 5. Considérons par exemple la stratégie décrite dans le
tableau 4.15. Cette stratégie contient 101 chemins distincts joignant l'origine 1 a la
destination 24. En modifiant les ordres de préférences de certains nceuds (comme 10,
15 et 20), on obtient un grand nombre de stratégies valables. Or, il est inconcevable
de calculer manuellement le cofiit de stratégies si complexes. Nous entreprenons alors
la recherche d’un équilibre stratégique sans information sur I’ensemble des solutions.

Tout d’abord, mentionnons que si les capacités de toutes les lignes de transport
sont assez grandes, tous les usagers utiliseront les plus courts chemins du réseau 5.
Ainsi, le vecteur de coit C(z) = (70,75,90, 60) fournit des bornes inférieures sur les
délais de transport pour chaque couple origine-destination.

Maintenant, nous testons nos méthodes qui recherchent un équilibre sur le réseau 5.
Nous débutons les tests avec l'algorithme PSTRATEQ1. On controle la taille de I'es-
pace de travail stratégiques & ’aide des parameétres €; (tolérance pour la comparaison
des coiits stratégiques) et e, (borne inférieure sur le flot stratégique). Nous posons
€1 = 107* et €3 = 0.05. Nous testons ensuite l’algorithme PSTRATEQ2 en posant :
e, = 107* et €5 = 0.01. Les résultats de ces tests sont présentés aux tableaux 4.16
et 4.17. Ces tableaux contiennent, pour chaque paire O-D, le nombre de stratégies et
la contribution & la fonction d’écart. Finalement, le tableau 4.18 compare les cofits
stratégiques minimaux des deux algorithmes.

Nous observons que les méthodes affichent d’excellents résultats. La fonction
d’écart, initialement de 28%, est inférieure & 1% apreés environ 40 itérations. On
observe aussi une décroissance significative de la fonction d’écart aprés plusieurs
centaines d’itérations. Ainsi, I’algorithme PSTRATEQ2 induit une solution quasi-
exacte au bout de 1000 itérations (fonction d’écart de I'ordre de 107%). Moins perfor-
mant certes, 'algorithme PSTRATEQ1 se comporte bien asymptotiquement et ce,

a cause d’'un choix approprié du parametre €, (borne inférieure sur le flot stratégique).
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Paire O-D | Notation | Demande | Chemin de capacité infinie | Coiit
(1,24) OD1 35 p ={1,3,12,13,24} 120
(1,22) OD2 25 p2 = {1,3,12,13,22} 140
(7,24) 0oD3 20 ps = {7,18,22,24} 130
(7,22) OD4 20 ps = {7,18,22} 100

TAB. 4.13 — Description des paires O-D du réseau 5

lignes de transport (L;) | Capacité
10-15-17 )
15-20-22 10
4-11-14-23 15
9-9-10-11 20
8-16-17-19-22 25

TAB. 4.14 — Description des lignes de transport du réseau 5

neud: 1 2 3 4 5 6
ensemble de préférences : [3] [] [4] [11,5] [9,6] [8]
neeud : 7 8 9 10 11 12
ensemble de préférences : [] [16,9] [10,16] [11,15,16,17] [14,12] [13]
neeud : 13 14 15 16 17 18
ensemble de préférences : [24] [23,15] [20,17,19] [17,18] [19,20] [22]
neeud : 19 20 21 22 23 24

ensemble de préférences : [22,20] [22,23,21] [24] [24] [24] []

TAB. 4.15 — Une stratégie pour la paire O-D (1,24) du réseau 5
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Nombre de stratégies Contribution de chaque paire O-D
# iter. par paire O-D A la fonction d’écart (%)
OD1 OD2 OD3 OD4| OD1 OD2 OD3 OD4 total
0 1 1 1 1 11.141 5.307 12.439 0.000 28.887
1 2 2 2 1 2.979 4.441 7.188 0.046 14.654
2 3 3 3 2 1.791 3.212 4.661 0.340 9.994
5 3 4 3 2 1.000 3.195 3.910 0.819 9.013
10 3 4 3 3 0.780 1.310 1.664 0.213 3.967
20 3 4 3 3 0.313 0.676 0.889 0.101 1.979
50 3 4 3 3 0.057 0.265 0.362 0.060 0.744
100 3 4 3 3 0.059 0.131 0.166 0.030 0.386
200 3 4 4 3 0.011 0.068 0.086 0.012 0.176
500 3 2 2 3 0.015 0.002 0.004 0.0056 0.026
1000 2 2 2 3 0.002 0.001 0.002 0.003 0.008
2000 2 2 2 3 0.000 0.001 0.001 0.001 0.003
10000 2 2 1 2 0.000 0.000 0.000 0.001 0.001
TAB. 4.16 - PSTRATEQ1 appliqué au réseau 5
Nombre de stratégies Contribution de chaque paire O-D
# iter. par paire O-D a la fonction d’écart (%)
OD1 OD2 OD3 OD4| OD1 OD2 OD3 OD4 total
0 1 1 1 1 11.141 5.307 12.439 0.000 28.887
1 2 2 2 1 4941 5837 7978 1.151 19.907
2 2 2 3 2 3.872 5.047 5.105 0.064 14.087
5 3 3 3 2 1.554 3.199 1.169 0.101 6.022
10 3 4 3 2 1.011 1.361 0.182 0.069 2.623
20 3 4 2 3 0.220 0.250 0.037 0.057 0.562
50 3 2 2 3 0.026 0.002 0.039 0.087 0.155
100 3 2 2 3 0.001 0.005 0.026 0.069 0.101
200 2 2 2 3 0.000 0.001 0.013 0.028 0.042
500 2 2 2 3 0.000 0.000 0.001 0.003 0.004
1000 2 2 1 2 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

TaAB. 4.17 - PSTRATEQ2 appliqué au réseau 5

Heuristiques

Coiits stratégiques minimaux
par paire O-D
OD1 OD2 O0OD3 OD4

PSTRATEQ1
PSTRATEQ2

120.00 140.00 129.03  99.99
120.00 140.00 129.03 100.00

TAB. 4.18 — Cotits stratégiques minimaux (réseau 5)
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L’évolution du domaine de travail differe d’'une méthode a l’autre. Le nombre de
stratégies actives & la 2001€M€ jtération est de 14 stratégies pour PSTRATEQ1 com-
parativement & 9 pour PSTRATEQ2. Ainsi, l'utilisation des pas harmoniques est
plus bénéfique & 'enrichissement de ’ensemble de travail stratégique. Voila pourquoi
on fixe le parametre €5 & une valeur plus élevée pour PSTRATEQL.

Les deux méthodes PFW convergent vers le méme vecteur d’équilibre stratégique.
Une comparaison des flots stratégiques (ces derniéres valeurs n’étant pas présentées
par souci de clarté) ne donne aucune différence significative.

Nous poursuivons les expériences en modifiant le réseau 5 afin de le rendre plus
congestionné. Les nouvelles demandes des 4 paires O-D sont respectivement 40, 50,
30 et 40 unités de flot. Les capacités de toutes les lignes de transport sont diminuées
de 3 unités de flot et les cofits de transport des arcs (12, 13) et (18,22) deviennent 80
et 90 respectivement. Nous répétons ici les tests prévus pour le réseau 5. Les résultats
de ces tests sont présentés aux tableaux 4.19, 4.20 et 4.21.

Comme pour le réseau 5, les tests correspondant au réseau 5 modifié sont concluants.
Il est intéressant d’observer les progressions de l’algorithme PSTRATEQ2. La fonc-
tion d’écart, initialisée & 38%, passe de 9% a 2% entre les itérations 5 et 10 et est dans

Pordre de 0.5% & la vingtieme itération. L’évolution du domaine de travail differe d’un

réseau & lautre. A cet égard, le nombre de stratégies utilisées a I’équilibre pour la paire
OD4 est de 2 pour le réseau 5 contre 1 en faveur du réseau 5 modifié. La modification
du réseau 5 influence donc réellement la nature du domaine stratégique. Les solutions
d’équilibre pour les deux réseaux sont totalement différentes. Elles différent en terme

de flots stratégiques mais aussi, au niveau des cotits d’équilibre (tableau 4.21).
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Nombre de stratégies Contribution de chaque paire O-D
# iter. par paire O-D 4 la fonction d’écart (%)
OD1 OD2 OD3 OD4| OD1 OD2 OD3 OD4 total
0 1 1 1 1 11.579 12.157 11.887 4.942 40.564
1 2 2 2 2 2.655 8.551 11.079 0.887 23.161
2 3 3 3 2 7.496 6.978 7.320 3.510 25.304
5 3 4 3 2 0.931 6.657 4.188 1.240 13.016
10 3 5 3 2 0.137 2.183 1.793 0.032 4.146
20 3 5 3 3 0.169 1.456 1.278 0.350 3.253
50 3 5 3 3 0.136 0.541 0.414 0.104 1.194
100 3 5 3 3 0.066 0.244 0.207 0.062 0.578
200 3 5 3 3 0.021 0.124 0.125 0.031 0.301
500 3 5 3 3 0.002 0.059 0.035 0.016 0.111
1000 2 3 2 3 0.005 0.025 0.010 0.008  0.047
2000 2 3 2 3 0.003 0.006 0.002 0.004 0.015
10000 2 2 2 1 0.000  0.000 0.000 0.001 0.001
TAB. 4.19 - PSTRATEQ1 appliqué au réseau 5 modifié
Nombre de stratégies Contribution de chaque paire O-D
# iter. par paire O-D a la fonction d’écart (%)
OD1 OD2 OD3 OD4| OD1 OD2 OD3 OD4 total
0 1 1 1 1 10.823 11.311 11.465 4.492 38.090
1 2 2 2 2 3.064 8723 8727 1.397 21911
2 2 3 2 2 4146 4.767 5.435 0.334 14.682
5 2 5 3 2 1.547 4.387 2939 0.688 9.561
10 3 5 3 2 0.376 1.221 0.251 0.317 2.164
20 3 5 2 3 0.083 0.186 0.045 0.085 0.400
50 3 3 2 3 0.023 0.021 0.096 0.058 0.197
100 3 3 2 3 0.004 0.025 0.064 0.033 0.125
200 2 3 2 3 0.001 0.022 0.031 0.008 0.062
500 2 3 2 2 0.000 0.005 0.005 0.000 0.010
1000 2 3 2 1 0.000  0.000 0.000 0.000 0.000

TAB. 4.20 - PSTRATEQ?2 appliqué au réseau 5 modifié

Heuristiques

Coiits stratégiques minimaux
par paire O-D
OD1 OD2 O0OD3 OD4

PSTRATEQ1
PSTRATEQ2

130.00 150.00 139.99 110.00
130.00 150.00 140.00 110.00

TAB. 4.21 — Coiits stratégiques minimaux (réseau 5 modifié)
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Maintenant, concentrons-nous sur la paire (7, 24). Nous allons observer le compor-
tement stratégique des usagers pour chacun des réseaux. Pour le réseau 5, on constate

quil y a une seule stratégie utilisée pour les usagers de la paire (7,24). Les 20 usagers

associés a cette paire adoptent tous la stratégie s; illustrée au tableau 4.22. A partir
du nceud d’origine 7, les 20 unités de flot accédent au nceud 8. Au neceud 8, on retrouve
environ 36 unités de flot (20 de s; et 16 des stratégies des autres paires O-D) qui
veulent emprunter le premier arc (8, 16) de la ligne d’autobus Ly = 8 =16 —-17—-19—-22

dont la capacité est 25. Seulement 69% de ces usagers réussissent a monter a bord

de la ligne Ly et 31% sont refoulés sur I'arc (8,9). A partir du nceud 9, parmi les 6
usagers de sy, 0.6 unités de flot accedent a la ligne de transport Ly = 9 — 10 — 11
pour ensuite emprunter le chemin 11 — 12 — 13 — 24 de capacité infinie, 0.2 unités de
flot utilisent I'arc (9, 10) avant d’accéder a 'arc (10,15) de la ligne L, = 10 — 15— 17
et les 5.2 unités résiduelles empruntent 'arc (9,16). Au nceud 15, environ 14 usagers
(dont seulement 0.2 unités de s;) rivalisent pour I’acces a la ligne Ly = 15—-20—22 de
capacité 10. 70% de ces usagers montent & bord de la ligne L, pour ensuite atteindre
la destination 24 via arc de marche (22,24) et 30% utilisent 'arc (15,17) de la ligne
L. Au nceud 16, on retrouve 25 usagers (dont 14 unités de flot de la stratégie s; ) en
provenance de l’arc (8,16) de la ligne Ls contre environ 9 usagers (dont 5 unités de
s1) via l'arc (9, 16). Pour respecter les priorités, le premier groupe d’usagers est prio-
ritaire pour acces a I'arc (16,17) de la ligne Ls. Ainsi, les 5 unités non prioritaires
de s; vont emprunter le chemin 16 — 18 — 22 — 24. Finalement, & partir du nceud 17,
les 14 unités prioritaires de la stratégie s; accédent aux arcs (17,19) et (19, 22) de la
ligne L5 avant d’atteindre le nceud 24 et les 0.02 unités non prioritaires utilisent le
chemin 17— 20— 22 — 24. Le cout espéré de la stratégie s; en fonction des probabilités
d’accés aux arcs est égal a 129.03.

Maintenant, observons le comportement stratégique des usagers dans le réseau 5
modifié. On constate que seulement 85% de ces usagers utilisent la stratégie s; adoptée
par tous les usagers du réseau 5. Le cheminement du flot stratégique de ces usagers est
le méme que précédemment sauf que les probabilités d’acces aux lignes de transport

diminuent & cause de 'augmentation de la congestion dans le réseau. Cette augmen-
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neeud : 7 8 9 10 11 12
ensemble de préférences : [8,18] [16,9] [10,16] [15,11,17,16] [14,12] [13]
neeud : 13 14 15 16 17 18
ensemble de préférences : [24] [23,15] [20,17,19] [17,18] [19,20] [22]
nceud : 19 20 21 22 23 24

ensemble de préférences : [22,20] [22,23,21] [] [24] [24] []

TAB. 4.22 — Seule stratégie utilisée pour la paire O-D (7,24) du réseau 5

Chemin | Réseau 5 | Réseau 5 modifié
D1 62% 76%
P2 0% 63%
D3 0% 15%
P4 44% 100%

TAB. 4.23 — Pourcentages d’utilisation des chemins de capacité infinie

tation de la congestion a aussi pour effet de pousser les 15% des flots résiduels de
la paire (7,24) & utiliser la stratégie impliquant le seul chemin p, de capacité infinie
afin d’éviter la possibilité de ne pas trouver de places libres & bord des lignes d’au-
tobus. On remarque que ce pourcentage d’utilisation de ce chemin passe de 0% pour
le réseau 5 & 15% pour le réseau 5 modifié. En fait, ce pourcentage d’utilisation des
chemins de capacité infinie augmente pour les 4 paires O-D du réseau (tableau 4.23).

Les tests effectués sur d’autres réseaux montrent que ces pourcentages augmentent a

chaque fois que la congestion devient plus forte. Ala limite, lorsque les capacités de
toutes les lignes de transport sont presque nulles, les algorithmes convergent vers la
solution d’équilibre ou tous les usagers du réseau adoptent les chemins de capacité

infinie.



Partie 2

UN MODELE D’AFFECTATION D’EQUILIBRE
DYNAMIQUE



Chapitre 5

Chargement dynamique

5.1 Introduction

Dans la premiére partie de cette theése, nous avons développé un modele sta-
tique dans un réseau de transport en commun ou les individus utilisent des stratégies
pour se rendre de leur origine vers leurs destination. Dans cette seconde partie, nous
développons un nouveau modele d’affectation dynamique dans un réseau de trafic
routier avec capacités rigides ou les usagers adoptent aussi des stratégies. Cette no-
tion de stratégie n’a pas été considérée a ce jour dans les modeles dynamiques. Deux
aspects principaux distinguent ce modele du modéle statique. Premierement, les va-
riables de décision ne sont plus des flots sur les stratégies du réseau, mais plutdt des
volumes (nombres réels) de véhicules. Deuxiémement, il est difficile de déduire les
volumes sur les arcs et les stratégies, et par conséquent les délais sur les stratégies,
a partir des ‘désirs’ de déplacement des usagers du réseau. Le dernier point consti-
tue le grand défi que doit relever tout modele dynamique. En effet, afin d’obtenir les
délais sur les stratégies a tout instant, il est nécessaire d’effectuer un chargement des
véhicules sur le réseau, comme dans le modeéle précédent. Ce processus doit satisfaire
la discipline PAPP (premier-arrivé premier-parti) pour simuler le cheminement
des usagers dans le réseau. Bien que cette condition est trés difficile & imposer dans
un modele, nous avons réussi a concevoir un algorithme de chargement efficace qui
tient compte des priorités d’acces aux arcs selon la condition PAPP.

Le modele proposé est un modele en temps discret qui répartit la demande tempo-

relle de chaque paire origine-destination sur les arcs du réseau. Chaque arc admet un
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colit et une capacité fixe. La capacité d’'un arc représente le nombre maximal d’usa-
gers/période qui peuvent y accéder. Le réle de ces capacités est fondamental dans la
formulation du modele. Un usager qui désire emprunter un arc saturé devra opter
pour un autre arc ou bien attendre la prochaine période dans une file d’attente. Cette
approximation de la situation réelle induit une synchronisation des déplacements des
usagers dans le réseau espace-temps résultant.

L’originalité de ce nouveau modéle dynamique repose sur I’hypothese que les usa-
gers utilisent des stratégies pour leur déplacement. Cette notion de stratégie differe
légerement de celle utilisée dans le modele statique précédent. En effet, nous suppo-

sons ici que les ordres de préférences tiennent compte de l'instant initial d’arrivée a

chacun des nceuds du réseau espace-temps. A un neeud j donné, des usagers adoptant
la méme stratégie peuvent avoir des ordres de préférences différents selon leur instant
initial d’arrivée au nceud j. Autrement dit, 'ordre de préférences des usagers dépend
de leur temps d’attente écoulé au nceud j. Comme nous allons le voir au chapitre 6,
cette nouvelle définition de stratégie est nécessaire pour respecter les priorités pour
le calcul de la stratégie optimale.

Pour caractériser la notion d’équilibre, nous supposons que les instants de départ
des véhicules sont fixés et que les usagers ont une connaissance parfaite des condi-
tions de la veille et modifient seulement leurs stratégies pour améliorer leurs cotts
de déplacement de la journée courante. Nous étudierons la recherche d’un équilibre
stratégique dynamique en détail au prochain chapitre.

La seconde section traite de la description et de la formulation mathématique du
modele. Dans la troisiéme section, nous décrivons en détail le processus de chargement
dynamique dans le réseau. La difficulté de ce dernier processus repose sur la condition

PAPP que nous devons respecter pour le chargement des volumes stratégiques.

5.2 Présentation du modele

Dans cette section, nous présentons les caractéristiques fondamentales relatives a
notre modele et décrivons les notions de stratégie et de volume stratégique dans le

contexte dynamique.
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5.2.1 Capacités et stratégies

Considérons un réseau de transport représenté par un graphe orienté G = (N, A).
L’ensemble N contient les nceuds du graphe tandis que ’ensemble A regroupe les arcs
du graphe. L’arc dont le nceud de départ est j et le nceud d’arrivée est k est représenté
par le couple (4, k). La période du systéme [0, T'] est diviséeen t (¢ = 0,...,T) périodes
de méme longueur, ol 7' est supposé assez grand pour permettre a tous les véhicules
d’atteindre leur destination au plus tard & l'instant 7. On suppose que les instants
de départ des véhicules sont fixés et que chaque usager choisit avant son départ une
stratégie de déplacement.

Le flot circule depuis les nceuds origines vers les nceuds destinations. On note

respectivement par O et D ’ensemble des origines et l’ensemble des destinations
du réseau. A chaque couple (¢,7) € O x D et & chaque période de temps t(t =
0,1,...,7" < T — 1) est associé une demande fixe et positive dfg,.. L’instant T"
représente le dernier instant de départ pour les usagers du réseau. Une paire origine-
destination (ou paire (g, 7)(t)) est un couple formé d’une origine g et d’une destination
r reliées par un chemin, pour lequel les véhicules quittent ’origine g a 'instant ¢. En-

fin, on note I(t) 'ensemble des paires O-D(t) du réseau.

A chaque arc du réseau sont associés un coiit et une capacité fixes. On dénote
par cji, et ujj le colit et la capacité associés a l'arc (j, k) ; uj représente le nombre
maximal de véhicules par période qui peuvent emprunter l'arc (4, k). Le role de ces
capacités est fondamental dans la formulation du modele stratégique. Imaginons que
plusieurs usagers préferent 1’accés & un arc de capacité finie. Une proportion de ceux-
ci doivent emprunter un autre arc non saturé ou bien attendre la prochaine période
dans une file d’attente. Le réseau espace-temps résultant R = (V, E) est construit

comme suit :

- chaque nceud 7 € N est divisé en T+ 1 nceuds j;, t =0,...,7T :
V={j:j€N0<t<T}

- chaque arc a € A est divisé en T + 1 — ¢, arcs (Jj;, kire,) tel que t + ¢, < T. Ces

arcs sont nommés arcs de transport. Le temps d’attente aux nceuds est représenté
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F1G. 5.1 — Réseau 6

au moyen des arcs (j;, js41) ou t =0,1,...,T — 1; ces arcs, qui représentent des files
d’attente “verticales”, sont appelés arcs d’attente. Nous supposons que les capacités

de ces arcs sont infinies :

B, = {(jt>kt+cjk) :(J,k) € A 0<t<T —cjp}
Ey = {(jsjes1): JEN,0<t<T -1}
E = E1UE2

Par exemple, considérons le petit réseau exposé a la figure 5.1 et supposons que
T = 5. Le réseau espace-temps associé est illustré a la figure 5.2. Dans cet exemple,
15 usagers au nceud 7 a linstant ¢ = 0 désirent atteindre le nceud & via le nceud
j. Ces 15 usagers empruntent l’arc (g, j1) de capacité infinie. A partir du neeud 7,

seulement 5 usagers accedent & l'arc (ji,k3) de capacité 5 et les 10 autres usagers

devront attendre la prochaine période au nceud j. A Dinstant ¢ = 2, les 5 premiers

usagers ont déjd parcouru une période compléte (moitié de leur trajet) et libérent

ainsi la place & 5 autres usagers afin d’emprunter Parc (j, k3). A Dlinstant t = 3, le

premier groupe d’usagers a complété le parcours de l'arc (7, k) et chaque usager du

second groupe a parcouru la moitié de son trajet. A cet instant, le dernier groupe
constitué des 5 derniers usagers peut accéder & l'arc (J3, k4). On remarque ainsi une
synchronisation des déplacements des usagers dans le réseau R.

Il est important de noter que R est un graphe standard, avec |V| = n(T + 1)
et |[E| < (m+n)T oun = |N| et m = |A|. Par conséquent, sa taille est pseudo-
polynomiale par rapport a la taille du graphe original G. De plus, le graphe R ne
contient pas de circuits. Cette caractéristique est essentielle au bon déroulement du
processus du chargement dynamique du réseau.

Nous appliquons la notion de stratégie sur le réseau espace-temps R en tenant

compte de l'instant initial d’arrivée a chacun des nceuds du réseau. Une stratégie est
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O B O

Fi1G. 5.2 — Expansion du réseau 6

une fonction qui associe & chaque nceud j; du réseau R un sous-ensemble ordonné
de ses nceuds successeurs suivant I'instant initial ¢’ < ¢ d’arrivée au nceud j. Celle-ci
doit proposer, pour chaque instant ¢, un arc de transport de capacité suffisante ou

bien un arc d’attente lorsque le premier choix correspond a un arc de transport de
capacité finie. On note j;" ’ensemble des nceuds successeurs du nceud j;. L’ensemble
E; contient tous les sous-ensembles ordonnés de j;7. Ainsi, une stratégie s associe &
chaque neeud j; € V un sous-ensemble Ej“' (t' < t) de 'ensemble E%. L’ensemble E;“'
représente 'ordre de préférences au noeud j; pour les usagers adoptant la stratégie

s et ayant atteint le nceud j a l'instant ¢'. A titre d’exemple, voici trois stratégies
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intéressantes pour les usagers du réseau 6 (figure 5.1) :

ensemble
de préférences : Ef‘m Efll Ej” Ej.” E;-’?l Ej” Ej33 E,§55
si: [l ] | [k3,52]  [ka]l  Tkags] [ ] [ ]

]
sor [] [l U1 01 [kassl [k [ks] []
ss: [ 0] [l [ [ ] [ ] (k] []
Chaque stratégie s est associée & une paire (q(s),(s))(¢), t étant I'instant ol tous
les individus utilisant la stratégie s quittent l'origine ¢(s). On dénote par H(s) =
(V¢,E®) le graphe stratégique induit par la stratégie s. Ce graphe est un sous
graphe de R dont ’ensemble des arcs E* est I'union de ’ensemble des arcs de transport
Ujeeve{(Jts kere) € B1 ¢ ke, € Ej“', t' < t} et de 'ensemble des arcs d’attente
Ujieve{(Jt, Jt+1) € B2 Ji1 € Ej“', t' < t}, et chaque nceud j; de Pensemble V* est
relié & la destination r(s), Un exemple d’un tel graphe est illustré & la figure 5.3. Il
s’agit du graphe stratégique induit par la stratégie s, dans le réseau 6. On note P°
'ensemble des chemins élémentaires de la paire (g(s),r(s))(¢t) dans le graphe H(s).
L’ensemble des stratégies qui sont associés & la paire (g,7)(t) est dénoté par S.
L’ensemble de toutes les stratégies du réseau est défini comme suit :
s=U 5= U U S,
0<t<T 0<t<T (grt)
ou St est ’ensemble de toutes les stratégies s telle que les usagers de la stratégie s
quittent P'origine g(s) & l'instant ¢.
Comme dans le cas du modele statique, 'ensemble stratégique S est restreint en

éliminant trois types de stratégies : stratégies inadmissibles, stratégies dominées et

stratégies équivalentes (voir chapitre 2, section 2.2.5).

5.2.2 Volume et coiit stratégiques

Un vecteur de volumes stratégiques est un vecteur de la forme z = {z!};cs ol

xs représente le volume affecté a la stratégie s a instant . Un vecteur de volumes
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q(51) @

@ r4(s1)

Fi1G. 5.3 — Le graphe stratégique de s; dans le réseau 6
stratégiques est dit réalisable s’il satisfait aux deux conditions suivantes :

zt > 0 VseSs;

L)

Yoot = i, Y(g,r)(t) € I(t), V0 <t <T.

seSE,

La premiére contrainte assure la non-négativité des volumes stratégiques et la seconde
condition fait en sorte que les demandes associées aux paires O-D(t) soient satisfaites.
L’ensemble des vecteurs de volumes stratégiques réalisables est noté X.

Le cott d’une stratégie s dépend directement des probabilités d’accés aux

arcs : mif et w5t (reliée & lattente) ; 735 (respectivement m3¥) est la probabilité d’at-

teindre le nceud Ky, (respectivement jyy1) & partir du nceud jy en utilisant la
stratégie s. Ces probabilités sont induites par le vecteur de volumes stratégiques sui-

vant le processus de chargement dynamique du réseau. Nous étudierons ce processus
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en détail a la prochaine section.

Soit = un vecteur de volumes stratégiques réalisable. Supposons connues les pro-
babilités d’acces mif (z) et w5 (z) associées & la stratégie s. On définit le coit de la
stratégie s comme ’espérance du coiit des chemins utilisés. La probabilité qu'un usa-
ger de la stratégie s utilise un chemin p(t) € P* (associé a la paire (¢(s),(s))(t)) est

le produit des probabilités d’acces aux arcs formant ce chemin :

Ky (T) = 11 { 11 W;t'(a:) X II wjt' (x)} (5.1)

t>t " (Gy ’kt’-f-cjk)eP(t) (341 -3¢ 41)EP(E)

Le cofit d’'un chemin p(t) est simplement la somme des coiits des arcs de transport et

d’attente constituant ce chemin :

Cf’(f):z{ oo gt ). 1}. (5.2)

V>t " Gy ?kt’+cjk)6p (Jurdyr 41)EP

Le coiit de la stratégie s (ou coiit stratégique) est définit comme la somme pondérée

des cotits de tous les chemins élémentaires de ’ensemble P? :

Cllz)= 3 Kiylz)CPY. (5.3)

p(t)ePs
Cette définition n’est pas utilisable en pratique car le nombre de chemins dans I’en-
semble P* est exponentiel en |V¥|. Cependant, on peut calculer efficacement les cotits
stratégiques & ’aide des probabilités d’accés aux nceuds. On note Tjst' la probabilité
d’accéder au nceud jy avec la stratégie s. Ces probabilités sont calculées récursivement

N . “re, s ~ ! 7
a partir des probabilités d’acces aux arcs 3 (z) et 73 (z) :

0 if jo g V°
] 1 lf ./ - (5)
PEOZY e e et ity € V\(alo) oy
ktCEj;

olt t, = t' — cj; est I'instant ol 'usager quitte le nceud k pour emprunter I'arc (k, 7).

Nous obtenons alors une expression alternative du cout stratégique :

Cw=Y{ L semeats ¥ @) 65

U2t " (G kg g, JEBS (e odu41)€E3
ik
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On voit que le calcul du coiit de la stratégie s est dans I’ordre exact du nombre d’arcs

st

(C* € ©(|E”|)) lorsque I'on connait les probabilités 77} et ﬂ;t'.

5.3 Chargement dynamique

Dans la section précédente, nous avons exprimé la notion de cout stratégique a
l’aide des probabilités d’acces aux arcs. Dans cette section, nous expliquons comment
calculer ces dernieres probabilités & partir d’un vecteur de volumes stratégiques, en
respectant la condition PAPP (premier arrivé-premier parti). Ce processus de calcul
des probabilités 7r]’i}§' constitue le chargement dynamique du réseau.

Dans la premiére sous-section, nous décrivons le déroulement du mécanisme de
chargement & un nceud jy du réseau espace-temps. A la seconde sous-section, nous
présentons l’algorithme de chargement dynamique. Cet algorithme calcule les proba-
bilités d’acces mif (z) et les coiits stratégiques C(z) associés & un vecteur de volumes
stratégiques z. La difficulté du processus repose sur la condition PAPP que nous

devons satisfaire pour le calcul des coiits C(z).

5.3.1 Meécanisme de chargement

Le mécanisme de chargement dynamique simule, & partir de régles déterministes,
le cheminement des usagers dans le réseau. Une caractéristique importante pour le bon
fonctionnement de ce processus est I’absence de circuits. En effet, le processus débute
aux nceuds origines, pour lesquels on connait les volumes stratégiques initiaux et doit
parcourir les autres noeuds suivant 1’ordre topologique du réseau. Dans notre modeéle,
nous avons un ordre topologique naturel qui est induit par la représentation espace-

temps du réseau. A chaque nceud jy de ce réseau, Le mécanisme consiste a obtenir

s . ) ! . Y
les volumes stratégiques aux arcs, notés vj-,ﬁ, en fonction des volumes stratégiques

aux nceuds, notés zjt'. Apres le chargement d’un neceud jy, on obtient les probabilités

\ UNEN .
d’acces 7§y & partir de la formule :

’ ’U‘?tl 1401
M= 2 V€S, Vhea, € B (1 < 1), (5.6)
J
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formule qui n’est valide que pour les volumes stratégiques positifs. Nous verrons au
prochain chapitre le calcul de ces probabilités pour une stratégie de volume nul lorsque
nous devons définir le cotit des stratégies optimales.

Maintenant, imaginons que plusieurs usagers se trouvent a un nceud jy du réseau.
Ces usagers different par leur temps initial d’arrivée au nceud j. Naturellement, un
groupe d’usagers ayant atteint le nceud j a Uinstant u < t' est prioritaire par rapport
4 un autre groupe ayant accédé au nceud j & 'instant «’ > u, pour 'accés aux nceuds
successeurs de jy. Le processus de chargement doit donc tenir compte de ces priorités

pour assurer la condition PAPP sur les arcs du réseau.

Condition PAPP

Une caractéristique importante de notre modeéle est la condition PAPP qui doit
étre satisfaite pour maintenir ’ordonnancement temporel des véhicules sur les arcs

du réseau.

Concentrons-nous sur le chargement a un nceud unique jy. Pour satisfaire la condi-

tion PAPP sur les arcs incidents de jy, nous devons séparer chaque groupe d’usagers

impliquant un volume stratégique z]’it' en sous-groupes suivant 'instant initial d’ar-

. 7 . ’ Falt! . . . .
rivée au nceud j. Nous dénotons par z**" le volume stratégique au nceud jy impli-

quant le groupe d’usagers de la stratégie s ayant atteint le nceud j a 'instant ¢t < ¢

Avec cette séparation du volume stratégique, on regroupe toutes les stratégies ac-
ltll

tives (ayant un ensemble de préférences non vide au nceud jy) dans une classe S

restreinte aux usagers ayant accédé au nceud j a linstant ¢ :
=t/ . ! !
S ={secS:E"" #0,2"" >0} (5.7)

1401 , , . \ . 1ey s s
Le volume z$'"" est calculé récursivement & partir des probabilités d’acces aux arcs

J

w3t (x) et w$t (x) -

0 siju g V*
e st o = ae(s) (¢ = )
Z]S-tt . 7T_s(t wl)z'?(t —~1)t Si jt’ c Vs\{qt(8>} et t” S tl _ 1 (58)

J J
S ompea sige € VO\{ai(s)} et ¢ =1 (te = ' — cxy).
k€5,
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1 att . . . 7
Cette formule du volume z;it " qui exprime le cheminement des usagers dans le réseau

dynamique, est & la base de notre processus du chargement. En effet, pour respecter

les priorités au nceud jy, on charge d’abord les volumes des stratégies de la premiere

—=t'0 . L .
classe S* . Ensuite, on charge dans l'ordre les autres volumes stratégiques suivant
I'instant initial d’arrivée au noeud j. Par construction, la condition PAPP sera auto-

matiquement vérifiée sur les arcs incidents de jy.

Chargement a file unique

Comme dans le cas du modele statique, l'affectation simultané des usagers sur les
arcs du réseau suit le mécanisme de chargement a file unique dans lequel le volume
stratégique est distribué uniformément dans une file d’attente unique pour ’accés aux
neeuds successeurs.

Le chargement & file unique & un nceud j; est un processus itératif. Pour chaque
classe 5% (t' < t), on débute une itération par la construction de I’ensemble K. Ce
dernier ensemble regroupe les premiers nceuds des ordres de préférences des stratégies
au nceud j;. Ensuite on calcule :

L (T
ok :mln{——-J },

keK | dy,

ot dj, est la demande en flot pour le nceud ks, et 4 est la capacité résiduelle

de l'arc (j, k). Si f% > 1 alors tous les usagers accédent aux nceuds qu’ils préferent

car @ > dj pour tout k € K. Dans ce cas, le chargement au nceud j; se termine

pour la classe en question. Par contre, si f% < 1 alors I'arc (j,k) pour lequel k €

arg ixg}r{l {%11;’3} devient saturé. La probabilité d’atteindre un noeud préféré est égale a

B . La capacité résiduelle de 'arc (4, k) étant devenue nulle, on élimine le noeud k des
ordres de préférences des stratégies. Finalement, on met a jour les capacités résiduelles
des arcs, les volumes stratégiques résiduels au nceud j; et les volumes stratégiques sur

les arcs incidents.

Expliquons le déroulement du chargement & file unique au nceud j; (¢ = 4) dans

le sous-réseau illustré a la figure 5.4. Dans cet exemple, 40 usagers au sommet js
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t—2

B3 = {kg, js }

Ep® = B = {ke,ls, Js }
t—1

B2 — {1y, js)

E;243 = E;244 = {lﬁ, k67j5}
t=4

o0
Y

t41 (2;}

(10) (15)

t+2 (ks) 1‘!'»

FiG. 5.4 — Chargement dynamique au nceud j4

rivalisent pour l'accés aux nceuds js, kg et lg, ol 12 usagers de la stratégie s; et 8
de la stratégie s, ont accédé au nceud j; a partir du nceud ix(t = 2). On suppose
que 10 (respectivement 3) usagers de la stratégie s; et 5 (respectivement 2) de s,
ont atteint nceud j4 & partir du nceud j3 dont l'instant initial d’arrivée au nceud
J est linstant 3 (respectivement 2). Les capacités des arcs (js,ks) et (Ja,ls) sont

respectivement 10 et 15. Avec ces hypotheses et en utilisant la définition (5.7), nous

42 43
avons S = {s1, 59 : 25142 = 3, 2;242 =2}, 5 ={sy, 82 : z;143 = 10, z;243 =5} et

=44

S

— . L8143 5243
= {s1, 82 : 27" =10, 2j* = 5}.

’ Y "‘42 A RN « . .
On débute par le chargement de la premiére classe S . A la premiére itération,
les 3 usagers de s; et les 2 usagers de s, sont affectées a leurs noeuds préférés car

10 > 3 et 15 > 2. Les capacités résiduelles des arcs (js, k¢) et (ja,ls) deviennent 7 et

13 et le chargement se termine pour la classe 5%, La seconde itération est le début
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du chargement de la classe 8 = {s1, s2: z;143 = 10, 2;243 = 5}. A cette itération,
Varc (jg4, k¢) devient saturé puisque nous avons 7/10 < 13/5. On affecte alors 7 unités

de volume de s; au nceud kg, et 3.5 unités de volume de s, au nceud lg. On élimine
ensuite le nceud kg des ordres de préférences E; 142 E; 143 E;242 et E;243. A la troisitme
itération, 4.5 unités de volume (3 de s; + 1.5 de s,) veulent emprunter 'arc (jq, ls),
dont la capacité résiduelle est 9.5. Ainsi, les 3 unités de volume de s; et les 1.5 unités

de s, accedent au nceud g et le chargement prend fin pour la classe 5% La quatrieme

itération est le début du chargement de la derniére classe K {s1, 8o : z]s-143 =

10, z;243 = 5}. On observe 12 unités de la stratégie s; et 8 unités de s, qui rivalisent

pour larc (j4,lg) de capacité résiduelle 5. A ce stade, seulement 3 unités de volume
de s; et 2 unités de s, utilisent l'arc (jy,ls). Une cinquiéme itération est nécessaire
pour terminer le chargement au nceud j;. Les 15 unités de volume résiduelles au
nceud j4 choisissent alors 'arc (j4, j5) de capacité infinie. Finalement, on calcule les

probabilités d’accés aux arcs a ’aide de la formule (5.6). Par exemple, nous obtenons

7r;14 = 10/25 car parmi 25 usagers de la stratégie sy, 10 usagers utilisent 1’arc (J, k7).

Les résultats du chargement au nceud j4 sont résumés au tableau 5.1.

5.3.2 Algorithme de chargement

Cette sous-section décrit en détail I’algorithme de chargement. Deux aspects im-
portants différencient cet algorithme de celui du cas statique. Premiérement, il y a
plusieurs sous-classes d’usagers a prendre en considération pour respecter les priorités
contrairement a seulement deux classes dans le cas statique. Deuxiémement, pour res-
pecter les priorités, les usagers sont classifiés suivant I'instant initial d’arrivée & un
neeud j tandis que dans le cas statique ils sont classifiés suivant leur appartenance ou
non a une ligne de transport.

L’algorithme de chargement dynamique du réseau, nommé DCAPLOAD, déter-

mine le vecteur des probabilités m = {75} }(j x)ea,sewt et le vecteur de cotts stratégiques
C = {C!}scwt t<r induits par un vecteur de volumes stratégiques z = {zt}sewt i<,

ot W* est lensemble de travail induit par les stratégies s telle que les usagers
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arc : (Jas ks) (Jas ls) (Ja, Js)
itération 1 cap. rés. : 10 15 o0
volume : 3(z51*) 2(z5*%) 0
itération 2 cap. rés. : 7 13 o0
volume :  3(z5*%)+7( 2'%)  2(25**?) + 3.5(2") 0
itération 3 cap. rés. : 0 9.5 00
volume :  3(z5'*)+7( 2**%)  2(2**?) + 3.5(2*) 0
+3(z“43) + 1.5(2 5243)
itération 4 cap. rés. : 0 5 o0
volume :  3(2"*)+7( 2**)  2(2**) + 5(25**) 0
+3(z5143) 3(z; 1)
+2(27*)
itération 5 cap. rés. : 0 0 o0
volume : 3(z 8142)+7( 5143) 2(z 3242) + 5(2; 243) 9(2;144)
+3(20%) + 3(23*) +6(2*)
+2(27")
probabilités : 7rj}€4 = 7T;~ll4 =2 7r;-14 =2 7l’;124 -4 7rj24 - b

TAB. 5.1 — Résultats du chargement dynamique au nceud 74

quittent lorigine ¢(s) a linstant ¢. On charge les nceuds suivant 'ordre temporel du

réseau espace-temps. Le chargement d’un nceud j; comprend trois étapes. D’abord,

on construit les ensembles des stratégies actives W™ & ce sommet. Ensuite vient la
phase principale d’affectation des usagers. Au pire cas, s’il existe des usagers ayant
atteint le nceud j a l'instant 0,1,...,¢ et qui sont encore en attente, cette phase s’ef-

fectue en ¢t 4+ 1 boucles successives pour tenir compte des priorités. Chaque boucle
(0 < t' < t) est associée & une classe W' . Chaque itération de la boucle ¢ corres-

pond a une itération du chargement. On quitte cette boucle des que W est vide.
Enfin, la mise a jour des coiits stratégiques a l'aide de la formule (5.5) termine le
chargement au nceud j;. Le code suivant décrit ’algorithme de chargement d’un vec-

teur stratégique z.
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PROCEDURE DCAPLOAD (z)

input : z = {&t}eewr<r
output : {m5i(¢)}(x)ea, sew
C = {Cy(x) }sewt <t

INITTALISATION
fort=0to 7 do
for s € W' do
Ct:=0
gy = o4
Tol =1

fort' =t to T do

for ju € V (Ju # q¢(s)) do

for t" =t tot' do

st't" . __
z =0

endfor
)
=0
for ky ., € Ejt' do
vk =
w;?,f: =
endfor
endfor
endfor
endfor

endfor

PHASE D’AFFECTATION
fort=0to T do

for j; € V (dans lordre temporel) do

for k., € j; do
ﬂjk = Ujg

endfor

[vecteur de volumes stratégiques]
[probabilités d’accés aux arcs]

[vecteur de coiits stratégiques]

[cotit de la stratégie s]
[volume & Dorigine g(s)]

[probabilité d’accés a q:(s)]

[volume stratégique au nceud jy si j

a été atteint a l'instant t"]
[probabilité d’acces au nceud jy

avec la stratégie s]
[volume stratégique sur I'arc (ju, kyc;, )]
probabilité d’accés a ’arc

(Je, kv g,y ) avec la stratégie s]

[capacité résiduelle de I'arc (j;, kiic;, )]
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Uj =00

fort' =0tot do

j
thl ={s¢€

endfor

st . st st
25 =25+ 2

W : Bt £ 0}

fort' =0totdo

for s € W do

ot stt!

FE ;= Ej

=stt' . __ stt

Zi" =z
endfor

while W 0 do

K:=0

for kt+6jk S ]t+ do
dk =0

Wk =

endfor

0

for s € W do

—=stt’

kt+cjk o= Ej (1)
K = KU{k}
Wy =Wy U {s}

di = d + :‘/:';tt'

endfor

p o= max{dy/U; : k € K}
BY = min{1/p,1}

for £ € K do
for s € W, do
=t + Cik
if k = j then
st+1¢ . _st+1t
Zj = Z]
else
sttt st't! tt —stt!
LA A

1ol . N
+ A%z [mise a jour du volume 2

[(5s, jo41) admet une capacité infinie]

[volume stratégique total z3']

[ensemble de stratégies actives en j;

selon I'instant d’accéder au neceud jJ

[ordre de préférences résiduel]

[volume stratégique résiduel]

[début du chargement pour wt ]
[ensemble des premiers choix résiduels]
[ktie;, = Jiv1 (arc de marche)]
[demande pour le nceud kyy.,, ]
[ensemble de stratégies ayant le

kchk comme premier choix résiduel]

[premier choix résiduel de la stratégie s]

[construction de K (k= j si

(jt,E;tt’(l)) est un arc de marche]
[construction de Wy]

[construction de dy]

[proportion de volume résiduel affectée]

[instant pour accéder au nceud k]

;t+1t’]

. N e e
[mise & jour du volume z§*'*"]
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endif

st ..
vjk Plnand

%

”s.ttl =

st tt! st
v + Bz

(1-5%)

st .__ .8t st
T = Ui/ 2

endfor

U = Uy — B dy
if 7, = 0 then
fort” =0tot do

for sc W" do

—stt’

E
endfor

endfor

J

endif
endfor
if 8% =1 then

w7t

W

endif

endwhile

endfor

endfor

for s ¢ Wt

= Ej

fort' =ttoT
fOI‘ jt’ [~ V

—stt"

=0

for ky ., € j; do
=t +

t.__ ot st st
Cs = Ci+ et mik

T t

1

endfor

t .t st', st/
Cs = CS + Tj 7r]

endfor

endfor

s(
7j

t41)

1" !
=gt 4 7ft

J

t'+1
= 7+

J

st/
T

+ T

et
zs.tt

J

J

- {kt+cjk }

1 7
§t' st

J

[mise & jour du flot d’arc vi]
[mise & jour du flot résiduel 'z’j“' ]

[mise & jour de la probabilité 3]

[mise & jour de la capacité T;y]

. N ‘. —5stt
[mise & jour de I'ordre résiduel E;

123

]

[fin du chargement pour la classe w ]

[instant pour accéder au nceud k|
[mise & jour du coit CY]

[mise & jour de T§t"]

[mise & jour du coiit C?]

[mise & jour de T;(t,H)]
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endfor

endfor

La procédure DCAPLOAD est de complexité polynomiale en fonction de |N|,
|A| et T. En effet, la boucle while est la partie du code qui détermine l'ordre de
lalgorithme. Pour chaque nceud j;, cette boucle est effectuée au plus ¢t + 1 fois pour
tenir compte des priorités. Soit n le nombre d’itérations exécutées par les boucles. A
chaque tour de boucle, un arc devient saturé, sauf peut-étre a la derniere itération de
chacune des boucles. Par conséquent, on effectue ces boucles au plus (|7; | +t) fois au

neceud j;. Nous obtenons alors la majoration suivante :

v < X (il
= 15+ T < qap e+ T v )



Chapitre 6

Recherche d’un équilibre
dynamique

La recherche d’un équilibre dynamique se rameéne a la résolution de l’inégalité
variationnelle associée au modeéle dynamique. Cette résolution comporte deux difhi-
cultés principales. La premiere difficulté repose sur la nature de la fonction de coit
induite par le chargement dynamique du réseau. Cette fonction n’est ni monotone ni
différentiable. La seconde difficulté provient de la construction d’une stratégie opti-
male pour chacune des paires O-D(t) du réseau. En effet, le procédé de construction
d’une telle stratégie doit respecter la condition PAPP pour 'acces aux arcs du réseau.

Dans la premiére section, nous décrivons la notion d’équilibre stratégique dans le
contexte dynamique et démontrons ’existence d’une solution d’équilibre dynamique.
La seconde section porte sur la construction d’une stratégie optimale. Ce probleme
consiste a générer efficacement, pour un certain vecteur de volumes stratégiques et
une certaine paire O-D(t), la stratégie de colit minimal. Nous proposons aussi dans
cette section un algorithme de linéarisation adaptée a la recherche d'un équilibre
dynamique. Enfin, la derniére section présente les résultats numériques visant a tester

les performances de notre algorithme en quéte d’équilibres dynamiques.
q y

6.1 Conditions d’équilibre dynamique

Dans cette section, nous présentons une généralisation dynamique des conditions
de Wardrop pour définir un équilibre stratégique dans un réseau de transport avec

capacités rigides. Nous terminons cette section par un théoreme d’existence.
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Un vecteur de volumes stratégiques réalisable z* € X est un vecteur d’équilibre
stratégique dynamique si, pour chaque paire O-D(t), les stratégies utilisées ont
le méme cofit, ce cofit étant inférieur ou égal & aux ceux des stratégies non utilisées.

Mathématiquement, ces conditions prennent la forme suivante :

Cl(a") = 4, vs € W,

(Ol -ty =0 vsewr., 6D

s

VO<t<T V(qr)t)el(t), 3ug,: {

Ces conditions constituent une extension des conditions d’équilibre dynamique de
Wardrop au modele stratégique. Les conditions d’équilibre (6.1) peuvent s’exprimer

de maniére équivalente  'aide de I'inégalité variationnelle IV (C, X) :

*

e X

(C(z*),z* —2) <0 VzelX, (6.2)

ot C = {C'}sew désigne la fonction de cout stratégique définit sur X. On note X*
I’ensemble des solutions de cette inégalité variationnelle.
Théoréme 7 Si les cotits sur les arcs cjp sont tous positifs, alors il existe au moins

une solution a linégalité variationnelle IV (C, X).

preuve : La preuve découle directement de 'application du théoréme 4 a la fonction
de cotit C donnée par la formule (5.5). En effet, I’algorithme DCAPLOAD présente
des points dégénérés similaires & ceux de l'algorithme PCAPLOAD décrit dans
le chapitre 3. Ces points dégénérés, causés par la nullité simultanée de la capacité

résiduelle et du volume stratégique, correspondent dans le cas dynamique aux triplets
(7,k,s) € N x E;“' x W (1 < t' <t) satisfaisant les conditions : W # 0, z;.“' =
0 et wj, = 0. Dans ce cas, on attribue a la probabilité nf la valeur 0 et nous pouvons
démontrer que la fonction de coflit C' est semi-continue inférieurement sur ’ensemble
X (preuve similaire & celle de la proposition 4). L’existence d’une solution a l'inégalité
variationnelle IV (C.X) est assurée alors par I’application directe du théoreme 4 au

modele dynamique.
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6.2 Recherche d’un équilibre dynamique

Dans le modele d’équilibre dynamique classique, la recherche d’équilibre fait appel
au calcul d’'un chemin dynamique le plus court. De maniere analogue, la construc-
tion d’une stratégie optimale joue un role fondamental dans la quéte d’un équilibre

stratégique dynamique.

6.2.1 Construction d’une stratégie optimale

Etant donné un vecteur de volumes stratégiques z et une paire (g,7)(t), nous

voulons construire efficacement une stratégie s}.,(z) dans 'ensemble :
* ; t
xz) = arg min {C;(z)}.
@) = arg min {C1(2))

Une telle stratégie admet un cout minimal ¢},,(z) pour la paire (g, 7)(t), relativement

au vecteur de flots stratégiques x.

Le chargement du réseau précéde la construction de la stratégie optimale s} ,(z).
Le chargement du vecteur de volumes stratégiques z induit le vecteur de volumes

Y ! .
stratégiques aux noeuds z = {z§'}. La connaissance de ce vecteur z permet de

démarrer le micro-chargement (chargement du volume nul z;i*") au noceud jy. Ce micro-
chargement doit tenir compte des priorités pour construire les ordres de préférences
optimaux au nceud jy. Pour chaque instant ¢ < p < t/, ordre de préférences opti-

gl . . .
mal E; “F est construit en effectuant le micro- chargement successivement sur les en-

t’

sembles tho, _W_/tll, W

aient atteint le noeud j & instant p. Cette nouvelle définition de I'ordre de préférences,

Pt WP U{s*} pourvu que les usagers de la stratégie s*

qui tient compte de l'instant initial d’arrivée au nceud j, est nécessaire pour respecter
la condition PAPP au nceud jy. On applique ensuite le procédé récursif de Nguyen et

Pallottino [42] au réseau espace-temps R. Le cotit de I’hyperchemin reliant le nceud jy
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A la destination 7, noté w?:’, est calculé a I’aide de '’équation générale de Bellman :

pj
00 sij#Ert=T
.y 0 sij=r
Wit = » . Wy 1y (63)
” S (e i)+t (L) s A < T,
ktI/EE; P

ot t" = t' + cjj, est I'instant d’arrivée au nceud k en empruntant Parc (j, k) et I'ordre

* gl . . .
de préférences optimal E; P est solution du probléme combinatoire suivant :

s*t/p . ktl *t/l *tl *tl+1
E;"P € arg E?gl‘l’lerii“.' { > mt (e +wpg )+ (L4 wp; )} (6.4)
J

J ktHEE;*t’p
On applique 1’équation générale de Bellman suivant l’ordre temporel inverse (de la
destination ry vers lorigine ¢;). Le cotit de la stratégie optimale s* est alors wtsq't.

La complexité du procédé de construction d’une stratégie optimale dépend du

probléme combinatoire (6.4). En général, le nombre d’ensembles de préférences can-
didats & optimalité pour le probléme (6.4) est |7,/ | et '’énumération de tous les ordres
de ’ensemble E;' est donc inefficace. Une méthode efficace pour résoudre le probleme
d’optimisation (6.4) consiste & considérer I’ordre de préférences Eft'p = [k, ka2, ..., ki
tel que [ = |5,] et :

s*t'4-c; s*t'+cjk

Cik F Wy, S Gy T Wy, T Vi=1,2,0,0 -1, (6.5)

sttll . .
"7 w. S1 k‘ " = k'l L= I
avec w;; = I;Iftn . t vtcin Je+1
wt/rk S1non.
. Y st . .
La construction de I'ordre de préférences E°'? requiert seulement le tri de [ nombres.
j q

Théoréme 8 L’ordre de préférences Eftlp satisfaisant la condition (6.5) est une so-
lution optimale du probléme (6.4).

preuve : La preuve est similaire a celle du théoreme 5.

6.2.2 Exemple de construction d’une stratégie optimale

Nous allons montrer comment construire une stratégie réactive optimale au nceud

ja dans le sous-réseau illustré a la figure 6.1. Dans cet exemple, nous supposons
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t=2 @ B2 = {ke, s, js }
E;® = B = {ke, ls, js}
8 W‘” = {5 22 = 8}
h 4 3143
t+1 QQ - {S = 10}
E;Z‘” = {ls,ys}
0 E?“‘?’ = B = {l5, 55}
= {s;: z*** =15}
t+2
t+3
t+4
wi® =34  wit=37 wi® =4
wi® =42 WS =2 w§t=25

F1G. 6.1 — Construction de la stratégie optimale au nceud j4

connues les valeurs w3l (t < t' < t") pour kyw € ji (" = 4 + cjr). Au nceud js,
on suppose que 10 (respectivement 8) usagers de la stratégie s;, dont les ordres de
préférences E;14p (p = 2,3,4) sont tous égaux a [ks,ls, j5], ont atteint le nceud js &
I'instant 3 (respectivement 2). On retrouve aussi 15 usagers de la stratégie sy, dont
les ordres de préférences Es'24” (p = 2,3,4) sont tous égaux a [lg, js| et qui ont accédé
au nceud j; & partir du nceud 45. On calcule directement 'ordre E™*? = [kg, js, lg] 2

partir des inégalités : 242 < 1+ 3.4 < 2+ 2.5, Pordre E§ * = [kg, lg, js] & partir des
inégalités : 2+2 < 2+2.5 < 1+3.7 et I'ordre B$™** = [ke, g, j5] & partir des inégalités :

242 < 2425 < 1+4. Nous effectuons trois fois le micro-chargement de s* au nceud

js pour calculer les valeurs w3 ;*, wi;* et wj;*. Tout d’abord, nous supposons que les
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usagers de la stratégie optimale s* atteignent le nceud j & I'instant 2. Dans ce cas, nous

devons effectuer le micro-chargement sur I’ensemble wh U{s*}. Ce micro-chargement

fournit les probabilités 75, = 1 et 75 * = 7%* = 0, et nous obtenons :

w§;4 = ﬂ;;4(2 + wi®) + Wj"*(l + wg;-ﬁ) + 7rj,*4(2 + wg®)

= 1(4) +0(4.4) + 0(4.5) = 4.

Maintenant, si les usagers adoptant la stratégie s* accédent au nceud j & I'instant 3, le

: . . =42 | 43 o
micro-chargement effectué successivement sur les ensembles W~ et W U{s*} induit

les probabilités 75* = 1/5, w5;* = 4/5 et 5" * = 0. Dans ce cas, nous obtenons :

wit = w2 wg®) + A2 4 wg ) + (1 )
1 4 22
= —-(4)+-(45)+0(47)=— =44
S(4)+ £(45) +0(4T) = 3
Enfin, le cas ol les usagers utilisant la stratégie s* atteignent le nceud j a 'instant 4

induit un micro-chargement successif sur les ensembles W', W et WU {s*}. On

obtient alors les probabilités s;* = 7/15, 5 * = 8/15 et m™* = 0 et le cofit wj;* est

calculé comme suit :

wj;-"‘ = 7rj~;;4(2 + wi ) + +7r]’i:4(2 + wg %) + 7r]5-*4(1 + wz;-ﬁ)
7 8 71.5
- —(4. - = —— = 4.76.
15( 5> + 15(5) 15 6

6.2.3 Algorithme DCAPSHORT

Nous présentons maintenant I’algorithme DCAPSHORT qui construit une straté-
gie optimale s* € W ,(x). Préalablement, nous effectuons le chargement du vecteur de
volumes stratégiques z afin d’obtenir le vecteur de volumes stratégiques aux nceuds z.
La procédure DCAPSHORT prend en input le vecteur z et la paire (g, 7)(t), et re-
tourne la stratégie optimale s* et son cofit C*".

Le déroulement de la procédure DCAPSHORT suit I’équation générale de Bell-

man (6.3). On balaye les nceuds suivant 'ordre temporel inverse. Le traitement d’un
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nceud jy comprend trois étapes. Pour chaque instant p(t < p < t'), on construit

d’abord I'ordre de préférences optimal Ej "tP 3 Taide d’une procédure de tri. Ensuite,

on démarre successivement le micro-chargement de s* au nceud jy sur les ensembles

w=5t't t!

Wi wr L WP et WP U {s*}. Ce micro-chargement fournit les probabilités

* 2l * gl ’ . s .
75" Enfin, on calcule wy " avec la formule récursive (6.3). Nous présentons ci-dessous

le code de 'algorithme DCAPSHORT.

PROCEDURE DCAPSHORT (z, (¢,7)(t))

input : z = {2 }sew jen [vecteur de volume stratégique aux nceuds|
(g,7)(t) [paire O-D(t)]
output : s*, C* [stratégie optimale et son cout]
INITTALISATION
fort' >t do
for j € N do

for p=ttot do
ifj=ror (j#randt<T)then
wiit =0 [cotit de la stratégie optimale
else partant au nceud jy |
wp”

endif

endfor

=00

endfor

endfor

MICRO-CHARGEMENT

fort =T —1totdo

for j» € V (dans l'ordre temporel inverse et 7 # r) do
for p:=ttot do [z]"'?*" a atteint j a l'instant p]
for ky = ky ., € ji do

if ktll = jt’—i—l then



* gl * 4l
w;t-{-l .__.ws t'+1

j T %pj
else
wi't = Wit
endif
endfor
Ej.*t"’ :=sort {c;x + W]‘z*t”}ktHEj;

for ky., € ji do

Ujk = Ujk
* ¢4l
5 £.=0
endfor
Uj 1= 00
ﬂ.S_*t, i O

J

foru=0top—1do
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[tri croissant de {c;x + wg*t"}kwej; ]

[capacité résiduelle de I'arc (jy, ki yc,,)]
[probabilité conditionnelle d’accés

Parc (jy, ke, ) avec la stratégie s*]
[(G#r, j#+1) admet une capacité infinie]
[probabilité conditionnelle d’accés

larc (jy, jy41) avec la stratégie s*]

W= {se W: B £0, 22" > 0}

endfor

W'P={seW: B £0, 2" > 0} U {s*}

for u =0 to p do

for sc W' " do

'Es_tl“ — [st'u
T

J

wst'u .

/
z Z5tu

i T
p;t'“ =1
endfor
while W' # 0 do
K:=10
for ky ., € ja do
dp =0
Wy, =0
endfor
for s € W' " do

=st'u
ki gey = E; (1)

J

K = KU{k}

[micro-chargement successif sur
w5t u
les ensembles W' |

[ordre de préférences résiduel]
[volume stratégique résiduel]

[proportion résiduelle de volume]

[ensemble des premiers choix résiduels]
[kt ye,, = Jus1 pour un arc d’attente]
[demande pour le nceud ky ., |
[ensemble des stratégies ayant

ky e, comme premier choix résiduel]

[premier choix résiduel de la stratégie s]

[construction de K, k = j si



Wy = Wi U {s}
dp == dy + ‘z’;t’“
endfor
p = max{dy/T;, : k € K}
At = min{1/p, 1}
for k € K do
for s € W, do
if s = s* then
7{;’2' — ,n.;’tc’ L p;t'u
p;t'u = (1 _ ﬂt’u)p;t’u
else
—z—;t'u = (1 _ 6t’u)§;t’u
p;t’u = (1— ﬁt’u)p;t’u
endif
endfor
Uy = Uy, — B7dy
if 7;, = 0 then
for t" =t tot' do

__tl t“

for se W do
—E;t’t” - E;t’t” _{ kt’-{-cjk}
endfor
endfor
endif
endfor
if 5% =1 then
Wt,u — @
endif
endwhile

endfor

for k€ E;*tlp do

s*t' .
Wpj

st s*t s*t!
== ij + ﬂ—jk (Cjk + Wyn g, )
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(jt,,F;t/“(l)) est un arc d’attente]
[construction de W]

[construction de dy]

[proportion de volume résiduel affectée]

[mise & jour de la probabilité "

. N . * 4
[mise & jour de la proportion p}* ]

. A . — ot
[mise & jour du volume résiduel Z"*]

[mise & jour de la proportion ps'"]

[mise & jour de la capacité U]

. .. ‘. 5st't"
[mise & jour des ordres résiduels E; |

[fin du micro-chargement pour w ]

[t// =t + Cjk]

. . ~ * 4!
[mise & jour du coiit wy;’
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endfor (p=t,...t")]
*tl L *tl -rt *tl_i_]_
weit = wyt 4w (1+ Wi )
endfor
if j = ¢ and t' =t then

if wi,* < T then

C = wit
else [cotit de la stratégie optimale]
C* =00
endif
endif
endfor
endfor

6.2.4 Algorithme de linéarisation

Dans le cas d’un réseau dynamique, il est impossible d’entreprendre la recherche
d’un équilibre en connaissant a ’avance 1’ensemble de travail stratégique. Ceci exclut
'utilisation des méthodes projectives (appliquées seulement sur un ensemble de travail
fixe) pour rechercher un équilibre dynamique et nous ameéne a adopter une stratégie

de restriction.

Nous adaptons l’algorithme pseudo Frank-Wolfe décrit au chapitre 4, pour
trouver un équilibre stratégique dynamique. Le déroulement de ’algorithme ne change

pas. Au départ, on dispose d’un ensemble de travail W?° et d’un vecteur de volumes

stratégiques z°. A Ditération k, nous combinons le vecteur courant z* et le vecteur

extrémal Z¥ pour trouver une nouvelle approximation d’équilibre :
"t = (1 - 6%)z* + oFz*,

. ct. L . . , _ .
ol f% = 1— 27 pour chaque stratégie s € th,, et la solution extrémale Z* est construite
k]

comme suit :

_k { dt, sis=s;.,(z") (6.6)

r, = .
8 0 sinon.

Nous appelons DSTRATEQ l'algorithme pseudo Frank-Wolfe utilisant les pas adap-
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FIG. 6.2 — Petit réseau (T = 65)

tatifs 8%, Le critere d’arrét de l’algorithme est basé sur la méme fonction d’écart
relative g définie au chapitre 4.

Soit {z*} la suite produite par I’algorithme DSTRATEQ. Supposons que cette
suite admet une limite y. En appliquant le théoréme 6 (chapitre 4) au modele dyna-

mique, nous obtenons y € X™*.

6.3 Résultats numériques

Dans cette section, nous présentons quelques résultats numériques portant sur
le calcul d’équilibres stratégiques dynamiques. Ces résultats visent principalement a
valider les performances de notre algorithme. Deux problemes d’équilibre retiennent
notre attention. Nous nous intéressons d’abord au calcul d’un équilibre dans un réseau

de petite taille. Nous appliquons ensuite notre algorithme sur un réseau de taille

moyenne.

6.3.1 Petit réseau

Le premier probléme correspond au petit réseau illustré a la figure 6.2. Ce réseau
possede 6 nceuds, 16 arcs et deux paires O-D (1,6) et (6,1). Le nombre de périodes T
et le dernier instant 7" de départ des usagers sont fixés & 65 et a 9. Les cofits et les ca-
pacités sur les arcs sont présentés au tableau 6.1 tandis que les demandes temporelles

pour chacune des paires O-D sont exposées au tableau 6.2.



CHAPITRE 6. RECHERCHE D’UN EQUILIBRE DYNAMIQUE 136

Arc | Cotut | Capacité | Arc | Cout | Capacité
(1,2) | 3 20 (35)| 4 10
(2,1) | 3 20 (5,3) | 4 10
1,3)| 2 20 | (45)| 4 10
3,1)| 2 20 | (54)| 4 10
2,3) | 1 10 | (46)] 5 25
32 ] 1 10 | (64)| 5 25
24) ] 2 10 | (56)| 6 25
(42) | 2 10 | (65| 6 25

TAB. 6.1 — Données sur les arcs du petit réseau

Paire O-D(t) | Demande | Paire O-D(¢) | Demande
(1,6,0) 5 (6,1,0) 10
(1,6,1) 10 (6,1,1) 15
(1,6,2) 25 (6,1,2) 30
(1,6,3) 18 (6,1,3) 23
(1,6,4) 15 (6,1,4) 20
(1,6,5) 17 (6,1,5) 22
(1,6,6) 30 (6,1,6) 35
(1,6,7) 45 (6,1,7) 50
(1,6,8) 15 (6,1,8) 20
(1,6,9) 12 (6,1,9) 17

TAB. 6.2 — Données sur les paires O-D du petit réseau
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Nous testons 'algorithme DSTRATEQ qui recherche un équilibre dynamique
sur le petit réseau. On controle la taille de notre ensemble stratégique a l'aide des

parametres €; et ey (section 4.2.2). On pose €; = €3 = 0.001.

A une itération donnée, nous notons le nombre de stratégies actives, la valeur de
la fonction d’écart et le temps de calcul (Cpu). Les tests ont été effectués sur un
ordinateur Sun Ultra Sparc. L’algorithme a été codé en C sous le systéme d’exploi-
tation Solaris. Les résultats des tests de convergence sont exposés au tableau 6.3. Le
tableau 6.4 présente les cofits minimaux pour chacune des paires O-D(t).

Nous poursuivons les expériences en modifiant le petit réseau afin de rendre la
congestion plus considérable. Les capacités des arcs (2,3) et (3,2) passent de 10 & 5
unités de volume et toutes les demandes temporelles sont multipliées par le facteur %
Nous répétons ici les tests prévus pour le petit réseau. Les résultats de ces tests sont
présentés aux tableaux 6.5 et 6.6.

Nous observons une convergence rapide de 'algorithme DSTRATEQ pour les

deux réseaux. La variation de la fonction d’écart est sensiblement la méme pour cha-

cun des réseaux. La valeur de cette fonction est environ 1% au bout de 20 itérations.

L’évolution du domaine de travail differe d’un réseau a ’autre. Le nombre de stratégies
générées a la vingtieme itération est de 40 stratégies pour le petit réseau comparati-
vement & 53 pour le petit réseau modifié. On observe aussi que le temps alloué a la
recherche d’équilibre est plus long pour le petit réseau modifié. Les temps d’exécution
de DSTRATEQ (cent premiéres itérations) pour les deux réseaux sont respective-
ment de 9 et de 12 minutes. Ainsi, nous constatons qu’une forte congestion influence la
taille du domaine stratégique ainsi que le temps d’exécution de l'algorithme DSTRA-
TEQ.

Observons finalement les cotits minimaux pour chacune des paires O-D(t) des deux
réseaux (tableaux 6.4 et 6.6). Ces résultats illustrent bien que la condition PAPP est
vérifiée. Pour la paire (1,6), le coiit stratégique minimal est égal & 10 périodes pour
les usagers quittant I’origine 1 & I'instant 0 . Pour le petit réseau (respectivement petit
réseau modifié), ce cotit minimal augmente de 3 (respectivement 6) périodes lorsque

I'instant de départ de ces usagers devient 9. Pour les deux paires (1,6) et (6,1), on
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constate une augmentation significative entre les cofits minimaux C® et C7. Ceci ex-

plique que le temps d’attente aux différents nceuds du réseau est tres considérable

pour les automobilistes quittant leur origine a 'instant 7.

# iter. | |W| | Fonction d’écart (%) | Cpu(sec)
0] 20 26.4923 3.52

1| 34 11.3380 8.47

2| 34 5.5682 13.37

51| 36 2.8952 28.36

10 | 40 1.5934 54.81

20 | 40 0.8830 111.27

30 | 40 0.5842 164.44

50 | 40 0.3081 275.80

100 | 40 0.0817 555.09

TAB. 6.3 - DSTRATEQ appliqué au petit réseau (¢; = e = 0.001)

Paire O-D(t)

Cotit minimal

TAB. 6.4 — Cotits minimaux apres 100 itérations (petit réseau)

Coiit minimal | Paire O-D(t)
10.000 (6,1,0)
10.000 (6,1,1)
10.799 (6,1,2)
11.888 (6,1,3)
12.000 (6,1,4)
12.000 (6,1,5)
12.209 (6,1,6)
13.075 (6,1,7)
13.360 (6,1,8)
13.018 (6,1,9)

10.000
10.333
11.333
12.156
12.189
12.263
12.617
13.831
14.536
14.555




CHAPITRE 6. RECHERCHE D’UN EQUILIBRE DYNAMIQUE

# iter. | [W| | Fonction d’écart (%) | Cpu(sec)
0] 20 40.8394 4.12

1| 36 13.3624 9.61

21 36 6.1367 15.00

51 40 3.8735 32.16

10 | 47 2.1099 64.32

20| 53 1.0616 135.83

30 | 55 0.7803 210.38

50 | 57 0.4901 367.39

100 | 57 0.2222 765.75

TAB. 6.5 - DSTRATEQ appliqué au petit réseau modifié (e; = e; = 0.001)

Paire O-D(t)

Cotlit minimal

Paire O-D(t)

Coiit minimal

(1,6,0)
(1,6,1)
(1,6,2)
(1,6,3)
(1,6,4)
(1,6,5)
(1,6,6)
(1,6,7)
(1,6,8)
(1,6,9)

TAB. 6.6 — Colits minimaux aprés 100 itérations (petit réseau modifié)

10.000
10.333
11.528
12.347
12.508
12.674
13.501
15.289
16.613
16.188

10.333
11.111
12.499
13.492
14.133
14.641
15.808
18.134
19.669
19.992

139
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6.3.2 Réseau de Sioux Falls

Le calcul d’équilibres stratégiques dans le réseau dynamique de la ville de Sioux
Falls (Suwansirikul [53]) constitue notre second probleme numérique. Ce réseau,
illustré & la figure 6.3, comprend 24 nceuds, 76 arcs et 8 paires O-D. Le nombre
de périodes T et le dernier instant 7" de départ des véhicules sont fixés a 100 et & 4.

Nous présentons les tests numériques effectués sur trois versions du réseau de
Sioux Falls étiquetées A, B et C. Ces résultats visent a illustrer le comportement
stratégique des usagers devant des modifications des différents parametres du réseau
(colits, capacités et demandes). Les tableaux 6.7 et 6.8 contiennent les cotits et les
capacités sur les arcs du réseau A ainsi que les demandes temporelles associées aux
paires O-D. Le réseau B est obtenu a partir du réseau A en modifiant les capacités de
quelques arcs et en multipliant toutes les demandes temporelles par le facteur 2. Le
tableau 6.9 contient les nouvelles capacités du réseau B. Finalement, le réseau C est
obtenu en effectuant une légére modification sur le réseau B. Les cotits et les capacités
sur les arcs (17,19) et (19,17) passent de (6,60) & (4,20) et les nouvelles demandes
temporelles de la paire (7,20) sont présentées au tableau 6.10.

Les tests numériques se divisent en deux catégories : les tests de convergence et
les tests sur les stratégies. Pour les tests de convergence, nous effectuons 50 itérations
de I'algorithme DSTRATEQ sur chacun des réseaux. Nous fixons les paramétres de
controle du domaine de travail (e; et €2) & la valeur 0.1. A chaque itération, nous
notons le nombre de stratégies générées, la valeur de la fonction d’écart et le temps
de calcul (Cpu).

Les tests sur les stratégies consistent & analyser le comportement stratégique des
usagers pour une paire O-D(¢) donnée en calculant les volumes, les colits espérés et
les écart-types des stratégies générées apres 50 itérations de DSTRATEQ. L'écart-
type d’une stratégie s mesure de combien les cotuts des chemins empruntés par les
usagers adoptant la stratégie s s'écartent du cofit espéré C!. Cette information im-
portante que nous déduisons de notre algorithme pourrait influencer les usagers dans

leur choix stratégique.
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Arc | Cotit | Capacité | Arc | Cout | Capacité
(1,2) 6 60 | (13,24)| 4 60
(1,3) 2 60 (14,11) 3 15
(2,1) 6 60 | (14,15)| 4 60
(2,6) 2 60 | (14,23)| 2 10
(3,1) 2 60 (15,10) 4 20
(3,4) 2 60 (15,14) 4 60
(3,12) 4 60 (15,19) 2 60
(4,3) 2 60 | (1522)| 2 60
(4,5) 2 60 (16,8) 2 40
(411) | 3 10 | (1610) | 2 60
(5,4) 2 60 | (16,17)| 2 40
(56) | 10 60 | (16,18)| 2 60
(5,9) 2 20 | (17,10)| 6 60
(6,2) 2 60 | (17,16) | 2 40
(6,5) | 10 60 | (17,19)| 6 60
(6,8) 2 60 (18,7) | 4 60
(7.8) 2 60 | (18,16) | 2 60
(7,18) 4 60 (18,20) | 16 60
(8,6) 2 60 (19,15) 2 60
(8,7) 2 60 (19,17) 6 60
(8,9) 4 60 | (19,20) | 4 30
(8,16) 2 40 (20,18) | 16 60
(9,5) 2 20 (20,19) 4 30
(9,8) 4 60 (20,21) 4 60
(9,10) 2 20 (20,22) 6 10
(10,9) 2 20 (21,20) 4 60

(10,11) 3 10 (21,22) 8 60
(10,15) | 4 20 | (21,24) | 4 60
(10,16) | 2 60 | (22,15)| 2 60
(10,17) | 6 60 | (22,20)| 6 10
(11,4) | 3 10 | (2221)] 8 60
(11,10) 3 10 (22,23) 2 10
(11,12) | 4 | 60 |(23,14)| 2 10
(11,14) | 3 15 | (23,22)| 2 10
(12,3) 4 60 (23,24) 2 60
(12,11) | 4 60 | (2413)| 4 60
(12,13) | 14 60 | (2421)| 4 60
(13,12) | 14 60 | (24,23) | 2 60

TAB. 6.7 — Données sur les arcs du réseau A
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Paire O-D(t) | Demande | Paire O-D(t) | Demande
(1,20,0) 2% (20,1,0) 25
(1,20,1) 40 (20,1,1) 40
(1,20,2) 55 (20,1,2) 55
(1,20,3) 30 (20,1,3) 30
(1,20,4) 20 (20,1,4) 20
(1,24,0) 20 (24,1,0) 20
(1,24,1) 35 (24,1,1) 35
(1,24,2) 50 (24,1,2) 50
(1,24,3) 25 (24,1,3) 25
(1,24,4) 15 (24,1,4) 15
(7,20,0) 15 (20,7,0) 15
(7,20,1) 30 (20,7,1) 30
(7,20,2) 45 (20,7,2) 45
(7,20,3) 20 (20,7,3) 20
(7,20,4) 10 (20,7,4) 10
(7,24,0) 15 (24,7,0) 15
(7,24,1) 30 (24,7,1) 30
(7,24,2) 45 (24,7,2) 45
(7,24,3) 20 (24,7,3) 20
(7,24,4) 10 (24,7,4) 10

TAB. 6.8 — Données sur les paires O-D du réseau A

Arc | Capacité | Arc | Capacité
(8,16) 40 (16,8) 40
(16,17) | 40 | (17,16) | 40
(19,20) | 30 | (20,19) | 30

TAB. 6.9 — Nouvelles capacités du réseau B

143
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Paire O-D(t) | Demande
(7,20,0) 60
(7,20,1) 120
(7,20,2) 180
(7,20,3) 80
(7,20,4) 40

TAB. 6.10 — Demandes de la paire (7,20) (réseau C)

Si I’on utilise Pexpression (5.3) du coiit stratégique (voir chapitre 5), I'écart-type

d’une stratégie s, notée of, est définie comme suit :

o) = [ T sl - (e

p(t)epPs

olt K3, (2) est la probabilité d’utiliser le chemin p(t) donnée par la formule (5.1) et

CP® est le cofit du chemin p(t).

Nous débutons les expériences par les tests de convergence de DSTRATEQ
sur chacun des réseaux A, B et C. Les résultats de ces tests sont exposés aux ta-
bleaux 6.11, 6.12 et 6.13. Les tableaux 6.14, 6.15 et 6.16 présentent les colits minimaux
pour chacune des paires O-D(t).

Comme dans le cas du petit réseau, les tests correspondant au réseau de Sioux
Falls sont concluants. Les progressions de DSTRATEQ sont comparables pour les
réseaux A, B et C. La fonction d’écart progresse trés lentement dans les dix premieres
itérations avant d’atteindre une valeur inférieure & 1% aprés un maximum de 30
itérations. Le temps d’exécution de chaque itération de DSTRATEQ est d’environ
une minute pour les trois réseaux. Ce temps d’exécution élevé s’explique du fait qu’a
chaque itération de I’algorithme, nous effectuons un chargement dynamique du réseau
(un appel de lalgorithme DCAPLOAD) et la construction des stratégies optimales
pour chacune des destinations et des instants de départ des usagers (|D|xT" appels de

DCAPSHORT) ; chaque appel des algorithmes DCAPLOAD et DCAPSHORT

tient compte des priorités et admet un temps d’exécution dans l'ordre de (|A| +

INNT + z(Tz—JrlllN | (voir formule (5.9) du chapitre précédent). En appliquant cette
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formule aux données du réseau, on obtient un maximum de ’ordre de dix millions
opérations élémentaires pour chaque itération de DSTRATEQ. Dans un réseau ou
la congestion est localisée, ce temps pourrait étre grandement réduit en utilisant un

traitement adéquat des données.

L’évolution du domaine de travail differe d’un réseau A lautre. A cet égard, le
nombre de stratégies générées 3 la cinquantiéme itération est de 80 pour le réseau A,
172 pour le réseau B et 192 en faveur du réseau C. La modification du réseau de
Sioux Falls influence donc réellement la nature du domaine stratégique. Les solu-
tions d’équilibre pour les trois réseaux sont totalement différentes. Elles different

en terme de volumes stratégiques mais aussi, au niveau des coits d’équilibre (ta-

bleaux 6.14, 6.15 et 6.16).

# iter. | |W| | Fonction d’écart (%) | Cpu(sec)
0| 40 6.3853 49.81

1| 64 5.7933 118.56

2| 67 4.9266 188.85

5| 70 2.9340 406.69

10| 77 1.5637 788.17

20| 78 0.7630 1595.60

30| 79 0.4816 2426.13

50 | 80 0.3279 4157.09

TAB. 6.11 - DSTRATEQ appliqué au réseau A (e; = €2 = 0.1)
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# iter. | |W| | Fonction d’écart (%) | Cpu(sec)
0] 40 32.5518 55.39

1] 75 20.2456 139.39

2] 92 14.4513 236.32
51123 7.0109 277.66

10 | 149 3.5233 1250.41

20 | 168 1.4144 2811.61

30 | 171 0.9505 4479.48

o0 | 172 0.5053 7894.81

TAB. 6.12 - DSTRATEQ appliqué au réseau B (e = e = 0.1)

# iter. | |W| | Fonction d’écart (%) | Cpu(sec)
0] 40 38.6861 56.49

11 76 24.6751 142.80

2| 93 16.0157 240.55

5| 130 7.5075 593.06

10 | 159 3.6671 1301.51

20 | 186 1.5922 2970.06

30 | 193 0.9470 4763.01

50 | 192 0.6316 8447.17

TAB. 6.13 - DSTRATEQ appliqué au réseau C (¢; = €3 = 0.1)
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Paire O-D(t) | Cotit minimal | Paire O-D(¢) | Cotit minimal
(1,20,0) 20.692 (20,1,0) 20.253
(1,20,1) 21.563 (20,1,1) 21.009
(1,20,2) 22.013 (20,1,2) 22.646
(1,20,3) 93.342 (20,1,3) 93.270
(1,20,4) 23.401 (20,1,4) 23.374
(1,24,0) 14.914 (24,1,0) 14.956
(1,24,1) 17.550 (24,1,1) 17.157
(1,24,2) 20.783 (24,1,2) 20.839
(1,24,3) 23.439 (24,1,3) 23.031
(1,24,4) 23.419 (24,1,4) 23.487
(7,20,0) 16.000 (20,7,0) 16.250
(7,20,1) 16.333 (20,7,1) 16.997
(7,20,2) 17.212 (20,7,2) 18.559
(7,20,3) 17.461 (20,7,3) 19.239
(7,20,4) 17.447 (20,7,4) 19.373
(7,24,0) 16.087 (24,0) 16.087
(7,24,1) 16.910 (24,1) 17.117
(7,24,2) 19.283 (24,2) 19.683
(7,24,3) 20.659 (24,3) 21.546
(7,24,4) 21.416 (24,4) 21.549

TAB. 6.14 — Colits minimaux aprés 50 itérations (réseau A)
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Paire O-D(t) | Cott minimal | Paire O-D(t) | Colit minimal
(1,20,0) 24.806 (20,1,0) 92.078
(1,20,1) 27.135 (20,1,1) 95.708
(1,20,2) 29.592 (20,1,2) 29.207
(1,20,3) 31.631 (20,1,3) 30.134
(1,20,4) 31.910 (20,1,4) 30.124
(1,24,0) 18.752 (24,1,0) 16.348
(1,24,1) 23.608 (24,1,1) 21.325
(1,24,2) 25.624 (24,1,2) 94.833
(1,24,3) 26.465 (24,1,3) 25.430
(1,24,4) 26.589 (24,1,4) 25.009
(7,20,0) 16.750 (20,7,0) 17.920
(7,20,1) 19.263 (20,7,1) 19.892
(7,20,2) 20.586 (20,7,2) 20.350
(7,20,3) 20.989 (20,7,3) 20.709
(7,20,4) 20.114 (20,7,4) 20.467
(7,24,0) 16.882 (24,0) 16.873
(7,24,1) 20.448 (24,1) 20.944
(7,24,2) 26.144 (24,2) 26.343
(7,24,3) 28.737 (24,3) 27.814
(7,24,4) 28.108 (24,4) 26.843

TAB. 6.15 — Coiits minimaux aprés 50 itérations (réseau B)
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Paire O-D(t) | Cofit minimal | Paire O-D(¢t) | Cout minimal
(1,20,0) 25.357 (20,1,0) 22.078
(1,20,1) 27.843 (20,1,1) 25.714
(1,20,2) 30.383 (20,1,2) 29.081
(1,20,3) 32.000 (20,1,3) 30.228
(1,20,4) 31.835 (20,1,4) 30.204
(1,24,0) 18.600 (24,1,0) 16.348
(1,24,1) 23.785 (24,1,1) 21.323
(1,24,2) 95.707 (24,1,2) 24.835
(1,24,3) 26.205 (24,1,3) 25.437
(1,24,4) 26.224 (24,1,4) 25.019
(7,20,0) 17.686 (20,7,0) 17.920
(7,20,1) 20.312 (20,7,1) 19.892
(7,20,2) 21.872 (20,7,2) 20.363
(7,20,3) 22.567 (20,7,3) 20.681
(7,20,4) 22.138 (20,7,4) 20.462
(7,24,0) 17.461 (24,0) 16.873
(7,24,1) 91.144 (24,1) 20.940
(7,24,2) 26.823 (24,2) 26.318
(7,24,3) 29.808 (24,3) 27.819
(7,24,4) 29.658 (24,4) 26.880

TAB. 6.16 — Coiits minimaux aprés 50 itérations (réseau C)
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Maintenant, concentrons-nous sur la paire (7,20). Pour chacun des trois réseaux,
notre objectif est d’analyser le comportement stratégique des usagers qui quittent
Porigine 7 aux instants 0 et 4 respectivement.

Pour le réseau A, on constate qu’il n’y a qu'une stratégie utilisée a 1’équilibre
pour les usagers de la paire (7,20,0). Les 15 automobilistes de cette paire adoptent
tous la stratégie s; illustrée au tableau 6.17 en empruntant le seul chemin dynamique
7o — 85 — 164 — 105 — 1579 — 1915 — 2046. Cette stratégie admet un coit espéré égal a 16
périodes et un écart-type nul. Maintenant, observons le comportement stratégique des
usagers qui quittent leur origine quatre périodes plus tard. A I’équilibre, seulement

10% des usagers utilisent la stratégie s; (seule stratégie adoptée par les usagers de

la paire (7,20,0)) et 90% utilisent la stratégie s, exposée au tableau 6.18. A partir

du nceud 74, les 10 unités de flot des deux stratégies accedent au nceud 8. Au neceud

86, ces 10 unités doivent attendre une période avant d’emprunter I’arc (87,16). A
partir du nceud 16y, les usagers de la stratégie s; accédent au nceud 10y; et ceux
de la stratégie s, atteignent successivement les noeuds 17;; et 1917. Au nceud 10y,
31% des usagers de la stratégie s; réussissent a accéder au nceud 15;5 pour ensuite
emprunter Parc (15;5,1917) tandis que 69% sont obligés d’attendre une période au
neceud 10y, pour atteindre par la suite les nceuds 1516 et 1915. Au nceud 197, 31% des
usagers de la stratégie s; et 100% de s, veulent emprunter 'arc (1917, 202 ) dont la
capacité est 30. Seulement 55% de ces usagers atteignent la destination 20;; tandis
que 45% se retrouvent au nceud 19;5. Au noeud 1935, on retrouve 14% des usagers de
la stratégie s; et 45% de s, ayant atteint le noeud 19 & U'instant 17 contre 69% ayant
atteint le méme nceud 3 l'instant 18. Pour respecter la condition PAPP, le premier
groupe d’usagers est prioritaire pour 'acces & l'arc (1913, 2052). Ainsi, les usagers du
premier groupe accedent au noeud 202, et le flot du second groupe se divise sur les
arcs (1915, 2092) et (19;g,19;9) suivant les proportions 6/10 et 4/10. Finalement, les
25% des usagers de s; au nceud 1919 atteignent le nceud 2023. Le coiit espéré des deux
stratégies est égal & 17.5 périodes.

Nous poursuivons notre analyse en observant le comportement stratégique des

usagers du réseau B. Les tableaux 6.18 et 6.19 présentent les stratégies utilisées pour
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noeud : 7 8 10 15
ensemble de préférences (s;) : [8,7] [16,8] [15,10] [19,15]
neeud : 16 19 20

ensemble de préférences (s;) : [10,17,16] [20,19] []

TAB. 6.17 — Seule stratégies utilisée pour la paire (7,20,0) (réseau A)

neeud : 7 8 10 15
ensemble de préférences (s1) : [8,7] [16,8]  [15,10] [19,15]
ensemble de préférences (s;) : [8,18,7] (16, 8]

neeud : 16 17 19 20
ensemble de préférences (s;) : [10,17,16] [20,19] []
ensemble de préférences (sp) : [17,10,16] [19,17] [20,19] []

TAB. 6.18 — Stratégies utilisées pour la paire (7, 20, 4) du réseau A et la paire (7,20, 0)
du réseau B

chacune des paires (7,20,0) et (7,20, 4).

Tout d’abord, on observe effet de la modification de la capacité de I’arc (8, 16)
sur le comportement des automobilistes. En effet, contrairement au réseau A, la
congestion de cet arc force certains usagers a attendre plus d’une période au nceud 8
avant d’accéder au nceud 16. Ceci explique pourquoi un usager de la paire (7,20, 0)
décide de changer completement sa stratégie lorsqu’il désire de reporter son instant
de départ de 4 périodes. Au nceud 7, cet usager favorise l'accés au nceud 8 pour un
instant de départ ¢ = 0 (stratégies s; et s5) tandis qu’il préfere emprunter 'arc (7, 18)
lorsque t devient 4 (stratégies ss3, s4 et s5). D’un autre coté, on remarque que le choix
stratégique a un nceud du réseau B ne dépend pas de l'instant courant des usagers
a ce noeud. Par exemple, au nceud 16, ’ensemble de préférences de la stratégie s,
est toujours égal a [17,10,16] aux nceuds 164, 165 et 164. Finalement, le tableau 6.20
expose les volumes, les colts espérés ainsi que les écart-types des stratégies pour
chacune des paires (7, 20, 0) et (7,20,4). On constate que le cout minimal differe de 4

périodes entre les deux paires, ce qui illustre I’effet du choix de I'instant de départ sur
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les temps d’attente aux différents nceuds du réseau. Aussi, on remarque que l'écart-
type de toutes les stratégies est relativement faible. Ceci veut dire que les usagers ne
percoivent pas cette notion dans leur choix stratégique.

Observons finalement les changements fondamentaux qui se produisent dans le
réseau C. Premierement, on constate l'impact de la congestion sur les temps d’at-
tente sur chacun des nceuds du réseau. On remarque que pour chaque stratégie utilisée
et & tout nceud j; du réseau, il y a des usagers qui sont obligés d’attendre une ou
plusieurs périodes avant d’accéder & leur noeud préféré. Ceci a pour effet d’augmenter
le délai espéré de toutes les stratégies utilisées a 1’équilibre. La seconde constatation
concerne la nature des ensembles de préférences associés aux stratégies. Ces ensembles

de préférences dépendent cette fois-ci de I'instant courant des usagers a un nceud du

réseau. A titre d’exemple, la stratégie sq illustrée au tableau 6.21 propose deux en-
sembles de préférences différents aux nceuds 15 et 16. Ceci explique que la congestion
force les usagers a changer leur comportement lorsqu’ils sont bloqués a ’entrée d’un

arc congestionné.

6.3.3 Conclusion

Les résultats numériques que nous avons obtenus sont extrémement encourageants.
Bien que la fonction de cotit induite par le processus de chargement ne possede
pas de bonnes propriétés théoriques (monotonie, différentiabilité), la méthode de
linéarisation converge assez rapidement dans le petit réseau et dans le réseau de
Sioux Falls. Toutefois, nous avons observé un temps d’exécution assez élevé pour
chaque itération de la méthode, ce qui nous ameéne & penser que dans le futur, il
serait intéressant de réaliser une étude approfondie des structures de données uti-
lisées pour représenter les composantes de nos modeles afin de minimiser le temps

d’exécution de notre algorithme.
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neeud : 7 8
ensemble de préférences (s3) : [18,7]
ensemble de préférences (sq) : [18,8,7] [16, 8]
ensemble de préférences (s5) : [18,7]

noeud : 18 19

ensemble de préférences (s3) :

ensemble de préférences (ss) :

20, 18]
ensemble de préférences (s4) : [20,16, 18]
[16, 20, 18]

153

16 17
[17,16] [19,17]
[17,16] [19,17]
20

[]
20,19] []
20,19] []

TAB. 6.19 — Stratégies utilisées pour la paire (7,20, 4) (réseau B)

Stratégie | Flot stratégique | Cotit espéré Ecart-type
81 24.658 16.861 0.721
Sg 5.342 16.750 0.762
S3 12.026 20.251 0.433
S4 4.584 20.114 0.317
S5 3.390 20.593 0.490

TAB. 6.20 — Volumes, cofits et écart-types des stratégies pour les paires (7,20,0) et

(7,20,4) (réseau B)

noeud : 7

ensemble de préférences (sg) :

neeud :

ensemble de préférences (sg) :

8,18,7]

16,
(10,17, 16]

8
[16, 8]

166
17,10, 16)

10 1510 151
[15,10] [19,22,15] [19,15]
17 19 20
[19,17] [20,19]  []

TAB. 6.21 — Stratégie utilisée pour la paire (7,20, 0) (réseau C)



Conclusion

Dans cette thése, nous avons montré que le concept de ‘stratégie’, utilisé avec
profit dans un réseau de transport en commun sans priorités, peut étre renouvelé et
adapté & la résolution des problémes d’équilibre statique et dynamique dans un réseau
avec priorités. Bien que la fonction de cotit ne soit ni différentiable ni monotone, les
algorithmes proposés convergent numériquement sur des réseaux test.

Dans la premiére partie, nous avons proposé un modele statique avec stratégies
pour le transport en commun ol l’accés aux lignes d’autobus est soumis a des regles
de priorité. Ensuite, nous avons appliqué le concept de stratégie & la modélisation
d’affectation dynamique de flots dans un réseau de trafic routier. Cette notion de
stratégie de déplacement n’a pas été considérée jusqu'ici dans un modele dynamique.

Dans notre approche de résolution, nous avons développé un algorithme de char-
gement qui simule le cheminement du flot des origines aux destinations et qui tient
compte des priorités pour I’acces aux arcs du réseau. Sous 'hypothése que la répartition
des usagers dans les files d’attente est uniforme, nous avons démontré l'existence
d’une solution d’équilibre stratégique. Ce dernier résultat constitue une contribution
théorique fondamentale de notre these.

Les deux modeles proposés dans cette thése représentent, a notre connaissance,
des modeles innovateurs pour résoudre le probleme d’affectation de trafic dans un
réseau de transport avec capacités explicites. Les résultats numériques du quatrieme
et sixieme chapitre nous laissent croire que ces deux modeles permettent d’obtenir
de meilleures prédictions du comportement stratégique des usagers. Cependant, une
telle conclusion doit étre confirmée par ’application de ces modeles & des réseaux de
grande taille, ce que nous espérons obtenir des développements futurs.

Le modele d’affectation dynamique présenté est un modele en temps discret néces-
sitant une division de la période d’étude en sous-intervalles de méme longueur. Cela
constitue la principale limitation du modele car il est plus réaliste de considérer les
parametres du trafic comme des fonctions continues dans le temps. Une des avenues
de recherche future consiste alors & adapter le concept de stratégie pour résoudre le

probleme d’affectation dynamique en temps continu.
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Une autre avenue serait de fusionner les deux modeles développés dans cette these
pour appliquer la notion de stratégie sur un réseau dynamique de transport en com-
mun. Dans ce cas, si ’on connait les temps de départ et d’arrivée des autobus aux
différents nceuds du réseau, il faudrait développer un modele stratégique qui tient

compte des priorités suivant les temps d’arrivée des usagers aux nceuds de transfert.
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Annexe A

Structures de données

Le choix de structures de données est une partie déterminante de I'implantation
d’algorithmes. Dans cette annexe, nous décrivons les structures de données utilisées
pour représenter les composantes principales des deux modeles stratégiques, a savoir

le réseau, les stratégies, le domaine de travail et les paires O-D.

A.1 Modele statique

On représente le réseau par un tableau de listes d’adjacences. Cette représentation
est semblable & celle utilisée par Schoeb [48]. La seule différence est que dans cette
nouvelle représentation, on associe & chaque arc a du réseau une étiquette k cor-
respondant & son prédécesseur (s’il existe) dans une ligne d’autobus. On attribue a
cette étiquette la valeur 0 si Parc a constitue le premier arc d’une ligne d’autobus
ou la valeur —1 s'il ne fait partie d’aucune ligne d’autobus (arc de marche). La liste
d’ajacence associée au nceud i, notée A(7), est une liste chainée de structures. Chaque
structure dans A(%) représente un arc (7,7) ou j € i*. La structure correspondant a
'arc (4,7) mémorise cinq données : I’étiquette 7, le colit de I'arc (1, 7), la capacité de
larc (1, 7), Pétiquette k et un pointeur vers la prochaine structure. Un pointeur nul

désigne la fin d’une liste d’ajacence. Un tableau de |N| pointeurs permet d’accéder

A la premiére structure de chacune des listes d’adjacences A(z). A titre d’exemple, la
représentation du réseau 4 (voir section 4.3) est illustrée a la figure A.1.
La représentation d’une stratégie fait appel aux listes de préférences associées aux

nceuds. La liste de préférences de la stratégie s associée au nceud 4, notée L(i, s), est
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F1G. A.1 — Représentation du réseau 4

une liste chainée de structures. Chaque structure est associée & un nceud de ’ordre de
préférences E. La structure reliée au nceud j € E; garde en mémoire I'étiquette 7, la
probabilité d’acces 7}, le flot d’arc v;; et un pointeur vers la prochaine structure. La
stratégie s est représentée par un tableau de |N| structures. La structure a I'indice ¢
comprend le flot 27, la probabilité d’acces au nceud 77 et un pointeur vers la premiere
structure de la liste de préférences L(7, s). La figure A.2 illustre la représentation de
la stratégie s, du réseau 4. Toutes les variables sont calculées aprés le chargement du
vecteur (0,10,0,12).

L’union des stratégies constitue le domaine de travail stratégique. Ce domaine,
dont la taille est dynamique, est représentée par une liste chainée, notée L. Lorsqu’on
incorpore une nouvelle stratégie dans le domaine de travail, on alloue de la mémoire
pour une nouvelle structure dans la liste L. Cette structure mémorise 1’étiquette de
la stratégie, son cofit, un pointeur vers sa représentation tabulaire (par convention, la

premiére structure L(1,s)) et un pointeur vers la prochaine structure. Pour des fins

pratiques, on exige que les structures associées aux stratégies relatives a une méme
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Fic. A.2 — Représentation de la stratégie s du réseau 4

paire O-D soient adjacentes.

Finalement, I’ensemble des paires O-D est représentée par un tableau de |I| struc-
tures. La structure reliée & la paire O-D (g,r) garde en mémoire cinqg données :
Uorigine g, la destination r, la demande d,,, le nombre de stratégies dans le domaine
W, et un pointeur vers la premiere structure de la sous-liste L relative & la paire
O-D (g,r). La figure A.3 illustre la représentation des paires O-D et d’un domaine
de travail pour le réseau 4. Afin de simplifier le schéma, les tableaux représentant les

stratégies ne sont pas montrés entierement.
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Fic. A.3 — Représentation des paires O-D et d’un domaine de travail du réseau 4
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Fi1G. A.4 — Représentation du petit réseau dynamique
A.2 Modele dynamique

Dans le cas dynamique, nous devons représenter les composantes du modele ot les
parameétres du trafic sont des fonctions discrets dans le temps. Ceci consiste a appli-
quer les structures de données utilisées dans le modele statique en tenant compte des
variations temporelles de la demande associée & une paire O-D et au choix stratégique

a un nceud du réseau.

La représentation du réseau doit tenir compte des instants d’arrivée au nceud
i; (0 < t < T). Une représentation triviale consiste & étendre chaque nceud 7 €
N en T + 1 nceuds i; et chaque arc a € A en T + 1 — ¢, arcs (ig, jite,) tel que
t + ¢, < T. Malheureusement, cette représentation occupe trop d’espace-mémoire et
n’exploite pas la nature particuliére de notre modéle. En effet, puisque les cofits et les
capacités des arcs ne dépendent pas du temps, il serait plus efficace de représenter le
réseau espace-temps comme un réseau statique et de tenir implicitement de I'instant
d’arrivée & chaque nceud ¢ € N. On représente le réseau par un tableau de listes
d’adjacences. La liste d’ajacence associée au nceud ¢, notée A(i), est une liste chainée
de structures. Chaque structure dans A(i) représente un arc de transport (é,j) ol
4 € 7. La structure correspondant & l’arc (4, j) mémorise quatre données : I’étiquette
4, le coiit de l'arc (4, ), la capacité de 'arc (4, j), et un pointeur vers la prochaine

structure, la convention étant que la derniére structure correspond a l’arc d’attente
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(7,7) dont le cotit est égal a 1 et la capacité est infinie. A chaque instant ¢, on traite
seulement les structures de A(7) qui vérifient la condition ¢t+c;; < T'. Un tableau de | N|

pointeurs permet d’accéder a la premiére structure de chacune des listes d’adjacences

A(7). A titre d’exemple, la représentation du petit réseau (voir section 6.3) est illustrée
a la figure A 4.

La représentation d’'une stratégie est plus délicate que celle du réseau. En effet,
comme nous 'avons vu en détail au chapitre 5, Le choix stratégique & un nceud
dépend de 'instant courante ¢ et aussi de 'instant initial ¢’ < ¢t d’arrivée au nceud j.
Nous devons tenir compte explicitement de ces deux variables pour représenter effi-
cacement chacune des stratégies. Cette représentation doit faire appel aux listes de
préférences L(i, s, t,t') associées au noeud ¢ et a la stratégie s. Chaque structure de

. <z \ s 02 ! .z
cette liste est associée & un nceud de l'ordre de préférences Ef* . La structure reliée au

nceud j € ES* garde en mémoire I'étiquette 7, la probabilité d’acces wf}t', le volume

d’arc vf;t' et un pointeur vers la prochaine structure. La stratégie s est représentée
par un tableau de |N| x T structures. La structure a 'indice 4; comprend le volume
25, la probabilité d’acces au nceud 7% et un pointeur vers la premiére structure de la
liste de préférences L(i,s,t,t).

Les représentations du domaine stratégique et de ’ensemble des paires O-D sont
semblables & celles du modele statique. Le domaine de travail stratégique, dont la
taille est dynamique, est représentée par une liste chainée, appelée liste de travail.
Lorsqu’on incorpore une nouvelle stratégie dans le domaine de travail, on alloue de la
mémoire pour une nouvelle structure dans la liste de travail. Cette structure mémorise
’étiquette de la stratégie, son cofit, un pointeur vers sa représentation tabulaire (par
convention, le premier élément du tableau) et un pointeur vers la prochaine structure.

L’ensemble des paires O-D(t), noté I(t), est représenté par un tableau de |I(t)| struc-

tures. La structure associée a la paire (g, 7)(t) garde en mémoire six données : l'origine

t

4> 1€ nombre de stratégies dans

q, la destination r, I'instant de départ ¢, la demande d
W;,, et un pointeur vers la premiére structure de la liste de travail relative a la paire

(g,7)(t). Ce dernier pointeur donne acces a la sous-liste de travail représentant I'en-

semble W/ .



