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SOMMAIRE

Le présent mémoire a comme principal objectif la démonstration du Théoréme
de Bloch. Pour ce faire, nous allons avoir besoin du Principe de Bloch et du
Théoréme de Rouché. Ainsi, le premier chapitre sera consacré au Principe de
Bloch. Nous allons donc parcourir la théorie des familles normales de Paul Montel,
pour en arriver & ce principe. Comme autre application, la démonstration du petit
Théoréme de Picard sera faite. Dans le deuxiéme chapitre, nous démontrerons
le Théoréme de Bloch. Notons que le Théoréme de Bloch donne, en fait, une
caractéristique du comportement de I’image d’une fonction holomorphe définie sur
le disque unité. Aussi, nous parlerons de la constante de Bloch, constante qui est
rattachée a ce théoréme, et nous donnerons quelques applications. De plus, nous
allons voir, dans ce méme chapitre, le Théoréme de Landau, un théoréme similaire
mais un peu plus facile & expliquer. Comme application, nous avons une autre
démonstration du petit Théoréme de Picard. En terminant, le troisiéme chapitre
sera constitué d’une étude des fonctions de Bloch. Nous donnerons différentes
définitions de ces fonctions et quelques applications utilisant la constante de Bloch

et ces fonctions.
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INTRODUCTION

Ce mémoire se veut une étude de la théorie engendrée par le mathématicien
francais André Bloch (1893-1948). André Bloch a démontré, en 1925, un théoréme
d’analyse complexe qui donne une caractérisation du comportement de 'image
d’une fonction holomorphe dont le domaine est le disque unité. Plus formellement,
nous avons ceci:

Théoréme de Bloch: Il existe une constante positive B telle que toute fonc-
tion holomophe f définie sur le disque unité, avec la propriété que |f'(0)| = 1,
posséde un disque schlicht (un disque avec une certaine propriété) de rayon au
moins égale & B dans son image.

Notons premiérement que les termes seront expliqués au chapitre 2. Remar-
quons aussi que le mathématicien allemand Paul Koebe (1882-1945) avait démon-
tré, au début du siécle, que toute fonction holomorphe, normalisée et injective du
disque unité avait dans son image un disque (schlicht) de rayon au moins égale
a 0,25 unité. Comme cette derniére classe de fonctions est incluse dans la classe
des fonctions holomorphes, nous avons un indice, qui sera cependant pas utilisé,

pour déterminer la valeur de la constante
B =sup{B : le Théoréme de Bloch est vrai},

dite la constante de Bloch.
Le mathématicien E. Landau (1877-1938) a étudié, dans les mémes années

que Bloch, le comportement des fonctions holomorphes. En considérant non pas



des disques schlichts mais tout simplement des disques, il a démontré un théoréme
analogue & celui de Bloch. Pour la terminologie, ce théoréme est le Théoréme de
Landau et la constante reliée a4 ce théoréme est la constante de Landau.

Les valeurs des constantes de Bloch (8) et de Landau ()\) demeurent encore
inconnues. Mais nous avons, quand méme, de bons estimés. Ces constantes sont
de I’ordre de 0,5 unité. Le chapitre 2 sera consacré a ’étude du Théoréme de Bloch
et de Landau et de leurs constantes ainsi qu’a la démonstration du Théoréme de
Bloch.

Cependant pour faire cette démonstration, nous allons avoir besoin de la
théorie du Principe de Bloch. Ceci constitura donc le premier chapitre. Le Principe
de Bloch est un phénomeéne décrivant le comportement des familles normales de
fonctions holomorphes. Ce concept fut introduit, au début du siécle, par Paul
Montel (1876-1975), un mathématicien frangais. Ainsi nous verrons le Théoréme
de Montel et ses applications.

Finalement, dans le troisiéme et dernier chapitre, nous allons discuter les fonc-
tions de Bloch. Ces fonctions peuvent étre définies de multiples fagons, comme,
par exemple, avec la semi-norme de Bloch (définition usuelle) ou en utilisant le
concept de famille normale du chapitre 1. A I’aide de ces fonctions, Landau a
prouvé un autre théoréme. Ce théoréme met en relation la classe des fonctions
de Bloch et la valeur de la constante de Bloch. Nous pouvons aussi étudier cette
classe de fonctions avec de I'analyse fonctionnelle, mais nous ne traiterons pas ce
cas dans le présent ouvrage. Nous allons donc seulement voir quelques applica-

tions.



Chapitre 1

LE PRINCIPE DE BLOCH

Ce premier chapitre sera consacré a ’explication du Principe de Bloch ou
Principe Heuristique. Pour ce faire, nous allons introduire le concept de famille
normale de fonctions et étudier la théorie de Paul Montel. En fait, le Principe de
Bloch se veut un “test” pour démontrer qu'une famille de fonctions méromorphes
ou holomorphes est normale. Notons que dans sa forme générale ce principe est
vague et ainsi pas démontrable. Cependant, pour la démonstration du Théoréme
de Bloch, qui est le principal théme du prochain chapitre, nous allons avoir besoin
d’un certain Principe de Bloch. Nous allons donc clore ce chapitre en démontrant

le Principe Heuristique de Robinson-Zalcman et énoncer celui de Minda.

1.1. NOTATIONS ET TOPOLOGIES UTILISEES

Tout d’abord, nous présentons ici les notations qui seront utilisées dans ce
mémoire:
1. N, Z, Q, R, C représentent respectivement les entiers naturels positifs, les
entiers, les nombres rationnels, les nombres réels et les nombres complexes.
De plus, la notation R signifira les nombres réels positifs différents de
zéro.

2. Nous allons noter la Sphére de Riemann (C U {co}) par C.



3. Soient a € C et r € R™. Alors
(i) D(a,r) = {2z € C:|z—a| < r} est le disque de centre a et de rayon .
(ii) D'(a,r) ={z € C:0 < |z— a| < r} est le disque pointé en a.

4. D est le symbole pour le disque unité D(0, 1).

5. Soit 2 un ouvert du plan complexe. Alors, H(2) et M(Q) représentent
respectivement ’ensemble des fonctions holomorphes et méromorphes dé-
finies sur (2.

6. Un domaine du plan complexe C est un ensemble ouvert et connexe.

7. Soit E un ensemble de C. Alors E,0F, E°, E¢ sont respectivement ’ad-
hérance de E, la frontiére de F, I'intérieur de E et le complémentaire de
E.

Maintenant pour définir la topologie, les ouverts de C seront les ouverts
usuelles, soit engendrés par la distance euclidienne. Pour la convergence des fonc-
tions holomorphes, nous allons utiliser principalement la convergence uniforme
sur les compacts. Cette convergence est plus faible que la convergence uniforme,
mais plus forte que la convergence point par point. Nous avons les exemples sui-
vants pour illustrer ce fait.

Exemples 1.1.1. 1. Soit le disque unité D et soit la suite {f,} de fonctions
holomorphes définies par f,(z) = 2™. Alors la suite converge vers 0 mais
pas uniformément sur D (en prenant la suite {2, = 1—1/n}, d’ot f,(z,) —
e !). Cependant la suite converge uniformément sur tout compact de D.
En effet soit K un compact de D. Alors posons M = max,cg |z|. Ainsi
|z|™ < M™ et nous concluons que la suite converge uniformément sur le

compact K.



2. Concernant ’exemple d’une suite de fonctions qui converge point par point
mais pas uniformément sur les compacts, nous référons le lecteur a la page
278 du dernier livre de Remmert ([19]).
Cette convergence engendre la méme topologie que la convergence x- uniforme
sur les compacts, ol x est la distance cordale, soit:
Définition 1.1.2. La distance cordale x est définie sur C comme suit:

si z1, 29 € C, alors

7 = |21 — 24|
¢ \/1+|z1|2\/1+|z2|2’

si un des deux points est oo, alors

1
x(z,00) = x(00,2) = \/TW

Notons que cette distance est en fait la distance euclidienne dans R? entre les

deux points sur la Sphére de Riemann qui proviennent de la projection du plan
complexe sur la Sphére de Riemann. Ainsi, elle est “plus petite” que la distance
euclidienne dans le plan, étant donné qu’elle est la distance euclidienne divisée par
un nombre supérieur 4 un. Nous allons donc munir la Sphére de Riemann de cette
métrique et considérer les fonctions méromorphes comme étant des applications

holomorphes
f : (Q7 I ’ |) = (C7X(7))7

ot §2 est ouvert du plan complexe.

1.2. LES FAMILLES NORMALES

Dans cette section, nous définirons les familles normales et donnerons quelques
exemples. Remarquons que ce terme fut donné par Paul Montel dans un article

de 1912.



Définition 1.2.1. Nous disons qu’'une famille F de fonctions holomorphes (mé-

romorphes) définies sur un domaine 2 C C est normale sur {2 si toute suite

{fs} € F contient une sous-suite qui converge uniformément (x-uniformément)

sur tout compact de £ soit vers une fonction f holomorphe (méromorphe) ou soit

vers l'infini.

Remarques 1.2.2. 1. Si une suite {f,} de fonctions holomorphes converge
x-uniformément vers f sur les compacts, on peut montrer que soit f est
holomorphe, soit f = co.

2. Dans la définition normalement donnée dans les livres, nous ne retrouvons
pas de caractéristique sur la fonction limite f. En fait, ces caractéristiques
découlent de la topologie utilisée, soit la convergence y-uniforme sur les
compacts.

3. Pour une suite de fonctions d’une famille donnée, il peut exister deux
sous-suites possédant ces propriétés, c’est-d-dire une de ces sous-suites
converge uniformément sur tout compact du domaine vers une fonction
holomorphe et ’autre converge uniformément vers l'infini sur tout com-
pact. (Voir I'exemple 1.2.3 no 3.)

4. Lorsque nous disons qu’une suite de fonctions holomorphes converge uni-
formément vers I'infini, certains auteurs disent plutdét qu’elle diverge uni-
formément vers l'infini.

Exemples 1.2.3. 1. Si
F ={fu(2) =2" : n € N},

alors la famille est normale sur D = {z : |z| < 1} et sur @ = {2 : |z| > 1}

En effet soit K C D un compact. Alors, en posant

M = max{|a| : a € K},



nous avons uniformément
|fa(@)| = la]* < M™ — 0.
Soit maintenant X C Q un autre compact. Alors posons
m = min{|a| : a € K}.
Ceci nous donne que
|[fn(a)l = |a"| = |m[* — oo.

. Soit
F={folz) = g,ne N},

Alors les £, sont des fonctions méromorphes sur D et la suite { f, } converge

x-uniformément sur tout compact K de D vers l'infini. En effet, V1 > € >

0, 3N, > /1/e2 — 1M oi M = maxg |z|, tel que
X(fn(2),00) < €,¥n > N, Vz € K.

Donc cette famille est une famille normale.

. Soit la famille de fonctions holomorphes
F={llz)= V' ee R}

définies sur D. Alors, cette famille est normale sur D. Dans un premier

temps, prenons la sous-suite des indices pairs, soit
2n
fan(2) = 087 =n,Vn € N.

Cette sous-suite converge uniformément vers l'infini, sur tout compact de
D. Dans un second temps, regardons la sous-suite des indices impairs,

)217.—1

1
=(@n-1)"T = —— N
fon-1(2) = (2n — 1) — 1,Vn € N.



Donc, celle-ci converge uniformément sur tout compact de D vers la fonc-

tion identiquement nulle, (f = 0).

. Soit

F ={fnu(z) =nz:n e N}
Alors, comme
fn(0) =0,Yn et f,(z) = oco,Vz #£ 0,

nous trouvons que JF n’est pas une famille normale sur tout domaine conte-

nant l'origine.

1.3. LE THEOREME DE MONTEL

Introduisons, tout d’abord, les concepts de famille de fonctions continues

localement bornée et équicontinue et, par la suite, le Théoréme d’Arzéla-Ascoli.

Ensuite, nous étudirons le Théoréme de Montel et ses applications, comme la

démonstration du petit Théoréme de Picard.

Définition 1.3.1. Soit F une famille de fonctions continues définies sur un do-

maine ). Alors,

I

elle est localement bornée sur ce domaine €2 si pour tout z; € € il existe

un voisinage V'(zp) C © et une constante réelle positive M (z) tels que
|F(2)| < M,Vz € V(z),Vf € F;

elle est équicontinue sur un domaine 2 si Vzg € Q et Ve > 0, il existe un

voisinage V(z) tel que

|£(2) = f(z0)| < &,¥z € V(2),Vf € F.



Théoréme 1.3.2 (Théoréme d’Arzéla-Ascoli). Si F est une famille locale-
ment bornée et équicontinue de fonctions définies sur 1, alors pour tout suite
{fa} C F il existe une sous-suite qui converge uniformément sur tout compact de

Q wvers une fonction f continue.

Notons que la contribution d’Ascoli est de 1883 et celle d’Arzéla de 1895.
Qu’arrive-t-il lorsque les fonctions de la famille sont holomorphes? C’est ce qu’a
découvert Paul Montel (1876-1975). Nous allons donc présenter, sans démontrer,
ce fameux Théoréme de Montel. Montel le démontra en 1907 (dans sa thése), et

indépendamment le mathématicien Koebe le prouva un an plus tard.

Théoréme 1.3.3 (Théoréme de Montel). SiF est une famille localement bor-

née de fonctions holomorphes, alors F est une famille normale.

Remarques 1.3.4. 1. Une famille localement bornée de fonctions holomor-
phes est équicontinue et donc le Théoréme de Montel est une conséquence
du Théoréme d’Arzéla-Ascoli.

2. Il existe des familles normales de fonctions holomorphes qui ne sont ni
localement bornées ni équicontinues. Donc la réciproque du Théoréme de
Montel n’est pas vraie. En effet, soit f une fonction holomorphe non-

constante qui ne s’annule jamais sur un domaine £2. Considérons la famille

F={cf(z):ceR"}

de fonctions holomorphes. Alors cette famille est normale, car la fonction f
est éloignée de 0 et de co sur tout compact et toute suite de nombres dans
R™ a une sous-suite qui converge vers une valeur dans R* U {0} U {c0}.

Mais, cette famille n’est clairement pas bornée localement et siirement pas
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équicontinue, car pour zg, z € {1, nous avons

|cf(2) — cf (20)| = c|f(2) — f(20)l.

3. Si une famille normale F de fonctions holomorphes est bornée en un seul
point du domaine de définition, alors la famille F est localement bornée.
Ceci vient du fait que la fonction limite f de n’importe quelle suite est
holomorphe, donc bornée sur tout compact.

Pour clore cette section, nous allons donner quelques applications du Théo-

réeme de Montel, dont une nous servira dans le troisiéme chapitre.

Proposition 1.3.5 (Test Fondamental de Normalisation(TFN)). Soient
a,b € C et soit une famille F de fonctions holomorphes définies sur un domaine

Q qui ne prennent pas les valeurs a et b. Alors F est normale sur €.

Dans la démonstration, la fonction modulaire elliptique est utilisée. Comme

application immédiate de ce test est la preuve du petit Théoréme de Picard.
Théoréme 1.3.6 (Petit Théoréme de Picard). Une fonction entiére non-

constante omets au plus une valeur de C.

DEMONSTRATION. Supposons que f soit une fonction entiére qui ne prend pas

les valeurs a et b de C, avec a # b. Ainsi, posons
D,={CeC:[{|<2"},
pour n € N U {0}, et
fn(2) = f(2%2). (1.3.1)
Ceci nous donne une suite de fonctions entiére telle que

fn(Dl) - f(Dn+1)7vn- (132)
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Donc la suite {f,} omets les deux points a et b. Par le Test Fondamental de Nor-
malisation (voir Proposition 1.3.5), nous avons que { f,} est une famille normale
dans D;. Comme la suite {f,} est localement bornée en 0 (car f,(0) = f(0),Vn),
nous avons que {f,} est bornée sur tout compact de D;. En particulier, il existe

une constante M > 0 telle que

|f2(2)| < M,Vz € Dy. (1.3.3)
Donc, par les équations 1.3.1 et 1.3.3, nous trouvons que

If(z)| < M,Vz € C,

et nous concluons que la fonction f est constante, par le Théoréme de Liouville.

Et le théoréme est démontré. B

Voici en terminant un autre théoréme. Celui-ci sera utilisé dans le troisiéme

chapitre.

Théoréme 1.3.7. Soit F une famille normale de fonctions holomorphes défi-
nies sur un domaine Q. Alors la famille F' = {f': f € F} est localement bornée
(et donc normale) s’il existe un point zy € ) et une constante réelle M tels que

|f(20)| < M,Vf € F.

1.4. LE THEOREME DE MARTY

Le Théoréme de Marty est, en fait, une caractérisation des familles normales
de fonctions méromorphes. Avant de I’énoncer, nous allons voir les théorémes de la

section précédente dans leurs versions méromorphes, soit le Théoréme de Montel,
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le TEN et le Petit Théoréme de Picard. Commengons donc avec le Théoréme de

Montel.

Théoréme 1.4.1 (Théoréme de Montel). Une famille F de fonctions méro-
morphes est normale sur un domaine §) si et seulement si F est une famille

x-€quicontinue sur 2, c’est-a-dire équicontinue avec la distance cordale.

Pour ce qui concerne le Test Fondamental de Normalisation, nous le retrou-

vons sous une forme plutét similaire.

Proposition 1.4.2 (Test Fondamental de Normalisation Généralisé).
Soit F une famille de fonctions méromorphes définies sur un domaine ) qui

ometent trois valeurs distinctes a,b,c € C. Alors la famille F est normale sur €.

DEMONSTRATION. Si la valeur oo n’est pas prise par les fonctions de la famille F,
alors toutes les fonctions de la famille sont holomorphes. Donc, nous appliquons
directement le TFN de la version holomorphe (voir Propostion 1.3.5). Sinon, nous

avons que a, b, c € C. Aussi, définissons la famille

c—af(z)—b
C_b—f(z)_a.fe}'}.

G= {9(2) =

Comme la famille G est une famille de fonctions holomorphes qui ometent les
points 0 et 1, nous pouvons appliquer le TEN de la version holomophe. Ceci
nous donne que G est une famille normale avec la métrique usuelle. Puisque
cette métrique est plus grande que la métrique cordale, nous concluons que la
famille G est aussi normale avec la métrique cordale. Comme les transformations
homographiques sont x-uniformément continues, nous concluons que la famille F

est normale. O
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Avec cette généralisation au cas méromorphe du Test Fondamental de Norma-
lisation, nous pouvons, comme application immédiate, démontrer le Petit Théo-
réme de Picard dans sa version méromorphe. Mais, il est plus facile d’utiliser la

version holomorphe de ce théoréme pour le démontrer.

Théoréme 1.4.3 (Petit Théoreme de Picard). Soit f une fonction méromor-
phe sur C qui omets trois valeurs distinctes. Alors f est une fonction constante

sur C.

DEMONSTRATION. Si f(z) # oo0,Vz € C, alors nous sommes dans le cas holo-

morphe et c’est déja démontré (voir Théoréme 1.3.6). Sinon, prenons

_c—aflz)—b

9(2) = c—bf(z)—a

Laquelle fonction omets les points 0 et 1, et donc par la version holomorphe de

ce théoréme (voir Théoréme 1.3.6), nous avons le résultat. O

En terminant, il y a une magnifique caractérisation des familles normales de
fonctions méromorphes, qui est donnée par le Théoréme de Marty. Mais il est peu
utilisé dans la pratique, car il est difficilement applicable a4 une famille quelconque
de fonctions méromorphes. Cependant, il intervient dans la démonstration du
Théoéme de Bloch. Voici donc I'énonce de ce théoréme et la définition de dérivée
sphérique d’une fonction méromorphe.

Définition 1.4.4. La dérivée sphérique d’une fonction méromorphe est définie

comme suit:

FH() = limy o SUEHLE _
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En fait, c’est la norme de la dérivée de la fonction f mais calculée avec la

métrique cordale ou sphérique, c’est-a-dire la constante de Lipschitz de f.

Théoréme 1.4.5 (Théoréme de Marty). Une famille F de fonctions méro-
morphes est normale sur un domaine Q0 si et seulement si la famille F# des
dérivées sphériques est localement bornée, c¢’est-a-dire pour tout compact K de Q,

il eziste une constante C(K) telle que

f*(z) <CVze K,Vf e F.

1.5. LE PRINCIPE DE BLOCH

Méme si le Théoréme de Marty est un théoréme magnifique, dans la pratique
il est trés difficile & appliquer, car il faut montrer que la famille des dérivées
sphériques est localement bornée. Il faut donc trouver un test ou un critére pour
caractériser les familles normales de fonctions méromorphes. Ainsi, le Principe
Heuristique ou le Principe de Bloch se veut une telle caractérisation. Ce Principe
a été formalisé par A. Robinson dans son article de 1973 (voir [20]). Il discute,
dans cet article, des principaux problémes des mathématiques contemporaines.
Tout d’abord, nous allons noter (f, ) pour signifier que f est une fonction définie
sur le domaine . Aussi nous allons considérer que {f,Q) et (f,Q) sont deux
éléments distincts si Q # € (bien stir f doit étre définie sur Q et €2). Maintenant,
nous énoncerons seulement ce principe et donnerons quelques exemples et contre-
exemples. Les deux prochaines sections seront consacrées & la description plus
formelle d’exemples du Principe de Bloch. Le Principe de Bloch se lit comme

suit:
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Principe de Bloch: Une famille de fonctions holomorphes (méromorphes)
ayant une propriété P en commun dans un domaine €2 est ou peut étre une famille
normale sur {2 si la propriété P n’est pas possédée par aucune fonction entiére
(méromorphe) non-contante du plan C.

Regardons d’un peu plus prés ce Principe.

Exemples 1.5.1. 1. Disons que f a la propriété P sur 2 si |f(z)| < 23,Vz €
Q0. Notons ainsi (f,§) € P. Par le Théoréme de Liouville, une fonction
entiére bornée est constante, et par le Théoréme de Montel (voir Théoréme
1.3.3) la famille {f : {f, Q) € P}, avec Q fixé, est normale. Donc, dans ce
cas-ci, nous avons bien que la propriété P n’est vérifiée par aucune fonction
entiére non-constante, et que la famille F est normale.

2. Soient a, b, ¢ trois points distints de Cll Alors,
(f,Q) € Psi f(z) #a,b,c,Vz € Q.

Par le petit Théoréme de Picard (voir Théoréme 1.4.3), une fonction mé-
romorphe sur C qui omets trois valeurs distinctes est constante et, par
le Test Fondamental de Normalisation Généralisé (voir Proposition 1.4.2),
nous avons que la famille {f : (f,Q) € P}, avec Q fixé, est normale.

3. Voici maintenant un exemple d’une famille qui n’est pas normale et dans
laquelle aucune fonction entiére posséde une certaine propriété: soit g une
fonction holomorphe sur le disque unité D et soit D le domaine naturel de

g. Posons
F ={fe(z) = cz+ g(2),Vc € R,Vz € D,

et

(f,) € P, side: f(2) = f(2),Vz € Q.
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Ainsi, nous avons
(£, ¢PNVQDDetQ+#D.

En particulier, nous pouvons prendre 2 = C. Clairement, la famille F

n’est pas normale.

1.6. LE PRINCIPE DE BLOCH DE ROBINSON-ZALCMAN

Nous allons finalement présenter le premier Principe de Bloch démontré. Il a
été formalisé par A. Robinson en 1973 (voir [20]) et prouvé par L. Zalcman en 1975
(voir [25]). Nous expliquerons donc ce principe, le démontrerons et donnerons des
applications.
Définition 1.6.1. Soit P une propriété (i.e. un ensemble d’éléments (f,Q2)) de
fonctions méromorphes. Alors P est appelé une propriété normale si les conditions
suivantes sont vérifiées:
1. Si (f,Q) € P et Q est un domaine inclus dans , alors {f, Q) € P.
2. 51 (f,Q) € Pet¢(z) =az+b,a+#0,alors (f o d,¢71(Q)) € P.
3. Soit {(fn, ) € P} avec & C €y C --- une suite de domaines qui
recouvre C(C = U,). Alors si {f,} converge x-uniformément sur les
sous-ensembles compacts de C vers f, alors (f, C) € P.

4. Si (f,C) € P, alors f est une constante.

Théoréme 1.6.2 (Le Principe de Bloch de Robinson-Zalcman). Si P est
une propriété normale, alors la famille suivante est normale sur Q un domaine

de C:

F={f:{f, eP}.
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Lemme 1.6.3 (Lemme de Zalcman). Soit F une famille de fonctions holo-
morphes (méromorphes) définies sur le disque unité D. Alors F n’est pas une
famille normale sur D si et seulement si il existe

1. un nombre réel r entre 0 et 1,

2. des points z,, tels que |z,| <,

3. une suite {f,} de fonctions de F,

4. une suite de nombres réels p, qui converge vers zéro,

tels que
9n(€) = falzn + pnC) — 9(¢)

converge uniformément (x-uniformément) sur tout compact de C vers une fonc-

tion entiére (méromorphe) g non-constante.

Nous pouvons trouver quelques exemples de familles qui ne sont pas normales
avec ce lemme, mais sa principale utilité est de démontrer le Principe de Robinson-

Zalcman, ce que nous allons faire.

DEMONSTRATION. Soit P une propriété normale, et supposons que F ne soit pas
une famille normale. Alors il existe un disque D(a,s) C € sur lequel F n’est pas
normale. Par la condition (1), si f € F, alors nous trouvons que {f, D(a, s)) € P,
car D(a,s) C Qet (f,Q) € P. En prenant la fonction ¢(z) = sz+a et en utilisant
la deuxiéme condition, nous pouvons remplacer Q) par ¢~1(Q) et supposer que
D(a,s) = D(0,1). Comme la famille F n’est pas normale sur le disque unité D,
nous obtenons, par le Lemme de Zalcman, une suite de fonctions {f,} dans F,
une suite de points {z,} inférieur en module & un certain r € (0, 1) et une suite

de nombres réels p,, convergeant vers 0, tels que

9n(C) = falzn + pnl) —= 9(Q)
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converge uniformément (x-uniformément) sur tout compact de C vers une fonc-
tion entiére (méromorphe) g non-constante. Considérons maintenant la suite de

fonctions {g,} et posons

1—r

Rn = et O = {C: |¢] < Ra).

n

Notons que la suite {R,} est une suite croissante de nombres réels. Ainsi, si
|(| < Rn, nous obtenons que |z, + p,{| < 1 et donc, par (2), que (g,, ) €
P,Vn. Comme {g,} converge uniformément (x-uniformément) sur tout compact
de C = U2, nous trouvons par (3) que (g, C) € P. Finalement, en appliquant
la quatriéme condition, nous concluons que g est identiquement une constante.

Ceci nous donne la contradiction. O

Comme premiére application du Principe Heuristique de Robinson-Zalcman,

nous avons la démonstration du Test Fondamental de Normalisation Etendu.

Proposition 1.6.4 (Test Fondamental de Normalisation Etendu). Soit
€ > 0 et soit F une famille de fonctions méromorphes définies sur 0. Alors,
supposons que toute fonction f de F omets trois valeurs (distinctes) a,b,c € C,

valeurs qui dépendent de la fonction f, tels que

x(a, b)x(b,c)x(c,a) > € > 0.

Alors la famille F est normale sur Q.

DEMONSTRATION. Considérons la propriété suivante: (f, Q) € P, si f omets trois

valeurs (distinctes) a, b, c € C tels que

x(a,b)x(b, c)x(c,a) > € > 0.
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Montrons que P, est une propriété normale. Il faut donc vérifier les quatres condi-
tions de la définition.
1. Si (f,Q) € P et Q C £, alors il est clair que si 'on restreint le domaine
de f a §, la propriété sera conservée.
2. Si (f, Q) € P. et ¢(2) = az+ 3, alors, comme f(Q) = fod(¢~(Q)), nous
avons que (f o ¢,¢71()) € P..
3. Soit {fn} une suite de fonctions holomorphes (méromorphes) qui ometent

les valeurs a,, b,, ¢, avec

X(@ny bn) X (b, cn)X(Cnyan) > € >0,

et qui converge uniformément (y-uniformément) sur les compacts de C
vers une fonction f. Dans le cas ou la fonction f est une constante, nous
avons le résultat, soit (f,C) € P.. Sinon, comme la Sphére de Riemann
est compacte, nous trouvons, en passant possiblement & une sous-suite,

I'existence de points distincts a, b, ¢ tels que
X(an,a) = 0, x(by,b) = 0, x(cn,c) = 0.

Ainsi
x(a, b)x(b,c)x(c,a) > € > 0,

par continuité. Il reste & montrer que f ne prends pas les valeurs a, b, c.
Supposons qu’il existe un point 25 € C tel que f(z9) = a. Si a # oo, alors
il existe un rayon r > 0 tel que sur D(z,r) la fonction f est bornée et
holomorphe. De plus la suite {f, — a,} converge uniformément vers f —a
sur ce compact. Par le Théoréme de Hurwitz (voir Théoréme A.8) et par le
fait que f n’est pas constante, nous trouvons que f, — a, posséde le méme

nombre de zéros que f —a pour n assez grand, ce qui est une contradiction.
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Dans l'autre cas, (ol @ = oo) il suffit d’appliquer le méme raisonnement a
1/f. et a1/f. Donc (f,C) € P..

4. Si (f,C) € P, alors par le Petit Théoréme de Picard (voir Théoréme
1.4.3), nous avons que f est une fonction constante.

Donc la famille F = {(f, Q) € P} est une famille normale sur Q. O

Mais ce principe a quand méme ses limites. En effet, nous allons donner
deux contre-exemples. Dans ces deux contre-exemples, une famille sera normale
et 'autre non. Elles vont vérifier le Principe de Bloch, mais pas celui de Robinson-
Zalcman.

Contre-exemples 1.6.5. 1. Disons que
(f,Q) € P si f est une fonction bornée sur €.

Nous avons déja démontrer que la famille 7 = {f : (f,Q)) € P}, avec
() un domaine de C fixé est une famille normale. Mais nous ne pouvons
pas appliquer le Principe de Robinson-Zalcman, car la troisiéme condition
n’est pas vérifiée. En effet, prenons une fonction entiére non-constante
et considérons la suite de domaines Q, = {z € C : |z| < n}. Alors
(f, Q) € P,Vnet (f,Q) ¢ P.

2. Soient a, b deux points distincts du plan complexe C. Définissons alors la

propriété P de fonctions holomorphe comme suit:

(£,Q) € Psi 1. f omets les deux valeurs a et b,
2. f'(z) # f(2),Vz € Q.

Ainsi, si (f,C) € P, alors la fonction holomorphe f' ne prend pas les
valeurs a et b. Donc, par le Petit Théoréme de Picard (voir Théoréme

1.3.6), nous obtenons que f’ est une fonction constante, d’out, f(z) = cz+d
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avec ¢,d € C. Mais, comme
F(2) = f(2) = cz+d—c #0,

nous concluons que la fonction f est une constante. Nous avons donc dé-
montrer que la condition 4 est vérifiée et, par conséquent, la condition du

Principe de Bloch aussi. Cependant, en prenant la famille
F ={fa(2) =nz:n e N},

de fonctions holomorphes définies sur le disque unité D. Nous avons bien
que f;, omets tous les points non-naturels du plan complexe et que n—nz #
0,Vz € D. Donc {f,, D) € P,V¥n et nous avons déja montrer que cette
famille n’est pas normale. Revenons maintenant & la propriété P avec
a, b quelconques et démontrons qu’elle n’est pas une propriété normale au
sens de la définition 1.6.1. En fait, nous allons montrer que la deuxiéme
condition n’est pas vérifiée. Soit {(f,,2) € P} avec les f, non-constantes.
Comme la fonciton f,, n’est pas constante, il existe un point z tel que
fr(z) = o # 0. Comme a et b sont distincts, nous pouvons supposer

a # 0. Choisissons 3 tel que z soit un point de I'image de la fonction

#(0) = —¢+5.

Ainsi, comme il existe un point (o € ¢~1(Q2) tel que ¢(¢y) = 2o, nous avons
que la fonction (f o ¢)’ prends la valeur a en z. Donc (fo¢,¢71(Q)) g P

et la prorpiété P n’est pas normale.
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1.7. LE PRINCIPE HEURISTIQUE DE MINDA

Le but de cette section est d’énoncer un théoréme qui sera utilisé dans la
preuve du Théoréme de Bloch.
Définition 1.7.1. Soit P une propriété de fonctions holomorphes. Alors P est
appelé une propriété M-normale si les cing conditions suivantes sont vérifiées:

1. Si (f,Q) € P et Q est un domaine inclu dans €, alors (f, 1) € P.

2. 51 (f,§2) € Pet d(z) =az+b,a#0,alors (f o, ¢} (Q)) € P.

3. 51 (f,Q) € Petce C,alors (f +¢,Q) € P.

4. Soit {{fn, Q) € P} avec Q C Qy C --- une suite de domaines qui re-
couvre C(C = US2,). Si { f.} converge uniformément sur les sous-ensembles
compacts de C vers f, alors {f, C) € P.

5. La fonction identitée I associée au domaine C n’est pas un élément de P,

c’est-a-dire (I, C) ¢ P.
Théoréme 1.7.2. 5i P est une propriété M-normale, alors la famille suivante:
F={f:{f,Q eP}
est normale sur €.

La démonstration est sensiblement 1a méme que celle du Principe de Robinson-

Zalcman. On peut consulter le livre de Schiff (voir [23]) & la page 109.



Chapitre 2

LE THEOREME DE BLOCH

Tout d’abord, mentionnons que ce chapitre est le principal chapitre de ce
mémoire. Ainsi, nous allons démontrer le Théoréme de Bloch. En fait, nous com-
mencerons avec la description du probléme rattaché au Théoréme de Landau,
un théoréme moins fort mais tout aussi joli que le Théoréme de Bloch. Ensuite
viendra les sections traitant du Théoréme de Bloch, des constantes de Bloch et
de Landau et de I’étude de la semi-continuité du rayon de Bloch et de Landau.
Finalement la fameuse démonstration et quelques applications termineront ce

chapitre.

2.1. LE THEOREME DE LANDAU

Le Théoréme de Landau est un théoréme qui caractérise I'image d’une fonc-
tion holomorphe. En fait, il répond au probléme suivant:

Probléme 1: Est-ce qu’il existe une constante 7y > 0 telle que toute fonction
holomorphe non-constante du disque unité posséde dans son image un disque de
rayon au moins 77

Une premiére remarque, c’est la normalisation des fonctions. En effet, prenons

la suite de fonction f, = z/n. Ainsi nous obtenons que

fg = lim 1/n=40,
n—roo

ce qui n’est pas trés intéressant. La normalisation qui sera utilisée sera | f'(0)| = 1.
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Pour faciliter la notation, introduisons donc la terminologie suivante:
Notation 2.1.1. Soit f € H(D). Dans le cas ou f est une fonction constante,

nous noterons Ay = 0. Sinon, nous définissons pour tout z € D

Afz) = sup{r : D(f(z),7) C f(D)},

et
Ar = sup{A) : 2z € D}.
Ainsi, nous avons que Aj(,) représente le plus grand disque centré en f(z) et
compris dans f(D). De plus, Ay est aussi appelé le rayon intérieur de f(D). Avec
cette terminologie, nous sommes en mesure d’énoncer le Théoréme de Landau qui

résout le Probléme 1 et se lit comme suit:

Théoréme 2.1.2 (Théoréme de Landau). Il eziste une constante réelle L po-
sitive telle que toute fonction holomorphe avec |f'(0)| = 1 et définie sur D posséde

un disque dans son image de rayon au moins L, c’est-a-dire Ay > L.

Remarquons que si pour une certaine constante Ly > 0 le Théoréme de
Landau est vrai, alors le théoréme demeurera vrai pour 0 < L < Lj. Ainsi,
posons

A =sup{L: le Théoréme 2.1.2 est vrai}.

Aussi, nous pouvons définir cette constante, nommée la constante de Landau,

comine suit:

A=inf{\s: f € H(D) et |f'(0)| = 1}.

2.2. LE THEOREME DE BLOCH

Soit f € H(D). Alors la fonction f, vue comme une fonction du disque
de rayon 1 centré a l'origine de R? dans R?, est une fonction C*°. Ainsi, nous

pouvons appliquer le Théoréme des fonctions inverses (voir Théoréme A.2). Nous
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obtenons donc qu’il existe, en tout point zp o le jacobien de f ne s’annule pas
(Jacrf(z0) # 0), des voisinages U de z et V de f(z) tels que la fonction f
est inversible, (de maniére équivalente, nous disons que f est une bijection de U
sur V). Comme conséquence immédiate des équations de Cauchy-Riemann, nous

avons la remarque suivante:

Proposition 2.2.1. Soit f € H(C) et soit Jaccf la notation du jacobien com-
plexe, respectivement Jacgf pour le jacobien réel, de la fonction f vue comme

une fonction de R? dans R?. Alors nous avons l’égalité suivante:

Jacrf(z) = |Jaca f(2)]?,

et la définition naturelle:
f'(z) = Jacc f(2).

Définition 2.2.2. Soit f une fonction holomorphe définie sur un domaine 2 du
plan complexe et soit z € §2. Alors un disque D(f(z),r) est dit un disque schlicht

en f(z) s'il existe un voisinage ouvert U de z dans 2 tel que la fonction

flo: U —= D(f(2),r)

est une bijection, donc biholomorphe.

En utilisant cette terminologie, le Théoréme des fonctions inverses nous prou-
ve Pexistence d’un disque schlicht en 'image de tout point ot le jacobien d’une
fonction holomorphe ne s’annule pas. Par conséquent, toute fonction holomorphe
non-constante du disque unité posséde un disque schlicht dans son image. Nous
pouvons donc ajouter cette contrainte au probléme 1. Ceci nous donne

Probléme 2: Est-ce qu’il existe une constante r; > 0 telle que toute fonction
holomorphe non-constante du disque unité posséde dans son image un disque

schlicht de rayon au moins {7



26

Commengons avec ’exemple suivant. Prenons la suite de fonctions holo-

morphes et injectives f, = z/n. Alors, nous trouvons

Ceci nous démontre qu’il nous faut aussi une normalisation.
Notation 2.2.3. Soit f € H(D) et z € D. Dans le cas oll f ne posséde aucun

disque schlicht centré en f(z), nous noterons 8,y = 0. Sinon posons
Bi(z) = sup{r : D(f(z),r) est un disque schlicht}.
De plus, nous définissons:

By = sup{ By : z € D}.

Une premiére remarque, pour nous donner un indice sur la réponse du Pro-

bléme 2, est le Théoréme de Distortion de Koebe (voir [18])

Théoréme 2.2.4 (Théoréme de Distortion de Koebe). Soit f une fonction

holomorphe et injective du disque unité D. Alors, nous avons l'inégalité suivante:

%(1 — 2P (2)] < Bry < (1 — |21 f/(2)]- (2.2.1)

Ainsi, & la lumiére de ce théoréme, nous avons une borne, pour une certaine
classe de fonctions holomorphes, sur le 7y du probléme. En fait, le mathématicien
francais André Bloch, ayant eu une vie trés mouvementée, démontra ces théorémes

en 1925 (voir [4]):
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Théoréme 2.2.5 (Théoréme de Bloch (1ére version)). Il eriste une con-
stante réelle B positive telle que toute fonction f € H(D) posséde un disque
schlicht dans Uimage de f dont le rayon est au moins égale & B|f'(0)|. Plus for-

mellement, nous avons que
Br = B|f'(0)].

Théoréme 2.2.6 (Théoréme de Bloch (2e version)). Il existe une constan-
te positive B telle que toute fonction f € H(D) avec |f'(0)| = 1 posséde un disque

schlicht de rayon au moins égale ¢ B dans son image.

Notons que nous avons 1’équivalence entre ces deux théorémes.
De la méme maniére que pour la constante de Landau, nous avons que la

définition de la constante de Bloch est la suivante:
B = sup{B : le Théoréme 2.2.5 est vrai}.

Aussi, de facons équivalente, nous pouvons définir la constante § comme suit:

B =inf{B; : f € H(D) et |f'(0)| = 1.

2.3. LES CONSTANTES DE BLOCH ET DE LANDAU

Le Théoréme de Landau, tout comme le Théoréme de Bloch, sont des théo-
rémes d’existence, ce qui signifie que le théoréme ne mentionne pas I’endroit du
plus grand disque (schlicht). En effet, supposons, dans le cas du Théoréme de
Bloch, par exemple, que le disque soit centré & 1’origine. Alors, prenons la suite

de fonctions holomorphes
fa(2) = n2? + 2.
Ainsi, nous avons que

falz) =2nz+ 1,
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et que

]‘ !

fal=50) =0, f©)=1

Donc, comme la dérivée s’annule en un seul point, nous obtenons que
k) 2
f 1
" 2n

1
< < inf — =
B <infff <in i 0,

1

4an’

Prfsh) =

Ceci entraine que

et nous obtenons la contradiction.

Aussi nous pouvons répéter cet argument a n’importe quel autre point du
disque unité (en prenant {f,(z) = n(z + z)* + 2} comme suite de fonctions).
Notons en terminant que cette erreur, soit d’énoncer que les disques schlichts
sont centrés & 1’origine, se trouve souvent dans les livres, voir par exemple [2] et
[15].

Nous allons maintenant donner quelques résultats sur la valeurs de ces deux
constantes. Tout d’abord, comme f(z) = z est une fonction biholomorphe du

disque unité sur lui-méme et que f’(0) = 1, nous trouvons que
f<let A<,

Ensuite, nous avons que

B<A

car un disque schlicht est aussi un disque. Les premiers estimés sur 3 furent

donnés par L. Ahlfors et H. Grunsky (voir [1]) dans les années 30. Les voici donc:

Vi, TR

0,4330127- -+ = =
4 INCORVAIREVE

= 0,4718617- - .
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Notons que Ahlfors et Grunsky ont conjecturé que

TRTE)
T)Vit Vs

En 1990, Mario Bonk (voir [5]) a démontré que

V3

— 4 1071 <
1 I < B,

Ensuite, Chen Huaihui et P. M. Gauthier (voir [7]) ont prouvé, en 1996, que

\/T§+2-10—455.

Dans le cas de la constante de Landau, les estimés sont les suivants (voir

[23]):

3

L(3)T ()

()

2.4. LA FONCTION EXTREMALE

<A< = 0.5432588 - - - .

N =
= ||
f= Y=

Ahlfors et Grunsky croient avoir trouvé une fonction extrémale, c’est-a-dire
une fonction qui posséde comme valeur de 3y la constante de Bloch conjecturée

par eux, soit
RONG)
T(HVI+3

Remarquons que cette fonction soit disant extrémale est en fait une certaine

By =

fonction triangulaire de Schwarz normalisée et le §; de cette fonction n’est pas

atteint.

2.5. LA SEMI-CONTINUITE DU RAYON DE LANDAU

Comme nous avons vu précédemment, le Théoréme de Landau, de méme
que celui de Bloch, ne nous donne aucun renseignement sur I’endroit des disques

(schlichts) et sur le comportement de ces disques (schlichts) par rapport aux
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fonctions. Nous allons donc, dans cette section et dans la prochaine, étudier le

comportement des fonctions suivantes:

l: HD) —» R*
[ = Uf)= A
et
b: H(D) — RT
o= b(f) =5

La fonction / représente le comportement du rayon intérieure d’une fonction
holomorphe, tandis que la fonction b associe & une fonction holomorphe f la
valeur f;. Quel est donc le comportement de ces fonctions? Pour répondre a
cette question, posons-nous le probléme suivant:

Probléme 3: Est-ce que la fonction [ ou la fonction b définies ci-haut sont
continues par rapport a la topologie de la convergence uniforme sur les compacts
pour P’espace H(D) et & la topologie euclidienne pour R*?

Le but de cette section est de résoudre le probléme avec la fonction {. Mais,
tout d’abord, nous démontrerons, par un exemple, que la fonction { et la fonction
b ne sont pas continues.

Exemple 2.5.1. Par le Théoréme de la convergence de Carathéodory (voir Théo-
réme A.6), nous pouvons montrer que la fonction [ et la fonction b ne sont pas
continues. En effet, soit

{fn:D =Gy}

la suite de fonctions holomorphes et bijectives telles que
fn(0) =0et £,'(0) >0,

et telles que les domaine G, sont définis a la figure 2.5.1.
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Fic. 2.5.1. Le domaine G,

Notons que ces fonctions existent par le Théoréme des applications de Rie-
mann (voir Théoréme A.7). Comme G,, converge vers D relativement 4 0, le Théo-
reme de la convergence de Carathéodory nous démontre que f, converge unifor-
meément sur tout compact vers f bijective. Mais, nous avons que \;, = 8, = 2,Vn
et Ay - By =1.

Remarquons que cet exemple nous donne aussi un contre-exemple au pro-
bléme suivant: soit G une famille de fonctions holomorphes et soit F un sous-
ensemble dense de G, alors les constantes de Bloch pour ces deux familles sont
les mémes.

Revenons maintenant au fait que ces fonctions ne sont pas continues. Encore
d’aprés cet exemple, nous avons peut-&tre une chance qu’elles soient semi-continue
inférieurement. En fait, c’est le cas (voir Corollaires 2.5.4 et 2.6.2). Cependant,
nous allons démontrer un peu plus. Au lieu de considérer I'espace H(D), nous
utiliserons une suite de fonctions holomorphes (f,, Q,) qui converge uniformément
sur tout compact de {2 = Up£2, vers une fonction f. Ceci nous donne, dans le cas
de la fonction ! (I'autre sera considérée dans la prochaine section), le théoréme

suivant.
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Théoréme 2.5.2. Soit {(frn, )} une suite de fonctions holomorphes définies
sur des domaines Q, de C tels que 2, C Qu,41,Yn. 51 la suite de fonctions
converge uniformément sur les compacts de Q@ = UL,{2, vers une fonction f

holomorphe sur , alors

Lemme 2.5.3. Sous les mémes conditions du Théoréme 2.5.2, nous avons, pour

tout z € Q, l'inégalité suivante:

li—mfn'—}f)\fn(z) 2 Af(z)- (2.5.1)

DEMONSTRATION DU LEMME. Soit z € Q et f(z) = w. Soit un rayon 7, > 0
tel que D(z,7,) C Q et pour tout 2 € dD(z,7,) nous avons f(z') # w. Soit
0 < ry <€ =d(w,f(0D(z,r,)). Comme {f,} converge uniformément sur les

compacts de £2, nous trouvons l'existence d’un entier N, ayant la propriété que
d(f(0D(z,7,)), fa(0D(2,7,))) < € =€ — 14,Yn > Ny,
Ainsi, nous obtenons qu’il existe un rayon r,, > 0 et N,, tel que
Bl o Blw, rg), Vo > N,.

Soit maintenant un compact K C f(Q) et soit le recouvrement d’ouverts

suivant:

K C U D(w,ry),

weK
ot Ty, est défini par 'argument précédent. Alors il existe un sous-recouvrement

fini du compact, disons:

Kc UD(wj,rwj).
=1
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Pour chaque wj il existe un entier Ny, tel que f,(Q,) D D(wj,7y,),Vn > Ny,
Donc, en prenant Ni = max;(/V,,), nous avons
fullly) D K, ¥ > Ny.
Fixons z € Q tel que Ap;) # 0. Soit 0 < 7 < Ag(y), ot D(f(2),r) C f(Q).

Alors, par le paragraphe prédédent, il existe un entier N, tel que
fai€2,) o D(f(=),7r),Vn > N, (2.5.2)
Donc,
H_mfanAfn 2 ’I”,VT < Af(z),
d’ou
limg s Ap, 2 As(z)-
Il nous reste & montrer que

lmy, A s(e) 2 As(e) V2 € Q.

Fixons z € §) et s0it r < Ag(,). Ainsi, comme f,,(Q2,) D D(f(2),r),¥n > N,, (voir
’équation 2.5.2), et comme la convergence des f, est aussi ponctuelle (|f,(z) —
f(2)| < € VYn > N.), nous trouvons (voir la figure 2.5.2), en prenant e < As;,) —r,
que

Afa(z) = T — €,Yn > n. = max(N,, N).

Donc la derniére équation nous permet de conclure que
L@fn—yf)‘fn(z) > r,Vr < )‘f(z)a
d’o1,
Hmg ,rAsz) 2 Asca)s

et I’équation 2.5.1 est vérifiée. O
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, Simim

-

Fic. 2.5.2. Le disque D(f(2), Af()) dans fn(Q,).

DEMONSTRATION DU THEOREME. Nous avons vu dans la preuve du Lemme
2.5.3, que

h_mfan/\fn 2 /\f(z)a
pour tout z € {2. Nous concluons donc que

limg ,¢As, 2 Ay

g

Finalement, nous avons bien, par le théoréme que la fonction ! est semi-continue

inférieurement, soit

Corollaire 2.5.4. La fonction | suivante est une fonction semi-continue infé-

rieurement.

l: H(D) - RT
fo= Uf) =



35

2.6. LA SEMI-CONTINUITE DU RAYON DE BLOCH

Cette section sera consacrée & 1’étude de la continuité de la fonction suivante:
b: H(D) — RT"
fo= b(f) =B
Comme mentionné précédemment, la fonction b associe a une fonction holomorphe
f la valeur f;. Aussi, cette fonction, en utilisant le méme exemple que dans la

section précédente (voir Exemple 2.5.1), n’est pas continue. En fait, elle est semi-

continue inférieurement, comme le stipule le corollaire du théoréme suivant:

Théoréme 2.6.1. Soit (fn, 2,) une suite de fonctions holomorphes définies sur
des domaines 0, de C tels que §2, C Qpy1,Vn. St la suite de fonctions converge
uniformément sur les compacts de 2 = US2 (), vers une fonction f holomorphe

sur §2, alors

li_mfn—)fﬁfn > ﬁf-

DEMONSTRATION. Nous pouvons supposer que 3y # 0. Fixons z € 2 tel que
Bs(zy # 0. Soit D(f(z),r) un disque schlicht de f(€2) de rayon r. Ainsi il existe

un ouvert U de 2 qui contient z tel que la fonction

flo:U = D(f(2),7)

est biholomorphe. Soit 0 < p < r. Alors, nous allons montrer qu’il existe un N,
tel que si n > N,, alors D(f(z), p) est un disque schlicht de f,(Q,).

Considérons le domaine

K = fz'(D(f(2), p))-

L’ensemble K est un compact, car f|y est un homéomorphisme sur D(f(z),7) et

K contient le point z. Appliquons le lemme du théoréme sur la semi-continuité de
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Landau (voir Lemme 2.5.3) & la suite de fonctions {fn = falv,} ot Up =Q, NU

qui converge sur tous les compacts de U vers f = f|y. Ceci nous donne:

Iy A Z A =7 > -

Notons que nous avons Ay, =r, car f(U) = f|y(U) = D(f(z),r). Donc, il existe

un entier Vg tel que, pour n > N,

fa(Un) > D(f(2), p)-

Aussi, par la convergence sur les compacts de la suite de fonctions {f,}, nous

trouvons que Ve > 0, IN, tel que
|fn — f] < € sur 8K,V¥n > N,.

Soit 0 < p' < p et soit w € D(f(z),p'). Prenons € < p — p/ < infax |f — w|,

(voir la figure 2.6.1). Ceci nous donne un certain N;. Ainsi, nous avons obtenu

Fic. 2.6.1. La disposition des différents rayons.

les propriétés suivantes:
L. fa(Q) D fa(U,) D D(f(2), p), Vn > max(Ny, N;) = Na,
2. supgg |fo — fl < e <infax |f — w|,Vn > max(Ny, N;) = N,.
Nous pouvons donc appliquer le Théoréme de Rouché (voir Théoréme A.9) aux

fonction ¢ = f—wety = f,— f = (fn—w)—(f —w), pour n > N, et au domaine
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G =K. Cecinousdonneque p = f—wet ¢+¢ = (f—w)+(fan—w)—(f—w) =
fn —w ont le méme nombre de zéros dans K°, (nous pouvons méme dire dans K,
puisque sur 8K, |¢| > 0). Comme f|g est un homéomorphisme, la fonction f—w
posséde un et un seul zéro sur K et donc de méme pour f, — w,Vn > N,. En

prenant
Gn = (falx) ™ (D(£(2), ),

nous obtenons que
falen : Gn = D(f(2),0),Vn > Ny,

est injective, car f, —w a un seul zéro, Vw € D(f(z), p'), et certainement surjective

et donc bijective et biholomorphe. Ainsi, nous concluons que Vn > Ny, = Ny

fn(Gn) = D(f(z),p'),
est un disque schlicht de f,(2,),Vp' < p <1 < Bf(;). Ceci nous donne que
li_rnfn—)fﬂfn = P Vp <r< IBf(z)

= limg ,:8;, > 7,7 < Bp)
= lim, /05 2 B
Donc,
li_mfn—)fﬁfn 2 ﬁf(z)’

d’ot1, en prennant le suprémum sur €2, nous avons
liLnfanﬂfn > By
O

Remarquons que, comme dans le cas de Landau, nous aurions pu montrer

que

lim, . (2) 2 Biz)-
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Avec ce nouveau théoréme, nous avons donc notre réponse sur le type de

continuité de la fonction b avec le corollaire suivant:

Corollaire 2.6.2. La fonction suivante est semi-continue inférieurement:
b: H(D) —» RT
o= 0(f) =B
2.7. LA DEMONSTRATION DU THEOREME

La présente section sera presqu’exclusivement consacrée & la démonstration

du Théoréme de Bloch.

Théoréme 2.7.1 (Théoréme de Bloch). Il eziste une constante B > 0 telle

que 35 > B pour toute fonction holomophe f du disque unité avec f'(0) = 1.

Lemme 2.7.2. Soit R > 0. Alors définissons la propriété Pr comme suit:
(f, Q) € Pr si f € HQ) et By < R.
Si on fize Q, la famille suivante:
F={f:(f, ) € Pr},

est une famille normale.

DEMONSTRATION DU LEMME. Il suffit de montrer que Pg est une propriété M-
normale (voir Définition 1.7.1), car par le Principe Heuristique de Minda (voir
Théoréme 1.7.2) une famille engendrée par une propriété M-normale est normale.
Pour ceci, vérifions les cinq conditions:

1. Par la définition de §y, nous trouvons que si §; < K sur un domaine €,

alors 8y < R sur un domaine ' C Q.
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2. Soit ¢(z) = az + b,a # 0 et soit (f, Q) € Pg. Alors comme ¢'(z) = a,Vz,
nous avons que {f o ¢, ¢~ 1(Q)) € Pg
3. Si(f,Q) € Pretce C,alors ff = Brie.

4. Par le Théoréme 2.6.1, nous avons que

ﬁf < li_rnfn—y_fﬂf;”

avec la topologie de la convergence uniforme sur les compacts. Ainsi comme
Bs. < R,Vn, nous concluons que f5 < R, donc que (f,C) € Pg.

5. Comme la fonction identitée I est une bijection de C dans C (donc f; =
00), nous avons bien que (I, C) & Pay.

Donc Py est M-normale et F est bien une famille normale sur Q. O

DEMONSTRATION DU THEOREME DE BLOCH. De la définition de 3, soit:

B =inf{f; : f € H(D),|f'(0)| =1},

nous obtenons qu’il existe une suite {f,} de fonctions holomorphes telles que
- — , o
lim fr, = G et [f5(0)] = 1.

Nous pouvons supposer que f,(0) = 0 et que 35, < §+1/n. Par le Lemme 2.7.2,
la suite {f,} est une famille normale. Ainsi, en utilisant le fait que f,(0) =0,Vn,
nous trouvons qu’il existe une sous-suite qui converge uniformément sur tout
compact de D vers une fonction holomorphe f. Nous pouvons donc supposer que
la suite {f,} posséde cette propriété. De plus, comme |f,'(0)| = 1, Vn, nous avons
que |f'(0)| = 1. Pour compléter la preuve, nous devons montrer que § = ;. Par

la semi-continuité du rayon de Bloch (voir le Corollaire 2.6.2), nous trouvons que

B < limg, B, = B.

Ceci démontre et conclut cette preuve, car § < 8y < . d
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Remarques 2.7.3. 1. Le méme raisonnement est applicable pour démontrer
le Théoreme de Landau.

2. Nous avons en fait démontrer qu’il existe une fonction holomorphe définie
sur le disque unité telle que 3y = (. Ainsi, nous pouvons soulever la
question suivante: “Est-ce que la constante de Bloch est atteinte, ¢’est-a-
dire est-ce qu’il existe un disque fermé schlicht dans f(D) de rayon égale
a [ (avec B = $)?7” En fait, nous ne le savons pas, mais nous avons la

proposition suivante:
Proposition 2.7.4. Il existe une fonction f € H(D) telle que B; ne soit pas

atteinte.

DEMONSTRATION. Soit « la courbe dans C' donnée par y = 2z/(z +1),0 <z <

00, voir la figure 2.7.1.

Fi1c. 2.7.1. La courbe v et le domaine G

Ainsi définissons le domaine G comme étant ouvert du demi-plan z > 0
borné par <y et ’axe des réels positifs. Par le Théoréme des applications de Rie-
mann (voir Théoréme A.7), nous obtenons une fonction f : D — G holomorphe
et injective. Dans ce cas, §; vaut un et cette constante n’est jamais atteinte, car

Vz e D, ,Bf(z) < B O
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2.8. APPLICATIONS IMMEDIATES

Dans cette derniére section, nous allons donner des applications des Théo-
rémes de Bloch (voir Théorémes 2.2.5 et 2.2.6) et de Landau (voir Théoréme
2.1.2). En fait, nous verrons le Théoréme de Valiron et une autre démonstration
du Petit Théoréme de Picard. Ensuite viendra la démonstration de I’équivalence
entre la constante de Bloch de la classe des fonctions holomorphes sur D et celles
définies sur D. Mais tout d’abord, commengons avec un corollaire du Théoréme de
Landau. Ce théoréme sera utilisé dans la démonstration du Théoréme de Valiron

et celui-ci dans celle du Petit Théoréme de Picard.

Corollaire 2.8.1 (Corollaire du Théoréme de Landau). Soit R > 0 et soit
f € H(D(0,R)). Alors, Ve > 0, nous avons que timage f(D(0, R)) contient un
disque de rayon au moins €gale & R|f'(0)|(A —¢€).

DEMONSTRATION. Tout d’abord, supposons que f/(0) # 0 (sinon nous n’avons

rien & démontrer). Ainsi, posons

g: D(0,1) - C

— f(RC
¢~ og(Q) =L

La fonction g (voir figure 2.8.1) est donc holomorphe et ¢'(0) = 1. Par le Théo-
reme de Landau (voir Théoréme 2.1.2), nous obtenons que, pour tout € > 0

I'image g(D(0, 1)) contient un disque de rayon X — ¢. Comme

F(RG) = f(0)Rg(C), (avec [¢] < 1),

nous concluons que pour € > 0 I'image f(D(0, R)) contient un disque de rayon
[F(0)|R(A - ¢). N
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D

,
\/c J:l “‘*——-____g/

Fig. 2.8.1. La fonction g

Théoréme 2.8.2 (Théoréme de Valiron). Soit f une fonction entiére non-

constante. Alors l'image f(C) contient des disques arbitrairement grands.

DEMONSTRATION. Soit zp € C tel que f'(z9) # 0. En appliquant le corollaire

précédent avec € = A/2, nous avons que
: A
£(C) > F(D(z0, R)) > D (a, M) VR >0,

Donc I'image f(C) contient des disques de rayon R|f’(zp)|A/2, qui sont, en fait,

des disques arbitrairement grands. O

Théoréme 2.8.3 (Petit Théoréme de Picard). Une fonction entiére qui omet

deuz valeurs du plan compleze est constante.

Lemme 2.8.4. Soit f une fonction entiére qui omet les valeurs 0 et 1. Alors il

eziste une fonction entiére g telle que

f(z) = —exp(im cosh(2g(2))),Vz € C.
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DEMONSTRATION DU LEMME. Comme la fonction f ne prend pas la valeur zéro,
nous pouvons définir (en utilisant le Théoréme de Monodromie (voir Théoréme

A.4)) une branche L de In f sur C. Ainsi, nous avons

f(z) =",
Considérons maintenant la fonction
L(z)
F —
(@) =55

Alors la fonction F' omet les valeurs entiéres n € Z (car si F(a) = n alors
f(a) = €™ = 1 et c’est impossible.). Donc nous définissons (en utilisant le

Théoréme de Monodromie (voir Théoréme A.4)) une branche

H(z) = VF(2) = VF(2) - 1,

et une branche du logarithme

g(z) =ln H(z).

Avec ces nouvelles fonctions, il nous reste a calculer.

29 —2g
cosh(2g)+1 = % +1
(e9 + e79)?

2
(1/H + H)?
2

(VF-VF=T+5be)

2
(VF=VF=1+VF+yF—1)
2

= 2F

L
e
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D’oi1, nous concluons

f(z) = e = — exp(im cosh(2g(2))).

DEMONSTRATION DU THEOREME DE PICARD. Soit f une fonction entiére qui
ne prend pas deux valeurs; nous pouvons supposer que ces valeurs sont 0 et 1.
Ainsi par le Lemme 2.8.4, nous obtenons ’existence d’une fonction g entiére telle

que
f(z) = — exp(im cosh(2g(2))).

Remarquons que la fonction ¢ omet les valeurs
+In(v/n +Vn - 1) +imr/2,¥n > 1,Vm € Z. (2.8.1)
En effet, supposons qu’il existe un point a tel que

g(a) = £In(v/n + vVn — 1) +imm/2.

Alors
2cosh(2g(a)) = ¥ + e
= €™ (Va+Va=1)* 4 (Va+ Vi 1)
= (-)"(Va+ V=17 + (VA Va—1))
= (-1)"(2(2n — 1)
D’otl,

fa) = —exp(in(=1)"(2n - 1)) =1,
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ce qui est contradictoire. Donc la fonction g ne prend pas les valeurs du réseau
rectangulaire (voir équation 2.8.1), dont la hauteur de chaque rectangle est /2.

La largeur, quant & elle, est bornée, car

lim In(Va+1+vn) ~ln(Va+vn=1) = limn (m+ ﬁ)

vn+vn—1

n—roo n—ro0
1+ ,/22
= limln| —Y"
L— o0 -1
L+4/%
= 0.

Ceci nous donne donc que 'image de la fonction ¢ ne contient pas de disques
arbitrairement grands et, par le fait méme, nous donne que la fonction f est

constante avec le Théoréme de Valiron (voir Théoréme 2.8.2). d

Terminons donc ce chapitre avec la démonstration de cette propostion.

Proposition 2.8.5. La constante de Bloch est la méme pour la classe de fonc-

tions holomorphes définies sur D et sur D, c’est-a-dire:
B =inf{f;: f € H(D),|f'(0)| =1} = B =inf{B; : f € H(D),|f'(0)| =1}.

Avant de démontrer cette proposition, nous allons avoir besoin de ces deux

lemmes.

Lemme 2.8.6. Soit ¢ : D — D. Alors .y < Bf.

DEMONSTRATION DU LEMME. Soit D(f(z),r) un disque schlicht de f(D) et soit
G un voisinage de z dans D tel que fo ¢ : G — D(f(z),r) est une fonction
biholomorphe. Alors la fonction ¢ : G — ¢(G) est injective (car sinon f o ¢ ne le
serait pas) et donc biholomorphe. Ceci nous donne que la fonction f : ¢(G) —

D(a,r) est biholomorphe. Donc, comme chaque disque schlicht de f o ¢ est un
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disque schlicht de f, nous concluons que

IBfqu S 5f
O

Lemme 2.8.7. Soit une suite de fonctions ¢, : D — D qui converge vers la

fonction identitée. Alors Bfop, — Bs-

DEMONSTRATION DU LEMME. Par le Lemme 2.8.6, nous avons que

lim, . Bfs. = Br-

Aussi, comme f o ¢, — f, nous trouvons que

H_mn—moﬂfoqﬁn < ,Bf-

Donc, nous obtenons que lim, o0 Bfop, = By- O

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. Comme I’espace de fonctions H (D) est

un sous-ensemble de H (D), nous avons que

B> 8.

Fixons f € H(D) avec |f'(0)] = 1 et € > 0, il suffit de trouver une fonction
g € H(D) avec |¢’(0)] = 1 et By < B + ¢, car B =inf, B, < B +eet 3 =
inf B; -+ € = B + €. Définissons g,(z) = fr/7, ot fr(z) = f(rz),0 <r < 1. Nous
avons bien que la fonction g, est holomorphe et définie sur D et que g.(0) = 1.
Par le Lemme 2.8.7, nous trouvons que 3y, converge vers 3y lorsque r tends vers
1. Ainsi

By, = s ot}

— Pry.
T Bf

Done, nous concluons que B<p ¢ et que 8=23. O



Chapitre 3

LES FONCTIONS DE BLOCH

Dans ce dernier chapitre, nous allons voir le concept de fonctions de Bloch.
Pour ce faire, nous les définirons et donnerons quelques exemples. Ensuite, nous
démontrerons un théoréme donnant I’équivalence entre plusieurs définitions d’une
fonction de Bloch. En terminant, nous finirons avec une théoréme de Landau
important ainsi qu’une inégalité regroupant, entre autres, la constante de Bloch

et la semi-norme de Bloch.

3.1. DEFINITIONS

Avant d’introduire la définition usuelle d’une fonction de Bloch, nous allons
définir la semi-norme de Bloch.

Définition 3.1.1. Soit f € H(D). Alors la semi-norme de Bloch est

1£1ls = sup{(1 — |2|")f'(2)] : 2] < 1}.

En fait, ce serait une norme si nous posions || f||z — | f(0)|. Avec cette semi-
norme, nous sommes en mesure de donner la définition d’une fonction de Bloch.
Définition 3.1.2. Soit f € H(D). Alors la fonction f est de Bloch si elle est

bornée sous la semi-norme de Bloch, c’est-a-dire

1 £lls = sup{(1 — |2[})|F'(2)| : |2|] < 1} < oo.
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Donnons maintemant quelques exemples et contre-exemple de fonctions de
Bloch. |

Exemples 3.1.3. 1. Toute fonction holomorphe qui est bornée sur le disque

unité est une fonction de Bloch. Pour démontrer ceci, supposons que

|f(2)] < M sur le disque unité D. En utilisant les estimés de Cauchy

et le fait que z € D, nous obtenons que

[f'(2)] <

1—|z|

Ainsi, nous concluons que f est une fonction de Bloch, car

Iflls = glelg(l—lzlz)lf’(Z)l

at 2
< oy L DM
z€D 1_°|ZI
= 2M.

2. La fonction

$te) = 1og (1£)

est une fonction de Bloch. Il faut donc montrer que ||f||s est bornée. La

dérivée de la fonction f est

D’oti, nous trouvons que

2| ¢ 2y 2
- EBIFEL = 0= By
_ 1P
1 - 22|
- 1—|z]?
T T1— |z
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Donc, nous pouvons calculer la semi-norme de la fonction f et nous obte-

nons
Iflls = sup(l— |2*)[f'(2)]
zeD
< 3
Nous concluons que la fonction f(z) = log (}f—;) est une fonction de Bloch,

car || f|ls < 2. En fait, nous avons 1’égalité puisque |f'(0)| = 2. Cependant

la fonction n’est pas bornée. En effet, en posant z = z + yi, avec z,y € R,

log(1 z)i

11—z

log(1 )
1—.$

ce qui nous donne un exemple d’une fonction de Bloch non-bornée.

le calcul devient

sup [f(z)] = sup
zeD zeD

> lim
z—1

= OO,

. Le dernier exemple sera un exemple de fonction qui n’est pas de Bloch.
Par le premier exemple, il faut que cette fonction ne soit pas bornée. Une

fonction possible est la suivante:

f(z) = —

T z—1

Comme la dérivée de f est —1/(1 — z)?, nous avons

£l = sup(1— |1 (2)
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Nous pouvons donc conclure que ||f||g = oo, et que la fonction n’est pas

une fonction de Bioch.

3.2. CARACTERISATION DES FONCTIONS DE BLOCH

Tout d’abord, nous allons donner la définition de la distance hyperbolique.

Définition 3.2.1. La distance hyperbolique ou non-euclidienne p est définie par

p(z1,29) = inf/i%,

0

avec y une courbe dans D reliant z; 4 z,. En calculant, nous obtenons la formule

explicitement:
1, 1+
p(z1,22) = = log i
2770 |
1-Z129

Voici donc le théoréme (voir au besoin le livre de Krantz [15]) qui donne plu-
sieurs caractéristations ou définitions différentes des fonctions de Bloch. En parti-

culier, nous démontrerons ’équivalence entre plusieurs définitions d’une fonction

de Bloch.

Théoréme 3.2.2. Soit f : D — C une fonction holomorphe non-constante.
Alors les énoncés suivants sont équivalents.
1. La fonction f est une fonction de Bloch.
2. Tous les disques schlichts de f ont leurs rayons bornés, (B < 00).
8. f:(D,p(-,-)) = (C,|-]) est uniformément continue.
4. La famille F = {(f(#(2)) — f(¢(0)) : ¢ € Aut(D)} est une famille normale
dans D.

5. sup{|(f o ¢)'(0)] : ¢ € Aut(D)} < cc.
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6. Il existe une fonction g holomorphe et injective dans D et un nombre réel

a positif tels que
f(z) = alogg'(2).

Lemme 3.2.3. Soit F une famille normale de fonctions holomorphes définies
sur un domaine Q. Alors la famille F' = {f' : f € F} est normale et localement

bornée s'il existe un point zg € et une constante réelle M tels que |f(z)| <

MNfeF.

Notons que ce dernier résultat est énoncé dans le premier chapitre de ce

mémoire.

Lemme 3.2.4. 5% f est une fonction holomorphe et injective définie sur le disque
unité, alors l'inégalité suivante est vérifiée

f"(z)
7
Inversement, une fonction f holomophe définie sur le disque unité est injective si

f'(2)| . 2(v5-2)
f'(2) 1—|z?

6
R

<

DEMONSTRATION DU LEMME. Soit S la famille des fonctions
fz) =24 a2+ - -

holomorphes, normalisées et injectives du disque unité. Alors |ay| < 2, en fait, de
Branges a démontré que |a,| < n,¥n € N. Soit f € S et soit z; € D. Alors la

fonction g suivante est holomorphe et injective

f(H2) - f(z0)
1) = TP )

=Z+b222+"'.
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Remarquons que Pinjectivité découle du fait que f et la transformée de Moebius

sont des fonctions injectives. Ainsi, en calculant, nous obtenons

=5 (0= o)) - 25)

D’on,
4> |a-pnEE -
> Ja-1p) | Z8| - il
> (-1 | ZE -2
> (- |-
Donc nous concluons que
lf”(Z) 6
fi2)| 7 1=z

si la fonction f est injective et holomorphe. La démonstration de 1'autre inégalité
est faite dans l'article de Duren, Shapiro et Shields ([11]). Aussi nous pouvons

appeler ce lemme, le critére de Nehari et Duren-Shapiro-Shields. ]

Lemme 3.2.5. Soit f € H(D) non-constante. Alors Ye > 0 et Vz € D il eziste
un disque schlicht de rayon au moins (8 —€)|f'(2)|(1 — |2|), ot 8 est la constante

de Bloch.

DEMONSTRATION DU LEMME. Soit 29 € D. Si f'(z) = 0, alors le lemme est
démontré. Sinon, nous avons que f'(zy) # 0 et nous considérons la fonction ¢(z) =
zy + 2(1 — |20|). Ainsi la fonction G(z) définie comme suit est holomorphe

() — f(z)
G = P T = Tl
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En calculant, nous obtenons que

L)

|f'(20)|
Donc, nous trouvons que |G’'(0)] = 1 et, en appliquant le Théoréme de Bloch,
nous trouvons qu'il existe un disque schlicht de rayon au moins [ — € contenu
dans G(D). De maniére équivalente, f(4(D)) contient un disque schlicht de rayon
au moins (8 — €)[f'(20)|(1 — |z|) et, par conséquent, f(D) contient le méme

disque. O

DEMONSTRATION DU THEOREME. Le schéma de la preuve est décrit 4 la figure
20

FiG. 3.2.1. Le schéma de la preuve.

: 1 = 2 Soit f une fonction holomorphe et soit zy € D tel que f(z;) # 0.
Par le Théoréme des fonctions inverses (voir Théoréme A.2), il existe r > 0
et un domaine G C D contenant z; tels que f : G — D(f(z),r) est une

fonction biholomorphe. Posons

g=(fle)™

En appliquant le Lemme 3.2.5 & cette fonction, nous trouvons que pour tout

€ > 0, G contient un disque schlicht de rayon (8 — €)|¢'(f(20))|r = ff,(_T?)T!
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Comme G C D, nous obtenons que

< 1.
|f'(z0)] ~
Z+zo

En utilisant la transformée de Moebius, soit ¢(z) = 1= et en appliquant

la méme démarche, nous avons que
o _ pr
[(Fo@)O) ' (20)(1 = |20]?)]

De maniére équivalente, nous avons montré que

< 1,Vz, avec f'(z) # 0.

Br < |f'(20)|(1 = |z0f*).
Comme, par hypothése f est une fonction de Bloch, nous concluons que
B(z) = sup{r : 7 admissible}

est uniformément bornée pour tout point 2z, tel que f/(29) # 0. Ainsi By
est fini, ce qui clot cette démonstration.

:2 =1 Soit f € H(D) telle que §; < oo. Montrons que ||f||z < co. En
appliquant le Lemme 3.2.5 & la fonction f, nous obtenons lexistence en
tout point z € D et pour tout € > 0 d’un disque schlicht de rayon au moins
(B —e)|f'(2)|(1 — |z]). Comme §; représente le supremum des rayons des

disques schlichts, nous avons:

BlIf(2)I(1—2l) < B
= |fEIa-la) < &
l(l—|Z|2) < B (1+z])

= |f'(2) 5 -
Donc, en prenant le supremum sur le disque unité, nous obtenons que la

fonction f est une fonction de Bloch, c’est-a-dire que

1/lls = sup |£(2)[(1 — |2P) < 221
zeD ﬂ
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: 1 =3 Soit f:(D,p(-,-)) = (C,]|-]|) une fonction de Bloch. Montrons que

f est une fonction uniformément continue. Soient z1, 22 € D et un chemin

/Qf'(z)dz

Comme f est une fonction de Bloch, nous avons que

a C D reliant z; & z9. Alors,

[f(z2) — f(z)] =

1-12P)|f'(z)| <ce R*,Vz € D.

/a F(2)dz
7@l

< of
- al_lzlz.

|ﬂM~fMNf§aﬁ/_Ei_

% al_lz|2

= Cp(ZI, Z2)7

Ceci nous donne que:

|f(Z2) = f(zl)l =

IA

Donc,

et, nous concluons que Ve > 0 36 = €/c tel que

plz1,22) < 8 == |f(2) = f(z)| < e.

De facon équivalente la fonction f est uniformément continue.

: 3 = 4 Pour démontrer que la famille

F={(f($(2) - F($(0)) : ¢ € Aut(D)}

est une famille normale dans D, il suffit, d’aprés le Théoréme de Montel
(voir Théoréme 1.3.3), de montrer que la famille F est localement bornée.

Soit 7 € N et soit la suite de compacts K, = {z € D : p(2,0) < n}. Alors,
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nous avons bien que L) &= D et B2 € K, C K, ... Ainsi, il suffit de
trouver une constante réelle positive M, telle que | f(¢(2))— f(¢(0))]| < M,,
pour z € K,,. Comme f est uniformément continue, pour € = 1, il existe

un 0 > 0 tel que

p(21,22) <8 = |f(21) = f(z2)| < L.

Pour tout n, si M,, > n/d, alors p(0, 2) < n entraine P'existence d’une suite

finie de nombres

OZZQ,Zl,... y RM, — 2,

avec p(zk—1,2k) < 0. Puisque f est uniformément continue et que ¢ €

Aut(D) et donc
p(9(21), (22)) = p(21, 22),

nous trouvons que pour tout 2z € D avec p(0, z) < n, nous avons

£(9(2)) — f((0)] < M.

Nous venons de démontrer que la famille est bornée sur les disques centrées
en zéro, donc localement bornée et, par conséquent, elle est normale.

: 4 = 5 Pour démontrer que la famille

F={(fod)(2): ¢ € (D)}

est bornée en 0, il suffit de montrer qu’elle est localement bornée. Ainsi,
par le Lemme 3.2.3 et puisque la dérivée de f(¢(z))— f(4(0)) est (fog)'(2),

il suffit de montrer que la famille

F = {((#(=)) - F(9(0)) : 6 € Aut(D)}
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est normale et bornée en un point. La premiére condition est vérifiée par
hypothése et la seconde, par le fait que F(0) = 0. Nous concluons donc

que
sup{|(f © 9)'(0)| : ¢ € Aut(D)} < co.
: 5 =1 Soit f € H(D) telle que

sup{|(f 2 4)'(0)| : ¢ € Aut(D)} < co.

Alors montrons que f est une fonction de Bloch. Soit z, € D et posons

¢(Z) _ 2tz

_H—Ea—;’ OﬁZGD.

Alors ¢ € Aut(D). Calculons la dérivée de la fonction (f o ¢)(2):

14+2Z2
1-— |Z()|2
(1+7%2)%

(fod)(z) = f(6()) (z+z0),

= f(¢(2)

Alnsi, en utilisant le fait que |(fo¢)'(0)| = |f'(20)|(1—|20|?) et I'hypothése,
nous concluons que la fonction f est une fonction de Bloch.

: 1 =6 Soit f une fonction de Bloch non-constante. Montrons qu’il existe
une fonction g holomorphe et injective dans D et un nombre réel « positif

tels que: f(z) = alogg'(z). Posons

0 =31l et o(2) = [ exp (L) ac
0
Ainsi, ¢'(2) = exp (%2) et g"(z) = exp (@) oy D’o1,

9"(2)
9'(2)

(1= 12

IA
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En appliquant le critere de Nehari et Duren-Shapiro-Shields (voir Lemme
3.2.4), nous obtenons que la fonction g est injective, ce qui conclut cette
démonstration.

: 6 = 1 Soit g une fonction injective et f une branche de alogg'(z), avec

a > 0. Montrons que f est une fonction de Bloch. Nous avons que

(1= [P ()] = a1 - [2?) 7(2)

En appliquant le Lemme 3.2.4 4 la fonction g, nous obtenons que

6
< g
11— |z)?

Ainsi, nous concluons que la fonction f est une fonction de Bloch, et que

1£1l5 < 6ax.

3.3. APPLICATIONS

Cette section a comme objectif de donner des applications des fonctions de
Bloch dans la théorie des fonctions analytiques. En fait, la principale applica-
tion qui sera donnée ici est un théoréme que Landau a démontré (voir [16]). Ce
théoréme utilise les fonctions de Bloch pour donner une idée de la valeur de la

constante de Bloch. Il s’énonce comme suit

Théoréme 3.3.1. La constante de Bloch de la classe des fonctions de Bloch

normalisée est la méme que pour celle des fonctions holomorphes normalisée,

bref nous avons ceci f = inf{fs : || f[ls < 1 A|f'(0)] = 1}.
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En regroupant ce théoréme avec la Proposition 2.8.5, nous obtenons les équa-

tions suivantes

f = f{B;: f € HD)A|f'(0)] =1}
= inf{8;: f € HD) Alf'(0)] = 1}
= inf{f; : ||flls <1A[f(0)] =1}

Maintenant, nous allons donner une inégalité qui regroupe la constante de
Bloch (3, la semi-norme de Bloch ||f]|s, le suprémum des rayons des disques
schlichts d’une fonction f centré au point f(z), soit Sy, et le suprémum des

disques schlichts contenus dans I'image de f, noté 3; . Voici donc cette inégalité

Proposition 3.3.2. En utilisant les notations définies précédemment, nous avons,

étant donnée f € H(D), que

B
B < (1= |2P)|f'(2)] < 2#' (3.3.1)
De plus, en prenant le supremum sur le disque unité, nous trouvons cette deuziéme
wnégalité
Bs
Br < |Iflls < 25 (3.3.2)

DEMONSTRATION. Nous allons démontrer la premiére indgalité en deux parties.

1. Montrons que, Vz € D, nous avons que

Biy £ (1= |2)|F'(2)]-

Soit f € H(D) et soit z € D. Si f'(z) = 0, alors I'inégalité est démontrée,

car f'(z) = Bj(;) = 0. Sinon, posons

o0 =1 ($52)
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pour [(| < 1. Comme f € H(D), nous avons que ¢ € H(D) et f(D) =
g(D). Aussi, g(0) = f(z), et ¢'(0) = f'(2)(1 — |2]?) # 0. Ainsi, il existe
une fonction h : D(f(2), Bf()) — D(0,1) holomorphe, qui peut étre consi-
dérée comme la fonction inverse de g, vérifiant les conditions du Lemme
de Schwarz (voir Théoréme A.1), soient |h(f(2))| < 1 et h(f(z)) = 0. Ceci

nous donne que

P (f(2)] <

d’o1,

Comme ¢'(0) = f'(z)(1 — |z|?), nous concluons que

Bry < I (2)(1 = |2%)].

Notons que nous avons I’égalité lorsque la fonction utilisée est f(¢) = %

. Démontrons ceci

(- 1)) < 2.

Notons que soit f; est finie ou infinie. Dans le premier cas, nous appliquons
le Théoréme 3.2.2 et nous trouvons le résultat (voir la démonstration de
2 = 1). Dans le second cas, il suffit de remarquer que le membre de droite

est l'infini.



CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons fait la démonstration de ce théoréme:

Théoréme de Bloch: ] eziste une constante positive B telle que toute fonc-
tion holomophe f définie sur le disque unité, avec la propriété que |f'(0)] = 1,
posséde un disque schlicht de rayon au moins égale & B dans son image.

Pour ce faire, nous avons montré qu’il existe une fonction holomorphe f telle

que
By =B =inf{Bs: f € H(D)A|f'(0)] = 1}.

Ainsi, comme |f'(0)| = 1, alors ff) > 0 et donc B > 0. Pour démontrer 1’exis-
tence de cette fonction, nous avons appliqué le Principe de Bloch de Minda & une
certaine suite de fonctions. Ce principe fait parti du chapitre 1 et dans ce cha-
pitre, nous avons du parler des familles normales de Paul Montel pour en arriver
a ce principe. Tandis que pour prouver que §; = [, nous nous sommes servi de

la semi-continuité du rayon de Bloch, soit

li_mfn_;fﬁfn > ﬂf-

La derniére équation est aussi un point important. Pour la démontrer, nous
avons utilisé la semi-continuité du rayon de Landau ou du rayon intérieur d’une
fonction holomorphe, du Théoréme de Rouché et, bien siir, de la convergence sur

les compacts de la suite de fonctions.
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La constante de Bloch a aussi été étudier ici. Cette constante est en fait

définie comme suit:
f =sup{B: le Théoréme de Bloch est vrai},

et les estimés sont:

INESINE
0,4330127-.. = Y3 < < _LEI(w)
% rA)vV1++v3

La valeur exacte de cette constante n’est pas connue encore. Il est conjecturé que

= 0,4718617 - - - .

sa valeur est la borne supérieure de 'inégalité. De plus, nous avons démontré
dans le dernier chapitre que la constante de Bloch peut étre définie de plusieurs
facons, c’est-a-dire:
B = inf{f;: f e HD)A|f(0) =1}
= inf{B;: f € HD) A |f'(0)| = 1}
= inf{f; : [|flls < 1A|F(0)] = 1}.
Remarquons aussi que nous avons fait trois démonstrations différentes du
Petit Théoreme de Picard, (voir Théorémes 1.3.6, 1.4.3 et 2.8.3).
Mentionnons en terminant que le Théoréme de Bloch peut étre énoncé en
utilisant d’autres types de fonctions. Par exemples, les articles [6] et [9], qui n’ont

pas encore été publiés, traitent respectivement des constantes de Bloch pour les

fonctions méromorphes et harmoniques.



Annexe A

APPENDICE

Il sera question de six Théorémes importants de ’analyse complexe. Tout
d’abord, nous verrons le Lemme de Schwarz et le Théoréme des fonctions inverses.
Ensuite viendra la théorie nécessaire au Théoréme de Monodromie, soit la théorie
sur les prolongements holomorphes, et le théoréme lui-méme. Nous terminerons

avec les Théorémes de Carathéordory, de Riemann, de Hurwitz et de Rouché.

Théoréme A.1 (Lemme de Schwarz). Soit f une fonction holomorphe défi-

nie sur D telle que

|f(2)] <1,Vz € D et f(0) = 0.

Alors

|f(2)| < 2,¥z e D et |f(0)| < 1.

Aussi sl eziste un z non-nul tel que f(z) = z ou bien si f'(0) = 1, alors f(z) =

Az, avec |A| =1 une constante.
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Théoréme A.2 (Théoréme des fonctions inverses). Soit f une application
C' d’un ouvert U de R"‘ dans V € R®. §'il existe un point x dans U tel que le
Jacrfl|x # 0, alors
1. il eziste deuz ouverts U et V de R® avec x € U et fx) =y eV sur
lesquels f est une bijection de U sur V.

2. Aussi, la fonction inverse, notée g : V — U, est définie par

est une fonction C* sur V.

Passons maintenant & la théorie des prolongements holomorphes d’une fone-

tion.

Définitions A.3. 1. Nous disons que deuz courbes yp,v; : [0, 1] — C sont

homotopes, noté vy ~ 1, si:
Y%(0) = 71(0) =a, (1) =v(1) =,
et s'il existe une fonction continue
F:[0,1] x[0,1] = C
telle que
F(0,t) = a, F(1,t) = b, F(5,0) = y(s), F(s,1) = 1(8).

La figure A.0.1 nous donne une bonne idée de la fonction F.
2. Le germe de lélément (f,Q), avec Q un domaine, au point a est noté [/]a

et est défini comme suit:

[fla={{g,Q) :a€Q, f= g sur un voisinage de a}.
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F(s,t

Fic. A.0.1. La fonction F(s,t).

3. Soit v : [0,1] — C une courbe et supposons que Vt € [0,1], nous avons un
élément (f;, ) tel que:
(1) 1(t) €
(i) 38 > 0, tel que si |s —t| < & alors y(s) € Q et [fslvis) = [filyis)-
Alors (f1,$0) est un prolongement holomorphe de (fy, ) le long de 7.

Théoréme A.4 (Théoréme de Monodromie). Soit Q un domaine incly
dans un ouvert X du plan compleze C et soit (f,Q) un élément qui admet un
prolongement le long de toute courbe dans X. Alors, soient a € 2,b € X deuz

points, soient o, 11 des courbes reliant a & b et soient

{(f, ) :0<t <1}, {9, ) : 0 <t <1,

deux prolongement de (f, ) le long de 7y et vy, respectivement. Alors, si Yo~ M

dans X, alors

[file = [g1]e-
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Avant de voir le Théoréme de la convergence de Carathéodory, nous devons

définir la convergence d’une suite de domaine.

Définition A.5. Soient {G,} une suite de domaines de C contenant I'origine.
Alors nous disons que G, converge vers G relativement & ['origine si
1. so1t G = {0} ou soit G est un domaine de C tel que pour tout point w € G
i eziste un voisinage dans G qui est inclu dans G, & partir d’un certain
n.

2. St w € 0G, alors il existe une suite w, € G, qui converge vers w.

Théoréme A.6 (Théoréme de la convergence de Carathéodory). Soit

{fn:D%Gn}

une suite de fonctions holomorphes et injectives telles que

fn(o) =0 et f,’l(O) > 0.

Alors les f, convergent localement uniformément vers une fonction f : D — G
holomorphe et injective, avec f(0) = 0 et f(0) > 0, si et seulement si G, —~ G
relativement a lorigine et G # {0}.

Terminons donc avec les derniers théorémes utilisés dans ce mémoire.

Théoréme A.7 (Théoréme des applications de Riemann). Soit G C C un
domaine simplement conneze strict du plan compleze et soit 20 € G. Alors il existe

une unique fonction f : G — D holomorphe et bijective telle que f(z) = 0 et
f’(Zo) > 0
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Théoréme A.8 (Théoréme de Hurwitz). Soit {f,} une suite de fonctions
holomorphes définies 3u7: un domaine Q du plan compleze qui converge unifor-
mément sur tout compact de (2 vers une fonction f holomorphe et non-constante,
telle que pour un certain zy € Q, nous avons f(zo) = 0 avec multiplicité m. Alors
pour tout T > 0 suffisament petit, il existe un entier N(r) tel que f, posséde m
zéros dans le disque D(zy,T) et ce pour tout n > N(r). (Bien sir il faut compter

les multiplicités des zéros.)

Théoréme A.9 (Théoréme de Rouché). Soit G borné avec OG lisse et soient
¢ et Y deuz fonctions holomorphes définies sur G telles que || < |¢| sur 8G.

Alors les fonctions ¢ et ¢ + 1 ont le méme nombre de zéros dans G.



BIBLIOGRAPHIE

[1] L. V. Ahlfors, H. Grunsky, Uber die Blochsche Konstante, Math. Z. 42
(1937), 671-673.

[2] J. M. Anderson, Bloch functions: the basic theory. Operators and function
theory (Lancaster, 1984), 1-17, NATO Adyv. Sci. Inst. Ser. C: Math. Phys. Sci.,
153, Reidel, Dordrecht-Boston, Mass., 1985.

[3] J. M. Anderson, J. Clunie, Ch. Pommerenke, On Bloch functions and
normal functions, J. Reine Angew. Math. 270 (1974), 12-37.

[4] A. Bloch, Les Théorémes de M. Valiron sur les fonctions entiéres et la théorie
de l'uniformisation, Ann. Fac. Sci. Univ. Toulouse (3) 17 (1925), 1-22.

[5] M. Bonk, On Bloch’s Constant, Proc. Amer. Math. Soc. 110 (1990), 889-894.

[6] M. Bonk, A. Eremenko, Covering properties of meromorphic functions, ne-
gative curvature and spherical geometry, 3 avril 1999, article non-publié.

[7] Huaihui Chen, P. M. Gauthier, On Bloch’s Constant, J. Anal. Math. 69
(1996), 275-291.

[8] Huaihui Chen, P. M. Gauthier, On strongly normal functions, Canad.
Math. Bull. 39 (1996), no. 4, 408-419.

[9] Huaihui Chen, P. M. Gauthier, W. Hengartner, Bloch constants for
planer harmonic mappings, 1999, article non-publié.

[10] John B. Conway, Functions of one complez variable, 2e ed., Springer-Verlag,
1978.

[11] P.L. Duren, H.S. Shapiro, A.L. Shields, Singular measures and domains
not of Smirnov type, Duke Math. J. 33 (1966), 247-254.

[12] P. M. Gauthier, Covering properties of holomorphic mappings, Complex geo-
metric analysis in Pohang (1997), 211-218, Contemp. Math., 222, Amer. Math.
Soc., Providence, RI, 1999.



69

[13] G. M. Golusin, Geometrische Funktionentheorie, Deutscher Verlag der Wiss,
1957.

[14] R. C. Gunning, Introduction to Holomorphic Functions of Several Variables,
Wadsworth and Brooks/Cole, 1990.

[15] S. G. Krantz, Geometric analysis and function spaces, AMS, 1993.

[16] E. Landau, Uber die Blochsche Konstante und zwei verwandte Weltkonstan-
ten, Math Z., 39, 1929, 608-634.

[17] Ch. Pommerenke, On Bloch functions, J. London Math. Soc. (2) 2 (1970),
689-695.

[18] Ch. Pommerenke, Boundary behaviour of conformal maps, Springer-Verlag,
1992.

[19] R. Remmert, Classical Topics in Complez Function Theory, Springer-Verlag,
1998.

[20] A. Robinson, Metamathematical problems, J. Symbolic Logic, 38 (1973), 500-
516.

[21] W. Rudin, Principles of Mathematical Analysis, 3e ed., McGraw-Hill, 1976.

[22] W. Rudin, Real and Complex Analysis, 3e ed., McGraw-Hill, 1987.

[23] J. L. Schiff, Normal families, Springer-Verlag, 1993.

[24] W. Seidel, J. L. Walsh,On the derivatives of functions analytic in the unit
circle and their radii of univalence and p-valence, Trans. Amer. Math. Soc., 52
(1942), 128-216.

[25] L. Zaleman, A heuristic principle in complex function theory, Amer. Math.
Monthly 82 (1975), no. 8, 813-817.

[26] L. Zalcman, New light on normal families, Proceedings of the Ashkelon Work-
shop on Complex Function Theory (1996), 237-245, Israel Math. Conf. Proc.,
11, Bar-Ilan Univ., Ramat Gan, 1997.

[27] L. Zaleman, Normal families: new perspectives, Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.)
35 (1998), no. 3, 215-230.



	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8
	Page 9
	Page 10
	Page 11
	Page 12
	Page 13
	Page 14
	Page 15
	Page 16
	Page 17
	Page 18
	Page 19
	Page 20
	Page 21
	Page 22
	Page 23
	Page 24
	Page 25
	Page 26
	Page 27
	Page 28
	Page 29
	Page 30
	Page 31
	Page 32
	Page 33
	Page 34
	Page 35
	Page 36
	Page 37
	Page 38
	Page 39
	Page 40
	Page 41
	Page 42
	Page 43
	Page 44
	Page 45
	Page 46
	Page 47
	Page 48
	Page 49
	Page 50
	Page 51
	Page 52
	Page 53
	Page 54
	Page 55
	Page 56
	Page 57
	Page 58
	Page 59
	Page 60
	Page 61
	Page 62
	Page 63
	Page 64
	Page 65
	Page 66
	Page 67
	Page 68
	Page 69
	Page 70
	Page 71
	Page 72
	Page 73
	Page 74
	Page 75
	Page 76
	Page 77

