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Sommaire

Le surplus d’'une compagnie d’assurance au temps ¢ > 0 est la différence entre la
somme du capital initial au temps 0 et les primes totales regues et le total des mon-
tants de réclamation jusqu’au temps t. Soit {U(t),¢ > 0}, le processus de surplus
dont le modele est défini plus tard dans la premiére partie du chapitre 1. Lorsque
U(t) < 0 pour ¢ < 0o, on dit que la ruine est survenue. On dénote 1(u, A) la proba-
bilité que cet événement (la ruine) survienne, lorsque le taux d’arrivée des sinistres
est A\. Déterminer cette probabilité constitue un sujet crucial pour les compagnies

d’assurance et intéresse plusieurs chercheurs oeuvrant dans le domaine actuariel.

Bien qu’il existe des expressions explicites pour ¥(u,A) pour certaines distri-
butions du montant de réclamations, on doit généralement recourir aux méthodes
numeériques ou & la simulation pour ’estimer. Cette derniére est effectivement le su-
jet de ce travail. Les lecteurs vont trouver au chapitre 2 I'introduction des approches
de simulation utilisées pour nos expériences. Toutefois, I’estimation de 1 (u, A) par
simulation ne se fait pas sans probléme. Dénotons 7', le moment ou survient la ruine
pour la premiere fois et A 'ensemble de toutes les trajectoires du processus {U(¢)}
pour lesquelles T' < oco. Par la simulation directe du processus {U(t)}, étant sur
une trajectoire, on ne sait pas si cette trajectoire appartient a A ou a A°. Donc on
ne peut pas établir une politique infaillible pour contréler la fin de notre simulation.
Heureusement, il existe la méthode du changement de mesure (IS) que 1'on discute
dans le chapitre 3, qui nous permet dans certains cas de contourner ce probleme
avec succeés. D’autre part, estimer 9 (u, \) en utilisant le processus {U(t)} sous IS
n’est certainement pas la seule méthode existante. On peut aussi ’estimer a l’aide
du processus d’entreposage X (t) (Storage Process) ou par la méthode de convolution

(chapitre 1). On discute également les calculs des dérivées de 1(u, A) par rapport



au taux d’arrivée A des réclamations dans le chapitre 4.

A part de 'estimation de 9(u, A) et de la dérivée de t(u, \) par rapport au taux
d’arrivée des sinistres, nous voulons aussi présenter 'implantation de nos processus
sous plusieurs approches de simulation et de comparer I'efficacité de nos méthodes
sans vouloir prouver que I'une de ces méthodes est meilleure. Selon I’application, les
lecteurs vont choisir la méthode ainsi que I'implantation qui leur convient. Afin de
compléter ce travail, on présente dans le chapitre 5, les résultats de nos expériences

ainsi que les comparaisons de l'efficacité de nos estimateurs.
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Chapitre 1

Description des modeles

On étudie dans ce chapitre, la probabilité de ruine ¥ (u, A) & I’aide du processus de
surplus U(t) ([10], [13]), du processus d’entreposage (Storage Process) X (t) [23] et
du modéle de convolution [10]. Le modéle de convolution a été développé et utilisé
uniquement lorsqu’on ignore le facteur d’intérét dans la formulation du probléeme (cas
linéaire). Cependant, soulignons que l'on peut calculer ¢(u, A) & 'aide du processus
de surplus U(t) et du processus d’entreposage X (t) avec (cas non-linéaire) ou sans

facteur d’intérét.

1.1 Formulation du probleme

On dénote U(t), le surplus d’un assureur au temps ¢. Le modele traditionnel de

U (%) ([13), [4], [10] et [16]) est
Ut) =u+ct—S(t), t>0, (1.1)

olt:
e c est le taux de prime regue (on suppose que la prime est regue continuellement
A un taux constant ¢ > 0).

e S(t) = vaz(f) Y; est le montant de réclamations accumulé jusqu’au temps £.



e N(t) est le nombre total de réclamations jusqu'au temps ¢
e V; est le montant de la i-iéme réclamation.

e u est le surplus initial, i.e. U(0) = u.

e T; est le temps jusqu’a la i-iéme réclamation.

e Supposons que les T; et Y; soient mutuellement indépendantes.

U(t)

UM~

Figure 1.1: Un exemple typique du {U(¢)} (modéle linéaire).

Notons que dans ce modele traditionnel de U(t), le facteur d’intérét est ignoré
(modele linéaire). Un exemple typique du modele linéaire du processus de surplus
{U(t),t > 0} est illustré & la figure 1.1. Dans cet exemple, la ruine est survenue au
temps ¢t = 1.

Une variante pour la forme traditionnelle de U(t) est présentée par Hans U.
Gerber [13] . D’apres Gerber, le processus de surplus {U(t), ¢ > 0} est défini par un

surplus initial U(0) = u et I’équation différentielle stochastique suivante:
dU(t) = C(U(t))dt — dS(t) {1iZ)

ot S(t) est défini comme dans le modele traditionnel et C(-) est appelée la premium

rate function tel que

C(u)=c+déu>0 pouru>0 (1.3)

otl § est la force d’intérét (6 = In(1 +7) ol ¢ est le taux d’intérét).



Remarquons que ’égalité (1.2) est un modele plus général que le modele tradi-
tionnel. En effet, ce dernier correspond au cas ou C(-) est constant (6 = 0). Si on

inclut le facteur d’intérét (i.e. § > 0), alors
t
U(t) = ue® + c(e® —1)/6 — / =243 (2) (1.4)
0

est une solution de (1.2).

En regardant la figure 1.2, le processus donné par (1.4) suit la dynamique sui-

vante:

U@R) = Ut 4 ¢(1) —1)/5 t€ [ty 1)

Ults) = U(ty)eft) 4 ¢(eft271) — 1) /5 — V5. (1.5)
U@
u
0 bt 9 t
t, t, t, J/
U(T)femnmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmme oo

Figure 1.2: Un exemple typique de {U(t)} (cas non-linéaire).

On définit la probabilité de ruine comme la probabilité que le surplus tombe au

dessous de 0. Soit T 'instant ol apparait la ruine, alors

T=min{t:t>0 et U(t) <0} (1.6)



Si T = oo, i.e. U(t) > 0 pour V¢ > 0, on pose T = oo, i.e. la ruine n’apparait pas.

Donc, la probabilité de ruine peut étre exprimée sous forme

¥(u, A) = Pr(T < 00). (1.7)

1.2 Calcul de ¥ (u, A) a I’aide du processus de sur-
plus U(t)
On définit le modele linéaire (1.1) & l’aide des deux processus suivants:

e Le processus poissonnien des arrivées de réclamations {N(¢), t > 0} avec taux
A > 0. Si on définit W; comme le temps entre deux réclamations successives,

alors W; = T;,; — T; suit une exponentielle de parametre A ([31], [30]).

e Le processus du montant de réclamation accumulé {S(t), t > 0}.

SiS(t) = Yi+Yo+...+Yngy, ou 11, Y5, ... sont des variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées selon une distribution G, et si elles sont aussi indépendantes
de N(t), alors {S(t), t > 0} est appelé un processus de Poisson composé [31]. De
plus, & un temps ¢ > 0 fixe, S(t) suit une distribution Poisson composée avec

E[S(t)] = Aut, (1.8)
Var[S(t)] = Auat (1.9)

ot p = E[Y] et uy = E[Y?].

1.2.1 Modele linéaire

Avant de formuler une expression pour ¥ (u, A), on introduit un concept trés im-

portant dans la théorie du risque. Supposons que la prime c excede l'espérance du



montant de réclamation accumulé par unité de temps, i.e. ¢ > Au, ce qui implique
qu'il existe un 6 tel que ¢ = (1 + @)\ ou @ est positif. 0 est appelé la relative
security loading ([13], [4], [16] et [10]). Soit (-00,7), le plus grand intervalle pour
lequel la fonction génératrice des moments (f.g.m.) de la distribution du montant
d’une réclamation existe (My (r) = E[e¥"]) (on suppose qu’elle tend vers co quand

r — 7). Considérons 1'équation:
Atcr=AMy(r) r<vy (1.10)

ou l’expression équivalente en remplacant ¢ par (1 + 6)Ay,

14+ (14 0)pur=My(r) r<r. (1.11)

M, (©)

1+(1+6)ur

0 R

Figure 1.3: Définition du coefficient d’ajustement.

L’équation (1.11) a deux solutions (voir figure 1.3): r =0 et r = R. On appelle R,
le coefficient d’ajustement. A I'aide de 1’égalité (1.10) et sa solution R, nous sommes

en mesure d’énoncer un théoréme qui permet de trouver la formule classique de (u)

([10] et [16]).



Théoréme 1.1: Pour u > 0,

e—Ru

Py, A) = BT < o0] (1.12)

oll R est le coefficient d’ajustement ([10], [16],[13]). Le coefficient d’ajustement R
joue un role important dans la théorie de ruine car il nous permet de trouver une
borne supérieure de 1 (u, A). Cette borne supérieure est appelée la borne supérieure
exponentielle de Lundberg [34]. Pour expliquer la borne supérieure de Lundberg, il
suffit de remarquer que, étant donné T < oo, il est nécessaire que U(T) soit négatif.
Par conséquent, le dénominateur de (1.12) excéde 1. Donc, 9(u, A) est borné par
I'expression:

Py, \) < e <1, Vau (1.13)

Lorsque la distribution du montant d’une réclamation Y suit une loi exponentielle

avec parametre = E(Y), Pégalité (1.12) peut étre résolue explicitement ([10], [16]):
P(u,A) = (1— Rp)exp{—Ru}
1 . 0 u oS b
= —eX —_—
148 P 1+0nf' =
0

(1+0)u
On peut aussi trouver une expression explicite de t(u, ) pour certaines familles

ol R =

de distribution du montant de réclamation, par exemple Mizture of Erlang Claims
Amounts [25], mais en général, le dénominateur de ’égalité (1.12) est difficile &

calculer.

1.2.2 Modeéle non linéaire

Reprenons le modele de surplus (1.2). Soit y le montant de la premiére réclamation,
et soit t le moment oll cette réclamation apparait. En généralisant la formule de
Gerber [13] pour le cas linéaire, on obtient une expression de ¢ (u, A) pour le cas non

linéaire

10



v ) = [ e [TH(OWU) -yt (1.14)
0 0
ott U(t) = u+ Jf C(U(s))ds et dP(y) est la densité de Y.
Une expression exacte de 1(u) a été donnée par Sergerdahl [27] dans le cas ol

le montant des réclamations suit une exponentielle et la fonction du taux de prime
C(u) = c+ 6u [23]:
AC
T(5, 5% +up)
W, ) = 5 ol (1.15)
(3, %) + (4 de

ot la fonction gamma incompléte est définie comme

I'(a,b) = /Oo 2265l

b

1.3 Calcul de ¥(u,A) a ’aide du processus d’en-

treposage X (t)

1.3.1 Formulation du modele

Considérons le processus {X (¢)} défini par une valeur initiale arbitraire X (0) et

I’équation différentielle stochastique suivante:

i { _C(X(8))dt + dS(t) si X(t) <0 id]

dS(t) sinon

oit C(-) et S(¢) prennent les mémes définitions qu’a la section (1.1.1). Le processus
défini en (1.16) peut-étre tombé en dessous de 0, en ce cas, on impose qu’il soit égal
4 0 jusqu'au prochain saut (réclamation). La figure 1.4 illustre une trajectoire de
X(t) et U(?).

Le processus {X ()} est appelé le processus d’entreposage (Storage proccess).

Dans ce qui suit, on souligne la dualité qui existe entre le processus de surplus

jl



t uft)

u |
\ ‘ X(t)

SN U :

Figure 1.4: Une trajectoire de X (¢) et U(?)

{U(t)} et le processus {X(t)} définis respectivement par (1.2) et (1.16). Michaud

[23] démontre cette dualité de la maniére suivante:

En premier lieu, on définit 1 (u, A) = 1 — 9(u, A) et on démontre que ¥(u, A) est

une solution de I’équation intégro-différentielle:

—Cgi—u—&(u, )= 2(u, A) — A /_ZO (u —y)dP(y), u > 0. (1.17)

C(u)
Soit u(t) = u+ Jy C(u(s))ds. Avant la premiére réclamation, u(¢) et U(t) sont égaux.
Si on considére un intervalle de temps arbitraire de longueur A tel qu’il y ait au plus
une réclamation entre 0 et A alors, il n’y a pas de réclamation avec probabilité e=*%.
S’il n’y a pas de réclamation dans cet intervalle, alors le surplus au temps h est u(h).
Avec une réclamation au temps ¢ < h, le surplus devient u(t) —y. En appliquant la

loi de probabilité totale, on obtient:

Blu, A) = e M (u( +/\/ —M/ y)dP(y)dt. (1.18)

Comme %(u, \) est indépendant de A, en dérivant chaque c6té de 1'égalité (1.18) par

rapport & h et en prenant la limite quand h tend vers 0, on retrouve Iégalité (1.17).

1d



Par la suite, on pose F'(u,t) = Pr(X(t) < u, t > 0), la fonction de répartition de
la variable aléatoire X (¢). Si on choisit C(-) assez grand tel que X (¢) ne tend pas

vers 0o et qu'il ait une distribution stationnaire, alors on a ([31], [29] et [30])

F(u) = lim F(u,t),

t—o0

Avec les mémes arguments qui nous ameénent & (1.17), on écrit ’équation intégro-
différentielle pour F'(u):

d

C(u)d_u

F(u) = AF(u) — A /_“w F(u—y)dP(y), u > 0. (1.19)

Soit u(t) = u + fto C(u(s))ds et considérons l'intervalle de temps to — h <t < 1
(0 < h < tg). L’événement (X (tp) < z) est équivalent & I'une des deux situations
suivantes:

1. (X (to — h) < u(—h)) s’il n’y a pas eu de saut dans cet intervalle, ou

2. (X (to — &) < u(—h') — y) si le dernier saut dans cet intervalle de temps

est survenu au temps to — b’ (b’ < h) et le montant de ce saut est y.

Par la loi de probabilité totale, on obtient

F(u,ty) = e F(u(=h),t,—h)
h , ru(=h")
+ A / e [ P(u(=R) - y,t — K)dP()dh'.
0

Prenons la limite quand ¢, tend vers 'infini, nous obtenons:
h , fu(=h')
Flu) = e F(u(-h) +A [ e [* 7 F(u(-k) —y)dP@)dr.  (1.20)
0 —o0

En dérivant chaque coté de Pégalité (1.20) par rapport & h et en prenant la limite

quand h tend vers 0, on retrouve 1’égalité (1.19).
Finalement, si on compare (1.17) et (1.19), on vérifie que 1(u, A) et F(u) sont

tous les deux solutions de la méme équation intégro-différentielle (avec conditions:

1h(c0) = F(oo0) = 1) et que cette équation a une solution unique [12, p. 78], on peut

13



conclure alors que t(u, \) = F(u). Ainsi, calculer 9(u, A) est équivalent & calculer

F(u)=1—1(u, A).

Dans ce qui suit, on désire trouver une expression explicite pour F(u). D’aprés
les travaux de Dufresne & Gerber [12], on définit D(u,t), le temps total que {X (¢)}
passe en dessous du niveau u avant le temps ¢, et on obtient une expression explicite
pour F'(u):

F(u) = lim -ILT;’Q p.s. (1.21)

t—o0
L’équation (1.21) dit que, & long terme, la probabilité que {X ()} soit inférieur a
u est égale & la proportion du temps que {X(¢)} passe en dessous du niveau u. La

preuve de (1.21) se trouve dans [17, Théoréme 1, p. 58].

Figure 1.5: Une trajectoire de X (¢) et X'(t)

D’autre part, considérons {X ()}, le processus non-linéaire (i.e. c(u) = ¢+ du)
et {X'(t)}, le processus linéaire (i.e. 6 = 0). Le processus non-linéaire est dominé
stochastiquement par le processus linéaire (voir figure 1.5). Si nous changeons
I’échelle du temps & t' = ct alors, le processus {X'(t')} devient un processus du
travail (Work Process) dans une file d’attente M/G/1 avec taux d’arrivée X' = A/c
et temps de service {¥;}. Sic > AE[Y], on a

é < L <:>)\’ < _1-
¢ < B[] Y|

14



D’aprés la théorie des files d’attente et la théorie du renouvellement ([30],[31]) alors

la file est stable et
1

~ NE(Y)

oll C est le nombre clients servis pendant la période d’occupation (la période durant

E(C) < 00

laquelle le systéme n’est pas vide), et le systéme se régénérere p.s. ([30], [31]). Ainsi,
ce résultat justifie le choix de ¢ dans la section 1.2.1 et confirme la convergeance de
(1.21). Du théoréme de renouvellement, on a une autre forme pour (1.21):

T
Fu) = lim =t—— (1.22)
T 00 Z m

i=1
olt W; est le temps entre le (i — 1)-iéme et le i-iéme saut et d;(u) est le temps que le

processus passe en dessous du niveau u entre le (7 — 1)-iéme et le i-iéme saut.

1.3.2 Modéle non linéaire

Toujours d’aprés Dufresne & Gerber, la valeur de X (¢) entre deux sauts est une
solution de I’équation X'(t) = —c — X (2):

1— e—ﬁ(t—to)
X (t) = X (to)e ™) — ¢ (——5—) , t>1. (1.23)

La chaine imbriquée de X (¢), dénotée par {X,}, est obtenue en posant X,, égal
3 la valeur de X (¢) imédiatement apres le n-iéme saut:

1— e Wn

X, = max |Y,, X neVe g ( 5

) +Yn} y oy =um (1.24)

Le temps total que le processus passe en dessous du niveau u avant le n-iéme saut

est obtenu récursivement par

Do (u) + Wi, X, < u,
D= { Dol K (1.25)
Dy (uw) + max(0, Wyt — mpg1),  Xn > 4,

15



avec Dy(u) = 0, et r,4q est le temps nécessaire pour atteindre le niveau x en com-
mencant par X, (supposons qu’il n’y a pas de réclamation pendant cette période).

Ce temps est calculé & I'aide de (1.23) en prenant X (fy) = X, et X(¢) = z. Par

1 Xn+c/d
Ppad = 5 In (m) ; (126)

Figure 1.6 illustre un exemple lorsque X,, > u. Dans ce cas, le temps que X (¢) passe

conséquent,

en dessous de u entre les n-iéme et n + 1-iéme réclamations est Wy — rpq1.

Figure 1.6: cas X,, > x

1.3.3 Modele linéaire

Le modele linéaire est le cas o1 § = 0. De maniére similaire & la section précédente,

la valeur de X (¢) entre deux sauts est

La chaine imbriqué de X (¢), dénotée par {X,,}, est obtenue en posant X, la valeur

de X (t) imédiatement apres le n-iéme saut:

Xo=max[Y,, X, 1 —Wa+Y,], Xo=u. (1.28)

16



Finalement, D, (z) prend la méme formule que le modele non linéaire avec

X,—u
—

T"n4l — (129)

1.4 Calcul de ¥(u, ) a I'aide du modele de con-
volution

Dans cette section, on modélise uniquement la probabilité de ruine pour le cas
linaire (sans taux d’intérét). A cette fin, considérons le montant du surplus U(t)
au temps ot il tombe pour la premiére fois en dessous du niveau initial (il se pour-
rait que ce cas ne se produise jamais). Le théoréme suivant permet de trouver une

expression simple de 1(0) [10], la probabilité de ruine, si le surplus initial est 0.

Théoréme 1.3: Pour un processus Poisson composé, la probabilité que le surplus
tombe au dessous de son niveau initial u et qu’il se trouve entre u —y et u —y — dy
pour la premiere fois, est

1-G(y)

A
E[l — G(y)ldy = (——&-9—)?

dy y>0 (1.30)

ou G(y) = P[Y < y], la fonction de répartition du montant de réclamation ¥ [10].

A Paide de (1.30), on peut maintenant calculer la probabilité que le surplus

tombe au dessous de son niveau original,

| 00 1
T 1-G dy = 3 1.31
e A ey (1.31)
1
De cette maniere, siu = 0, 010 est la probabilité que le surplus tombe au dessous
de 0, i.e. la ruine apparait. Alors
$(0) = 11 (1.32)
1+6 '
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On remarque que 1(0) dépend du security loading 6 et non pas de la distribution

du montant des réclamations.

Rappelons qu’on veut trouver une expression pour t(u, A),Vu > 0. On définit
L,, une variable aléatoire représentant la différence entre le surplus et son niveau
initial au moment ot le surplus tombe au dessous du niveau initial pour la premiére

fois, étant donné que cet événement est survenu. La densité de L; est obtenue en

divisant
1-G(y)
(1+0)u
par
1
0)=——
) 146
et la fonction de répartition de L; est
1 rv
P (y) = ;/0 (1 - G(z))ds. (1.33)
Définissons
b= I?ZaOX{S(t) — ct}, (1.34)

appelé Mazimal aggregate loss [10]. La figure 1.7 illustre un résultat de L. Puisque
S(t)—ct = 0 pour t = 0, alors L > 0. Pour obtenir la distribution de L, on consideére,

pour u > 0,
1—(u,A) = Pr[U(t) 20, Vi
= Prlu+ct—S(t) >0, Vi
= Pr[S(t) —ct <wu, Vi

= PeE<Z ul.

Donc, la distribution de L est le complément de la probabilité de ruine

P(u,A) = Pr[L <u. (1.35)
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Afin de compléter cette section, on trouve ensuite la distribution de L. En particu-
lier, 1 —(0) = Pr[L < 0] = Pr[L = 0] car L > 0, alors L est une variable aléatoire

mixte avec une masse de probabilité au point 0.

S(t)-ct

r-(—>

Figure 1.7: Un résultat typique de I’Aggregate Loss Process

Définition: [30] Soit X, X, ..., une suite des variables aléatoires indépendantes

et identiquement distribuées. On dit qu’un record est survenu au temps n si
X, > max(Xq, ..., Xp_1).

Considérons le nombre de fois que I’ Aggregate Loss Process {S(t) —ct} atteint un
nouveau record. Une fois un nouveau record atteint, il y a une probabilité de 1—1(0)
que ce record ne soit pas battu et une probabilité de 1(0) qu'il le soit. Sion pose N, le
nombre de nouveaux records, alors N suit la distribution Géométrique(1—1(0)). De
plus, le montant de surplus au moment d’un nouveau record a la méme distribution

que L;. On peut réécrire L sous forme
L=L1+Ls+..+ Ly (1.36)

ol les L; sont mutuellement indépendantes et indépendantes de N et suivent la
distribution de L;. Alors par définition du processus Géométrique composé, L =

YN L; suit une loi Géométrique composée.
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1.5 Conclusion

En général, & I'exception des cas pour lesquels le surplus initial v = 0 (voir
section 1.3, ’équation (1.32) ) et certaines familles de distributions du montant de
réclamations, le dénominateur de (1.12) et 'équation (1.22) sont trés difficile & ex-
primer explicitement donc, il est difficile d’obtenir une expression analytique pour
1 (u, A). On rencontre le méme probléme lorsqu’on utilise le modeéle de convolution!
Devant une telle situation ot les méthodes mathématiques standard ne peuvent don-
ner une solution analytique de ¥ (u, A), Putilisation de la la simulation afin d’estimer
1 (u, A) s’avere un bon choix et c’est effectivement ’ojectif de ce mémoire.
Soulignons que, la contribution de ce travail est de présenter les algorithmes requis
pour les implantations des systémes informatiques appliquables aux combinaisons

suivantes:
e U(t) et approche de répétition (avec IS);
e X (t) et 'approche des moyennes par lot;
e X(t) et approche régénérative;
e Modele de convolution et ’approche de répétition.

De plus, nous présentons les avantages ainsi que les inconvénients de ces combi-
naisons (fin du chapitre 5) dans le but de guider le lecteur éventuel & choisir la
combinaison qui lui convient.

L’introduction aux approches de simulation utilisées dans ce travail ainsi que les
analyses statistiques des résultats sont présentés dans le chapitre suivant. Toutefois,

dans ce travail, on se concentre plus sur les cas linéaires i.e. sans facteur d’intérét.
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Chapitre 2

Simulation et analyse statistique

2.1 Introduction

Etymologiquement, le mot latin “simulare” veut dire copier, feindre, faire paraitre
comme réelle une chose qui ne l’est point. La définition suivante de la simulation
est donnée par Shannon [28]:

La simulation est un processus qui consiste a construire un modéle d’un systéme
réel et o effectuer des expériences avec ce modéle, dans le but de comprendre le
comportement ou d’évaluer sous plusieurs stratégies (entre les limites imposées par
un critére ou un ensemble des critéres) le fontionnement du systeme.

La raison principale de 'utilisation de la simulation est que, plusieurs systémes ne
peuvent pas étre analysés convenablement par des méthodes mathématiques stan-
dard (par exemple, la solution analytique est limitée par un certain nombres de
paramétres du systéme ou elle n’existe pas). C’est souvent le cas lorsque les in-
teractions entre les variables sont non linéaires ou lorsque des effets aléatoires sont
inhérents au systéme.

La simulation est une méthode trés intéressante puisque son domaine d’applica-
tion est trés varié et aussi parce qu’elle nous permet d’étudier un systeme sans subir

le cofit de construction et de modification d’un systéme réel qui s’avere tres souvent
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élevé.

Aussi, la simulation nous permet de reproduire des copies iid des variables
aléatoires ou des processus pour estimer leur espérance mathématique par la moyenne
de I’échantillon. Mais, le résultat d’une simulation est aussi une variable aléatoire
avec une variance positive. Le probléme fondamental des méthodes numériques est
de donner une précision aux résultats. Cependant, dans le contexte de simulation
stochastique, le concept statistique approprié est celui d’un intervalle de confiance
[18]. Supposons que 0 est estimateur de §. La couverture d’un intervalle de la
forme IC = (9 ~ e,é + €) est la probabilité que # € IC. Souvent, on ne connait pas
la distribution de @ mais, & l’aide du théoréme de la limite centrale, on connait la
distribution approximative ou la distribution limite. Ce qui nous permet de constru-
ire I'intervalle de confiance en posant Pr[f € IC] = 1 — « afin de retrouver 1’erreur
approximative €. La quantité « est appelé le niveau de confiance.

Dans les sections qui suivent, nous présentons les différentes approches pour la
construction des intervalles de confiances (IC) des estimateurs que nous utilisons

dans ce travail ([19],[8]):
e L’approche de répétition (Replication);
e L’approche des moyennes par lot (Batch means);

e L’approche régénérative (Regenerative Method).

2.2 Répétition (Replication)

Supposons que nous voulions estimer EX, ’espérance d’une variable aléatoire X.
L’approche dite de répétition consiste & faire N simulations indépendantes avec les
mémes conditions initiales afin d’obtenir la suite de N réalisations (observations)
de X; que l'on appele Xi, X5, ..., Xn. Supposons que EX = p et VarX = o2 < .

Définissons:
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EERE. ..
o X = N;

(=
=2

i=1

Sous cette approche, les X; sont indépendants et identiquement distribués (iid). De
plus, X et S% sont, respectivement, des estimateurs sans biais de p et o?. D’apres

le théoréme de la limite centrale,

X—p

oA N

Supposons que Nlim VarS% = 0, alors en utilisant I'inégalité de Chebychev:
—00

—£4 N(0,1).

E(S% — 0%)?  VarSy

P(|5% —0d®| =€ < .

€2 €
et ainsi, limy_,o P(|S% — 02| > €) = 0. D’aprés la loi forte des grands nombres, 5%
converge en probabilité vers ¢ quand N — oco. Par conséquent, o/Sy converge

en probabilité vers 1. En appliquant le théoréme de Slutsky [11], on obtient

X - X -
( ) £ = 8y N(0,1) quand N — oo.
Sy

NN~ SwAN
Donc, 'intervalle de confiance (IC) de p, valide asymptotiquement, peut étre estimé
ainsi:

y + Z]__a/QSN/\/N

oll 21_q/2 est tel que P[—2z1_q/2 < N(0,1) < z1_ap] =1 -,

Particulierement, supposons qu’on veuille estimer p = F(X) ou X ~ Bernoulli
(p). Sip= % YN X; est l'estimateur de p alors, d’aprés le théoréme de la limite

centrale :
pP—D c

\/VTW —-—>N(0,1)
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olt Var(X) = p(1 — p). Si N est assez grand tel que p 2, p, alors p(1 — p) Zy

Var(X) = p(1 — p). Donc Vintervalle de confiance de p, valide asymptotiquement,
pourrait estimé par:

IC=p%az a/g‘vhiljv_—p). (2.1)

2.3 Moyennes par lots (Batch means)

Contrairement & l’approche de répétition, la méthode des moyennes par lots
est basée sur une seule “longue” simulation. Cette méthode est souvent utilisée
lorsqu’on désire estimer 6 = }3& E(X;) pour {X;}, un processus stochastique sta-
tionnaire. En général, il existe une corrélation entre les états successifs de {X;}.
Supposons qu’on obtienne une suite d’observations X1, Xy, ..., X;, d’une seule sim-
ulation de longueur m. On divise cette suite d’observations en n lots de taille /

(supposons que m est un multiple de [). On définit:

1 m
e X = Eg
e 55 = —1——2776()(1 —7)2
m— 15 ’
1 2l
«Yi=7 2 Xj
j=1+(i—1)1
v=-1vy
o Y — — i
n oot 29
o B =R
=1 503
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La méthode des moyennes par lot utilise Y pour estimer 8 (souligne que X =Y). Si
les X; étaient indépendants, alors % /m et SZ/n seraient des estimateurs sans biais
de Var(X) et Var(Y) respectivement. Par contre quand les X; sont corrélés, alors
ces deux estimateurs (S%/m et S%/n) sont biasés mais en général, la corrélation
entre Y; est moins forte que celle entre X; si [ est assez large. Par conséquent, S%/n
est moins biaisé que S%/m ([19], [8]). Donc, si on choisit la taille I assez large telle

que les Y; soient appromativement iid, alors
Y-0
Sy /VN

L’intervalle de confiance de 'estimateur de 6, valide asymptotiquement, peut étre

t(n —1) (Student (n — 1) degrés de liberté).

estimé comme suit [8]:
IC = ? I tn—l,l—a/ 512//77,

Ol ty,_1,1-q/2 est la valeur telle que P[—t; o/, <t(n—1) < ti_ael =1 — .
Toutefois, il n’existe pas de méthode pour le choix de la taille [ du lot sans jeter
un coup d’oeil sur les observations. On devrait choisir / assez grand mais en méme

temps, garder raisonnable le nombre de lots n.

2.4 Méthode régénérative (Regenerative Method)

Définition: Un processus stochastique {Y(¢),¢ > 0} (continu ou discret) est
régénératif s’il existe une suite de temps 0 < Ry < R; < Ry < ... (les points
de régénération) auxquels le processus “repart & zéro” i.e. la loi de probabilité de
{Y(t),t > R;} est laméme pour tout s = 0,1,2,...et {Y'(t),t > R;} est indépendant
de {Y(¢),t < R;}, pour tout 7. La portion du processus entre deux R; consécutifs
est appelé un cycle régénératif et les cycles sont iid.

Soient { X (¢)} un processus régénératif et T; = R; — R;_;, 1 = 1,2, ..., la longueur
du i-iéme cycle. Soit

6 = lim L tX(s)ds.

t—oo t Jo
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Comme {X (t)} se régénére alors, d’apres la théorie du renouvellement,

_ 1 _En
 ET T ETy

ot {(¥;,T;)} sont iid et ¥; = f* X (s)ds.

Ty
9 E /O X (s)ds

Dans notre cas,

.1t 1 TG E[DC4]
1= =1 = / 1 s)<u ds = ——F / 1 s<u = s
p(v) = lim 7 J) Lx<wds E[TC,] ( p XS }> E[TCY]

out T'C; et DC, représentent respectivement la durée du ler cycle et le temps que

X (t) passe en dessous du niveau u pendant ce cycle.

Supposons qu’on veut estimer

_ E(%)
- E(TY)

La méthode régénérative consiste & simuler N cycles régénératifs et a utiliser Z =

¢

Y /T pour estimer § o0 ¥ = YN, Y;, Y = ¥V, 7;. On remarque que Z est un

estimateur biaisé de € puisque

N.Y] , ElY]
b [zﬁiin] * BT

Soient

K; = Y- 0T,

=
=
I

E(Y;) — 6E(T;)
= 0
Var(K;) = E(K7)
= E(Y? - 20YT; + 6°T?)
= E(Y?) - 20E(Y;T;) + 6°E(T})
— Var(V;) — 20Cov(Y;, Ti) + 62Var(T;) + [E(Y;) — 0B(T;)]?
= Var(Y;) — 20Cov(V;, T;) + 60*Var(T;).

26



-
Supposons que Var(K;) < co et notons que K = N ZK}-, la théoreme de la
i=1
limite centrale nous donne
24 (Z - 0T

\/Var(K;)/N :\/Var(Kz-) /N — N

Soient Z et 52 tels que, si N — 0o

VN(Z-2Z) — 0,
5?2 — Var(K)

avec probabilité égale & 1. D’apreés le Mapping Theorem [6] ,
(Z-0T
V/S2/N

Donc, si on choisit Z = Z et 52 = Var(K) (I’estimateur de Var(K)) [8], ot

= N(0,1).

Var(K) = Var(Y) — 20Cov(Y, T) + 6*Var(T);

. 1 X T
VaT(Y)—m;(K'—Y),
= 1 X =i

= —— - _ T2
Var(T') N_1i=1(Tz s
- 1 X - _
Cov(Y,T) = m—=2 (Vi - Y)(Ti - T)

N-1iH

alors, l'intervalle de confiance de 6, valide asymptotiquement, peut &tre calculé

comme suit: _
- Var(K)/N
10 =7 & g O/N

£ T
Otl, l—a= P[—Zl—a/Z S N(O, ].) < Zl—a/Z]-

27



Chapitre 3

Estimation de ¥ (u, \) par

simulation

3.1 Processus de surplus U|(t)

En général, pour les événements rares comme la ruine d'une compagnie d’assur-
ance, on a beaucoup de difficulté en simulation. En effet, la probabilité de ruine
¥(u, A) n’est autre que la proportion des trajectoires qui menent a la ruine parmi
toutes les trajectoires possibles. Alors, en utilisant la simulation directe du proces-
sus de surplus U(t) pour estimer cette proportion, on ne peut pas prédéterminer
une politique infaillible pour la fin de la simulation puisqu’on ne peut pas savoir si
la ruine surviendra plus tard sur cette trajectoire.

Pour contourner ce probléme, on utilise la méthode du changement de mesure
(Importance Sampling), qui a, dans notre cas, pour but de faire précipiter des

événements rares en estimant la méme quantité désirée.
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3.1.1 Meéthode du changement de mesure

Considérons l'espace (£2,F) ou  est un espace d’échantillonage et F est un

o — algébre de Q. Soit P une mesure finie sur (2, F), i.e. P est une fonction telle
que ([7], [5])

1. P: Fr—R*
2. P)=0,P(Q) =p<ooet
3. VA BeF: AnB =0, P(AUB) = P(A)+ P(B).

En particulier, si p = 1, on dit que P est une mesure de probabilité ou tout simple-
ment une probabilité sur (Q, F).

Soit Q une autre mesure de probabilité sur (€2, 7). On dit que P est absolument
continue par rapport & Q si VA€ F, Q(A)= 0 implique P(A)= 0 [7]. On le dénote
P <Q.

Soient P, une mesure finie sur (€, F) et Q une probabilité sur (£2, F) telle que

P < Q. Supposons qu’on veut estimer ¢ = /Q h(w)dP(w). Le théoreme de Radon-

dP
Nikodym [7] assure qu’il existe une variable aléatoire [——] (w) telle que

aQ

0 - [ h(w)[%g](w)dQ(w):EQ[hL(PvQ)]

P
ot L(P,Q,w) = aQ (w) et Eq dénote I'espérance sous la mesure Q. On appele

L(P, Q,w), la dérivée de Radon-Nikodym.

Proposition 3.1: Si L(P, Q,w) < 1 pour tout w tel que h(w) # 0, alors
Varq[hL(P, Q)] < Varplh] .

Pour vérifier ce résultat, il suffit de remarquer que:

Varg[hL(P,Q)] = Eq[h’L*(P,Q)] - [Eq[hL(P, Q)]
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= Eq[h’L*(P,Q)] - ¢’
< Varp[h].

Donc, avec la méthode de changement de mesure, parfois on peut réduire la
variance de notre estimateur et par conséquent, obtenir un meilleur intervalle de
confiance si on choisit une mesure de probabilité Q appropriée.

Considérons maintenant notre modele linéaire du processus de surplus. Posons €2,
Pensemble de toutes les trajectoires possibles de U(¢). Selon la représentation canon-
ique ou de Skorohod, chacune de ces trajectoires est dénotée par w = {(W;,Y;),i =
1,2,..} ot W; = T; — T;_ est le temps entre la i-iéme et (i — 1)-iéme réclamation
et Y; est le montant de la s-iéme réclamation. Soit F, la o — algebre des ensembles
de Borel de © et soit A € §, le sous-ensemble qui contient toutes les trajectoires de
U(t) pour lesquelles la ruine apparait. Construisons Fy4, la o — algebre de A telle
que F, ={Be€F:BCA}L

Si P est la mesure de probabilité sur (2, F) sous laquelle W; suit la distribution
exponentielle de parametre A, Y; suit une distribution générale G et les (W;, Y;) sont
iid alors, P(A) = v(u, ) < 1. Rappelons que dans la section 1.2.1, nous supposons
que la prime c excéde I'espérance du montant de réclamation accumulé par unité de
temps (i.e. ¢ > Au) dans le but de ramener (u, A) inférieure & 1.

Lorsque nous simulons directement le processus U(¢) pour estimer P(A), nous
ne savons pas & priori si nous sommes sur une trajectoire menant a la ruine. Ainsi,
il n’existe aucune méthode infaillible pour fixer la fin de la simulation. En effet,
’abscence de ruine jusqu’a l'instant ¢ ne certifie en rien que la ruine ne surviendra
pas a I'instant t + ¢ (¢ > 0). Pour éviter ce probléme, soit Q, une probabilité sur
(A, F4). Par définition de la mesure de probabilité, Q(A) = 1 (la ruine est certaine).

En appliquant la méthode du changement de mesure, nous aimerions simuler
notre processus sous cette nouvelle mesure de probabilité Q, afin d’obtenir un es-

timeur de v(u). Appelons P, la mesure finie sur (4, F,) telle que P(B) = P(B),
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pour VB € F4. Si Q est choisi tel que P < Q alors, d’aprés le théoréme de
Radon-Nikodym, il existe une variable aléatoire non-négative Z(w) telle que P(B) =

I Z(w)dQ(w). En particulier,

P(4) = [ 2(w)dQ(W) = EqlZ] = P(4) = $(u, ).

3.1.2 L’application

Considérons le modele linéaire du processus de surplus U(t) (1.1). Posons

T:min{n:u+cTn§Z§’;}, (3.1)

i=1

ou T, est le temps o survient la n-iéme réclamation (n > 0), avec Ty = 0. 7
est une variable aléatoire représentant le temps d’arrét (Stopping time) adapté a
la filtration naturelle du processus {U,} [7], ot U, = U(Z,). Intuitivement, ceci
veut dire que, connaissant I’histoire du processus {(Wy, Y1), ..., Wy, Ys)} jusqu’a la

n-iéme réclamation, nous pouvons déterminer si 7 < n. Posons
Ri(W;, Yt =1, ... 7] = Yreu)

Soient fi, g1 les densités de W; et Y; respectivement alors, par I'indépendance de ces

deux variables,
Plr=1]= /Q 14re1301(Y) fo(W)dWdY.

Plus généralement, pour tout n > 1, par 'indépendance des {(W;, Y;)}:
Pr<n) = [ lpcn [[o()AW)dWidY,
i=1
n k
= 3 [ 1= [T (W) A (W) aW;a;
k=1 =1

= /ﬂ Lir<ny [] 91(Y0) fo(Wi)dWidY:.
i=1
En prenant la limite de P[r < n] lorsque 7 tend vers I'infini on obtient:

lim Plr <] = [ 1<) IL0(¥)A(WIAWiaYs = Br(h) = ¥(u, )
i=1

n—00
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oll E)(h) dénote I’espérance de h sous la probabilité P.
Alors dP(w) = [] g1(Y:) f1(W;)dW;dY; pour Yw € A. Supposons que la fonction

i=1
génératrice des moments de Y existe. Définissons:

al) = G2Y — Keay) 32)

fg(’w) = )\oe_AGw ()\0 > /\)

1
oun K = et My (a) = E[e¥?]. Soit la mesure Q telle que
T o Mr(e) = Ble™] Qtelleq
dQ(w) = [] 92(¥3) fo(W;)dWidY;,
i=1
avec Ag > EL(Y) Alors, Q est une probabilité sur (A, F4) et Q domine P. Donc,
Q

la dérivé de Radon-Nikodym peut étre calculée ainsi:

. _ G aMAW) _ L deMig(Y))
120w = L omyam = I e mkerom)

2

: (KLAO) expl(do — N)T; — aXZjYi],

=

ouTl, = ZW, Finalement, en appliquant la méthode de changement de mesure
i=1

on obtient:

(u) = Ex(h) = Ex(hL)

_ B, {1{7@} (R’\TO)Texp {()\0 _ AT, - aZY}}
- E,\O{(ﬁ)Texp{(Ao—)\)TT—az::Y;}}. (3.3)

L’égalité (3.3) est obtenue puisqu’on suppose que la ruine est certaine sous la nou-
velle mesure Q (7 < oo p.s.). Si la fonction génératrice des moments de Y existe, le

choix de « et )y est fait comme suit:

e Soit Mg = A+ cR ol R est le coeflicient d’ajustement alors,

A AMy(R) _
K/\O_ >\+CR -
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e D’apres 3.1,

utcl, - > ¥, <0

=1

=+ I,-> Y <0

=1

— (AD—A)TT—(ﬁC:i)ZYigo,
i=1

alors en choisissant
(Ao —A)

Cc

on s’assure que exp {(Ag — AT, —a Xl ¥;} < 1.

o =

Donc, avec un tel choix de « et Ay,

L(P,Q,w) = (E)—\)G)Texp {(Ao - NT, - aZY} <1 (3.4)

et par la proposition 3.1, la variance de notre estimateur est réduite. Mais lorsque la

fonction génératrice des moments de Y n’existe pas, on doit se contenter de choisir

A= c
o= (—O—c—) avec un )\o > W et g2(y) = gl(y)'

La simulation du processus U(t) sous la nouvelle mesure en utilisant I’approche
de répétition consiste a faire N simulations indépendantes afin d’obtenir Ly, ..., Ly

et chaque simulation prend fin lorsque U(t) tombe en dessous de 0.

Algorithme 3.1.1
Pour i = 1 jusqu’a N faire
i+ 0.
Répéter
Incrémenter 7.

Générer W; et Y; selon g; et go.
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Calculer Yi_, Vi et S_, W
Tant que u +¢ Zi:l Ww; > Ei:l Y
] J

j
Calculer L; + e exp[(Ao — A)T; — az Yi]
K -

Incrémenter 3.
Fin (Pour).

D’apres la section 2.2, 'estimateur de ¥(u, A) est:
" y
A) == Li)
B =52
I'intervalle de confiance pour % (u, \) (valide lorsque N — o0o) est

IC = (u, \) & 21_apSV'N

01‘152:————1 Z%V_:(L—ﬂ(u b
N-15 SR

=1

Considérons maintenant le modele non-linéaire (1.4). D’aprés le travail de As-
mussen [2], le changement de mesure est maintenant adapté a la filtration naturelle
du processus de la fagon suivant:

A Détape i, on génére Y; ~ go;(y) et W; ~ exp(Xo;) et ensuite, on calcule U(t;),
c(U(t:)), Ri et Ag; o

o U(ty) = Ul(ti_1)e®™ + c(e™i —1)/6 — Y; (voir I’égalité (1.5)).
o c(U(t;)) = c+ 6U(t;) (voir I'égalité (1.3)).
e R; satisfait I’équation:
M+ c(Ut))Ri = AMy (R;),
R; est appelé le coeflicient d’ajustement local.

L4 )\Oi £ + C(U-('Ifz))Rz
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AMy(R;)

3 = 1 et il est démontré dans [2] que 7 < oo avec
0i

De cette maniere,

probabilité 1. Donc
L(P,Q,w H LL; (3.5)

o, LL; = exp{c(U(t;))R:W; — R;Y;}. L’1mplantat10n du processus U(t) pour le
modele non-linéaire afin d’estimer 1 (u, A) est la suivante:

Algorithme 3.1.2
Pour j =1 jusqu’a N faire

i 1; U(ts) « u; c(U(t:)) < ¢+ 0u; Ay = A+ c(U(t:))Ri.
Répéter

Incrémenter 3.

Générer W; et Y; selon exp(Ao;) et go;.

Calculer U(t;), c(U(t:)), R; et Ap.

LL; < exp {c(U(%;))R:;W; — RY;}.
Tant que U(t;) >0
Lj + HLLk.

2

Incrémenter j.
Fin (Pour).

L’estimateur de 9 (u, A) et son intervalle de confiance sont calculés de la méme fagon

que le modéle linéaire:
N

- 1
"7[)(“7)‘) = —]\_f L]"

J=1

I} = ’l/A)(U, )\) o= Zlﬁa/QS/\/N

I e

)2

H
=
&
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3.2 Processus d’entreposage X (t)

Dans cette section, on utilise la chaine imbriquée {X,} décrite en section 1.3.2
afin d’estimer la probabilité de ruine 9 (u, A). Rappelons que, comme le processus
de surplus, le processus d’entreposage X (t) est caractérisé par la suite des variables
{(W,;,Y;)} pour i = 1,2, ... et que:

i i (u)
1—(u,)) = F(u)=lim &=L 227
W) = Fl) = Jim SR

La figure 3.1 illustre une trajectoire de {X,} dans le cas linéaire (6 = 0) ainsi que

X(t)

=t

- W1—>-(—- W2 —

Figure 3.1: Une trajectoire de X (%).

ces variables. Il est clair que les d; sont dépendants (voir ’égalité (1.25)). Si on pose
F, Pestimateur de F'(u) alors, 1(u,A) = 1 — F" est donc un estimateur de 9(u, A).
Comme discuté a la section 2.3, 'approche des moyennes par lot est appropriée pour
ce type de probléeme. D’autre part, {X,} est un processus de renouvellement qui
se régéneére A chaque fois qu’il atteint 0. La méthode régénérative est donc aussi
applicable pour simuler {X,}.

Dans les sous-sections qui suivent, nous présentons 'implantation du processus
{X,} dans le cas linéaire pour estimer 1(u, A) sous la supposition que W; suit une
loi exponentielle de parametre A et le montant de réclamations Y suit une distri-

bution générale G. L’implantation du processus {X,} dans le cas non-linéaire est
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exactement la méme que le cas linéaire sauf qu’il faut remplacer les formules pour

r, et X, du cas non-linéaire.

3.2.1 Moyennes par lots

Supposons qu’on fasse une simulation de longueur Nb (le temps de la simulation)
olt N est le nombre de lots & simuler, b est la taille de chaque lot (en seconde). Les

statistiques résultantes sont calculés & chaque fois qu’on termine un lot. Soient:

e 7 un compteur du nombre des lots.

X dénote X,,.

‘D == z?:l d‘l(u)

Y, r, W dénotent les variables Y,, m,, W, de notre modéle.

F; la proportion du temps que processus passe en dessous du niveau u du

i-iéme lot.

(3
T = 3 W; le temps jusqu’a la n-iéme réclamation.
2z

L’implantation du processus {X,} pour estimer (u, A) ainsi que son intervalle de

confiance sous l’approche des moyennes par lot est effectuée comme suit:

Algorithme 3.2.1
Initialiser 7' =0
Pour ¢ = 1 jusqu’a N faire

X 0;D+0;r<« 0.
Répéter

Générer W et Y.
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Si X <walors D+ D+ W. Sinon, D <+ D + max(0, W —r).
X ¢+ max(Y, X —cW +Y).
r+ (X —u)/c
T+« T+W.
Tant que T < b
F; « D/b.

Incrémenter 4.
Fin (pour).

D’apres la section 2.3, I'estimateur de 1) (u, A) est:

- 1

'(/}(’U,, )‘) = N .

2

M=

(1-F).

Il
i3

L’intervalle de confiance de ¥ (u, A):

IC = 9(u, A) £ ty—1,1—a/2SNN
1 N

ou 52 = ‘]V—‘l“ Z(l == Fz — ’I,Z)(’U,, )\))2

=1
3.2.2 Meéthode régénérative

Soient T'C; et DCj, la duré du i-ieme cycle régénératif et le temps que le pro-
cessus passe en dessous du niveau u pendant ce cycle. Supposons qu’on simule une
trajectoire du processus {X,} qui contient N cycles régénératifs et si on reprend
les variables utilisées dans la section précédente, alors 'implantation du proces-
sus {X,} pour estimer v (u, \) ainsi que son intervalle de confiance sous I’approche

régénérative se présente comme suit:

38



Algorithme 3.2.2
11X+ 0D«0;r<0;,TC+ 0.
Tant que ¢ < N Faire

Générer W et Y.
TC «+ TC+W.
Si X <walors D + D+ W. Sinon, D < D+ max(0, W —r).
Si X —cW <0 alors
DC;«+ D;TC; +TC, X < Y.
Incrémenter 4; TC + 0; D « 0.
Sinon, X + X —cW + Y.

7 (X —u)/c.
Fin (Tant que).

A la fin de la simulation, on obtient la suite des couples (DC;, T'C;), pour i =
1,2,...,N. Donc, d’aprés les calculs établis & la section 2.1, Pestimateur de 1 (u, A)

et son intervalle de confiance pourraient étre présentés sous les formes suivantes:

. i DC;
= 11— d =

ot F'(u) est Iestimateur de F(u),

IC = (u, ) + Za Vw

2 l——

el

Q

ot RC = DC — 4(u, \)TC
et Var(RC) = Var(DC) — 2¢(u, \)Cov(DC, TC) + [(u, \)|*Var(TC).
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3.3 Modele de convolution

Rappelons que la probabilité de ruine calculée a I’aide de la méthode de convo-

lution (voir section 1.4) est ¢(u, A) = Pr[L > u| = E[l{1sy}], olt:
o L= va Li)

6
e N ~ Géométrique (1——_%-—9) ou 6 est la Security loading,

e Y est la variable aléatoire représentant le montant des réclamations avec dis-

tribution G.

Soit

Vo= Z
0 Sinon.

La simulation faite sous I’approche de répétitions consiste a simuler M trajectoires
indépendantes du processus Aggregate Loss {L} afin d’obtenir P, Ps,..., Py. La

méthode exacte est dépeinte a I’algorithme 3.3.

Algorithme 3.3 :
Pour i =1 a4 M faire

Vd I ’ 14 - 0
Générer N; ~ Géométrique (1_-1-—0)
Pour j =1 a N; faire

Générer L;.
Incrémenter 7.

Fin (Pour).

Sl = Z;-Vi L; > u alors P; = 1. Sinon, F; = 0.
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Incrémenter 1.
Fin (Pour).

L’estimateur ) (u, A):
M
B

=1

- 1
A)=—

9w ) = 37

Souligons que (u, A) est une proportion, donc on peut utiliser (2.1) pour estimer

son intervalle de confiance:

~

1C = b(u, A) £ 21y /(o N) (1 D, 1)) /M.
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Chapitre 4

Estimateur de la dérivée de
1 (u, \) par rapport au taux

d’arrivée des réclamations A\

Dans ce chapitre, nous présentons estimation de la dérivée de 1 (u, A) par rapport
au taux d’arrivée des réclamations A. Pour les processus {U(t)} et {X(t)}, nous
appliquons P’analyse des perturbations rares (RPA). Cependant, nous utilisons la

méthode du rapport de vraisemblance pour le modéle de convolution.

4.1 Analyse des perturbations rares (RPA)

L’analyse des perturbations rares est proposée par Brémaud & Vazquez-Abad
[9] pour estimer la dérivée par rapport au taux d’arrivée d’un processus ponctuel.
Rappelons que nos deux processus {U(t),t > 0} et {X(¢),t > 0} sont caractérisés
par des variables (W;, Y;) oli W; représente le temps entre la (i —1)-ieme et la z-iéme
réclamation, Y; représente le montant de la i-ieme réclamation. Soit {n;}, une suite
de variables Bernoulli de parametre AA/A (AX > 0) indépendantes de (W;, Y;) et

considérons le processus [32] caractérisé par (W;,Y;) oiu:
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B 0 sim=1
Y; sinon.

Ce nouveau processus suit la méme distribution qu'un processus dont le taux

d’arrivée est A — AX [30]. On appele systéme fantéme le nouveau systeéme, systeme

nominal le systéme original et réclamation fantome la réclamation qui est enlevée

du systéme nominal. Notons que, pour une trajectoire avec IV réclamations, comme

AX
les {n;} sont iid et suivent la distribution Bernoulli T), alors le nombre de

: s . R . : A
réclamations fantomes suit une distribution Binomiale | IV, =~ I La figure (4.1)
illustre un exemple du systéme fantéme ol il y a une seule réclamation fantome a

la premiére position i.e. 73 =1 et 7, = 0 pour Vi # 1.

u() Systeme fantéme

Systéme nominal

T, T T, t

Figure 4.1: Un exemple du systéme fantéme pour U(t) avec n, = 1.

Soit h(Wi, Y1;...; Wa, Yu), la fonction d’intérét du systéme avec taux d’arrivée
des réclamations ) tel que Eb = 9(u, ) et h(Wy, Vi;...; Wy, Ya), la fonction cor-
respondante du systéme avec taux d’arrivée des réclamations (A — A)X) tel que

Eh = 9(u, A — AX). Par définition:

Ex|h| — Ex—ax|h
d_d)\_,(p(u7)\) - Alilllo ’\I:] A)\)‘ AA[]
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. NN\ (Adym AX\N-m
= am a2 () (G5

h(Wl, )/1, . WN, YN) . h(Wl, ?vl, veny WN, ?N)

En| = |} @y
A)\ m —m
ol il (——) (1 — E)N est la probabilité qu’il y a m réclamations fantdmes
mic A A

parmi N réclamations et E,, dénote l’espérance conditionnelle de 1'événement m
réclamations fantémes parmi N réclamations. Dans les sous-sections qui suivent, on
utilise ’égalité (4.1) pour calculer 1)(u, A) & 'aide de chacun de nos deux processus

(U@t),t > 0} et {X(£),t > 0}.

4.1.1 Processus de surplus U (t)

Reprenons 1’expression (3.3) et posons Ky = A\/K\g. Pour le systéme nominal

$(u, \) a la forme:
P(u, A) = Ex, {Kg exp [(,\0 _ T, — aZy] } | -

Evaluons Y(u, A — AX) du systéme fantome en appliquant le changement de

mesure avec Ag — AA

b, A— AN = Ex_ax { (ﬁyexp [(,\0 = aZY] }
= Fyy_m {Kg exp [(Ao — X, = aéz} + R(A)\)}

ol le terme restant R(AM) est:

o) = (Y - 1) e [ow -9, o]

On souligne que les temps d’arrét adaptés 7 des deux systemes sont différents.

Dénotons:

e 7(0), le temps d’arrét adapté du systéme nominal et
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e 7(n), le temps d’arrét adapté du systéme fantome, qui devient une fonction de

n ot n = {m,i < 7(0)} et 7 suit la loi Bernoulli de parametre AX/A.

Alors, en utilisant les mémes arguments qui nous aménent a I’égalité (4.1), on ob-

tient:

P(u, A) — P(u, A — AX)

d :
ﬁz/)(u, A) = lim

AX—0 Al
7(0) m 7(0)—m
L 7(0)\ [ AX AX
- meZ(0)(5) 6-R)

7(0)
I r
—Em{KO @ exp [ (Ao = N Ty0) — @ > Y

AN

m _
Kg(") exp [()\g — M) — o Z Y;

-renfl @

Soulignons qu’il y a une différence entre (4.1) et (4.3). Pour égalité (4.1), N est une
constante. Cependant, 7(0) et 7(r7) sont des temps d’arrét aléatoires pour I’égalité
(4.3). Soulignons aussi que seulement les systémes fantomes ayant la premiere
réclamation parmi les 7(0) réclamations du systéme nominal sont considérés. En
effet, tout autre systéme fantome (la premiere réclamation fantdome est survenue
apres 7(0)) est identique au systéme nominal (la ruine est nécessairement survenue
au méme moment que le systéme nominal i.e. 7(0)) donc ne contribue rien a la
différence finie de (4.3).

Pour calculer la limite du coté droite de I’égalité (4.3), on reprend la méthode
décrite dans [9], qui est utilisée dans [33] pour démontrer que s'il existe € > 0 tel
que A\

= Exo—ax {T3 (K_Ao> } < 00, (4.4)
alors, lorsque A\ tend vers 0, 'égalité (4.3) ne contient que les termes pour m =0, 1,
et a la forme:

d 7(0) r(0) L
E)‘\"(b(u, )\) == E)\O TKO exp ()\() = A)T»,—(o) — Z Y;
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1 7(0) 7(4)

2 K;Pexp [(ho— Moy —a D Yi
0 j=1 i

} (4.5)

olt 7(7) dénote le temps d’arrét adapté du systéme fantdme avec une réclamation
fantéme & la position j (¥; = 0). L’idée de la preuve de (4.5) est de calculer

séparément les termes pour m = 0, m = 1 et m > 2 de 'égalité (4.3).

/

~
~

4
I
1
’ |
I
1
1
[}

1
1
1

> 1 ’
1
1
1

Tro) To

Figure 4.2: Une trajectoire du systeme fantome j = 1.

D’apres ’égalité (4.5), il semble que nous devons évaluer le systeme nominal qui
contient un nombre aléatoire 7(0) de réclamations et, pour chaque réclamation, nous
devons également considérer le systéme fantéme correspondant. Mais en vérité, on

& o4 & = p i [48 » o [ {3 ”
peut facilement déterminer si un systéme fantome est “mort” (atteint 0) ou “vivant

a partir du systéme nominal grace aux remarques suivantes:
e La différence entre le systéme fantome j et le systeme nominal est Y.

e Au moment de ruine i.e. ZZ(O) Y; —u— Ty > 0, pour j < 7(0) tel que

T g o) > Yj alors 7(j) = 7(0) i.e. le systéme fantdme est mort.

e Si on continue a générer notre processus nominal U(t) i.e. générer W, et
Y, o n > 7(0) alors, lorsque le systéme nominal meurt de nouveau, tout

systéme fantéme vivant j qui satisfait > ;' Y; — u — ¢TI, > Y; est mort aussi
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(7(3) = n). On continue le processus jusqu’a ce qu’il ne reste aucun systéme

fantome vivant.

La figure (4.2) illustre une trajectoire du systéme fantéme pour j = 1. Ce systeme
reste vivant a T,y et meurt au temps Tr(). Dénotons 12’ (u, A) Pestimateur de
%w(u, A). L’implantation complete de notre systeme est présentée dans l'algo-
rithme 3.1.1a. Cet algorithme est une version améliorée de I’algorithme 3.1.1 afin

de calculer parallelement ¢(u) et ¢'(u, \) .

Algorithme 3.1.1a:
Pour 7 = 1 jusqu’a N Faire

j + 0; arrét<— 0; nominal + Vral.
Répéter
Si nominal Alors
Répéter
Incrémenter j.
Générer W; et Yj selon g1 et go.
Calculer Zj 1 Y et Zi_l W;
Tant que u+cY4_, W; > Z,c L Y

nominal <— Faux; Temp + Z Yo —u-— cZ W;.
k=1 k=1
nbfan + j.

p } Y J J
L; + (K_)\o) exp[(Ao — Z aZYk]
LD; = jLi(Ao/A).
Pour f =1 a nbfan Faire
Si Yy < Temp Alors
J

A J i
LD, + LD;— (ﬁ) exp[()\g —)\) Z I/V] —OZZY;C‘FYf].
0 k

k=1
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Y; < 0; Incrémenter arrét.
Fin (Si).
Fin (Pour).
Sinon
J J
Temp + ZY}c—u—cZWj.
k=1 k=1

Pour f =1 & nbfan Faire

Si Yy < Temp et Yy > 0 Alors

Y Y J J
LD;+ LD;,— | — GXp )\0 = Z Z Y.+ Yf]
KXy i :
Y; < 0; Incrémenter arrét.
Fin (Si).

Fin (Si).
Tant que arrét # bnfan
Incrémenter .
Fin (Pour).

Ainsi, Pestimateur de v'(u, \) et son intervalle de confiance (valide asymtotique-

ment) de niveau o sont:

,17/)[ NAO Z LDZ,

0= {b\'(u, A) =k Zl_a/QS/\/N

N
o1 S ——N—_—llz_:(LD i/ A0 — Plu, M)

4.1.2 Processus d’entreposage X (t)

Considérons la chaine imbriquée X, (1.24) du processus d’entreposage X (t) et
rappelons que
1—9(u,)) = F(u)=lim P{X(t) <u}

t—o00
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1 (Y 1 M)
= t1_1+I£10 E{Zd}—hm Zd p-s.

ol d; est le temps que le processus passe en dessous du niveau u entre le (4 — 1)-ieme
et le i-itme saut et N(t) est le nombre de réclamation survenues dans [0, t).
Posons
N(#)
h[X(s),s <t] = Z d;.
Soit {n;}, une suite de variables Bernoullli 1ndependantes de parameétre AA/A,
indépendantes de {W;,Y;}. De la méme fagon qu’a la section précédente, notre

processus fantéme est obtenu en associant la suite {7;} au processus nominal. Si

on dénote {X,(t)}, le processus avec taux d’arrivée des réclamations A, alors par

définition:
d B 1 E{h[X)(5),s < t]} — E{h[Xar-axr(s),s < t]}
e Aliﬂloﬁﬂg{ .

~ Jim Jim {E{h[XA(S)75 < t]} ;fjh[XA—AA(S), 5 < t]}} )

Fixons t < oo et considérons la différence finie dénotée par Fa(A,t) de l’égalité
(4.6). En conditionnant sur le nombre m de réclamations fantomes parmi N(t)

réclamations, on obtient:

o - B (2"
E, { [A(Xx(s); s < t] — A[Xh-ax(s); s < ¢ }} (47)

tAX
ol E,, est 'espérance conditionnelle par rapport au nombre de réclamations fantoémes
étant donné N(t) réclamations. Pour m > 2, les termes dans la somme de I'égalité
(4.7) sont de l'ordre O(AM?) et ils s’annulent presque siirement quand AXA — 0;
pour m = 0, les systémes nominal et fantéme coincident et la différence entre les h

est égale & 0. Dong, il ne reste que le cas m = 1:

FA(\ ) = E{N(t) (%) (1 - %)N(t)_l %

49



7AW}

] ol FUE
(o (3)0-3)

NG (N :
;{ ) (d, 75(A)A dn(y)]}} (4.8)

-1 N(t) N() _ .
5 {(1_%) 5 {znzl[d,xg) dn(m}} (49)

olt d,,(0) est le temps que le processus nominal passe en dessous du niveau u entre la

B, {[h(XA(s); s <#] = h[Xx-ax(s); s < 1] }}

I
&

2‘H

S| =

(n — 1)-iéme et la n-iéme réclamation et, d,(j) est celui correspondant au systeéme
fantdme ou il y a une seule réclamation fantome & la position j. Le facteur ﬁ
apparaissant dans (4.8) est la probabilité que la réclamation fantome se trouve a la
position j pour j = 1,..., N(¢).

Si on prend la limite de 1’égalité (4.9) lorsque AX — 0 et la remplace dans (4.6),

on obtient:

4 Py = Jim 11&“ { S [dn(0 (0) = dnu)]} B

Donc, la dérivée de v (u, A) par rapport & A est

d d
() = ——F(u)
= i & ENg(f) {zm[d ut)—dn(on}_ (1)

Comme dans le cas du processus U(t) de la section précédente, nous n’allons
pas générer les systémes fantdmes mais nous allons plutdt raisonner afin d’obtenir
dn(§) — d,(0). Rappelons que X (t) est un processus régénératif (section 1.3) et
dénotons {X,,(0)} le processus nominal, {X,(j)} le processus fantome ou la j-ieme

réclamation est ignorée.
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Figure 4.3: Une trajectoire du systéme fantéme X, (j) avec j = 1 (cas linéaire).

Cas linéaire:

On remarque que:

| ~.\ AX/c = < AX/c

Figure 4.4: Cas 11 — AX,(j)/c <0.

e X, (j) = X,(0) pour j < n et X;(j) = X;(0) - Y.

o Soit AX,(j) = X,(0)—X,(j). Alors AX,,(j) = 0pourVj < net AX;(j) =Y.
De plus, comme illustré dans la figure (4.3), AX,(j) décroit et s’annule lorsque
X,(0) = 0ie. & lafin d’un cycle régénératif. Au début d’un nouveau cycle
régénératif, les deux processus coincident. Donc, AX,(j) > 0 seulement a
intérieur du cycle auquel j appartient. Avec toutes ces remarques, AX,(j)

peut étre calculé récursivement comme suit:

AX,(5) si Xp(0) — Wyq1 > AX,(7),

AXTZ+1 (.7) =
X, (0) — cW,y1 sinon.
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e Soit Ad,(j) = dn(j) — dn(0). Pour formuler Ad,(j) on distingue deux cas:

1. Pour X,(0) < u, il est évident que Ad,(j) = 0.

2. Pour X,(0) > u,

min(rp41, Wai1) 41 — AXn(f)/c <0,
Adn(]) = AXn(J)/C = maX(O, Tn+1 — Wn+1) 0 <rpg1— AXn(])/C < Whin,
0 Tpny1 — AXn(])/C > Wn-l—l-

L’implantation du processus X (¢) dans le cas non-linéaire est la méme que le cas

linéaire. La figure 4.4 illustre le cas ot X,,(0) > u et 741 — AX,(j)/c < 0. Soient :
e AX; dénote AX,(j).
e Ad dénote 3; 3, Adn()-

L’implantation du processus X (t) pour estimer ¢'(u, A) sous I’approche des moyennes
par lot et la méthode régénérative est présentée respectivement par l'algorithme
3.2.1a et I’algorithme 3.2.2a. Comme dans la section précédente, ces deux algo-
rithmes sont des versions complétes des algorithmes 3.2.1 et 3.2.2 afin d’estimer

simultanément v (u, A) et 9'(u, A).
Algorithme 3.2.1a:
T+ 0

Pour 7 =1 jusqu’a N faire

X +u, D+ 0,7« 0, nbfan + 0, Ad < 0.
Répéter

Générer W et Y.

Si X <walors D+ D+ W.
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Sinon
D+ D+ max(0,W —r).
Pour j =1 & nbfan Faire
Si (r — AX;/c) <0 Alors Ad < Ad+ min(r, W).
Si (r—AX;/c) <W Alors Ad + Ad+AX;/c—max(0,r—W).
End (Pour).
Si (X — ¢W < 0) Alors nbfan - 0, X <~ Y.
Sinon,
Pour j = 1 & nbfan Faire
Si (X — W < AXj) Alors AX,; + X — cW.
X+X-cW+Y.
Fin (Si).
nbfan < nbfan + 1, AX pan < Y, 7+ (X —u)/c.
T=T+W.
Tant que T < b
F; « D/b.
DF; + Ad/Ab.

Incrémenter :.
Fin (pour).

L’estimateur de 9'(u, A) est:
R 1 XN

i=1

L’intervalle de confiance de 9'(u, A):

IC = Q/BI(U" )‘) #E tN—l,l—a/2S/\/N
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ol SRt f:(DF- — ' (u, A))?
N | 1 ¢ k3 3 5

Algorithme 3.2.2a:
i1, X« 0;D <« 0;7r+0; ST + 0.
Tant que ¢ < N Faire

Générer W et Y.
ST + ST+ W.
SiX<wualors D« D+ W.
Sinon,
D «+ D + max(0, W —r).
Pour 7 =1 a nbfan Faire
Si (r — AX;/c) <0 Alors Ad + Ad + min(r, W).
Si (r — AX;/c) < W Alors Ad + Ad+ AX;/c — max(0,r — W).
End (Pour).
Si X —cW <0 alors
DC; =+ D;TC; + ST; AdC; + Ad; X < Y.
D <+ 0; Ad < 0; nbfan < 0.

Incrémenter i; ST < 0; D < 0.
Sinon,
Pour j = 1 a nbfan Faire
Si (X — W < AX;) Alors AX; - X —cW.
X+ X—-cW+Y.

Fin (Si).
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nbfan < nbfan + 1; AXppaan < Y 7 (X —u)/c
Fin (Tant que).

L’estimateur de 1'(u, A) et son intervalle de confiance pourraient étre présentés sous

les formes suivantes:

. SN AdC;
! 2 = 1
o v/ Var(RC")/N
IC = ’lp (U, )\) + Zl_a/z——————‘—Ta

ol RC' = AdC — ¢'(u, \)TC
et Var(RC") = Var(AdC) — 29/ (u, \)Cov(AdC, TC) + [§' (u, \)]*Var(TC).
Cas non-linéaire:

De facon analogue du cas linéaire [33]:

e AX,(5):

AXq(5) e Si Xa(0) — §(e”1 — 1) > AXL(4),

W1 [X,(0) — §(e™+ — 1)) Simon.

AXpia(j) = {
o Ad,(5):
1. Pour X,(0) < u, il est évident que Ad,(j) = 0.
2. Pour X, (0) > u,

Adn(]) = Imax (min(T,H_l, Wn+1) — T'n+1 (j))

ol Tny1(J) = Tny1 + gln (1 X,.(0) + 0/5).

Remarque: On pourrait aussi estimer la dérivée de 1(u, A) & 'aide du processus

X (t) par la méthode d’IPA (Infinitesimal Perturbation Analysis).
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4.2 Méthode du rapport de vraisemblance

La méthode du rapport de vraisemblance est aussi connue sous le nom méthode
de la fonction de score ([32], [14]). Rappelons que sous la méthode de convolution,

la probabilité de ruine a la forme:
N
$w,A) = P (; Li> u) — B, [1{Ziv Lm}]
= Z P (i L;>u
n>0 i=1

- Blr (ibu)

N =) (o

oll
e les variables L; sont mutuellement indépendantes et indépendantes de IV et
1 T
suivent la distribution F(z) = % / (1 - G(x))dy,
0
e mm) = POV =) = 7o (15) = (1= e/ Oua/o)"
A T T AP
e 0 est le “Security loading”,
e c=(1+6)u est la prime et

e 1 est I'espérance du montant de réclamation Y dont la distribution est G.

n
D’autre part, P (Z L >u
i

N = n) est indépendante de A alors

N = n) moln) = F <$Lz > u> pa(n)
- P (z sk u) PR )

n

P, (n)

oll px,(n) = (1 — Xoe/u) (Aops/c)", pour tout A > p/c. Ce qui implique que

Plu,N) = ZP(iwu) . ((’jf)pm(n)-

A
n>0 Ao
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Soulignons que cette derniére expression de 1(u, A) est équivalente a un change-
ment de mesure. En effet, soient O = N et F = o(IN) et soit Py la probabilité sur
(€, F) avec masse de probabilité py. Soit P),, une autre probabilité sur (£2, ) avec
masse de probabilité py,, il est clair que P, < P,,. Donc, en appliquant la méthode

de changement de mesure, la probabilité de ruine 1 (u, \) est exprimée comme suit:

Wb(u, ) EAD{ (ZL > )pAU((]]\%} _ B, [L()\, Yo Mg o] (412)

pAN) (1= de/p) /o)
(V) (1= oe/p)(hop/)™
Dérivons les deux cotes de 1’égalité (4.12) par rapport a A, on obtient

ol L(A, Ag, N) = est la dérivée de Radon-Nikodym.

d d
V) = e[ 10 )1{2 1o
d ;
= By, [ d)\L (A Ao, N {Ef’ Li>u}] (par convergence dominante)

= £y, [L (A Ao, N hlL(’\ Ao, )[1{ZﬁvLi>u}]

= E}\O [L )\ )\0, S()\ )\07 )[1{25\[ Li>u}]

ou S(A A, N) = EﬁlnL()‘ Ao, V). S(A, Ao, N) est appelé la fonction de score.

(1 = Ac/p)(Pp/e)™ :
Remplacons L(\, Ag, V) par , S(A, Ao, V) devient
plag ( 0 )p (1“>\OC//J')()\0/1'/C)N ( 0 )

d [ln (1 = Xe/w) p/e)N ]
dX | (1 — Aoc/m)(Mop/c)¥

= d‘f\ (In(1 — Ac/p) + N In(hp/c)]

_ (N1
—u)\u c—Ap/)’

Remarquons que la fonction de score ne dépend pas de A, alors

S\ do, N) =

%q/)(u,)\) = E [S(%N LTS Li>u}]

N1
- (5~ ) )
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d N 1
ik Wi At BRI = e
d/\zp(u, ) et soit p e i

¥/ (u, A) et son intervalle de confiance sont faits paralltlement avec ceux de ¥(u, \)

Soit 7' (u, A), Pestimateur de . Les calculs de

en ajoutant des calculs de p dans 1’algorithme 3.3:

Algorithme 3.3a:

Pour 1 = 1 & M faire

e - ¢
Générer N; ~ Géométrique (m)
Pour j =1 a N; faire

Générer Lj;.

Fin (Pour).

Si L=Y7%L; > u alors

P’i:17
. S
pz_/\u c— A\

Sinon, P, =0, p; = 0.
Incrémenter 2.
Fin (Pour).

L’estimateur 9 (u, A):

¥ (u, A) sz,

et I'intervalle de confiance de 9'(u):
IC = ’QZ’(’U., )\) + Zl_a/st/'\/ M

ou S% =

u, A))"
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Chapitre 5

Résultats de simulations

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats de simulations pour plusieurs distri-
butions du montant de réclamation Y avec le méme taux d’arrivée de réclamations
A =1, la méme prime ¢ = 1.5.

Nous présentons également dans nos résultats, l'efficacité de nos estimateurs, une
mesure qui nous permet de comparer la performance de nos méthodes de simulation
dont la notion est la suivante [21]:

Notion de ’efficacité d’un estimateur: Soit X, une variable aléatoire que
I'on prend pour estimer une valeur inconnue p. Le biais, la variance et l'erreur

quadratique moyenne (MSE) de X sont définis respectivement par:
B = EX]-u
ot = Var(X) = E[(X - E[X))%);
MSE(X) = E[(X — )] =0"+07,
et Defficacité (Eff) de X est définie comme

1

BAX) = o MSE(T)

oll tepy est le temps moyen du CPU pour la simulation. Cette mesure tient compte

des deux facteurs qui affectent la performance dans une simulation:
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1. La vitesse de calcul et
2. L’erreur de calcul.

En particulier, si X = % 3 X; est Pestimateur de EX; = p ol X; sont iid et NV
est la taille de la simulation alors, tcpy est proportionnel & N ie. topy = alN e,
Var(X) = %%i Donc, l'efficacité devient ume mesure indépendante de la longueur
de la simulation.

Mais pour vraiment comparer la performance des méthodes de simulations, a

part de Defficacité d’un estimateur, nous allons considérer aussi d’autres criteres:

o “Set-up time’: Le temps requis pour les calculs préliminaires avant d’écrire
le programme. Par exemple, le développement du rapport de vraisemblance

lorsqu’on utilise le processus de surplus U(t) (section 3.1.2).

e La robustesse: Lorsqu’on parle de la robustesse d’une méthode de simulation,
c’est que I'on veut qu’elle soit efficace pour tout domaine d’application. Dans
notre cas, l'estimation de t(u, ) est robuste si elle fonctionne pour toute

distribution de Y.

Soulignons que I'implantation de tous nos systémes sont faites avec SIMOD, un
progiciel de simulation de systémes stochastiques a événement discrets, avec vision
par événement ou par processus. Ce progiciel est implanté sous forme de modules
pré-compilés, écrits en Modula-2 [22]. Parmi ces modules, on retrouve RANDI
qui nous permettent de générer des valeurs aléatoires suivant différentes lois de
probabilité comme Exponentielle, Weibull, Normale, etc. Nous utilisons également
les modules EVENT et GENEP pour générer nos processus de Poisson.

Pour chaque modéle, avant de présenter les résultats des simulations ainsi que le
tableau comparatif de I'efficacité des méthodes de simulations, nous présentons en
détails les calculs nécessaires et les algorithmes pour la génération de nos variables

aléatoires non-fournies par le module RAND1 de SIMOD.
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5.1 Loi Exponentielle

Pour cet exemple, on connait ’expression analytique de 9 (u, ) et de sa dérivée.

Cela nous permet de vérifier nos résultats de simulation. Si Y ~ exp(f), sa fonction

Be=Pv Siy >0,
gl(y) =

0 Sinon.

de densité a la forme:

E[Y] =

My(T) =

g—r
Comme nous ’avons vu dans la section 1.2.1 pour le cas linéaire, nous pouvons
¥

d
d}\v,/z(u, A).

La probabilité de ruine dans le cas ot Y suit une distribution exponentielle est

trouver sans difficulté les valeurs théoriques de ©(u, A) et de

i
= > 0. :
lu, N) = T exp {1+0 ﬁ} u>0 (5.1)
A cf3
Rappelons que ¢ = (1 + 9)AE[Y] = (1 + 9)5, donc 8 = e 1. En remplagant la

valeur de 6 dans (5.1) on obtient:

W, \) = E%exp { (% _ 1) uﬂ} w0, (5.2)

Donc, la dérivée de 1)(u, \) par rapport a A est

oo (F el (-

Prenons 8 = 1 et remplacons les valeurs de 3, c et A dans (5.2) et (5.3). On obtient

la valeur théorique de ¢(u, A) et sa dérivée par rapport & A:

o

Y, Nhoy = 375, w20, (5.4)
d 2\2 .
(V) s = (1 + 5u) “eb uzo (5.5)
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Pour le cas non-linéaire (voir section 1.2.2), 'expression analytique de ¢(u, A) est
donnée par Sergerdahl (I’équation (1.15)). Nous utilisons mathématica afin de cal-
culer sa dérivée. Pour la simulation, nous reprenons les mémes valeurs pour A, c et,

nous prenons ¢ = 0.05.

5.1.1 Processus de surplus U (%)
Cas linéaire

Nous avons vu dans la section 3.2.1, lors de l'utilisation de la méthode du change-
ment de mesure, que si la fonction génératrice des moments existe alors les choix

optimaux pour A et « sont tels que

X = Bol]’ (5.6)
X = A+cR et (5.7)
o = (ﬁgﬁ =R. (5.8)

En particulier, dans le cas Y ~ exp(f) (voir section 1.2.1):

05

1+9_ﬁ__

Sous la probabilité Q, Y a la densité (voir section 3.1.2)
2W) = F® - s
D’autre part, la condition (5.7) implique que Ag = ¢B. Donc, en appliquant

R
eai(y) (8 — R)e~ 6~ — A ~2y
: A . ;
I'algorithme 3.1.a avec A\g = ¢ = 1.5 et ¥ ~ exp | — | on obtient les résultats du
@

tableau 5.1.

Cas non-linéaire

D’aprés I'approche du changement de mesure discutée & la fin de la section 3.1.2, on

applique directement ’algorithme 3.1.2. Les résultats se trouvent au tableau 5.6.
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Remarque

En examinant ces résultats , on remarque que:

e Le temps de CPU augmente avec u, ce qui est normal car il nous faut plus de

temps pour que U(t) < 0.
o &1/; et & W sont des fonctions décroissantes de wu.

e l'approche IS est tres efficace (voir tableau 5.5) dans les cas difficiles (la ruine

est de plus en plus rare lorsque u augmente).

5.1.2 Processus d’entreposage X (t)

Les estimateurs de ¥(u, \) et de %w(u, A) sous Papproche des moyennes par lots et
la méthode régénérative pour le cas linéaire se trouvent aux tableaux 5.2 et tableau
5.3 respectivement. Les résultats du cas non-linéaire sont présenter aux tableaux
5.7 et 5.8. Notons que la seule différence entre I’approche des moyennes par lots et
la méthode régénérative est dans les calculs pour les intervalles de confiance. Ce qui
explique la ressemblance des résultats de ces deux méthodes. Par contre, les temps
de CPU sous la méthode régénérative sont plus longs car il y a plus de calculs a
effectuer pour la variance et la covariance (voir section 2.4). Cependant, le temps de
calcul est inversement proportionnel & u, car la mise-a-jour des statistiques lorsque

le processus d’entreposage est au dessus du niveau u devient moins fréquent (voir

I’algorithme 3.2.1a et 3.2.2a de la section 4.1.2).
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5.1.3 Modele de convolution

Avec le modele de convolution, l'algorithme 3.3a de la section 4.2 génére les variables

L; dont la distribution est

F@) = gy ) 0 GWy

= ﬂ/ox e Mdy =1— e ~ exp(B).

Les résultats des simulations avec le modeéle de convolution se trouvent au tableau

5.4. On remarque qu'’ils sont trés stables: le temps de CPU ne dépend pas de u.

5.1.4 Tableau d’efficacité:

L’efficacité de nos estimateurs est présentée au tableau 5.5 pour le cas linéaire et

tableau 5.9 pour le cas non-linéaire.
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Probabilité de ruine 1 (u, A) (loi Exponentielle)

u=20 u=2 u=4 =15
P(u, A) 0.675 0.340 0.175 0.090
64 0.0039 0.0020 0.0010 0.0005
IC (90%) (0.669,0.682) | (0.337,0.344) | (0.173,0.177) | (0.090,0.091)
¥(u, \) 0.66667 0.34228 0.17573 0.09022
Dérivée de la probabilité de ruine 9 (u, \)
u=~0 y =2 u=4 u==~06
W' (u, \) 0.686 0.778 0.636 0.443
Gy 0.0272 0.0247 0.0171 0.0105
IC (90%) (0.642,0.731) | (0.738,0.819) | (0.608,0.664) | (0.426,0.461)
¥ (1, A) 0.66667 0.79864 0.64435 0.45112
Temps de calcul & Nombre total de réclamations observées
Nb de réclamations 10,465 24,640 38,202 52,038
Tepy(s) 0.72 1.29 1.69 2.18

Tableau 5.1: Processus U(t) avec IS: 3,500 répétitions (modele linéaire).
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Probabilité de ruine ¢(u, A) (loi Exponentielle)

u =10 u=2 u=4 = B
(u, ) 0.667 0.344 0.177 0.092
64 0.0028 0.0040 0.0039 0.0034
IC (90%) (0.662,0.671) | (0.337,0.350) | (0.171,0.184) | (0.086,0.097)
¥ (u, A) 0.66667 0.34228 0.17573 0.09022
Dérivée de la probabilité de ruine 3 (u, A)
u=>0 u =2 u=4 @ =0
D' (u, A) 0.664 0.798 0.642 0.456
Gy 0.0028 0.0116 0.0157 0.0185
IC (90%) (0.659,0.669) | (0.778,0.817) | (0.616,0.669) | (0.425,0.487)
Y (u, \) 0.66667 0.79864 0.64435 0.45112
Temps de calcul & Nombre total de réclamations observées
Nb de réclamations 100,000 100,000 100,000 100,000
tepu(s) 2.24 2.20 2.03 1.95

Tableau 5.2: Processus X (¢) 100 lots de longueur 1000 (modele linéaire).
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Probabilité de ruine 1 (u, A) (loi Exponentielle)
u=>0 =2 u=4 u=20
B(u, \) 0.671 0.349 0.182 0.095
Gy 0.0032 0.0048 0.0047 0.0039
IC (90%) (0.665,0.676) | (0.341,0.357) | (0.174,0.189) | (0.088,0.101)
p(u, A) 0.66667 0.34228 0.17573 0.09022
Dérivée de la probabilité de ruine 1’ (u, \)
u =70 =g u=4 u =206
D' (u, A) 0.671 0.817 0.676 0.481
G 0.0032 0.0148 0.0213 0.0219
IC (90%) (0.665,0.676) | (0.793,0.842) | (0.641,0.711) | (0.445,0.517)
¥ (u, A) 0.66667 0.79864 0.64435 0.45112
Temps de calcul & Nombre total de réclamations observées
Nb de réclamations 91,272 91,272 91,272 91,272
Tepu(s) 2.79 2.65 2.59 2.44

Tableau 5.3: Processus X (t) avec la méthode régénérative: 30,000 cycles (modele

linéaire).
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Probabilité de ruine 1 (u, A) (loi Exponentielle)

uw=10y §=2 u=4 =0
P(u, \) 0.665 0.339 0.176 0.091
&y 0.0021 0.0021 0.0017 0.0013
IC (90%) (0.661,0.668) | (0.336,0.343) | (0.173,0.179) | (0.089,0.093)
W(u, N) 0.66667 0.34228 0.17573 0.09022
Dérivée de la probabilité de ruine 1 (u, \)
u=0 u=2 y=4 u==6
¥ (u, \) 0.668 0.802 0.651 0.460
&y 0.0092 0.0087 0.0084 0.0077
IC (90%) (0.653,0.683) | (0.788,0.816) | (0.638,0.665) | (0.447,0.473)
W' (u, \) 0.66667 0.79864 0.64435 0.45112
Temps de calcul & Nombre total de réclamations observées
Nb de réclamations 99,848 99,848 99,848 99,848
Topu(s) 1.86 1.89 1.89 1.90

Tableau 5.4: Modéle de convolution : 50,000 répétitions (modeéle linéaire).
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Lefficacité de 9)(u, A) (loi Exponentielle)

u=20 u=2 u=4 i =B
Batch 4.440145E+004 | 2.021387E-+004 | 1.967185E+004 | 3.711820E+-004
Régénérative 3.607778E+4004 | 1.624208E+004 | 1.750177E+004 | 2.626922E+004

Importance Sampling

8.305478E+004

1.890751E4-005

5.220770E4005

1.673462E4-006

Convolution 1.205938E-+005 | 1.180283E+005 | 1.825288E-+005 | 3.169380E+005
Lefficacité de ' (u, \)
u=20 w=2 u=4 u="=6
Batch 4.309521E+004 | 2.991241E4003 | 1.216699E+-003 | 1.234785E+003
Régénérative 3.607778E+004 | 1.721267E+003 | 8.496564E+002 | 8.548200E~+002

Importance Sampling

1.784300E+003

1.280836E+003

1.986227E+003

4.255893E+003

Convolution

1.433600E+-004

1.594678E+004

1.711588E4-004

1.999795E4-004

Tableau 5.5: Tableau comparatif de I'efficacité des méthodes (modele linéaire).

Probabilité de ruine ¢ (u, A) (loi Exponentiel)
u=10 =2 u=4 u =206
P(u, N) 0.620 0.266 0.107 0.041
6y 0.0041 0.0021 0.0008 0.0003
IC (90%) (0.613, 0.627) | (0.262, 0.269) | (0.105, 0.108) | (0.040, 0.041)
W(u, \) 0.619915 0.264757 0.106251 0.040303
Temps de calcul & Nombre total de réclamations observées
Nb de réclamations 10,190 20,080 29,200 37,070
tepu(s) 0.26 0.50 0.70 0.87

Tableau 5.6: Processus U(t) avec IS: 3,500 répétitions (modéle non-linéaire).
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Probabilité de ruine 9 (u, \) (loi Exponentiel)

u=20 =2 u=4 =8
P(u, N) 0.620 0.267 0.107 0.041
Gy 0.0025 0.0029 0.0024 0.0016
IC (90%) (0.616, 0.624) | (0.262, 0.272) | (0.104, 0.111) | (0.039, 0.044)
¥(u, A) 0.619915 0.264757 0.106251 0.040303
Dérivée de la probabilité de ruine ¥’ (u, A)
th={} u =2 u =4 u=206
P (u, A) 0.595 0.558 0.342 0.173
Gy 0.0021 0.0074 0.0081 0.0070
IC (90%) (0.591, 0.598) | (0.546, 0.570) | (0.329, 0.356) | (0.161, 0.185)
Y (u, A) 0.568656 0.542398 0.332780 0.168018
Temps de calcul & Nombre total de réclamations observées
Nb de réclamations 100,000 100,000 100,000 100,000
topu(s) 7.25 6.34 5.75 5.40

Tableau 5.7: Processus X (t) 100 lots de longueur 1000 (modéle non-linéaire).
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Probabilité de ruine ¥ (u, A) (loi Exponentiel)

u=20 w=2 u=4 =0
¥(u, \) 0.622 0.269 0.109 0.041
65 0.0026 0.0033 0.0025 0.0016
IC (90%) (0.618, 0.627) | (0.264, 0.275) | (0.104, 0.113) | (0.038, 0.044)
w(u, A) 0.619915 0.264757 0.106251 0.040303
Dérivée de la probabilité de ruine ' (u, A)
=1 © =2 u=4 u =6
D' (u, \) 0.597 0.566 0.349 0.174
Gy 0.0022 0.0078 0.0086 0.0073
IC (90%) (0.593, 0.602) | (0.561, 0.572) | (0.345, 0.353) | (0.171, 0.177)
V' (u, A) 0.568656 0.542398 0.332780 0.168018
Temps de calcul & Nombre total de réclamations observées
Nb de réclamations 92,900 92,900 92,900 92,900
topu(s) 7.90 6.97 6.47 6.26

Tableau 5.8: Processus X (t) avec 30,000 cycles régénératifs (modele non-linéaire).
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Lefficacité de 9)(u, A) (loi Exponentielle)

u=0 U =2 u=+4 u=206
Batch 2.285766E+004 | 1.863291E+004 | 3.136589E+004 | 7.283707E+004
Régénérative 1.876953E+004 | 1.333748E+004 | 2.407298E+004 | 5.950418E+-004

2.651933E4-005

5.582025E+005

2.322144E4-006

1.182430E4-007

Importance Sampling

Lefficacité de ¢ (u, \)

Batch 3.116563E4-004 | 2.852559E+003 | 2.675091E4-003 | 3.729885E+003
Régénérative 2.727269E+004 | 2.369607E+003 | 2.091846E+003 | 3.032010E4-003

Tableau 5.9: Tableau comparatif de I'efficacité des méthodes (modéle non-linéaire).

5.2 Loi de Weibull

Si Y ~ Weibull(a, b) alors sa fonction de densité a la forme:

ai(y) = ba’y""'e™ "y >0, (5.9)
1
E[Y]= EI‘(l +1/b).
1
Choisissons a = %ol et b= 2. La densité en (5.9) devient:
2
) =ye T y>0, (5.10)
E[Y] =v2[(1 +1/2) :\/%
(e8] 2
My(r) = [ ye ¥ tray
0
(o] 2 7,2 o0
= 1+ 7‘/ e~ Tty =1+ reT/ e 2" gy. (5.11)
0 0

Posons z = y — 7 et faisons le changement de variable dans I'intégrale de (5.11),
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Figure 5.1: La densité gs(y).

nous obtenons:

1‘2 o0 22 7‘2
My(r)=1+re? / e Tdz=1+V2r®(—r)re=
0

ot ®(-) est la distribution Normale(0, 1).

Les seules valeurs théoriques que ’on connait dans ce cas sont:

1 )E[Y] ym/2
w(O,A)—(Ha) = — — =" = 0835543,

d;‘f\¢(o, s EY] _ Vf_/‘z ~ 0.835543,

5.2.1 Processus de surplus U (¢t)

Rappelons que le coefficient d’ajustement R est la solution de ’équation (1.11) de

la section 1.2.1. En particulier dans notre cas, R est la solution de ’équation:

(1+6)R =v2r ®(—R) Re¥ (5.12)

c e 1.5
MEY - P

(5.12), nous trouvons R = 0.214272 et My (R) ~ 1.32141. Ainsi, d’aprés la section

— 1~ 0.19683 . En utilisant Mathematica pour résoudre

oufd =
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3.2.1, nous choisissons A\g = A+cR =~ 1.321408. Sous la probabilité Q, Y a la densité

e g (y) _ 1 ye_l';-+0.214272y y>0
My(R) _ 1.32141 ’ '

92(y)

La figure 5.1 présente le graphe de go. La génération de la variable Y sous la
méthode d’inversion n’est pas réalisable car la formule de F~* (la fonction inverse
de la distribution de Y') est trés complexe. Pour contourner ce probleme, nous util-
isons plutot une combinaison de trois méthodes: méthode de composition, méthode
d’inversion et méthode d’acceptation-rejet ([8],[19]). Commencons par la méthode
d’acceptation-rejet. Cette méthode est trés utile lorsque les méthodes directes (in-
version, composition et convolution) ne sont pas réalisables et efficaces. Supposons
que ’on veut générer Y ayant la densité g. L'idée de la méthode d’acceptation-rejet
est de trouver une fonction ¢ qui majore la densité g, i.e. ¢(y) > ¢(y) pour tout y.
En général, ¢t n’est pas une densité car,
o0

00>c=/oo t(y)dyz/ g9(y)dy = 1.

—0o0 —00

Soit 7(y) = t(y)/c, il est clair que 7(y) est une fonction de densité. Supposons que
nous pouvons générer facilement et rapidement une variable aléatoire Y ayant la
densité r. L’algorithme général pour la méthode d’acceptation-rejet est la suivante
[19]:

Algorithme 5.1:

1. Générer Y selon la densité r.
2. Générer U ~ U(0,1) (indépendent de Y').
3. SiU < g(Y)/t(Y), retourner Y. Sinon aller a 1.

Cet algorithme accepte la valeur Y avec probabilité (1/c) i.e. pour générer une
variable aléatoire de densité g il faut générer en moyenne c variables aléatoires de

densité r. Alors, il est important de choisir une fonction ¢ telle que ¢ est assez petit
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pour que cet algorithme soit efficace. Autrement dit, ¢ devrait étre le plus pres
possible de g.

Dans notre cas, soulignons que la probabilité que ¥ > 6 est égale & 2.107°
(assez peu probable) et que la ruine ne survient pas nécessairement lorsqu’il y a une
réclamation Y > 6 (c’est plutot une série rapprochée de Y qui cause la ruine) donc,
on va générer des variables aléatoires Y qui suivent une distribution tronquée a 6.

Choisissons
0.575486 0<y<?2

t(y) =< —0.266460y + 0.847347 2<y <3
—0.159885y + 0.095931 3 <y < 6.
En regardant la figure 5.2, on voit bien que t(y) > g2(y) pour y € [0,6]. Calculons

Figure 5.2: Graphe de g2(y) et t(y).

maintenant c,
= /06 H(y)dy = 1.40412.
Ce qui implique que, 1’algorithme d’acceptation-rejet accepte 71% des valeurs de Y
générées dans I’étape 1 de 'algorithme 5.1.
Puisque notre densité r est une fonction linéaire par morceau alors nous ne pou-

vons pas appliquer directement I'algorithme 5.1 mais, nous allons plutét combiner les
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trois méthodes tel que mentionné ci-haut. Soient I; = [0,2), I, = [2,3), I3 = [3,6].

On peut représenter r(y) sous forme:

r(y) = gpjrj(y)

N 1
ou p; = PlY € L], rj(y) = Z—)TT(y)l{Ij}(y) et

J

1 Siyel;
1{[,} (y) = . ’
0 Sinon

pour j = 1,2,3. L’idée de la méthode de composition est de générer une variable
entiére positive J tel que P[J = j] = p; et ensuite générer Y selon la densité r;. Pour
générer Y selon la densité r;, nous utilisons la méthode d’inversion. L’algorithme 5.2

illustre notre méthode de génération des variables aléatoires ayant la distribution gs.

Algorithme 5.2:

1. Appliquer la méthode de composition afin de choisir I;.
2. Générer Y selon r;(y).

3. Appliquer Palgorithme 5.1.

Les résultats de simulations en utilisant le processus U(t) se trouvent dans le tableau
5.10. Nous pouvons constater que le comportement de ces résultats suit les mémes
tendances que pour la loi Exponentielle: ¢ devient meilleur et le temps de calcul
s’allonge lorsque u augmente (car on simule davantage de réclamations) et I'efficacité

croit avec u (voir tableau 5.14) .

5.2.2 Processus d’entreposage X (t)

d
Les estimateurs de 1(u, A) et de Y (u, A) sous I'approche des moyennes par lots

et la méthode régénérative (voir I’algorithme 3.2.1a et 3.2.2a de la section 4.1.2)
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se trouvent au tableau 5.11 et tableau 5.12 respectivement. Remarquons que la

simulation suit directement les algorithme 3.2.1a et 3.2.2a sans avoir besoin du “set-

»”

up”.

5.2.3 Modele de convolution

Lorsque le montant de réclamations suit une loi de Weibull(a, b), les variables aléatoires

L; (voir section 3.3) dans le modéle de convolution suivent la distribution suivante:

1 y
Fie) = z= [(1-G
a e b
= . —(@y)° go;.
T(1+ %)/0 e 4
iz 1
En particulier, posons a = o et b= 2,

i e dy = 20 (y) — 0.5]. (5.13)

2 T

y) = o= /
V21 Jo
Générer une variable aléatoire ayant la distribution en (5.13) est équivalent a générer
une variable aléatoire ayant la distribution Normale(0, 1) et prendre sa valeur ab-

solue. Le tableau 5.13 présente les résultats de nos estimateurs avec la méthode de

convolution.

5.2.4 Tableau d’efficacité:

L’efficacité de nos estimateurs est présentée au tableau 5.14. Remarquons que le
comportement de nos résultats dans ce cas (Weibull) est trés semblabes au cas de la
loi Exponentielle (voir les commentaires dans la section précédente). Ce qui implique
que, lorsque la fonction génératrice des moments du montant des réclamations existe,
dépendamment de I’application, nous pouvons toujours utiliser 'une des quatre
approches afin d’estimer la probabilité de ruine ainsi que sa dérivée par rapport au

taux d’arrivée des réclamations.
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Probabilité de ruine 9 (u, A) (loi Weibull)

w=1710 U =2 u=4 u =6
¥(u, N) 0.838 0.569 0.370 0.241
&4 0.0018 0.0010 0.0007 0.0005
IC (90%) (0.835,0.841) | (0.568,0.571) | (0.369,0.371) | (0.240,0.242)
W (u, \) 0.835543 ; - .
Dérivée de la probabilité de ruine ' (u, )
u=20 U =2 u=4 u =06
D' (u, A) 0.894 1.728 1.935 1.863
Gy 0.0603 0.0551 0.0517 0.0405
IC (90%) (0.795,0.993) | (1.637,1.818) | (1.850,2.020) | (1.796,1.929)
Y (u, ) 0.835543 = - -

Temps de calcul & Nomb

re total de réclamations observées

Nb de réclamations

Tepu(s)

15,025

43,589

1.83

3.79

76,086
5.59

110,386
7.34

Tableau 5.10: Processus U(t) avec IS: 3,500 répétitions.

78




Probabilité de ruine ¢ (u, A) (loi Weibull)

=10 7 =" u=4 u==~6
P(u, A) 0.833 0.563 0.363 0.236
& 0.0029 0.0060 0.0071 0.0072
IC (90%) (0.829,0.838) | (0.553,0.573) | (0.351,0.375) | (0.224,0.247)
W(u, ) 0.835543 - = <
Dérivée de la probabilité de ruine %' (u, A)
u=20 9 =2 w=4 u==6
¥ (u, \) 0.822 1.666 1.846 1.702
&y 0.0034 0.0270 0.0516 0.0679
IC (90%) (0.817,0.828) | (1.622,1.711) | (1.761,1.932) | (1.590,1.815)
Y (u, ) 0.835543 - - -

Temps de calcul & Nomb

re total de réclamations observées

Nb de réclamations

Tepu(s)

100,000

100,000

4.20

4.28

100,000
4.02

100,000
3.81

Tableau 5.11: Processus X (¢) 100 lots de longueur 1000.
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Probabilité de ruine 1 (u, \) (loi Weibull)

u=20 U =2 u=4 u==6
P(u, A) 0.838 0.574 0.376 0.247
& 0.0031 0.0068 0.0086 0.0089
IC (90%) (0.833,0.843) | (0.563,0.586) | (0.362,0.390) | (0.232,0.261)
¥(u, A) 0.835543 - - .
Dérivée de la probabilité de ruine ' (u, \)
u =0 U =72 u=4 =56
¥ (u, \) 0.838 1.725 1.936 1.806
&y 0.0031 0.0333 0.0586 0.0777
IC (90%) (0.833,0.843) | (1.671,1.780) | (1.840,2.032) | (1.678,1.934)
P (u, A) 0.835543 - : i

Temps de calcul & Nombre total de réclamations observées

Nb de Réclamations

Tepu(s)

92,771
4.02

92,771
4.04

92,771
3.86

92,771
3.70

Tableau 5.12: Processus X (t) avec la méthode régénérative: 15,000 cycles.
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Probabilité de ruine 1 (u, A) (loi Weibull)

u=0

=2 =4 u=0
Y (u) 0.834 0.564 0.367 0.241
5 0.0026 0.0035 0.0034 0.0030
IC (90%) (0.830,0.838) | (0.559,0.569) | (0.361,0.373) | (0.236,0.246)
@[).(u, ) 0.835543 - - .
Dérivée de la probabilité de ruine ' (u, A)
u=0 u=2 w=4 u==06
Py (1) 0.799 1.669 1.930 1.798
Gy 0.036 0.032 0.030 0.030
IC (90%) (0.740,0.857) | (1.635,1.740) | (1.880,1.980) | (1.748,1.848)
W' (u, \) 0.835543 - - .

Temps de calcul & Nomb

re total de réclamations observées

Nb de réclamations

Tepu(s)

100,718
1.30

100,718
1.36

100,718
1.38

100,718
1.39

Tableau 5.13: Modele de convolution : 20,000 répétitions.

81




Lefficacité de (u, A)

u=0 u=2 u=4 u==06
Batch 2.895969E+004 | 6.455331E+003 | 4.494609E4-003 | 4.555316E+003
Régénérative 2.639342E-+004 | 5.267674E4003 | 3.511740E+4-003 | 3.404020E+003
Importance Sampling | 1.597594E+005 | 2.345971E+005 | 3.581385E+005 | 6.387824E+005
Convolution 1.111196E-+005 | 5.978795E4004 | 6.238202E+4-004 | 7.867879E+004

Lefficacité de ' (u, \)

u=20 u=2 u=4 u==06
Batch 2.241181E+004 | 3.690336E+002 | 1.108297E~+002 | 6.550871E+001
Régénérative 2.639342E+004 | 2.230509E+002 | 7.551788E+001 | 4.477315E+001
Importance Sampling | 1.440935E+002 | 8.367740E+001 | 6.413453E+-001 | 7.970861E+001
Convolution 6.034551E+-002 | 7.318650E+002 | 7.861129E4-002 | 7.846955E+-002

Tableau 5.14: Tableau comparatif de 'efficacité des méthodes (loi de Weibull(, 2)).
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5.3 Loi de Pareto

Ce modele est important parce qu’il s’ajuste bien & certaines données historiques.
Mais cette distribution ne posséde pas de fonction génératrice des moments donc,
la simulation devient un outil important.

Si Y ~ Pareto(a) alors sa fonction de densité a la forme:

g1(y) = ( y > 0,a > 0. (5.14)

.
1+ y)e+

E[Y]:ﬁ a1

Soulignons que la fonction génératrice des moments de Y n’existe pas. Pour générer

Y, nous utilisons la méthode d’inversion.

y a v d i 1
)= | (1+x)a+ld””‘"/o E[(Hx)a] do=1-a5y
Soit U = F(Y), o U ~ U(0, 1) alors,

1 —1/a
U=1-— = Y=(1-U —1. 5.15
T (1-0) (5.15)

Prenons a = 2, (5.14) et E[Y] deviennent:

g1(y) = y >0,

(1+y)?
E[Y] =1.

Notons que E[Y?] = oo, ce qui implique que la variance est infinie. Les valeurs

théoriques que 'on connait dans ce cas sont:

1 E[Y) 1
VO =gy = o = 15 = 666667,
d _E[y] _ym/2
9(0,3) = == = £ = 0.666667.
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5.3.1 Processus de surplus U(%)

La fonction génératrice des moments n’existe pas pour une variables aléatoire qui

suit la distribution Pareto donc, comme nous avons mentionné a la fin de la section

————(/\0 c— /\) et

3.1.2, nous devons nous contenter de choisir a = avec Ag >

c
Eq(Y)
¢2(y) = g1(y). Le rapport de vraisemblance (voir section 3.1.2, I'égalité (3.4)) a la

forme:

LB, Q) = (%)Texp{<Ao _NT}

et, ’égalité (4.5) devient:
d 7(0) ( A\
oY) = EAU{T (A_o) exp [(o — NTr)] -
X 7(4)

Bien que cette méthode donne des estimateurs non-biaisés, le choix de Ag est un

1 7(0)

Ao j=1

probléme ouvert car, la variance de l’estimateur peut devenir importante. Nous
avons fait plusieurs simulations préliminaires pour estimer la variance en fonction
de )\ et nous avons constaté que les résultats sont trés instables pour des grandes
valeurs de ). Finalement, basé sur ces tests préliminaires, nous choisissons Ay =
1.84.

Lorsque la fonction génératrice des moments du montant des réclamations n’ex-
iste pas, 'estimation de 9 (u, \) et de i3 (u, \) & 'aide de U(t) avec le changement

dA
de mesure mentionné ci-haut n’est pas fiable, ce cas reste donc un sujet ouvert.

5.3.2 Processus d’entreposage X (t)

Les estimateurs de ¥(u, A) et de di)\?,b(u, ) sous I’approche des moyennes par lots et
la méthode régénérative se trouvent au tableau 5.16 et au tableau 5.17 respective-
ment. Dans ce cas, d’aprés plusieurs tests, nous choisissons la taille du lot a 5,000
afin de s’assurer de I’indépendance (approximative) entre les lots. Encore une fois,

on remarque que:
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1. Le temps de CPU est inversement proportionnel & u. La méthode régénérative

prend un peu plus de temps que les moyennes par lots.

2. La variance augmente avec u: 1’estimation devient plus difficile.

5.3.3 Modéele de convolution

Lorsque le montant de réclamations suit la distribution Pareto(a), les variables

aléatoires L; dans le modele de convolution suivent la distribution suivante:

I

o) = 53 [ -Gy

o 1
= @D

= (a—1)
/0 (—1—+—Wdy ~ Pareto(a — 1).

En particulier, lorsque a = 2, d’aprés (5.15), on génere L; =
Remarquons que dans ce cas, E[L;] = oo.

Nos résultats de simulation se trouvent au tableau 5.18.

5.3.4 Tableau d’efficacité:

L’efficacité de nos estimateurs est présentée au tableau 5.19. A l’exception de la
méthode du changement de mesure, les trois autres méthodes fonctionnent tres
bien. La méthode de convolution est encore une fois tres stable, de plus, elle domine

les autres méthodes au niveau de Defficacité.
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Probabilité de ruine %(u, A) (loi Pareto)

u=0 U =2 u=4 u =06
Y (u) 0.634 0.339 0.223 0.217
64 0.032 0.0168 0.0116 0.0417
IC (90%) (0.582, 0.687) | (0.311, 0.367) | (0.204, 0.242) | (0.149, 0.286)
P(u, A) 0.66667 - - -
Dérivée de la probabilité de ruine ' (u, \)
u=0 u=32 uw=4 yu =06
Py (u) 1.329 1.284 1.039 1.775
6y 0.1794 0.1038 0.0860 0.6304
IC (90%) (1.034, 1.625) | (1.113, 1.455) | (0.898, 1.181) | (0.738, 2.812)
¥ (u,A) 0.66667 - - 1 -
Temps de calcul & Nombre total de réclamations observées
Nb de réclamations 161,800 322,700 417,000 513,600
Tepu(s) 4.24 9.45 12.42 16.06

Tableau 5.15: Processus U(t) avec IS: 3,500 répétitions.
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Probabilité de ruine 1 (u, ) (loi Pareto)

u=0 y =2 u=4 u==06
Yy (u) 0.668 0.448 0.350 0.286
6@ 0.0081 0.0136 0.0163 0.0180
IC (90%) (0.654, 0.682) | (0.425, 0.471) | (0.321, 0.378) | (0.255, 0.318)
p(u, A) 0.66667 - - -
Dérivée de la probabilité de ruine 9’ (u, A)
u=20 u =2 u =4 u==~0
Py (w) 0.667 0.780 0.744 0.689
Gy 0.0081 0.0156 0.0217 0.0312
IC (90%) (0.653, 0.681) | (0.753, 0.807) | (0.707, 0.782) | (0.635, 0.743)
' (u, A) - - : -
Temps de calcul & Nombre total de réclamations observées
Nb de réclamations 100,000 100,000 100,000 100,000
Tepu(s) 471 4.60 4.55 4.48

Tableau 5.16: Processus X (¢) 20 lots de longueur 5,000.
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Probabilité de ruine ¢ (u, ) (loi Pareto)

u=20 u=2 u=4 u==6
Y (u) 0.668 0.448 0.348 0.285
6y 0.0097 0.0159 0.0184 0.0199
IC (90%) (0.653, 0.685) | (0.422, 0.474) | (0.318, 0.379) | (0.252, 0.318)
W(u, A) 0.66667 - - -
Dérivée de la probabilité de ruine ¢ (u, )
u=20 =12 u=4 u==~6
Wy (w) 0.668 0.781 0.741 0.686
Gy 0.0097 0.0224 0.0281 0.0361
IC (90%) (0.653, 0.685) | (0.744, 0.818) | (0.682, 0.890) | (0.627, 0.745)
' (u,A) - - - :
Temps de calcul & Nombre total de réclamations observées
Nb de réclamations 90,783 90,783 90,783 90,783
Tepy(s) 5.14 5.03 4.96 4.90

Tableau 5.17: Processus X (t) avec la méthode régénérative: 30,000 cycles.
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Probabilité de ruine ¥ (u, A) (loi Pareto)

u =0 u=2 u=4 u =06
e 0.665 0.446 0.345 0.283
&1/3 0.0021 0.0022 0.0021 0.0020
IC (90%) (0.661, 0.668) | (0.442, 0.449) | (0.342, 0.349) | (0.280, 0.287)
P(u, A) 0.66667 - - -
Dérivée de la probabilité de ruine ' (u, A)
u=20 u=2 u=+4 w=6
Py (u) 0.668 0.789 0.756 0.703
6y 0.0092 0.0088 0.0086 0.0085
IC (90%) (0.653, 0.683) | (0.775, 0.804) | (0.742, 0.771) | (0.689, 0.717)
¥ () - : - -
Temps de calcul & Nombre total de réclamations observées
Nb de réclamations 99,848 99,848 99,848 99,848
Teru(s) 1.59 1.60 1.61 1.62

Tableau 5.18: Modeéle de convolution : 50,000 répétitions.
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Lefficacité de 9 (u, A)

u=10 u =2 yu=4 u =0
Batch 3.278020E+4-003 | 1.183515E+003 | 8.313151E+002 | 6.857238E+002
Régénérative 2.045485E4003 | 7.892965E+002 | 5.955043E+002 | 5.156055E+-002
Importance Sampling | 2.304064E+002 | 3.730543E+002 | 6.029138E+002 | 3.587394E4-001

Convolution 1.437849E+005 | 1.234096E+005 | 1.373452E+005 | 1.529115E+005
Lefficacité de ¢’ (u, \)
u=20 U= 2 u=4 % ==06
Batch 3.957185E-+003 | 8.917257E+002 | 4.646996E+002 | 2.289014E+002
Régénérative 9.045485E+003 | 3.961051E+002 | 2.544482E+002 | 1.562903E-+002
Importance Sampling | 7.327082E-+000 | 9.823230E+000 | 1.089034E+001 | 1.566950E-001
Convolution 7.596853E-+003 | 7.912417E-+003 | 8.318455E+003 | 8.602540E+003

Tableau 5.19: Tableau comparatif de I’efficacité des méthodes (loi de Pareto(2)).
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5.4 Conclusion:

Soulignons que le but de ce travail n’est pas de démontrer qu’une des approches de

simulation utilisées, ou qu'un modele parmi nos trois modeles, est meilleur que les

autres. Nous voulons plutét présenter 'implantation de nos systémes sous plusieurs

approches de simulations afin d’estimer la probabilité de ruine ainsi que sa dérivée

par rapport & A. Chaque implantation a des avantages ainsi que des inconvénients.

Done, selon application, les lecteurs pourraient choisir 'implantation qui leur con-

vient:

1. U(t) avec IS:

Avantages:

Pourvu que la fonction génératrice des moments du montant des
réclamations existe et que les distributions équivalentes soient
faciles a générer:

- Trés efficace lors des cas difficiles (u est grand).

- La variance de I’estimateur est réduite.

Inconvénients:

- Demande du temps pour les calculs préliminaires (Set-up time).

En plus, la génération des montants de réclamation sous la

nouvelle mesure doit-&tre optimisée pour ne pas augmenter le temps
de calculs (voir le cas Weibull de la section 5.2.1).

- Lorsque la fonction génératrice des moments du montant des
réclamations n’existe pas, le changement de mesure optimal n’est pas
évident (voir les résultats dans le cas Pareto de la section 5.3) et

reste un sujet de recherche ouvert.

2. X (t) avec Moyennes par lot & Méthode régénerative:

Avantages:

- L’estimation de 1 (u, A) et c% (u,A) & aide du processus X ()
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sous ’approche des moyennes par lot et la méthode régénérative

se sont faites sans trop de difficulté.

- Domaine d’application le plus large.

- Ces deux approches sont robustes dans le sens que nous n’avons

qua générer {Y;} selon la distribution désirée sans faire des

calculs préliminaires. Ceci nous permet donc d’utiliser méme des

distributions empiriques avec des données historiques.
Inconvénient:

- Lefficacité est légérement moins bonne que les autres approches.

3. Modéle de convolution:

Avantages:
- Le plus stable parmi nos trois modeles.
- L’efficacité est généralement élevée.
Inconvénients:

- Cependant, il n’est pas toujours facile de générer les variables
aléatoires L; (voir section 4.2). Cela nous demande des calculs
préliminaires (set-up) et aussi il faut trouver une méthode efficace
afin de générer {L;}.

- Ne s’applique que pour le cas linéaire.
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