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Sommaire

Cette theése porte sur le probléme d’affectation temporelle d’équilibre sur un réseau
de transport. Elle est motivée par le besoin de prévoir comment les véhicules peuvent uti-
liser les infrastructures de transport en vue de déterminer les déplacements temporels sur
les différentes routes d’un réseau de transport existant ou futur. Ceci est important pour
estimer la durée des voyages, la congestion, la pollution, etc, pour les plans de développe-
ment des infrastructures de transport, les mesures de controle et leur exploitation efficace.
Dans ce but, il est nécessaire de construire des modéles qui déterminent comment les voya-

geurs utilisent les différents chemins disponibles entre une origine et une destination données.

Dans un premier temps, ce probléme a été étudié du point de vue statique sans te-
nir compte de la variation temporelle du trafic. Nous disposons aujourd’hui d’une grande
variété d’algorithmes qui ont été incorporés ou adaptés & des logiciels de planification de
transport. Cependant, il y a plusieurs limitations dans ’application du modéle d’affectation
statique alors que de plus en plus de gestionnaires de transport l'utilisent pour des études
opérationnelles telles que le systéme de gestion de trafic, I'estimation de la matrice origine-
destination, etc. Pourtant, lors de la planification et du controle d’un systéme de transport
il est nécessaire de tenir compte de la variation temporelle du flot sur le réseau. Ce sujet est
trés important pour la modélisation des réseaux de transport routier qui sont assujettis &

une grande congestion.

Nous pouvons définir le probléme d’affectation dynamique comme la détermination



xi

du flot d’équilibre sur un réseau de transport en tenant compte de la variation a chaque
moment, étant donnée une demande temporelle de déplacements. Nous trouvons différentes
descriptions d’équilibre; Wardrop (1952) énonce deux principes pour définir la répartition
des flots : le principe d’équilibre dit descriptif et le principe normatif. Le modéle descriptif
considére qu’un usager choisit son chemin de fagon & minimiser son cofit de parcours (com-
portement égoiste). Par contre, le deuxiéme principe cherche a minimiser les cofits totaux des

voyages. Nous allons énoncer une généralisation de ces deux principes pour le cas dynamique.

Le présent travail porte sur la résolution du probléme d’équilibre descriptif dynamique.
Nous allons formuler ce probléme comme une inégalité variationnelle que nous allons résoudre
par un algorithme de projection inspiré du travail de Fukushima (1989). A chaque itération
de Pl’algorithme de projection, nous allons générer une nouvelle solution qui déterminera
les flots temporels d’entrée sur les chemins. Pour trouver le temps effectif de parcours des
chemins, nous devrons résoudre le probléme de chargement du réseau. La condition FIFO,
premier entré - premier sorti, est nécessaire et imposée ainsi qu’une formulation pour décrire

la propagation et la conservation des flots.

Nous allons formuler les modéles temporels d’affectation dans I’espace des chemins et
nous allons utiliser une méthode de décomposition simpliciale dans laquelle nous résoudrons
le probléeme d’inégalité variationnelle sur un domaine restreint. Pour générer la restriction
nous devons résoudre le probléme des plus courts chemins dynamiques. Nous utiliserons la
méthode de Dijkstra temporelle adaptée pour le cas dynamique, qui est valide quand la

condition FIFO est respectée.



xii

Aussi, nous allons formuler un modéle pour le probléme d’équilibre temporel avec capa-
cités limitées sur les arcs. Nous utiliserons les concepts de demande locale et de disponibilité
locale pour déterminer la quantité du flot prét a sortir et & entrer dans chaque arc. Nous
allons diviser les temps de parcours sur les arcs en deux parties : la premiére tient compte
du temps passé & parcourir 'arc, basé sur une fonction de parcours; la deuxiéme partie
tient compte du temps passé dans une file d’attente; ce temps dépend des disponibilités et
des demandes locales des arcs, basé sur un modele de noeud. De cette fagon, nous pouvons

considérer le phénomeéne de débordement vers I’arriére résultat d’un goulot d’étranglement.



Mots clefs :

Transport Affectation dynamique d’équilibre
Optimisation Probléme d’inégalité variationnelle

Chargement dynamique de réseau



Chapitre 1

Introduction

Le développement des systémes intelligents de transport a motivé I'exploration des
modéles d’affectation dynamique afin d’améliorer les stratégies pour choisir les routes, les
moments de départ et les modes de transport. Il est nécessaire de faciliter la planification
ainsi que I'exploitation des réseaux de transport pour assurer une gestion efficace en temps

réel, toujours en tenant compte de I'incertitude du caractére dynamique des phénomeénes en

jeu.

Nous allons considérer un réseau de transport urbain représenté par un graphe qui
consiste en un ensemble non vide de noeuds et d’arcs orientés. Chaque arc correspond & une
paire ordonnée de noeuds qui représentent une extrémité initiale, la queue de l’arc, et une
extrémité terminale, la téte de I’arc. Les noeuds représentent les origines, les destinations ou

les intersections des arcs; les arcs représentent les rues d’une zone urbaine, les routes d’une

région, etc.

Nous allons considérer I’ensemble des origines composé par tous les noeuds ot le flot est

généré, c’est-a-dire les noeuds de départ, et également 1’ensemble des destinations formé de



tous les noeuds qui absorbent du flot, c’est-a-dire les noeuds de destination. Nous tiendrons
compte de ’ensemble de toutes les paires formées par une origine et une destination. Nous
définirons un chemin comme une route qui rejoint une origine donnée et une destination; il
peut exister beaucoup de chemins pour chaque paire origine-destination. A chaque arc est
associée une fonction de cotit qui représente le colit du parcours ou le prix a payer pour le
traverser. Généralement, ce coiit est défini par le temps de parcours, mais nous pourrions
aussi tenir compte d’autres facteurs comme le temps et le prix du stationnement, I’essence
consommée, I'usure du véhicule, les frais de voyages, etc. Nous allons considérer la fonction
de cout comme étant le temps de parcours pour chaque arc, qui dépend de la quantité de

véhicules qu'il y a sur arc et sur le réseau.

Le probléme d’affectation, ou d’équilibre, sur les réseaux consiste & déterminer le
nombre de déplacements ayant lieu sur les routes d'un réseau de transport. Pendant plu-
sieurs années, le probléme d’équilibre a été étudié du point de vue statique, c’est-a-dire sans
tenir compte de la variation de I’état des routes & chaque intervalle de temps. Nous pouvons
différencier deux modéles basés sur les principes de Wardrop (1956) : le modéle d’affectation

(ou d’équilibre) dit descriptif et le modeéle d’affectation normatif.

Le modéle d’affectation normatif a pour but de minimiser les cotits totaux du parcours
du systéme lorsque les voyageurs doivent se déplacer de leur origine & leur destination. Le
modéle d’affectation descriptif tient compte du comportement des usagers lors de leurs choix
de routes pour leurs déplacements. Un usager choisit son chemin de fagon & minimiser son
cotit de parcours. Ainsi, selon Wardrop, nous dirons que les flots d’un réseau satisfont les

conditions d’équilibre descriptif si les cotts de parcours (par unité) des chemins utilisés sont



égaux et si ceux des chemins non utilisés leur sont supérieurs ou égaux. Mais Paffectation du
trafic selon ’équilibre descriptif n’est pas nécessairement optimale, du point de vue de cott
total, pour le systéme. Par contre, 'équilibre normatif correspond & une utilisation optimale

du réseau.

Nous nous intéressons principalement au modéle d’équilibre descriptif. Beaucoup d’au-
teurs ont proposé différentes méthodes pour résoudre la variante statique de ce probléme
comme, par exemple, Smith (1979), Dafermos (1980), Florian et Spiess (1982), Guélat (1983),
Bertsekas et Gafni (1982), Lawphongpanich et Hearn (1984), Nguyen et Dupuis (1984), Wu,
Florian et Marcotte (1993), etc. Mais, au cours d’une journée, la demande n’est pas constante
et ces modéles ne refletent pas les changements. Ces derniéres années, les limites des modéles
statiques ont motivé 'étude du probléeme d’affectation en tenant compte des changements
des flots produits dans le temps. Nous appelons ceci le probléme d’affectation ou d’équilibre

dynamique sur un réseau de transport.

Le probleme d’affectation dynamique consiste a trouver les taux temporels du flot sur
les chemins étant donné les taux temporels de départ, de l'origine vers la destination, pour

une période de temps fixe.

Nous allons supposer que les voyageurs sont familiers avec le réseau et qu’ils ont de
Pinformation sur son état, ce qui leur permet de prendre des décisions rationnelles sur le
parcours & suivre. Ainsi, nous allons analyser les variations survenues d’une journée a lautre.
Plusieurs auteurs parlent de journée moyenne pour décrire état d’un réseau. Mais, ici aussi

les difficultés sont grandes, parce que de la méme fagon que les conditions de circulation



changent selon I'heure, I'observation pratique nous montre que les journées ne sont pas non
plus homogenes, et que la définition de journée moyenne serait également “assez impar-
faite”. Par exemple, le trafic n’est pas le méme un lundi matin qu’un vendredi matin, et ce,
sans parler de samedi ou de dimanche. De ce fait, pourrions-nous parler d’un lundi moyen ?
Ou d’un vendredi moyen ? Mais le trafic n’est pas le méme en hiver qu’en été, et non plus
pendant la période des fétes de Noél ou des vacances de juillet par exemple. Ainsi, nous
pourrions définir beaucoup d’événements qui mettent en question l'utilisation de la jour-
née moyenne : quels sont les effets s’il y a un match de hockey? Ou de baseball 7 Est-ce
qu’on devrait parler d'un mardi aprés-midi, avec match de hockey, durant le mois de janvier

avec une tempéte de neige de 15 cm, MOYEN ? Et si le match est retransmis & la télévision ?

La journée moyenne est utilisée pour faire référence a une période de temps cyclique.
La durée de cette période n’est pas nécessairement de 24 heures, elle pourrait couvrir quatre
heures, ou cing, ou une période déterminée pendant la journée, ou méme une semaine (se-

maine moyenne).

Une autre difficulté pour modéliser le trafic est le comportement des usagers face aux
différentes informations sur I’état de la route. Comment les usagers réagissent devant un
panneau qui leur indique qu’une artére donnée est congestionnée? Il y en a qui vont s’y
engager quand méme, parce qu’ils n’aiment pas changer de route sans préavis, il y en a qui
sortiront dés que possible, il y en a qui chercheront une route alternative. Le tempérament
differe selon les usagers, il y en a qui sont stressés, d’autres qui sont plus calmes, il y a
ceux qui aiment courir et ceux qui sont pressés par manque de temps. Il y en a pour qui

épargner du temps est une priorité, et pour ce faire, ils prendront le chemin le plus court peu



importe si la route est & péage car, le temps, c’est de 'argent. Il y a aussi des usagers qui
quittent leur origine & une heure précise, d’autres qui doivent étre & leur destination & une
heure déterminée et ceux qui n’ont pas de contrainte sur I’heure d’arrivée ou de sortie. Nous
pouvons faire beaucoup de classifications des usagers qui vont réagir de fagons différentes

devant le meme fait et la méme information. Devrait-on alors considérer ces différences?

De nouveaux modéles ont été proposés ces derniéres années basés sur des concepts et
des descriptions différents du flot dynamique. Ainsi, nous trouvons des modéles en temps
discret ou continu avec différentes conditions d’équilibre, différentes définitions de temps de

parcours d’'un chemin, différentes modélisations de la propagation du flot, etc.

Dans cette thése, nous allons étudier le probléme d’équilibre dynamique basé sur une
généralisation temporelle du principe descriptif de Wardrop. Ainsi le probléme réside dans la
recherche des taux temporels du flot sur les chemins qui vérifient les conditions temporelles
de Wardrop, que nous allons énoncer plus tard. L'une des plus grandes difficultés pour ré-
soudre ce probléme consiste & déterminer les volumes temporels des arcs ainsi que les temps
de déplacement sur eux et sur les chemins, étant donné les taux de départs temporels du
trafic sur les chemins du réseau. Ceci est connu comme le probléme de chargement dyna-
mique du réseau ; c’est un sous-probléme fondamental que nous devrons résoudre plusieurs

fois avant de trouver une solution d’équilibre.

Les principales contributions de cette thése sont les suivantes :

— Nous avons développé et implanté deux nouveaux algorithmes pour résoudre le

probléme de chargement du réseau dynamique, basés sur un algorithme précédent



appelé DYNALOAD (Wu, Florian, Rubio-Ardanaz 1998c). Ces algorithmes sont
formulés en utilisant une fonction de flot de sortie qui calcule la quantité de flot
qui sort de chaque arc & chaque moment. Nous allons analyser comment le flot se

propage sur les arcs et sur les chemins. Nous devrons tenir compte des contraintes

de propagation du flot.

Nous avons comparé ces deux nouveaux algorithmes avec des algorithmes existants.
Nous avons constaté, sur des exemples numériques, que les nouveaux algorithmes

sont beaucoup plus performants que les précédents.

Nous avons résolu le probléme d’affectation dynamique sur un domaine ou les che-
mins sont fixés & 'avance. Nous avons utilisé une méthode itérative de projection.
Pour calculer la “direction” de l'algorithme de projection nous avons utilisé, &
chaque itération, une méthode, que nous appelons, d’interpolation unidimension-
nelle basée sur une approche utilisée par Wu (1991) (thése doctorale), qui est inspi-
rée d’une contribution de Kennington (1980). Les solutions que nous avons trouvées
vérifient les conditions d’équilibre que nous allons énoncer (adaptation dynamique

de Wardrop).

Nous avons utilisé une méthode de restriction pour résoudre le probléme d’affecta-
tion dynamique sur les réseaux sans limiter le domaine réalisable dans 'espace des
chemins. Ainsi, nous avons trouvé une solution d’équilibre globale & ce probléme.

Les chemins ne sont pas fixés a ’avance, mais plutot générés au fur et & mesure.



— Nous avons développé des formulations mathématiques pour le probléme de charge-
ment de réseau avec capacité limitée sur les arcs. Nous avons considéré le phénomene
de débordement vers Parriére (“spill back”) produit par un goulot d’é¢tranglement.
En utilisant ces formulations et la méthode de restriction nous avons trouvé des
solutions d’équilibre pour le probléme d’affectation dynamique avec capacité limitée

sur les arcs.

Cette thése est organisée de la fagon suivante. Au chapitre deux, nous allons présenter
certaines définitions et descriptions de base que nous allons utiliser par la suite et nous
ferons une révision de différentes approches analytiques pour résoudre le probléme d’équilibre
dynamique. Nous allons diviser les modéles proposés en trois grandes catégories : les modéles
basés sur des modéles d’optimisation, les modéles basés sur la théorie du controle optimal
et les modéles basés sur les inégalités variationnelles. Nous allons présenter notre modéle
et ses contraintes au chapitre trois. Nous allons ainsi exposer les contraintes d’état, les
contraintes de conservation et de propagation du flot ainsi que des contraintes premier
entré - premier sorti (FIFO). Au chapitre quatre, nous allons présenter les algorithmes que
nous avons développés pour la résolution du probléme de chargement. Nous présenterons
la formulation mathématique, les détails de I'implantation et des résultats numériques. La
résolution du probléeme d’équilibre dynamique sera exposée au chapitre cing. Nous allons
utiliser une méthode de projection pour arriver & I’équilibre, d’abord sur un domaine fixé a
’avance et puis sur un cas général. Nous allons exposer aussi une méthode pour résoudre le
probléme des plus courts chemins dynamiques. Dans ce chapitre, nous allons présenter un
algorithme simple pour affecter le flot sur un réseau, algorithme de moyennes successives, afin

de comparer les résultats obtenus par cet algorithme avec les résultats d’équilibre obtenus par



notre algorithme. Au chapitre six, nous allons présenter un modele d’équilibre dynamique
avec limite de capacité sur les arcs. Pour résoudre ce probléme, nous devrons reformuler le
probléme de chargement pour tenir compte de ces limites de capacité. Nous allons introduire
dans nos modeles des files d’attente ainsi que le phénoméne de débordement vers l'arriére
produit par la congestion. Nous allons présenter un algorithme de résolution ainsi qu’un

exemple numérique.



Chapitre 2

Revue de la littérature

Dans ce chapitre, nous allons présenter une revue des travaux réalisés pour résoudre
le probléme d’équilibre dynamique en utilisant des approches analytiques. Avant d’exposer
cette revue, nous allons introduire certaines notions et descriptions que nous allons utiliser

au long de cette thése.

2.1 Notation et notions de base

Dans cette section, nous présentons la notation utilisée dans cette thése suivie d'un

énoncé du principe d’équilibre de Wardrop généralisé pour le cas dynamique.

Nous considérons un réseau de transport représenté par un graphe G = (N, A) consti-
tué d’un ensemble fini N de noeuds et d’un ensemble fini A d’arcs reliant certaines paires
de noeuds. Nous considérons aussi ’'ensemble de toutes les paires formées par une origine et
une destination, ensemble des paires (OD), que nous représentons par I’ensemble /. Chaque
paire origine-destination est reliée par un ensemble des chemins K;. Un chemin k, k € K;,
est une suite d’arcs tels que le noeud terminal de chacun est le noeud initial du suivant. Le

noeud initial du premier arc d’un chemin est l'origine, et le noeud terminal du dernier arc

10



11

est la destination. L’ensemble K = {k : k € K;, Vi € I} représente I’ensemble de tous les
chemins du réseau. Les déplacements sur le réseau se font d’une origine & une destination

en utilisant les chemins choisis.

Nous allons considérer le flot de véhicules qui entrent dans le réseau dans l'intervalle
de temps [0, T, période de départ, ou T représente le dernier temps de départ. La période
de temps & étudier, période du systéme, sera l'intervalle [O,T'], ot T' > T doit étre assez
grand pour que tous les flots qui ont commencé & parcourir leur chemin dans la période de
départ arrivent & leur destination au plus tard au temps T'. Nous pouvons considérer T

comme le dernier temps d’arrivée, ou le moment d’arrivée du dernier flot.

A chaque paire origine-destination 7 est associée une demande temporelle non négative
gi(t). Ainsi, les g;(t) sont les fonctions qui définissent le taux de départ, c’est-a-dire la
quantité de flot qui entre dans le réseau par unité de temps correspondant a la paire origine-
destination i. Les demandes g;(t) sont distribuées entre les chemins qui appartiennent a
l'ensemble K;. Nous définissons hy(t) comme le taux ou flot de départ sur un chemin k au

temps t. Le flot de départ hy(t) satisfait la conservation de flot et la non-négativité

z hi(t) = gi(t), Vi € I, pour presque tout ¢ € [0, 7] (2.1)
kEK;
hi(t) > 0, Vk € K, pour presque tout ¢ € [0, 7] (2.2)

(presque tout t dans le sens de Lebesgue, Rudin (1976)).

Nous représentons par h(t) le vecteur des taux de départ sur les chemins au moment ¢.

h(t) = {hi(t) : hy(t) >0, Vk € K;, Vi € I}, pour presque tout t € [0,77], (2.3)
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Nous allons définir la région réalisable (t) comme suit :

Q(t) = {h(t) : Z hi(t) = gi(t), hx(t) >0, Vk € K;, Vi € I}, pour presque tout ¢ € [0,T].
keK;

(2.4)
Nous définissons également b,(t) comme le flot de véhicules qui entrent dans P'arc a au
temps ¢. A chaque arc, a, est associé un colt (unitaire) temporel de parcours dépendant de
la quantité de flots qui se trouvent dans le réseau a chaque instant. Nous allons représenter
par sq(v(t)) le cofit pour traverser 'arc a au moment ¢ et par v(t) le vecteur des quantités
de flot traversant les arcs du réseau au moment t; v(t) = {vq(t), Ya € A} ofl va(t) est la

quantité de flot sur 'arc a au moment ¢.

Nous considérons qu’un chemin k est utilisé au temps ¢ si le flot d’entrée sur le chemin,
au temps t, est plus grand que zéro, hi(t) > 0. De la méme fagon, nous considérons qu’un
arc a est utilisé au temps ¢ si le flot qui entre dans I’arc au temps ¢, by(t), est plus grand que

2610, ba(t) > 0. Le flot d’entrée dans les arcs est restreint et doit vérifier certaines conditions

que nous allons décrire au chapitre suivant.

2.2 Formulation du modéle d’équilibre dynamique

Le probléme d’affectation d’équilibre dynamique consiste & trouver les taux temporels
des flots sur les chemins étant donné les taux temporels de départ de I'origine vers la desti-

nation pour une période de temps fixe.

Nous pouvons généraliser les principes de Wardrop afin de les adapter a ce probléme

d’affectation dynamique. Mais il faut tenir compte du fait que cette généralisation n’est
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pas unique. Nous ferons référence au modéle d’affectation dynamique normatif (ADN) si le
cofit total de transport de tout le systéme, sur toute la période, est minimisé. Nous parle-
rons du modeéle d’affectation dynamique descriptif (ADD) si & chaque instant, pour chaque
origine-destination, le coiit, par unité du flot de chaque chemin utilisé, est le méme et est
égal ou plus petit que celui qui pourrait étre expérimenté sur n’importe quelle autre route
non utilisée. (Vest-a-dire, en considérant une période de temps [0,7], nous chercherons un
équilibre & chaque instant ¢ ou le colt pour chaque usager est minimiseé. Selon la définition

du “ cofit du chemin”, on peut formuler des modéles différents.
b

Pour le modéle statique, le temps de parcours (cott) d’un chemin a été calculé comme
étant la somme des temps (cofit) qu’un usager utiliserait pour traverser tous les arcs qui
appartiennent au chemin. Dans le modéle dynamique, par contre, nous trouvons deux défini-
tions différentes pour le cotit d’un chemin : le temps instantané, qui fait référence au temps
de parcours des arcs au méme moment, et le temps effectif, qui fait référence aux moments

(futurs) estimés d’arrivée & chaque arc.

2.2.1 Temps de parcours instantané d’un chemin (“ Modéle réactif ”).

Le temps de parcours instantané d’un chemin, pour simplifier 'exposition, nous dirons
temps instantané, est le coiit d’un chemin calculé & l'instant ¢, lequel est calculé comme la
somme des temps de parcours de tous les arcs qui font partie du chemin selon les conditions

dans lesquelles ils se trouvent & l'instant ¢.
Soit ®(t), le temps de parcours instantané sur le chemin k du flot qui entre sur le

chemin & Dinstant t, et sq(v(t)) le cotit de parcours d’un arc, dépendant de la quantité de
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flot qui se trouve dans le réseau & linstant ¢, v(t). Alors

Dp(t) = > sa(v(t)), Vke K, i€l (2.5)
ack
Nous allons définir les conditions d’équilibre dynamique basées sur le temps instantané

et sur Pespace des chemins. Ce modéle est aussi appelé comme étant réactif.

Définition 1 (équilibre dynamique descriptif instantané sur les chemins) Une
affectation dynamique du flot sur un réseau de transport est dite en équilibre descriptif ins-
tantané sur les chemins si, pour chaque paire origine-destination, d chaque instant, le temps

de voyage instantané de toutes les routes utilisées est le méme et est minimal.

Nous allons développer une formulation mathématique de cette définition. Soit v;(t)
le temps instantané de voyage minimal des chemins qui relient la paire origine-destination 1,
au moment t. Par définition ®(t) est plus grand ou égal a v;(t) et hg(t) >0, Vk € Kj, 1 €

I, pour presque tout ¢ € [0, 7.

Une route k est ou bien utilisée ou bien elle ne I'est pas. Considérons les deux cas selon

la définition 1 :
- si une route k est utilisée a 'instant ¢, c’est-a-dire hy(t) > 0, le temps de voyage
&, (t) est égal au temps instantané de voyage minimal v;(t), donc ®x(t) = vi(t).

Alors :

(®1(t) — vi(t))h(t) =0, Vk € K, i € I, pour presque tout ¢ € [0,T]; (2.6)
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- si une route k n’est pas utilisée a I'instant ¢, nous avons hy(t) = 0, donc :

(®p(t) — vi(t))hi(t) =0, VEk € K;, i € I, pour presque tout ¢ € [0,T). (2.7)

Ainsi, la définition d’équilibre dynamique instantané sur les chemins peut étre formulée

dans I'espace du flot sur les chemins comme suit :

(®r(t) — v4i(t))hi(t) =0, Yk € K;, i € I, pour presque tout ¢ € [0,7], (2.8)
&, (t) — v(t) >0, Vk € K, i € I, pour presque tout ¢ € [0,T7, (2.9)
hi(t) >0, Vk € K;, i € I, pour presque tout ¢ € [0, T, (2.10)

Ces conditions d’équilibre sont équivalentes a :
O (t) > vi(t) = hi(t) =0, Vk € K;, i € I, pour presque tout ¢t € [0, 77, (2.11)

hi(t) > 0 == ®(¢t) = v;(t), Vk € K;, i € I, pour presque tout t € [0,T7]. (2.12)

Nous supposons que chaque usager a toutes les informations sur I’état du réseau, qu’il
pourrait obtenir, par exemple, par la radio. Les informations que celle-ci nous donne sont
sur 'état du réseau au moment méme ou nous les écoutons, donc nous disposons d’une in-
formation “ instantanée”. Mais un désavantage du temps instantané est que dans la réalité la
situation change continuellement, de telle facon qu’a notre arrivée & un point déterminé de
la route, nous pouvons trouver que les conditions sont tout & fait différentes. Il peut arriver
que beaucoup d’utilisateurs partent au méme moment d’une méme origine vers une méme
destination, donc avec le méme temps instantané, et qu’ils aient des temps de voyage réels

totalement différents & cause du changement continuel des conditions sur le réseau.

Les conditions d’équilibre descriptif instantané peuvent étre définies aussi dans les-

pace du flot sur les arcs comme suit :
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Définition 2 (équilibre dynamique descriptif instantané sur les arcs) Une affecta-
tion dynamique du flot sur un réseau de transport est dite en équilibre descriptif instantané
sur les arcs si, pour chaque paire origine-destination, & chaque noeud et a chaque instant, le
temps de voyage instantané (du noeud & la destination) pour toutes les routes utilisées est

le méme et est minimal.

1l faut noter que cette définition se différencie de la définition 1 car nous considérons le
temps de voyage instantané de chaque noeud & la destination, tandis que dans la définition 1
nous considérons le temps de voyage instantané des chemins entiers, c’est-a-dire a partir de

lorigine jusqu’a la destination. Nous allons donner une formulation mathématique de cette

définition.

La définition 2 définit ce que nous appelons “ équilibre sur espace du flot sur les arcs”,
meéme si nous n’avons pas fait mention explicite des arcs, mais plutét des noeuds, dans cette
définition. Nous allons voir dans la formulation mathématique que cette définition est bien
basée sur les arcs. Nous avons défini un arc comme une paire ordonnée de noeuds. Nous
allons voir dans le développement mathématique que, selon la définition 2, le coat pour
traverser un arc qui est utilisé est égal a la différence entre les cotits instantanés minimaux,
au temps t, des noeuds qui lui sont adjacents. Et les cofits des arcs qui ne sont pas utilisés
sont plus grands ou égaux & cette différence. Remarquez aussi que dans une définition de
flot sur les arcs nous devrions dire plutét espace arc-commodité, puisque nous devons tenir
compte de chaque paire origine-destination. Nous avons préféré laisser I’expression “ espace

du flot sur les arcs” par uniformité avec les autres auteurs.
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Soit ¢ une paire origine-destination (origine o;, destination d;), et G; le sous-graphe
de G formé par tous les chemins qui relient o; & d;. Supposons que p et g sont deux noeuds
reliés par l'arc a et a = (p,q) € G;. Soit b (t) le taux du flot qui entre dans I'arc a au temps
¢ en se dirigeant vers la destination d; ; soient v3(t) et I/;(t) les cotits instantanés de voyage
minimaux, au temps ¢, qui relient respectivement p et ¢ a la destination d; dans le réseau
en équilibre, alors :

u;(t) + s4(v(t)) > V;(t), Ya € G, 1 € 1. (2.13)
S’il y a un flot qui part du noeud p vers la destination d; et qui entre dans ’arc a au temps
t, c’est-a-dire si b%(¢) > 0, la définition de I’équilibre dans I'espace des arcs implique que le
lien a est dans une route qui relie p & d;, laquelle a un temps de voyage instantané minimal ;
c’est-a-dire que le temps de voyage instantané minimal z/;;(t) pour tous les flots qui partent
du noeud p vers la destination d; au temps t doit étre égal a la somme de 1/; (t) + s4(v(t)) :

VE(t) + sa(v(t) = vA(2), sibi(t) >0, te[0,T] (2.14)

pour tout a = (p,q) € G;, et pour tout ¢ € I. Nous pouvons conclure que :

(Va() + sa(v(2)) = v, (1))05(t) = 0, (2.15)
Vi) + sa(v(t)) — vp(t) 2 0, (2.16)
by, (t) > 0. (2.17)

YV a=(p,q) € Gi, i € I, pour presque tout t € [0,7'].

Ces conditions peuvent s’écrire :
sq(v(t)) > V;(t) - V;(t) = bi(t) =0, (2.18)

B(t) > 0 == sa(v(t)) = Vi(t) — va(t), (2.19)
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Va=(p,q) € Gi, © € I, pour presque tout ¢ € [O,T'].

1l faut noter que, s'il existe une autre paire origine-destination ¢’ (ou plusieurs) avec
la méme destination que la paire 7, d; = dy, alors il s’ensuit que V;(t) = 1/;;' (1), V;(t) = 1/(’1" (t)
et bi(t) = bl (t) pour tout t € [0,T]. Nous pouvons écrire les équations (2.13) - (2.19) en

regroupant les paires origine-destination qui ont la méme destination.

Un autre inconvénient du temps instantané est que les usagers qui ont un moment de
départ t, assez prés de T', n’auront pas le temps de finir leur voyage dans Pintervalle du temps
a étudier, [0, T]. Nous signalons une incohérence entre la définition que nous avons donnée
de chemin et arc “ occupé” pour le cas instantané, puisqu’un chemin pourrait étre occupé au
moment ¢ et avoir un ou plusieurs de ses arcs qui ne le sont pas, et vice versa, un arc peut etre

occupé a un moment donné pendant que le chemin suivi par le flot qui le traverse ne Pest pas.

2.2.2 Temps de parcours effectif d’un chemin. (“ Modéle préventif”)

Une alternative plus réaliste que le modele réactif et de l'utilisation du temps ins-
tantané est le temps de parcours effectif d’'un chemin, pour simplifier, temps effectif. Il est
déterminé selon le temps de parcours de chaque arc calculé au moment d’arrivée du flot. Le
temps de parcours effectif d'un chemin est calculé comme la somme de temps de parcours
de tous les arcs qui font partie du chemin selon les conditions dans lesquelles ils se trouvent
au moment ot le flot arrive & chacun d’eux. Nous définissons le temps effectif pour un flot

qui entre sur le chemin k& au moment ¢, Sy(t), de la fagon suivante :

Sk(t) = 3 sa(v(t + Ska(), VE €Ky i€, (2.20)
ack
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ot Sia(t) est le temps effectif de voyage passé par un voyageur qui se déplace par le chemin
k de V’origine jusqu’a la fin de 'arc a, avec un temps de départ ¢.
Nous pouvons calculer Sg(t) récursivement :

to = 1t
t; = Ta; (tj_l) =1j-1+ Sq; (’U(tj._l)), 7=12..,ng, (2.21)
Sk(t) = tn, —t=Ta, (Tay(Tay t)...) —t.

pour les moments de départ ¢ € [0,T], pour tous les chemins k € Kj, i € I, ot ng indique
le dernier arc du chemin k et 74(t) le moment de sortie de Parc a du flot qui entre dans a
au moment ¢. II faut remarquer que le flot qui entre dans I’arc a au moment ¢ sort de a au
moment 74(t) = t + s4(v(t)), et que le flot qui entre dans le chemin k au moment ¢ sort de

a au moment [y, (¢) =t + Sga(t).

Comme avant, nous allons supposer que chaque usager posséde I'information compléte
sur Pétat du réseau durant toute la période d’analyse. Nous définissons aussi les conditions
d’équilibre dynamique descriptif effectif basé sur 'espace du flot sur les chemins. Le modéle

est appelé comme étant préventif.

Définition 3 (équilibre dynamique descriptif effectif sur les chemins) Une affecta-
tion dynamique du flot sur un réseau de transport est dite en équilibre descriptif effectif sur
les chemins si, pour chaque paire origine-destination, & chaque instant, le temps de voyage

effectif de toutes les routes utilisées est le méme et est minimal.

Comme pour le modéle réactif nous allons développer une formulation mathématique

équivalente & cette définition.
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Soit p;(t), le temps effectif de voyage minimal des chemins qui relient la paire origine-
destination i, au moment ¢. Par définition Sy (t) est plus grand ou égal que p;(t) et hg(t) > 0,

Vk € K;, 1 € I, pour presque tout t € [0,T].

Selon la définition 3 :

- si une route k est utilisée a l'instant ¢, c’est-a-dire hy(t) > 0 le temps de voyage
effectif Si(t) est égal au temps effectif de voyage minimal p;(t), donc S (t) = pi(2),
alors :

(Sk(t) — pi(t))hi(t) =0, Vk € K;, i € I, pour presque tout ¢ € [0, T]; (2.22)

- si une route k n’est pas utilisée & I'instant ¢, c’est-a-dire hy(t) = 0 nous pouvons
affirmer aussi que :

(S5 (t) — pi(t))hi(t) =0, Vk € K;, i € I, pour presque tout t € [0, T}, (2.23)

Alors, nous pouvons formuler les conditions d’équilibre dynamique descriptif effectif

sur les chemins comme suit :

(Sk(t) — pi(t)hi(t) =0, Vk € K;, i € I, pour presque tout ¢ € [0, T7, (2.24)
Sk(t) — ps(t)) >0, Vk € K;, i € I, pour presque tout t € [0,T]. (2.25)
hi(t) >0, Vk € K;, i € I, pour presque tout t € [0, 7], (2.26)

Ces conditions d’équilibre sont équivalentes & :
Si(t) > pi(t) = hy(t) =0, Vk € K;, i € I, pour presque tout ¢ € [0,T]. (2.27)

hi(t) > 0 = Si(t) = pi(t), Vk € K;, @ € I, pour presque tout ¢ € [0,T7. (2.28)
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Les conditions d’équilibre descriptif effectif peuvent étre interprétées aussi dans l'es-

pace du flot sur les arcs. Nous pouvons alors redéfinir I’équilibre comme suit :

Définition 4 (équilibre dynamique descriptif effectif sur les arcs) Une affectation
dynamique du flot sur un réseau de transport est dite en équilibre descriptif effectif sur les
arcs si, pour chaque paire origine-destination, d chaque noeud et & chaque instant, le temps
de voyage effectif expérimenté par les voyageurs qui ont le méme temps de départ est le méme

et 1l est minimal.

Nous allons présenter maintenant la formulation mathématique équivalente & cette
définition en utilisant les arcs. Supposons, comme dans le cas réactif, que ¢ est la paire
origine-destination qui relie o; a d;, et G; le sous-graphe généré par tous les chemins qui
les relient; a = (p,q) € G;. Soit ,uf,(t) et pfl(t), les cotits effectifs de voyage minimal entre
Porigine o; et p et q respectivement du flot qui part de o; au moment ¢. (Notez que u;
représente le cott effectif de voyage minimal de l'origine o; au sommet p; par contre, 1/;
(défini et utilisé & la page 17) fait référence au cofit instantané de voyage minimal du sommet
p & la destination d;.)

L) + sa[v(t + up(t)] > pe(t), Ya€ Gy i€l (2.29)
Nous pouvons faire un raisonnement semblable & celui fait pour le colit instantané, ce qui
nous amene 3 :

)+ sa(ult + i (0)) = wi(t), si Vit + pp(6)) > 0, ¢ € 0,7, (2:30)
pour tous les arcs a = (p,q) € Gj, et pour toutes les paires origine-destination 7 € I. Nous

pouvons conclure que :

[d () + sa(v(t + (1)) — Hg(B)IB5(t + p(t)) =0, (2.31)
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1o (t) + sa(v(t + pp(1))) — Hg(t) > 0, (2.32)
balt + pp(t) 2 0, (2:33)
pour presque tout ¢ € [0,7], a = (p,q) € G, et i € I. Ces conditions peuvent s’écrire :
Salv(t + 15(6)) > uile) — ub(t) => Bt + pp(6) =0, (2:34)
Bt + p(8)) > 0 = sa(v(t + (1)) = my(t) — (1), (2.35)
pour a € Gy, € I, pour presque tout ¢ € [O,T’]. Parallélement au cas de colt instantané,
nous pouvons noter que s’il existe une autre paire (OD)y (ou plusieurs) ayant la méme ori-
gine que la paire i, 0; = oy, alors nous avons y;',(t) = uz (t), pfl(t) = M}; (t) et bi(t) = bL (1),

Nous pouvons écrire les équations (2.29) - (2.35) par rapport a chaque origine.

2.3 Exposé des contributions dans la littérature

Le deux définitions d’équilibre temporel nous permettent de présenter les différents
modéles qui ont été proposés pour le probléme d’affectation dynamique. Afin de le faire,
nous allons les diviser en trois grandes familles : les modéles de programmation mathéma-
tique basés sur la théorie de I'optimisation, les modeles basés sur la théorie du controle

optimal et les modéles formulés comme des inégalités variationnelles.

La premiére formulation d’un modeéle d’optimisation, pour le probléme dynamique nor-
matif, a temps discret, est due & Merchant et Nemhauser (1978), qui proposent un modéle
non linéaire et non convexe qui ne peut pas étre résolu par les techniques conventionnelles
d’optimisation. La propagation du flot entre les arcs est formulée en termes d’une fonction

du flot de sortie pour chaque arc. D’autres auteurs ont révisé ce modele. Ho (1980) et Carey
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(1986) analysent les conditions d’optimalité, Carey (1987) et Drissi-Kaitouni (1990a) trans-
forment le modéle en un probléme convexe similaire. Zawack et Thompson (1987), Janson
(1991), Drissi-Kaitouni et Hameda-Benchekroun (1992), Fernandez et de Cea (1994) pro-

posent des formulations basées sur des descriptions différentes du flot dynamique.

Plusieurs auteurs ont proposé d’utiliser la théorie du contrdle optimal pour formuler
le modéle réactif du probléme d’équilibre dynamique en temps continu. Ces méthodes nor-
malement tiennent compte des définitions d’équilibre dynamique instantané basées sur des
généralisations du principe de Wardrop. L’objectif de I’application de la théorie de controle
optimal consiste & déterminer des stratégies de controle qui font qu’un processus satisfait
aux contraintes physiques et, en méme temps, minimise un certain critére de performance.
Friesz et al. (1989), Wie et al. (1990), Ran et al. (1993), Boyce et al. (1995) ont proposé des

modéles basés sur cette théorie.

Le troisiéme grand groupe englobe les méthodes basées sur les inégalités variation-
nelles. Cette approche analytique consiste & énoncer les conditions de flot en équilibre dyna-
mique comme un probléme équivalent d’inégalité variationnelle. La structure de ces modéles
nous permet de les diviser en deux parties : une partie d’optimisation, qui représente les
variations de parcours que les usagers d’un réseau réalisent et qui convergent vers Péquilibre
(modeéles au jour le jour), et une autre partie qui consiste & déterminer les volumes des flots
temporels des arcs une fois que la stratégie est déterminée (chargement de réseau). Cette mo-
délisation nous permet aussi certaines généralisations, telles que I'utilisation de fonctions de
cofit asymétriques ou le choix d’un moment de départ plus intéressant. Friesz et al. (1993),

Wu (1994), Wu et al. (1995), Wie et al. (1995), sont des exemples de I'utilisation de ces
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méthodes. Dans les sections suivantes nous présentons ces contributions avec plus de détails.

2.4 Modéles basés sur la programmation mathématique

2.4.1 Merchant et Nemhauser : modéles discrets d’équilibre dynamique
normatifs

Merchant et Nemhauser (1978 a,b) proposent un modéle discret pour représenter le
probléme d’affectation normatif instantané formulé comme un probléeme d’optimisation non
linéaire et non convexe, et pour un réseau ou plusieurs origines sont permises, mais avec une
seule destination. Pour décrire la propagation du flot, ils utilisent une fonction du flot de
sortie pour chaque arc, e,(v,), telle que décrite a la section 3.5. L'intervalle de temps est

fini [0,7"] et discrétisé en M petits sous-intervalles.

Les fonctions de cotit et du flot de sortie doivent vérifier les hypothéses suivantes :

— La fonction du flot de sortie sur ’arc a dépend de la quantité de flot qui se trouve
sur arc au début du sous-intervalle, eq(vq(t)).

~ La fonction e,(v,) est non décroissante, continue, concave et 0 < ea(va) < vg.

— La fonction e, (v,) vérifie une propriété de saturation : limy 0 %‘i’l =0.

~ La fonction de cott s, dépend seulement du nombre de flots sur 'arc au début du
sous-intervalle, vq(m). Elle est non négative, non décroissante, convexe et continue.

— La dérivée M(%;'}"—LD existe pour tout v, non négatif; et pour toute paire d’arcs
(ai,a;) qui font partie d'un méme chemin qui relie un noeud donné & la destination

d de tel sorte que a; est plus proche de d que a;. La fonction de cot doit vérifier

I'inégalité suivante :
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} <inf{ 2

dsaj (va(m)) dsq, (Va (m))
d Ya

Vg a Vaq
Cette derniére condition est trés restrictive et irréaliste. Le coft sur les arcs doit croitre

avec la distance & la destination.

Le modéle proposé par Merchant et Nemhauser est le suivant :

M
min Z Z Sa(va(m)) (2.36)

m=1a€A
s. A.
Vo(m 4+ 1) = va(m) — ea(ve(m)) + bo(m), Va € A, Vm (2.37)
Y acnt ba(m) = ha(m) + Tycn- €a(va(m)), ¥n#d e N, Ym (2.38)
ba(m) > 0, Va € A, Ym (2.39)
va(m) > 0, Va € A, Vm (2.40)

(v4(0) est donné), d représente la destination et h, le flot généré au sommet n et nt len-
semble des arcs qui sortent du noeud n, arcs avec queue égale & n. Le premier groupe de
contraintes (2.37) sont les contraintes d’état, lesquelles incluent la propagation du flot (fonc-

tion du flot de sortie). Le deuxiéme (2.38) représente les contraintes de conservation du flot.

Si la fonction e,(v,) est non linéaire, ’ensemble de solutions réalisables, en général,
est non convexe. La contrainte (2.40) est redondante, puisque 0 < e4(va) < v, et bo(m) >0

impliquent, par la contrainte, (2.38), vq(m + 1) > 0.

IIs proposent un algorithme basé sur une linéarisation par morceau, mais la non-
convexité ajoute encore des difficultés. Ils montrent que les solutions de l’algorithme vé-

rifient les conditions d’optimalité de Kuhn-Tucker, mais ces conditions restent seulement
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nécessaires. Les conditions d’optimalité de Kuhn-Tucker sont suffisantes si au moins une,
parmi certaines qualifications de contraintes, est vérifiée (Bazaraa et al. 1993). Mais cette

vérification n’a pas été démontrée par Merchant et Nemhauser.

Le modele de Merchant et Nemhauser, comme nous I’avons déja dit, a été la premiere
formulation de programmation mathématique pour le probléme d’équilibre dynamique et est
une référence incontournable et une source d’inspiration pour beaucoup d’autres travaux,
mais nous pouvons signaler plusieurs limitations :

- 1Is formulent seulement le probléme normatif, pas le descriptif.

- Ils considérent seulement une destination.

Les conditions imposées sont trés restrictives et ne sont pas trés réalistes.

- IIs utilisent une fonction du flot de sortie, cette fagon de décrire la propagation du
flot génére certaines déficiences. (voir section 3.5).

- Le modele est non convexe, difficile & résoudre et il est aussi difficile de démontrer

les conditions d’optimalité.

Ho (1980) et Carey (1986) analysent aussi cette méthode. Carey ajoute les conditions

sulvantes :
- eq(vg) continiiment différentiable pour v, > 0 et

— sg > 0 ala place de s, > 0. Cette condition pourrait étre vérifiée avec une petite

perturbation sur Sk.

Ils montrent que, sous ces conditions, une des qualifications de contraintes requises,

indépendance linéaire des contraintes saturées, est satisfaite pour le modele de Merchant
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et Nemhauser, ce qui donne plus d’intérét aux résultats obtenus.

A cause des difficultés dues a la non-convexité du modele, Carey (1987) reformule un
modéle similaire, mais convexe, et qui, d’une part, peut étre résolu plus facilement avec
D'utilisation d’un algorithme développé pour la programmation convexe; et, d’autre part, les
conditions d’optimalité de Kuhn-Tucker sont nécessaires et suffisantes pour caractériser la

solution optimale. I généralise le modéle pour plusieurs destinations et commodités.

Les deux différences par rapport au modéle de Merchant et Nemhauser sont :
- Le flot de sortie des arcs e,(t) apparait de fagon explicite dans la contrainte (2.37).
Il remplace la fonction du flot de sortie, comme suit :
va(m + 1) = va(m) — eg(m) + bg(m), a € A, m=0,..,M -1
- Le flot de sortie des arcs est non négatif et est limité par la fonction de sortie,

0 < eq(m) < eg(vg(m)) (S wvg(m)), a€ A, m=0,..,M -~ 1.

Carey appelle o,(m) = e,(vqa(m)) — ea(m) contréle du flot. Il montre qu’a 'optimum
oq(m) est égal & zéro pour tout a et pour tout m. Mais quand le modeéle est généralisé pour
un réseau ayant plusieurs destinations ou plusieurs commodités, la propriété FIFO peut étre
violée. Carey (1992) formule plusieurs classes de contraintes, non convexes, pour assurer le

FIFO.

Drissi-Kaitouni (1992) présente un modéle semblable a celui de Carey (1986), mais
pour I’équilibre descriptif avec des conditions plus réalistes. Il propose un algorithme heu-

ristique basé sur ’hypothése que les usagers connaissent a chaque instant les temps effectifs
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de voyage sur les liens du réseau et s’engagent sur les chemins les plus courts les conduisant
4 leur destination. Ainsi, a chaque noeud du réseau, les usagers ont la possibilité de modifier
leur chemin. C’est un algorithme plus facile & mettre en oeuvre, mais rien ne nous assure
que les résultats seront acceptables, parce que les chemins les plus courts sont calculés selon
le cotit instantané avant qu’une décision soit prise, alors que le cott effectif du chemin choisi

pourrait bien &tre différent. La condition de FIFO n’est pas assurée non plus.

2.4.2 Modéles discrets d’équilibre dynamique basés sur des réseaux espace-
temps

Les modéles que nous allons présenter dans cette sous-section ont €té congus pour
résoudre le probléme d’affectation dynamique en temps discret et sont basés sur des mo-
déles proposés pour le probléme du flot maximal dynamique par Ford et Fulkerson (1962)
et Fulkerson (1975). Dans ces modéles, chaque arc a a une capacité d’entrée limitée et il
faut un temps fixe pour le traverser. A chaque période et & chaque noeud, les véhicules
peuvent sortir de I’arc et continuer leur voyage ou attendre la prochaine période dans une

file d’attente. Le temps d’attente est en fonction des véhicules sur Iarc.

Ils construisent un réseau élargi espace-temps et résolvent le probleme comme un mo-

déle statique.

Le temps du systéme, [0,7], est divisé en M intervalles de la méme longueur. Nous

déterminons At comme la longueur de chaque intervalle.
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Fi1G. 2.1 — Réseau élargi espace-temps.

Le réseau élargi espace-temps est construit comme suit :

- chaque noeud n € N est étendu en (M + 1) noeuds, n,, m=0,1,.., M;

- arcs pour le flot de sortie de chaque noeud : chaque arc a = (4,7) € A pour chaque
intervalle m, est étendu en arc (im, jm+|s,|) OU |S4| est le nombre de périodes néces-
saires pour traverser I'arc a, m = 0,1,..., M — |sq4];

- arcs pour les véhicules qui attendent & lintervalle suivant, file d’attente, pour
chaque noeud : arcs (nm,,nms1) qui représentent le temps d’attente ou n € N

et m=0,1,.,M—1;

Le temps fixe pour traverser un arc de sortie est multiple de At, s, = |sq| * |At]| Va =
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ims Jmals.|), le temps pour traverser un arc d’attente est égal & At, m =0,1,..., M — |sq] .
+sal g

Les arcs pour le flot de sortie ont une capacité limitée, mais il n’y a pas de limite de

capacité pour les arcs qui représentent les files d’attente.

Zawack et Thompson (1987) ont adapté ce modeéle pour le probléme d’affectation dy-
namique normatif avec une seule destination; ils ont identifié des arcs et des sommets du
réseau espace-temps qui ne sont pas nécessaires; ils ajoutent une contrainte de capacité sur
les files d’attente, mais puisque les files d’attente sont supportées sur les noeuds, tous les arcs
qui ont la méme téte vont partager la méme file; donc il continue d’y avoir une incohérence
par rapport aux capacités sur les arcs. Ils minimisent le cofit (temps) total de transport
de tout le systéme en formulant le probléme d’affectation dynamique normatif comme un
probléme de réseau a cotit minimum avec capacité sur les arcs et ils utilisent deux méthodes
(heuristiques) de résolution, une basée sur le flot & coit minimum sur un réseau et Pautre

sur le plus court chemin.

Drissi-Kaitouni (1990b) et Drissi-Kaitouni et Hameda-Benchekroun (1992) présentent
un modéle pour le probléme d’affectation dynamique descriptif & destinations multiples, for-

mulé comme un probléme d’inégalité variationnelle & une seule dimension.

Ils utilisent un réseau espace-temps dans le méme esprit que les précédents ou ils
incorporent la file d’attente sur les arcs. Ainsi chaque noeud n € N est étendu aussi en
(M + 1) noeuds et pour chaque arc a = (4,5) € A ils définissent :

a .
- un noeud {2 ;
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- un arc (fm-s,,1%);
- un arc (12, 4m);
- un arc (1%,1%.1);
Ces trois arcs correspondent aux variables by (m — 8,), va(m) et & la file d’attente gq(m + 1),

respectivement.

Ainsi les files d’attente sont incorporées sur les arcs. Alors, & chaque période, le nombre
de véhicules qui peuvent entrer dans un arc ajouté aux véhicules qui se trouvent déja dans
la file d’attente de cet arc, de la période antérieure, est borné par la capacité totale de 'arc

en question.

Drissi-Kaitouni et Drissi-Kaitouni et Hameda-Benchekroun transforment donc le pro-
bléme d’affectation dynamique en un probléme d’affectation statique sur le réseau élargi
espace-temps et ils utilisent Palgorithme, classique pour ce probléme, d’approximation li-

néaire de Frank et Wolfe (1956) pour résoudre ce modéle.

Un grand inconvénient de ce modéle est que toutes les périodes doivent étre de la
méme longueur. La condition de FIFO n’est pas nécessairement vérifiée. Ils tiennent compte
explicitement de la limite de capacité d’entrée sur les arcs, mais la capacité de sortie est
bornée implicitement. Pour les arcs qui représentent les déplacement du flot, cette capacité
de sortie est égale & la capacité d’entrée, mais pour les arcs qui représentent les files d’attente,
la limite de capacité de sortie est égale a la somme de capacités d’entrées des arcs suivants,
arcs at. Il faudrait considérer aussi que le réseau espace-temps est trés grand et qu’il requiert

beaucoup de mémoire.
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2.5 Modéles de controle optimal

Nous allons décrire les modeéles d’affectation dynamique formulés comme un probléme
continu de controle optimal avec demandes fixes. Ces modéles peuvent étre considérés comme
une extension continue du modeéle de Merchant et Nemhauser. La formulation de la théorie
de contrdle optimal est associée & des processus temporels. Le systéme dépend de certaines
variables : variables de contréle, qui vont “ contréler” 1’état dans lequel se trouve le systéme,
et des variables d’état qui varient en fonction des variables de controle. Les modéles propo-
sés visent & vérifier les conditions d’équilibre avec le temps de parcours instantané sur les

chemins, donc ils utilisent le principe réactif.

La période a étudier, [0,7], est fixe et continue. Les contraintes pourront étre re-
groupées par paires origine-destination. Les variables d’état sont les vy, (t) et les variables
de controle les byq(t), parfois aussi les e, (t) et fx(t). La variable fi(t) représente le flot

d’arrivée a la destination. L’équation d’état est de la forme suivante :

dvg, (t

Pralt) _ . (6) — exalt) (2.41)
dt

Le cott de parcours d’un arc est limité & étre fonction des variables de ’arc méme (flot de

sortie ou d’entrée ou de véhicules sur I'arc) sans aucune influence des arcs voisins. Alors les

modeéles considérés sont & demande fixe, séparables, diagonaux et & un seul mode.

2.5.1 Modéles de Friesz et al. : avec fonctions du flot de sortie

La premiére formulation d’un modéle continu de contrdle optimal est due a Friesz et al.
(1989) et est une extension du celui de Merchant et Nemhauser. Ils proposent deux modéles,

un normatif et un autre descriptif avec des coiits de chemins instantanés et une seule desti-
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nation (connu comme modéle d’équilibre de Boston). Wie et al. (1990) étendent le modéle
pour des destinations multiples. Les deux modéles sont semblables. Ils utilisent une fonction
du flot de sortie linéaire pour éviter des problémes de non-convexité, eq(vq(t)) = €qva(t), ol

&, est une constante.

Le modéle de contrdle optimal pour le cas descriptif avec destinations multiples est le

suivant :
T pva
min » / / ma(we) dw, dt (2.42)
acA 0 0
sS. a.
dvd(t
”;t( ) _ bA(t) — €08, Va € A, (2.43)
ga(t)+ Y Lava(t)— D ba() =0, Vn€N, (2.44)
aEn~ aEn~—
bi(t) >0, Va € A, (2.45)

vde D, t €1[0,T], ou D est 'ensemble des destinations, g (t) est le flot engendré au noeud
n avec destination d au temps ¢, qui est une fonction continue et non négative sur t € [0, Tl
v? est le nombre de véhicules sur a qui se dirigent vers la destination d, b 1e flot d’entrée dans
a avec destination d; mg(ve(t)) doit étre intégrable et croissant. Pour le modeéle descriptif
de Friesz et al. (modéle de Boston) la fonction objectif est : mq(va(t)) = sa(va(t))ey(va(t)),
ou €, (vy(t)) est la dérivée de la fonction du flot de sortie par rapport & la variable d’état

v4(t). Pour le modéle de Wie et al., mq(va(t)) = €asa(va(t))-

Il n’y a pas de contraintes de non-négativité, v,(t) > 0,a € A, parce qu’elles sont
redondantes. Les fonctions de cofit s(ve(t)),a € A, doivent étre positives, croissantes et

differentiables. Les variables de controle sont les b,. Friesz et al. montrent que les condi-
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tions d’optimalité nécessaires et suffisantes de ce probléeme de contréle optimal vérifient la

définition d’équilibre de ADD ot le cotit instantané sur une route, k, est défini comme suit :

0u(t) = S [salvalt)) + )

2 T 0a()

ol A(t) est le taux de changement par rapport a ¢ du multiplicateur de Lagrange, A(t), de

(2.46)

la contrainte (2.43) .

Les principales limitations que nous avons remarquées pour ces modeles sont :

- Le cotit optimisé n’est pas le vrai cofit, mais (2.46).

- La fonction de cott sur les chemins est instantanée. Les décisions sont prises selon
I’état courant, pas futur, du réseau.

- La fonction de cott sur les arcs doit étre symétrique, c’est-a-dire que la fonction de
cott sur chaque arc, s,, dépend du nombre de véhicules qui se trouvent sur celui-ci,
Vg.

I1s utilisent une fonction du flot de sortie, ce qui provoque des déficiences.

Fernandez et de Cea (1994) présentent un modéle du méme style, mais avec les colts
effectifs sur les chemins, non instantanés, ou ils proposent une nouvelle formulation de la
fonction du flot de sortie pour corriger le fait que selon cette fonction, une fois que le flot
entre sur un arc, il est immédiatement distribué sur celui-ci d’une fagon homogéne. Pour
ce faire, ils définissent une densité moyenne pour les arcs. Ils proposent aussi la condition

(3.24) sur les fonctions de cotit pour que le FIFO soit respecté (voir section 3.4).

sq(v(t + At)) — sa(v(t))

1>0.
At +1>
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2.5.2 Modéles de Ran et al. : avec fonctions de temps sur les arcs

Ran, Boyce et LeBlanc (1993) évitent 1'utilisation des fonctions du flot de sortie et ils
formulent un nouveau modéle de contrdle optimal pour résoudre le ADD avec fonction de
colt aussi instantanée, formulé dans Pespace des arcs. La fonction de colt de chaque arc,
Sq, dépend du nombre de véhicules qui se trouvent sur celui-ci ainsi que du taux d’entrée et
de sortie, on la note s,[va(t), ba(t), €q(t)]. Elle est égale & la somme de deux composantes :
g1a[va(t), ba(t)] qui fait référence au temps de parcours, et gaa[va(t), ea(t)] qui fait référence
a un temps d’attente de sortie dans une file d’attente. Le temps instantané de parcours d'un

chemin ®(t) est déterminé comme suit :

Oi(t) = salva(t), ba(t), ealt)], Vk, t€0,T]. (2.47)
ack
Sa, Jla, §2a Sont supposées étre non négatives, croissantes et différentiables par rapport a

va(t), ba(t), eq(t) respectivement.

Ils ajoutent les variables fi(t) et F(¢) qui sont le taux du flot et la quantité accumulée

de véhicules qui sont arrivés & la destination par le chemin k & l'instant ¢. Les contraintes

d’état deviennent

dvy ,
Z;azbka(t)~eka(t), Va,k, tel0,T] (2.48)
et
F(t ,
d ;‘t( ) = fu(t), Vk, te[0,T). (2.49)

Ils ajoutent aussi une contrainte de conservation du flot a la destination qui requiert que le
flot qui arrive a chaque destination d soit égal & la somme de tous les flots qui sortent des

arcs entrant dans d, au moment ¢ :

S eralt) = filt), Vkd, t€[0,T]. (2.50)
a€d™
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Les variables de controle sont big, €xa €t fra, et les variables d’état sont vg, et Fy.

Ils proposent une formulation différente pour la contrainte de propagation du flot.
Pour la décrire, nous allons d’abord définir le sous-chemin k comme la section du chemin k
qui relie ¢ & la destination (g est un noeud intermédiaire sur le chemin k). Soit ¢~, ensemble
des arcs qui entrent dans le noeud g, arcs avec téte égale a ¢, et soit a € g7, les véhicules
qui se trouvent sur a au temps ¢, qui ont emprunté le chemin k, vont engendrer au temps
t+54(v(t)) une augmentation du nombre de véhicules sur la route k ou/et une auginentation
du nombre de véhicules qui sont arrivés & la destination. Il faut tenir compte aussi que, bien
que le modele soit formulé en fonction du cott instantané, la propagation du flot est faite
en tenant compte du cott effectif sur les arcs, puisqu’une propagation du flot en temps
instantané n’aurait aucun sens. Soit §, une estimation de s,(v(t)) qui sera mise & jour a
chaque itération de 'algorithme de résolution. Ils définissent le nombre de véhicules sur I'arc
a qui correspond au chemin k au moment ¢ comme la différence entre le nombre de véhicules
qui se trouvent sur k au moment t + 34(t) et ceux qui se trouvaient sur k au moment t, plus

la quantité de véhicules qui sont sortis entre ¢ et ¢ + 3,(t). Nous avons

vka(t) = Z{Uka([t + 54(t)) — vka(t)} + {Fi[t + 5a(v(t))] — Fr(t)}. (2.51)

ack
Le nombre de véhicules sur I’arc est associé & des variables d’état seulement (pas de variables
de controle, parce que ceci est nécessaire pour la preuve d’équivalence avec les conditions

d’équilibre). Cette contrainte assure la condition de FIFO. Elle a I'inconvénient d’introduire

de nouvelles variables qui vont nécessiter de nouvelles contraintes.
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En utilisant la théorie de contréle optimal, ils formulent le modéle d’optimisation

suivant équivalent au ADD :

i 0= [ S i dws [ e w2
Bt (1) = eralt), Yook, t€10,T) (253)
d—i’;‘;@ = fit), VK, t€[0,T, (2.54)
Z+ bra(t) = hi(t), Vo (origine),k t € [0,T], (2.55)
‘*;: ea(t) = fr(t), Vd,k t€[0,T], (2.56)
a; bra(t) = 3 exa(t), Vj#o,d, Yk, t€[0,T], (2.57)
acit ac)-

vki(t) = Z{vk;([t+%a(t)]—vka(t)}+{Fk[t+%a(t)]—Fk(t)}, VYa,k, te[0,T].(2.58)

ack

Puisque la fonction objectif est convexe par rapport aux variables de controle, il existe
une solution. Ran et al. montrent que les conditions d’optimalité de premier ordre de ce
probléme de contréle optimal impliquent les conditions de ADD instantané. Ils proposent

aussi un autre modéle ou la seule différence est que la fonction de cott est en fonction de

va(t) et eq(t), sa(v(t)) = sqlva(t), eq(t)].

Boyce, Ran et LeBlanc (1995) proposent une méthode de résolution pour ce modele.
La formulation de contrdle optimal continue est discrétisée et devient un probléme de pro-
grammation non linéaire avec des contraintes linéaires. Ils utilisent une technique de diago-
nalisation o, a chaque itération, ils mettent a jour le cotit effectif estimé et ils résolvent le
probléme avec ce coifit estimé sur un réseau élargi espace-temps en utilisant la méthode de

Frank et Wolfe. Il n’y a aucune preuve que la mise & jour du coit effectif converge vers la
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solution du probléme.

Nous pouvons résumer les principales limitations trouvées :

- L’ajout des variables et des contraintes rend plus difficile la résolution du modele.

- Le cotit sur les chemins est instantané.

- La propagation du flot doit étre faite en fonction du coit effectif, bien que le modele
soit basé sur le cotit instantané, donc il est nécessaire de réaliser une estimation du
cotit effectif qui est mise & jour, mais sans garantie de convergence.

- La fonction de cofit est restreinte a étre symétrique et dépend de v, (t), by(t) et eq(t).

- Le réseau élargi espace-temps requiert beaucoup de mémoire.

2.6 Modéles d’inégalités variationnelles (PIV)

Une maniére logique de formuler le probléme d’équilibre dynamique est d’essayer de
modéliser le probléme en utilisant les inégalités variationnelles, puisque cette approche a
été employée pour modéliser le probléme d’équilibre statique. Dans un premier temps, elles
étaient appliquées aux problémes de fonction de cofit symétrique (Nguyen (1975), Leblanc
et al (1975), Dafermos (1980), Florian (1982a), etc.) ou le PIV représente la condition d’op-
timalité d’un probléme d’optimisation & cotits convexes. Plus tard, plusieurs auteurs ont
trouvé des méthodes pour vaincre cette limitation (Bertsekas et Gafni (1982), Florian et
Spiess (1982), Lawphongpanich et Hearn (1984), Wu, Florian et Marcotte (1993), etc). Une
référence importante pour la résolution de problémes d’inégalité variationnelle est le livre

de Patriksson (1999).
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Nous allons formuler le ADD comme une inégalité variationnelle de dimension infinie.
Nous pouvons diviser le probléme en deux parties : une partie d’optimisation, qui décrit le
processus par lequel les usagers modifient les décisions relatives & leur déplacement d’une
journée a Pautre. Ce processus cherche une condition d’équilibre dynamique (modeles au
jour le jour). La deuxiéme partie consiste & déterminer les volumes du flot temporel des arcs

une fois qu'une stratégie est déterminée (chargement de réseau).

Cette modélisation nous permet aussi de formuler facilement d’autres généralisations,

comme le choix de I’heure de départ ou 'existence de différentes classes d’usagers.

2.6.1 Formulation basée sur le cofit instantané des chemins

Nous allons formuler une inégalité variationnelle de dimension infinie basée sur le cott

instantané des chemins dans I’espace des arcs et dans ’espace des chemins.

Dans Despace des chemins, le PIV est formulé comme suit : trouver h*(t) € Q(t), pour

presque tout t € (0,T) tel que :

>y /0 ! &% (t)[he(t) — RE(2)] dt >0, Vh(t) € Q(t). (2.59)

el keEK;

Sur Vespace des arcs, le PIV se formule comme : trouver des b5 (t) € €,(t) tel que

T ‘ ' , .
Z Z /0 [sa(v(t)) + vg(t) — vp()][ba(t) — by (t)] dt >0, Vbe (1), (2.60)
ou larc a = (p,q) € G;. L’ensemble 2(t) est défini par la formulation du probléme de

chargement dynamique de réseau (section 2.6.3).
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Ran et Boyce (1994) montrent 'équivalence de ces deux formulations avec les condi-
tions d’équilibre instantané sur le réseau dans ’espace des chemins et des arcs respective-

ment.

2.6.2 Formulation basée sur le coiit effectif de chemins

Les formulations de contréle optimal sont basées sur le modéle réactif dans lequel les
décisions du choix de route sont basées sur des connaissances instantanées. Par contre, la
formulation d’inégalité variationnelle propose aussi des décisions basées sur 'évolution de la

route, c’est & dire le modéle préventif.

Nous formulons le PIV basé sur le cott effectif des chemins dans ’espace des chemins :

trouver h*(t) € Q(t), pour presque tout, t € (0,T) tel que :

S5 [ st - ki) di >0, vhio) € Q0 (261

1€l keK;

et dans I’espace des arcs :

> /T[ué(t) + sa(v(t + pd(8))) — b (ON0L(E + uh(2)) — bl (E+ pp(t))] dt > 0(2.62)
i€l aeG; 0

ou larc a = (p, q).

Ran et Boyce (1994) ainsi que Xu et al. (1999) montrent I’équivalence de ces deux

formulations avec les conditions d’équilibre effectif (section 2.2.2).
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2.6.3 Chargement dynamique de réseau (network loading)

Le probléeme de chargement dynamique de réseau, qui a été identifié par Cascetta et
Cantarella (1991), consiste a déterminer les volumes temporels des arcs ainsi que les temps
de déplacement sur eux et sur les chemins, étant donné les taux de départs temporels du

trafic sur les chemins du réseau. Nous présentons ce probléme en détail au chapitre 4.

Drissi-Kaitouni et Gendreau (1992) proposent une formulation discréte avec des files
d’attente et des fonctions de sortie. Ces derniéres sont en fonction des véhicules qui sont
dans la file et de certains autres arguments. Les véhicules sont forcés de suivre un ordre de
sortie des arcs pour respecter le FIFO. Le temps est divisé en intervalles de méme longueur,
et la méthode consiste & “pousser” le flot de l'origine jusqu’a la destination, & travers le

réseau et & chaque intervalle de temps.

Friesz et al. (1993) présentent une formulation pour le probléme de chargement défini
comme un systéme d’équations fonctionnelles, ils utilisent la fonction du temps de sortie

pour décrire la propagation du flot, mais ils ne proposent aucune méthode pour le résoudre :

Sk(t) = Ia,, (t) — ¢, (2.63)

Mg (t) = Mio- (t) + 8a(va(Ika-)), (2.64)
Sl o ()

Vea(t) = /0 By ) - /O Bt (w)duw, (2.65)

Va € k,k € K;,i € I,t € [0,T); a~ représente 'arc qui précéde I'arc a sur le chemin k, an,
le dernier arc du chemin k et IT4(t) le moment de sortie de 'arc a du flot qui entre dans le
chemin k au temps t. L’équation (2.63) exprime le temps effectif de parcours du chemin #,

d’un flot qui part de I’origine au moment ¢ ; Péquation (2.64) détermine le moment de sortie
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de chaque arc a pour un flot qui part de l'origine au moment ¢ ; I’équation (2.65) exprime le
flot de véhicules sur chaque arc a correspondant au chemin k& au moment ¢. Il faut remarquer

que I’équation (2.65) représente la contrainte de propagation et de conservation du flot.

Nous rappelons que :

Sk(t) = Y sa(v(Iie- (1)),

ack
Mia(t) =t + Ska(t).

Nous pouvons écrire une formulation équivalente & (2.63) - (2.65) de la forme suivante :

Mia(t) =t + Y sp(v(Iks(t))), Vo€ Ak € Kyyi€ It e (0,77, (2.66)
beka
()
Vealt) = / o hw) du, Vo€ Ak eKyic e 0,7, (2.67)
o
va(t) =Y D vkalt), Va€ At e[0T, (2.68)
el keK;

ol k, est ’ensemble des arcs du chemin k compris entre le premier arc et I’arc a. Wu (1994)
et Wu, Chen et Florian (1998) présentent la méme formulation pour le probleme de charge-

ment sous une condition de “ stabilité” qu’implique la condition de FIFO.

Wu (1994) propose la discrétisation suivante en M intervalles de longueur At :

Sk(m) = Z sq(v(m + M)), Veke K;, i€, m=1,.., M, (2.69)
At
ack
I, (m)
via(m) = Y hy(r)At, Yack, ke K;, i€l, m=1, M (2.70)
r:H;al(m)

ot M' > M, v(0) =0, v(M') = 0. Cette discrétisation est trés compliquée, le temps de par-

cours est normalement réel (pas entier), spécialement Sgq(m), Iga(m) et I ! (m) peuvent



43

ne pas étre entiers. Si 'intervalle m + %’é?l et H,;al(m) ne sont pas entiers, il propose de

les arrondir au plus grand entier inférieur & eux. Ce systéme n’a pas de solution analytique.

Wu, Chen et Florian (1998) cherchent 6, = H,;o}, tel que Oy (Ika(t)) = t, Va € A,
k€ K;, 1 € I. Ils visent & minimiser :

Il Oka(Mka(t)) — 2 |- (2.71)
Ils proposent une discrétisation dans laquelle ils divisent le temps 7' en M petits intervalles.

Ora(t) est approximée par une forme polynomiale :
Oralt Z Zakjt —1)t eT’ (272)

oll jg est un entier positif et z,z; est un réel.
J P akj

Ils proposent I’algorithme récursif suivant :

mlnz Z Z Z Zxam Hye(m —t(m))? (2.73)

a€A i€l keK; ™M

s.a.
Oja(m) = t(m) + Y sp(v(llgp-(m))), Va,k,i,m, (2.74)
bek,
k'b— (Hkb (

= > / hk'(y)dy Vb, k,m, (2.75)

il ki ek, ! O Mg (
O (M- ( be wj (Mg (M) ™, Wb, K k,m, (2.76)

Orr (Tgp- ( ZCUW (M- (M), Vb, K kym. (2.77)

L’équation (2.73) est la fonction objectif & minimiser; I'équation (2.75) calcule le flot sur
larc b, calculé en fonction du moment de départ sur les chemins des flots qui arrivent a
P’arc au temps ¢. La condition FIFO doit étre vérifice. La sommation Y pe s5(v(Igp-(m)))

représente le temps effectif de parcours d’un chemin k, et ’équation (2.74) calcule le moment
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de sortie de Parc a du flot qui est entré dans le chemin k dans l'intervalle m, qui est égal au

temps de départ plus le temps effectif du voyage.

Xu et al. (1999) proposent, pour les cas avec fonction de cotit séparable, la formulation

itérative suivante :

t
val(t) = / (ba(s) — ea(s))ds, a€ A, te(0,ma(Ts)), (2.78)
0
To(t) =t + s4(va(t)), a€ A, te€(0,T,), (2.79)
) =1+ 5,(va(t)), a€A, te(0,Ta), (2.80)
hi(t) sia est le premier arc du chemin k,
bea(t) = { ero- sinonm, (2.81)
\ G‘EAJ keK? te(O)Tka)a
0 si 0 <t < 5,(0),
era(t) = { bra(t7 1) (r71)(t) sinon, (2.82)
L ac€ A keK, te (s4(0),7a(Ta)),
ba(t) = > bra(t), a€ A, te(0,Tn), (2.83)
k€K
ealt) = Y era(t), a€ A, te(0,7(Tu)), (2.84)
EEKa

ou 7T, représente le moment d’arrivée & la queue de I’arc a du dernier flot, et Ty, le moment
d’arrivée & la queue de Parc a du dernier flot correspondant au chemin k. Notez que s;(vq(t))
représente la derivée de s,(vq(t)) par rapport a ¢. . Le flot est aussi “ poussé” de l'origine
jusqu’a la destination, de fagon similaire & Drissi-Kaitouni et Gendreau, mais a chaque ité-

ration les calculs seront faits seulement pour un arc a et un intervalle de temps [t, 7a(t)].
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2.6.4 Modéle avec choix du temps de départ

Jusqu’a ici, nous avons présenté des modéles ou la demande temporelle est fixe et ou
nous devions trouver un choix de route selon laquelle nous pouvions vérifier certaines condi-
tions d’équilibre dynamique sur un réseau de transport. Dans cette sous-section, nous allons
aborder une nouvelle classe de modéles qui sont aussi une généralisation du principe de War-
drop, tout en étant plus générale que la précédente, puisque les usagers vont chercher, non
seulement, & optimiser leur temps de voyage, mais aussi a choisir I’heure de départ la plus
appropriée. Ces modéles sont plus réalistes dans certains cas; par exemple, si nous voulions
représenter 1'affectation du flot en équilibre pour le matin quand les usagers se déplacent de
la maison vers leur travail ou occupation respective. Cette affectation serait un exemple ty-
pique ot normalement les utilisateurs veulent optimiser leur temps de parcours en arrivant a

leur destination, & une heure d’entrée qui se rapproche le plus possible de I’heure déterminée.

Nous parlerons du probléme d’équilibre sur un réseau par rapport au choix de route et
du moment de départ. Donc, nous allons élaborer une description d’équilibre plus appropriée
ol tous les usagers qui ont un méme “but”, (la méme origine, la méme destination et la
méme heure désirée d’arrivée) expérimentent le méme cotit de voyage, en regardant le temps
de déplacement sur la route et le moment de larrivée; celui-ci est plus petit ou égal au colt
qui aurait été expérimenté par n’'importe quelle autre combinaison “ route-temps de départ”

qu’on aurait pu utiliser.

Avec cette nouvelle définition d’équilibre, le coit de parcours d’un chemin doit étre en

équilibre pour chaque route-temps de départ.
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Définition 5 Une affectation du flot dynamique sur un réseau de transport est dite en équi-
libre par rapport au choiz de route et au moment de départ si, pour chaque paire origine-
destination, le coit effectif expérimenté par les voyageurs, incluant une pénalité pour arriver

tot ou tard, est le méme et est minimal.

Nous supposons que les voyageurs sont préts a partir de leur origine & partir du mo-
ment zéro, mais ils préférent partir le plus tard possible, et ce “ report” du moment de départ

serait du temps gagné.

Mahmassani et Herman (1984) et Mahmassani et Chang (1987) utilisent un modele
de simulation du flot de trafic. L’équilibre est établi selon le temps de départ, et ils utilisent
une relation entre la vitesse, la densité de véhicules, le flot et le taux d’arrivée au début
d’une section de route déterminée. Ils résolvent des problémes de temps de départ pour des

réseaux simples.

Les inégalités variationnelles sont une bonne approche pour représenter cette nouvelle
définition d’équilibre. De Palma et al. (1983) et Ben-Akiva et al. (1986) ont introduit une
fonction baréme pour décrire la pénalité qui sera “ appliquée” si un usager arrive “tot” ou
“tard”. Soit ¢*, Pheure d’arrivée visée, par exemple, I'heure d’entrée au travail. Nous allons
définir un intervalle de temps d’arrivée “ désiré” [t* — d,¢* + 6] dans lequel il n’y aurait pas

de pénalité.

Nous supposons, pour simplifier, mais sans perte de généralité, que tous les utilisateurs

désirent arriver & la méme heure et avec les mémes valeurs de temps.
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La fonction de pénalité est de la forme suivante :
ai[(t* — 8) — (t+ Sk(t))] sit+ Sp(t) <t*—4;

v(t,t*) =4 0 si |t + Sk(t) —t*| < 6; (2.85)
a[(t + Sk(t)) — (¢* +68)] sit+ Sk(t) > t* +4;

ol o et oy sont des paramétres positifs.

Friesz et al. (1993), Wie et al. (1995) et Bernstein et al. (1993), entre autres, I'utilisent

et ils définissent une nouvelle fonction de “ cotit généralisé” :
Cr(t) = nSk(t) + 1(t). (2.86)
ol 7 est une constante, Friesz et al. ainsi que Wie. et al. considérent 7 égal a 1. Bernstein

et al. considérent qu’elle doit avoir une valeur réelle strictement positive.

Les conditions d’équilibre dynamique descriptif effectif sur les chemins, selon le choix

de routes et le temps de départ deviennent celles-ci :
Ci(t) > C™(t) = hy(t) = 0, (2.87)
hi(t) > 0= Cy(t) = CF™(¢), (2.88)
ot CI"(t) est le cotit minimal des chemins/temps de départ qui relient la paire (OD); au

long de la période, pour ¢t € [0,T], k € K;, i € I

Le PIV devient : trouver h*(t) € Q(t) tel que :

Z Z /T Cr(t)[hi(t) — A (t)] dt >0, Vh(t) € Q(t), t € (0,T). (2.89)
i€l kek,”0

Il est nécessaire de bien spécifier les valeurs des parameétres ay, ag,n de telle fagon que
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le temps de retard soit plus “ cotiteux” que le temps de parcours, et ce dernier plus “ cotiteux”
que le temps d’attente, pour éviter des incohérences telles que prendre un chemin plus long

afin de réduire le temps d’attente.

Ran, Hall et Boyce (1996) proposent une fonction de pénalité différente basée sur les

paires origine-destination, et non pas sur les chemins :
ot + pi(t) — t* + 8] sit+ pi(t) < t*—0;
Vit pi) =4 0 si [t 4 pi(t) — t*] < 6; (2.90)
oolt + pi(t) —t* — 6% sit+pi(t) >t +6;
dans ce cas o est une constante négative parce qu’ils considérent qu’arriver tot doit étre

encouragé plutdt que découragé. Ils définissent
Ci(t) = at + pi(t) +%(t), Vi€l (2.91)

et ils formulent la condition d’équilibre de la fagon suivante :

(L5 (t) + sa(v(t + pp(1)) — pg()be(t + pp(t)) = 0, Ya=(p,q), i€l (2.92)
1o(t) + sa(v(t + (1) — pa(t) = 0, Ya=(p,q), i€ 1, (2.93)
Bi(t+ui(t) > 0, Ya=(pq), i€l (2.94)

gr)(Cr(t) —CM™) = 0, Viel, (2.95)

(Crt)—C™my > 0, Viel, (2.96)

g(t) > 0, Viel, (2.97)

CI"™™ est le minimum C; sur toute la période.

IIs formulent I'inégalité variationnelle équivalente suivante :

[ S50 + salole + o) = A+ e = 5 0+ )]
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+2_Ci®gi(t) — gi (B)]dt} 2 0. (2.98)

Cette formulation est trés compliquée et C;(t) n’est pas continue. Si a; est négatif, tous les

usagers voudront arriver le plus t6t possible, mais cela n’est pas réaliste.

Drissi-Kaitouni et Gendreau (1992) ajoutent une pénalité sur le moment de départ,
alors le cotit total d’un voyage aurait trois composantes : le temps de parcours lui méme,

une pénalité relative au moment de départ et une autre relative au moment d’arrivée.

2.6.5 Formulations continues

Friesz et al. (1993) présentent une formulation d’inégalité variationnelle sur un espace
de Hilbert, pour le probléme d’équilibre dynamique portant sur le choix de routes et du
temps de départ, basée sur le temps de parcours effectif. Ils démontrent que, si la fonction
de parcours est linéaire, la condition de FIFO est respectée. Ils montrent I’équivalence entre

ce modéle et les conditions d’équilibre.

Wu (1994) présente un modéle continu semblable, mais seulement pour le choix de
routes, et il propose une méthode de discrétisation pour le résoudre ou des inégalités va-
riationnelles finies sont obtenues. Le probléme discrétisé consiste & trouver h*(m) € Q(m),
m=1,2,...., M (M intervalles) tel que

S(h*(m)t(h{(m) — h*(m))) > 0,Vh(m) € Q(m), (2.99)
ot Q(m) = {h(m)| Crex, hi(m) = gi(m), Vi € I; hx(m) 20, Vk Ki,i € I}.

Le probléme de chargement sur le réseau aurait les mémes discrétisations (fixées au départ),

ce qui complique beaucoup la résolution.
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Wu et al. (1995) proposent un algorithme de projection ot, & chaque itération, I ils

déterminent une solution réalisable h**1 obtenue en résolvant le probléme :

min (S(R!), AL - hl) + -1—(h’+1 — b, R ph, (2.100)

hi+leQ 2c

ol « est donné, fixe et strictement positif.

Ils montrent que, sous certaines conditions, le PIV a une solution unique, h*, et que
la séquence {h!} générée par I’algorithme de projection converge vers cette solution h*. Les
conditions nécessaires sont :

— §) est compact et convexe.

— S(h) satisfait des conditions de continuité de Lipschitz.

— S(h) est fortement monotone par rapport a h.

Pour le résoudre, ils proposent une “ discrétisation-continue” dans laquelle Ay, est ap-

proximée par une fonction polynémiale :

hi(t) = > yeet™ ™", t €0, 7).
re€R
R =1{1,2,3,...} est un ensemble d’entiers positifs et yx, sont des nombres réels. Cette fonc-

tion permet de faire des discrétisations différentes & chaque itération.

A chaque itération de I’algorithme de projection, on résout I’approximation quadra-

tique discréte suivante :

min Y Y 3 [Sm)(hi(m) — K(m)) + 5 (ha(m) = B(m))? (2.101)

i€l keK; meM
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S. a.
kEK;
hi(m) = > yke(t(m))" ™Y, k€Ki, i€l, me M, (2.103)
reR
hg(m) >0, ke K;,ic€clI,me M. (2.104)

Ran, Hall et Boyce (1996) formulent le PIV basé sur Pespace du flot sur les arcs; ils
proposent (2.62) sous les contraintes (2.53) - (2.58). Ils ’élargissent pour le choix du temps
de départ tel que nous 'avons décrit dans la section précédente. Ils ne proposent pas d’al-

gorithme pour le résoudre.

2.6.6 Formulations discrétes

Smith (1993) propose un modéle pour le choix de route ot le temps est discrétisé
en petites unités et le réseau en petites unités de parcours, arcs, ayant le méme temps de
parcours quand il n’y a pas de congestion, qui est égal & une unité de temps (c’est-a-dire,
un arc est parcouru dans une unité de temps). Dans chaque arc, le flot de sortie est limité

par une capacité maximale.

A chaque unité de temps, le flot prét a sortir d’un arc continue son chemin si la ca-
pacité maximale de sortie n’est pas atteinte, sinon il reste sur arc au moins jusqu’a l'unité

de temps suivante.

Les véhicules sont regroupés en paquets, “ packets”. Un “ packet” est un ensemble de

véhicules qui suivent la méme route, qui ont le méme moment de départ, qui sont sur le
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méme noeud au méme moment et qui ont expérimenté les mémes délais sur les noeuds pré-
cédents. Le volume d’un packet peut étre non entier. Les packets peuvent étre découpeés,
par exemple, & cause de la capacité, mais les véhicules qui étaient dans un méme packet au
moment de départ sont forcés de suivre le méme chemin, méme si leurs temps d’arrivée sont

différents.

Pour respecter le FIFO, il introduit des priorités. Chaque packet est classé selon ces
priorités de telle fagon que les packets qui sont sur un méme noeud au méme moment sont
placés dans un ordre approprié. A cause des capacités et de I'imposition de parcourir un
méme chemin & tous les véhicules d’un méme packet de départ, le principe d’équilibre n’est
pas vérifie. Il formule un principe qui est quand méme dans U'esprit de Wardrop : pour
chaque paire OD et chaque temps de départ ¢, les routes qui ont un coiit plus élevé ne sont

pas utilisées.

11 présente trois formulations équivalentes : une basée sur les inégalités variationnelles,
une autre sur la condition de point fixe (projection) et une autre sur la formulation d’un

probléme de minimisation.

Wie et al. (1995) formulent un PIV pour le choix de routes et temps de départ sur un
temps discret en termes de fonction de coit sur les chemins basé sur des fonctions de sortie
du flot (exit flow) sur les arcs. Le volume de trafic sur chaque arc est décrit comme dans le

modéle de Merchant et Nemhauser :
Va(t+ 1) = vg(t) + ba(t) — eq(va(t)), VYa€ A, t=0,1,...,T, (2.105)

Ils évitent d’utiliser la fonction inverse du temps de sortie. Ils montrent qu’il y a une solution
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au probleme d’affectation sous les conditions suivantes : e4(vq(t)) non négative et continue

Yug(t); eq(0) = 0 et eq(va(t)) > 0 quand v,(t) > 0 Va € A.

Ils proposent un algorithme heuristique (la convergence n’est pas établie) qui n’est pas
basé sur des méthodes itératives pour résoudre le PIV. Ils procédent en générant une sé-
quence de solutions qui est supposée de converger vers la solution discréte de ADD. A chaque
itération, I'algorithme génére une solution, résout le probléme de chargement sur le réseau
et fait un ajustement sur le taux de départ, 5h, selon deux cas : si Ci(t, hg) > ui(hg) = dhy
est négative (on enléve du flot), si u;(hy) < Ck(t, ki) < ui(hy) + € = 6hy est positive (on

ajoute du flot).

Boyce, Lee et Janson (1996) proposent un modeéle discret pour ADD effectif formulé
comme une inégalité variationnelle dans l'espace des arcs. Ils proposent un algorithme de
diagonalisation. Mais ils considérent qu’un arc a est occupé au temps ¢, si le nombre de
véhicules qui se trouvent sur lui & ce moment ¢ est positif, vo(t) > 0 (il faut se rappeler que
nous avons défini un arc comme occupé au temps ¢ si le taux d’entrée est positif, by(t) > 0).

Le résultats ne sont pas convaincants

Bernstein et al. (1993) proposent une formulation de contréle variationnel, un modeéle
de controle optimal, mais ils substituent la fonction objectif & minimiser par une inégalité

variationnelle. Cela est semblable au modéle de Ran, Hall et Boyce, mais en temps discret.

Chen et Smith (1998) proposent un modéle discret ou ils formulent une inégalité va-

riationnelle dans D’espace des arcs, oil la condition de FIFO n’est pas vérifiée. Ils utilisent
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un réseau élargi espace-temps avec des files d’attente ou le temps de parcours des arcs doit
atre entier et ot il est formulé en fonction du flot d’entrée. A chaque itération, ils trouvent
de nouvelles valeurs des flots d’entrée sur les arcs et ils calculent la fonction de temps de
parcours. Pour formuler la propagation du flot, ils utilisent les cotts de I'itération précédente
dans la nouvelle solution trouvée, alors celle-ci n’est pas nécessairement réalisable. (La rela-
tion dynamique entre la propagation du flot, le temps de parcours et le flot sur les arcs est

trés difficile a établir avec une formulation sur l’espace des arcs).

Gendreau et Bouzaiene-Ayari (1996) proposent aussi une inégalité variationnelle pour
le choix de routes et le temps de départ en utilisant une formulation du style de celle de

Drissi-Kaitouni et Gendreau (1992).



Chapitre 3

Formulation mathématique : les
contraintes du modéle considéré

Dans ce chapitre, nous allons présenter le modeéle et ses contraintes que nous utilisons
pour résoudre le probléme d’affectation dynamique. L’objectif est de trouver une solution du
modele d’affectation dynamique descriptif en le formulant comme une inégalité variationnelle

sur I’espace des chemins basé sur le cott effectif :

>y /T St(t)[he(t) — RE()] dt >0, Vh(t) € Qt), t € (0,T). (3.1)

il kek; "0
L’ensemble ) vérifie les contraintes de conservation et de non-négativité des flots qui entrent
dans les chemins. A partir d’une matrice de demandes temporelles et des fonctions de cofit
sur les arcs donnés, nous devons déterminer les chemins utilisés, k, & chaque moment de
départ et leurs flots d’entrée, hy(t), modéle au jour le jour, qui sera exécuté d’une maniere
itérative. Mais il va falloir que, tout au long des chemins que ces flots vont emprunter,
certaines conditions soient respectées. Ainsi, nous allons définir les contraintes d’état, les
contraintes de conservations du flot, les contraintes de propagation du flot et les contraintes
FIFO. Ces contraintes vont diriger les mouvements des usagers une fois que les hy sont dé-

terminés. Nous pourrions dire que ces contraintes vont définir le comportement des usagers
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a Pintérieur d’une journée, ceci est définie comme le probléme de chargement du réseau.
(voir diagramme - figure ??). Nous parlerons aussi de la fonction du flot de sortie, (nous
n’utilisons pas cette fonction, mais nous jugeons important de la présenter plus en détail,

puisqu’elle a été trés utilisée par plusieurs auteurs).

Soit v,(t) la quantité de flot (usagers) qui est sur 'arc a au moment ¢, et vge(t), la

quantité de flot qui est sur l’arc a et qui emprunte le chemin £ au moment ¢ :

Ua(t) = Z Vka(t), Va.

keK

Nous dénotons b,(t), le taux du flot qui entre & l'arc a au moment ¢, et bp,(t), le taux
du flot qui entre dans I'arc @ et qui se déplace sur le chemin £ au moment ¢. Egalement,
nous dénotons eq(t), le taux du flot qui sort de arc a au moment ¢, et exo(t), le taux du

flot qui sort de I’arc a et qui voyage par le chemin k£ au moment ¢

ST bra(t) =ba(t), Y era(t) =ealt), Va.
kEK keK
Toutes ces variables doivent étre non négatives :

Uka(t) Z 01 bka(t) Z 0) eka(t) Z 0

Nous pouvons faire référence aussi a la quantité accumulée des flots qui sont entrés

sur I'arc a en suivant le chemin k& au moment ¢, Byq(t), ou qui en sont sortis, Ey,(t).
t
Bra(t) = [ bra(s)ds, Vo, k, t € [0,Tua),
0
t
Era(t) = /0 era(s)ds, Va, k, t € [0,7a(Tra)].

ol T, est le temps d’arrivée & la queue de l'arc a du dernier flot correspondant au chemin

k, et 7(t) est la fonction du temps de sortie, c’est-a-dire le moment de sortie de I'arc a du
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flot qui est entré & ’arc au moment ¢; et

3" Bra(t) = Ba(t), Va, t €[0,Tu],
keK

Z Eyo(t) = Eo(t), Va, te€ [OvTa(Ta])a
keK

ot By(t) et E,(t) sont la quantité accumulée des flots qui sont entrés et sortis respective-

ment de l'arc a, et T}, est le moment ot le dernier flot entré dans I’arc a arrive & la queue de a.

La fonction de temps de parcours (ou de cotit) de P’arc a est en fonction du flot qui
est sur arc au moment #, 54(vq(t)). La quantité de flot accumulé qui est entré ou sorti de
Parc a au moment initial, ¢ = 0, est considérée égale a 0,

Byjo(0) =0, Epe(0) =0, Va,k,
et donc :

0ka(0) > 0, Bia(t) 20, Ega(t) 20, Va,k.

Nous allons présenter les contraintes nécessaires pour décrire le probléme d’équilibre
dynamique. En considérant les contraintes d’état, de conservation du flot, de propagation

du flot et FIFO, premier entré premier sorti (first in first out).

3.1 Contraintes d’état

La quantité du flot sur 'arc @ au moment ¢ est déterminée par la différence entre la
quantité du flot accumulé qui est entré dans 'arc a et la quantité du flot accumulé qui en

est sorti.

vo(t) = Bu(t) — Ea(t), Va, t € (0,7a(Ta))- (3.2)
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La variation (dérivée) du nombre de véhicules sur larc a, flot sur larc, est définie par la

difféerence entre le flot d’entrée et le flot de sortie :

gli);—t(-tl =by(t) — eq(t), Va, t € (0,7(T,)). (3.3)

Nous pouvons dire de méme pour le flot sur 'arc a provenant du chemin k.

Vka(t) = Bra(t) — Era(t), Va,k, t € (0,74(Tka)), (3.4)
(—iv—i;t—(t—) = bra(t) — era(t), Va,k, t € (0,7a(Tha))- (3.5)

3.2 Contraintes de conservation du flot

Comme pour le probléme statique, nous allons associer des contraintes de conservation
du flot aux noeuds du réseau. La contrainte de conservation du flot associé & un noeud n € N
indique que la quantité du flot entrant dans le noeud est égale & la quantité totale qui en
sort. Nous allons la formuler d’abord pour chaque chemin. Nous allons déterminer le flot de
véhicules qui entrent dans un arc a = (p, q) au temps ¢ provenant du chemin k selon un des
deux cas sulvants :
a) si p est un noeud origine, c’est-a-dire a est le premier arc du chemin k, alors le flot
de véhicules qui entrent dans a est égal au taux de départ sur le chemin au moment
t:
bra(t) = hi(t) Yk, t € (0,Tka)- (3.6)
La quantité accumulée du flot qui est entré au moment ¢ sera :
Bial(t) = /01t hi(s) ds Yk, t € (0, Tha); (3.7)
b) si p est un noeud intermédiaire, c’est-a-dire p n’est pas origine ni destination, le

flot de véhicules qui entrent dans a correspondant au chemin k est égal au flot de
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véhicules qui sortent de l'arc précédant a sur le chemin k.

bra(t) = exa-(t) Vk t € (0,Tha)- (3.8)
ka~ représente P’arc précédant a sur le chemin k.
Et donc, la quantité de flot qui est entré dans I’arc sera conservée aussi :

Bia(t) = Epo-(t) Ykt € (0,Tka). (3.9)

Pour chaque noeud n € N, nous définissons n* comme l’ensemble des arcs qui sortent

du noeud n et n~ comme I’ensemble des arcs qui entrent dans le noeud n.

Dans une formulation arc-sommets, on obtient :

ST oba(t) = ) ealt), Vn#odi; Vi€l (3.10)
aent aEn—

D7 ba(t) = gilt), Viel, (3.11)
an?

o; et d; représentent des origines et des destinations, respectivement.

3.3 Contraintes de propagation du flot

Il est nécessaire de s’assurer que le flot qui entre et sort ainsi que le flot de véhicules
présents sur les arcs soient cohérents avec les temps de parcours de ceux-ci. Nous pouvons
écrire cette condition dans l’espace des arcs ou dans celui des chemins. Nous avons besoin
aussi d’une condition qui nous assure que le premier flot & entrer sera le premier & sortir,

condition FIFO. Nous allons parler plus tard de cette condition.
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3.3.1 Contraintes de propagation du flot dans ’espace des chemins

Soit Ska(t), le temps effectif de parcours sur le chemin k de I'origine jusqu’a la fin de
larc a des usagers qui entrent dans le chemin au moment ¢. Nous savons que le flot qui
s'engage sur le chemin k au moment ¢ sort de 'arc a = (p, ¢) au moment ¢+ Ska(t) = e (2).
Nous avons

H(t) = Fra(Tliat) Va, k, (3.12)
ou Hy(t) est la quantité de véhicules (flot accumulé) qui ont emprunté le chemin k entre 0
et I'instant ¢. En dérivant (3.12) par rapport & ¢, nous obtenons :

hi(t) = exa(Mra(t)) Mg (2). (3.13)
Nous supposons que Sg, est différentiable et que Iy, (t) est inversible. Par (3.13) :

W) = eanlOTTEE0) = 0 (.14
ka

et nous pouvons conclure que :
0 sit € (0, Ska(0));
eka(t) = 4 1y )
hi (T (8)) (T, ) () sit € (Ska(0), 7a(Tka))-

(3.15)

3.3.2 Contraintes de propagation du flot dans I’espace des arcs

Nous pouvons dire que le flot de véhicules qui entre & 'arc a au moment ¢ doit sortir
au moment t + sq(v(t)) = 7,4(t), et alors, pour chaque chemin k, la quantité du flot qui est
entré dans l'arc a au moment ¢ doit étre égale 4 la quantité du flot qui est sorti de a au
moment 74(t).

Bia(t) = Eya(7a(t)) Va,k, t € [0, Thal- (3.16)
En dérivant (3.16) nous obtenons :

bra(t) = era(Ta(t))74(2). (3.17)
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Nous supposons que s, est différentiable et 7,(t) est inversible. Alors & partir de (3.17), nous

pouvons déduire la formulation suivante :

bra(r () = exal®)(r (D) = Z——’“—)(—t—()t—) , (3.15)
0 sit € (0,5,(0));

era(t) = { , (3.19)
bka(Ta(t)“l)(Ta—l) (t) site (sa(o)) Ta(Tka))'

similaire & la contrainte de propagation du flot utilisée par Xu et al. (1999).

3.4 Contrainte FIFO : premier entré-premier sorti

La condition de FIFO peut étre définie au niveau des arcs, des chemins ou des paires

origine-destination.

La condition de FIFO sur les arcs est satisfaite si les usagers qui entrent plus to6t sur

un arc donné en sortent aussi plus tot.

t >t =t +sa(v(t) >t +s.(v(t"), VaeA, t' t"el0, Tl (3.20)

La condition de FIFO sur les chemins est satisfaite si les usagers qui entrent plus tot
sur un chemin en sortent aussi plus tot.

>t = '+ St >t" +S,(t"), VkeK;, iel, t,t"e[0,T] (3.21)

La condition de FIFO sur les paires origine-destination est satisfaite si les usagers qui
partent plus tot de P'origine arrivent aussi plus tot a la destination si le réseau est dans un
état d’équilibre descriptif :

>t = t ) >+ ), Viel, tht"eT. (3.22)
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Beaucoup d’efforts ont été faits pour trouver des conditions, les plus générales pos-

sibles, pour assurer la condition de FIFO.

Supposons que la condition de FIFO sur les arcs soit vérifiée, et qu’un usager entre
dans ’arc @ au moment ¢. Il sortira donc a 'instant ¢+ s,(v(t)). Supposons aussi qu’un autre
usager entre plus tard, c’est-a-dire au moment ¢+ At, il sortira donc a ¢+ At +s4(v(t+ At)).

Alors par FIFO nous avons :

t+sa(u(t)) < t+ At+sg(o(t+ At)), (3.23)
Ta(t) < Talt + At).

En divisant (3.23) par At nous obtenons :

sa(v(t + At)) — s4(v(2))
At

+1>0. (3.24)
Nous prenons la limite de (3.24) (At — 0),

sh(v®)+1>0 = s,(v(t) > -1 (3.25)

Wau, Chen et Florian (1998) appellent (3.24) condition de stabilité ou régularité ou
cohérence. Ils montrent que cette condition est nécessaire et suffisante pour vérifier la condi-
tion de FIFO sur les arcs. Si la condition de FIFO est vérifiée sur les arcs, cela implique aussi
quelle est vérifiee sur les chemins. Wu, Chen, Florian (1998) montrent que si la condition
de FIFO est vérifiée sur les chemins ainsi que les conditions d’équilibre (2.27)-(2.28) sur le

réseau sont vérifiées, alors la condition de FIFO sur les paires origine-destination est aussi

vérifiée.

Friesz et al. (1993) montrent que si la fonction s(v) est linéaire, la condition de FIFO
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sur les arcs est toujours vérifiée. Ils énoncent le théoréme suivant :

Théoréme 1 (Friesz et al. 1993) Soit s, une fonction linéaire, alors la fonction du temps

1

de sortie T est strictement croissante par rapport & t, et la fonction inverse T eziste.

Notez que, si 7 est strictement croissante, la condition de FIFO sur les arcs est tou-

jours vérifiée.

Xu et al. (1999) arrivent & la méme conclusion par leur théoréme 4.2 et ils définissent
aussi certaines conditions pour assurer la condition FIFO quand la fonction de cotlt, s, est
non linéaire et séparable : b, non négatif et borné par B, et intégrable, %%}& < 1/B, pour

tout v sur l'intervalle [0, V,] ou V, = [; "ba(t)dt.

Astarita (1996) trouve que la condition suivante est nécessaire et suffisante pour que

la condition de FIFO soit vérifiée :

ba(t)
") = =1+ ———r 3.26
sq(v(t)) i T s (3.26)
L’équation (3.26) implique (3.25) si b(t) et e(t + s(t)) sont > 0, condition trés courante et

normale puisqu’un flot d’entrée ou de sortie négatif aurait du sens seulement si le flot se

déplace vers 'arriére.

A partir de (3.26) nous pouvons développer :

/ _ ba(t)
sa(t)+1 = bt s@) (3.27)
T(t) = _bald) (3.28)

ealt +s(t))’
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ba(t) = ea(T(t))7alt) (3.29)

cette derniére équation est la contrainte de propagation du flot (3.17). Donc, si bg(t) > 0

cette contrainte vérifie la condition de FIFO.

3.5 Fonction du flot de sortie

Nous trouvons plusieurs auteurs qui utilisent pour décrire la propagation du flot une
fonction qui définit la relation entre le flot qui sort d’un arc & un moment donné et le flot de
véhicules qui sont sur I'arc, e,(v,). Par exemple, Merchant et Nemhauser (1978a) I'utilisent
pour un modéle discret et Friesz et al (1989) pour un modéle continu. La fonction eq(vg) est
dépendante du flot de véhicules qui se trouve sur l'arc et détermine le flot qui sort de Parc
a au moment t, c’est-a-dire, la quantité de véhicules par unité de temps. Ils remplacent la

contrainte d’état et la contrainte de propagation du flot par cette formule :

dvg(t)

22 = bu(t) — ealva(t)) (3.30)

En général, la vitesse du flot est déterminée d’une fagon implicite par la fonction du flot
de sortie. Elle permet de décrire I’évolution et la propagation du flot. Cependant, plusieurs
déficiences ont été détectées lors de son utilisation. Quand on applique I’équation (3.30), le
flot qui entre dans 'arc a au moment ¢ est ajouté immeédiatement au flot qui est déja dans
P’arc, va(t), donc, il intervient aussi dans le calcul du flot sortant, e,(vq(t)). Ceci nest pas
réaliste, puisque le flot qui sort devrait dépendre uniquement de celui qui est “ prés” de la
téte de larc, prét a sortir. Quand de flot entre sur un arc vide, par exemple, la fonction du
flot de sortie devient immeédiatement positive méme si le flot n’a pas eu le temps de traverser
larc. Alors il y a de flot qui sort de arc au méme temps ¢ qu’il entre, leur vitesse de propa-

gation est infinie. Une propagation instantanée est produite parce que quand un flot entre
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sur un arc, il est immeédiatement distribué sur tout l'arc. La condition de FIFO ne serait
plus respectée, puisque des flots qui entrent au méme moment ne sortent pas nécessairement
en méme temps, et il pourrait arriver que des flots entrés & des moments différents sortent

ensemble.

D’autres auteurs ont essayé d’éviter I'utilisation de la fonction du flot de sortie en la
substituant par une variable de taux de sortie de l’arc a au temps t, e4(t), qui est relié au

taux d’entrée par la contrainte de propagation du flot.



Chapitre 4

Résolution du probléme de
chargement : deux nouveaux
algorithmes

Comme nous ’avons déja dit, nous nous intéressons au probléme d’équilibre dyna-
mique effectif sur les chemins d’un réseau de transport urbain. Nous avons formulé ce mo-
dele d’équilibre au chapitre deux en utilisant les flots et les cotts temporels des chemins.
Ainsi, nous voulons trouver les flots temporels sur les chemins, étant donné les taux de
départ de chaque origine vers chaque destination, pour une période de temps donnée. Evi-
dement, les flots sur les chemins sont dépendants des cotits de déplacement encourus et ces
cotts vont varier selon les flots. Les algorithmes que nous allons utiliser pour résoudre ce
probléme sont basés sur des méthodes itératives oit & chaque itération nous allons calculer
de nouvelles valeurs pour les flots et ces nouveaux flots seront affectés sur leurs chemins;
donc, puisque les flots vont changer, nous devrons calculer & nouveau les cofits temporels
pour parcourir les chemins du réseau avec des nouvelles conditions de trafic dues au chan-
gement des flots. Dans ce chapitre, nous allons développer la fagon de résoudre ce probléme

en utilisant la solution d’un sous-probléme, le probléme de chargement dynamique de réseau.

66



67

Le probléme de chargement dynamique consiste & déterminer les flots temporels et
le temps de déplacement sur les arcs ainsi que sur les chemins étant donné les taux de
départ temporels du trafic sur les chemins du réseau. Nous pouvons le considérer comme
un probléme d’affectation quotidien (“within-day”) pour lequel les usagers utilisent des
connaissances ou expériences acquises antérieurement sur le réseau pour choisir leurs par-
cours & réaliser dans la journée. Mais les parcours peuvent varier d’un jour & Pautre afin
de tendre vers un équilibre, et ces variations sont étudiées par les modeéles au jour le jour

(“ day-to-day”).

Nous trouvons principalement deux approches, ou classes de méthodes différentes,
pour résoudre le probléme de chargement de réseau. La premiére approche est basée sur la
simulation (DYNASMART, Jayakrishman et al (1994), CONTRAM, Taylor (1990)). Un des
avantages de cette approche de simulation est la description relativement fidele du trafic,
mais, par contre, les calculs sont intensifs. La deuxiéme approche est basée sur une étude
analytique du flot temporel. Friesz et al (1993) présentent une formulation définie comme
un systéme d’équations en fonction du temps de sortie (“exit function”) pour définir la
propagation du flot sur chaque arc selon les taux de départ, mais ils ne proposent pas une
procédure de résolution. Wu (1994) et Wu et al (1998a) proposent une formulation avec
une fonction de “stabilité” qui implique que la condition, nécessaire, de FIFO soit vérifiée.
Xu et al (1998,1999) fournissent une formulation qui peut étre résolue et ils proposent un
algorithme DYNALOAD basé aussi sur la fonction de temps de sortie de I’arc et son in-
verse. Si la condition FIFO est satisfaite, la fonction de sortie est inversible, et si la fonction
de sortie et son inverse sont toutes les deux différentiables, alors le probléme admet une

solution, et lalgorithme atteint cette solution dans un nombre fini d’itérations. Des résul-
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tats numériques avec un algorithme DYNALOAD modifié sont reportés par Wu et al (1998c).

Le probléme de chargement est un sous-probléme important. Il en résulte que c’est la
partie la plus cotteuse du probléme d’affectation dynamique. Dans un algorithme itératif
pour résoudre le probléme d’équilibre, le chargement du réseau doit étre répété a chaque
itération. Il est donc trés important d’obtenir des résultats théoriques et numériques qui
nous assurent une solution pour le probléme de chargement et un temps d’exécution le plus
bref possible. Nous allons proposer deux algorithmes : le premier, appelé ici Algorithme-1,
est une révision et une modification de DYNALOAD avec le but de le rendre plus efficace.
Il est basé sur les taux d’entrée et de sortie sur les arcs et la fonction de temps de sortie.
Le deuxiéme consiste en une nouvelle formulation qui utilise les quantités cumulatives de
flots qui sont entrées et sorties des arcs (plutot que les taux). Les fonctions de sortie et
leurs inverses sont utilisées aussi, mais leurs dérivées ne sont pas nécessaires. La condition
de FIFO est imposée dans les contraintes de propagation du flot. Nous appelons cette pro-

cédure I’Algorithme-2.

Nous allons exposer 1’ Algorithme-1 & la section 4.1. A la section 4.2 nous développons

I’Algorithme-2. Des résultats numériques sont présentés & la section 4.3.
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4.1 Algorithme-1 (variante de DYNALOAD)

Dans cette section, nous allons présenter 1’Algorithme-1 pour résoudre le probleme

de chargement. La formulation mathématique que nous appelons taux-formulation est la

suivante :
va(t) = /Ot(ba(s) —eq(s))ds, a€ A, 0<t<7(Ta), (4.1)
Ta(t) =t + 8a(va(t)), a €A, 0<t < Ty, (4.2)
T'a(t) = 1+ 8a(va(t)) >0, a€ A 0<t<T,, (4.3)

hi(t)  sia est le premier arc du chemin &,
bra(t) = acA keK, 05t < T,

era—(t) sinon,

(4.4)
(t)—{o 0<t<s0) €A kekK (4.5)
T bl )Y (1) 5al0) < < 7a(Tha), e |
ba(t) = 3 bra(t), a €A, 0<t< T, (4.6)
keK,
ea(t) = Y era(t), a€ A, 0<t < 7(Tu) (4.7)
keK,

oul (4.1) représente 'équation d’état, (4.2) est 'équation de la fonction de temps de sortie
de Darc, (4.3) est la dérivée de la fonction de temps de sortie de I’arc, (4.4) est la contrainte

de conservation du flot et (4.5) la contrainte de propagation du flot.

Finalement, pour un chemin k = a3 —as — ... —an,, le temps de parcours effectif pour le

flot qui emprunte le chemin au moment t, Sk (t), peut étre calculé par la récursion suivante :
to = t;
t] = Tay (tj—l) = tj-—l + Sa; (v(tj—-l))7 Jj= 1,2,..,ng, t € [O)T]v ke K; (48)

Sk(t) = tny =t = Tan, (cTay (Ta, ()...) — .
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Ou ¢; est I'instant dans lequel le flot arrive a la téte de I'arc a; sur le chemin k, et nj est le
nombre d’arcs du chemin. Une maniére alternative d’exprimer le temps de parcours effectif

est :
Si(t) = isakj (v(tj—1)) ou Sk(t) = 7a,, (-Tay(Tay(8))-.) — - (4.9)
j=1

11 est requis que vo(t), brqe(t) et exq(t) soient non négatives.

Les variables I,(t) et Ixy(t), out (p,q) = a et t € [0,T], sont définies comme le
temps de sortie du noeud ¢ du flot qui part de l'origine au moment ¢ sur le chemin k et
le temps d’arrivée (ou de sortie) au noeud p du flot qui part a I'instant ¢ sur le chemin #,

respectivement. 1l est clair que :

Hig() = Mep(t) + sa(va(ip(8))) = 7a (Mip(). (4.10)
et

wat) = [ ral€)dE = /n’:"l(y)h«t)dt (4.11)

ka . ka H;pl(:z:) k :

ot z = 7, }(y)

Xu et al. (1999), dans leurs théorémes 4.1 et 4.2, prouvent I'existence et I'unicité de
la solution de cette formulation si les conditions suivantes sont vérifiées :
- A l'instant zéro, il n’y a pas de flot sur le réseau.
- Le flot est conservé, c’est-a-dire qu’il est généré seulement aux noeuds origines et
absorbé aux noeuds destinations.
- Le temps pour traverser un arc a par un flot qui arrive a ’arc au moment ¢ est
déterminé seulement par le flot qui se trouve sur larc a & I'instant ¢. Ceci implique

que les fonctions de temps de parcours s, sont séparables.
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- Les fonctions de temps de parcours des arcs sont positives, non décroissantes, et
continfiment différentiables par rapport au total de volume sur l’arc.

- Les fonctions de taux de départ (flot de départ) hy(t) sont non négatives, finies et
Lebesgue intégrables sur leur domaine [0, T.

- La condition FIFO sur les arcs doit étre satisfaite. Les fonctions de temps de sortie

du flot sur les arcs, 7(t), sont croissantes et inversibles 7,1 (7(¢)) = ¢.

Si une solution peut &tre calculée, elle a les propriétés suivantes :

- La condition FIFO est satisfaite pour tous les chemins et pour tous les sous-chemins
correspondants & l'intérieur de chaque chemin.

- La fonction de temps de sortie d’un noeud d’un chemin, IT,(t), est inversible.

- Il est possible d’établir une relation entre le flot d’entrée dans un arc et le flot de

départ des chemins.

Dans l’algorithme DYNALOAD, a chaque itération ¢, un intervalle de temps est établi,
[I=, 1], pour chaque arc a = (p,q) (nous allons appeler cet intervalle arc-intervalle) o I et
I} sont les limites inférieure et supérieure de l'arc-intervalle. Alors II,:p1 (17) et ngl(l;’) sont
évalués afin de calculer un intervalle de temps de départ sur chaque chemin k € K¢ (K¢
représente 'ensemble de tous les chemins qui traversent I’arc a). Pour chaque intervalle de

temps de départ, une discrétisation de quatre points est faite comme suit :

3 0 3 0
tha “tha ;2 _ 1 tha — tia
3 ytha = tha T .

. (4.12)

1 —1/7—\ 43 ~1 1 0

tha = Hkp (la )’tka = Hk,p (lt—z*_)’tka =tga
Le temps d’entrée dans I’arc a pour le flot qui entre dans chaque chemin k € K¢, a chaque
instant t{,a (j = 0,1,2,3), est calculé. Les valeurs de vka{Hkp(t{,a)} sont calculées en uti-

lisant I’équation (4.11). Les Hkp(tia) sont des points discrets de l’arc-intervalle, différents
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pour chaque k € K¢ Evidement IIy,(t},) =I5 et IIgy(t3,) = . Les valeurs H,:pl (tf;a) et
H;I}(T; 1(t{; ,)) sont évaluées pour chacun des chemins k € K. Elles sont approximées par
une fonction polynémiale de degré trois en utilisant une technique de spline cubique. Ainsi,
Vkq €st calculée pour chaque instant Hkp(tga), Hkp(tia), g, (t2,), Hkp(t:;’m), et conservée pour
chaque k € K°. Tous ces calculs sont répétés pour chaque chemin qui traverse l'arc a (et
pour chaque arc a € A). Pour calculer v,, les calculs sont exécutés |K?| fois pour chaque

chemin k € K°.

Dans I’Algorithme-1, nous utilisons une nouvelle stratégie pour réaliser la discrétisation
dans chaque arc-intervalle, avec le but de réduire la quantité de calculs et de les simplifier,
c’est a dire avec I’objetif de réduire le temps d’exécution de l'algorithme. La discrétisation
est faite de la maniére suivante :

Soit Parc-intervalle 4,4, (i = 1,2,3,...), [l5,If], o If = 74(l7) et soient tga,
(j = 0, 1, 2, 3) des points dans lintervalle ¢, qui sont définis comme suit :

- Silarc a est rencontré pour la premiére fois, 7, = 1 :

0 a0, Bt g 1

t =laat1=la’t :t1+'—§—‘“7t1:t1+ 3 ) (413)
- sinon, pour chaque arc-intervalle ¢, :

d, = ralt], 1) (419

Les points £ sont définis en fonction de ’arc a et sont les mémes pour tous les chemins qui
Ta

le traversent, k € K*°.

Puisque les points ) sont les mémes pour chaque chemin k € K2, I'équation (4.11)
ta

est utilisée une seule fois, pour chaque chemin, pour calculer vka(tga). Les variables v, Hg]}
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et H,;pl(’r‘l(tj )) sont calculées pour chaque point tfa. Puisque t{a 1= Ta(tga), alors :

a \b,

I, (], 1) = Ty (8,); (4.15)

M (ra(t, 1)) = i) (a- (ra(],_1))). (4.16)
Les arc-intervalles sont différents pour chaque arc, donc, I’ensemble de points discrets pour
larc a™, {t{ﬁ}, est différent de celui de 'arc a, {tia} Donc, le temps discret t{a 41 appar-
tient nécessairement pas & ’ensemble {tga} et, par conséquent, les valeurs H;ql((tfa_l)) sont
approximées a partir de H;pl(tga). Pour ce faire, nous utilisons un polynéme de Lagrange

d’ordre 3.

3
I (1) = Y gy (8,)L;(2), t € [t 83,]
§j=0

3 m
- (T —1;
Li(t) = H?,m“)””#’(j 73 L j=0,1,2,3.
Hm:O,m;ﬁj(tia - tia)

Pour réaliser les approximations nous utilisons des techniques d’interpolation en uti-
lisant la méthode du polynome de Lagrange; des méthodes du type spline cubique ont été
utilisées pour des interpolations semblables par Xu et al. (1999). Nous avons remarqué que

Putilisation du polynéme de Lagrange donne des approximations plus précises.

Une fois que v, a été calculée, nous calculerons s, et 7,, et I'arc-intervalle courant sera
mis a jour de la fagon suivante : I} := 17 et I := 74(IJ) ; L’ensemble des arcs A contiendra
les arcs a € A qui sont “ actifs” a chaque itération, c’est-a-dire les arcs qui portent du flot. Le
temps du systéme T} sera incrémenté a la plus petite valeur entre les limites supérieures des
arc-intervalles courants de tous les arcs de I'ensemble A, T; = min{l} : a € A}, et nous sélec-

tionnerons les arcs tels que la valeur de I} courante sera égale a T;, A; = arg min{l} :a € A}.



Les détails de I’Algorithme-1 sont énoncés dans le suivant :

Algorithme-1

1. INITIALISATION
1:=0,Ty :=0;

pour a € A faire

Iy :=0;
I3 = 54(0);
iq 1= 0;

pa := le nombre de chemins k € K° tel que a est ’arc initial

fin de pour

A:={a€ A:p, >0}

2. BOUCLE PRINCIPALE
tant que T; < T ou A # 0 faire
=141
T; := min{l} : a € A}
Aj =argmin{l] :ac A}
pour a € A; faire

pour k € K¢ faire
si k est “ active” dans l'arc-intervalle [I7,[}] alors

ARC DYNAMICS(a, k) sur l'arc-intervalle [I7, I}

fin de si

]
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fin de pour

mise & jour I :=T; et IJ := 7,(T})
fin de pour
si p, = 0 alors

A=A - {a}
fin de si

fin de tant que

3. ARC DYNAMICS(a, k) sur Parc-intervalle [I7,1}]
déterminer(t) , ¢} , &7, t?)
pour j =0,1,2,3 faire
calculer H,:pl (tfa)
calculer va(tfa) en utilisant (4.11)
calculer tgﬁ-l = Ta(tfa) = tfu + sa(va(tfa))
fin de pour
sia ¢ A et a n’est pas le dernier arc du chemin k alors
A := A+ {larc suivant de a au chemin k}
fin de si
si It = T}, alors
Pa = pa—1

fin de si
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4.2 Algorithme-2

Dans cette section, nous allons présenter une autre formulation mathématique pour le
probléme de chargement. Celle-ci est une reformulation du probléme en utilisant les quan-
tités cumulatives de flots, plutét que le flot méme, qui sont entrés et sortis des arcs. La
dérivée de la fonction de temps de sortie des arcs et de son inverse ne sont plus nécessaires.
Avec ces quantités cumulatives, le délai de déplacement et les flots sur les arcs peuvent étre

facilement calculés.

La formulation est la suivante :

va(t) = Ba(t) — Eo(t), a€ A4, 0<t< Ta(Ta), (4.17)

To(t) =t + 8a(va(t)), a€ A, 0<t <T,, (4.18)

JE hi(y)dy, sia est le premier arc du chemin k,
Bka(t): aEA)keK)OStSTka»

E;.- (1), sinon,
(4.19)
0, 0 < t < 84(0),
Eia(t) = _ cAkecK, 4.20
k) =Y Bl @), 5a(0) <t < 7al(Tha), © (4.20)
Bo(t)= > Bia(t), a€ A, 0<t < Ty, (4.21)
keKe
Eo(t) = > Eal(t), a€ A, 5,(0) <t < 7a(Ta), (4.22)
keKa

oul (4.17) représente I’équation d’état, (4.18) est Péquation de temps de sortie de I'arc, (4.19)
est la contrainte de conservation, (4.20) la contrainte de propagation. Il est requis que v,(t),

Byo(t) et Ejq(t) soient non négatives.
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Dans l’algorithme-2 nous allons établir des arc-intervalles de temps, [I;,1}], comme
dans l’algorithme précédent. Nous allons discrétiser chacun des ces arc-intervalles en 4 points
de la méme facon décrite pour I’Algorithme-1, c’est-a-dire : si I’arc a est rencontré pour la
premiére fois :

-1 -

=t 1 (4.23)

0 7= 43 _ 7+ 41 _ 40
0= B =1 =10+
sinon, pour chaque arc-intervalle i, : £/ = 7,4(t] _;), les points ¢/ sont les mémes pour tous

les chemins qui traversent ’arc a, c’est-a-dire Yk € K°. Il faut remarquer que

Ea(t]) = Ba(t],_,) (4.24)
et
va(t],) = Ba(t]) = Eal(t],) = Ba(t],) = Ba(t], _y), (4.25)

iq i

donc la formulation discrétisée devient :

j Ba(t{ ) sitg =1, )
va(t],) = z ‘ Va4, 0<t | <7a(Tw), (4.26)
Ba(t] ) — Ba(t],_;) sinon,
t{a+1 = tfa + Sa,(Ua(tga)), ac A 0< t{a < 7(To), (427)

Vae A, ke K, 0<t< T,

!
, Jo'® hi(y)dy, si a est le premier arc du chemin k,
Bra(tl)=1 7 . (4.28)
By~ (1,2 (t],)), sinon,
Bo(ti)= 3 Bul(tl), ac 4, 0<t <T, (4.29)
kEK®

Donc, I’Algorithme-2 détermine d’abord Bp,(t) sur les points discrétisés de l'arc-intervalle
courant pour tous les chemins k € K. Si a est le premier arc du chemin k, By (t) sera calculé
directement ; sinon, comme les arc-intervalles correspondants aux arcs a et a~ sont différents,
le temps discret t{a n’appartient pas nécessairement & ’ensemble {t{a_ }, et par conséquent,

la valeur By, (7,2 (tfa)) doit étre approximée. Pour le faire, nous allons chercher I'intervalle
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i, tel que t?a_ < tga < tf-‘a alors la valeur que nous voulons calculer, By, (7 ‘l(t“" ))

est comprise entre By,-(t) ;) et Bp,-(t2 _;). Ensuite nous utiliserons une technique

d’approximation polynémiale de Lagrange (polynéme de Lagrange d’ordre 3). :

Bia-( ZBk:a L), tel 8 ]
H - (t—t)

Ljft) = P fam o 5=0,1,2,3.
m—O,m;éj (tia =t )’

Aprés, B,, v, seront calculés par (4.29) et (4.26) respectivement et ensuite nous pouvons

calculer s,.

Dans le but de prouver P’existence et I'unicité de la solution pour cette formulation
avec flot accumulé, nous avons besoin de démontrer que (4.17)-(4.22) sont équivalents a
la formulation avec taux (4.1)-(4.7). Ceci peut étre prouvé par induction sur les arcs de
chaque chemin. Ensuite nous pourrons utiliser les théorémes 4.1 et 4.2 de Xu et al. (1999)
afin d’obtenir le résultat désiré. D’abord, nous pouvons voir que Bja(t) et Eiq(t), dans la
formulation avec le flot accumulé, sont égales & f(f bra(y)dy et fg era(y)dy respectivement

dans la formulation avec taux .

Proposition 1 La formulation avec tauz cumulatif (4.17)-(4.22) pour résoudre le probléme

de chargement sur un réseau est équivalente & la formulation avec tauz (4.1)-(4.7).

Preuve.
- Soit a, le premier arc du chemin k. Par (4.4) nous avons :
bralt) = b)) = [ bealv)dy = [ hao)dy (4.30)
par (4.19) et (4.30)

Bia(?) / bra (v)dy. (4.31)
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Egalement par (4.5) nous avons :

/Ot era(y)dy = /Ot ba(72 (1)) (72 ") (¥)dy = Bra(74 ' (%)) (4.32)
et par (4.20) et (4.32) il suit que :
Bua(®) = [ cralu)dy (4.33)

- Si @ n’est pas le premier arc du chemin k, et les équations By (t) = JE b~ (y)dy et
E.-(t)= fg exa- (y)dy sont vérifiées pour 'arc a~, prédécesseur de a, sur le chemin

k, alors, comme avant, par (4.4) nous avons :

)iy = [ era- )y = B () (434)
Par (4.19) et (4.34), il suit que

Bua(t) / bra(y)dy, (4.35)
et par (4.5), (4.20) et (4.32), il en résulte que

Bra(®) = [ exalu)dy (436)

Alors (4.19) et (4.20) sont équivalents a (4.4) et (4.5) respectivement, et (4.17) est

équivalent a (4.1). O

Il est important de remarquer que les contraintes de propagation du flot nous assurent
la condition FIFO, puisque B,(t) = E,(7.(t)) implique que by(t) = ea(Ta(t))(7a(t)) =

(14(2)) = 5%%%37 > 0, c’est-a-dire que 7,(t) est croissante.

L’Algorithme-2 s’énonce comme suit :



r Algorithme-2

1. INITIALISATION
1:=0, Ty :=0;

pour a € A faire

Iy =0,

I7 = 54(0);

g 1= 0;

pa = le nombre de chemins k € K tel que a est I’arc initial
fin de pour

A:={a€c A:p, >0}

2. BOUCLE PRINCIPALE
tant que T; < T ou A # 0 faire
1:=1+1
T; = min{l} : a € A}
A; = argmin{lf :a€ 4}
pour a € A; faire
pour k € K? faire
si k est “ active” dans I’arc-intervalle [I7,1]] alors
io = iq +1
ARC DYNAMICS(a, k) sur “Parc-active” [I5, 1]
fin de si

fin de pour

mise & jour I :=T; et I} := 7,(Ty)
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fin de pour

si p, = 0 alors
A:=A-{a}

fin de si

fin de tant que

3. ARC DYNAMICS(a, k) sur I arc-active” [I7,1F]
déterminer (t ,¢f 7 13 )

2a? “la? “la’ Tla
pour j =0,1,2,3 faire
calculer Bka(tga) et Ba(tfa) en utilisant (4.28) et (4.29)
calculer va(tfa) en utilisant (4.26)
calculer tg”l = Ta(tga) = t{a + sa(va(tga))
fin de pour
sia ¢ A et a n’est pas le dernier arc du chemin k alors
A := A+ {larc suivant de a au chemin k}
fin de si
si I} = T}, alors
Pa = pa =1

fin de si

4.3 Reésultats numériques

Dans cette section, nous allons présenter trois exemples numériques de résolution du

probléme de chargement. Nous allons comparer le temps d’exécution entre les deux algo-
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rithmes énoncés et la derniére modification de DYNALOAD présentée par Wu, Florian et

Rubio-Ardanaz (1998), que nous allons appeler Algorithme-3.

Algorithme-1

Algorithme-2

Algorithme-3

formulation

flot de véhicules

flot accumulé

flot de véhicules

fonction du temps
de sortie

sur les noeuds des
chemins : Ilg, ; et sur
les arcs : 7,

sur les arcs : 7,

sur les noeuds des
chemins : Iy, ; et sur
les arcs : 7,

variables

-1
Vka) Va, Hkp’ Hkp) hy,

Ua: Ta; Bkaa Ba

-1
Vkas Va, Hkp) Hkp’ hk

discrétisation

sur le temps de sortie
de chaque arc

sur le temps de sortie
de chaque arc

sur le temps d’entrée
de chaque chemin

arc-intervalle

arc-intervalle

arc-chemin-intervalle

sur chaque arc

sur chaque arc

sur chaque arc-chemin

calcul de variables

un fois sur chaque
chemin k£ € K¢

un fois sur chaque
chemin k € K*

| K®| fois sur chaque
chemin k € K¢

TAB. 4.1 — Sommaire comparatif de Algorithme-1, Algorithme-2 et Algorithme-3.

Les exemples ont été réalisés en utilisant deux réseaux différents, le réseau de la ville

Sioux Falls de 76 arcs et le réseau de la ville de Hull de 798 arcs. Les essais numériques ont

été réalisés sur une station de travail SUN Microsystems ULTRA SPARC 10, 300 Mhz, 128

M. ram, Unix Solaris. Les dimensions des ces deux réseaux ainsi que les temps de calcul sont
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donnés au tableau (4.2).

nombre | nombre période temps CPU
exemple | d’arcs | de chemins | de départ | Algorithme-1 | Algorithme-2 | Algorithme-3

1 76 552 120 6.17 5.95 58.03
2 798 465 30 18.88 13.87 92.28
3 798 465 60 29.55 24.77 174.33

TAB. 4.2 — Réseaux et temps CPU.

Le premier exemple est le réseau de la ville de Sioux Falls (méme réseau utilisé par
Suwansirikul et al. 1987) constitué de 24 noeuds, 76 arcs et 552 chemins. Tous les che-
mins sont générés a l’avance pour réaliser les calculs. La période de départ est [0,120],
T = 120 et le flot sur chaque chemin est défini par une fonction quadratique donnée par :
h(t) = 0.0005 x (T —t) x t, t = 0,...,120, Vk. La fonction de temps de parcours choisie est
sa(va(t)) = BO+BL xv,(t), Ya € A. Les parametres 3 sont donnés au tableau (4.3). Les temps
CPU totaux sont de 5.95 secondes pour I’Algorithme-2, 6.17 secondes pour I’Algorithme-1

et 58.03 pour I’Algorithme-3.

Le deuxiéme exemple est le réseau de la ville de Hull (Canada) constitué de 501 noeuds,
798 arcs et 465 chemins. Deux périodes de temps de départ sont utilisées, d’abord T' = 30,
donc la période de départ sera [0, 30] et deuxiémement T = 60, période de départ [0, 60].
La fonction de temps de parcours choisie est : s4(vq(t)) = 1.2 +0.01 x v4(t), Va € A. Pour

T = 30, la fonction de taux de départ est : h(t) = 0.010 x (T —t) x ¢, t = 0,..,30, Vk.
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Les temps CPU totaux sont 13.87 secondes pour I’Algorithme-2, 18.88 pour I’Algorithme-1
et 92.28 pour I'Algorithme-3. Pour T' = 60, la fonction du flot de départ est donnée par :
h(t) = 0.0020 x (T —t) x t, t =0,...,60, Vk. Les temps CPU sont de 24.77 secondes pour

I’ Algorithme-2, 29.55 pour I’Algorithme-1 et 174.33 pour 1’Algorithme-3 respectivement.

Dans le tableau (4.2), nous pouvons voir que les algorithmes que nous avons énoncés
ont grandement amélioré la performance du précédent (par rapport au temps d’exécution).
La figure (4.1) montre les courbes du volume cumulatif de véhicules qui sont entrés dans
chaque arc du chemin 1 par rapport au temps de départ du deuxiéme exemple. La derniére
courbe représente le volume cumulatif qui est sorti du dernier arc du chemin. Avec I'utilisa-
tion du flot cumulatif, il est trés simple de calculer le temps de parcours des arcs et le temps
effectif de parcours des chemins ainsi que le volume sur les arcs. Sur le chemin 1, figure
(4.1), le flot qui est entré dans le premier arc au temps t1, est entré dans le deuxiéme arc
au temps t2; c’est-a-dire il a quitté 'arc 1 au moment ¢2, et alors le temps pour parcourir
le premier arc pour le flot qui entre au temps t1 est égal a t2 — t1, 5o, = t2 — t1. Le temps
effectif du parcours pour le chemin, du flot qui part au temps t1, est égal & t3 — t1. Le
volume, correspondant au chemin 1 qui se trouve dans le premier arc au temps t1, est égal

4 B2 — Bl.



From-node | To-node | 8% [ AT | From-node | To-node | 8% | B!
1 2 3.6 |0.01 13 24 2.4 10.01
1 3 2.4 | 0.01 14 11 2.4 | 0.01
2 1 3.6 | 0.01 14 15 3.0 | 0.01
2 6 3.0 ] 0.01 14 23 2.4 1 0.01
3 1 2.4 | 0.01 15 10 3.6 | 0.01
3 4 2.4 | 0.01 15 14 3.0 | 0.01
3 12 2.4 1 0.01 15 19 2.4 | 0.01
4 3 241 0.01 15 22 2.4 10.01
4 5 1.2 1 0.01 16 8 3.0 | 0.01
4 11 3.6 | 0.01 16 10 3.0 | 0.01
5 4 1.2 10.01 16 17 1.2 ] 0.01
5 6 2.4 1 0.01 16 18 1.8 | 0.01
5 9 3.0 |0.01 17 10 4.8 | 0.01
6 2 3.0 0.01 17 16 1.2 1 0.01
6 5 2.4 1 0.01 17 19 1.2 1 0.01
6 8 1.2} 0.01 18 7 1.2 1 0.01
7 8 1.8 | 0.01 18 16 1.8 ] 0.01
7 18 1.2 10.01 18 20 2.4 | 0.01
8 6 1.2 ] 0.01 19 15 2.4 | 0.01
8 7 1.8 | 0.01 19 17 1.2 1 0.01
8 9 6.0 | 0.01 19 20 2.4 | 0.01
8 16 3.0 |0.01 20 18 2.4 1 0.01
9 5 3.0 0.01 20 19 2.4 | 0.01
9 8 6.0 | 0.01 20 21 3.6 | 0.01
9 10 1.8 | 0.01 20 22 3.0 | 0.01
10 9 1.8 | 0.01 21 20 3.6 | 0.01
10 11 3.0 1 0.01 21 22 1.2 1 0.01
10 15 3.6 | 0.01 21 24 1.8 | 0.01
10 16 3.0 | 0.01 22 15 2.4 | 0.01
10 17 4.8 | 0.01 22 20 3.0 | 0.01
11 4 3.6 | 0.01 22 21 1.2 1 0.01
11 10 3.0 | 0.01 22 23 2.4 ] 0.01
11 12 3.6 | 0.01 23 14 2.4 ] 0.01
11 14 2.4 1 0.01 23 22 2.4 10.01
12 3 2.4 | 0.01 23 24 1.2 1 0.01
12 11 3.6 ] 0.01 24 13 2.4 10.01
12 13 1.8 | 0.01 24 21 1.8 1 0.01
13 12 1.8 | 0.01 24 23 1.2 1 0.01

TAB. 4.3 — Paramétres utilisés dans ’exemple 1.
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Fic. 4.1 — Réseau de Hull : volume accumulé pour chaque arc du chemin 1.
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Chapitre 5

Résolution du probléme d’équilibre
dynamique

Nous allons exposer dans ce chapitre les méthodes que nous avons employées pour ré-
soudre le probléme d’affectation dynamique. Etant donné les demandes des taux temporels,
nous allons distribuer les flots entre les chemins générés qui relient les origines aux destina-
tions de telle sorte qu’un équilibre temporel soit vérifié. Au chapitre deux, nous avons décrit
une généralisation des principes d’équilibre de Wardrop : le principe d’équilibre dynamique
normatif et le principe d’équilibre dynamique descriptif. Nous nous intéressons au principe
descriptif avec le temps de parcours effectif sur les chemins. Nous avons défini (définitions 3

et 4 du chapitre 2) cet équilibre sur le domaine des arcs et des chemins.

Nous utilisons un algorithme itératif de projection ou, & chaque itération, nous allons
calculer un “pas” de projection pour trouver une nouvelle solution réalisable & partir de
la solution courante. Cette nouvelle solution représente une nouvelle distribution des flots
qui respecte toutes les contraintes du probléme. Une fois que les nouveaux flots des chemins
sont obtenus, ils doivent étre chargés sur le réseau afin de trouver les volumes et les cotits

temporels pour la prochaine itération.
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Le grand nombre de chemins qui existent entre une origine et une destination est une
complication classique des algorithmes de solution dans I’espace des chemins. Le fait de tra-
vailler dans P’espace des arcs serait avantageux, mais la structure du probleme dynamique ne
permet pas un passage d’une solution réalisable & une autre dans I’espace des arcs et rend le
probléme difficile. Comment trouver une nouvelle solution sur les arcs telle que les équations
qui définissent le probléme de chargement soient satisfaites? Le seul moyen d’aborder ce

probléme est de travailler dans I’espace des chemins.

Nous allons résoudre d’abord le probléme d’équilibre dynamique en ne tenant compte
que d’un certain nombre de chemins qui seront fixés a priori. Aprés, nous allons généraliser
I’algorithme en résolvant le probléme sur tout 'ensemble de solutions réalisables, c’est-a-dire
sans se restreindre a certains chemins fixés & ’avance. Pour ce faire, nous allons utiliser une
stratégie de restriction qui résout le probléme sur un domaine réduit et qui sera élargi au
fur et & mesure. Le domaine réalisable est élargi par la génération de nouveaux chemins en

résolvant le probléme du plus court chemin temporel (ou dynamique).

Nous allons définir et formuler le probléme d’inégalité variationnelle, & la section 5.1,
tel que nous allons le traiter; & la section 5.2, nous allons exposer la méthode de projection
et nous présenterons, & la section 5.3, certains résultats numériques de son application. Nous
présenterons la méthode de restriction & la section 5.4 et certains résultats numériques ob-

tenus avec cette méthode seront fournis & la section 5.5.
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5.1 Formulation du probléme d’inégalité variationnelle

Nous pouvons formuler mathématiquement les conditions d’équilibre dynamique nor-

matif comme suit :

= ih; 0;
Sk(h*u)){ pll) SR > (5.1)

> ui(t) sinon.

Yk € K;, i € I, pour presque tout ¢t € (0,7) et

wi(t) = gxelif?i{sk(h*(t))},pour presque tout, t € (0,T). (5.2)
Cette condition nous assure qu’aucun usager ne pourrait réduire son temps effectif de voyage.
Le probléme correspondant d’inégalité variationnelle, PIV, est défini comme suit : trouver
h*(t) € Q(t) tel que

(S(h*(t)), h(t) — h*(t)) > 0, VA(t) € Q(t), pour presque tout, t € (0,T). (5.3)
Nous pouvons exprimer (5.3) comme suit :

[ 33 et @)lhw(e) ~ ni(o)] de 20, Vh(t) € 2(0) (5.4)
0 el kek;
Nous allons utiliser (5.3) pour trouver les conditions d’équilibre (5.1), mais avant nous allons
énoncer la proposition suivante :
Proposition 2 Si le probléme d’inégalité variationnelle (5.3) et les conditions d’équilibre
dynamique descriptif effectif (5.1) ont des solutions, alors les deuz problémes sont équiva-
lents.
Preuve.

- Nous allons prouver d’abord que les conditions d’équilibre (5.1) impliquent le PIV

(5.3) : par définition nous avons les deux relations suivantes :

[Sk(R* ()=t (8)]he(t) > 0, Vk € K;, i € I, pour presque tout ¢ € [0,T], (5.5)
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[Sk(R*(£))—pt (®)]hE(t) = 0, Vk € K;, i € I, pour presque tout ¢ € [0,T], (5.6)
ot hy(t) € Q(t). En soustrayant (5.6) de (5.5), nous obtenons :

(S(h*(8)) — 3 OllAa () - E(0)] 2 0, (5.7)
ceci implique que

0 < [ TS 0) - wiOlano - Ki(o) d

el keK;

:/22& D[hk(t) — k()] dt —

i€l keK;

[ Xm0 3 ihelt) - (o) de

el keK;

- / D> Se(r* (@) [ha(t) - hi(2)] dt. (5.8)

i€l keK;
La deuxiéme égalité est due a la conservation du flot.

- Nous allons montrer que le PIV implique les conditions d’équilibre (5.1) :
supposons qu'il existe un chemin, k; € Kj, tel qu’il existe un moment de départ
€ (0,T), pour lequel Si, (t’) > ui(t') et hy, (t') > 0. Soit kg, un autre chemin, tel
que ky € K; et Sp,(h*(t)) = pi(t) ; prenons la solution h(t) égale a h*(t) pour tout
¢ sauf pour t , et
hi () =0 et Ry, (t) = AL, (¢) + hE, ().
1l est évident que Si(R*(t))[hx(t) — h}(t)] est égal & zéro pour tout ¢ sauf pour t. A

partir de (5.3), nous avons :

S°ST Sk(BH()[he(t) = BA(E))]

i€l kEK;
= Sty (h (¢ )hay () = B*(£)] + Sk (0 (¢ ) [ty () = B (1)

0

IA

=[Sk, (R*(£) = Sk, (b*(t))]Ri,

= [a(t) = Sk (R (¢))]hE,

Ceci implique que pi(t') = Sk, (h*(t)) si hy, > 0. Ceci compléte la preuve. 0
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Ran et Boyce (1994) ainsi que Xu et al. (1999) montrent aussi ’équivalence de formulations

d’inégalité variationnelle et les conditions d’équilibre.

Nous procédons a une discrétisation du probléme. La période de temps de départ [0, T
est divisée en M petits intervalles. La longueur de chaque intervalle est % et chacun d’entre
eux sera indexé par m. Nous allons définir 2(m) comme les taux de départ sur les chemins
dans l'intervalle m, S(h(m)) les temps effectifs de parcours des usagers qui partent dans l'in-
tervalle m, g(m) les taux des demandes dans l'intervalle m, (m) = {h(m)| 3 cx, hi(m) =
gi(m), hx(m) > 0,Yk € K;, Vi € I}. Ainsi, nous pouvons reformuler (5.3) comme le pro-
bléme de trouver h*(m) € Q(m), m = 1,2,..., M, tel que :

(S(h*(m)), h(m) = h*(m)) 2 0, Vh(m) € Q(m). (5.9)

5.2 Meéthode de projection

Dans cette section, nous allons présenter la méthode utilisée pour résoudre le pro-
bleme dynamique d’équilibre quand les chemins disponibles sont déterminés & priori. Nous
présenterons une méthode de projection que nous avons utilisée pour résoudre le PIV. Cette
méthode a été utilisée par Wu et al. (1998b). La fonction de gap de Fukushima (Fukushima

1989) est employée pour résoudre le probléme quadratique suivant :

1
. Iy pl+l ! 1 _ pl g+l gl 5.10
h[r};llléln(S(h )y h h*) + 2a(h h' h ) (5.10)

ou I est lindice d’itération, o est une constante positive, h! est le taux de départ et S(hh

le temps de parcours sur les chemins courants; S (k') est déterminé par le chargement dy-

namique du réseau. Nous pouvons réécrire (5.10) comme suit :

min 35 [ SHO0EO - A0 + 3o (70 - 1)) (.11)

I+1
WTEEQ T kek;
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Nous allons discrétiser le temps en divisant la période en M intervalles de la méme
longueur, m = 1, ..., M. Les temps discrets seront déterminés par le point qui est au milieu

de l’intervalle. Ainsi nous aurons :

. 1
min % 3 [Sk(h!(m)) (k" (m) = hi(m)) + ;(hi“(m) — hj,(m))?]. (5.12)

m i€l kekK, @
Le probléme (5.12) peut étre décomposé en un ensemble de plus petits programmes quadra-

tiques indépendants, un pour chaque paire origine-destination et pour chaque temps discret.

(5.12) est équivalent & résoudre le probléme suivant, pour chaque : € I, m =1,..., M,
. 1
min Y [S(h(m)) (R (m) — hi(m)) + %(hi“(M) — hi,(m))?]. (5.13)
keK;
A chaque itération, nous disposons d’une solution courante et nous devons résoudre le pro-

bléme de chargement pour obtenir les valeurs de S(h!(m)) afin de calculer hit(m). La

direction de projection est obtenue en résolvant le probléme (5.13) pour chaque i € I,

m=1..,M,
B m) = arg min 3 1Sy (A ) (hem) = Hom) + 5 (heom) — B m))?) - (5.14)
kT keK;
> hp(m) = gi(m), Viel, (5.15)
keK;
hk(m) >0, Vke K;, i€l (516)

La condition d’arrét de P’algorithme est déterminée par la valeur de la fonction de gap de

Fukushima ou par la différence entre deux solutions succesives.

Les détails de I’algorithme de projection que nous avons implanté sont :
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IAlgorithme de projection

[initialisation] 1. Soit g;(t) la demande pour tout i € I;
soit |K;| le nombre de chemins qui relient la paire (OD);;
h(t) =39 vk e K;, Vi€ I, YOS t < T;

l:=0.
[itération] 2. Siune des conditions d’arrét est satisfaite : arréter.

3. Résoudre le probléme de chargement dynamique :

trouver vy(t), sq(v(t)), Sa(t).
4. Résoudre (5.14) pour trouver hlk“, Vk € K;, Viel.

5 l:=1+1.

5.2.1 Direction de projection

Nous allons expliquer briévement la méthode que nous avons utilisée pour résoudre
(5.14) et trouver le nouveau flot, hﬁjl. Cette méthode, que nous appelons méthode d’interpo-
lation unidimensionnelle, est basée sur une approche utilisée par Wu dans sa thése doctorale

(1991), qui est inspirée d'une contribution de Kennington (1980). Soit le probléme suivant

A résoudre :

1
min > [Se(h!)(hy = ) + 5= (hx — h)’] (5.17)
ik ek, 20
S. a. Z hk = gi, (518)

keK;
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hp >0, Vk € K. (519)

Puisque le programme est strictement convexe, les conditions de Kuhn-Tucker sont des

conditions nécessaires et suffisantes pour 'optimalité de la solution.

Soient y, B, les variables duales associées aux contraintes (5.18) et (5.19) respective-

ment. Nous avons les conditions suivantes de Kuhn-Tucker :

1

Se(h) + =(he = hiy) = p— B = 0, Vk € K, (5.20)
hiBr =0, Vk € K;, (5.21)
5]0 >0, Vk € K, (522)

Z hy = gi, hi >0, Vk € K.
kEK;

Alors nous pouvons établir :
hy, = max{a(u — Sk(h')) + hi, 0} (5.23)

B, = max{Sy(h!) — i—hﬁc — 1,0} (5.24)

Par définition (5.23) et (5.24) satisfont toujours (5.19) et (5.22) pour un x donné.

Proposition 3 (5.23) et (5.24) satisfont (5.20)
Proposition 4 (5.23) et (5.24) satisfont (5.21)

Preuve. Voir Wu (1991).
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Par conséquent, la seule contrainte dont nous devons nous préoccuper est (5.18).

Maintenant nous définissons la function suivante :

P() =Y he(u) = Y max{a(u — Sk(h')) + Ay, 0}. (5.25)
keK keK

Nous devons trouver u* tel que I'(u*) = gi. Il est clair que la fonction I'(u) est
non décroissante, monotone et linéaire par morceaux. Puisque I'(u) est la somme de [K |
composantes, les points de rupture de la fonction linéaire par morceaux I'(u) sont au nombre
de |K|, c’est-a-dire, pf pour k =1, .., |K| o

0

W< < <l
sans perte de généralité. Nous avons :

T() =0, sip<ul;

T(u) = Y max{a(py — Sk(h')) + ki, 0}, sip = pjy.
keK

Nous présentons maintenant un algorithme pour calculer p* tel que :

L(p*) = gi-

Cette procédure consiste en une recherche binaire pour borner p* entre deux points

de rupture suivie par une interpolation linéaire.



]Algorithme de recherche de p*

[étape 0] [initialisation]

[étape 1] [test d’intervalle]

[etape 2] [calcule T'(u%)]

[etape 3] [mise & jour]

[étape 4] [interpolation]

Il=1,7=|K|, gmax = 00, gmin =0;
;@guggmgu&ﬁmmms

points de rupture (triés);

sir—1=1, aller a [étape 4];
sinon m = Ll—gfj
ott |z] est le plus grand entier < .

T(10,) = Yk max{a(ul, — Sk(h!)) + hi, 0}.

SiT(uy) =g

p* =l et ARRET.

Si T(uy) > g
r=m, gmaz = [ (i) = i ;
y 9maz m)) Hmaz B s

aller & [étape 1].

SiT(um) <9
l=m, gmin = P(mu%), Hmin = Ngn;
et aller & [étape 1].

/J’* = Wmin ”—’"ﬂ;&—"ﬂ(g - gmm) et ARRET

gmaz—89min

96
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Lorsque p* est déterminé, nous pouvons utiliser I’équation (5.23) pour calculer h.

Pour résoudre (5.10) le choix de « est important, car ce paramétre a une influence
considérable sur le taux de convergence. D’un part, si a est “ petit”, le taux de convergence
est ¢ faible”; si « est plus élevé, le taux peut augmenter parce que le “ pas” & chaque itéra-

tion est plus élevé aussi. Mais, si « est “ trop grand”, il se peut que ’on perde la convergence.

5.3 Reésultats numériques

Nous avons utilisé le réseau de Sioux Falls pour expérimenter avec l'algorithme de
projection la résolution du probléme d’équilibre dynamique. Nous avons défini six zones
(origines et destinations) qui correspondent & quatre noeuds du réseau. Il y a un total de
36 paires O-D et 12 ou 16 chemins pour chaque paire. Le paramétre @ de la méthode de
projection est égal a 2. Les critéres de convergence sont la valeur absolue de la fonction de
gap de Fukushima (notez que la valeur de la fonction de gap de Fukushima est inférieure
ou égale & zéro) et la valeur de la norme de la différence entre deux solutions successives,

||h**1 — hl||. (Nous dirons norme de la différence pour abréger)

L’algorithme se termine quand une de ces deux valeurs est plus petite ou égale a 1. La
période de départ est [0,120], T = 120, comme dans I’exemple du probléme de chargement.
La fonction du temps de parcours et les paramétres 3 sont aussi les mémes. Les taux de
demandes sont donnés par la fonction g;(¢) = |K;| x 0.0005 x (T' —t) x t, ot ¢ est un indice

de la paire O-D, i =1,...,36, t = 0,...,120 et |K;| est le nombre de chemins pour la paire 7.
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La période de départ est discrétisée en intervalles d’'une minute. Dans les tableaux,
nous allons montrer les résultats en utilisant des points discrets avec intervalles de 10 minu-

tes.

La solution initiale est hQ(t) = %((—f%, Vk € K;, i € I, c’est-a-dire le méme taux de
départ initial pour tous les chemins pour chaque paire origine-destination. Le tableau (5.1)
et la figure (5.1) montrent les valeurs initiales des flots de départ sur les chemins par rapport

au temps de départ.

temps | flot de départ
0.50 0.03
10.50 0.57
20.50 1.02
30.50 1.36
40.50 1.61
50.50 1.75
60.50 1.80
70.50 1.74
80.50 1.59
90.50 1.33
100.50 0.98
110.50 0.52

TAB. 5.1 — Sioux Falls : flot de départ initial pour tous les chemins.

Nous avons calculé les temps de parcours des chemins, Si(h'), aprés la résolution du
probléeme de chargement, en utilisant ’Algorithme-2 du chapitre précédent. Ainsi, 'algo-
rithme commence avec le chargement du flot hg sur tous les arcs qui font partie des chemins
k € K;, i € I. La méthode de projection se termine aprés 34 itérations, et les résultats
finaux s’approchent des conditions d’équilibre. Nous allons analyser les résultats obtenus

pour la paire O-D 1 et 6.
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Flot initial

1 1 1

60 80 100 120
Temps

F1G. 5.1 — Sioux Falls : flot initial pour tous les chemins.

Le tableau (5.2) et la figure (5.2) contiennent les temps de parcours initiaux, au début
de lalgorithme, par rapport au temps de départ, pour les chemins qui relient la premiére
paire O-D (chemins 1 & 12). Le tableau (5.3) et la figure (5.3) montrent les temps de parcours

initiaux pour les chemins qui relient la paire 6 (chemins 77 & 92).
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Pair O-D 1 : temps de parcours des chemins

temps | S1 | S2 | S3 | Sy | Ss Se Sz | Sg | Se | Swo | Su | Si
0.50 3.60 | 2.40 | 4.84 | 3.60 | 6.06 | 6.70 | 2.40 | 6.02 | 2.40 | 4.81 | 6.63 | 2.40
10.50 | 3.79 | 2.62 | 5.49 | 3.74 | 6.46 | 7.83 | 2.49 | 6.34 | 2.74 | 5.18 | 7.52 | 2.63
2050 | 4.04 | 2.890 | 6.31 | 3.98 | 6.97 | 9.31 | 2.71 | 6.83 | 3.26 | 5.86 | 8.87 | 3.07
3050 | 4.28 | 3.14 | 7.17 | 4.20 | 7.44 | 10.91 | 2.93 | 7.27 | 3.84 | 6.55 | 10.37 | 3.55
4050 | 4.48 | 3.37 | 8.01 | 4.38 | 7.83 | 12.48 | 3.12 | 7.66 | 4.44 | 7.22 | 11.92 | 4.03
50.50 | 4.64 | 3.53 | 8.72 | 4.52 | 8.11 | 13.86 | 3.29 | 7.96 | 5.01 | 7.83 | 13.41 | 4.47
60.50 | 4.73 | 3.63 | 9.21 | 4.61 | 8.25 | 14.81 | 3.42 | 8.17 | 5.47 | 8.32 | 14.69 | 4.85
70.50 | 4.76 | 3.62 | 9.37 | 4.65 | 8.23 | 15.16 | 3.51 | 8.25 | 5.73 | 8.65 | 15.56 | 5.11
80.50 | 4.70 | 3.51 | 9.11 | 4.63 | 8.06 | 14.77 | 3.55 | 8.21 | 5.69 | 8.75 | 15.80 | 5.21
90.50 | 457 | 3.31 | 8.39 | 456 | 7.76 | 13.65 | 3.51 | 8.02 | 5.29 | 8.56 | 15.22 | 5.09
10050 | 4.37 | 3.05 | 7.28 | 4.44 | 7.36 | 11.93 | 3.39 | 7.68 | 4.52 | 7.99 | 13.59 | 4.71
11050 | 4.10 | 2.75 | 6.01 | 4.28 | 6.90 | 9.87 | 3.13 | 7.13 | 3.53 | 7.00 | 10.88 | 4.03

TAB. 5.2 — Sioux Falls :

temps de parcours initial; paire O-D 1; chemins 1 — 12.

16 T

14

12

temps de parcours initial

Fi1G. 5.2 — Sioux Falls

120

temps

: temps de parcours initial ; paire O-D 1; chemins 1 - 12.
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Pair O-D 6 : temps de parcours

temps [ Syr Srs Sr9 Sso Sg1 Ssa Sss Ssq Sss Sse Ssr Sss Sso Sgo So1 Soz
0.50 11.21 | 12.49 | 10.44 9.20 13.80 | 13.04 | 1443 | 13.15 8.61 9.87 7.91 6.68 11.21 | 11.02 8.50 9.20
10.50 12.90 | 14.29 | 11.79 | 10.47 | 16.18 | 15.07 | 16.13 | 14.77 9.85 11.21 8.84 7.53 12.91 | 12.00 9.28 10.47
20.50 14.94 | 16.42 | 13.41 | 12.02 | 19.12 | 17.62 | 18.05 | 16.63 | 11.54 | 12.99 | 10.13 8.76 15.16 | 13.19 | 10.30 | 12.22
30.50 17.01 | 18.56 | 15.04 | 13.59 | 22.29 | 20.42 | 19.90 | 18.43 | 13.31 | 14.84 | 11.48 | 10.04 | 17.48 | 14.32 | 11.28 | 14.05
40.50 18.90 | 20.49 | 16.55 | 15.06 | 25.39 | 23.22 | 21.51 | 20.00 | 15.01 | 16.59 | 12.78 | 11.30 | 19.65 | 15.31 | 12.16 | 15.79
50.50 20.35 | 21.96 | 17.75 | 16.24 | 27.99 | 25.69 | 22.67 | 21.15 | 16.42 | 18.04 | 13.89 | 12.39 | 21.38 | 16.06 | 12.87 | 17.26
60.50 21.10 | 22.70 | 18.47 | 16.96 | 29.66 | 27.41 | 23.20 | 21.70 | 17.32 | 18.93 | 14.67 | 13.16 | 22.35 | 16.50 | 13.32 | 18.23
70.50 20.97 | 22.53 | 18.54 | 17.05 | 30.05 | 28.02 | 22.97 | 21.50 | 17.49 | 19.07 | 14.96 | 13.46 | 22.37 | 16.55 | 13.45 | 18.51
80.50 19.90 | 21.40 | 17.87 | 16.42 | 29.03 | 27.35 | 21.94 | 20.51 | 16.82 | 18.35 | 14.63 | 13.17 | 21.35 | 16.18 | 13.20 | 17.96
90.50 18.00 | 19.42 | 16.47 | 15.08 | 26.68 | 25.40 | 20.18 | 18.82 | 15.33 | 16.78 | 13.63 | 12.22 | 19.41 | 1537 | 12.55 | 16.59
100.50 | 15.56 | 16.88 | 14.50 | 13.18 | 23.18 | 22.26 | 17.98 | 16.70 | 13.23 | 14.58 | 12.02 | 10.68 | 16.83 | 14.16 | 11.51 | 14.54
110.50 | 13.04 | 14.26 | 12.33 | 11.10 | 18.55 | 17.86 | 15.76 | 14.54 | 10.89 | 12.14 | 10.10 8.85 14.05 | 12.64 | 10.18 | 12.15
TAB. 5.3 — Sioux Falls : temps de parcours initial ; paire O-D 6 ; chemins 77 — 92.
35 T T T T
- 4
E
:
g
3
g
5 4
5 i 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120
temps

FIG. 5.3 — Sioux Falls : temps de parcours initial ; paire O-D 6 ; chemins 77 - 92
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Le temps CPU total, aprés ces 34 itérations, est de 218 secondes sur une station de

travail SUN Microsystems ULTRA SPARC 10, 300 Mhz, 128 M ram, ot chaque itération

requiert environ 6 secondes.

Paire O-D 1 : flot de départ sur les chemins
temps h1 ho hs hg hg he hr hg hg h1o h11 h1is
0.50 | 0.00 | 0.09 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.09 | 0.00 | 0.09 | 0.00 | 0.00 | 0.09
10.50 | 0.00 | 1.73 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 1.79 | 0.00 | 1.66 | 0.00 | 0.00 | 1.71
20.50 | 0.00 | 3.10 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 3.19 | 0.00 | 2.94 | 0.00 | 0.00 | 3.01
30.50 | 0.00 | 4.18 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 4.27 | 0.00 | 3.91 | 0.00 | 0.00 | 4.02
40.50 | 0.00 | 4.97 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 5.06 | 0.00 | 4.57 | 0.00 | 0.00 | 4.72
50.50 | 0.00 | 5.47 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 5.52 | 0.00 | 4.95 | 0.00 | 0.00 | 5.12
60.50 | 0.00 | 5.64 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 5.70 | 0.00 | 5.03 | 0.00 | 0.00 | 5.23
70.50 | 0.00 | 5.54 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 5.54 | 0.00 | 4.85 | 0.00 | 0.00 | 5.02
80.50 | 0.00 | 5.09 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 5.06 | 0.00 | 4.39 | 0.00 | 0.00 | 4.54
90.50 | 0.00 | 4.33 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 4.25 | 0.00 | 3.71 | 0.00 | 0.00 | 3.73
100.50 | 0.00 | 3.24 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 3.10 | 0.00 | 2.76 | 0.00 | 0.00 | 2.66
110.50 | 0.00 | 1.80 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 1.64 | 0.00 | 1.54 | 0.00 | 0.00 | 1.32
TAB. 5.4 — Sioux Falls : taux de départ final; paire O-D 1; chemins : 1 - 12.
Pair O-D 1 : temps de parcours

temps S So S3 Sy Sy Se Sy Ss Sy S10 S11 | Sio
0.50 | 3.60]2.40 | 4.81 | 3.60 | 6.01 | 6.66 | 2.40 | 6.00 | 2.40 | 4.81 | 6.60 | 2.40
10.50 | 3.60 | 2.44 | 4.88 | 3.60 | 6.05 | 7.03 | 2.44 | 6.04 | 2.44 | 4.89 | 6.92 | 2.44
20.50 | 3.60 | 2.47 | 4.95 | 3.60 | 6.08 | 7.41 | 2.47 | 6.07 | 2.47 | 4.95 | 7.27 | 2.47
30.50 | 3.60 | 2.50 | 5.00 | 3.60 | 6.11 | 7.75 | 2.50 | 6.10 | 2.49 | 5.01 | 7.57 | 2.50
40.50 | 3.60 | 2.52 | 5.04 | 3.60 | 6.13 | 8.01 | 2.53 | 6.13 | 2.51 | 5.05 | 7.84 | 2.52
50.50 | 3.60 | 2.54 | 5.06 | 3.60 | 6.14 | 8.16 | 2.54 | 6.14 | 2.52 | 5.07 | 8.09 | 2.53
60.50 | 3.60 | 2.55 | 5.07 | 3.60 | 6.14 | 8.24 | 2.54 | 6.14 | 2.53 | 5.08 | 8.23 | 2.53
70.50 | 3.60 | 2.54 | 5.06 | 3.60 | 6.14 | 8.22 | 2.54 | 6.14 | 2.52 | 5.07 | 8.23 | 2.53
80.50 | 3.60 | 2.53 | 5.05 | 3.60 | 6.13 | 8.08 | 2.53 | 6.13 | 2.51 | 5.04 | 8.12 | 2.52
90.50 | 3.60 | 2.51 | 5.00 | 3.60 | 6.10 | 7.83 | 2.51 | 6.11 | 2.49 | 5.00 | 7.90 | 2.50
100.50 | 3.60 | 2.48 | 4.95 | 3.60 | 6.07 | 7.45 | 2.48 | 6.08 | 2.47 | 4.94 | 7.59 | 2.47
110.50 | 3.60 | 2.45 | 4.88 | 3.60 | 6.03 | 6.99 | 2.45 | 6.05 | 2.44 | 4.87 | 7.21 | 2.44

TAB. 5.5 — Sioux Falls

: temps de parcours final ; paire O-D 1; chemins 1 - 12.

Les tableaux (5.4), (5.5) et les figures (5.4), (5.5) montrent le flot de départ et

le
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FIG. 5.4 — Sioux Falls : taux de départ final; paire O-D 1; chemins : 2,7,9,12).
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F1G. 5.5 — Sioux Falls : temps de parcours final ; paire O-D 1; chemins 1 - 12
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temps de parcours pour les chemins qui connectent la paire O-D 1 par rapport au temps

de départ 4 la fin de Palgorithme. II faut noter que les conditions d’équilibre sont vérifiées.

Les taux de départ sont positifs sur les chemins 2, 7, 9, 12 pour chaque intervalle de dé-

part. Ceci implique que le coiit pour traverser ces chemins, & chaque intervalle de départ, est

minimal. Les autres chemins ont des cofits plus grands et leurs flots de départ sont égaux a 0.

Les tableaux (5.6), (5.7) et figures (5.6) (5.7) montrent que les conditions d’équilibre

sont aussi vérifies pour la paire O-D 6. Le flot positif implique que le temps de parcours est

minimal. Alors seulement les chemins 88 et 91 ont des flots positifs. Les temps de parcours

du chemin 91 pour le flot de départ au temps 0.5 et 10.5 sont plus grands que les temps

minimaux, alors les flots sont nuls.

Paire O-D 6 : flot de départ sur les chemins

temps | hr7r | h7s | hro | hso | hsy | haa | hss | hsa | hss | hss | hsr hgg | hsy | hoo ho1 | hg2
0.50 0 0 0 0 0 0 1} 0 0 0 0 0.48 0 0 0 0
10.50 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 9.20 0 0 0 0
20.50 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 | 12.32 0 0 3.99 0
30.50 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 | 14.64 0 0 7.20 0
40.50 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 | 16.26 0 0 9.50 0
50.50 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 17.13 0 0 | 10.95 0
60.50 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 17.31 0 0 | 11.49 0
70.50 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 | 16.79 0 0| 11.13 0
80.50 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 | 15.56 0 0 9.88 0
90.50 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 | 13.57 0 0 7.79 0
100.50 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 | 10.38 0 0 5.30 0
110.50 1] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8.40 0 0 0 0

TAB. 5.6 — Sioux Falls : taux de départ final; paire O-D 6; chemins : 77 — 92.
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FIG. 5.6 — Sioux Falls : taux de départ final ; paire O-D 6; chemins : 88, 91.

Pair O-D 6 : temps de parcours sur les chemins

temps St1 St Sro Sso Ss1 Ss2 Sss Ss4 Sgs Sss Ssr Sgs Sag Sgo So1 Soz
0.50 | 11.27 | 12.49 | 10.69 947 | 13.48 | 13.27 | 14.98 | 13.75 8.53 9.74 7.95 6.73 | 11.27 | 10.86 8.46 9.47
10.50 | 12.96 | 14.20 | 12.40 | 11.16 | 14.93 | 1493 | 16.58 | 15.33 10.14 | 11.38 9.57 8.34 | 12.96 | 11.25 8.85 { 11.16
2050 | 14.34 | 15.59 | 13.79 | 12.54 | 16.65 | 16.64 | 17.83 | 16.57 11.57 | 12.83 | 11.02 9.77 | 14.33 | 12.16 9.76 | 12.53
30.50 | 15.44 | 16.71 | 14.91 | 13.64 | 18.41 | 18.41 | 18.84 | 17.57 12.70 | 13.97 | 12.16 | 10.90 | 15.44 | 13.30 10.90 | 13.64
40.50 | 16.29 | 17.56 | 15.76 | 14.49 | 19.83 | 19.83 | 19.60 | 18.33 | 13.58 1485 | 13.05 | 11.78 | 16.28 | 14.18 | 11.78 14.48
50.50 16.87 | 18.14 | 16.33 15.07 | 20.70 | 20.70 | 20.06 | 18.80 | 14.22 | 15.49 13.68 12.42 16.86 | 14.82 | 12.42 | 15.06
60.50 17.11 18.37 | 16.57 | 15.31 | 21.02 | 21.02 | 20.16 | 18.90 | 14.54 15.81 14.00 | 12.74 | 17.10 | 15.14 | 12.74 15.30
70.50 16.94 18.20 16.40 15.14 | 20.73 | 20.73 19.84 18.58 | 14.48 15.74 13.94 12.68 16.93 | 15.08 | 12.68 | 15.13
80.50 16.37 17.61 15.81 14.57 19.79 | 19.79 | 19.10 17.86 | 14.02 | 15.27 13.47 12.22 16.36 | 14.62 | 12.22°| 14.56
90.50 15.42 16.65 14.85 13.62 18.26 | 18.26 | 18.04 | 16.81 | 13.17 | 1441 12.61 11.37 | 15.41 13.76 | 11.36 | 13.61
100.50 14.12 15.34 | 13.54 | 12.32 | 16.11 16.11 16.59 | 15.38 | 11.99 | 13.21 11.41 10.19 | 14.11 12.58 | 10.18 | 12.31
110.50 12.50 13.70 11.90 10.70 | 14.26 | 13.85 | 14.77 | 13.57 | 10.53 | 11.73 9.93 8.73 | 12.49 | 11.20 8.80 | 10.69

TAB. 5.7 — Sioux Falls : temps de parcours final ; paire O-D 6 ; chemins 77 — 92.
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FiG. 5.7 — Sioux Falls : temps de parcours final ; paire O-D 6; chemins 77 — 92.

Le tableau (5.8) montre la valeur absolue de la fonction du gap de Fukushima et du
gap de Fukushima relatif ainsi que la norme de la différence pour chaque itération. Nous

avons défini le gap de Fukushima relatif comme suit :

) ) S hl ’hl-i—l _ hl + _L(hH‘l _ hl,hl+1 _ hl
gap de Fukushima relatif = (S(h) )(5(137),111) ) (5.26)

La figure (5.8) montre la convergence de la valeur absolue du gap de Fukushima sur
un échelle log;, par rapport aux itérations. Le gap absolu & une valeur initiale de 334282 a
la premiére itération et converge vers 0.7681 a l'itération finale. Le gap de Fukushima relatif
final est égal a 0.18 x 10~7. La valeur de la norme de la différence est 625 & la premiere

itération et elle diminue & 1.8848 & l'itération 34.

Nous avons réalisé aussi des exemples numériques sur le réseau de la ville de Hull. Ce



itér lgap| | |gap relatif] | [[AF1 — A]
1| 334282.8438 0.3479604 625.9488
2| 19122.1797 0.0403191 226.9684
3 6707.3315 0.0152745 146.8658
4 3296.4568 0.0076942 108.4380
5 2169.8633 0.0051388 88.0443
6 1215.3326 0.0029121 62.6681
7 481.3202 0.0011603 37.8925
8 215.4003 0.0005198 28.1984
9 142.3939 0.0003434 23.0797

10 100.9026 0.0002432 19.6409
11 74.8675 0.0001803 17.0962
12 58.3813 0.0001405 15.0988
13 47.4295 0.0001140 13.4687
14 37.3979 0.0000898 12.0482
15 30.5406 0.0000733 10.8091
16 23.3648 0.0000561 9.6910
17 20.1257 0.0000483 8.6889
18 15.8777 0.0000381 7.7935
19 11.7413 0.0000281 6.9577
20 9.5161 0.0000228 6.1389
21 8.8719 0.0000212 5.3979
22 5.0335 0.0000120 4.8853
23 5.3934 0.0000129 4.3791
24 4.0245 0.0000096 3.9086
25 2.6470 0.0000063 3.5584
26 1.9475 0.0000047 3.2917
27 1.6514 0.0000039 3.0240
28 1.5716 0.0000038 2.7998
29 2.1069 0.0000050 2.6119
30 2.3810 0.0000057 2.4446
31 1.8086 0.0000043 2.2673
32 1.6191 0.0000039 2.1269
33 1.2590 0.0000030 1.9910
34 0.7681 0.0000018 1.8848

TAB. 5.8 — Sioux Falls : (7'=120).
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F1G. 5.8 — Sioux Falls : gap de Fukushima (T'=120).

réseau comporte 92 paires O-D, et chaque paire est reliée par 5 chemins. Le tableau (5.9)
montre la convergence du gap de Fukushima, du gap de Fukushima relatif et de la norme de
la différence pour un exemple avec une période de départ de 30 minutes,[0,30], 7' = 30. Les
taux des demandes sont donnés par la fonction g;(t) = |K;| x0.010 x (T'—t) x t. L’algorithme
termine aprés 17 itérations avec une valeur du gap égale a 0.7771 et du gap de Fukushima
relatif égal a 0.15 x 10~7 ; remarquons que la valeur initiale du gap était égale a 132822.3750.
La norme de la différence débute avec une valeur égale a 282.70 et termine avec une valeur

égale & 2.2117. Le temps CPU total est de 242 secondes.

Le tableau (5.10) contient les valeurs obtenues pour un autre exemple sur le réseau
de la ville de Hull avec une période de départ égale & 60 minutes. La fonction du taux de

demandes dans cet exemple est la suivante : g;(t) = |K;| x 0.003 x (T —t) x t. Dans ce cas,
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itér lgap| | |gap relatif| | [[AtF1 — Af|
1| 132822.3750 0.2129651 282.7057
2| 15464.7715 0.0287744 185.4984
3 9205.0527 0.0177502 122.8156
4 2005.8932 0.0039032 64.4413
) 233.0121 0.0004551 24.7806
6 44.7081 0.0000874 11.7757
7 16.2643 0.0000318 7.6202
8 9.3844 0.0000184 5.9340
9 6.6944 0.0000131 4.9972
10 4.6815 0.0000092 4.3040
11 4.2015 0.0000082 3.8169
12 3.5390 0.0000069 3.5311
13 2.8857 0.0000056 3.2530
14 2.2762 0.0000045 2.9825
15 1.7359 0.0000034 2.6564
16 1.3383 0.0000026 2.4024
17 0.7771 0.0000015 2.2117

TAB. 5.9 — Réseau de Hull : (T'=30).

nous avons utilisé une valeur variable pour le paramétre a. La valeur initiale est égale a 2,
et, aprés chaque itération, o est réduite en multipliant par 0.9 avec une borne inférieur de 1,
o1 = max{1, ot x 0.9}. La valeur initiale du gap de Fukushima est de 396451 et la valeur
finale, a l'itération 27, est 0.9869. La valeur finale du gap de Fukushima relatif est 0.6 x 1078,
La norme de la différence a la premiére itération est égale a 482.92 et elle diminue a 2.5052.

Le temps CPU total d’exécution est de 829 secondes.

Comme nous pouvons le constater, le gap de Fukushima et la différence entre deux
solutions convergent vers zéro. Les conditions d’équilibre sont aussi vérifiées par la solution
finale. Pour ce dernier exemple, nous présentons, aux tableaux (5.11) et (5.12), le flot de
départ et le cotit des chemins minimaux pour les 10 premiéres paires origine-destination. Le

tableau (5.13) contient les arcs qui forment ces chemins.



itér | |gap| Fukushima | |gap relatif| | |[A'T1 — R[]
1 396451.4062 0.2104868 482.9207
2 150914.0781 0.0862236 465.2198
3 194297.2969 0.1139694 416.6104
4 92505.7969 0.0556498 346.6613
5 93512.8906 0.0570510 286.4566
6 26569.2969 0.0166609 194.3845
7 15118.1816 0.0095618 123.8362
8 1261.3599 0.0008047 44.9281
9 326.3672 0.0002084 23.0817

10 148.1146 0.0000946 16.2179
11 91.7404 0.0000586 12.8654
12 56.2043 0.0000359 10.3243
13 39.6237 0.0000253 8.5734
14 28.2750 0.0000181 7.2076
15 18.7286 0.0000120 6.2083
16 14.1859 0.0000091 5.4889
17 17.2564 0.0000110 5.0237
18 11.1740 0.0000071 4.5991
19 8.7930 0.0000056 4.2029
20 7.8462 0.0000050 3.9125
21 3.9008 0.0000025 3.5984
22 6.2453 0.0000040 3.3925
23 6.2162 0.0000040 3.1730
24 7.3097 0.0000047 2.9378
25 2.6213 0.0000017 2.7852
26 4.0800 0.0000026 2.6154
27 0.9869 0.0000006 2.5052

TAB. 5.10 — Réseau de Hull : (7'=60).
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Paire O-D | 1 2 3 1 5 7 9 10
B[1] | B[ 6] | B[11] | b[16] | b[24] | B[26] | b29] | h[31] | h[36] | h[37] | h[41] | h[4g]

0.50 045 | 045 | 045 | 0.45 | 045 | 0.45 | 0.00 | 0.45 | 0.45 | 0.00 | 0.45 | 0.45
10.50 7.80 | 7.80 | 7.80 | 7.80 | 7.80 | 7.80 | 0.00 | 7.80 | 7.80 0.00 | 7.80 | 7.80
20.50 12.15 | 12.15 | 12.15 | 12.15 | 12.15 | 10.06 | 2.09 | 12.15 | 12.15 | 0.00 | 12.15 | 12.15
30.50 13.50 | 13.50 | 13.50 | 13.50 | 13.50 | 13.50 | 0.00 | 13.50 | 8.63 | 4.87 | 13.50 | 13.50
40.50 11.85 | 11.85 | 11.85 | 11.85 | 11.85 | 11.85 { 0.00 | 11.85 | 11.85 | 0.00 | 11.85 | 11.85

50.50 720 | 720 | 720 | 720 | 7.20 | 7.20 | 0.00 | 7.20 | 7.20 | 0.00 | 7.20 | 7.20

TAB. 5.11 - Réseau de Hull : taux de départ final, paire O-D 17 (T'=60).

Paire O-D 1 2 3 4 5 7 9 - 10
ST1] | ST6] | S[ti] | S[6] | S[24] | S[26] | S[29] | S[31] | S[36] | SI37] | S[41] | S[48]
0.50 17.44 | 12.06 | 6.05 | 10.87 | 9.65 | 14.48 [ 15.74 | 9.65 | 16.73 | 20.93 | 8.46 |21.05
10.50 22.61 | 15.81 | 9.03 | 14.41 | 12.17 | 18.24 | 19.05 | 12.68 | 22.30 | 24.41 | 11.70 | 26.58
20.50 30.44 | 22.19 | 14.62 | 20.20 | 16.30 | 24.14 | 24.14 | 17.50 | 29.32 | 29.51 | 17.27 | 33.64
30.50 40.60 | 30.12 | 20.82 | 25.92 | 21.40 | 29.90 | 30.20 | 23.57 | 36.07 | 36.07 | 23.29 | 41.20
40.50 45.96 | 36.53 | 25.65 | 30.08 | 25.56 | 33.92 | 34.68 | 28.04 | 37.75 | 39.87 | 28.15 43.24
50.50 4258 | 36.02 | 26.70 | 30.84 | 26.15 | 34.74 | 35.38 | 28.77 | 36.95 | 39.69 | 28.93 | 37.81

TAB. 5.12 — Réseau de Hull : taux de départ final, paire O-D 17 (T'=60).




112

chemin 1 11262 | 738 | 759 | 566 | 565 | 563 | 561 | 403 | 399
400 | 315 | 320 | 323
1262 | 738 | 759 | 566 | 565 | 563 | 561 | 403 | 398
1]261 116 | 117 | 119
chemin 16 1]261|116 | 118 | 183 | 184 | 187 | 188 | 717
chemin 24 1]262 | 738 | 758 | 560 | 511 | 244 | 245
1
2
1

chemin 6
chemin 11

261 | 116 | 118 | 183 | 184 | 187 | 188 | 718 | 189
739
263 | 798 | 654 | 674 | 792 | 765 | 756 | 517 | 286
289 | 681 | 745
chemin 31 1 (263|798 | 654 | 674 | 792 | 765 | 754
chemin 36 1261|116 | 117 | 120|121 | 73| 74| 76 | 313
79 | 488 | 489
chemin 37 1]263 | 798 | 654 | 674 | 792 | 765 | 756 | 516 | 264
265 | 267 | 269 | 586 | 689 | 380 | 763
chemin 41 1261|116 | 117 | 120 | 122 | 115
chemin 48 1263|798 | 654 | 674 | 794 | 790 | 347 | 388 | 386
668 | 656 | 627 | 786 | 603 | 604

chemin 26

chemin 29

TAB. 5.13 — Réseau de Hull, arcs qui forment les chemins minimaux.

5.4 Meéthode de restriction

Une des approches utilisées en optimisation pour résoudre des problémes de grande
taille est celle de la restriction (Lawphongpanich et Hearn, 1984). Cette approche consiste &
résoudre le probléme sur une région restreinte qui est élargie au fur et & mesure jusqu’a ce

que la solution optimale soit trouvée.

A chaque itération, le probléme d’équilibre est résolu sur un certain nombre de che-
mins déterminés d’avance et représentant le domaine restreint. Une fois la solution restreinte
obtenue, un nouveau chemin est généré pour chaque paire origine-destination et pour chaque
temps. Ces nouveaux chemins vont s’ajouter a I'’ensemble des chemins dont nous disposons et
ainsi agrandir le domaine réalisable. Nous allons chercher & nouveau une solution d’équilibre

sur ce nouveau domaine. L’algorithme continue ainsi jusqu’a ce qu’une certaine condition
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d’arrét soit vérifiée.

Pour agrandir le domaine, c’est-a-dire, générer des nouveaux chemins, nous allons
calculer, pour chaque paire origine-destination (et pour chaque intervalle) un chemin qui
aura le plus petit temps de parcours selon les coits que nous avons trouvés aprés le dernier

chargement réalisé. C’est-a-dire, le probléme suivant est résolu :
gré%?(S(hl(t), hi(t)), pour presque tout t € [0,7T], Vi € I. (5.27)

Résoudre (5.27) est équivalent & chercher, pour chaque temps ¢ de départ, les plus courts
chemins dynamiques qui relient chaque paire origine-destination quand le réseau est chargé

avec les flots hl(t).

La condition d’équilibre sur chaque domaine restreint ;(t) est déterminée par la
résolution du probléme d’inégalité variationnelle restreint, RPIV, qui consiste & trouver
hi(t) tel que :

(S(R'(£)), h(t) — h(t)) > 0, Yh(t) € Q(t), pour presque tout t € [0,77]. (5.28)

1l faut se rappeler que la condition d’équilibre sur €2(¢) est donnée par (5.3).

Puisque h*(t) € Q(t) par (5.3) nous pouvons conclure que :

mhin{S(h*(t)) ,(h(t) — h*)(t)} = 0, pour presque tout t € [0,T7]. (5.29)
A Ditération I, soit hﬁ,cc(t) la solution du probléme du plus court chemin dynamique, (5.27),

argmin(S(h'(t)), h(t)) = h;mc(t), Vh(t) € Q(t), pour presque tout ¢t € [0,T],  (5.30)
et comme conséquence,  partir de (5.30), nous pouvons affirmer que :

(S(hH(t)), him(t))—(S(hl(t)), h(t)) < 0,Vh(t) € Q(t), pour presque tout t € [0,T7;(5.31)
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donc, si
(S(A!(2)), hpec(t) = R'(2)) = 0, ¢ € [0,T],
par (5.30) par (5.31), h(t) vérifie la condition d’optimalité sur Q(t), définie par (5.3), puisque

il n’existe pas h(t) € Q(¢) tel que (S(h!(t)), h(t) — hi(t)) < 0.

Notez que (S(h!), Apec — b) = min{(S(h!), h = h!)} = — max{(S(h!), k' = h)}, Vh € Q.
Cette derniere fonction, qui est une fonction de gap, a été utilisée pour résoudre le probléme
d’équilibre statique (Hearn (1982), Nguyen et Dupuis (1984), Marcotte (1985), Marcotte et
Dussault (1989), etc). Nous utilisons le gap(h') pour mesurer la différence entre la solution
actuelle et le cofit minimal (plus court chemin avec fonction de cofit déterminée par le flot
de la solution actuelle). La valeur absolue du gap sera une des conditions d’arrét de cet
algorithme. Quand la valeur absolue du gap sera “ assez” petit, les calculs vont s’arréter. il
faut noter que cette fonction de gap (la valeur absolue) n’est pas nécessairement strictement

décroissante.

Pour chaque paire origine-destination, nous allons générer une quantité indéterminée
de nouveaux chemins, en théorie et au maximum, un pour chaque intervalle de temps. Mais
il est évident, qu’en pratique, le nombre de chemins générés sera moindre. C’est souvent
le cas que le chemin le plus court pour se déplacer d’un origine & une destination & un
moment donné reste le plus court pendant un certain temps, méme quelques fois pour tout
lintervalle & modéliser. Souvent le chemin le plus court est déja utilisé, c’est-a-dire qu’il est
un des chemins qui ont été générés dans une itération précédente. Nous allons voir, dans la
section suivante, que ce phénoméne a été observé dans nos exemples numériques. Ainsi, le

nombre de nouveaux chemins générés sera normalement plus grand aux premiéres itérations
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et il va décroitre pour les itérations suivantes. Nous pouvons utiliser aussi la quantité de
nouveaux chemins générés comme critére d’arrét. Une troisiéme condition d’arrét sera un

nombre maximal d’itérations.

Nous allons chercher une solution approximative du RVIP. Nous utiliserons le nombre
d’itérations de la méthode de projection ainsi que la valeur de la norme de la différence
entre deux solutions de la méthode de projection comme critére d’arrét pour le RPIV. A
P’itération, [ + 1, nous allons recommencer a résoudre le RPIV avec une solution initiale qui
est égale a la solution trouvée a Ditération précédente, [, et avec un flot égal a zéro pour les

nouveaux chemins générés. La valeur du gap(h) est

gap(h') = (S(h'), Hpee — ') (5.32)
Soit ', la premiére solution réalisable trouver avec l'algorithme de projection a I'itération
[+ 1; avec une valeur du gap de Fukushima égale a :

(S(RY), 1 — !y + Q%(hll — Rl B — R (5.33)
puisque 0 > (S(h!), A — ht) > (S(h’),h;,cc — R') et puisque 5 (h't — Rt bt — hY) est plus
grand ou égal & zéro, alors le gap(h!) est une borne inférieure de la premiére valeur de gap
de Fukushima calculée & Ditération [ + 1. Ainsi, au fur et & mesure que la différence entre la
solution actuelle et le cott minimal décroit, la valeur absolue du gap de Fukushima initial
sera normalement plus petit, et par conséquent, le nombre d’itérations nécessaires par I’al-

gorithme de projection sera plus petit aussi.
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5.4.1 Plus court chemin dynamique

Pour générer les nouveaux chemins, nous allons résoudre le probléme des plus courts
chemins dynamique (PCCD) de chaque origine & chaque destination et pour chaque ¢ € T
en fait, nous allons résoudre le PCCD dans des intervalles de 1 minute. Le probléme des
plus courts chemins a été largement étudié pour le cas statique donnant origine a une variéte
d’algorithmes pour le résoudre. Entre les plus “ classiques”, nous pourrions mentionner Pal-
gorithme de Dijkstra (1959), 'algorithme de Ford-Moore-Bellman avec la variante d’Esopo-
Pape (Pape 1974) et I'algorithme d’enchéres de Bertsekas (1991). Nous allons utiliser, pour

résoudre le PCCD, une adaptation dynamique de l’algorithme de Dijkstra.

Le probléme consiste & trouver, pour chaque intervalle de départ, un arbre orienté
Tpee, qui est un graphe partiel du graphe G, tel que 'unique chemin qui relie 'origine O, au

sommet j dans Tpe est un plus court chemin de O & j dans G, pour tout j dans Tpec.

L’intérét porté, ces derniéres années, aux problémes dynamiques sur les systémes de
transport a mené aussi & I’étude de problémes de plus courts chemins. Chabini (2000) a
différencié plusieurs types de PCCD. Il analyse le PCCD selon le concept de cott sur les
arcs, soit que le cout fasse référence au temps de parcours ou qu’il tienne compte d’autres
facteurs. Il analyse aussi le PCCD selon si la condition de FIFO est vérifiée ou non, s’il y a
un temps d’attente sur les noeuds, etc. Dans notre cas, o la fonction de cott tient compte

seulement du temps de parcours, le probléme est simplifié.

Nous avons implanté une adaptation de I’algorithme de Dijkstra. Kauffman et Smith

(1993) ainsi que Ahn et Shin (1991) ont proposé des généralisations heuristiques de cet
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algorithme. Cet algorithme est valide quand la condition de FIFO est vérifiée. Il faut se
rappeler, que dans le modéle étudié ici, cette condition est assurée par la contrainte de
propagation du flot.

Nous exécutons 1'algorithme pour chaque intervalle de départ. Des étiquettes sont as-
signées aux sommets, mais & chaque révision, un sommet regoit une étiquette permanente
qui est la valeur du plus court chemin de V'origine vers ce sommet. On définit I;(t) comme
la longueur du plus court chemin de l'origine au sommet ¢ au moment de départ t; 545(t)
comme le coiit affecté & ’arc qui relie les sommets i et § au moment ¢ ; V comme une liste de
sommets candidats a ajouter au chemin ; et O le sommet d’origine. L’algorithme est donné

dans la suite :

[Algorithme de Dijkstra temporel

répéter pour chaque temps de départ (t)
[Initialisation] lo =0,
lj =00, Vj €N, j #O0,
vV :=0.

[Itération] tant que V n’est pas vide faire :
choisir 7 € V telle que [; = min;ey [;
si 3j €T et j # O faire

si 1 > I; + si;(t +1;) faire
U=l + 8i5(t + 1)
sij ¢ V faire
ajouter j 4V

fin de si
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fin de si
fin de si

fin de tant que

Cet algorithme est valide si les longueurs des arcs sont toutes non négatives et si la condition
de FIFO sur les arcs est vérifiée. On dit que c’est un algorithme d’étiquetage permanent parce
que, pour chaque intervalle de départ, chaque sommet est introduit une et une seule fois
dans la liste de candidats V. Lorsqu’un sommet est retiré de V, il lui est affecté une étiquette
! qui demeura fixe par la suite. La valeur de cette étiquette est la longueur du plus court
chemin de origine & ce sommet. Soit W, 'ensemble des sommets qui sont retirés de V,
W = {i|l; < co et 1 ¢ V}; nous pouvons remarquer les propriétés suivantes :
pour chaque intervalle de départ ¢ :
- Lorsque i est retiré de V, i ne retourne jamais & V.
- A la fin de chaque itération, la valeur de [; est :
Sii e W :; est la longueur d’un plus court chemin du sommet origine a .
Sii ¢ W :; est la longueur d’un plus court chemin de I'origine vers 7 tel que tous

les sommets intermédiaires du chemin sont dans W.

Pour chaque intervalle de départ, des étiquettes sont assignées aux sommets, mais a
chaque révision un sommet regoit une étiquette permanente qui est la valeur du plus court

chemin effectif de ’origine vers ce sommet.
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5.4.2 Algorithme de restriction

L’application de I’algorithme de restriction pour le probléme d’affectation dynamique

englobe les sous-problémes suivants (voir figure 5.9) :

- Le probléme de programmation quadratique pour résoudre le RPIV. Méthode de
projection : pour résoudre la méthode de projection, nous avons également les sous-
problémes suivants :

- Le probléme de chargement du réseau : pour le résoudre nous utilisons I’ Algorithme-
2 présenté au chapitre 3, et
- Dalgorithme unidimensionnel pour trouver le “ pas” de la méthode de projection,
présenté & la section 6.2.1.
- Probléme des plus courts chemins dynamiques : pour le résoudre nous utilisons l'al-

gorithme de Dijkstra généralisé pour le cas dynamique.

Les calculs de Palgorithme de restriction sont initiés avec le réseau vide, sans flot, et
pourtant avec les cotts des arcs avec flot nul. Par la suite, nous allons générer un seul chemin
pour chaque paire origine-destination. Nous allons charger toutes les demandes temporelles
sur ce chemin et nous calculerons les cotits pour chaque arc et chaque chemin & chaque in-
tervalle de temps. Avec ces cofits ainsi trouvés, nous allons générer les nouveaux plus courts
chemins et utiliser I’algorithme de projection pour équilibrer les flots sur le réseau en tenant

compte seulement des chemins que nous avons générés.



[initialisation]

[itération]

1.
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Algorithme de restriction

[ := 0; nb-chemins := 0;

soit B! ’ensemble de chemins disponibles. E? := 0.

Si une des conditions d’arrét est satisfaite : arréter.

l:=1+1.

Résoudre le probléeme de plus court chemin dynamique.

E'*1 = B!+ les chemins générés qui ne sont pas dans E'.

Résoudre le RPIV sur 'ensemble des chemins E';

hl — hl—l

initial final"



Arréter

Oui

Générer de nouveaux chemins

Probléme des plus courts chemins

critére de

Non
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convergence

Distribuer les flots sur les chemins

Probléme de chargement

du réseau

Oui

critére de

Non

F1G. 5.9 — Résolution du probléme d’équilibre dynamique.

convergence
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5.5 Résultats numériques

Nous allons exposer dans cette section les résultats obtenus avec la méthode de restric-

tion, en utilisant ’exemple du réseau de Hull, avec un intervalle de départ égal a 60 minutes.

A la premiére itération, nous générons un chemin pour chacune des 93 paires origine-
destination. Nous résolvons ensuite le probléme de chargement pour toutes les périodes de
temps de départ & analyser sur le chemin que nous avons généré pour chaque paire origine-
destination. Avec les nouveaux coiits des arcs, ainsi trouvés, nous allons résoudre, & nouveau,
le probléme des plus courts chemins dynamiques. Le nombre des nouveaux chemins générés
est de 187, donc, nous avons au total 290 chemins. La valeur absolue de la fonction gap est

239314.25.

A la deuxiéme itération, nous allons faire 10 itérations de I’algorithme de projection.

Nous présentons dans le tableau (5.14) la valeur de la norme de la différence entre deux

itération 2
Itér th“ - h’H
513.2651
401.5979
294.4817
225.0165
144.6669

83.7447
35.5476
26.2105
16.1793
10 12.0650

0O ~1 O Ul W W b =

©

TaAB. 5.14 — Réseau de Hull : méthode de restriction.

solutions de ’algorithme de projection.
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Nous résolvons de nouveau le probléme des plus courts chemins; cette fois-ci, 'algo-
rithme génére 108 nouveaux chemins, pour un total de 408. La valeur absolue de la fonction
de gap est 9561. Puisque les flots des chemins sont sélectionnés tels qu’a chaque itération
de lalgorithme de restriction nous commencons avec la solution de I'itération précédente,
I’algorithme ne nécessite pas beaucoup d’itérations du sous-probléme pour trouver une nou-
velle solution d’équilibre. La valeur de la norme de la différence entre deux solutions de la
méthode de projection est petite au début et elle décroit vers zéro. Le tableau (5.15) contient
les résultats de la troisiéme itération. L’algorithme génére, cette fois-ci, 59 nouveaux che-

mins. La valeur absolue du gap décroit & 1628.

itération 3
itér Hh”l - hl||
56.9465
38.0240
29.2217
23.8473
16.2245
11.8766

9.1110
6.5304
5.8454
10 4.6546

O =3 O Ut W W DD

Nel

TAB. 5.15 — Réseau de Hull : méthode de restriction.

La quatriéme itération se réalise sur un domaine composé de 467 chemins et, pour les
itérations successives, ’algorithme ne génére pas beaucoup de chemins. Les tableaux (5.16),
(5.17), (5.18), (5.19) illustrent le comportement de la méthode de projection pour les itéra-
tions suivantes. Le tableau (5.20) contient le nombre de chemins par itération et la valeur

absolue du gap.
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itération 4
itér th“ - hl||
8.8776
7.1755
6.0716
4.9903
4.3334
3.6426
3.3393
2.7417
2.3950
10 2.0542

O~ O U i W N =

©

TAB. 5.16 — Réseau de Hull : méthode de restriction.

itération 5
iter | [|[AHT — Al
3.6405
3.8564
3.7482
3.0331
2.2431
1.8737
1.5658
1.3671
1.2210
1.5163

S O 0 O O W

oy

TAB. 5.17 — Réseau de Hull : méthode de restriction.



125

itération 6
iter | ||p'T! — Rl
3.1280
2.4380
2.1020
1.7873
1.5604
1.3683
1.2592
1.0721
0.9526
10 0.8394

0 ~3 O O W )

el

TAB. 5.18 — Réseau de Hull : méthode de restriction.

itération 7
itér th“ — Rl
2.1324
2.0156
1.6839
1.4893
1.3693
1.2028
1.0312
0.9191
0.8103
0.7191

O O 00 ~3 O U i W N =

[y

TAB. 5.19 — Réseau de Hull : méthode de restriction.

itération | nombre de chemins |gap|
1 93 239314.25
2 290 9561.00
3 408 1628.87
4 467 770.25
5 490 546.25
6 491 415.63
7 493 349.63
8 500 288.50
9 503 272.37

TAB. 5.20 — Réseau de Hull.
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Le tableau (5.21) présente le nombre de chemins générés et le flot de chemins mini-
maux pour les dix premiéres paires origine-destination. Le tableau (5.22) contient les temps
de parcours des chemins minimaux. Les arcs qui composent ces chemins sont présentés au

tableau (5.23).

Paire O-D 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
chemins 4 2 2 3 ] 1 3 1 5 2 2
B[1] B[ 4] [ B[] | B[7] | B[9] | B[12] | B[13] | B[i4] | b[is] | b[16] [ b[i7] | bfig] [ hf21] | hi22] | h{24] h[25] |
0.50 0.45 | 0.00 | 0.45 | 045 | 045 | 0.45 | 0.08 | 0.36 | 0.00 | 045 [ 0.37 [ 0.67 | 0.00 { 0.45 | 0.45 | 0.00
10.50 7.80 | 0.00 | 7.80 | 7.80 | 7.80 | 7.80 | 0.00 | 7.80 | 0.00 | 7.80 | 7.18 | 0.62 | 0.00 | 7.80 | 7.80 | 0.00
20.50 11.70 | 0.45 | 12.15 | 12.15 | 12.15 | 12.15 | 0.00 | 12.15 | 0.00 | 12.15 | 10.41 | 1.73 | 0.00 | 12.15 | 12.15 | 0.00
30.50 823 | 527 | 1350 | 13.50 | 13.50 | 13.50 | 0.00 | 11.31 | 2.19 | 13.50 | 9.35 | 4.15 | 0.00 | 13.50 | 13.50 | 0.00
40.50 513 | 6.71 | 1185 | 11.85 | 11.85 | 11.85 | 0.00 | 765 | 419 | 11.85 | 527 | 6.18 | 0.40 |-11.85 | 11.85 | 0.00
50.50 467 | 253 )] 720 | 720 | 720 | 7.20 | 0.00 | 708 | 0.01 | 720 | 522 | 1.97 | 0.00 | 7.20 | 3.82 | 3.38
TAB. 5.21 — Réseau de Hull : taux de départ final (T'=60).
Paire O-D 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
SRRECIECEEREINEPIEBIECIEERED S[17] | S[18] | Si21] | S[22] | S[24] | s[2s]
0.50 1784 | 1772 | 12.07 | 6.06 | 9.66 | 9.66 | 13.27 | 13.27 | 1445 | 9.64 | 12.12 | 12.12 | 14.88 | 8.47 | 12.21 | 21.02
10.50 24.02 | 2464 | 1652 | 9.26 | 12.65 | 12.75 | 16.91 | 16.75 | 17.24 | 12.45 | 16.31 | 16.30 | 19.11 | 12.43 | 16.97 | 25.02
20.50 35.04 | 35.03 | 24.79 | 15.60 | 18.06 | 17.96 | 23.70 | 22.29 | 22.59 | 16.95 | 23.74 | 23.74 | 26.26 | 19.63 | 25.02 | 30.82
30.50 45.33 | 45.32 | 33.53 | 2219 | 24.34 | 24.33 | 30.58 | 28.90 | 28.92 | 23.14 | 31.41 | 31.41 | 33.16 | 27.16 32.97 | 37.08
40.50 46.64 | 46.69 | 38.25 | 26.62 | 28.70 | 28.89 | 34.82 | 33.35 | 33.35 | 28.25 | 35.85 | 35.83 | 35.90 | 31.70 | 37.73 | 38.69
50.50 41.35 | 41.31 | 3519 | 26.79 | 28.64 | 20.11 | 34.95 | 33.06 | 33.09 | 28.60 | 35.34 | 35.38 | 35.47 | 31.36 | 36.09 | 3598

TAB. 5.22 — Réseau de Hull : temps de parcours final (T'=60).




chemin 1 1262|738 | 759 | 566 | 565 | 563 | 561 | 403 | 399
400 | 315 | 320 | 323

chemin 4 11262797 | 653 | 673 | 791 | 764 | 754 | 512 | 502
505 | 506 | 343 | 322

chemin 5 1262|738 | 759 | 566 | 565 | 563 | 561 | 403 | 398

chemin 7 11261116 | 117 | 119

chemin 9 11261116 | 118 | 183 | 185 | 410 | 713

chemin 12 1262|738 | 758 | 560 | 511 | 244 | 245

chemin 13 1261116 | 117 | 119 | 17 | 447 | 451 | 454 | 199
741

chemin 14 11262738 | 758 | 560 | 511 | 244 | 246 | 249 | 252
743

chemin 15 1]261 116|118 | 183 | 184 | 187 | 188 | 718 | 189
192 | 739

chemin 16 1263|798 | 654 | 674 | 792 | 765 | 754

chemin 17 1261|116 | 117 | 120 {122 | 115 | 60 | 773 | 774

chemin 18 1261|116 | 117 | 120 | 122 | 115 | 55 | 589 | 776

chemin 21 11261 (116 | 117|119 | 18 | 642 | 76 | 313 | 79
488 | 489

chemin 22 11261116 | 117 | 120 | 122 | 115

chemin 24 1261|116 | 117 | 120 | 122 | 115 | 59 | 771 | 766

chemin 25 1263|798 | 654 | 674 | 794 | 790 | 347 | 388 | 386
668 | 656 | 627 | 786 | 603 | 604

TAB. 5.23 — Réseau de Hull, arcs qui forment les chemins minimaux.
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5.5.1 Algorithme des proportions successives

Nous allons comparer les résultats numériques obtenus avec ’algorithme de restriction
et les résultats obtenus avec ’algorithme de proportions successives. Cet algorithme consiste
a distribuer le flot demandé en proportions égales entre les chemins qui relient chaque paire
origine-destination. Nous allons générer des chemins comme dans I’algorithme de restriction
précédent, mais au lieu de chercher I’équilibre avec I’algorithme de projection sur le nouveau
domaine restreint, nous allons tout simplement distribuer en quantités égales le flot entre

les chemins.

Nous exécutons cet algorithme avec exemple précédent. La condition d’arrét est le
nombre de chemins générés. Quand D’algorithme ne génére plus de nouveaux chemins, il

s’arréte. L’exécution se termine aprés 6 itérations avec 360 chemins générés.

Paire O-D 1 2 3
h[1] h[2] h[3] hl4] h[5] h[6] h[7]
0.50 0.150 | 0.150 | 0.150 | 0.225 | 0.225 | 0.225 | 0.225

10.50 2.600 | 2.600 | 2.600 | 3.900 | 3.900 | 3.900 | 3.900
20.50 4.050 | 4.050 | 4.050 | 6.075 | 6.075 | 6.075 | 6.075
30.50 4.500 | 4.500 | 4.500 | 6.750 | 6.750 | 6.750 | 6.750
40.50 3.950 | 3.950 | 3.950 | 5.925 | 5.925 | 5.925 | 5.925
50.50 2.400 | 2.400 | 2.400 | 3.600 | 3.600 | 3.600 | 3.600

TAB. 5.24 — Réseau de Hull : méthode des proportions successives : flot sur les chemins.

Nous présentons, au tableau (5.24), le flot pour chaque chemin pour les trois premiéres
paires origine-destination, qui est égal a la demande divisée par le nombre de chemins. Le
tableau (5.25) montre les cotts de ces chemins et le coit minimal trouvé avec la méthode de
restriction & la section précédente. Les tableaux (5.26) et (5.27) sont pour les paires origine-
destination 4, 5, 6. Le nombre de chemins générés est plus petit que ceux générés avec la

méthode de restriction & la section précédente. Les coiits de ces chemins sont différents,
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il peut y avoir des chemins avec des cofits plus petits que le colit minimal trouvé avec la
méthode de restriction, mais nous trouvons plusieurs chemins avec des cotits plus élevés. Les
conditions d’équilibre sont loin d’étre vérifiées. La valeur absolue du gap final est de 146161,

a comparer & celle de 272 que nous avions trouvé & la section précédente.

Paire O-D 1 2 3
S[1] S[2] S[3] | cott min. | S[4] S[5] | cotit min. | S[6] S[7] | coft min.
0.50 17.31 | 23.01 | 22.56 17.54 12.05 | 17.01 12.07 6.04 15.72 6.06

10.50 21.98 | 30.57 | 28.60 24.02 15.55 | 21.98 16.52 8.69 19.67 9.26
20.50 30.28 | 41.64 | 37.29 35.04 22.55 | 29.78 24.79 13.97 | 25.35 15.50
30.50 39.68 | 52.07 | 46.05 45.33 30.89 | 37.97 33.53 20.27 | 31.52 22.19
40.50 44.36 | 51.22 | 48.43 46.64 36.44 | 41.62 38.25 25.29 | 36.16 26.62
50.50 41.88 | 44.36 | 44.17 41.35 34.65 | 37.79 41.31 26.25 | 36.17 35.19

TaB. 5.25 — Réseau de Hull : méthode des proportions successives : temps de parcours.

Paire O-D 4 5 6
h[8] | R[] | h[i0] | h[11] | h[12] [ h[i3] | h[i4] | b[i5] | hif]
0.50 0,150 | 0.150 | 0.150 | 0.150 | 0.150 | 0.150 | 0.150 | 0.150 | 0.150

10.50 2.600 | 2.600 | 2.600 | 2.600 | 2.600 | 2.600 | 2.600 | 2.600 | 2.600
20.50 4.050 | 4.050 | 4.050 | 4.050 | 4.050 | 4.050 | 4.050 | 4.050 | 4.050
30.50 4.500 | 4.500 | 4.500 | 4.500 | 4.500 | 4.500 | 4.500 | 4.500 | 4.500
40.50 3.950 | 3.950 | 3.950 | 3.950 | 3.950 | 3.950 | 3.950 | 3.950 | 3.950
50.50 2.400 | 2.400 | 2.400 | 2.400 | 2.400 | 2.400 | 2.400 | 2.400 | 2.400

TAB. 5.26 — Réseau de Hull : méthode de proportions successives : flot sur les chemins.

Paire O-D 4 5 6
S[8] S[9] | S[10] | codt min. | S[11] [ S[12] [ S[13] | codt min. | S[14] S[15] | S[16] | coat min.
0.50 9.65 12.09 | 12.17 9.66 9.66 12.18 | 12.12 9.66 13.32 | 13.35 | 14.50 13.27
10.50 12.43 | 15.35 | 15.76 12.65 12.76 | 15.27 | 15.21 12.75 16.70 | 17.04 | 17.29 16.75
20.50 17.21 | 20.37 | 21.16 18.06 17.78 | 20.18 | 20.16 17.96 22.57 | 22.49 | 22.01 22.29
30.50 22.97 | 26.12 | 27.11 24.34 23.59 | 25.83 | 25.88 24.33 29.09 | 28.39 | 27.68 28.90
40.50 27.55 | 30.54 | 31.62 28.70 28.06 | 30.27 | 30.29 28.89 34.01 | 32.74 | 32.21 33.35
50.50 28.12 | 30.74 | 31.93 28.64 28.37 | 30.72 | 30.55 29.11 34.98 | 33.01 | 32.87 33.06

TAB. 5.27 — Réseau de Hull : méthodes des proportions successives : temps de parcours.




Chapitre 6

Modéle d’équilibre dynamique avec
capacités sur les arcs

Dans ce chapitre, nous allons formuler et développer un modéle analytique pour le
probléme d’équilibre dynamique sur un réseau avec capacités sur les arcs. Nous considé-
rons aussi le phénomeéne de débordement vers I'arriére (“spill-back ”) produit par un goulot
d’étranglement. Afin de bien représenter la dynamique du flot du trafic sur un réseau ur-
bain, il est nécessaire de tenir compte des capacités finies sur les rues. Ces capacités ont des
répercussions sur les conditions du réseau quand il est congestionné. Une rue pourrait étre
saturée jusqu’au point ou il n’y aurait pas d’espace pour d’autres véhicules, ou il pourrait
arriver aussi, qu’a un moment donné, la quantité de véhicules qui veulent entrer ou sortir

d’une rue soit supérieure a ’espace disponible.

Pour modéliser des situations semblables, nous allons considérer une extension dans
notre modéle avec des limites de capacité de stockage, d’entrée et de sortie sur les arcs. Si
les capacités sont atteintes, il y aura du flot qui ne pourra pas entrer ou sortir de l'arc et,
au méme moment, une file pourrait se former et s'étendre, par le fait méme, vers l'arriere,

arc par arc.
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La grande difficulté de ce probléme réside dans la nécessité de concevoir un modele et
un algorithme pour résoudre le nouveau probléme de chargement dynamique avec capacités
limitées. Nous allons présenter le probléme de chargement & la section 6.1, la formulation
mathématique & la section 6.2, un algorithme de résolution & la section 6.3 et a la section
6.4, nous présenterons des résultats numériques. La méthode de projection sera utilisée avec
le nouvel algorithme de chargement de réseau, avec capacités explicites sur les arcs, pour

trouver une solution d’équilibre.

6.1 Probléme de chargement dynamique avec capacités

Dans cette section, nous allons développer un modéle pour le probléme de charge-
ment. Nous nous inspirerons du modéle transmission de cellule (“ Cell Transmision Model”)
de Daganzo (1994) qui est une variante du modéle hydro-dynamique formulé par Lighthill
et Whitham (1995) et Richards (1956) pour modéliser les flots de trafic. Dans le modele de
Daganzo, les arcs sont divisés en petites unités appelées cellules. Les longueurs de ces cellules
ne sont pas choisies arbitrairement. Elles sont égales 4 la distance parcourue par un véhicule
dans des conditions de trafic 1éger (sans congestion) par unité de temps. Le flot avance d’une
cellule a Pautre selon la relation entre le flot présent dans la cellule & un moment donné, la

capacité du flot d’entrée et la quantité d’espace disponible & la cellule suivante.

Daganzo suppose que chaque cellule a une valeur maximale du flot qui peut sortir et
une valeur maximale du flot qui peut entrer & chaque instant. Ziliaskopoulos et Lee (1997)

introduisent le concept de cellule non-homogeéne, c’est-a-dire que le temps pour parcourir
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une cellule n’est pas nécessairement égal & 1'unité de temps, le temps pour parcourir la cel-
lule peut étre un multiple de I'unité de temps. Adamo et al. (1999a) présentent un modele
analytique inspiré aussi du modéle de Daganzo, en tenant compte du comportement des

véhicules noeud par noeud, selon les capacités et les distributions sur les arcs.

Les modéles que nous avons présentés antérieurement ainsi que les autres qui les ont
précedes (Friesz et al, 1993, Wu et al, 1998, Xu et al, 1999) n’ont pas des capacités imposées
sur les arcs. Le phénoméne de débordement vers larriére ne peut pas étre reflété dans ces
modéles. Le modéle simplifié considéré dans la suite suppose que chaque arc a une seule voie

de trafic et le changement de voie n’est pas considéré.

6.2 Formulation mathématique

Nous développons le modéle en considérant les limites des capacités d’entrée, de sortie
et de stockage du flot sur les arcs. Le modéle divise le temps de déplacement sur un arc
en deux parties qui correspondent au temps de déplacement méme et au temps d’attente.
La premiére partie représente le mouvement de flot & I'intérieur d’un arc, il sera représenté
par un lien qui servira a modéliser les déplacements des usagers sur les arcs du réseau, la
propagation du flot, selon certaines régles. Nous allons définir la formulation analytique pour
décrire la propagation du flot de telle fagon que le mouvement du flot & chaque instant soit
cohérent avec le temps de parcours sur les arcs. Cette formulation assure que la condition
FIFO est vérifice. La deuxiéme partie du modéle représente le comportement du flot quand
la fin de l'arc est atteinte. Ce comportement sera dépendant des limites de capacité de l'arc

en question et des arcs adjacents rentrant au méme sommet ainsi que des capacités des
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arcs sortant de ce sommet. Donc, nous allons considérer le comportement du flot & chaque
sommet et la conservation du flot. Egalement, une file d’attente accumulera tous les flots
qui auront fini de parcourir un arc, mais qui n’auront pas pu continuer & cause des limites

de capacité.

La quantité de flot qui est prét a sortir d’'un arc & un moment donné est appelée
demande locale et la quantité de flot qui peut entrer dans l’arc est appelée offre locale ou
disponibilité. Chaque sommet sera géré selon la demande des arcs qui entrent et la dispo-
nibilité des arcs sortants. Evidemment, il faut satisfaire aussi la condition FIFO : un flot
ne pourra pas sortir si celui qui est devant lui n’est pas encore sorti, méme si leurs chemins

sont différents.

Nous allons utiliser le flot accumulé plutét que le taux (ou flot) de véhicules. Le délai
de parcours et le volume du flot entre deux sommets, par exemple, ainsi que I’évolution des

files pourront étre calculés plus facilement.

Dans ce modéle, nous déterminons plusieurs chemins pour chaque paire origine-destina-
tion. Chaque chemin est constitué par un arc initial qui sera une rampe d’entrée pour chaque
origine, avec une capacité infinie, pour permettre a tous les flots d’entrer dans le réseau. Le
temps de parcours de cet arc sera égal & zéro et sa capacité de sortie infinie. Il y aura aussi
un arc fictif final, pour chaque destination, qui représentera une rampe de sortie, également,
avec une capacité d’entrée et de stockage infinie. Cet arc sera utilisé seulement pour per-
mettre la sortie du réseau de tous les flots qui ont fini leur parcours. Dans nos résultats

numériques, nous ne tenons pas compte de cette rampe, c’est-a-dire que nous considérons
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que le flot qui entre dans cette derniére rampe a fini son parcours.

6.2.1 Notation

Nous présentons une nouvelle notation, que nous utilisons pour le cas avec capacités

limitées et qui s’ajoute a la notation que nous avons utilisée jusqu’a maintenant

Nous allons noter C*(I~,1%) et CoU(1=,1%) (Cin(1~,1T) = Cg*(I7,1%)) la capacité
d’entrée et sortie d’un arc a dans l’intervalle de temps ({7, !"). La notation Q%! représentera
la capacité de stockage de I'arc a. La demande d’un arc a dans I'intervalle de temps (I~ ")
sera représentée par Aq(I7,11); Aga(i7,17) sera la demande de l'arc a correspondant au
chemin k dans Pintervalle de temps (I7,1%) et Agp(17,1T) la demande de l’arc a vers 'arc b
dans intervalle de temps (I7,I1). L'offre de I'arc a dans l'intervalle de temps (17, I*) sera
notée ®,(I7,1"); offre de l'arc a correspondant au chemiﬁ k dans l'intervalle de temps
(I7,17) sera ®;,(I7,17); et nous représenterons loffre de I’arc b & l'arc a dans I'intervalle

de temps (I7,1T) par ®,,(17,1T).

La notation Brpe(t) représentera la quantité des flots accumulés qui sont entrés dans
l’arc a correspondant au chemin k au temps t € [0,T']; et Bra(t) la quantité des flots ac-
cumulés qui sont entrés dans I'arc a au temps ¢ € [0,7']; Bra(t) = S pexa Brea(t). Nous
utiliserons la notation Bgy(t) pour représenter la quantité des flots accumulés qui sont
entrés dans la file d’attente de ’arc a correspondant au chemin & au temps ¢ € [O,T’];
et Bge(t) la quantité des flots accumulés qui sont entrés dans la file d’attente de I'arc a
au temps t € [0,T']; Bga = Ypcxes Baka(t). De la méme fagon Ery,(t) sera la quantité

des flots accumulés qui ont fini de parcourir ’arc a correspondant au chemin k£ au temps
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t € [0,T']; Ery(t) la quantité des flots accumulés qui ont fini de parcourir 'arc a au temps
t €[0,T']; Era(t) = Sreke BErra(t); Eqra(t) la quantité des flots accumulés qui sont sortis
de la file d’attente de Parc a correspondant au chemin k au temps t € [0, T'] ainsi Eqq(t)

sera la quantité des flots accumulés qui sont sortis de la file d’attente de l'arc a au temps

t €[0,T]; Bqa(t) = Cperas Eakalt);

Nous allons représenter par vyq(t) le volume du flot qui est en train de traverser I'arc
a a Vinstant ¢; de méme, vyqe(t) le volume du flot qui est dans la file de I'arc a & Iinstant £;
sra(v) représentera la fonction de temps de parcours de I'arc a (le temps d’attente n’est pas
inclus) ; et 7pq() le moment dans lequel le flot qui est entré dans I’arc a & l'instant ¢ fini de

parcourir I’arc (le temps d’attente n’est pas inclus); et son inverse est représenté par rol(t).

6.2.2 Condition FIFO

La condition du premier arrivé, premier servi, FIFO, doit étre vérifiée pour chaque arc.
Donc, lordre du flot sera toujours le méme, selon I'ordre d’entrée, tout au long du parcours
de Darc. Ainsi, nous pourrions numéroter le flot par ordre d’entrée, et ce méme ordre sera
conservé tout au long du parcours de l’arc jusqu’a la sortie. Par exemple, si au moment ¢ le
dernier flot a entrer (ou sortir) dans l'arc est numéroté Bq(t), cela implique qu’il y a eu un
flot accumulé de B,(t) qui est déja entré (ou sorti) dans I’arc. Nous pourrions le numéroter
aussi selon le chemin qu’il est en train de parcourir ; par exemple, si au moment ¢, le dernier
flot & entrer dans ’arc a appartenant au chemin k est le flot Bg,(t) et le dernier appartenant
au chemin k' est le B,/ ,(t), cela implique qu’au moment ¢ il y a eu Bia(t) et By, (t) flots,
pour chaque chemin, qui sont entrés dans l'arc a, au total Bya(t) + By, (t), mais le flot

(Bia(t) + 1) ne pourra pas quitter I'arc si le By, (t) ne I'a pas fait avant, parce qu’il est
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entré plus tard (Si Bra(t') = Bya(t) + 1 alors t > t).

Nous pouvons numéroter le flot aussi selon I’arc ot il se dirige, Bgp(t). Ainsi, nous allons
étiqueter, d’une facon fictive, trois fois le flot avec ces trois étiquettes [Ba(t), Bra(t), Bas (1)),
lesquelles indiquent respectivement I’ordre d’entrée dans l’arc a de flot, I'ordre d’entrée du
flot qui suit le chemin k, et ordre d’entrée de celui que se dirige vers 'arc b, respectivement.

La condition FIFO doit étre vérifiée sur les arcs, sur les chemins et pour chaque paire d’arcs.

6.2.3 Propagation du flot

Dans cette section, nous allons définir les formulations pour décrire les déplacements
du flot & Pintérieur d’un arc. Cette premiére partie du modéle (temps de déplacement) est

basée sur la formulation présentée au chapitre 4 pour le cas sans limite de capacité.

Vra(t) = Bra(t) — Era(t), a € A, 0 <t < 7q(Ta), (6.1)
Tra(t) =t + s70(va(t)), a €A, 0<t < Ty, (6.2)
g Ay = 0 0 <t < $4(0), A 6.3

ra(mra(t)) = { Bra(t) $pa(0) <t < T, e (6.3)

L’équation (6.1) définit le volume temporel de flot qui est en train de traverser I'arc a
au moment t. La quantité de flot qui est en train de traverser 'arc est égale a la quantité
cumulée de flot qui est entré dans I’arc moins la quantité de flot qui a déja fini de le parcourir.
L’équation (6.2) définit le temps de sortie, moment auquel, le flot qui est entré dans l'arc a
au temps t, termine de le parcourir. L’équation (6.3) calcule la quantité de flot qui a fini de
parcourir l'arc, et assure la condition FIFO sur la propagation du flot. Dérivons (6.3) par

rapport & ¢ :

I3

era(Tra(t))Tpe(t) = bpa(t), a€ A, 0 <t < Ty, (6.4)
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C v bra(t)
alt) = @)

Puisque by4(t) > 0 et epq(7ra(t)) > 0 alors T,;a(t) > 0 et ceci implique la vérification de la

, a€ A 0<t<T,. (6.5)

condition FIFO. (7,,(t) dénote la dérivée de 7.4(t) par rapport a t.)

6.2.4 Conservation du flot

Dans le cas ot la limite de capacité n’est pas considérée, pour chaque chemin, le flot
qui a fini de parcourir un arc va passer directement & I’arc suivant, puisqu’il n’y a pas de file
d’attente. Puisque la contrainte de conservation du flot doit étre vérifiée, la quantité de flot
qui entre dans un arc est égale & la quantité de flot qui a fini de parcourir I'arc précédent.
Si l’arc en question est le premier du chemin, alors la quantité de flot qui entre dans I'arc

sera égale a la quantité qui entre dans le chemin, c’est-a-dire, 'intégrale du taux d’entrée.

Dans le cas présent, avec une limite maximale de capacité, le flot qui a fini de parcourir
’arc va se placer dans une file d’attente. Si la quantité de flot dans la file est plus grand
que la capacité de sortie de I’arc, ou que la capacité d’entrée de l’arc suivant, ou il n’y a
pas assez d’espace dans I’arc suivant pour la contenir, il y aura une certaine quantité de flot
qui sera retenu dans la file, & la sortie de I’arc. Donc, la conservation du flot sera vérifiée si
la quantité de flot accumulé qui a fini de parcourir I'arc est égale a la quantité de flot qui
est entré a larc suivant plus la quantité de flot qui est retenu temporellement dans une file

d’attente.

Nous commencerons par analyser le cas le plus simple, c’est-a-dire, un noeud qui a

seulement un arc qui entre et un qui en sort, pour ensuite, considérer le cas plus général ol
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O = O >0

Fi1G. 6.1 — Noeud simple.

il peut y avoir plusieurs arcs adjacents & un noeud.

6.2.5 Noeud simple

Soit une intersection simple de deux arcs représentée par un noeud avec un seul arc

qui entre, a, et un autre qui sort, a™. Figure (6.1).

Tous les flots qui ont fini de parcourir Parc @ au temps ¢ sont entrés dans la file
d’attente de l'arc a :

Bga(t) = Era(t), a € A, 5ra(0) <t < 77a(Ta), (6.6)
et, ou bien ils sont sortis de la file, Eq,(t), pour entrer dans I'arc suivant Brq+(t) :

Broi(t) = BEqa(t), a €A, 5,4(0)<t<T, (6.7)
ou bien, a cause de la congestion, ils attendent encore dans la file d’attente de a. Nous avons,
alors,

vga(t) = Baa(t) — Bqa(t), a €A, s,q(0) <t<T, (6.8)
et par (6.6), il suit que :

vea(t) = Era(t) — Eqa(t), a €A, 5:4(0) <t < T, (6.9)
et finalement par (6.7) :

Baa(t) = Bro+(t) + v4a(t), a € A, $,4(0) <t <T'. (6.10)

Pour chaque intervalle de temps (I7,1T), nous devons calculer la demande locale de

flot qui est réellement prét & sortir de I'arc ainsi que 'offre locale ou la quantité de flot qui
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est admis a entrer dans chaque arc. C’est-a-dire, la demande sera la quantité de flot qui est

dans la file, si celle ci est inférieure & la capacité maximale de sortie; sinon, la demande sera

égale & la capacité de sortie :
A (17,17) = min{Erg(I7) — Eq,(17), C2*(1~,1M)}. (6.11)

Si la file est vide Eq,(17) est égal & Erg(17).

L’offre locale sera égale & la capacité maximale de flot qui pourra entrer dans l'arc
(capacité d’entrée) s’il y a assez d’espace dans I’arc; sinon, U'offre sera dépendante de l’espace
disponible, c’est-a-dire la capacité maximale de stockage de 1’arc moins la quantité du flot
qui Poccupait déja au début de Pintervalle plus la quantité du flot qui sort de I'arc pendant
Pintervalle.

B,(17,17) = min{C*(17,17), Q%' — va(I7) + (Bqa(™) — Eqa(I7)}- (6.12)
Evidemment, la quantité du flot qui va entrer dans I'arc a™ est égale & la quantité qui sort
de 'arc a, et celle ci sera déterminée par la plus petite valeur entre la demande de a et I'offre
de a™.

Eqo(I") = Eqa(I7) + min{A,(I7,17), .+ (17, M} (6.13)
Mais, si I’arc a est traversé par plusieurs chemins, il faut distribuer le flot qui sort de 'arc

entre les différents chemins. Nous devons alors calculer Eq,(I™) pour chaque chemin k qui

traverse a de telle fagon que la condition de FIFO soit vérifiée.

Nous allons chercher £ tel que Eq,(IT) = Bry(f), t est le moment (temps) ou le flot

“numéroté” Fq,(I1) entre dans 'arc a.
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Nous allons définir B;!(z) comme I'inverse de B,(t), le moment ot le flot “ numéroté”

z entre dans l'arc a. Alors,
t= B (Eq("))

et nous distribuerons le flot par chemin, Vk € K¢ :
Eqra(I™) = Bra(?),
Bri(It) = {
Bra(it) = > Bria(i%),

keEK,

EQa(l+) = Z EQka(l+)-
k€K,

fé+ hi(s)ds, sia est le premier arc du chemin %,

Eqka" (l+)s Sinon)

(6.14)

(6.15)
(6.16)
(6.17)

(6.18)

La quantité de flot qui sort de a est, par (6.13), la plus petite quantité entre {Eqq(I7) +

Ag(I7,1%)} et {Eqa(I™) + ®4+(17,1)}. Puisque la condition de FIFO est vérifiée, cette

quantité peut étre déterminée par celle qui est entrée avant dans l’arc a, et nous pouvons

remplacer (6.13) par :
Bqa(I") = Bra(?),
ol
t = min(#, t2),
et
f1 = B (Eqa(I7) + Aa(17,17)),

ty = By H(Eq(I7) + @4+ (17,11)).

(6.19)

(6.20)

(6.21)

(6.22)

En résumé, le probléme du chargement dynamique du réseau pour le cas simple est

représenté par le modéle suivant :
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]Modéle pour le cas simple

Soit I'intervalle de temps (I7,1%) et Va € A :
vpa(IT) = Bra(It) — Erg(I7)
Tra(IF) =17 + spa(va(IT))

0 0< It < Sra(o)

Erg(ma(IT) = €A
ra(mra(7)) {Bra(l+) 50a(0) <1 < T

UQa(l+) = BQa(l+) - EQa(l+)
Eqo(I7) = Eqo(I7) + min{A,(I7,11), @+ (7, ) (6.23)

Bgo(I") = Er,(I™)

Ag(I7,1%) = min{Er,(I*) — Eq,(I7), C2**(17,1M)}

®,(17,11) = min{Q(I7,11), C5* — va(I” + (Bqa(I*) — Eqa(l7))}

Eqra(It) = Bria(B;  (Eqa(1T)))
Brka(l+) = {

fé+ hi(s)ds sia est le premier arc du chemin &

Eq,-(I") sinon

Bra(I™) = Y Bri (")
kEK,

Er(it) = Y Erga(lh)
keEK,

It = mdin{Tm(l“)}
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F1G. 6.2 — Noeud général.

La condition (6.23) peut étre remplacée par (6.19), (6.20), (6.21), (6.22), c’est-a-dire trouver

t1 et 15 tel que :

BQa({l) =Eq,(I7) + Aa(l—7l+) (6'24)
Bqa(f2) = Bqa(17) + @4+ (17,17) (6.25)
Eq.(I") = Bga(min(ty, 2)) (6.26)

La capacité maximale de la file d’attente est égale & la capacité de l'arc.

6.2.6 Noeud général

Une intersection générale est représentée par un noeud avec plusieurs arcs qui sont
incidents vers Uintérieur, les arcs ai, as, ..., et plusieurs autres qui sont incidents vers 'exté-

rieur, les arcs by, by, ... . Un exemple est illustré dans la figure (6.2).

Dans ce cas, il faut déterminer pour chaque demande locale A, comment elle va se

distribuer sur les arcs sortants. Nous allons calculer le moment ¢ ot les A, flots sont entrés
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dans l’arc, et ainsi, les distribuer selon les chemins qu’ils sont en train de parcourir, pour
calculer la demande de P’arc a correspondant au chemin k, Ag,. Nous allons calculer aussi la
demande selon ’arc ot les flots se dirigent, A, p, la demande de I'arc a vers l'arc b. Une fois

que nous avons calculé A, selon (6.11), nous calculerons, Age, Yk € K% et Dgp, V(a,b) :

Bga(f1) = Bga(I” + Aa(l7,17)), (6.27)

t1 = By [Bga(l7) + Aa(17,17)], (6.28)

Aga(l7,17) = Ba(f1) — Bra(l7), (6.29)

D70 = 7 [Bra(hr) — Era(l7)] (6.30)
Kl(a0)ek

Nous avons obtenu ainsi les demandes A,p qui sont prétes & sortir des arcs a et
b dans lintervalle (I7,1%). Il faut regarder maintenant l'offre des arcs by, bs, ..., ®s,, @y,
e St D, Aap(I7,1F) < @y(17,1F) Vb, alors toute la demande est acceptée; sinon, il
existe au moins un arc b tel que Y, A,y (I7,1%) > @y (I7,1%), cest-a-dire quil y a
au moins un arc qui n’a pas assez d’offre pour laisser passer toute la demande. Dans
ce cas, nous définirons @, s, comme I'offre de Parc b disponible pour chaque demande.
Yoy (' = &, (I7,1I™). Différents modéles ont été présentés par Lebacque (1996) et
Adamo et al. (1999) pour déterminer & /. L’approche utilisé ici est de distribuer la dispo-
nibilité en quantités égales pour chaque arc a, puis réaffecter I’excédent aux arcs qui ont une

demande non satisfaite.

Nous allons procéder de la fagon suivante :
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Calcul de @a’b,

Soit arc b = (g,7) et les arcs qui le précédent a; = (p;,q); soit Ay = a; et |[AS] la
cardinalité de A, c’est-a-dire le nombre d’arcs qui entrent au noeud gq.
1. INITTALISATION

N :=|Ag], supp := $p;

A= AL

1. ITERATION
tant que (supp/N) > A,y faire
pour Va; € A faire
si (supp/N) > A,y alors
¢a,b’ = Aa,b’ )

supp := supp — @a,bl ;

N:=N-1;

A=A —ay;
fin de si
fin de pour

fin de tant que
pour VYa; € A; faire
P,y = supp/N ;

fin de pour

Puisque @y (17,1%) = 3, @,y (7, 11) < X8,y (7,17), il existe au moins un arc

a tel que @ % (Im017) <Ay y (I=,1%). Cet arc (ou ces arcs) a sera (seront) bloqué(s) par
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1 a

Qa;,a;
iy

Eqa(l™) + Ag(IF,17) — &

Eqava;- (l_) + ¢a,aj (l+7 l“) — ZQ,a;h Vaj_

les flots qui se dirigent vers l'arc b'. Seulement les premiers @ o (I=,1%) flots parmi les
Ay (7,1 *) pourront sortir de a pour entrer dans b'. Et, seulement les flots qui sont entrés

dans la file de o avant le flot [Bq, y(I7) + @, y(I7,1T)] pourront sortir de a'. Ils seront

déterminés par :

ty = Bq(;%b’ [Eqa’ b (l-) + Qa’,b’ (lvv l+)]a (631)

Eqka' (l+) = qua’ ({2)) (632)

Eqa' ,b' (l+) = Bqa' ,b’ (t‘z) = Z EQka (52) (633)
kl(a',b")ek

Si nous avons deux ou plusieurs arcs b tels que 3, Agp(I7,11) > &3(I7,17), alors l'arc b

qui bloque l'arc a sera déterminé par : ming(f3) ol top est défini par :

= B Bay y (17) + 8y y (7,17)], Va' (6.34)

Nous présentons, alors, le modéle de conservation du flot avec capacités pour le cas

général :



146

lModéle pour le cas général

Vo (IT) = Bry(IT) — Erg(I™)
Tra(IT) = 1T + s7a(va (1))

0 0 < 1T < 5r4(0)

Erg(re(IT)) = a€ A
ra(7rall™)) { Bra(l+) sra(0) < It < Tha

UQa(l+) = Bqa(I*) - Bqa (%)

Bq,(IT) = Er, (1)

A (I7,17) = min{Era(l+) — Eq,(17), C’g“t(l",l+)}

B,(17,1%) = min{C(I7,11), Q% — va(I7) + (Bqa(I™) — Eqa(17))}

Bqa(t1) = Bqo(I7) + Ag(IF,17)
BQQ,a'*' (52@*‘) = EQa,a+ (l—‘) + q)a,a“’ (l+> l_)
Eq,(It) = Bga(min(ty, 3 4+))

EQka(l+) = BQka(min(zlyEZ,a+))

fé+ hi(s)ds, sia est le premier arc du chemin k,

Eqya-(IF),  sinon,

B?‘ka(l+) = {

Bra(It) = > Bri (%)
keK,

Era(It) = Y Era(l™)
keK,
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It = main{rm(l—)}

Nous utilisons le total du flot accumulé et le temps d’entrée pour calculer le volume de
flots sur les arcs, le temps effectif sur les arcs et le temps effectif sur les chemins. Le volume

sur les arcs est donné par :

va(t) = vra(t)'*‘vqa(t)

Bra(t) - Era(t) + BQa(t) - Eqa(t)

= Bry(t) — Fqalt)

= Bry(t) — Brg+(t)

ot la deuxiéme équation est donnée par (6.6) et (6.8), la troisiéme par (6.1) et la quatriéme

pas (6.7). Le temps effectif sur les arcs est donné par : sq(v(t)) =t —t, out = B} (Ba(t)).

6.2.7 La file d’attente

Nous avons divisé les flots qui se trouvent sur I'arc a, vq(t), en deux parties, ceux qui

sont en train de parcourir 'arc, v.4(t), et ceux qui sont dans la file d’attente, vy, (t). on a

Vo (t) = Vpa(t) + vga(t).

Il faut alors se poser la question, comment pourrions-nous modéliser la file d’attente ?
D’une fagon générale, nous utilisons les concepts de file verticale et file horizontale. Si la
file n’occupe pas de place, elle est appelée verticale, sinon elle est appelée horizontale. Le
fait d’utiliser une file verticale implique que les flots doivent parcourir I’arc entier méme s’il
y a des flots dans la file, puisqu’ils n’occupent pas de place sur I'arc. Mais cela n’est pas
cohérent avec le fait d’avoir une capacité limitée. Si nous utilisons une file horizontale, les

flots qui la constituent occupent de la place et la capacité disponible sur I'arc pourra varier
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en conséquence. Mais les flots ont seulement une partie de I’arc & parcourir avant d’entrer
dans la file qui sera la partie qui reste inoccupée de P’arc. Ceci est trés difficile & modéliser,
puisque la fonction de cotit doit varier en conséquence. Cette variation serait considérée au
moment de calculer la fonction de coit, c’est-a-dire au moment d’entrer sur I’arc. Mais la
partie & parcourir, en fait, change aussi entre le moment d’entrer dans l'arc et le moment

d’entrer dans la file, puisque la file est en train de changer aussi.

Nous allons donc choisir un modéle intermédiaire ot la présence des flots dans la file
n’a pas d’influence sur le temps de parcours d’un arc. Le temps de déplacement tient compte
de D’arc entier. Mais les flots auront un effet sur la capacité; la capacité maximale de la file
est égale & celle de l'arc, et 'espace disponible sur I’arc sera égal & sa capacité maximale

moins ’espace occupé par la file.

6.3 Algorithme de chargement dynamique avec capacités

Nous allons définir A(t) comme l’ensemble des arcs actifs, c’est-a-dire arcs avec vo-
lume positif de flot au moment ¢, hd(k) le premier arc du chemin k et HD I’ensemble des
premiers arcs de chaque chemin k € K, Vi € I. Nous appelons p 'extrémité initiale de a, et
g Pextrémité terminale de a, a = (p,q), Pr(a) est I'ensemble des arcs avec extrémité termi-
nale égale a p, c’est-d-dire ensemble des prédécesseurs de a, Suc(a) est I’ensemble des arcs
avec extrémité initiale égale & ¢, incluant a, et In(p) est ensemble des arcs avec extrémité

initiale égale a p, incluant a.

L’énoncé de I’algorithme de chargement dynamique avec capacité est le suivant :
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Algorithme

1. INITIALISATION
1:=0,Tp:=0;
A(tg) := {hd(k); Vk € K; Vi € I};
pour a € A faire
l; =0;
I3 = 5ra(0);
pa := le nombre de chemins k € K tel que a est I’arc de départ;

fin de pour

2. ITERATION
tant que T; < T ou A # 0 faire
t:=14+1;
T; := min{l} : a € A};
pour a = (p,q) € A faire
ARC DYNAMICS(a = (p,q));
fin de pour
lg =Ty et If :=7a(T5);
si p, = 0 alors
A=A~ {a};
fin de si

fin de tant que

3. ARC DYNAMICS (a = (p,q)) sur (Tj_1,T})
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pour n = 1,2,3,4,5 faire
déterminer t, = T;1 + 535@—‘1 Xn;
pour a~ € PR(a) faire
calculer A~ (tn—1,t,) selon (6.11);
calculer £,- selon(6.28)
calculer Ay,-(tn—1,tn) selon (6.29)
calculer Ay- 4(tn-1,tn) selon (6.30)
pour b € In(p) faire
calculer ®(t,—1,%,) selon (6.13)
fin de pour
siYg- Ag- p(tn-1,tn) < Bp(tn-1,tn) Vb € In(p) faire
Eqy, o- (tn) := DAp o~ (tn-1,tn) + B~ (tn)
fin de si
sinon
calculer ®,- p(tn—1,%n) V(a™,b) selon I'algorithme de “calcul de @, ”
calculer typ selon (6.34)
calculer Eqy,-(t,) selon (6.32)
calculer Fq,- p(t,) selon (6.33)
fin de sinon
calculer Eq,-(tn) = Y reka Era-(tn)
calculer v,- = Br,- — Eq,-
fin de pour

calculer Bry(t,) = Eq,-(tn)

fin de pour
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At = A* — In(p);

6.4 Résultats numériques

Dans cette section, nous allons présenter des exemples numériques. Nous avons im-
planté l’algorithme précédant et nous avons résolu quelques problémes pour le tester. Le
premier exemple est un petit réseau montré dans la Figure 6.3 qui est constitue de 9 noeuds,

8 arcs et 4 chemins. Les noeuds a et b sont des origines et ¢ et d des destinations. Chaque

FiGc. 6.3 — Petit résean.

origine rejoint chaque destination par les chemins suivants :
chemin 1 : arcs : 1-3-5-7;
chemin 2 : arcs : 1-3-6-8;
chemin 3 : arcs : 2-4-5-7;

chemin 4 : arcs : 2-4-6-8.

La période de départ T est 10, et le taux de départ pour chaque chemin est fonction
quadratique du temps donné par hy(t) = 0.15 x (' —t) x t, t = 0,1,2,...,10. La fonction

de parcours est donnée par : s,(vq(t)) = BY + Bl x v4(t),Va € A, oi les paramétres f3, les
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arc | C [ Qu | B | Ba
1 o0 oo | 1.6 |0.10
2 00 co | 1.4 10.10
3 2 10 | 2.3 10.20
4 6 15 1 2.310.20
5 4 15 | 2.2 | 0.40
6 3 15 123 10.20
7 lo'e) 0 1 10.10
8 00 o0 1 {0.10

TaAB. 6.1 — Exemple 1 : paramétres utilisés.

limites de capacité d’entrée et de sortie par unité de temps C°% = C™™ = C et la capacité

de stockage Q°* sont donnés au tableau (6.1). Les figures 6.4 et 6.5 montrent le flot total

30 T T T T T T T T

25

20

B2

volume
.
w

10

0 . 1 . I !
" 10 15 o 20 25 30 35 40 45

3
temps
F1G. 6.4 — Exemple 1 : volume total accumulé sur les arcs du chemin 1.
cumulé qui est entré dans chacun des arcs qui appartiennent aux chemins 1 et 2, respec-

tivement. (Vest-a-dire, la figure 6.4 contient le graphe qui représente la quantité totale du

flot qui est entré dans les arc 1, 3, 5, 7 (chemin 1), et la figure 6.5 le total du flot qui est
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30 T T T T T T T

B2
15 + .

volume

B1

O 1 1 !

10 15 to 20 25 30 35 3 40

temps
F1G. 6.5 — Exemple 1 : volume total accumulé sur les arcs du chemin 2.

entré dans les arcs 1, 3, 6, 8 (chemin 2). Nous pouvons voir que les courbes correspondant
aux arcs 1 et 3 sont semblables sur les deux figures. La courbe de ’arc 5 sur la figure 6.4
et la courbe de larc 6 sur la figure 6.5 sont semblables aussi. Ceci est justifié, parce que
si les conditions FIFO sont vérifiées la quantité du flot qui sorte des arcs 3 et 4 vers l'arc
5 est la méme que la quantité du flot qui sorte des arcs 3 et 4 vers I’arc 6. Alors la quan-
tité du flot qui entre dans les arcs 5 et 6 doit étre la méme. Sur le chemin 1, figure 6.4,
le volume du flot qui entre au premier arc au temps t1 quitte Parc au temps t2, puisqu’au
temps ¢2 il entre au deuxiéme arc. Alors le temps de parcours de l'arc 1 au temps tl est
égal & t2 —t1, s1(t1) = t2 — t1. Le temps de parcours du chemin pour le flot qui initie leur

trajet au temps t1 est égal 4 t3—t1. Le flot sur le premier arc au temps t1 est égal & B2-B1.
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Le deuxiéme exemple consiste & résoudre le probléme d’équilibre dynamique avec limite
de capacité sur les arcs. Nous utilisons la méthode de projection avec le gap de Fukushima
et le probléme de chargement du réseau avec capacité limitée sur les arcs. Pour déterminer

les flots d’entrée nous résolvons le probléme quadratique suivant :

1
: Iy pl+l gl 141 gl pl+l gl
thElnelg(S(h ), h h*) + 5ol (h h',h h*) (6.35)

ol « est une constante positive.

Le réseau utilisé est donné a la figure 6.6. Il est constitué de 11 noeuds, 13 arcs
et 6 chemins. Le période de temps de départ est 15. Le taux de demande est donné par
d = |K|x 015 x (T —t) x t, ot |K| est le nombre de chemins, c’est-a-dire |K| = 6. La
solution initiale est égale au méme taux de départ pour tous les chemins. La fonction de
temps de parcours est la méme que dans 'exemple numérique précédent. Les parametres 3
et les limites de capacité d’entrée, de sortie et de stockage sont donnés au tableau 6.2. Le
critére de convergence est la valeur absolue du gap de Fukushima. La valeur absolue du gap
de Fukushima a la premiére itération est 2382.80, la méthode de projection se termine aprés
20 itérations, avec une valeur absolue du gap de Fukushima de 1.59 & la derniere itération.
Le tableau (6.5) montre les valeurs & chaque itération. Les tableaux (6.3) et (6.4) présentent

le flot et le temps de parcours final (& la derniére itération) a intervalles d’'une minute.
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TaB. 6.2 — Exemple

arc | C°% Qst 2 /B;
0 ') oo | 1.6 {1 0.10
1 15 36 | 1.4 ]0.10
2 8 24 | 2.3 0.20
3 8 48 |1 2.310.20
4 6 40 | 2.2 | 0.40
5 4 24 | 2.310.20
6 5 30 | 1 |0.10
7 4 24 | 1 |0.10
8 4 24 | 1 |0.10
9 4 24 | 1 |0.10
10 4 9 2 10.10
11 4 24 | 1 ]0.10
12 2 24 | 1 ]10.10
13 00 co | 1 ]0.10

2 : paramétres utilisés.

temps hg h1 ho hs hy hs
0.50 | 1.33 | 1.12 | 0.28 | 0.00 | 0.00 | 3.80
1.50 | 5.31 | 3.54 | 2.17 | 0.00 | 0.00 | 7.21
2.50 | 8.11 | 5.07 | 3.41 | 0.00 | 0.00 | 11.53
3.50 | 10.98 | 6.72 | 4.84 | 0.00 | 0.00 | 13.69
4.50 | 13.19 | 7.44 | 6.21 | 0.00 | 0.00 | 15.68
5.50 | 15.19 | 8.05 | 8.19 | 0.53 | 0.29 | 14.79
6.50 | 13.93 | 8.88 | 9.10 | 1.84 | 1.68 | 14.28
7.50 | 13.26 | 9.71 | 9.95 | 2.55 | 2.44 | 12.71
8.50 | 12.09 | 9.54 | 9.73 | 3.02 | 2.80 | 12.55
9.50 | 11.82 | 891 |9.31|2.79 | 242 | 1177
10.50 | 11.02 | 8.03 | 8.02 | 2.63 | 2.59 | 10.24
11.50 | 8.87 | 7.36 | 6.35 | 1.46 | 2.59 | 9.60
12.50 | 6.05 | 5.66 | 6.08 | 1.81 | 1.24 | 7.27
13.50 | 4.75 | 2.78 | 4.31 | 1.62 | 0.60 | 4.17
14.50 | 3.98 | 0.92 | 0.00 | 0.79 | 0.82 | 0.00
TAB. 6.3 — Exemple 2 : taux de départ final.
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temps S[O] S So S3 Sy Ss
0.50 8.06 | 8.06 | 8.06 | 899 | 9.01 8.06
1.50 | 10.47 | 10.47 | 10.48 | 11.28 | 11.29 | 10.47
2.50 | 13.68 | 13.67 | 13.68 | 14.30 | 14.31 | 13.67
3.50 | 17.42 | 17.41 | 1743 | 17.94 | 1795 | 17.43
4.50 |21.61 1 21.60 | 21.62 | 21.90 | 21.91 | 21.59
5.50 | 26.23 | 26.24 | 26.24 | 26.25 | 26.25 | 26.25
6.50 | 31.29 | 31.30 | 31.29 | 31.29 | 31.29 | 31.28
7.50 | 36.55 | 36.54 | 36.54 | 36.54 | 36.55 | 36.53
8.50 | 41.87 | 41.85 | 41.85 | 41.86 | 41.86 | 41.86
9.50 | 46.91 | 46.90 | 46.90 | 46.87 | 46.87 | 46.91
10.50 | 51.38 | 51.41 | 51.41 | 51.41 | 51.40 | 51.37
11.50 | 55.44 | 55.33 | 55.34 | 55.42 | 55.43 | 55.37
12.50 | 58.40 | 58.47 | 58.46 | 58.39 | 58.39 | 58.48
13.50 | 60.40 | 60.46 | 60.51 | 60.44 | 60.39 | 60.45
14.50 | 61.06 | 60.95 | 60.83 | 61.00 | 60.85 | 60.83

TaAB. 6.4 — Exemple 2 : temps de parcours final.

TAB. 6.5 — Exemple 2 : convergence de la méthode de projection.

iter | GAP
1 ]2382.80
2 1160.10
3 609.96
4 | 440.35
5 405.80
6 374.34
7 349.57
8 167.82
9 153.24
10 131.25
11 84.23
12 58.31
13 37.79
14 22.28
15 15.70
16 9.84
17 6.74
18 5.57
19 3.15
20 1.59
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Conclusion

Dans cette thése, nous avons étudié et analysé le probléme d’équilibre dynamique sur
un réseau de transport en utilisant une approche analytique. Nous avons défini une région
réalisable 2, en fonction des flots temporels sur les chemins et de la demande de chaque
paire origine-destination. Nous avons également défini I’équilibre dynamique comme une gé-
néralisation du principe descriptif de Wardrop, en fonction du temps effectif de parcours des

chemins. Cette définition nous assure qu’aucun usager pourrait réduire son temps effectif de

voyage.

Le temps de parcours effectif d’un chemin est calculé comme la somme des temps de
parcours de tous les arcs qui font partie du chemin au moment ot le flot arrive & chacun

d’entre eux.

Se(t) =" sa(v(t + Ska(t))), Vk €Ki, i €1, te(0,T] (6.36)
ack

Le temps de parcours effectif est donc une fonction dépendante du volume temporel, la
quantité de véhicules qui sont présents sur les arcs a chaque moment. Pour le calculer, nous
devons trouver d’abord le volume et le temps de parcours de chaque arc pour toute la pé-
riode de temps a étudier. Ces quantités sont obtenues par la résolution du probléme de
chargement dynamique de réseau. Deux algorithmes continus pour résoudre le probléme de
chargement ont été présentés. La condition nécessaire de FIFO est vérifiée par la contrainte
de conservation du flot pour des fonctions linéaires et non linéaires de temps de parcours des

arcs. Les algorithmes exposés calculent une solution unique en un nombre fini d’itérations.
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Nous avons comparé les deux méthodes avec une version précédente. Les résultats numé-
riques indiquent que les deux nouveaux algorithmes sont plus efficaces et qu’ils peuvent étre

appliqués pour des réseaux de grande taille.

Les conditions d’équilibre sont équivalentes a la formulation d’un probléme d’inégalité
variationnelle, PIV. Nous avons présenté une méthode itérative de projection pour résoudre
le PIV, basée sur la fonction de Fukushima (1989). Les chemins utilisés sont fixés a I'avance.
Nous ne pouvons pas établir une preuve de convergence, en raison de la non monotoni-
cité de la fonction de coiit. Nous avons résolu des exemples numériques sur des réseaux des

villes de Sioux Falls et Hull et nous avons vérifié que les conditions d’équilibre sont atteintes.

Nous avons aussi présenté une méthode de restriction pour trouver une solution glo-
bale ot les chemins ne sont pas fixés & ’avance, mais plutot générés au fur et & mesure. Nous
avons montré des exemples numériques de résolution du probléme d’équilibre dynamique sur
des réseaux de taille moyenne. Pour sélectionner les chemins, nous avons choisi ceux qui ont
le plus petit cott selon les conditions de trafic trouvées a chaque itération de la méthode
de restriction. Pour trouver ces chemins, nous avons implanté une adaptation dynamique de
la méthode de Dijkstra pour résoudre le probléme du plus court chemin dynamique. Dans
les exemples examinés, le nombre de chemins sélectionnés est relativement petit. A chaque
itération de I’algorithme de restriction, le probléme d’inégalité variationnelle restreint est ré-
solu de facon approximative. A 'itération suivante, la premiére solution est choisie de facon
A étre égale & la derniére solution de l’itération précédente. Ainsi, nous profitons de I'infor-
mation déja acquise, et la nouvelle solution initiale est plus proche de la solution d’équilibre

optimale. Nous avons aussi implanté un algorithme de proportions successives qui consiste
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a sélectionner de nouveaux chemins et & distribuer le flot demandé en proportions égales
entre ces chemins qui relient chaque paire origine-destination. Les résultats obtenus avec cet

algorithme ne sont pas convaincants

Nous pouvons conclure que les algorithmes que nous avons développés sont efficaces en
pratique pour résoudre certaines instances du probléme d’équilibre dynamique. Nous avons
utilisé ces algorithmes sur des exemples numériques pour des réseaux de tailles considérables,
et nous avons obtenu des résultats trés satisfaisants. A notre connaissance, ces résultats sont

les meilleurs obtenus jusqu’a présent.

Nous avons aussi présenté une formulation mathématique du probléme de chargement
de réseau avec capacité limitée sur les arcs. Nous avons établi une formulation pour que
la condition FIFO soit vérifice. Nous avons utilisé les concepts de demande et disponibilité
locales. Le nouveau modéle est divisé en deux parties : temps de déplacement et temps
d’attente. Nous avons modélisé une file d’attente correspondant & chaque arc. Nous avons
également utilisé ce modéle pour formuler un algorithme de résolution du probléme d’équi-
libre dynamique avec capacité finie sur les arcs. Nous avons résolu des exemples numériques
sur de petits réseaux fictifs. Ces résultats ouvrent la voie & des recherches futures afin de

développer des algorithmes plus efficaces et performants pour de grands réseaux.
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Appendice
Notation

Nous présentons dans cette section la notation que nous utilisons dans ce document :

N : ’ensemble de noeuds;

A : Pensemble d’arcs;

at : Pensemble d’arcs successeurs de a

a” : 'ensemble d’arcs prédécesseurs de a

nt : ensemble des arcs qui sortent du noeud n, arcs avec queue égale a n;

n~ : ensemble des arcs qui entrent dans le noeud n, arcs avec téte égale a n;
I : Pensemble de toutes les paires (OD);

k : indice d’un chemin;

K; : Pensemble de chemins pour la paire (OD);;

K : Pensemble de tous les chemins, K = U;c1 K,

K% : Vensemble de tous les chemins qui traversent ’arc a;

ka™ : Parc qui précéde I’arc a sur le chemin k;

T : dernier temps de départ;

T' : dernier temps d’arrivée (temps systéme) ;

Ty : temps d’arrivée a la queue de l’arc a du dernier flot correspondant au chemin k
T, : temps d’arrivée & la queue de P’arc a du dernier flot T, = maxgega{Tra} ;

g(t) : taux de départ demandé pour les paires (OD) au moment ¢ € [0,77.
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gi(t) : taux de départ demandé pour la paire (OD); au moment ¢ € [0,T].

h(t) : taux de départ sur les chemins au moment ¢ € [0,T];

hi(t) : taux de départ sur le chemin k au moment ¢ € [0,T7];

Hi(t) : quantité des flots accumulés qui ont emprunté le chemin %k entre 0 et linstant
te€l0,7];

bra(t) : taux d’entrée du flot dans l’arc a correspondant au chemin k£ au temps ¢ € (0,7'];
Bia(t) : quantité des flots accumulés qui sont entrés dans I’arc a par le chemin & au temps
tel0,T'];

exqe(t) : taux de sortie du flot de ’arc a correspondant au chemin & & l'instant ¢ € [0,7;
Ejo(t) : quantité des flots accumulés qui sont sortis de 'arc a correspondant au chemin k
au temps t € [0,T'];

ba(t) : taux d’entrée du flot dans 'arc a au temps ¢ € [0,T']. ba(t) = Xpere bral(t);

Bo(t) : quantité des flots accumulés qui sont entrés dans Parc a au temps ¢t € [O,T'];
Ba(t) = Xkexo Bralt);

eq(t) : taux de sortie du flot de 'arc @ au temps t € [0,T']. ea(t) = Spekea eralt);

E,(t) : quantité des flots accumulés qui sont sortis de I’arc a au temps ¢ € [0,T']; Eo(t) =
Skeke Eral(t);

vg(t) : volume du flot sur Parc @ au moment ¢ € [0,77;

s4(v) : fonction de cott de l'arc a;

7.(t) : moment de sortie du flot qui entre dans I’arc a au moment ¢ € [O,T'] ;

771(t) : fonction inverse de 7, t € [0,T'];

®(t) : temps instantané de parcours sur le chemin k des usagers qui partent au moment
te[0,7T);

S (t) : temps effectif de parcours sur le chemin k des usagers qui partent au moment
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te€[0,T));

Sia(t) : temps effectif de parcours sur le chemin k de l’origine jusqu’a la fin de l'arc a des
usagers qui partent & l'instant ¢ € [0,7];

II1,(t) : moment de sortie de I’arc a du flot qui entre au chemin & au temps ¢ € [0,7];
I1;}(t) : moment de sortie de I'arc a du flot qui entre au chemin k au temps ¢ € [0,T];
vi(t) : le temps instantané de voyage minimal des chemins qui relient la paire (OD);, au
moment ¢ € [0,77];

1i(t) : le temps effectif de voyage minimal des chemins qui relient la paire (OD);, au moment

te€0,T];
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