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SOMMAIRE

Ce mémoire vise à étudier deux sujets classiques de l'analyse complexe : le lemme de

Schwarz et le recouvrement holomorphe. Pour ce faire, nous allons tout d'abord expliciter

des théorèmes considérés comme des applications directes du lemme de Schwarz. Par la suite,

nous amorcerons l'étude du recouvrement holomorphe, et ce faisant, nous démontrerons le

théorème de Bloch. Finalement, nous donnerons des estimations de la constante de Bloch.

Mots clés

• Lemme de Schwarz

• Lemme d'Ahlfors

• Théorème de Bloch

• Constante de Bloch
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SUMMARY

The topic of this project is the study of two classical complex analysis subjects : the Schwarz

Lemma, and holomorphic coverings. First, we shall present some direct applications of the

Schwarz Lemma. Then, we will concentrate on holomorphic coverings ; a proof of the Bloch

theorem will be provided. Finally, some estimations of the Bloch constant will be presented.

Keywords

• Schwarz Lemma

• Ahlfors' Lemma

• Bloch's theorem

• Bloch's constant
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INTRODUCTION

Le recouvrement holomorphe dans le plan demeure un des sujets cruciaux de l'analyse

complexe. L'étude de ce sujet a été abordée par le mathématicien français André Bloch

(1893-1943). Ce dernier a démontré que toute fonction holomorphe f sur le disque unité,

avec la propriété f(0) = l, couvre dans son image et de façon injective un disque de rayon

f3 > 0, où(3 est une constante universelle. Ce théorème a ouvert la voie à des études

ultérieures qui, d'ailleurs, se poursuivent jusqu'à nos jours.

Dans cette optique, le présent mémoire abordera deux notions en paralèlle qui visent

respectivement à illustrer certaines applications du lemme de Schwarz et à expliciter le

problème du recouvrement initialement proposé par Bloch.

Ainsi, le premier chapitre sera consacré à l'étude du lemme de Schwarz et aboutit à un

lemme très important qu'est celui de Pick-Schwarz. Plusieurs applications vont en découler,

notamment le théorème de Julia, le théorème de Carathéodory et celui de Pick.

Ensuite, le deuxième chapitre portera sur la notion de métrique. Afin de bien cerner

l'objet d'étude, nous allons nous attarder, en particulier, sur la métrique de Poincaré. Nous

allons aussi traiter de la courbure de Gauss et du lemme d'Ahlfors, lemme qui va jouer un

rôle important dans l'estimation de la constante de Bloch.

Enfin, le théorème de Bloch sera démontré dans le troisième chapitre. Il sera aussi question

de l'étude des fonctions de Bloch afin d'arriver à une estimation de la constante de Bloch.

Finalement, l'estimation d'Ahlfors va clore le chapitre.

u
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Chapitre l

LEMME DE SCHWARZ ET APPLICATIONS

Nous allons consacrer ce premier chapitre à l'étude du lemme de Schwarz. Dans la première

section, nous démontrerons le lemme de Pick-Schwarz et le théorème de Julia, théorème qui

portera sur certaines limites angulaires. Ensuite, dans la deuxième section, nous donnerons

la définition du produit de Blaschke, ce qui va nous mener au théorème de Carathéodory.

Cette même section portera finalement sur la démonstration du théorème de Pick.

u

1.1. NOTATIONS

Tout au long de ce mémoire, les notations suivantes seront utilisées :

• D = {z çC:\z\ <!} (disque unité ouvert du plan complexe)

• D = {z çC:\z\ <!} (disque unité fermé du plan complexe)

• Dp={zçC:\z\< p}.

• D(zo, r)={zeC:\z-ZQ\< r}.

• Rez = partie réelle de z.

• Un domaine ^2 de C est un ensemble ouvert et connexe.

• H {Cl) = {/ :Q—»C / est analytique sur ^ }.

• Soit E un sous-ensemble de C. Alors E, 9E sont respectivement l'adhérence et la frontière

de E.

• Nous allons noter la sphère de Riemann (C U {oo}) par C.

• Le Laplacien AF d'une fonction F(z,z) est AF = 4a^2).
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1.2. LEMME DE SCHWARZ

Soit D le disque unité dans le plan complexe et soit 6' l'ensemble des fonctions analytiques

de D dans D. Donc si /G5, on a \f{z)\ ^ l.

Présentons maintenant le lemme classique de Schwarz.

Lemme 1.2.1. Si f ç S avec f(0) = 0, alors on a :

a)\f(z)\^\z\,\/zçD.
b) |//(0)1 < Ï ; de plus, si |//(0)| = l ou si \f(z)\ = \z\ pour un z ^ 0, alors il existe une

constante C de module l tel que f{z) = Cz pour tout z dans D.

Preuve

Soit g une fonction de -D -^ C définie de la manière suivante :

ÎW.

^)=
siz^Q

//(0) siz=0.

Il est clair que g est analytique dans D. Soit z un point de D de module r avec 0 <r < l;

alors \g{z)\ = \—^1\ ^ 7. En appliquant le principe du maximum à g, il en résulte que
\9{z)\ ^ ^ Pour tout z dans le disque |2;| < r, et enfin |/(2;)| < •^1. En faisant tendre r vers
l, on obtient |/(2;)| <: \z\. En fixant 2 = 0, on aura |âr(0)| ^ l et |//(0)| <: l, ce qui prouve

a) et b).

Maintenant si pour un z fixé {z -^ 0), on a |/(^)| = |2;| ou bien |//(0)| = l, alors la

fonction g atteint son maximum en un point intérieur de D. En utilisant le principe du maxi-

mum pour une seconde fois, la fonction g sera une constante C de module l. Il en résulte

que f{z) = Cz. D

u

Dans ce qui suit, nous allons appliquer le lemme de Schwarz pour caractériser les appli-

cations conformes de D dans D. Pour cela , soit a G -D, et définissons une transformation de

Moebius par ip{z) = f^ ; on a que ip est analytique pour \z\ < \a\ . if est donc analytique
dans un disque ouvert contenant la frontière de D.
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Remarque : ip envoie le disque unité sur lui-même parce que :

\z — a\

l — az\
<l^\z-a\z <\1 -az\|2

<^> z
2- 2Re(az) + \a\z < l - 2Re{az) + |a2

z
2

^\a\2(l-\z\2)<l-\z\2

^> \z\ < l.

Ajoutons que ip envoie la frontière du disque unité sur elle-même. De plus, on a que y est

inversible et son inverse est ijj{z) == f^- Donc ip est une bijection de D -^ Det son inverse
est également une transformation de Moebius.

Du lemme de Schwarz découle un lemme très important, le lemme de Pick-Schwarz, qui

va jouer un rôle primordial dans la démonstration du théorème de Landau .

Lemme 1.2.2. Soit f -.D —^ D une fonction holomorphe. Alors :
l/'(z)l,^ < _J_

1} VZ fc U, i_'|/(z)]2 l; îqïp-
Q 1/(^)-/(Z2)| <; ^^1^2|n} V2;l)2;2 fc uï iï-/(.i)7(^')i 1: V:^A-

De plus, si f est une transformation de Moebius, alors on aura l'égalité dans i) et ii).

Inversement, si on a l'égalité en un point ZQ dans i), ou bien pour un couple z-^ 74 2:2 dans

ù), alors f sera une transformation de M.oebius.

Preuve

i) Soit ZQ e D et soit WQ = fÇzo). Définissons ^(z) = •f^^ et '0(w) = ^^. En calculant les
modules des dérivées, on obtient |çt>/(^o)| = ^_il 12 et |'0/(wo)| = ^_il p. Soit F = ipo fo(p~1 ;
on a que F est analytique dans D. De plus, -F envoie le disque unité sur lui-même et F

satisfait les hypothèses du lemme précédent, car :

F(0) = ^ o ^o^-l(0) = ((^o /)(-zo) = ^(wo) = 0, et |F(-z)| W^W ^ l.

^

Appliquons le lemme de Schwarz à F. Ceci nous donne |^/(0)| < l, c'est-à-dire que

^(1 - 1^°12) <1 et ^^ ^,ce qui prouve i).
Supposons que l'égalité a lieu en un point ZQ ; alors |-^/(0)| = l par le lemme de Schwarz, et

F sera une rotation autour de l'origine et par suite / = i{j~loFo(p devient une transformation

de Moebius f{z) = eief^ avec 6 çR . Inversement, si / est une transformation de Moebius,
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alors pour tout z dans D, l'égalité aura lieu dans i) et ceci vient du fait que :

\f'^\ l-|a|2
]î=^

-a. |2l-l/(.)p-l-l^l
1- a12

l — az\2 — \z — a\2

1- a 2

(l-|a|2)(l-|^[2)
l

1-1-z2'

ii) Soit -2:1,^2 deux points de D tel que /(-Zi) = wi, f{z^) = W2. Soit

,(^^; ,W-^^; F^^o,->.
Comme dans la partie i), F est analytique sur D et F(0) = 0, \F{z~)\ < l, et d'après le

lemme de Schwarz, \F(z)\ < \z\,^/z ç D. Plus spécifiquement, prenons z = ^{22)- Alors

\FÇy{z^\ < |(^(^)| et enfin M^f^ ^ ^^, ce qui prouve l'inégalité ii).
Si l'égalité a lieu pour un couple z-i et z^ différents, il s'en suit que \F((p(z^)\ = \ipÇz2)\,

et par le lemme de Schwarz, F sera une rotation, et par la suite, / sera une transformation

de Moebius.

Inversement, si / est une transformation de Moebius, alors :

zi—a

1—azi l—aza1/(^)-/(^)1
|i-/(^)/(^)| |i-(rL^)S

(zi-a)(l-az2)-(^2-a)(l-a^l)
(l-a^)(l-"zi)

(l-azî)(l-az2)-(zî-o)(z2-a)
(l-az2)(l-azi)

z-i — dz^z^ — a — \a\2Z2 — -22 + a-ziz^ + a — |a|22;i
l — az^ — a^T + |a|2^î2;2 — ^T-z'2 + a^T + a-^

(l-|a|2)(^-^)
la2]

(l-|a|2)(l-^2)
1-^1 - Z2\
l -2T-Z2

Ceci prouve le lemme. D
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Dans ce paragraphe, on va définir la distance pseudohyperbolique sur D par

p("'w)=^^'''w£û-
Plus tard, on va démontrer que c'est une métrique sur D. A partir de cette distance, on

peut reformuler le lemme précédent en disant que toute fonction analytique de D dans D est

lipschitzienne par rapport à la distance pseudohyperbolique .

De plus, cette distance est invariante sous les transformations de Moebius, c'est-à-dire

que p{z,w) = p(y{z),(p(w)) pour n'importe quelle transformation ip de Moebius, et ceci

découle directement de la partie ii) du lemme précédent .

Pour 0<r < l, on note K{zo, r) = {z : p{z, zo) < r}. K(zo, r) est appelé un disque non-

euclidien. Notons que ce disque est l'image inverse du disque \w\ < r par la transformation

w = (^(2;) = ^-zo , donc K(zo, r) peut être vu comme un disque euclidien

A(c,J?) ={z:\z-c\<R}

dont le centre e est égal à [_^2\^2 et le rayon R est égal à ^^i^p •l-r2|zo|2 '"u ^*" laJ'u11 •'•l- *-'OL °6U'1 "' l_r2[2o|2-

En se basant sur le fait que l' image de la droite passant par les points 0 et ZQ est

u

invariante par y, il en résulte que 9K(zy,r~) = ip-l{\w\ = r) est un cercle orthogonal à cette

droite; donc le diamètre de KÇzQ,r) est l'image inverse du segment [-r[^]) r|^]] Par (P, et
coincide donc avec le segment [a, (3} = [ ^o^r ^ay, ^J •^&y]. Notons que, pour 2:0 > 0, Q; et /3
sont les points de la frontière de K(zo, r) de modules minimum et maximum respectivement.

On peut vérifier que le centre e = "^ et le rayon R = w~^a} .
Lemme 1.2.3. Si f ç S, alors \f(z)\ < l/^^j, z ^ D.
Preuve

Appliquons le lemme de Pick-Schwarz pour z^ = 0. Il en résulte que i'/(z,)7^,(o)l, < l-^l, ce qui

nous donne f(z) e X(/(0), \z\\ et par la suite, \f{z)\ < ^^. D
L'inégalité du triangle pour la distance pseudohyperbolique découle du lemme suivant :

Lemme 1.2.4. Soit 2:0,-21,^2 trois points dans D; alors on a :

p{zp,Z2) - p{z2,Zi) ^ P{ZQ,ZÎJ +p(2;2,^l)
l- P(ZQ,Z^P{Z^,Z^}~ r''~u'~1' ~ 1+ p{zo,Z2)p{Zî,Z-i)'

Preuve

On peut supposer que 23 = 0 à cause de l'invariance de p sous les transformations de
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Moebius ; donc le problème se ramène à démontrer que :

\ZQ\ - |2;i| |^ |2;i -2;o| ^ ]2;o|+ |^1
l-l^oll^il

< <
|1 -'ZQZi\ ~ 1+ l-2:ol |^11

Supposons que |2;i| = r. Le point z = ^—0 devient un point sur la frontière du disque
non-euclidien K{—ZQ, r) ; ceci provient du fait que |2;i| = il^_oli = r. Donc il en résulte que :

ZQ — r
< \z \zi - ZQ\ ^ \zp\+r

|1 -'zozi\ - l + \zo\r'1-rkol'

Ce qui prouve le lemme. D

De l'inégalité précédente découle directement l'inégalité triangulaire suivante :

P(-ZO, -zi) ^ P(^o, 22) + ?(2;2, -2;l).

Ceci montre bien que p est une métrique.

Lemme 1.2.5. Soit f une fonction analytique dans jDU{l} tel que }(0)=0 et f(l)=l. Alors,

i) //(1) est réel et f(1) > l.

ii) Si fÇz) est de la forme Y^nakzk > ^ ^ N, alors //(1) > n et l'égalité aura lieu si
seulement si f(z) = zn.

Preuve

i) Puisque /(0) = 0, \f(z)\ < l, on aura \f{z)\ < \z\ pour \z\ < l (lemme de Schwarz). Pour

0<^ < l, on obtient u^)l > l^l/y1 ^ ]^M = l. En faisant tendre z vers l, nous aurons
[//(1)| = lim^i [ /(^:{(1) | > l. Il nous reste à démontrer que //(1) est positif.

Soit e- > 0 assez petit pour que f{eiô) ^ 0 lorsque —e < 0 <e. Soit m(0) = ln|/(e )|.

On a que m est une fonction lisse de 6. De plus, elle atteint son maximum pour 0=0, car

/(1) = max\,\^\f{z)\ = l. Donc,

d
m''(0)-(^>h/(e»))^^d0

d
{Re^f(ei6)))^

:(ze
z8

de'

,W!)^
f{eie}'e=o

^ief'{eie).

)..

^V-^=ofw
0.
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Il en résulte que [eîe ^g^ ) g^y est réel, donc //(1) est réel. Le fait que |//(1)| > l nous donne
//(1) ^ l ou /'(!) ^ -l. On va démontrer que le cas négatif mène à une contradiction. Si

//(1) < -l, alors on a argf'{l) = TT. Mais, puisque //(1) existe, alors / sera conforme, et par

la suite, elle conserve les angles. Considérons deux courbes Z/i et Z/s dans D coïncidant en

z = l et faisant entre elles un angle 9. L'angle entre /(I/i) et f{L^') est 6+argf'Çl) = O+TT.

Par conséquent, /(£'i) et /(^2) sont deux courbes qui coincident en 2; = l et font entre

elles un angle supérieur à TT. Donc, deux cas sont possibles : \f{z}\ > l pour 2 G Z/i ou pour

2; G 1/2. Ce qui contredit le fait que |/(-z)| < l.

ii) Par hypothèse, on peut écrire f{z) == znf\{z~). On a |/i(-z)| < l et /i(1) = l. Si /i

est constante, il n'y a rien à dire. Supposons maintenant que /i n'est pas constante ; alors

|an| < l (si |a,n| = l, A sera constante). Définissons :

/1 (2-)-^ l-0n
72W = l-anh{z)l-an

Il est facile de vérifier que /2(0) = 0, /2(1) = l et \f^(z)\ < l. Il résulte de i) que ^(l) > l.

D'autre part, en calculant la dérivée de /2; nous obtenons :

l —a,l - la.l2
f^ = 7—-'^ 'n fi

(l-a^/i^))2!-^
f'l^-

Plus spécifiquement, pour 2; = l, on a/^l) = ^-J^2/{(1) ^ l ; cette dernière implique que
/{(!) > i^. Vu que f'(z) = nf,{z) + ^/{^), alors

//(1)= n/i(1)+/{(!)

=n+f[Çl)
|1-^|2

> n+

> n.

1- a,•n\
12

Si on a l'égalité //(1) = n, alors /{(!) = 0, c'est-à-dire que fi(z) doit être une constante

égale à l, et par la suite, f{z) = zn. D

u
Maintenant, nous allons terminer la section par la démonstration du théorème de Julia.

Pour ce faire, nous allons commencer par la notion de convergence d'une suite de disques
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non-euclidiens. Ensuite, nous présenterons le lemme de Julia. Enfin viendra la fameuse dé-

monsration du théorème de Julia.

l-|Zn|Pour cela, soit Zn une suite dans D tel que Zn -^ l et ^l^nl —> A;, avec 0 < Rn<l et soit
k une constante réelle non nulle. Soit Kn = KÇzn, Rn), et K^ = {z : \_^\2 < k}. Alors nous

avons les faits suivants :

l) K oo est un disque euclidien de centre -^ et de rayon -^. En effet :

Il-^l2
l- \z 12

|2<k^>l- 2Rez + \z{^ <k- k\z\

^1-k- 2Rez + (l + k)\z\2 < 0

l - k ^ Rez
^ ^—^ - 2-^- + |2;|2 < 0

1+k ~l+k

^ \z-

<^ \z-

l ^ ,1-k
1+k

l

+

<

l

l + A; (1+fc)2
1-k

<0

l+kl ' 1+k

2) Montrons que si z ç Kn pour une infinité de n, alors z £ Koo, la fermeture de Koo. En

effet :

Z^Kn^

<^

<^

Z-Zn

1-ZnZ

Z-Zn

<-Rn

1-z^.z

2
<Rn2

•n'

^(i-M2)(i-|^|)2)
w\l-ZnZ

|1 - ^z\z , l - \Zn\2 l - |^| l + \Z-,
•Q' —, , „ < —n ==

•n

1- 12\Z\2 ' 1-Rn2 ~~ 1-Rn 1+Rn

Si cela est valide pour une infinité d'indices n, alors on peut passer à la limite lorsque n tend

vers l'infini dans l'inégalité précédente, et ainsi on aura :

\l-z\2 ^^ l-\Zn\l+\Zn\
l-\z

< lim,
2 —: ±'LJ-L'tn—>oo\-Rn\^Rn

Ce qui montre bien que z ç -R'oo.

3) Si 2; € jfoo, alors z ^ Kn pour tout n assez grand. Ainsi :

ll-^l2

=k.

Jim^ —^ — ^
n-^oo l — |2;|

ll-zl2 .. ^ .„ 1-1^12
< k = Urn

l-l^l2 "-^oo l - J?n2 •
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Et par conséquent, si n est assez grand :

ï-ZnZ 2

<
l -1^12

1-|^|2 ^ 1-Rn2'
ceci équivaut à dire que z ç Kn-

Remarque : Si 2) et 3) sont valides, on dit que Kn -^ K.

Lemme 1.2.6. (de Julia). Soit f E S. Supposons qu'il existe une suite {zn} C D telle que
1-1/(^)] i n,^ n r^ ,47nr" ll-/(z)12 <' ^i1-^

'n —^ -L; J V^""7 —^ -L ofc ^_ | | —^ u, 7" u, u^. ^-iiiuio ^_| /'C2')|2 '~~ u-ï—|z|2; ^ '.- -i^-

Preuve

Soit fe > 0; choisissons 0 < Rn <1 de telle sorte que -y-^ == ^ (^ ^au^ (lue ^ — \zn\ < ^)-
Avec les mêmes notations que le paragraphe précédent, soit Kn = K[zn, Rn) ; montrons que

f{Kn) ^ K'^= K{f{zn), Rn)- Cela équivaut à dire que :

z~z^ \^ D ^1 f^z) ~ î^
1-ZnZ

<Rn
l - Wn)W

<Rn.

Cette dernière assertion est vérifiée par le lemme de Pick-Schwarz :

W - î^n)
l - f(Zn]f(z)

<
z — z;n

1-z^.z•n-

Supposons que yz^s < k, autrement dit que z 6 Koo ; alors z E Kn pour n assez grand.ï=w

Ceci implique que f(z) £ K' pour n assez grand, c'est-à-dire que

part :

fw-f^)
l-f(zn)f(z)

< Rn. D'autre

l - f^fw ^1 - l^(f")12 _1 - \f^ 1- \zn 12

1-IWI2 1-^ l z,•n 2 ï-R2
'n

=kl-l/(^)ll+l/(^)ll+^l
l+|^| Ï+Rn1-1%

Et par la suite :
11-/(^£=limll-7w/(2)12<te.
i-\fW n^œ i-l/(^)12

Finalement, nous avons démontré que si 2: e jfoo, alors li_i/. ^ 2 < ka. Si maintenant z ç K,
alors par continuité, on aura :

!1_^ < „ ll_iM <to.

00)

l- \z12 — l-l/^l2
l-.l2Puisque k est arbitraire, on peut prendre k = ^^ • Ce qui prouve bien le lemme. D

u Passons maintenant au théorème de Julia. La preuve de ce théorème est assez longue.
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Pour cela, on va débuter par la version radiale du théorème, et ensuite on va généraliser

notre résultat à un secteur.

Théorème 1.2.1. Soit f ç S et soit B := sup^D^zffS/^E§r Alors'

lim
z-*l,0<z<l

l - m
lim

l -1/(^)
1-Z l z^0<z<l \1 - Z z-

^

.1,0<2<1 l — Z

Preuve

Il est évident que 0 < B. Supposons maintenant que B < oo,et soit Zn une suite, 0 < Zn <1,

qui converge vers l. Par la définition deB, on a :

|1-/(^)|2^B(1-|/(.J|2)^.
Il résulte de cette dernière inégalité que f(zn) converge vers l. En outre :

Il - /(^)121 - ^ _ l + ^ 11 - /(^) l 11 - /(^)1
B>

1-|/(^)[21+^-1+|/(^)|1 1-Zn '1-|/(^)|

>
1+^ |l-/(-Zn)

1+1/(^)1' 1-^

2.1+J",,171/(2"" (l)
1+|/(^)| 1-Zn

Supposons maintenant que ce est un point d'accumulation de la suite :

{l^M.o<^<i}.
-n

Donc il existe une suite Zn dans D qui converge vers l et i_^zn -^ a . Ainsi par l'inégalité
(l), on aura :

1+Zn 1-[/(^)
B > ^lim_

n-°ol+|/(^)| 1-Zn
a.

Or par Ie lemme de Julia, on a démontré que ^^^[2 ^ °'^EJJF) c'est-à-dire que B <, a;
donc B =- a.

En passant à la limite dans l'inégalité (l), il résulte que :

a = B > lim
l + ^ , l - /(^) > lim

1+Zn 1-|/(^)|
n'-^'oc l + \f{Zn) | ' l-2:n 1 ~ "^œ l + |/(^) | l - ^

Cette dernière égalité implique que :

= a.

1+Zn |l-/(-Zn)
a= B = Urn

"-»oo 1+|/(^)|1 1-Zn
l - f^n)

= Um
n-»oo l — Zn
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Et puisque ce est arbitraire, alors :

B=

De plus, pour 0<a;< l, ona :

Urn
x^l,0<x<Ï

l - fw
1-x

\f{x)\2 = |1 - f{x)\2 +1 - 2|1 - /(^| cosarg(l - f(x))
l-1/^)1.

^\Ï-f{x)\+ (l + \f{x)\) - 2cosarg(l - fÇx)) = 0.
ll-/(^)lv

En passant à la limite lorsque x tend vers l, 0<a; < l, dans cette dernière identité, on tire

que arg(l — f{x)) -^ 0. Et puisque :

l-f{x) ^|l^/^)|^arg(1^)) ^|l^/(^)|^a.g(l-/(.))
1-X l 1-2- r l 1-2; l" î

on en déduit que :

B lim
x^l,0<x<l

l - fw
1-x

Urn.
X-

1-IWI
i"o<^<i l - a; '

ceci étant valide dans le cas où B ^= oo.

Si B = oo, alors a = oo, et l'ensemble {1-^1/(^")1 :2n^l,0<2;n<l} aura un seul point
d'accumulation qui est l'infini, c'est-à-dire que :

ll-^)l_ .„ I-IWI
lim

z^l,0<z<l 1-z
Urn 00. D

z^l,0<z<l l — Z

Afin de démontrer la version finale du théorème de Julia, étudions la signification de

|1 — ^| < M(l — \z\) ; autrement dit, caractérisons l'ensemble T'={z ç D : ^fj^ < M}. Il
est clair que M > l. Pour cela, posons que z = l + peie et nous aurons :

/9^M(l-|l+peîe|)^^<l-|l+^|
<^

P ^21+^12^(1-^)
^l+2,cosO+,2S^+^=^[-l+^]

M ' 2M2 ML ' ' 2MJ

^cos0<^+^[-l+^].
2 ' ML - ' 2MJ

Or pour un p assez petit, ona::^+-^-[-l+ ^\< 0. Cela signifie qu'il existe e > 0 tel
que |+£<0<7T.Ce qui veut dire que z est à l'intérieur d'un secteur inclus dans D et
de sommet l. Désormais, on va noter par limz^i,zçr, la limite lorsque z tend vers l, avec

zç{z^D:^<M}.



13

n

u

Théorème 1.2.2. (de Julia). Soit f une fonction analytique telle que \f{z)\ < l pour
i-/(z)]2 i\\-AÎ
^(ï)F/ïr z^D. Soit B := sup^D^Sf^. Alors,

z-

1-.1^)1^.
»i,zer l-\z\

Si B est fini, on aura aussi :

J&rf'w=B-
Preuve

D'abord, supposons que -B = oo. En appliquant le même raisonnement qu'au théorème

precedent, on peut démontrer que :

1-IWI
lim
Z-.1 l -

B=oo.
z\

Mais si 2; —> l, avec |1 - -z| < M(l - \z\), nous obtenons que :

1-1/^)1^ 11-/(^)1^ 111-/^)
l-\z\ 1-1-zl M' 1-z 7

et ainsi :

Urn l^^=oo.
z-*i,z6r l - z

Dans ce cas, la limite angulaire est oo . Supposons maintenant que B est fini. Alors on aura :

-(^)-(^).
et ceci d'après la définition de B.

Alors la fonction F définie par :

1+f 1+z^l+F (2)
1-f 1-z 1-F

satisfait à Jîe(^)> 0, et ainsi \F(z)\ < l si \z\ < l. De plus, on a :

^^-^-^^-^^
Ce qui entraîne :

i-1^12_^i-l/12 i-H2
|1_F[2--]1_;|2 ]1_^]2-

En divisant les deux membres par n-^|?, il s'en suit que :lî^ïp

l-\F\2\l-z
l-F\21-\z

2 1-1/1211-z
2 |i-/12i-k

2

2
,-11^1_^

l-\f\2\Ï-z
2

il.
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Notons B' comme étant la limite angulaire de la fonction F. Puisque B > 0 etvula dernière

identité, il découle que -B/ = oo; et par conséquent :

lim v-/ = oo.
z- >i,zer l - z

Mais comme

il en résulte que :

1+F „!+/ 1+z
1-F 1-/ 1-z'

(1+^)^=5(1+/)^-(1+^).
Ainsi en passant à la limite lorsque lim^^i^çr, on obtient :

JS^B{l+f)^=2'
Cela signifie que lim^^i^çr/(2;) = l et que Um^^i^çr \_^ = B.

En dérivant l'équation (2), nous aurons :

u

Bf'{l - /)-2 - (l - z)-2 = F'(l - F)i-2

Ceci nous donne :

~W)\Wr-^^\=^S
< 11--Z

< |l--z

<M2'-

|1-F^)P
2 \F'{Z)\
(l-l^)l)2
2l-l^)12 l
i-M2 (i- )|)2

(l-H)2 1-|F(^)|2

(lemme de Pick-Schwarz)

1-M2 (1-|F(^|)2
1+|F(^)| l-\z\

car \l-z\ <M(l-|-z|)

<2

1+1^1 Ï-\F{z)\
1-1^1
i- )l'

Et par la suite :

ce qui donne :

z-
ÏKr\Bf'WrTfk~>1-^ .-um.r2îlM^ = 0;

J&rB/'w(îi7^)2-l=o
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Autrement dit, lim^_»i^çr f'{z) = B.

1.3. PRODUIT DE BLASCHKE

Definition 1.3.1. Un produit de Blaschke fini est une fonction de la forme

B{Z~) = ^n^i(^), 1^-1 < l avec y réel.

Remarques :

l) Pour tout j = l,..., n, on a l —^jZ = 0 pour z = ^- qui n 'appartient pas au disque unité.

Donc B(z) n'a pas de zéro sur 9D et B{z) est analytique dans le disque unité fermé.

2) Sur 9D^ \B{z)\ = \e^\ n^(^) = l.
3) B admet un nombre fini de zéros dans D.

Notons que le degré d'un produit de Blaschke est égal au nombre de ses zéros dans D, et

qu'un produit de Blaschke de degré zéro est une constante de module l. Réciproquement,

toute fonction analytique pour \z\ < l, continue pour 2; < l et dont le module vaut l sur

la frontière est un produit de Blaschke fini . En effet, f n'a pas de zéro sur le cercle \z\ = l,

donc elle n'a qu'un nombre fini de zéros à l'intérieur du disque, car si elle admet un nombre

infini de zéros, alors il existe sur D un point d'accumulation de zéros de / et, par la suite, la

fonction / sera identiquement nulle, ce qui n'est pas le cas. Soit z^, ...,Zn ces n zéros comptés

avec leurs multiplicités. Considérons maintenant :

•w = nz)
mï^T-
L j = l 1-zjZ

On a que G est analytique dans D, continue pour |2;| ^ l et |G'(eî6')| = l. En appliquant

le principe du maximum à G, il résulte que \G{z}\ < l, pour tout z e D. De même, G

ne s'annule pas à l'intérieur du D ou sur 9D, il résulte que 7^ est continue pour |2;| < l.

De plus, G est analytique dans D avec un module l sur la frontière, encore une fois par le

principe du maximum ^-^ < l pour tout z dans D. Donc G admet un module maximum

et un module minimum égaux à l et, par la suite, elle est constante de module l. Donc on

peut écrire FÇz) = etp r[j=i(^_^) ; ce qui prouve bien que c'est un produit de Blaschke fini.

u
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Théorème 1.3.1. (de Carathéodory). Soit f ç S. Alors il existe une suite de produits de

Blaschke finis qui converge simplement vers f.

Preuve

Pour démontrer ce théorème, on va procéder par induction pour construire un produit de

Blaschke de degré tout au plus égal à n, et dont les n premiers coefficients sont égaux à ceux

de /, c'est-à-dire que si f{z) = CQ + c^z + ... + Cn-iZn~1 + CnZn..., alors on va trouver un

B» = co + ciz + ... + Cn-iZn~1 + 0;^2;n + ...

Si n=0, on a /(0)| = CQ < l, on peut prendre

5»=^ê^+(l-iE»i2'z+-
Supposons que pour chaque g E B, nous avons construit Bn_^{z~). Alors fixons

,(„ = i^4=^,
^i-jwf^y

et soit Bn-i un produit de Blaschke de degré tout au plus égal à n — l, tel que g — Bn-\

admet un zéro d'ordre n — l en 2; = 0 ( ceci est équivalent au fait que g et Bn_i aient

les premiers (n - l) coefficients égaux). Soit Bn(z) = ,ZB^Z^+ ^ ; on peut remarquer que
1+ f(Q)zBn-i(z) ne s'annule pas dans le disque unité fermé, donc Bn(z) est continu jusqu'à

la frontière.

De plus, Bn(z) est analytique sur le disque unité et |I?n(-z)| = l sur la frontière; ce qui

donne que Bn{z) est un produit de Blaschke. Or le fait que le nombre de zéros de Bn[z) est

égal à celui de zBn-i, qui est à son tour < n, fait de Bn un produit de Blaschke de degré

< n. Il nous reste à démontrer que f — Bn admet un zéro d'ordre n en2; = 0. En efïet, nous

avons :

zg{z}+f(Q-) zBn-i{z)+f{0)f{z) - B^z) =
l+f(0)zg{z) l+f{0)zBn^{z)
(i-l/(o)|2N^)-^_i(^))

(l+/(0)^(^))(l+/(0)^_i(^
En regardant les deux membres de cette équation, on tire que le nombre de zéros de f — Bn

est égal à celui de z{g — Bn-i), donc égal à n. Ainsi on a démontré que la propriété est vraie

pour n, ce qui achève la preuve. D

u
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Notons que les coefficients co,...Cn des fonctions dans S ont été caractérisés par Schur

(1917). Soit z^...Zn un ensemble fini de points dans D. Pick (1916) a déterminé les w^,...Wn,

pour lesquels l'interpolation fÇzj) = wj, j == l, 2, ...n admet une solution f ^ S. Dans ce qui
suit, on va présenter un théorème qui donne la condition nécessaire et suffisante pour que

l'interpolation précédente admette une solution.

Théorème 1.3.2. (de Pick) : L'interpolation f{zj) = Wj, j= l,...n, a une solution f ^ S
si et seulement si la forme quadratique

n,n

^n{t^...tn)= ^ -^ — -^==-tjtk
,^=1 i-z3zk

l - WjWk^ ^-
ZjZk

est semi-définie positive. De plus, si Qn ^ 0, alors il existe un produit de Blaschke qui résout

l'interpolation et dont le degré est tout au plus égal à n.

Preuve

La preuve de ce théorème nécessite l'induction sur n. Pour n = l, on considère / la trans-

formation de Moebius qui est une bijection de D sur lui-même, donc l'interpolation possède

une solution. Supposons que n > l et que notre interpolation a une solution f E S, alors on

a directement \Wn\ < l puisque / 6 5'. Siona w.n l, alors la fonction / atteint son maxi-

mum à l'intérieur du D et elle sera constante et, par la suite, Wj == Wn pour l ^ j <n—l.

Supposons maintenant que \Wn\ < l et envoyons z^ et Wn à l'origine par ces transformations :

^=Zj - Zr,
l - 'Z^Zj

W^=WJ^Wn
l -WnWj

et ceci pour l <j <:n—l .

Alors, l'interpolation admet une solution / e 6' siet seulement si la fonction g définie

par :

Afrfe) - ^
g= -r—=

'n

z+Zn ^|wn^{t^z)

est dans S et vérifie les équations gÇz'j) = w'j, pour l < j <n. Remarquons que / est un
produit de Blaschke de degré n si et seulement si g est un produit de Blaschke de degré n. La

forme quadratique Qn, qui correspond à {z[, •••z'n-i, 0} et {w[, ...w'^_-^, 0}, est liée directement
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à la forme quadratique Qn- En effet, posons :

1-l - ^4 z.77
2

l - Zj'Zk (1 - 'ZnZj (l - ZnZk)= Q'jOifc

et

nous obtenons :

l - W;.Wfc 1 - lwnl2 _ - fl.-fl-.
)k;l - WjWk (l - W^Wj){l - WnWk)

l-w;.w^ l-WjWk^Pjtj^Pktk^•-titk
l - z'^z'y J " l - ZjZk ' ay " ak

Il résulte de cette dernière équation que Q^(ti, ...^) == Qn(^, --., ^) et Ç^ ^ 0 si et seule-
ment si Qn > 0. Ainsi, notre problème peut se réduire au cas où Wn = ^n = 0. Maintenant

supposons que Zn = 0, alors il existe / e 6' tel que /(0) = 0 et f{zj) =Wj, l < j ^n-1

si et seulement si il existe un g{z) = J-^î- € S tel que :

9^)=wl, K^n-1.
Z3

(*)

De plus, / est un produit de Blaschke de degré d si et seulement si g est un produit de

Blaschke de degré d— l et, par la suite, en appliquant l'hypothèse d'induction, l'interpolation

(*) admet une solution si et seulement si la forme quadratique

n—l,n—l _
WjWfc^_

Çn-l(5l,...Sn-l) == >^ (l--^—1 J
,=v=l Z3zk

est positive. Enfin, la preuve du théorème se réduit à prouver que Qn >. 0 ^ Qn-i ^ 0 avec

Wn= Zn = 0. En développant Qn(tii •••tn\ on obtient :
n-1 n-1

l - WjWkQn(t,,...t^=\tn\2+2Re^t,tn+ ^ (-^^ - l^Ïfc.
J=l j=l,k=l ZjZk

Or le fait que

l - WjWk _ Zj^k
l - Zj~Zk

Wj Wk^F - (1T:SÏ)W
l - ZjZk v l - Zj~Zk

implique que Qn(t^ ...,tn) =\ E^=i^-12 + Qn-i(^i*i;..., 2;n-i^-i).
On tire de cette égalité le résultat suivant : si Qn-i > 0, alors Qn > 0. Inversement, si

Qn >. O? alors il suffit de fixer tn = — Y^^ tj et d'appliquer ceci à l'équation précédente.
Donc on a bien démontré l' équivalence, ce qui prouve le théorème. D

u
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Chapitre 2

COURBURE DE GAUSS

Dans ce chapitre, nous allons voir la définition et les propriétés de la courbure d'une

métrique sur un domaine D. Pour ce faire, nous allons débuter par la notion de métrique d'un

domaine, en donnant quelques exemples. Nous étudierons particulièrement celle de Poincaré.

Ensuite nous passerons à la deuxième section qui traitera la courbure, nous donnerons le

lemme d'Ahlfors, et nous finirons par quelques applications.

u

2.1. MÉTRIQUES

Definition 2.1.1. Soit [/ C C un domaine. Alors on appelle métrique sur U toute fonction

p(z) >^0, z ^ U, telle que p est continue sur U et deux fois continuement différentiable sur

{z : p(z) > 0}. Ainsi pour z ç U et ^ EC, on définit la longueur de ç, en z par rapport à la

métrique p comme étant :

m^=p^m

En général, toutes les métriques considérées sont strictement positives. Mais, on admettra

parfois qu'une métrique ait un ensemble non-vide de zéros isolés.

Exemples

l) Soit U un domaine de C. Définissons p{z) ^ l pour z ç:U. Alors la longueur d'un vecteur

^ en un point z dans V est donnée par :

Mp,.=p^m=^\-

On remarque que la longueur de n'importe quel vecteur est égale à son module. Pour cette

raison, cette métrique est appelée la métrique euclidienne.
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2) Soit D le disque unité et soit p[z) = -j-^i?- Alors la longueur d'un vecteur ^ e C, au point
z = ^, par rapport à cette métrique est :

m\p,.= p^m = ^\ •
Cette métrique est appelé métrique de Poincaré.

Definition 2.1.2. Soient U C C un domaine, et p une métrique sur U. Si ^ : [a, &] —^ U

est une courbe continuement différentiable, alors on définit la longueur de la courbe 7 par

rapport à p comme étant :

^(7) = f\W{t)\\p^)dt = j p^{tW(t}\dt.
Remarquons que dans cette dernière définition, il y a beaucoup d'analogie avec la longueur

d'une courbe au sens euclidien. A partir de cette longueur, on va définir la distance entre

deux points P et Q de U. Pour cela, soit Cu{P, Q) l'ensemble des fonctions continuement

différentiables 7: [0,1] -^ [7 tel que 7(0) = P et 7(1) = Q. Alors notre distance sera définie

par :

d,(P,Q)=mî{l^):^eCu{P,Q)}.

A titre d'exemple, soit D le disque unité muni de la métrique de Poincaré. Soit la courbe

7(^) ==t,0<t<l-e. Alors la longueur de cette courbe est donnée par :

ip^=f\WW\\^dt
|7/(<)11-£

-/
o l-l7(*)12
rl-£ i

,dt=

dt

li^2-£i
^[~-T}/o Ï-t2^

Definition 2.1.3. Soit UetV deux domaines de C et soit p une métrique sur V. Si f est

une fonction deux fois continuement différentiable de U dans V dont les zéros sont isolés,

on définit le pullback de p sous l'action de f comme étant :

15/1
Ap(^) = p(W) Qz

Dans le cas d' une fonction analytique, cette dernière définition sera équivalente à :

f.p^=p{f{^\f'W

Notons que le pullback d'une métrique sur V induit une métrique sur U.
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Proposition 2.1.1. Soit U\, U^, Uy, trois domaines de C. Si g :U-i —r U^ et f : U-i—^ Uy,

sont deux fonctions analytiques, alors Çfog)^ = g^of^. De plus, si f est conforme d'un

domaine dans lui-même, on aura que (/*)- = (/- )*•

Preuve

Soit p une métrique sur U^. Notons les éléments de [/i par a;, les éléments de [/2 par •e, et

par z les éléments de Vy,. Alors,

D'autre part :

{fogUp^) - p(fog^W(g^)\.\g'{^\.

(g.of^pÇu)) = [g^p)]{^

=AP(5(^)).1^)1

=p(f{gW)\f'{g^m9^\-

Donc nous avons

{fog).{p{z}} = {9.of^p{z}}

pour n'importe quelle métrique p sur î/s. Ce qui démontre que {fog}^ = g^of^..

Si / est une application conforme, alors (/o/-1)* = îri* = id. En appliquant le résultat

precedent, on déduit que (/*)- = (/- )*.

Definition 2.1.4. Soit U\ et U^ deux domaines de C munis des métriques p\ et pz res-

pectivement. Alors toute fonction f de [/i dans U^ bijective et deux fois continuement dif-

férentiable qui vérifie f*pî{z) = P\{z) est appelée une isométrie de (U-^, p\) sur (î/2,p2)-

La proposition suivante met en évidence quelques propriétés de l'isométrie.

Proposition 2.1.2. Soit [/i et U^ deux domaines dans C où U^ est muni d'une métrique

pî. Soit f une fonction holomorphe de U\ dans U^. Alors :

l) Si "f : [a, 6] —> [7i est une courbe continuement différentiable et l'on définit f^ = fo^,

alors

^p2(7)=^(/*7).

u

2} Si P et Q sont deux points dans U\, alors

d^f(P},f{Q))<df^{P,Q).



22

0
Si de plus f est biholomorphe, on a l'égalité.

3) Si U\ est muni d'une métrique p\ et f est en plus une isométrie, alors : dans l) on a

^1(7) = ^(/*7) ^' ^ans ^ on a dp^{f{P\ f{Q)) = dp^{P, Q) et f~l est une isométrie.
Preuve

En effet, en appliquant la définition de lp^{}^\ nous obtenons que :

UM = f \\{f^'W\\p.,f^t)dt = J \\f'{7{W{t)\\^^dt.
En calculant la quantité à intégrer, nous aurons :

ll//(7^)7/(*)llp.,/.^)=|^(7^))|.ll7/(*)llp.^)
=l|{(7^))l.iy(*)i-p2(/(7^)))
=\WW\\f^,^).

Mais,
-b

u

h.p^)= l ll7/(<)ll/.p2,7(t)^=^(/*7),

ce qui prouve la partie l) de cette proposition.

Soit

Cu,(P, Ç) ={7 :7 e Cl[a, b\ telles que 7(0) = P et 7(&) = Q}.

Soit de même

Cu,{f(P),f{Q)) = {/^ : ^G Cl[a,b] telles que /.(a) = /(P) et ^(&) = /(Q)}.

Pour tout 7 € Cui(P,Q), on a que /07 == f^ est une courbe continuement difFérentiable

joignant /(P) et /(Q). Donc {^07 : 7 e C'[/,(P,Ç)} C C7^(/(P)J(Q)). Ceci nous donne

que :

inf{U^ : /. e ^(/(P)J(Q))} < m/{^„(A7) = ^/.,.(7) : 7 e ^(P,Q)}.

Ceci équivaut à d^(/(P),/(Q)) <, df^py{P,Q). Si / est biholomorphe, alors / est bijective,

et ensuite on aura que {^07 : 7 G Cu^{P, Q)} = Cu^{f{P), f(Q)), ce qui donne l'égalité dans

ce cas.

Si / est une isométrie, alors /*p2 = Pi. En écrivant l) et 2) avec cette dernière éga-

lité, nous aurons ^,(7) = ^(/*7) et dp^f(P'), f{Q)) = dp,ÇP,Q). En appliquant /»-1 à
f*Pî = Pi; nous obtenons que p^ = (/*)-l/5i = (/-l)*pi. Ceci prouve que /-1 est aussi une
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isométrie. D

Métrique de Poincaré

On a déjà défini la métrique de Poincaré sur le disque unité par p{z} = ^_\^- L'impor-

tance de cette métrique est bien sûr qu'elle induit sur le disque unité la même topologie que

la topologie usuelle, mais surtout qu'elle nous donne une autre version du lemme de Pick-

Schwarz, et beaucoup d'autres propriétés dont nous allons traiter dans la deuxième section.

Dès maintenant, on note par p la métrique de Poincaré.

Proposition 2.1.3. Soit D le disque unité muni de la métrique p. Sih: D^ D est une

application conforme, alors h est une isométrie de (D,p} sur CD, p).

Preuve

On va démontrer que h^p{z) = pÇz) pout tout z ç D.

l) Si h est une rotation, alors h{z) = cz avec e une constante de module l. Ainsi,

h^{z} = p(h^\h\z-)\ = -^^ = p{z}.
2) Si h est une transformation de Moebius, alors h{z) = -^^. Ainsi, on aura :

h^z} = p(h^\h\z}\
z - a ^ l — \a\2

p(l-az'\l-az\2
l-Ia|2

a12+ a\2\z\2l-\z\2-
l

l-\z\2

= p(^).

Dans les deux cas, h est une isométrie. Si h est une application surjective conforme, alors

elle est une composition de rotations et de transformations de Moebius. Donc h est encore

une isométrie.

Proposition 2.1.4. ; Soit f : D —^ D un fonction holomorphe. Alors

MZ) ^ p{z~).

En outre, si 7: [0,1] -^ D est une courbe continuement différentiable, alors on peut exprimer

cette dernière inégalité par Ip(f^) < lp{^). Déplus, la fonction f est contractante par rapport
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0
à la métrique p, c'est-à-dire que si P et Q sont deux points de D, alors

d,{f{P)J{Q))<d,{P,Q).

En effet, on a :

/^)=p ))l//(^l=, IY;^i.<
l

l-l/(^)p-l-l^'
ceci étant vrai par le lemme de Pick-Schwarz, ce qui prouve la première inégalité. Les deux

autres inégalités seront des conséquences immédiates. On remarque que ce lemme est une

autre formulation du lemme de Pick-Schwarz. Dans la proposition qui suit, on va utiliser

un résultat sans le démontrer. C'est que la distance induite par la métrique de Poincaré est

donnée par

d,(P,Q)=^og{^-TQ

1-PQ

).

u

Pour avoir une idée de la preuve, voir[3].

Proposition 2.1.5. La topologie induite par la métrique du Poincaré et la topologie usuelle

coincident sur D.

Preuve

Montrons que les deux topologies ont la même base. Pour cela, considérons :

B{0,r)=={z:d^0,z)<r}.

B{0, r) est un élément da la base de la topologie induite par la métrique du Poincaré. D'autre

part B(0, r) = {2; : |2;| < ^^} qui peut être vu comme un élément de base de la topologie
usuelle. Or une base de la topologie euclidienne (resectivement non-euclidienne) est une

réunion des disques euclidiens (respectivement non euclidiens). Donc autour de l'origine les

deux topologies coincident. Si maintenant a 74 0 est un point donné du D, alors on considère

la transformation de Moebius <p : z —^ ^^, qui envoie l'origine en a; en tenant compte que
la métrique de Poincaré est invariante sous les transformations de Moebius qui, à leur tour,

envoient les cercles sur des cercles , on peut constater que les deux topologies coincident en

chaque point du D.

2.2. COURBURE DE GAUSS

Dans cette section, nous allons donner la définition de la courbure d'une surface et nous al-

Ions l'illustrer par quelques exemples. Ensuite, nous donnerons la preuve du lemme d'Ahlfors
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qui va jouer un rôle important dans l'estimation de la constante de Bloch dans le troisième

chapitre.

Definition 2.2.1. Soient U un domaine de C et a une métrique sur U. Alors la courbure

en un point z dans U est définie par :

AïogaÇz)
KU,a{z) = K{z) = -• a(z)2

Cette définition a bien un sens en chaque point où o-(z) -^ 0, puisque a est deux fois

continuement différentiable. Ainsi la courbure associe une quantité numérique à un tel point

z de U. D'autre part, les zéros de o- sont les singularités de la courbure. Notons que toute

métrique dont la courbure est < —B , B > 0 est appelée métrique hyperbolique. D'ailleurs,

celle-ci possède beaucoup d'applications qui seront traitées plus tard.

Dans la proposition qui suit, on va démontrer que cette définition est invariante sous

l'action des applications conformes.

Proposition 2.2.1. : Soient U\ et Uî deux domaines de C et h : £/i —> U^ une application

conforme. Si a est une métrique sur U^, alors

Kt/i,fe,ff(-2;) = K,u^(h(z)), ^Z e Ui.

Preuve

La démonstration consiste à calculer chacun des deux membres. En effet :

Mog[a(h{z))\h'Çz)\]
K'Ui,h^{z) = -• [a(h{z))\h'(zW

Alog[a(^(^))] A[log|/i/(^)
[a(h^\h'{z^] [a{h{z))\h'{z^]-

Le numérateur du second terme s'annule parce que la fonction log \h\z)\ est harmonique sur

Ui.
Pour faire les calculs du laplacien dans le premier terme, on va poser u = h^z}. Ainsi nous

aurons ^\og[a{h{z'))} = ^\og[aÇhÇz))]\h'{z')\z, où A^, = 4^^. Il en résulte que :

Alog[a(^^))] A,log[a(a;)]|/i/(^)|2
[a{h(z))\h'Çz^ ~ [^)\h'{zW

A^log[o-(a;)]
~^w

= Ku^(h{z})- D
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En réalité, dans la preuve précédente, le fait que la fonction soit conforme nous a garanti

que /?-/(2;) ne s'annule pas au dénominateur. Donc cette propositon reste vraie pour une

fonction holomorphe qui n'est pas nécessairement bijective ; cela veut dire qu'on a :

Kt/i,/i*a(^) = /î£/2,(r(^(-2;))

en chaque point z EU\ où h'{z) 7^ 0 et cr{h{z)) ^ 0.

Exemples

l) Soit U un domaine de C muni de la métrique euclidienne p{z) ^ l. La courbure de cette

métrique Ku,p{z) = 0.

2) Calculons la courbure de la métrique sphérique définie par a (2;) = -f^i?.

Kc,a(z) = -
A logo-(2;)
a(^)2

Alog[l+|2|2]

(l+l^l2)2

4^^(log(l+^))

= l.

Notons que la sphère est la seule surface de Riemann dont la courbure est positive.

3) Considérons le disque unité muni de la métrique de Poincaré. Alors i^D,p[z) = —4. Pour

le voir, il suffit juste de refaire des calculs semblables à ceux de l'exemple 2).

u

Dans le théorème qui suit, on va donner une version du lemme du Schwarz qui a été

donnée par Ahlfors, et nous allons ensuite prouver le lem.me d'Ahlfors. Mais avant de com-

mencer, on a besoin de définir la notion de métrique ultrahyperbolique sur un domaine.

Definition 2.2.2. Une métrique a définie sur un domaine G est appelée ultrahyperbolique

si elle vérifie les deux propriétés suivantes :

l) o-(z) est semi continue supérieurement.

2) Pour tout point ZQ de G, tel que aÇzy) > 0, il existe un voisinage U de ZQ et une métrique

o-o définie sur U tel que K.ao,u{z) < -4, ao^Zo) = a{zo) et 0-0(2) <: o{z} 1z G U. La métrique

(JQ est appelée le support de a.
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Théorème 2.2.1. Soit U un domaine muni d'une métrique a dont la courbure est inférieure

à -4- Soit D le disque unité muni de la métrique p de Poincaré. Supposons que f : D —>U

est une application holomorphe. Alors :

f^{z)<p(z) \/z^D.

Preuve

Pour 0< r < l, définissons la métrique suivante sur le disque DÇO, r) :

r
p^z} r2-\z\2'

Cette dernière métrique a une courbure égale à -4. En efïet, c'est la métrique de Poincaré

sur le disque D{0,r). Soit

v{z~) =
f.^)

u

Pr{z)
La fonction v est continue et positive sur D(0,r). Or /*o- est une fonction continue sur D,

donc bornée sur -0(0, r). Puisque pj. — oo si \z\ —> r, cela entraîne que v tend vers zéro.

Or v > 0, alors elle admet un module maximum de valeur M en un point ZQ à l'intérieur

de D(0,r). Montrons que v <: l sur D(0,r). Si /*o-(-zo) = 0, on aura r = 0, et dans ce cas,

il n'y a rien à démontrer. Supposons maintenant que f^cr(z) > 0. Alors Kf^ est définie en

ZQ. Ainsi on aura, par hypothèse, Kf^(zo) < -4. Mais, log v admet un maximum en ZQ. Il

résulte que :

0>Alog(y(^o))

= Alog^o-(^o) - A log ^(2:0)

= -Kf^Çzo).(f,,a(zo))2 + K^gp^Zo).Pr(zo)2

> 4(/,a(2o))2 - 4p,(^o)2.

Enfin (^ff^)) < l, ce qui prouve que M < l.

Remarquons que le lemrae de Schwarz est une conséquence immédiate de ce lemme. En

effet, soit / une fonction holomorphe de D dans lui-même tel que /(0) == 0. Alors si on munit

le disque unité de la métrique de Poincaré p, il résulte, d'aprés la proposition précédente,

que /,p(0) < p(0), ce qui équivaut à dire que |//(0)|/5(/(0)) S p(0). Or /(0) = 0, ce qui nous

donne |//(0)| < l.
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Soit -D(0, Q;) le disque de centre 0 et de rayon a. Pour A > 0, on définit la métrique

suivante sur -D(0,o;) :

p^)=
2a

V/A(a2-|^|2)'

En faisant le calcul, on peut obtenir facilement que la courbure de cette métrique est égale

à -A. Ainsi le théorème précédent peut se généraliser de la manière suivante.

Théorème 2.2.2. Soit U un domaine muni d'une métrique a dont la courbure est bornée

supérieurement par -B, où B est une constante positive et soit D(0, a) muni de la métrique

p^. Si f : D(O,Q;) —r U est une application holomorphe, alors

A^)<^(^) V^€-0(0, a).
La preuve de ce théorème est la même que celle déjà faite dans la proposition précédente .

Lemme 2.2.1. (Ahlfors) : Soit X une métrique ultrahyperbohque sur le disque unité. Alors

\<p.

Preuve

Supposons d'abord que A a une extension continue et positive sur QD. Posons u{z) = log \[z}

et v{z) == log/3. Montrons que u(z) < v(z) pour tout z ç. D. Puisque \vm.z^oo{u{z} —v{z)) =

-oo, et ïog\{z) - logp(z) est semi continue supérieurement, alors cette fonction atteint

son maximum en un point ZQ du disque unité. Soit U un voisinage de ZQ. La métrique A

étant ultrahyperbolique, elle admet un support hyperbolique \o qui vérifie \o{zo) = \{zo)

et \oÇz~) < \{z),z e U. Soit uoÇz) = logAo(-2;). Montrons que le point ZQ est un maximum

local pour la fonction uoÇz) — v(z). En efïet, pour zG î7, on a uÇz) — v{z) < u{zo) — v{zo),

car ZQ est un maximum global pour la fonction u{z) — v(z). Il résulte que :

uo{z) - v{z) < u{z) - v(z) < u(zo) - vÇzo).

Ceci prouve bien que ZQ est un maximum local de uo(z) — v{z). Donc

A(uo(^)-^(-z))|,^<0, zçU.

D'autre part, on a A log ^(2;) = 4p(2;)2, ce qui nous donne :

u AlogÀo(^o) ^ Alog/5(2o) = 4p(2;o)z.
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Mais \o a une courbure inférieure à -4, ceci équivaut à dire que AlogÀo(2;o) ^ 4Ao(-2;o) •

Ainsi nous obtenons :

4Ao(^o)2 ^ AlogÀo(-zo) < 4/3(^o)2.

De cette dernière égalité découle :

ïog \{zo) - log p{zo) < 0.

Mais puisque ZQ est un maximum sur D pour la fonction log\{z} — ïogp{z), on en déduit

que logA(2;) — ïogp{z) < 0, ce qui est équivalent à dire que \(z) < p{z).

Si maintenant la fonction n'est pas continue jusqu'à la frontière, on considère la métrique

\(rz) avec 0< r < l. On applique le résultat précédent et on fait tendre r vers l.

u

2.3. APPLICATIONS

Dans cette dernière section, nous allons donner quelques applications de la notion de

courbure. Nous allons commencer par un critère qui donne la condition pour qu'une fonction

holomorphe entre deux domaines soit constante. Après nous verrons le théorème de Liouville

et le petit théorème de Picard comme des applications immédiates.

Théorème 2.3.1. Soit U Ç, C un domaine muni d'une métrique a{z) dont la courbure

vérifie

^(^) < -B < 0,

où B est une constante positive. Alors chaque fonction holomorphe f -.C -^ U est constante.

Preuve

Soit a; > 0. Considérons la fonction holomorphe :

f:D{0,a)^U,

avec D(0, ce) muni de la métrique p^. En appliquant le théorème 2.2.2, il résulte :

/^(.) ^ ^p^ = •A 2a
Vze£>(0,a).

V/B"a VB VÂ{a2 - \z\2}

Or f est définie sur C. Donc on peut laisser tendre a vers l'infini, et par la suite,

^a(^=a(^))|/^)|<0 V^GC.
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Cette dernière équation nous donne cr{f(z)} = 0 où bien \f'(z)\ = 0, et ce, pour tout z ç C.

Vu que les zéros de o- sont isolés, c'est-à-dire qu'il n'y a pas un point d'acccumulation de

zéros dans C, alors la fonction // va s'annuler au moins sur un ouvert de C. Par la suite, //

sera nulle partout, ce qui nous donne que / est constante.

u

Corollaire 2.3.1. (Théorème de Liouville) : Toute fonction entière et bornée est constante.

Preuve

Soit / une fonction analytique telle que \f(z)\ <, M. Considérons la fonction g{z) == J-^'-.
La fonction g est entière et son image est dans le disque unité. Or le disque unité peut être

muni de la métrique de Poincaré qui possède une courbure égale à -4. Donc par le théorème

précédent g est une fonction constante, et par suite, / le sera.

Théorème 2.3.2. Soit U un ouvert de C tel que C\U contienne au moins deux points.

Alors U admet une métrique p, avec une courbure K^ telle que

^{z) <-B <0,

où B est une constante positive.

Preuve

On peut supposer que les valeurs omises sont 0 et l. En effet, si les valeurs omises sont a et

b, on peut considérer une application conforme / qui envoie U\ {a, b} sur U\ {0,1} tel que

Ku,f^p(z) = Ku,p{z}. Ainsi, on peut construire une métrique de courbure strictement négative

sur Coj = C\ {0,1} en définissant :

p,(z)
(l+|-z|l/3)l/2

]^|5/6
(l+l^-lll/3)l/2

1^-115/6 J"
Ainsi, la fonction p, est positive et lisse sur CQ i. Commençons par calculer la courbure de ^.

Tout d'abord,

A(log|^5/6)=^A(Z^M2)=0.
Alors,

A log
(l+t^ll/3)l/2

]^|5/6 =iAlog(l+Ml/3)
=2^1og(l+|^|l/6).
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Après un calcul direct, on aura :

0 A1.J(1+
A log

z11/3^/2

]^|5/6
-l l

18|^|5/3(l+|z|5/3)2"

Ainsi en remplaçant z par -z — l, nous obtenons de même :

A log
(1+1^-111/3)1/2

\z-l 5/6

-l l

18 |^-1|5/3(1+|^-1|5/3)2"

En appliquant la définition de la courbure, il s'en suit que :

/îp-

-l
18

z- 1]5/3
+

\z[5/3
(l+|-z|l/3)3(l+|^-l|l/3) ' (1+|^|1/3)3(1+|^-1|1/3)

Cette dernière courbure est négative pour z € Co,i. De plus,

lim K,, = lim K,,. = -^- et lim K,,, = —oc.^ ^
Z—^00

';"^-»ô ^ z'-ti ''' 36

Donc, on remarque que dans tous les cas, il existe une constante positive tel que K,^, < —B.

Notons que le petit théorème de Picard est une conséquence immédiate du théorème 2.3.2.

<J
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Chapitre 3

LE THÉORÈME ET LES FONCTIONS DE BLOCH

Notons d'abord que ce chapitre est le principal chapitre de ce mémoire. Nous commence-

rons par les théorèmes de Bloch et de Landau ; on donnera les démonstrations et quelques

applications. Ensuite, on passera à l'étude des fonctions de Bloch et leurs propriétés. Enfin,

nous terminerons avec la méthode d'Ahlfors concernant l'estimation de la constante de Bloch.

3.1. THÉORÈME DE BLOCH

Definition 3.1.1. Soit f une fonction holomorphe définie sur un domaine U du plan com-

plexe et soit a ç. U. Alors un disque DÇf(a),r) est appelé un disque univalent s'il existe dans

U un ouvert V contenant a, tel que la fonction f\V : V —> -D(/(a), r) est une bijection.

D'après le théorème des applications inverses, on sait qu'un tel disque existe autour de

l'image de n'importe quel point où la dérivée de la fonction holomorphe ne s'annule pas.

Soit / G H(D). Pour a e P, on note par r(a,/) le rayon du disque univalent le plus

large centré en /(a). C'est-à-dire que

r(a,f) = sup{r : -D(/(a),r) est un disque univalent}.

0

Dans le cas où / ne possède pas un disque univalent centré en /(a), r(a,/) sera nul.

De plus, nous définissons

r{f)=f3f=sup{r(a,f):aeU}.
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Définissons maintenant la constante de Bloch comme étant :

^=mf{r(f):feH{D),f'W=l}.

Bloch a d'abord démontré que /3 est strictement positive, mais sans donner une estimation

numérique de sa constante.

Des estimés sur f3 furent donnés par L. Ahlfors et H. Grunsky dans les années 30. Les

voici donc :

v/3^/?^ r(i/3)r(ii/2)
4 ->- - F(l/4)v/l+\/3

Notons que Ahlfors et Grunsky ont conjecturé que f5 = r'(l/3)PSll/2è. En 1990, Bonk a démon-
r(i/4)v/iW3' ——'

tré que ^/3/4+10-14 < /3. En 1996, Chen et Gauthier ont démontré que v/3/4+2-10-4 < f3.

Ainsi, le problème concernant la valeur exacte de /3 reste toujours ouvert .

Dans ce chapitre, on va donner l'estimation faite par Ahlfors et celle donnée par Bonk.

De plus, nous allons présenter les grandes lignes de la preuve faite par Chen et Gauthier.

Dans ce qui suit, on va démontrer des théorèmes de Landau et Bloch, qui sont en réalité

des théorèmes d'existence, ce qui signifie que ces théorèmes ne mentionnent pas le centre du

plus grand disque univalent. Mais d'abord considérons des disques univalents centrés en 0.

Théorème 3.1.1. (de Landau). Soit f une fonction holomorphe du disque unité D dans le

disque DM (M ^ l ) tel que f(0) = 0 et //(0) = a > 0. Alors :

i) f est injective sur Dr, avec TQ = ^^_^ > 2^-
ii} Vr £ (0,ro], /(-Dr) contient le disque DR, avec R = Mr(^~M^> Mrro.
Preuve

Supposons pour le moment que M = l.

i) Si a = l, on a \f(z)\ < 1,'^z G D et f(0) =0. Appliquons le lemme de Schwarz à la

fonction /. Il résulte que \fÇz)\ < \z\. Or le fait que |//(0)| = l donne fÇz) = cz avec |c| = l,

et par la suite, f'(z) = a = c= l. Enfin nous aurons f(z) = z et, dans ce cas, le théorème

sera évident.

Supposons maintenant que 0< a < l. Montrons que / est injective sur D^, avec

7-0 = ^ g. Pour cela, soient 2:1 et ,22 deux points deD, 0 <: \z-^\ <\z-2\ = p <1, tels que
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f{zl) = f{z2) = c<;0. Démontrons que p > ro. Pour ce faire, considérons la fonction :

f{z) -UJQ 1-^ZI-Z^Z
l-uJof{z) z-z-t z-zy

Il est facile de voir que cette fonction est holomorphe sur le disque unité. De plus,

ïim^^\g(z)\ < l.

Appliquons le principe du maximum à g. Il résulte que \g{z)\ < l pour tout z e -D . Etudions

le problème selon les valeurs de ujy.

a) Si LJQ == 0, alors on aura /(2;i) = /(-^2) = /(0) = 0. Ainsi on peut prendre z-^ = 0, et g{z)

se simplifie comme suit : g(z) = -f)--^jf- Cette dernière nous donne |p(0)[ = •j—y < l,ce
qui implique que a <, \z^\ = p. Par conséquent, nous obtenons que ry < a<: p.

b) Si UQ ^ 0, alors on a \g{0)\ = ^ < l, c'est-à-dire que |wo| < l^i^l ^ P2- Soit
Z1-Z2

h{z)
f^) siz^O

//(0) siz=0.

La fonction h est holomorphe dans D. En appliquant le lemme de Pick-Schwarz à la fonction

h en Zî et en 0, il résulte que

\hÇz^-h(0)\ ^ \z,-0\
\l-W}h^)\ ~ |1-%0|

p-

Ceci donne que h(z2)-a
l-ah(zs) <: p. Cette dernière inégalité implique que /i(^) ^ K(a,p).

Mais, on a déjà vu dans le premier chapitre que K(a,p) peut être vu comme un disque

euclidien de diamètre [^f^, ^^]- Le fait que hÇz^) ^ K[a,p} ajouté au fait que |wo] <: p
nous donnent

|wo|
p>

1^1p

2l-VI-a

f^=^>-^i-
^p>

a
=ro.

Cf 1+ Vl - Q'2

Finalement, si /(^i) = /(^2) avec 0 < |^i| < [^l = P; alors p doit être supérieur à

la valeur r-o donnée précédement. Ainsi / sera injective sur DÇO, ——^=?). Ceci prouve la

partie i) du théorème.
l+V/l-a2
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il) Soit 0 < r <ro. Considérons de nouveau la fonction h déjà définie. Appliquons l'inégalité
de Pick-Schwarz et nous obtenons

\h{reie) - a\
< reie\ = r.

\l-ah{rei6)\

Ainsi, avec un raisonnement analogue à celui présenté précédement, nous arriverons à \h(reie)\ ^

S, et enfin
a — r

<u

i^)i>-i^^>-î^—
Ceci démontre la partie iï).

Donc on a démontré i) et ii) avec la supposition que M = l. Dans le cas où M 74 l, on

considère la fonction l{z) = ;^z et on applique les résultats de i) et de ii) à la fonction l. D
Du théorème de Landau découle un théorème très important qu'est le théorème de Bloch.

Ce dernier donne une estimation sur le rayon du disque univalent contenu dans l'image d'une

fonction holomorphe sur le disque unité.

Théorème 3.1.2. (de Block). Soit f une fonction holomorphe sur D avec f(0) = l. Alors

/(£>) contient un disque univalent de rayon ^.
Preuve

Supposons d'abord que / est holomorphe sur D. Soit z' ç D tel que

A = (l - \zW\z')\ = max(l - \z\)\f'{z)\), z e D.

Ce maximum existe, car (l — |-z|)[//(^)| = 0 sur 9D. De plus, on aA ^ l, qui est la valeur

correspondante à 0. Pour ^ Ç D, définissons

5(0=^/+i(i-k/l)0-l^/).
Cette fonction est bien définie, car

^+i(i-k/|^^^|+|(i-k/|)|^|
<\z'\+^l-\z'\)
< \z'\ + (l - \z'\)

^; ^
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De plus, la fonction g vérifie

l
gW=0,\g'W\=^l-\zW{z')\=l.

Essayons de majorer g'{^) pour appliquer le théorème précédent. Suite au calcul de la dérivée,

nous obtenons

^(01=^(i-l^l)l//^+(i-k/l)|)l
i-l^l (i-^+(i-|z/|)||)|(//^+(i-k/|)|)|

l-^+(1-1^1)11 A

Or le fait que z' + (l — \z'\)^ soit un élément de D nous mène à

(l-^+(l-^l)|l /+(l-l^l)|)I^A.
Il en découle que

1^(01 < l - \z'\
<

l-\z' ^1^=2.
i-|^+(i -1^1)11 - i - d^|+1^) - "i-k/|

Par suite, \g{^)\ < jp |5i'(2;)||rf2;| <: 2[^| < 2. Appliquons maintenant le théorème de Landau,
et nous obtenons que g{D~) contient un disque univalent de rayon 2/(2+V/3)2. Ceci équivaut

à dire que pour ^ ^ D, f{z' + |(1 - |-z/|)^) c f CD) contient un disque univalent de rayon
-2^2 qul es^ supérieur à 1/14.

Si / n'est pas holomorphe dans D, alors en considérant la fonction zlrz2 avec 0 <r < l,

nous pouvons conclure que /(-D) contient un disque univalent de rayon r/(2+ v/3)2. Si nous

prenons r = (2 + v^)2/14 avec le résultat précédent, nous aurons que /(D) contient un

disque univalent de rayon 1/14. D

En effet, il y a plusieurs preuves du théorème de Bloch. La preuve que nous avons

présentée précédement, qui a été faite par Landau, est probablement la plus simple. De plus,
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nous pouvons modifier la preuve ci-haut pour obtenir un rayon plus grand que 1/14. Pour

en être convaincu, soit z' ç. D tel que

A = (l - \z'\'2)\f'{z')\ = max{l - \z\'2)\f'(z)\, z ç D.

On remarque que A> l, le l étant la valeur correspondante à l'origine. Soit

/(^(0) - f^')
^(0= A

En calculant la dérivée de g et en majorant, nous obtenons

9'^) =//(^(0)^/(0

1^(01 =

A
i//(^))ii^(oi_in^))i(i-i^)i2)

A

^lp/(01(i-IC12)=

A

(i-1^012)l//(^(0)
A

De plus

1^(0)1=//^V(o)_(i-|./|2)|/^/)

1-1^1

< l.

=1.

2

A A

Soit 0 < r< l. Pour ^ € D,, on a |^(Q| ^ J; |^/(-z)|^ = /; ^^ == iln^ = M,. Soit
/i(^) = g(ruj). Par le théorème de Landau, on a que h{D} contient un disque univalent de

rayon

(M, + ^/Mri - r2)2
Par suite, fÇD) va contenir un disque de même rayon. Si nous fixons r = 0.6, alors

RT > 0.2306 et f (D) contient un disque univalent de rayon 0.2306.

u

Dans ce qui suit, nous allons donner des applications directes du théorème de Bloch.

En fait, nous verrons le théorème de Valiron et une autre démonstration du petit théorème

de Picard. Mais, tout d'abord, commençons avec un corollaire du théorème de Bloch. Ce

théorème sera utilisé dans la démonstration du théorème de Valiron qui sera à son tour la

clé du théorème de Picard.



38

n

Corollaire 3.1.1. Soit R> 0 etf ç H(D(0,R)). Alors f{D{0,R~)) contient un disque

univalent de rayon -""'•' ^-".

Preuve

Supposons que //(0) 74 0, car sinon il n'y a rien à démontrer. Soit g : D —^-C une fonction

définie par p(^) = ^^. La fonction ^ est holomorphe sur D avec g'{0) = l. Par le théorème

de Bloch, nous obtenons que p(-D) contient un disque de rayon ^. Mais comme f{R^,) =
f'(0')Rg{^) pour |^| < l, on constate que f{D{0, R)) contient un disque de rayon '^( )1. D
Corollaire 3.1.2. (Théorème de Valiron). Soit f une fonction entière non constante. Alors

l'image /(C) contient des disques univalents arbitrairement grands .

Preuve

Soit a G C tel que //(a) 7^ 0. Par le corollaire précédent, on a

f(C)3f(D(a,R)), V^>0.

Donc /(C) contient des disques de rayons RU-^R qui sont arbitrairement grands. D
Avant de passer à la preuve du théorème de Picard, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.1.1. Soit G un domaine simplement connexe et soit f une fonction holomorphe

sur G qui omet les valeurs 0 et l. Alors il existe une fonction holomorphe g sur G tel que

fÇz) = —exp{i7Tcosh[2g(z)}'), z EG.

Preuve

Puisque / ne s'annule pas dans G, nous pouvons définir une branche logarithmique l de

In / sur G (on sait que ceci existe par le théorème de monodromie). Alors e1 = f. Soit

FÇz~) = ('27vz~)~ll(z'). Cette fonction omet les valeurs entières. En effet, si nous avons F(a) = n

pour un n donné, alors /(a) = expÇÏTrin) == l, ce qui n'est pas le cas. Plus particulièrement,

F{z) ne peut prendre la valeur l et, par la suite, on peut définir, encore une fois en vertu

du théorème de monodromie, une branche

u H{z} = y/F(z) - v/F(^) - l,
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et une autre branche :

g[z}=\^H{z-}.

Il nous reste à calculer

cosh(25)+l=J(e25+e-25)+l
;l(e5+e-s)2
2

-l^2ÇH+H-1)2
2

(v^ - v^^r + v/^ + v/F-:7T)2
2

= 2F.

Ceci implique que

f = e1 = exp[7ri + TTÎ cosh 2g] = —exp[i7T cosh(2p)j.

Corollaire 3.1.3. (Le petit théorème de Picard). Une fonction entière qui omet deux valeurs

de C est constante.

Preuve

On peut supposer que / omet les valeurs 0 et l ( si / omet deux valeurs a et b, on ramène

le problème au 0 et au l par la fonction (/ — a)(b — a)-l qui omet les valeurs 0 et l ). Alors

par le lemme précédent, il existe une fonction g entière tel que f[z) = —exp(z7t cos}\{:2g{z}}}.

La fonction g omet les valeurs

ikn
± ln(v/n -\/n-l)+ "—^-, n^ l, fee Z.

En effet, supposons le cas contraire, alors il existe un a tel que

ik7T
p(a) = ±ln(v/n- V^- l) +

2

Après un simple calcul, on trouve que î7rcosh(2^(a)) === i7f(2n — l)). Il en résulte que

/(a) = l, ce qui est absurde. Donc g ne prend pas les valeurs du réseau rectangulaire dont
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la hauteur de chaque rectangle est | et dont la largeur est bornée car

lim [ln(v/nTT - Vn) - ln(^n - Vn^l)} = lim ln(v,n+^^) = 0.

Par suite, g{C) ne contient pas de disques arbitrairement grands, par le théorème de

Valiron g est constante, et il en est de même pour /.

3.2. LES FONCTIONS ET LA CONSTANTE DE BLOCH

Dans cette section, nous allons étudier le concept de fonctions de Bloch. Pour ce faire,

nous les définirons et donnerons quelques exemples. Après, nous allons démontrer l'équiva-

lence entre la constante de Bloch de la classe des fonctions holomorphes sur D et celle sur D.

Enfin, on terminera la section en donnant l'estimation de Bonk sur la constante de Bloch.

Definition 3.2.1. Soit f £ H(D). Alors la semi-norme de Block sera définie par

\\B=SUp\^{(l-\Z\2)\f'(z)\:\Z\<l}.

Definition 3.2.2. Une fonction est dite une fonction de Block si \\f\\B < oo-

Soit B={f : f est une fonction de Bloch sur D}. Notons que B, muni de la norme

11/11fi + |/(0)|, est un espace de Banach .

^

Exemples

l) La fonction définie par

W==^og(^,zeD
est une fonction de Bloch. En effet,

f'^ = 
îfêy 2
2(^)-1-^-

Ceci implique que

Finalement ,

(i-|^2)|//(^)[=(i-M2))
l

<
1-1-z

1-221 -' 1- \z

2

2
=1.

B=SUp^D{Ï-\zW{z)\^l.
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Ceci prouve bien que / est une fonction de Bloch. Remarquons que le fait qu'une fonction

soit de Bloch n'implique pas nécessairement qu'elle soit bornée (la fonction précédente est

un exemple).

2) Soit a > 0 ; alors la fonction définie par

/w -(^)a
n'est pas une fonction de Bloch, puisque

B == sup^l - \z\2)\f\z)\ == s^^2a(l+^(l - |^|2)

> limx^icc

'{l-z)a+1

(1+^)°-1,
(l - x)a+1

(l- \x |2'

00.

u

Avant de démontrer que la constante de Bloch est la même pour les fonctions holomorphes

sur D et celles sur D, on va présenter les deux lemmes suivants :

Lemme 3.2.1. Soit (f): D-^ D. Alors r(fo^ ^ r(/).

Preuve

Soit D{fo<f)(z'),r) un disque univalent de f (D), et soit G un voisinage de z dans D tel que
focf) : G —> D[fo(j){z\r} est une fonction biholomorphe. Alors la fonction ^•. G —> D est
injective (sinon fo(j) ne le serait pas) et donc biholomorphe. Ceci nous donne que la fonction

/ : <f)(G} —> DÇfo(f)(z),r) est biholomorphe, et donc chaque disque univalent de fo<f) est un

disque univalent de /. Nous concluons que r{fo(f)) ^ r(/).

Lemme 3.2.2. Soit f une fonction holomorphe sur D, et soit <f)n une suite de fonctions de

D dans D qui convergent vers la fonction identité. Alors nous aurons : 13fo<j,n —> /3f-

La preuve de ce lemme se base sur la semi continuité du rayon de Bloch. Un sujet que nous

ne voulons pas traiter dans ce mémoire. Pour cela, nous allons l'admettre sans démonstration

voir [4] .
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Proposition 3.2.1. ; La constante de Block est la même pour la classe des fonctions holo-

morphes définies sur D ou bien sur D, c'est-à-dire :

/3 = ^/{/3/ : / e H{D), |//(0)| = 1} = m/{^ : / e 7î(D), |//(0)| = 1} =P.

Preuve

Comme l'espace H {D) est un sous-ensemble de l'espace H {D), on obtient /?>/?. Pour dé-

montrer l'autre inégalité, il suffit de trouver une fonction g dans H {D) avec g'{0) = l, qui

vérifie (3g < ftf+€, et ceci pour tout e > 0 avec / € H {D). Pour cela, définissons une fonction
9r(z) = z-^-2, avec 0< r < l. Cette fonction est holomorphe sur D. De plus, g'rÇO) = l, donc

/3g^ = ^-. Faisons tendre r vers l, et nous aurons ^- —> f3f\ donc ^ ^ /3/+e, si r est près
de l. En passant à l'infimum des deux côtés, on aura f3 < p. D

Soit B^={f ç B : /(0) = 0,//(0) = 1,||/||B = l}. Cette classe de fonctions est

appelée la classe de fonctions de Bloch normalisées. Montrons maintenant que la constante

de Bloch est la même pour la classe Bi.

Théorème 3.2.1. ^ = m/{r(/) : / £ Bi}.

Preuve

Soit / une fonction dans H(D) avec //(0) = l. Alors la quantité (l — |^| )[//(2)| admet un
maximum en un point ZQ à l'intérieur de D. Supposons que cette valeur maximale C est

supérieure à l. Donc ZQ ^ 0. Soit <p{z~) = ^f-zo et g{z) = ^(fo(t)~)Çz~), 2; G -D. En utilisant la
relation

(l - M2)K/o^)^)| = (l -1^)|2)|//(^))|,

l

(J

nous tirons

(l-1^)1^)1 =7.(1-1^)12)1//(^))1'

Il en résulte que 5 G -Bi. Or on sait que r(g) = r(fo(f)) < r(/), ce qui implique

infMg) :geB,}< zn/{r(/) : / € H(D), //(0) = l}.
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L'autre inégalité découle du fait que -Bi est un sous-ensemble de H(D). D

0

Dans cette section, nous voulons donner quelques propriétés qui caractérisent les fonc-

tions de Bi et desquelles nous pouvons obtenir une estimation inférieure de la constante de

Bloch. Pour cela, on va proposer un lemme qui donne une estimation sur les coefBcients des

séries de Taylor pour les fonctions de Bloch. Les estimations qui seront données sont dues à

Bonk.

Lemme 3.2.3. Soit F e B avec F\z) = l + ^^^ a^-z" e< \\F\\a ^ l. A^ors,
00

ai = 0, las] < l, lasl ^ 5 et^ \an\\zn\ ^ 10\z\4 pour \z\ < 1/10.
n=4

Preuve

Montrons d'abord que ai = 0. En effet, ||-F1 B < l entraîne que

l^)12<(rq,i])2^^.
En effectuant le développement de Taylor des deux membres de l'inégalité précédente, nous

obtenons que

|1 + a,z + a,z2 + ...|2 ^ (l + \z\2 + t^l4 + ...)2.

Posons z = re161, 0<r<l,0€lR.Le développement de la dernière inégalité nous mène à

l + 2Jîe(aire10) + (termes en r d'ordre >2 ) ^ l+2r2+ (termes en r d'ordre ^ 2) .
'•

Divisons par r les deux membres et faisons tendre r vers zéro. Il en résulte :

Um2J?e(aieîy) ^0, V0 £ R.
r-^0

Ceci nous donne 2ReÇa^eie) = 0. Si on écrit ai = pei4>, alors 2Re(pei4'eiff) =0. Fixons 0=-^;
il en résulte que p = 0 et, par la suite, ai = 0.

En suivant les mêmes étapes que précédement, on arrive à Re{a^ie} < l, V0 6 R. Si on
écrit 02 = |a.2|e^, et on fixe 9 == —l, on tire que \a'2\ < l.
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Démontrons maintenant que \as\ < 5. Pour cela, soit 0 <r < l. Alors,

•27T

\F'{rel8)\2dQ^l+\a,\2r4+\a,\2r6+...
'0

00

=i+vi^iv"
/ ^ l "'n
2

< f—^—)2.
- 4-r27 "

Ceci nous mène, pour n > 3, à

la"12^[(^)2-l]

44

la,'n
/2-r2

^^Vl-^'n>3-rn-l(l-r2)'

Pour n=3 et r = -\/3/5, on aura immédiatement [03! <: 5.
Pour n ^ 4, soit r = ^/î^. Considérons maintenant le fait suivant :

^n±l)("-l)/2 ^ (i^ 2 )("-1)/2 < g.
n — l

(^4)(
'n-r

Cette équation étant vraie, car la fonction (l + ï/xY est croissante sur l'intervalle [|,cx))
et tend vers e lorsque x tend vers l'infini. Ceci nous donne :

0 .1. "^(^)<—^, ^j^.
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Si \z\ ^ 1/10, alors

00

2^la"
4

00

zi^Ey,7 n+1

4
5e-2 z

n

5 [7 00

=2V5e.
5 /7

4

00

'2V5<:^

n+1
5

n+4

5

\z

z

In

|"+3

005 /7_l_.l3's^i^i3E»i;!in

z
145 [7

2V5e(l-]^|)2

4^i^
< 10|-z|4.

Notons que la valeur l est la meilleure borne supérieure de \a^\. En effet, cette borne

supérieure est un maximum, et pour en être convaincu, considérons la fonction ^ln^, qui
est bien une fonction de Bloch avec 1031 = l-

La borne supérieure de 03 a été améliorée par Chen et Gauthier en 1996. Ces derniers

ont démontré que las] < 4.2 (voir [6]), mais le problème de la meilleure borne reste encore

ouvert.

Lemme 3.2.4. Soit F ^B avec F'(Q~) = l. Soit <^o = 2arcsin(l/20) et \z\ <, 1/1000. Alors

pour <f) G [--n-, 7r] \ [-(J)Q, 0o], on a

l-V3\z\ , l,^w . r(,^)] s ^|^ . J+t\z\3-

Preuve

On sait que la série de Taylor de la fonction F est donnée par

00

F'(z)=l+^a^n.
n=2
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Soit \z\< ^et (f) ç [—7T,7T]. Considérons :

oo oo °° „2

^e[F'W + F'(e».)} - 1_~~^ - |^[1 + Ea»z" + 1 + I;a"e'"'2"l + (C ^)llzl" - 1)(l-yi/3|^|)3 2-
00 00

= Re[^ ^(a^n + a,em^")] + ^
oo 2n2-l

2 2 (^)n
z
n

> ^Re[^l + e^)a^ + ^(1 + e3^a^} + |.|2 + 8^3|.
2""L2 2

8^3,

°°

+^e[^a,(l+em^"].
4

9
3

Minorons chaque terme de l'inégalité précédente. Puisque 03 < l,

Re[^l + e^)a,z2} = ^Re[el^e^ + e-^)a,z2}
L2 2'

>-l|^(^+e-^)^2
e,i^>

= —|^,-2cos(0)a2-z2|

^ —l cos(4))z.21

De même, puisque \as\ < 5,

<J

^e[l(l + e^)a3^3] = lj?e[e3^/2(e-3^/2 + e^l2}a^}
L2 2

=l^e[e3^/2^2cos(30/2)^3]
^ -|e3^/2a32cos(3^/2)^3|

>-5|cos(3<^/2)||^|3.
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Continuons par le même principe :

2̂e[^(a,(l + ein^zn] > -|^(a,(l + eln^n\
4 ~ 4

°°

^-;EK(I+^)IM"
4

00

^-^Mz\n >-10\z\\
4

Nous arrivons finalement à :

^Re[F\z)+F'(ei^)]- l_~^^y ï (1-| co8^)|z|2+(8^-5|cos(3^2)|)|z|3-10|î|4. (.)9

Prouvons maintenant que le membre de droite de l'inégalité précédente est supérieur à

^\z\3, et ceci pour toutes les valeurs de (f) dans l 'intervalle
2

[-7T, 7T] \ [-(J)Q, 0o] = [-7T, -TT + Ç')o] U [7T - 00, 71'] U [-7T + ^Q, -Ç!)o] U [^Q, TT - Ç')o].

l) Si Ç') G [—7T, —7T + (po] ou [TT — ^Oi^], alors posons a = ((f) + 7r)/2 ou Q: = (TT — çi))/2

respectivement. Il en résulte que cr 6 [0,çl>o/2], et par suite :

(8^ - 5] cos(3^/2)|)|-z|3 - 10|^|4 = (8^ - 5sin(3a))|-z|3 - 10|-z|4
^(8^-15sm(a))^|3-10M4
>(8^-l)M3-ioM4

3,
>y-10\z4

Notons que nous avons utilisé sin{3a) <: 3sin{a), a 6 [0, arcsin 1/20] dans la dernière étape.

Si maintenant \z\ < 1/1000, on aura :

^M3-io|.|4>lM3.
4 2'

Ceci prouve le lemme dans ce cas.

2) Si ç1) £ [—TT + çl>o, —ç()o] U [0o, TT — çi)o], alors une borne inférieure de (*) sera :

(l-cos^o)|^|2-4|-z|3-10|z|4>
l

200
z

2-^\z\3-10\z\ï.
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Si \z\ < 1/1000, alors :
l

200
z\2-4.\z\3-10 z

4

- 2
z

3

Donc dans les deux cas, on a démontré que :

^Re[F'^+FI(e^]-^l_~^ l> ^-\z\3.
(l-yi73M)3-2'

Ceci prouve le lemme.

Théorème 3.2.2. ; Soit f C B^. Alors,

&/'(.) S ^J^, 1.1 <^. (3.2.1)
Preuve

Supposons que ce théorème est vrai pour z G [0, l/v/3], c'est-à-dire que

&/'W>—^, ^ e [0,1/^3].
Considérons maintenant la fonction G{z) = e~i4>f[zei41'}. Il est facile de voir que G ç i?i. Donc

d'après notre supposition G vérifie que ReG'Çr) > ,-ir^^' c'est-à-dire que Ref'{rei'1'} >
(1-^T^)3

n^M^s ' r e [0' 1/V/3]. Ainsi, le théorème sera vrai pour \z\ < l/v/3- Donc il nous reste à
démontrer que le théorème est vrai pour z E [0, 1/V/3]- Pour cela, considérons maintenant
les fonctions

l 1-u
9^)=v/3i-r

et

h^) = ^(1 - ^)2.
Alors, on peut vérifier facilement que g(l) = 0, /i(1) = l, h'Cl) = 0. De plus, pour |^[ = l,

on a

|^)|(l-Ka;)|2)=l[3(l-a;/3)(l-cJ/3)-(l-^)(l-cJ)]
= ï[3(l-a;/3-a7/3+|^|2/9)-l- |a;[2+a;+cJ]

=1.
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Considérons la fonction

.M-(^))-^ LiJ
;, uçD.

h(u) '/(1-^)2'

La fonction q(iu) est bien définie sur le disque unité, car pour a;ç D, on a que \g{i^)\ < l.

De plus, elle est holomorphe sur D. En effet, la fonction g(cj) peut sécrire comme :

4 f{g^) - h(^
^) = ?>'9(l-^)2(l-a;)2"

Il est évident que le point 0 est une singularité artificielle. De plus, en remarquant que

//(p(l)) - /i(1) = 0 et que f"(g{l))g'{l) - h'(l) = 0 (car ///(0) = 0), on déduit que le point

l est un zéro double de f\g(u)} — h{u). Ceci nous donnne que le point l est encore une

singularité artificielle. Ensuite, q sera holomorphe sur D.

Puisque / est une fonction de Bloch, et \g{i^i)\ ^ l, (^6 P,il en résulte que

1//(^))1(1-1^)12)<1.

Cette dernière inégalité équivaut à

1//(^^)),
h{uj)

<
l

1^)1(1-|^)|2)
=1, 1^1=1.

De plus, pour LJ ç 9D \ {l}, on a que Re[^^} = 2^dl ^ 0, et Im^^ = 0. Ces
deux faits impliquent que Re{q{u}} ^ 0 pour uj e 9D\ {l}. Or ReÇq(uj)) est une fonction

harmonique, et la fonction q a une singularité artificielle encj = l. En appliquant le principe

du minimum pour les fonctions harmoniques, on obtiendra :

Re{q(u}~} > 0, \uj\ <, l.

En particulier, pour 0<a; < l, on aura :

J?e[//^T ^1 ^ Jîe[//(5(a;)^ ^ ^^)-

u Fixons z = g(uj}^ autrement dit u = ^jz-l. Si u croit deO à l, ^ décroît de l/v/3 à 0. Ceci
"f-z-l
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implique que z reste dans l'intervalle [0, -^]. En utilisant le fait que Re[f {g{ij}}} >_ h{uj), on

tire finalement que pour z e [0, ^g],

^ ))^(^^)[i-^(^^)]2
4V^-1

3
3V^-1

3

^(^l^-l)-yî^
l-V3z

2

3'

- —'|3-
-7^;-

Ceci prouve le théorème.

Lemme 3.2.5. Soit U un domaine convexe, et f une fonction holomorphe sur U avec

Ref'(z) > 0. Alors f est injective sur U.

Preuve

Soit 2:1 et z^ deux points différents de V. Montrons que j{z^) et j{z'i) sont différents. Soit

s le segment joignant z-t et z-^, autrement dit s= {^: ç= (l- A)^i + tz^; 0 <t < l}. Alors

en intégrant / sur s, on obtient

//w^ = f   - t^ + ^2](^2 - ^dt
^ /(.Z2) - /(^l) = (^2 - -2l) ^ /[(! - t)z, + tz^\dt

.f(z^-_f^l)=/tf[(l-t^+t^t
=>

(-^2 - -Zl)

^(/(f2)-/(2;l)) = J?e( /' //[(1 - t)zi + tz,]dt) - [ Re(f'[{l - t)z, + tz^dt > 0.

Donc f(zi) 74 f(z^), ce qui prouve que / est injective.

Corollaire 3.2.1. /? ^ ^3/4.

Preuve

Il suffit de prouver que r(/) > v^/4 pour tout / ç Bi. En effet, on va démontrer que
î"(0,/) > v^/4. Si / G BI, alors, par le théorème précédent, on a Ref'(z') > 0 pour

\z\ < 1/^3. Il en résulte que / est injective sur le disque -D^y^. Ceci nous donne que / est
biholomorphe du disque -D^y^/g dans un domaine U simplement connexe contenant l'origine.
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De plus, la frontière de U est l'image par / du cercle \z\ = l/v/3. Considérons un point

frontière de U. Alors on peut l'écrire sous la forme uj = f(-^e) avec 0 £ [0, 27r]. Calculons :

f{^ele)\=\elefjr3f'{pe-e)dp\
> f Ref'{peie)dp

/-73 l-V/3y9
^ L iT-^rdp

v/3
4 '

On peut conclure que le disque -0^/3/4 est contenu dans f (D). On en déduit finalement que
r(0,/) > V/3/4. Dr

Corollaire 3.2.2. f3 ^ v/3/4 + 10-14.

En effet, il suffit de prouver que si F est une fonction de Bloch avec ir7I/(0) = l, alors F

couvre d'une façon univalente un disque de rayon v^/4 + 10-14. Deux cas sont possibles.

Si min0ç[_7T,+7r] -Re[e-^F(-^e^)] ^ v/3/4 + 10-12, on suit un raisonnement analogue à
celui utilisé dans le corollaire précédent, et le résultat est prouvé.

Supposons maintenant que ce minimum est inférieur à v^/4 + 10-12. Sans perte de

généralité, supposons qu'il est atteint en ç!> = 0, c'est-à-dire que

0 EeF(^)^v/3/4+^10-12. (*)
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Soit çi>o = 2arcsin(l/20). En utilisant le lemme (3.2.4) pour (f) G [-TT,+'""] \ [-yo,<^o], il

résulte que

^Re[F{-^) + e-^F(e1^)] = ^e[ / (F/(r) + F/(^r))rir]
V^ V-î z ^o

0

1/V^
^Re[F\r} + F\eict>r}}dr

.1/1000
^Re[F\r) + F'Çel4>r)}dr + / ^Re[F'(r) + F'^tt>r)]dr

'o 2 Ji/iooo

^ [ ^r3dr+ [ ^VM,dr+ [ ^Re[F'(r) + F'^r)}dr
f0 z JO [i- - J7^J0 ^1/1000

.1/1000
> / ^r3dr+

fo 2'

i/iooo i _ ^3^1 ^ ^V-3 i _ ^3^
+

0 Cl-y ' A/1000 (l - ^)3
dr

V/3

=^/4+^10-12. (**)

De (*) et (**), on tire que :

Re[e-i<l'F{ei<f>^-)] > ^3/4 + ^10-12.
Posons ZQ := -^ et ro := v/3/4 + ^10-12. On devrait avoir :

{zçC:\z-zo\<r-0}n F({z çC:\z\= ^1/3}) = 0.

En effet, deux cas sont possibles :

l) Si (f) e [-TT,TT] \ [-(f)o,(/)o\, alors,

|F(v/î73) - ZQ\ = |e-!^F(^/l/3e^) - e-i41zo\

^ ^e[e-^F(^/l/3e^)] - |^o|

>^4+^lo-12-âlr12
ro.

2) Si (^ € [-4>o, (t>o], alors d'après le lemme précédent, nous aurons Re[e~i<l>F(ei'f'-^)} ^ ^3/4,
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et par suite

|F(V/l/3e^) - ZQ\ = |e-^F(v/T/3e^) - e-^zo|

> Jîe[e-^F(^l/3e^)] - \ZQ\

^^/4+
9
52

-10-12COS (f)

>'/3/4+â10-12-^10-12
= To-

Donc dans tous les cas, F couvre le disque de rayon ro = V/3/4 + ^10-12 d'une façon
univalente. Ceci veut dire que {3? >_ v/3/4 + ^10-12 .

u

Rappelons que Chen et Gauthier ont démontré que la valeur de la constante /3 est supé-

rieure à v/3/4+ 2 • 10-4. Dans ce qui suit, nous allons présenter, sans démontrer, les lemmes
utilises dans la preuve.

Soit f(z) = l+ai2;+a2-z2+..., une fonction holomorphe sur D avec la propriété suivante :

/(0)=i, 1/^)1(1-M2) < l, ^ e P.

Alors avec ces dernières hypothèses, nous aurons les lemmes suivants :

Lemme 3.2.6. ai = 0, [azl ^ l, lasl < 4.2.

Lemme 3.2.7. Si ai, 03,03... sont tous réels, alors :

(x}> 1~V3X^ 0<x<^=,
w ^ n -^^3' U^:E<Ï ^'

- 7^^

•i/ys
f{x)dx ^ ^ +0 . 0109(1 + û2)3/2.

'0

Lemme 3.2.8. Si ai, 02; ^3... sont tous réels, alors pour 0< r < l, nous avons :

f{rx) >
1-

1+px
+p(R-l)x2+^Rx3-Rx4

l - ï^ + p{R-1 -1)^2 + T^^-^3 - ^-1^ '1+PJ

avec Q <^x <1, et
l-r\ -._r(l-r2).

p=2-^a2' ç=^-^a3' JR
l

1-r2"
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Lemme 3.2.9. Si a-i.a^ay,... sont tous réels, alors :

3,)> 1-*+2P'2
^x) ^ 1-^+ jpx2

3g ^3
1+px ' ^^ ' 1+p

xd - 3x,4

•îTp + iPXZ + 3(i^)x,3 _ 1^.4 •
3a;-1

Lemme 3.2.10. Soit

G{x,p,q)=
1-

1+px
+ 2px2 + ^x3 - 3x41+p'

l - ^ + 2/3^2 + ^^ _ i/3a;4

avec 0<x< 1/\/2, \p\ < 1/4, \q\ ^ 0 • 86. A^ors

FV/2/4
^(p, -1/4, g)da; < 0 • 0096, pour q < 0.

'0

Lemme 3.2.11. Si 01,0^,03... sont tous réels et 03 > 0, alors

"1/v^
fÇx)dx> \/3/4+0.005.

0

Lemme 3.2.12. Si 0^,0^,03... sont tous réels et 03 < 0, alors

•1/^
f{x)dx > v/3/4 + 0 .0016û3 + 0 • 0012.

ro

Théorème 3.2.3. /3 > v/3/4 + 2 .10-4.

Pour la preuve de ces lemmes, voir [6].
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3.3. MÉTHODE D'AHLFORS

Dans ce qui suit, on va présenter la preuve d'Ahlfors qui est complètement différente de

la preuve présentée ci-haut. Cette méthode se base sur les propriétés des métriques ultrahy-

perboliques utilisées dans le chapitre deux.

Pour cela, soit / une fonction holomorphe sur le disque unité tel que |//(0)| == l et soit

uj = f{z). Notons 7-u = ir{z, f) le rayon du plus grand disque univalent, centré en a;, contenu

dans la surface de Riemann de /. Alors avec ces hypothèses, on a le théorème suivant.

Théorème 3.3.1. /? > V/3/4.

Pour démontrer ce théorème, on a besoin du lemme suivant.
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Lemme 3.3.1. Soit f une fonction injective sur un domaine G. Soit D{f{z'),r) un disque

univalent dans f (G), tel que f applique un domaine G' Ç G, -z' G G' sur D{f(z),r) d'une

façon univalente. Alors il existe un point uj' G 9DÇf{z'),r) tel que /Q- (<^) -^ 9G quand uj

tend vers u' pour uj 6 DÇf{z'),r) avec fa' représentant la restriction de f sur G .

Preuve

On peut supposer que /3/ < oo. Définissons la fonction suivante sur la surface de Riemann

Wf de f :
A

/;î=(r.)l/2[A2-rJ' (3-3-1)
avec A une constante qui dépasse /3/1^2. On remarque que cette fonction n'est pas définie
pour les points où r^ = 0. Par contre le pullback de / induit sur D la métrique définie par :

^=WW^=(r^-^
Ce qu'on vise à faire, c'est de démontrer que IJL est ultrahyperb clique pour un choix conve-

nable de A. Nous verrons que les points où r^ = 0 ne sont que des discontinuités apparentes.

Si ZQ est un point du disque ayant la propriété suivante :

00

f{z) = /(^o) +^CkÇz - zo)k,cn ^ 0,n > l;
k=n

alors dans un voisinage de ZQ, on aura r^ == \f[z) — fÇzo) \ et par suite,

A\ncn(z - zo)n-1 + ...\
^(z)= \C^Z - Zo)n + ...|V2(A2 - \c^z - zo)n + ...l)

|n/2-l_A\nCn+...\
\Z-ZQ |^+...|l/2(A2-|^(^-^)n-l+...|)'

Si maintenant n > 2, alors ^ est continue au voisinage de ZQ. De plus, ^(-^o) = 0, ce qui

veut dire que ^ n'a pas besoin de support en ZQ.

Si n = 2, alors la métrique

A|2C2(2--Zo)+...|
p.{z)=|C2^-^0)2)+...|1/2(A2-|C2^-^)2+...|)

est aussi continue en ZQ. De plus, elle est régulière en ZQ . On remarque que Alog/u = p2- En

effet, en effectuant le changement de variable t = A~l[f{z) - /(-z;o)]1^2, nous aurons que, près
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de ZQ, /J, est le pullback de i—f^, qui est bien une métrique dont la courbure est égale à -l.
Il nous reste à trouver un support pour notre métrique en chaque point LJQ = f{zo} dans

le cas où |//(-2o)| 74 0. Pour cela, notons par A/(a;o) = {^ ^Wf :\u- UJQ\ < r^o} et Par

D{zo) son image inverse par /. D'après le lemme(3.3.1), la frontière de D{zo) va contenir

des points a ç D teï que / (a) = 0, ou bien d'autres points qui sont en commun avec le

cercle unité .

Si la frontière de D{zo) passe à travers un point donné a où la dérivée s'annule , alors

nous obtenons que r^ est continu sur W/ ; et pour 0:1 dans un voisinage de i^o , nous aurons,

en posant f Ça) = b que r^i < |^i — b\.

Dans le second cas où la frontière rencontre le cercle unité en un point a, / ne sera pas

définie en a, mais on va supposer qu'on peut la prolonger d'une façon continue sur le disque

unité fermé. Ainsi, le point b == /(a) sera un point frontière de Wf.

Soit z-i G DÇzo) avec 0:1 = /(2;i) G A/(c<;o). Alors, on a que r^ <: |a;i - b[. En effet,

soit e le segment joignant a;i et b. Si r^i > |i^i — &|, alors le point b e A/(ci;i). Par suite,

[a;i, b] e A/(a;i), mais [0:1, &) e A/(Li;o) ; il en résulte que [ct;i, &) G A/(c<;i) n A/(a)o). En appli-

quant /- aux deux membres, on aura que /-l[a;i, &) ç I?(2'o)n-D(2;i). Utilisons la continuité

de / en a, nous aurons que a ç -D(^i), ce qui est absurde. Donc on a que r^i ^ |^i — &|-

Définissons maintenant la métrique :

^o(^)
A\f{z}\

|/(^)-&|V2[A2-|^)-b|]-

u

En comparant maintenant les deux métriques ^{z) et p,{zo} pour un z près de ZQ, il résulte

que :

a) ^o(-zo) = /^ (2^0), et ceci vient du fait que |/(2o) — &| = Tuo-

b) p.o{z) < p.{z) dès que la fonction <1/2(A2 — t) croît au voisinage de r^. En calculant la
dérivée de cette dernière fonction, on remarque qu'elle change de signe en t = A2/3.

e) En effectuant le même changement de variable que celui fait pour ^, on trouve que la

courbure de p,o est égale à -l.
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De a), b) et e), on tire que la métrique p,{z) est ultrahyperbolique pour A2/3 > f3f. Finale-

ment en appliquant le lemme d'Ahlfors en 2; = 0, il résulte que

A . A .2
< < =2.

/?//2(A2 - /3/) " r/(o)l/2(A2 - r/(o)) - l - \0\2
Faisons tendre A vers (3/3y)l/2 dans la dernière inégalité. On obtiendra que f3f > V/3/4.

La valeur exacte de la constante de Bloch, qui demeure encore inconnue pour les fonctions

holomorphes dans le plan complexe, a été trouvée pour les fonctions méromorphes dans le

plan complexe. Bonk et Eremenko ont démontré en 2000 (voir[10]) que toute fonction méro-

morphe non-constante / : C —>C couvre dans son image un disque univalent (un morceau

de la sphere) dont le rayon égal à arctan^/S ^ 70°30/.

Par contre, le théorème de Bloch n'est pas valable dans les dimensions supérieures.

Comme contre-exemple, considérons la famille de fonctions f\ : C2 -^ C2 définie par

f\{zi,z^) = (À2;i, ^), A e R. La fonction f\ est holomorphe dans C2, avec un jacobien égal
à l, mais on remarque que si A augmente infiniment, l'image de cette fonction ne peut pas

contenir aucune boule univalente. Le problème ici consiste à trouver une nouvelle définition

de la constante de Bloch dans les dimensions supérieures.
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CONCLUSION

Le but principal de ce mémoire était d'illustrer des applications du lemme de Schwarz, en

particulier de donner une estimation de la constante de Bloch. Eh bien, le but a été atteint

à certains niveaux. D'une part, les théorèmes de Julia, de Carathéodory et de Pick sont des

exemples d'applications du lemme de Schwarz. D'autre part, les théorèmes de Landau et de

Bloch ont été démontrés, ainsi que leurs applications. Notons que nous avons démontré les

estimations de Bonk et d'Ahlfors, et présenté celle de Chen et Gauthier.

Cependant, la valeur exacte de cette constante, qui est maintenant connue pour les fonc-

tions méromorphes sur le plan complexe, demeure encore un problème ouvert dans le cas des

fonctions holomorphes sur le disque unité.
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