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SOMMAIRE

Ce mémoire vise & étudier deux sujets classiques de I’analyse complexe : le lemme de
Schwarz et le recouvrement holomorphe. Pour ce faire, nous allons tout d’abord expliciter
des théorémes considérés comme des applications directes du lemme de Schwarz. Par la suite,
nous amorcerons 1’étude du recouvrement holomorphe, et ce faisant, nous démontrerons le

théoréme de Bloch. Finalement, nous donnerons des estimations de la constante de Bloch.
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SUMMARY

The topic of this project is the study of two classical complex analysis subjects : the Schwarz
Lemma, and holomorphic coverings. First, we shall present some direct applications of the
Schwarz Lemma. Then, we will concentrate on holomorphic coverings; a proof of the Bloch

theorem will be provided. Finally, some estimations of the Bloch constant will be presented.

Keywords

e Schwarz Lemma
e Ahlfors’ Lemma
e Bloch’s theorem

e Bloch’s constant
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INTRODUCTION

Le recouvrement holomorphe dans le plan demeure un des sujets cruciaux de 'analyse
complexe. L’étude de ce sujet a été abordée par le mathématicien francais André Bloch
(1893-1943). Ce dernier a démontré que toute fonction holomorphe f sur le disque unité,
avec la propriété f'(0) = 1, couvre dans son image et de fagon injective un disque de rayon
B > 0, ou 3 est une constante universelle. Ce théoréme a ouvert la voie a des études
ultérieures qui, d’ailleurs, se poursuivent jusqu’a nos jours.

Dans cette optique, le présent mémoire abordera deux notions en paraléelle qui visent
respectivement & illustrer certaines applications du lemme de Schwarz et & expliciter le
probléme du recouvrement initialement proposé par Bloch.

Ainsi, le premier chapitre sera consacré a I’étude du lemme de Schwarz et aboutit & un
lemme trés important qu’est celui de Pick-Schwarz. Plusieurs applications vont en découler,
notamment le théoréme de Julia, le théoréme de Carathéodory et celui de Pick.

Ensuite, le deuxiéme chapitre portera sur la notion de métrique. Afin de bien cerner
lobjet d’étude, nous allons nous attarder, en particulier, sur la métrique de Poincaré. Nous
allons aussi traiter de la courbure de Gauss et du lemme d’Ahlfors, lemme qui va jouer un
role important dans ’estimation de la constante de Bloch.

Enfin, le théoréme de Bloch sera démontré dans le troisiéme chapitre. Il sera aussi question
de ’étude des fonctions de Bloch afin d’arriver & une estimation de la constante de Bloch.

Finalement, I’estimation d’Ahlfors va clore le chapitre.



Chapitre 1

LEMME DE SCHWARZ ET APPLICATIONS

Nous allons consacrer ce premier chapitre 4 I’étude du lemme de Schwarz. Dans la premiére
section, nous démontrerons le lemme de Pick-Schwarz et le théoréme de Julia, théoréme qui
portera sur certaines limites angulaires. Ensuite, dans la deuxiéme section, nous donnerons
la définition du produit de Blaschke, ce qui va nous mener au théoréme de Carathéodory.

Cette méme section portera finalement sur la démonstration du théoréme de Pick.

1.1. NOTATIONS

Tout au long de ce mémoire, les notations suivantes seront utilisées :
e D={z¢€C:|z| <1} (disque unité ouvert du plan complexe)
e D={zeC:|z| <1} (disque unité fermé du plan complexe)
e D,={z€C:|z| <p}.
o D(20,7)={2€C:|z—2|<r}
e Rez = partie réelle de z.
e Un domaine €2 de C est un ensemble ouvert et connexe.
e HY)={f:Q— (C‘f est analytique sur Q }.
e Soit F un sous-ensemble de C. Alors F, OF sont respectivement I’adhérence et la frontiére
de E.
e Nous allons noter la sphére de Riemann (C U {oo}) par C.

e Le Laplacien AF d’une fonction F'(z,Z) est AF = 4%%%@.



1.2. LEMME DE SCHWARZ

Soit D le disque unité dans le plan complexe et soit S I’ensemble des fonctions analytiques
de D dans D. Doncsi f € S, on a |f(2)] < 1.

Présentons maintenant le lemme classique de Schwarz.
Lemme 1.2.1. Si f € S avec f(0) =0, alors on a :
a) |f(2)| < z2|,Vz € D.
b) |£(0)] < 1; de plus, si |f'(0)] =1 ou si|f(2)] = |z| pour un z # 0, alors il existe une
constante C de module 1 tel que f(z) = Cz pour tout z dans D.
Preuve

Soit g une fonction de D — C définie de la maniére suivante :

11 est clair que g est analytique dans D. Soit z un point de D de module r avec 0 <71 < 1;
alors |g(2)| = Iigz—)l < % En appliquant le principe du maximum & g, il en résulte que
lg(z)| < % pour tout z dans le disque |z| < 7, et enfin |f(2)] < '—f-] En faisant tendre r vers
1, on obtient |f(z)] < |z|. En fixant z = 0, on aura [g(0)| < 1 et |f'(0)] < 1, ce qui prouve
a) et b).

Maintenant si pour un z fixé (z # 0), on a |f(z)] = |z| ou bien |f'(0)] = 1, alors la
fonction g atteint son maximum en un point intérieur de D. En utilisant le principe du maxi-
mum pour une seconde fois, la fonction g sera une constante C de module 1. Il en résulte

que f(z)=Cz O

Dans ce qui suit, nous allons appliquer le lemme de Schwarz pour caractériser les appli-

cations conformes de D dans D. Pour cela , soit a € D, et définissons une transformation de

Moebius par ¢(z) = Z=% ; on a que ¢ est analytique pour |z| < |a|]™". ¢ est donc analytique

—az ?

dans un disque ouvert contenant la frontiére de D.



Remarque : ¢ envoie le disque unité sur lui-méme parce que :

|2 = af

1 |z—al? < |1 —az|?
=2 |z —a|” < |1 —az|

& |2)? = 2Re(@z) + |a? < 1 — 2Re(@z) + |a|*|2|?
& (1= |2]) <1 2f

<zl < 1.

Ajoutons que ¢ envoie la frontiére du disque unité sur elle-méme. De plus, on a que @ est
inversible et son inverse est ¥(z) = % Donc ¢ est une bijection de D — D et son inverse

est également une transformation de Moebius.

Du lemme de Schwarz découle un lemme trés important, le lemme de Pick-Schwarz, qui
va jouer un role primordial dans la démonstration du théoréme de Landau .

Lemme 1.2.2. Soz’t f: D — D une fonction holomorphe. Alors :

i) V2 € D, i < iy

: 1 f(z1)—f(22)| |21 23]
i) Va1, 22 € D, (750570001 S Temaal

De plus, si f est une transformation de Moebius, alors on aura ’égalité dans i) et ).

Inversement, si on a l'égalité en un point 2o dans i), ou bien pour un couple z; # z, dans
ii), alors f sera une transformation de Moebius.

Preuve

i) Soit zo € D et soit wo = f(20). Définissons ¢(2) = 2% et ¢(w) = %5 En calculant les
modules des dérivées, on obtient |¢'(z)| = leolg et |1 (wo)] = T:FESF' Smt F=1ofop!

on a que F' est analytique dans D. De plus, F' envoie le disque unité sur lui-méme et F
satisfait les hypothéses du lemme précédent, car :

zZ+ 2
14+ Zg

F(0) =10 fop™(0) = (po f)(20) = p(wo) =0, et |F(z)] = [P(f( NI <1

Appliquons le lemme de Schwarz a F. Ceci nous donne |F’(0)| < 1, c’est-a-dire que

Gl (1 512) < 1 et L0 < ce qui prouve i).

1—]wol? 1—|wol2 = 1— |z 12>

Supposons que 1’égalité a lieu en un point zq ; alors | F’(0)| = 1 par le lemme de Schwarz, et

F sera une rotation autour de l’origine et par suite f = 1) o Foy devient une transformation

de Moebius f(z) = e Z=% avec § € R . Inversement, si f est une transformation de Moebius,



alors pour tout z dans D, P’égalité aura lieu dans i) et ceci vient du fait que :

S _ e
- [f)P  1-|F2P
_ 1—|af?
1—a@z]2— |z —al?
_ 1~ |af?
(1—lal?)(1 - |2]?)

B 1
IR

ii) Soit 21,2, deux points de D tel que f(z1) = w1, f(22) = wo. Soit

zZ— zZi w — Wy

. _ . _ -1
. Y(w) o’ F=v9yoFoyp

plz) = 1 =

Comme dans la partie i), F' est analytique sur D et F(0) = 0, |F(z)] < 1, et d’aprés le
lemme de Schwarz, |F(z)| < |2|,Vz € D. Plus spécifiquement, prenons z = ¢(22). Alors

|f(z2)—f(z2)]  |z1—z] : v Acalité i
|F(p(22))] < |p(22)| et enfin o S < [iZ55, Ce qui prouve I'inégalité ii).

Si I’égalité a lieu pour un couple z; et z différents, il s’en suit que |F(p(22)| = |p(22)],
et par le lemme de Schwarz, F' sera une rotation, et par la suite, f sera une transformation
de Moebius.

Inversement, si f est une transformation de Moebius, alors :

f() — S| _ | —
1= f(21)f(22)] ll— [EE =

(21 —a)(1—@z2)—(z2—a)(1—az1)
_l (1—a@z2)(1—az1)

(e (—az)- -0 (=)
(1—az2)(1—az1)

l 21 — G212y — a — |a|?20 — 2y + 82129 + a — |a*z |
1 — @2y — az1 + |a|?Z1 2 — Z120 + aZ1 + G2 — |a?|

| (1—al*)(z1 — ) |
(1 — |a] 1 — 2122)

_ 121 - 22|
|1 — Z129]

Ceci prouve le lemme. [J



Dans ce paragraphe, on va définir la distance pseudohyperbolique sur D par

zZ—w
plz,w) = !—ll__—z%',z,w eD.

Plus tard, on va démontrer que c’est une métrique sur D. A partir de cette distance, on
peut reformuler le lemme précédent en disant que toute fonction analytique de D dans D est
lipschitzienne par rapport a la distance pseudohyperbolique .

De plus, cette distance est invariante sous les transformations de Moebius, c’est-a-dire
que p(z,w) = p(p(z), p(w)) pour n’importe quelle transformation ¢ de Moebius, et ceci
découle directement de la partie ii) du lemme précédent .

Pour 0 < 7 < 1, on note K(zo,7) = {2 : p(z, 20) < 7}. K(20,7) est appelé un disque non-

euclidien. Notons que ce disque est I'image inverse du disque |w| < r par la transformation

w = ¢(2) = =2, donc K(20,7) peut étre vu comme un disque euclidien

A(e,R)={z:|z—¢c| < R}

dont le centre ¢ est égal a 1%%%1% et le rayon R est égal & %

En se basant sur le fait que I’ image de la droite passant par les points 0 et zp est
invariante par ¢, il en résulte que 0K (29,7) = ¢~ *(Jw| = r) est un cercle orthogonal & cette

droite ; donc le diamétre de K(zp,7) est I'image inverse du segment [——r%,rﬁ—ﬁﬂ par o, et

coincide donc avec le segment [«, ] = {fgr‘z’; Tz%T’ lzijz’"o [—ﬁ—gﬂ Notons que, pour zg > 0, a et 8

sont les points de la frontiére de K (zg, ) de modules minimum et maximum respectivement.

On peut vérifier que le centre ¢ = 91;-@ et le rayon R = '—5—‘—;*—“—' .

Lemme 1.2.3. Si f € S, alors |f(z)| < llﬁ?}'(g)';’ z€D.

Preuve
Appliquons le lemme de Pick-Schwarz pour z; = 0. Il en résulte que Tlii%j% < |z|, ce qui
nous donne f(z) € K(f(0),]z]), et par la suite, |f(z)| < 1'{%%(%%. O

L’inégalité du triangle pour la distance pseudohyperbolique découle du lemme suivant :

Lemme 1.2.4. Soit zg, 21, 2o trois points dans D ; alors on a :

p(20, 22) — p(22, 21)
1 — p(20, 22)p(22, 21)

IS p(zO’ Zl) __<__ p(z()) 22) + p(ZQ) Z]_) )
1+ ,0(207 22)p(z27 Zl)

Preuve

On peut supposer que z; = 0 a cause de l'invariance de p sous les transformations de



Moebius ; donc le probléme se raméne a démontrer que :

| |20] — |21] < |2n =20 _ |20l + |2
1= fzolfza| "™ 1 = Zozll 1+ [2o]] 1]
Supposons que |z1] = r. Le point z = f%; devient un point sur la frontiére du disque
non-euclidien K (—zp,r); ceci provient du fait que |z | = l—'ﬁizi:-zil = r. Donc il en résulte que :
|21 — o] < 20| + 7

] IZOl ’~| !

— 7| 20| 1 —Zoz| = 14 |27
Ce qui prouve le lemme. [

De I'inégalité précédente découle directement ’inégalité triangulaire suivante :

p(z0, 21) < p(20, 22) + p(22, 21).

Ceci montre bien que p est une métrique.

Lemme 1.2.5. Soit f une fonction analytique dans DU{1} tel que f(0)=0 et f(1)=1. Alors,
i) f'(1) estréel et f'(1)>1

i) Si f(z) est de la forme Y oo arz®, n € N, alors f'(1) > n et U’égalité aura liew si
seulement si f(z) = 2™.

Preuve

i) Puisque f(0) =0, |f(2)| < 1, on aura |f(z)| < |z| pour |z| <1 (lemme de Schwarz). Pour

0 < z < 1, on obtient Ill'f (Zl)l > 1[_1|i Ej)l > 11—_'? = 1. En faisant tendre z vers 1, nous aurons
If(1)] = lim, lf(z) f(l)[ > 1. Il nous reste a démontrer que f'(1) est positif.
Soit € > 0 assez petit pour que f(e¥) # 0 lorsque —¢ < 6§ < €. Soit m(#) = In|f(e")|.

On a que m est une fonction lisse de 6. De plus, elle atteint son maximum pour ¢ = 0, car

7(1) = mazy<1] ()] = 1. Donc,
m(0) = (10 f(e)),.,
=(Rei(1nf( oo

do
_ ieif)f’(“fie)
_( f(ew))e_
eie /eie
(= I
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1l en résulte que (e? ’;/((:f:))) 4o st réel, donc f'(1) est réel. Le fait que | f(1)] > 1 nous donne
f(1) > 1 ou f(1) < —1. On va démontrer que le cas négatif méne & une contradiction. Si
f'(1) < —1, alors on a argf'(1) = . Mais, puisque f’(1) existe, alors f sera conforme, et par
la suite, elle conserve les angles. Considérons deux courbes Ly et Ly dans D coincidant en
z =1 et faisant entre elles un angle 6. L’angle entre f(L;) et f(Lz2) est 8 +argf'(1) =0+m.
Par conséquent, f(L;) et f(Lg) sont deux courbes qui coincident en z = 1 et font entre
elles un angle supérieur 4 7. Donc, deux cas sont possibles : |f(z)| > 1 pour z € L; ou pour
z € Ly. Ce qui contredit le fait que |f(z)] < 1.

ii) Par hypothése, on peut écrire f(z) = 2"f1(2). On a |fi(z)] < 1 et f1(1) = 1. Si fu
est constante, il n’y a rien a dire. Supposons maintenant que f; n’est pas constante; alors
lan] <1 (sila,| =1, fi sera constante). Définissons :

filz)—a, 1 —a,

1-@fi(2)1—an’

fo(2) =
Il est facile de vérifier que f2(0) =0, f2(1) =1 et |fa(2)] < 1. Il résulte de i) que f3(1) > 1.
D’autre part, en calculant la dérivée de f5, nous obtenons :

1—la.)? 1-a,
(1-a,f1(2))?1-a,

fo2) = fi(2).

Plus spécifiquement, pour z = 1, on a f4(1) = 111«‘2";2 f1(1) > 1; cette derniére implique que

A1) 2 {5k Vaque f/(2) = nfi(z) + 2" £{(2), alors

(1) =nfi(1)+ fi(1)

=n+ fi(1)
>n+ 1 —a.’
- 1 —a,|?
>n

Si on a légalité f'(1) = n, alors f{(1) = 0, c’est-a-dire que fi(z) doit étre une constante

égale a 1, et par la suite, f(z) =2". 0O

Maintenant, nous allons terminer la section par la démonstration du théoréme de Julia.

Pour ce faire, nous allons commencer par la notion de convergence d’une suite de disques
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non-euclidiens. Ensuite, nous présenterons le lemme de Julia. Enfin viendra la fameuse dé-

monsration du théoréme de Julia.

Pour cela, soit z, une suite dans D tel que z, — 1 et 11—:—]}%:‘1—] — k, avec 0 < R, <1 et soit

[1-2
1—|z|?

k une constante réelle non nulle. Soit K, = K(z,, R,), et Koo = {2 : < k}. Alors nous
avons les faits suivants :

1) Ko est un disque euclidien de centre 15 et de rayon 2. En effet :

-2

m<k@l—2R€Z+iZ}2<k*k|Zlg

& 1—k—2Rex+ (1+k)|2)* <0

1—-k Rez
AN -2 2 <0

ik Cias A

1, 1—k 1
— - <0
Sl T T T
ol 1 l<1—k
1+k 1+ k

2) Montrons que si z € K,, pour une infinité de n, alors z € K oo, la fermeture de K.o. En

effet :

2= Zn

zeKn®] ___l<Rn
1—-2Z,2
T < R
1—-7%Z,z2
1— 22 (1 — |za])?
o1 g2 U= ERA ()
|1 —Z,z|?

1 —Zz]2  1—|z.)°  1—|za| 1+ |2
1—1]2)2 " 1-R,> 1—-R,1+4+R,

Si cela est valide pour une infinité d’indices n, alors on peut passer a la limite lorsque n tend

vers l'infini dans 'inégalité précédente, et ainsi on aura :

— ~|2 - —
|1 — 2| < limn_,ool |2n] 1+ |25] _
1—|z? 1-R, 1+ R,

k.

Ce qui montre bien que z € K.

3) Si z € K, alors z € K,, pour tout n assez grand. Ainsi :

1__-—n 2 1 — 2 1— n2
T ] ek P S el .
n—ooo 1 —|z|? 1—|z[? n—oo 1 — R,
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Et par conséquent, si n est assez grand :
|1“zzig 1_!Zn|2

< 5
TP~ 1= R

ceci équivaut a dire que z € K,,.
Remarque : Si 2) et 3) sont valides, on dit que K,, — K.
Lemme 1.2.6. (de Julia). Soit f € S. Supposons qu’il existe une suite {z,} € D telle que

2n— 1, f(zn) = 1et 1= lfl(?l)l — a # 0,00. Alors Il |f(2}; < ajl—l—lg, z€D.

Preuve
Soit k£ > 0; choisissons 0 < R, < 1 de telle sorte que 7 ‘Z”I = k (il faut que 1 — |z,| < k).
Avec les mémes notations que le paragraphe précédent, soit K, = K(z,, R,); montrons que
f(K,) C K/, = K(f(zn), Rn). Cela équivaut & dire que :
—Zz ( n)f(Z)

Cette derniére assertion est vérifiée par le lemme de Pick-Schwarz :

LB L ||

flzn)f(2)" 1= Zn2
122

Supposons que e < k, autrement dit que z € K ; alors z € K,, pour n assez grand.

Ceci implique que f(z) € K pour n assez grand, c’est-a-dire que i’i_%-l(—%%‘:j—)k R,. D’autre

part :
T CN VG i Bl VA S el VG| i el 1
1-[f(2)]? 1-R; 1—|z* 1-RZ

1—|f(z)] 1+ |f(zn)| 1 + 2]
1—|za] 142 1+R,

=k

Et par la suite :
L—fP . 1= fE)fR)P
R TIE S 1 R

_f(2)2 . 5
Finalement, nous avons démontré que si z € K, alors Ll—l(fﬂ—g < ka. Simaintenant 2z € K
4 T1£(2)] )

alors par continuité, on aura :

i-sf B SGP
R S R <

|1 ZI

Puisque k est arbitraire, on peut prendre k = . Ce qui prouve bien le lemme. [J

Passons maintenant au théoréme de Julia. La preuve de ce théoréme est assez longue.
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Pour cela, on va débuter par la version radiale du théoréme, et ensuite on va généraliser

notre résultat 4 un secteur.

Théoréme 1.2.1. Soit f € S et soit B := sup,ep ‘11__';8:3/11:;{2 Alors,
1-— 1-— 1-
21, 0<z<1! 1 — 2 z—1,0<z<1 |1 — 2| z—1,0<z<l 1 — 2

Preuve
11 est évident que 0 < B. Supposons maintenant que B < oo, et soit 2z, une suite, 0 < z, <1,
qui converge vers 1. Par la définition de B, on a :

1— 2,
142,

1= f(za)]* < B(L = |f(2))

Il résulte de cette derniére inégalité que f(z,) converge vers 1. En outre :

1= f)PPl=2z 142z f(zn)l
BZ1*|f(zn)!21+zn_1+lfzn)l| 1~z,, l1—|f( n)l
1+ 2, — f(zn)
21+|f(zn)l |
1+ Zn, 1- |f(zn)’ (1)

T L+ [fE)] 1=

Supposons maintenant que « est un point d’accumulation de la suite :

1 —|f(zn)|

: n < 1},
T 0<z,<1}

{

Donc il existe une suite z, dans D qui converge vers 1 et - 'f )l o . Ainsi par I'inégalité
g = g

(1), on aura :

Ltz 1 |f(z)]
P2 T

Or par le lemme de Julia, on a démontré que '11:;%3}2 < a'll:élz, c’est-a-dire que B < «;

donc B = a.

En passant & la limite dans I'inégalité (1), il résulte que :

1 n 1- n . 1 n - n
= B> lim ks ] f(z)lz lim tz 1 |f(z )I:
n—oo 14+ |f(2)]" 11—z n—oo 14 |f(zn)] 1—2,
Cette derniére égalité implique que :
1 n - n . 1 s n
a= B = lim +2 Il f(z)———hm ————f~(~z—2
o T ()] Tz | i 1-z,
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Et puisque « est arbitraire, alors :

‘1_f(x)|

B = lim
11—z

z—1,0<z<1

De plus, pour 0 < x < 1,0n a:

[f(@)? =11~ f(2)|* +1 -2/ - f(z)| cosarg(1 — f(z))

1-1f(=)]
1= f(=)]

En passant a la limite lorsque z tend vers 1, 0 < z < 1, dans cette derniére identité, on tire

@[1—f(:c)i+ (L + [f(@)]) — 2cosarg(l - f(z)) = 0.

que arg(l — f(z)) — 0. Et puisque :
1—f(z) | 1-f(=z)

1—z =| 1—=z

eiarg(l—’i—f_lxﬁz) :ll— ( ' jarg(l— f:r:))

11—z
on en déduit que :
1— 1—
B= Jm |FI@ 1-le),
z—10<z<l’ 1 —¢g z—10<z<l 1 —1x

ceci étant valide dans le cas ou B # oo.
Si B = o0, alors & = 00, et ’ensemble {%ﬁ%}' :2p — 1,0 < z, < 1} aura un seul point
d’accumulation qui est 'infini, ¢’est-a-dire que :
e e
Afin de démontrer la version finale du théoréme de Julia, étudions la signification de
|1 — 2] < M(1 — |z|); autrement dit, caractérisons ensemble I' = {z € D : lll“lj <M} 1l
i0

est clair que M > 1. Pour cela, posons que z = 1+ pe*” et nous aurons :

p< M~ [1+pe”) & £ < 1|1+ pe”|

o1 i02<1_£_2
14+ pe?? < (1= 1)
-1 p 1 p
142 ) < — = —| -1+ —
© 1+ 2c0s0+p" < 7o 459 = [~ 1+ 53]
- 1 P
g< L4 -1+
& cost < 2+M[ +2M}

Or pour un p assez petit, on a =f + Klf—[ -1+ 5%/7]< 0. Cela signifie qu’il existe € > 0 tel
que 5 +& < 0 < 7. Ce qui veut dire que z est & I'intérieur d’un secteur inclus dans D et
de sommet 1. Désormais, on va noter par lim, ,j ,er, la limite lorsque 2z tend vers 1, avec

zE{zED:Ill_—'z{<M}.




13
Théoréme 1.2.2. (de Julia). Soit f une fonction analytique telle que |f(z)| < 1 pour
z€ D. Soit B := sup,ep |11 li(zgiz/%l—i—;—; Alors,

VOIS

z—1,zel' 1 — |z|

Si B est fini, on aura aussi :

Preuve
D’abord, supposons que B = oo. En appliquant le méme raisonnement qu’au théoréme

précédent, on peut démontrer que :

M
Mais si z — 1, avec |1 — 2| < M(1 — |z]|), nous obtenons que :

1-fG) L= fG) 1““ ZM
11—z = 1-1z2 = M

et ainsi :

lim ()z

z—1,z€l’ 1 —Z

Dans ce cas, la limite angulaire est co . Supposons maintenant que B est fini. Alors on aura :

1+z)< BRe (I—I—f(z))’

R(lwz 1- f(2)

et ceci d’aprés la définition de B.
Alors la fonction F' définie par :

1+f 142z 1+4F

B =
1-f 1-z 1-F

(2)

satisfait & Re(3£)> 0, et ainsi [F(z)| <1 si |z] < 1. De plus, on a :

1+F, 1-—|F? 1+f 14z
R = = B—— — >0
e(1~F)|1—Ft2 RelBi— e
Ce qui entraine :
1—|FP 1= |fP 1|z
H*FP— 1—f* [1-2z>
En divisant les deux membres par | [2, il s’en suit que :

L%FPH—AQ_l—UPH—zP[ H—fPL4dﬁ
[1—F|21~—§z[2“!1—f|21—|z}2 ——1—{f]2i1~—z{2 '
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Notons B’ comme étant la limite angulaire de la fonction F'. Puisque B > 0 et vu la derniére
identité, il découle que B’ = co; et par conséquent :
1-F(z)

lim —* =0
z—lzel' 1 — 2z

Mais comme
1+ F 1+f 14z
=B - ,
1-F 1-f 1-2

il en résulte que :
1—2z 11—z
1+ F)—— = B(1 —_— (1 .
(14 F)— = B+ lj—5 ~ (1+2)
Ainsi en passant a la limite lorsque lim,_,1,cr, on obtient :

. 1—2z

Cela signifie que lim, 1 ,er f(2) =1 et que lim,_,q ser l}é(fl = B.

En dérivant ’équation (2), nous aurons :

Bf(1- )= (1-2)2= F(1-F)

Ceci nous donne :

' 11—z 2_ 4 _ _22__M
IBF () U == P e
e @I
<M= Ty
_pl=IF@E 1 emme de Pick-Schwarz
<|1—2| 1—]212 (1—-|F(2)])? ( e Pk
<0 LIF@P - -

1- |22 (1-|F(2)])?
_1+|F(z)| 1|
1+|z] 1-[F(2)]

1—|z|
<ol
1= |F(2)]

Et par la suite :

-1 _,

lim |Bf'(z)( 1=z )2-—1l§ lim 2

z—1,zel’ 1-— f(Z) z—1,2el 1 — IF(Z)I
ce qui donne :
: ’ 1—2z 2 .
z-llll,rzler Bf (Z)(l - f(z)> 1=0
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Autrement dit, lim, .1 ,er f'(2) = B.

1.3. PRODUIT DE BLASCHKE

Définition 1.3.1. Un produit de Blaschke fini est une fonction de la forme

B(z) = € H?Zl(%?—z—), |zj] <1 avec ¢ réel.

Remarques :

1) Pour tout j =1,...,n,onal—%z=0pour z = ;}: qui n ’appartient pas au disque unité.
7

Donc B(z) n’a pas de zéro sur 9D et B(z) est analytique dans le disque unité fermé.

2) Sur D, |B(2)] = || [T (7)) = L

[1-zjz]

3) B admet un nombre fini de zéros dans D.

Notons que le degré d’un produit de Blaschke est égal au nombre de ses zéros dans D, et
qu’un produit de Blaschke de degré zéro est une constante de module 1. Réciproquement,
toute fonction analytique pour |z| < 1, continue pour|z] < 1 et dont le module vaut 1 sur
la frontiére est un produit de Blaschke fini . En effet, f n’a pas de zéro sur le cercle |z| =1,
donc elle n’a qu’un nombre fini de zéros & l'intérieur du disque, car si elle admet un nombre
infini de zéros, alors il existe sur D un point d’accumulation de zéros de f et, par la suite, la
fonction f sera identiquement nulle, ce qui n’est pas le cas. Soit z1, ..., 2, ces n zéros comptés

avec leurs multiplicités. Considérons maintenant :

e = =1

=t
On a que G est analytique dans D, continue pour |z] < 1 et |G(e?)] = 1. En appliquant
le principe du maximum & G, il résulte que |G(z)| < 1, pour tout z € D. De méme, G
ne s’annule pas a l'intérieur du D ou sur 9D, il résulte que 5%—;) est continue pour |z| < 1.
De plus, G est analytique dans D avec un module 1 sur la frontiére, encore une fois par le
principe du maximum Tc“%‘zﬂ < 1 pour tout z dans D. Donc G admet un module maximum
et un module minimum égaux a 1 et, par la suite, elle est constante de module 1. Donc on

z2—2Z4

peut écrire F(z) = e [7_;( ); ce qui prouve bien que c’est un produit de Blaschke fini.

1-z;z
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Théoréme 1.3.1. (de Carathéodory). Soit f € S. Alors il existe une suite de produits de
Blaschke finis qui converge simplement vers f.

Preuve

Pour démontrer ce théoréme, on va procéder par induction pour construire un produit de
Blaschke de degré tout au plus égal a n, et dont les n premiers coefficients sont égaux a ceux

de f, c’est-a-dire que si f(2) = co+ 12+ ... + co_12"" ! + ¢,2™..., alors on va trouver un
B,=co+c1z+ ...+ Cp12" P+ dp2" + ..

Sin=0,ona]|f(0)] = |c| <1, on peut prendre

Z+Co

By =
T 1tz

= co+ (1 [e5|?)z + ...

Supposons que pour chaque g € B, nous avons construit B,_1(z). Alors fixons

N VIOEON

21— f(0)f(2)

et soit B,_; un produit de Blaschke de degré tout au plus égal & n — 1, tel que g — B,

g(

admet un zéro d’ordre n — 1 en z = 0 ( ceci est équivalent au fait que g et B,_; aient
les premiers (n — 1) coefficients égaux). Soit B,(z) = fﬁ%—%%—-fl(&; on peut remarquer que
14 f(0)zB,_1(2) ne s’annule pas dans le disque unité fermé, donc B,(z) est continu jusqu’a
la frontiére.

De plus, B,(z) est analytique sur le disque unité et |B,(z)| = 1 sur la frontiére; ce qui
donne que B,(z) est un produit de Blaschke. Or le fait que le nombre de zéros de B, (z) est
égal a celui de zB,_1, qui est & son tour < n, fait de B, un produit de Blaschke de degré

< n. Il nous reste & démontrer que f — B,, admet un zéro d’ordre n en z = 0. En effet, nous

29(z) + £(0) _ 2Bass(2) + £(0)

f(2) = Bp(z) = 1+ f(0)2g(2) 1+ f(0)2Bn_1(2)

(- 1JOP(e() = Bus(2)
(1+ F(0)29(=)(1 + F(0)2Bn1(2)

En regardant les deux membres de cette équation, on tire que le nombre de zéros de f — B,

est égal a celui de z(g — B,_1), donc égal & n. Ainsi on a démontré que la propriété est vraie

pour n, ce qui achéve la preuve. [
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Notons que les coefficients co,...c, des fonctions dans S ont été caractérisés par Schur
(1917). Soit 2;...z, un ensemble fini de points dans D. Pick (1916) a déterminé les wy,...wy,
pour lesquels linterpolation f(z;) = w;, 7 = 1,2, ...n admet une solution f € 5. Dans ce qui
suit, on va présenter un théoréme qui donne la condition nécessaire et suffisante pour que
Iinterpolation précédente admette une solution.

Théoréme 1.3.2. (de Pick) : L’nterpolation f(z;) = w;, j= 1,...n, a une solution f € S
si et seulement si la forme quadratique

1 —wywg, —
Qn(tl,mtn): Z — ktjtk

j=1k=1 1= 22

est semi-définie positive. De plus, si Qn > 0, alors il existe un produit de Blaschke qui résout
linterpolation et dont le degré est tout au plus égal a n.

Preuve

La preuve de ce théoréme nécessite I'induction sur n. Pour n = 1, on considére f la trans-
formation de Moebius qui est une bijection de D sur lui-méme, donc l'interpolation posséde
une solution. Supposons que n > 1 et que notre interpolation a une solution f € .S, alors on
a directement |w,| < 1 puisque f € S. Sion a |w,| = 1, alors la fonction f atteint son maxi-

mum & lintérieur du D et elle sera constante et, par la suite, w; = w, pour 1 <j<n -1

Supposons maintenant que |w,| < 1 et envoyons z, et w, a1’origine par ces transformations :
’ Zj — Zn

R =
T 1 —Zz

’ W; — Wy
w; = ———,
1 — wrw;

etcecipour 1 <j3<n—-1.

Alors, V'interpolation admet une solution f € S si et seulement si la fonction g définie

par :
g = f(lzj%z — Wn
1 - wr—zf(lﬁf?z)

est dans S et vérifie les équations g(z;) = wj, pour 1 < j < n. Remarquons que f est un
produit de Blaschke de degré n si et seulement si g est un produit de Blaschke de degré n. La

forme quadratique Q’,, qui correspond a {z}, ...z,_y, 0} et {wq, ...w},_;, 0}, est liée directement
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a la forme quadratique @,. En effet, posons :

1— 2z, 1— |2,]? .
1— 27 (1 — Znzi(1 — 2, %) Ichae
et -
1- ’LU,‘ZU;C 1- Iwn|2
1 ! = = ﬂ]ﬁk:
— W, Wy, (1 Wrw; ) (1 — w, W)
nous obtenons : .
, L —
1—-ij;€ t, = 1-’U)j’wk(ﬁjt]’)<ﬁktk)
1— z,’cz; / 1— 2z oy o

Il résulte de cette derniére équation que Q. (¢1,...t,) = Qn(%—?, ey ﬁ;‘z"') et @7, > 0 siet seule-
ment si @, > 0. Ainsi, notre probléme peut se réduire au cas ot w, = z, = 0. Maintenant
supposons que z, = 0, alors il existe f € S tel que f(0) =0 et f(z;) =w;, 1 <j<n-1
si et seulement si il existe un g(z) = f_(;) €S tel que:
gz)="2,1<j<n-1. (¥
Zj
De plus, f est un produit de Blaschke de degré d si et seulement si g est un produit de
Blaschke de degré d—1 et, par la suite, en appliquant ’hypothése d’induction, I'interpolation

(*) admet une solution si et seulement si la forme quadratique

n—1,n-—1 w e
~ PR
Qnal(sly '”Sn-—-l) = g (1 - “z‘“*z—)sjsk
j=1k=1 j <k

est positive. Enfin, la preuve du théoréme se réduit a prouver que @, > 0 < @n_l >0 avec

W, = 2z, = 0. En développant @Q,(t1,...t,), on obtient :
-1

Qultrs ) = It |2+2ReZtt Py 1;?? — R
j=Lk=1 i<k
Or le fait que
1 —wile | _ 2% = Wil _ 1- ‘Eﬁ%—)z.zk
1— 2z 1— 2z 1— 277

implique que @Qn(t1, ..., tn) = | X201 t1* + Qn-1(21t1; . Zn-1tn-1)
On tire de cette égalité le résultat suivant : si én_l > 0, alors @, > 0. Inversement, si
Q. > 0, alors il suffit de fixer ¢, = — E;:ll t; et d’appliquer ceci & I’équation précédente.

Donc on a bien démontré I’ équivalence, ce qui prouve le théoréme. [J



Chapitre 2

COURBURE DE GAUSS

Dans ce chapitre, nous allons voir la définition et les propriétés de la courbure d’une
métrique sur un domaine D. Pour ce faire, nous allons débuter par la notion de métrique d’'un
domaine, en donnant quelques exemples. Nous étudierons particuliérement celle de Poincaré.
Ensuite nous passerons a la deuxiéme section qui traitera la courbure, nous donnerons le

lemme d’Ahlfors, et nous finirons par quelques applications.

2.1. METRIQUES

Définition 2.1.1. Soit U C C un domaine. Alors on appelle métrique sur U toute fonction
p(z) >0, z € U, telle que p est continue sur U et deuz fois continuement différentiable sur
{z : p(z) > 0}. Ainsi pour z € U et £ € C, on définit la longueur de £ en z par rapport a la

métrique p comme étant :
[I€l],.= = p(2)[€]-

En général, toutes les métriques considérées sont strictement positives. Mais, on admettra
parfois qu’une métrique ait un ensemble non-vide de zéros isolés.

Exemples

1) Soit U un domaine de C. Définissons p(z) = 1 pour z € U. Alors la longueur d’un vecteur

¢ en un point z dans U est donnée par :

I€l]p.= = p(2)IE] = [€]-

On remarque que la longueur de n’importe quel vecteur est égale & son module. Pour cette

raison, cette métrique est appelée la métrique euclidienne.
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1

e Alors la longueur d’un vecteur £ € C, au point

2) Soit D le disque unité et soit p(z) =

z = %, par rapport & cette métrique est :

el = o)l = 5lé]-

Cette métrique est appelé métrique de Poincaré.
Définition 2.1.2. Soient U C C un domaine, et pune métrique sur U. Si vy : [a,b] — U
est une courbe continuement différentiable, alors on définit la longueur de la courbe v par

rapport @ p comme étant :

b b
W) = [ I Olladt = [ sl Olde

Remarquons que dans cette derniére définition, il y a beaucoup d’analogie avec la longueur
d’une courbe au sens euclidien. A partir de cette longueur, on va définir la distance entre
deux points P et Q de U. Pour cela, soit Cy(P, Q) 'ensemble des fonctions continuement
différentiables «y : [0,1] — U tel que v(0) = P et y(1) = Q. Alors notre distance sera définie
par :

dp(P, Q) = inf{l,(v) : v € Cu(P,Q) } .
A titre d’exemple, soit D le disque unité muni de la métrique de Poincaré. Soit la courbe

v(t) =1t ,0<t<1-—e. Alors la longueur de cette courbe est donnée par :

L(v) = /0 h ”’Yl(t)Hpﬂ(t)dt

Lt )l
’A T P

1—¢
1 1, 2—¢
= dt = -1 .
/0 i L

Définition 2.1.3. Soit U et V' deuz domaines de C et soit p une métrique sur V. Si f est
une fonction deuz fois continuement différentiable de U dans V dont les zéros sont isolés,

on définit le pullback de p sous l'action de f comme étant :

fur(2) = p(F()) .

Dans le cas d’ une fonction analytique, cette derniére définition sera équivalente a :

fep(2) = p(F(2))| £ (2)I.

Notons que le pullback d’une métrique sur V' induit une métrique sur U.
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Proposition 2.1.1. Soit Uy, Uy, Us trois domaines de C. Si g : Uy — Uy et f : Uy — Us
sont deuz fonctions analytiques, alors (fog)s = g.of.. De plus, si f est conforme d’un
domaine dans lui-méme, on aura que (f,)™' = (f71)..

Preuve

Soit p une métrique sur Us. Notons les éléments de U; par w, les éléments de U, par &, et

par z les éléments de Us. Alors,

(fog)s(p(w)) = p(fog(W)If (9(w))]-lg'(w)I-

D’autre part :

(ge0f)(p(w)) = [g«(fep)](w)
= fup(g(w))-1g'(w)]
= p(f(gW)If (g)llg’ (@)l

Donc nous avons
(fog)«(p(2)) = (9:0fs)(p(2))

pour n’importe quelle métrique p sur Us. Ce qui démontre que (f0g)« = g«0fs.

Si f est une application conforme, alors (fof '), = id, = id. En appliquant le résultat
précédent, on déduit que (f,)™! = (f1)..
Définition 2.1.4. Soit Uy et Uy deuz domaines de C munis des métriques p; et ps res-
pectivement. Alors toute fonction f de Uy dans Us bijective et deuz fois continuement dif-
férentiable qui vérifie f.pa(2) = p1(2) est appelée une isométrie de (Uy, p1) sur (Us, p2).
La proposition suivante met en évidence quelques propriétés de 'isométrie.
Proposition 2.1.2. Soit U; et Uy deuz domaines dans C ou Us est muni d’une métrique
po. Soit f une fonction holomorphe de Uy dans U,. Alors :
1) Si~y : [a,b] — Uy est une courbe continuement différentiable et 'on définit f,y = fo,

alors

lf*Pz (7) = lpz (f*7)

2) Si P et @ sont deuz points dans Uy, alors

d/’2(f(P)a f(Q)) < df*Pz(Pa Q)
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Si de plus f est biholomorphe, on a l’égalité.
8) Si Uy est muni d’une métrique py et f est en plus une isométrie, alors : dans 1) on a

Lot (V) = Ly (£27) 5 dans 2) on a dy, (f(P), f(Q)) = dp (P, Q) et f~ est une isométrie.

Preuve

En effet, en appliquant la définition de {,,(f.y), nous obtenons que :

() = [ Y @l gt = / GO Ol gt
En calculant la quantité a intégrer, nous aurons :
17N Olln sty =| e D Ol
1L o) OLoal 1)
— 1 Ol e

Mais,

lop(7) = / b 1Y O] 1221 = Lp (f7),
ce qui prouve la partie 1) de cette perosition.
Soit
Cu, (P, Q) = {7 : v € C'[a,b] telles que y(a) = P et v(b) = Q}.

Soit de méme
Cus(F(P), £(@)) = {1+ 1 € C'a, 8] telles que u(a) = F(P) et u(t) = f(Q)}.

Pour tout v € Cy, (P, Q), on a que foy = f,y est une courbe continuement différentiable
joignant f(P) et f(Q). Donc {foy: v € Cuy(P,Q)} C Cu,(f(P), f(Q)). Ceci nous donne

que :
inf{lpz(»“) pE CUz(f(P)vf(Q))} < inf{lp2(f*7) = lf*Pz(ﬂY) Y E CU1(P: Q)}

Ceci équivaut & d,, (f(P), f(Q)) < dys, (P, Q). Si f est biholomorphe, alors f est bijective,
et ensuite on aura que {foy: v € Cy, (P, Q)} = Cu,(f(P), f(Q)), ce qui donne I’égalité dans
ce cas.

Si f est une isométrie, alors f,p2 = p;. En écrivant 1) et 2) avec cette derniére éga-
lité, nous aurons I, () = I, (fuy) et dpz(f(P),f(Q)) = d, (P,Q). En appliquant f,”' a

fop2 = p1, nous obtenons que py = (f.) " p1 = (f7H)wp1. Ceci prouve que f~! est aussi une
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isométrie. [

Meétrique de Poincaré

On a déja défini la métrique de Poincaré sur le disque unité par p(z) = T-——?_z? L’impor-

tance de cette métrique est bien sir qu’elle induit sur le disque unité la méme topologie que
la, topologie usuelle, mais surtout qu’elle nous donne une autre version du lemme de Pick-
Schwarz, et beaucoup d’autres propriétés dont nous allons traiter dans la deuxiéme section.
Dés maintenant, on note par p la métrique de Poincaré.

Proposition 2.1.3. Soit D le disque unité muni de la métrique p. Si h : D — D est une
application conforme, alors h est une isométrie de (D, p) sur (D, p).

Preuve

On va démontrer que h,p(z) = p(z) pout tout z € D.

1) Si h est une rotation, alors h(z) = cz avec c une constante de module 1. Ainsi,

p(2) = PRI ()| = T = ().

z—a
l1-az"

2) Si h est une transformation de Moebius, alors h(z) = Ainsi, on aura :

hap(z) = p(h(2))|F ()]

z—a ., 1—|al?

ZPH—EzH—ﬂAQ
_ 1—|al?
1= |z[> = |a]* + [a]?]2]?
1
Sl 2P
= p(2).

Dans les deux cas, h est une isométrie. Si h est une application surjective conforme, alors
elle est une composition de rotations et de transformations de Moebius. Donc h est encore
une isométrie.

Proposition 2.1.4. : Soit f : D — D un fonction holomorphe. Alors

fap(2) < p(2)

En outre, siy : [0,1] — D est une courbe continuement différentiable, alors on peut exprimer

cette derniére inégalité par L,(f.y) < 1,(v). De plus, la fonction f est contractante par rapport



24

a la métrique p, c’est-a-dire que si P et () sont deux points de D, alors

d,(f(P), f(@)) < dp(P, Q).

En effet, on a :

fep(2) = p(F DI ()] = § if{ff?z‘)P =1 -—1lzl2;

ceci étant vrai par le lemme de Pick-Schwarz, ce qui prouve la premiére inégalité. Les deux

autres inégalités seront des conséquences immédiates. On remarque que ce lemme est une
autre formulation du lemme de Pick-Schwarz. Dans la proposition qui suit, on va utiliser
un résultat sans le démontrer. C’est que la distance induite par la métrique de Poincaré est

donnée par

+;1 PQ )

d,(P,Q) = %10 (—Fel

h PQ
Pour avoir une idée de la preuve, voir|3].

Proposition 2.1.5. La topologie induite par la métrique du Poincaré et la topologie usuelle
coincident sur D.
Preuve

Montrons que les deux topologies ont la méme base. Pour cela, considérons :
B(0,r) ={z:d,(0,2) <r}.

B(0,7) est un élement da la base de la topologie induite par la métrique du Poincaré. D’autre
part B(0,7) = {z: |z] < %ﬁ} qui peut étre vu comme un élement de base de la topologie
usuelle. Or une base de la topologie euclidienne (resectivement non-euclidienne) est une
réunion des disques euclidiens (respectivement non euclidiens). Donc autour de lorigine les

deux topologies coincident. Si maintenant a # 0 est un point donné du D, alors on considére

la transformation de Moebius ¢ : z — 1"‘:;2 , qui envoie l'origine en a; en tenant compte que
la métrique de Poincaré est invariante sous les transformations de Moebius qui, a leur tour,
envoient les cercles sur des cercles , on peut constater que les deux topologies coincident en

chaque point du D.

2.2. COURBURE DE GAUSS

Dans cette section, nous allons donner la définition de la courbure d’une surface et nous al-

lons lillustrer par quelques exemples. Ensuite, nous donnerons la preuve du lemme d’Ahlfors
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qui va jouer un role important dans ’estimation de la constante de Bloch dans le troisiéme
chapitre.
Définition 2.2.1. Soient U un domaine de C et o une métrique sur U. Alors la courbure
en un point z dans U est définie par :
Alogo(z
Kuo(2) = K(z) = _—Uzg-zjé(--)—.

Cette définition a bien un sens en chaque point ou o(z) s# 0, puisque o est deux fois
continuement différentiable. Ainsi la courbure associe une quantité numérique & un tel point
z de U. D’autre part, les zéros de o sont les singularités de la courbure. Notons que toute
métrique dont la courbure est < —B , B > 0 est appelée métrique hyperbolique. D’ailleurs,
celle-ci posséde beaucoup d’applications qui seront traitées plus tard.

Dans la proposition qui suit, on va démontrer que cette définition est invariante sous
Iaction des applications conformes.
Proposition 2.2.1. : Soient U; et Uy deuz domaines de C et h : Uy — U, une application

conforme. Si o est une métrique sur Us, alors
KUy hao(2) = Kuyo(R(2)), Yz € UL

Preuve
La démonstration consiste & calculer chacun des deux membres. En effet :
Aloglo(h(2))|W (2)]]
KUy hoo\R) = — ;
e N P O
_ _ Aloglo(h(2))] Allog |1/ (2)]]

[o(h()IK ()] [o(R(2)) I (2)P]

Le numérateur du second terme s’annule parce que la fonction log |h’(z)| est harmonique sur
Uy.

Pour faire les calculs du laplacien dans le premier terme, on va poser w = h(z). Ainsi nous
aurons Alogo(h(2))] = A, loglo(h(2))]|F (2)|?, ot A, = 4.2 2. 1l en résulte que :

_ Aloglo(h(2))] _ _ Aulogo(w)]|W'(2)]”
[o(h(2))IF (2)[]? (W)W (2)]]?
_ _Avloglo(w)]

o(w)?

= Kup.o(R(2)). U
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En réalité, dans la preuve précédente, le fait que la fonction soit conforme nous a garanti
que |h'(z)|] ne s’annule pas au dénominateur. Donc cette propositon reste vraie pour une

fonction holomorphe qui n’est pas nécessairement bijective ; cela veut dire qu’on a :

KULh*U(Z) = KUz,o (h(z))

en chaque point z € Uy ou W' (z) # 0 et o(h(z)) #0.
Exemples
1) Soit U un domaine de C muni de la métrique euclidienne p(z) = 1. La courbure de cette
métrique Ky ,(z) = 0.
2) Calculons la courbure de la métrique sphérique définie par o(z) = ﬁf—;}g
Keo(2) = __A_%c%c;z(_@
_ Alog[l+ |2)%]
- wee
422 (log(1 + 2%))

4
(1422

Notons que la sphére est la seule surface de Riemann dont la courbure est positive.
3) Considérons le disque unité muni de la métrique de Poincaré. Alors kp ,(z) = —4. Pour

le voir, il suffit juste de refaire des calculs semblables & ceux de I’exemple 2).

Dans le théoréme qui suit, on va donner une version du lemme du Schwarz qui a été
donnée par Ahlfors, et nous allons ensuite prouver le lemme d’Ahlfors. Mais avant de com-
mencer, on a besoin de définir la notion de métrique ultrahyperbolique sur un domaine.
Définition 2.2.2. Une métrique o définie sur un domaine G est appelée ultrahyperbolique
st elle vérifie les deuz propriétés suivantes :

1) 0(z) est semi continue supérieurement.
2) Pour tout point zo de G, tel que o(z) > 0, il existe un voisinage U de zy et une métrique
oo definie sur U tel que kyou(2) < —4, 00(20) = 0(20) et 00(2) < 0(2) Vz € U. La métrique

oo est appelée le support de o.
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Théoréme 2.2.1. Soit U un domaine muni d’une métrique o dont la courbure est inférieure
@ -4. Soit D le disque unité muni de la métrique p de Poincaré. Supposons que f : D — U

est une application holomorphe. Alors :
feo(z) < p(z) Vze D.

Preuve
Pour 0 < r < 1, définissons la métrique suivante sur le disque D(0,r) :
7
Y e
Cette derniére métrique a une courbure égale a -4. En effet, c’est la métrique de Poincaré

sur le disque D(0,7). Soit
fio(2)
v(z) = :
SRE)

La fonction v est continue et positive sur D(0,7). Or f.o est une fonction continue sur D,

donc bornée sur D(0,7). Puisque p, — oo si |z| — 7, cela entraine que v tend vers zéro.
Or v > 0, alors elle admet un module maximum de valeur M en un point 2y a l'intérieur
de D(0,7). Montrons que v < 1 sur D(0,7). Si f.o(2) = 0, on aura v = 0, et dans ce cas,
il n’y a rien & démontrer. Supposons maintenant que f.o(z) > 0. Alors ky,, est définie en
2. Ainsi on aura, par hypothése, Ky ,(20) < —4. Mais, logv admet un maximum en z. Il

résulte que :
0 > Alog(v(20))
= Alog f.0(20) — Alog pr(20)
= —K1.0(20)-(fs0(20))? + Fiog . (20)-r(20)?

> 4(f.0(20))? — 4pr(20)”.

Enfin (—%‘%%)—) < 1, ce qui prouve que M < 1.

Remarquons que le lemme de Schwarz est une conséquence immédiate de ce lemme. En
effet, soit f une fonction holomorphe de D dans lui-méme tel que f(0) = 0. Alors si on munit
le disque unité de la métrique de Poincaré p, il résulte, d’aprés la proposition précédente,
que f,p(0) < p(0), ce qui équivaut a dire que |f'(0)|p(f(0)) < p(0). Or f(0) = 0, ce qui nous
donne |f'(0)] < 1.
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Soit D(0, ) le disque de centre 0 et de rayon a. Pour A > 0, on définit la métrique

suivante sur D(0, ) :
2a
VA(a? —|2?)

En faisant le calcul, on peut obtenir facilement que la courbure de cette métrique est égale

pa(z) =

a -A. Ainsi le théoréme précédent peut se généraliser de la maniére suivante.
Théoréme 2.2.2. Soit U un domaine muni d’une métrique o dont la courbure est bornée
supérieurement par -B, ou B est une constante positive et soit D(0, ) muni de la métrique

pd. Si f: D(0,«) — U est une application holomorphe, alors

feo(2) < \/—gpf(z) Vz € D(0, a).

La preuve de ce théoréme est la méme que celle déja faite dans la proposition précédente .

Lemme 2.2.1. (Ahlfors) : Soit A une métrique ultrahyperbolique sur le disque unité. Alors
A<p.

Preuve

Supposons d’abord que A a une extension continue et positive sur dD. Posons u(z) = log A(z)
et v(z) = log p. Montrons que u(z) < v(z) pour tout z € D. Puisque lim,_.o(u(2) —v(z)) =
—00, et log \(z) — logp(z) est semi continue supérieurement, alors cette fonction atteint
son maximum en un point 2y du disque unité. Soit U un voisinage de zp. La métrique A
étant ultrahyperbolique, elle admet un support hyperbolique Ao qui vérifie Ao(20) = A(20)
et Mo(2) < A(2),z € U. Soit ug(z) = log Ao(2). Montrons que le point z, est un maximum
local pour la fonction ug(z) — v(z). En effet, pour z € U, on a u(z) — v(z) < u(z) — v(20),

car zp est un maximum global pour la fonction u(z) — v(z). Il résulte que :
up(z) — v(z) < u(z) —v(z) < ulz0) — v(20)-
Ceci prouve bien que 2o est un maximum local de uo(z) — v(z). Donc
Auop(z) — v(z))!z:zo <0, zeU.
D’autre part, on a Alog p(z) = 4p(2)?, ce qui nous donne :

Alog Mo(20) < Alog p(z0) = 4p(20)*.
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Mais )y a une courbure inférieure & -4, ceci équivaut a dire que AlogAo(z0) > 4>\0(z0)2.
Ainsi nous obtenons :

4)\0(20)2 < Alog Ao(z0) < 4p(zo)2.

De cette derniére égalité découle :
log A(z0) — log p(20) < 0.

Mais puisque 2o est un maximum sur D pour la fonction log A\(z) — log p(z), on en déduit
que log A\(2) — log p(2) < 0, ce qui est équivalent a dire que A(z) < p(z2).
Si maintenant la fonction n’est pas continue jusqu’a la frontiére, on considére la métrique

A(rz) avec 0 < r < 1. On applique le résultat précédent et on fait tendre r vers 1.

2.3. APPLICATIONS

Dans cette derniére section, nous allons donner quelques applications de la notion de
courbure. Nous allons commencer par un critére qui donne la condition pour qu’une fonction
holomorphe entre deux domaines soit constante. Aprés nous verrons le théoréme de Liouville
et le petit théoréme de Picard comme des applications immédiates.

Théoréme 2.3.1. Soit U C C un domaine muni d’une métrique o(z) dont la courbure
vérifie

Ko(z) < —B <0,
ot B est une constante positive. Alors chaque fonction holomorphe f : C — U est constante.

Preuve

Soit @ > 0. Considérons la fonction holomorphe :
f:D(0,a) > U,

avec D(0, @) muni de la métrique p2. En appliquant le théoréme 2.2.2, il résulte :

VA VA 20
fro(z) < '\/”:‘gpf = VB VA(a? — 2P

Or f est définie sur C. Donc on peut laisser tendre o vers l'infini, et par la suite,

Vz € D(0, ).

fo(z) =a(f(2)If' ()| <0 vzeC.
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Cette derniére équation nous donne o(f(z)) = 0 ou bien |f'(z)| = 0, et ce, pour tout z € C.
Vu que les zéros de o sont isolés, c’est-a-dire qu’il n’y a pas un point d’acccumulation de
zéros dans C, alors la fonction f’ va s’annuler au moins sur un ouvert de C. Par la suite, f’

sera nulle partout, ce qui nous donne que f est constante.

Corollaire 2.3.1. (Théoréme de Liouville) : Toute fonction entiére et bornée est constante.

Preuve

Soit f une fonction analytique telle que |f(z)] < M. Considérons la fonction g(z) = £&.

La fonction g est entiére et son image est dans le disque unité. Or le disque unité peut étre
muni de la métrique de Poincaré qui posséde une courbure égale a -4. Donc par le théoréme
précédent g est une fonction constante, et par suite, f le sera.

Théoréme 2.3.2. Soit U un ouvert de C tel que C\ U contienne au moins deuz points.

Alors U admet une métrique |1 avec une courbure k, telle que
ku(z) < —-B <0,

ou B est une constante positive.

Preuve

On peut supposer que les valeurs omises sont 0 et 1. En effet, si les valeurs omises sont a et
b, on peut considérer une application conforme f qui envoie U \ {a, b} sur U\ {0,1} tel que
ku.f.p(2) = Ku,(2). Ainsi, on peut construire une métrique de courbure strictement négative

sur Co; = C\ {0,1} en définissant :

O B [tz = 1y
= | [

Ainsi, la fonction p est positive et lisse sur Cy ;. Commencons par calculer la courbure de p.

Tout d’abord,
5
Alog |#I"%) = ZA(loglel?) = .

Alors,

(1 + 141/3)1/2
278

Alog[ ] = %Alog(l + |2]/%)

0
=2 z|1/6).
P log(1 + |2.2]"°)
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Aprés un calcul direct, on aura :

1 1/3\1/2 -1 1
Alog| L) =L |
|21/ 18 |2[53(1 + |2[5/%)?

Ainsi en remplacant z par z — 1, nous obtenons de méme :

_111/3y1/2 _
Alog (14 |z—1]'7°) _ _l 1 '
}2—1}5/6 18 |z—1|5/3(1+|z— 1)5/8)2

En appliquant la définition de la courbure, il s’en suit que :

B 1 Iz . 1t5/3 lz[5/3
Ky = E {:(1 + |z|1/3)3(1 + lz — 1[1/3) + (1 + [2|1/3)3(1 + lz — 1[1/3) .

Cette derniére courbure est négative pour z € Cg ;. De plus,

limk, = limk, = — et lim k, = —oo.
z-0 B z—1 # 36 2Z—00 H

Donc, on remarque que dans tous les cas, il existe une constante positive tel que x, < —B.

Notons que le petit théoréme de Picard est une conséquence immeédiate du théoréme 2.3.2.
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Chapitre 3

LE THEOREME ET LES FONCTIONS DE BLOCH

Notons d’abord que ce chapitre est le principal chapitre de ce mémoire. Nous commence-
rons par les théorémes de Bloch et de Landau; on donnera les démonstrations et quelques
applications. Ensuite, on passera a I’étude des fonctions de Bloch et leurs propriétés. Enfin,

nous terminerons avec la méthode d’ Ahlfors concernant ’estimation de la constante de Bloch.

3.1. THEOREME DE BLOCH

Définition 3.1.1. Soit f une fonction holomorphe définie sur un domaine U du plan com-
plexe et soit a € U. Alors un disque D(f(a),r) est appelé un disque univalent s’il eziste dans
U un ouvert V. contenant a, tel que la fonction f|V : V — D(f(a),r) est une bijection.
D’aprés le théoréme des applications inverses, on sait qu’un tel disque existe autour de
I'image de n’importe quel point ou la dérivée de la fonction holomorphe ne s’annule pas.
Soit f € H(D). Pour a € D, on note par r(a, f) le rayon du disque univalent le plus

large centré en f(a). C’est-a-dire que

r(a, f) = sup{r : D(f(a),r)est un disque univalent}.

Dans le cas ol f ne posséde pas un disque univalent centré en f(a), r(a, f) sera nul.

De plus, nous définissons

r(f) = B = sup{r(a, f) :a € U}.
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Définissons maintenant la constante de Bloch comme étant :
g =inf{r(f): f € HD), f(0)=1}.

Bloch a d’abord démontré que 3 est strictement positive, mais sans donner une estimation
numeérique de sa constante.

Des estimés sur 8 furent donnés par L. Ahlfors et H. Grunsky dans les années 30. Les

voici donc :
V3 <p< I'(1/3)I'(11/2)
4 =7 T r(/vV1+ V3
Notons que Ahlfors et Grunsky ont conjecturé que 3 = -I%%%E\/(%——%. En 1990, Bonk a démon-
tré que v/3/4+1071 < . En 1996, Chen et Gauthier ont démontré que v/3/4+2-107* < j.

Ainsi, le probléme concernant la valeur exacte de 3 reste toujours ouvert .

Dans ce chapitre, on va donner 'estimation faite par Ahlfors et celle donnée par Bonk.
De plus, nous allons présenter les grandes lignes de la preuve faite par Chen et Gauthier.

Dans ce qui suit, on va démontrer des théorémes de Landau et Bloch, qui sont en réalité
des théorémes d’existence, ce qui signifie que ces théorémes ne mentionnent pas le centre du
plus grand disque univalent. Mais d’abord considérons des disques univalents centrés en 0.
Théoréme 3.1.1. (de Landau). Soit f une fonction holomorphe du disque unité D dans le
disque Dpy (M > 1) tel que f(0) =0 et f'(0) =a > 0. Alors :
i) f est injective sur Dy, avec To = yrram—ss > 31
i) Vr € (0,70), f(D,) contient le disque D, avec R = Mf—(ﬁ:—f:—)z Mrry.
Preuve
Supposons pour le moment que M = 1.
i) Sia=1,0na |f(z)] <1,Vz € D et f(0) = 0. Appliquons le lemme de Schwarz & la
fonction f. Il résulte que | f(2)] < |z|. Or le fait que |f'(0)| = 1 donne f(z) = cz avec |c| = 1,
et par la suite, f/(2) = a = ¢ = 1. Enfin nous aurons f(z) = z et, dans ce cas, le théoréme
sera évident.

Supposons maintenant que 0 < « < 1. Montrons que f est injective sur D, avec

. Pour cela, soient 2; et z; deux points de D, 0 < |21] < |29 = p < 1, tels que

To = 2
07 13vi—a?
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f(z1) = f(22) = wo. Démontrons que p > ry. Pour ce faire, considérons la fonction :

f(z2) —wo 1 —Z12z1—Z32

9(z) =

C1-wWof(2) z—2z z—20

11 est facile de voir que cette fonction est holomorphe sur le disque unité. De plus,
Ty alg(2)] < 1.

Appliquons le principe du maximum a g. Il résulte que |g(z)| < 1 pour tout z € D . Etudions
le probléme selon les valeurs de wy.

a) Si wg = 0, alors on aura f(z1) = f(z2) = f(0) = 0. Ainsi on peut prendre z; = 0, et g(2)

se simplifie comme suit : g(z) = 21222 (Cette derniére nous donne |g(0)| = oS 1ce

z z—zp

qui implique que @ < |z3| = p. Par conséquent, nous obtenons que ro < a < p.

b) Si wp # 0, alors on a |g(0)] = 2= < 1, c’est-a-dire que |wo| < |2122] < p%. Soit

Z1z2

1)
R siz#0
f(0) si z=0.

La fonction h est holomorphe dans D. En appliquant le lemme de Pick-Schwarz a la fonction
h en z; et en 0, il résulte que
[7(z2) = h(O)] _ |22 =0 _
11— h(0)h(z)| ~ |1 —Z0]

|22] = p.

Ceci donne que 11}522;3(—2) 15 p. Cette derniére inégalité implique que h(22) € K(a, p).

Mais, on a déja vu dans le premier chapitre que K(«,p) peut étre vu comme un disque
euclidien de diamétre [=£, I?&PE] Le fait que h(2;) € K(a, p) ajouté au fait que |wo| < p?

nous donnent

> [_1_1_191 _ | f(22)] = |h(z)] >

TP |22
— — 2
=>p_>_1 V-« _ o _
o 1++v1-—a?

Finalement, si f(z1) = f(z2) avec 0 < |z1| < |z2| = p, alors p doit étre supérieur &

a—p
1—ap

Tg.

la, valeur 79 donnée précédement. Ainsi f sera injective sur D(0, T m) Ceci prouve la

partie i) du théoréme.
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ii) Soit 0 < r < ro. Considérons de nouveau la fonction h déja définie. Appliquons l'inégalité

de Pick-Schwarz et nous obtenons

h 0\ ]
' (Te ) Oé! < I,,,ez()[ = r
11 — ah(re?)]
Ainsi, avec un raisonnement analogue a celui présenté précédement, nous arriverons a |h(re')| >
=, et enfin
or
; oa—7T o — Ty
rel)| > =R> =TTp.
£ )l‘rl—ar _Tl—aro rro

Ceci démontre la partie ii).
Donc on a démontré i) et ii) avec la supposition que M = 1. Dans le cas ot M # 1, on
considére la fonction [(z) = f_ﬁ) et on applique les résultats de i) et de ii) 4 la fonction {. O
Du théoréme de Landau découle un théoréme trés important qu’est le théoréme de Bloch.
Ce dernier donne une estimation sur le rayon du disque univalent contenu dans I'image d’une
fonction holomorphe sur le disque unité.
Théoréme 3.1.2. (de Bloch). Soit f une fonction holomorphe sur D avec f'(0) = 1. Alors
f(D) contient un disque univalent de rayon .
Preuve

Supposons d’abord que f est holomorphe sur D. Soit 2/ € D tel que
A= (1- D) =maz(l - |2)If(2)]),z € D.

Ce maximum existe, car (1 — |z|)|f'(2)| = 0 sur dD. De plus, on a A > 1, qui est la valeur

correspondante & 0. Pour £ € D, définissons
2 1 2
9(6) = 21 + 51 = 2D8) ~ 21
Cette fonction est bien définie, car

2+ (0~ el < |21+ 50~ 1Dié
< I+ 5= 1)
<I1+0-12)

= 1.
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De plus, la fonction g vérifie

1= DI =1

| =

9(0) =0, |g'(0)| =

Essayons de majorer ¢'(£) pour appliquer le théoréme précédent. Suite au calcul de la dérivée,

nous obtenons

9(©) = 50~ 12D + (1~ 12D5))

A
I T I ¢ e ¢ el )L Dl CR R EA )L
I |2+ (1~ D] 4

Or le fait que 2/ + (1 — |2 Dg soit un élément de D nous meéne &
! / 5 ’ ! ! g
112+ A DI + - 7DD < A

Il en découle que

Ig/(g)l < 11— lzI! < 1- lzl‘ _ 1-— Izli _

B R R R B Sy R By Rk

Par suite, |g(¢)] < fog lg'(2)||dz| < 2|¢| < 2. Appliquons maintenant le théoréme de Landau,
et nous obtenons que g(D) contient un disque univalent de rayon 2/(2++/3)%. Ceci équivaut
a dire que pour £ € D, f(2' + (1 — |2/|)§) € f(D) contient un disque univalent de rayon
(—2;—%—/-—3—)5 qui est supérieur & 1/14.

Si f n’est pas holomorphe dans D, alors en considérant la fonction L(—:—Q avec 0 <r <1,
nous pouvons conclure que f(D) contient un disque univalent de rayon /(24 +/3)2. Si nous
prenons 7 = (2 + v/3)2/14 avec le résultat précédent, nous aurons que f(D) contient un

disque univalent de rayon 1/14. [

En effet, il y a plusieurs preuves du théoréme de Bloch. La preuve que nous avons

présentée précédement, qui a été faite par Landau, est probablement la plus simple. De plus,
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nous pouvons modifier la preuve ci-haut pour obtenir un rayon plus grand que 1/14. Pour

en étre convaincu, soit 2’ € D tel que
A= (1= [ZPIf ()] = maz(1 ~|2]*)|f'(2)], 2 € D.

On remarque que A > 1, le 1 étant la valeur correspondante & l'origine. Soit

olp) = 1O 1)

En calculant la dérivée de g et en majorant, nous obtenons

§(E) = f’(w(i)l)so’(é)
- (o) - MO _ @10 _lsolggl )
= lg'(ﬁ)!(l _ !§|2) - (1 - l(p(g)“z},f/(ga(g))‘ <1.

De plus

Soit 0 < 7 < 1. Pour ¢ € Dy, on a |g(&)] < [y |9'(2)|dz = [ 2zdt = $In = = M, . Soit

h(w) = g(rw). Par le théoréme de Landau, on a que h(D) contient un disque univalent de

rayon
R — M,r?
(Mr + v Mr2 - T2)2‘
Par suite, f(D) va contenir un disque de méme rayon. Si nous fixons r = 0.6, alors

R, > 0.2306 et f(D) contient un disque univalent de rayon 0.2306.

Dans ce qui suit, nous allons donner des applications directes du théoréme de Bloch.
En fait, nous verrons le théoréme de Valiron et une autre démonstration du petit théoréme
de Picard. Mais, tout d’abord, commencons avec un corollaire du théoréme de Bloch. Ce
théoréme sera utilisé dans la démonstration du théoréme de Valiron qui sera & son tour la

clé du théoréme de Picard.
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Corollaire 3.1.1. Soit R > 0 et f € H(D(0,R)). Alors f(D(0,R)) contient un disque

' R|f7(0)]
unialent de rayon =3+

Preuve

Supposons que f’(0) # 0, car sinon il n’y a rien & démontrer. Soit g : D — C une fonction

définie par g(§) = I’;ﬁ%. La fonction g est holomorphe sur D avec ¢’(0) = 1. Par le théoréme
de Bloch, nous obtenons que g(D) contient un disque de rayon ;. Mais comme f(RE) =
f'(0)Rg(&) pour |¢] < 1, on constate que f(D(0, R)) contient un disque de rayon 5111'4(_0){’ O
Corollaire 3.1.2. (Théoréme de Valiron). Soit f une fonction entiére non constante. Alors
Uimage f(C) contient des disques univalents arbitrairement grands .

Preuve

Soit a € C tel que f'(a) # 0. Par le corollaire précédent, on a
£(C) > f(D(a, R)), VR > 0.

Donc f(C) contient des disques de rayons R[—’%%“—)l qui sont arbitrairement grands. [
Avant de passer a la preuve du théoréme de Picard, nous avons besoin du lemme suivant.
Lemme 3.1.1. Soit G un domaine simplement conneze et soit f une fonction holomorphe

sur G qui omet les valeurs 0 et 1. Alors il existe une fonction holomorphe g sur G tel que
f(z) = —exp(in cosh[2g(2)]), z € G.

Preuve

Puisque f ne s’annule pas dans G, nous pouvons définir une branche logarithmique [ de
In f sur G (on sait que ceci existe par le théoréme de monodromie). Alors € = f. Soit
F(2) = (2m1)71(2). Cette fonction omet les valeurs entiéres. En effet, si nous avons F(a) = n
pour un n donné, alors f(a) = exp(2mwin) = 1, ce qui n’est pas le cas. Plus particuliérement,
F(z) ne peut prendre la valeur 1 et, par la suite, on peut définir, encore une fois en vertu

du théoréme de monodromie, une branche

H(z) = VF{z) - VFE) -1,
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et une autre branche :
g9(z) =In H(z).

11 nous reste a calculer

1
cosh(2g) +1 = —2—(629 +e )+ 1

! g —g\2
=§(e +e79)
_ (H+H—l)2
- 2
_(WF-VF=1+VF+/F=1)
2
= 2F.

Ceci implique que
f = e = exp|ni + i cosh 2g] = —explim cosh(2g)].

Corollaire 3.1.3. (Le petit théoréme de Picard). Une fonction entiére qui omet deuz valeurs
de C est constante.

Preuve

On peut supposer que f omet les valeurs 0 et 1 ( si f omet deux valeurs a et b, on rameéne
le probléme au 0 et au 1 par la fonction (f —a)(b—a)™! qui omet les valeurs 0 et 1 ). Alors
par le lemme précédent, il existe une fonction g entiére tel que f(z) = —exp(im cosh(29(z))).

La fonction g omet les valeurs
ik
:I:ln(f«x/n~1)+—2—,n2 1, k€Z.
En effet, supposons le cas contraire, alors il existe un a tel que
ikm
gla) =xIn(vn—+vn-1)+ -

Aprés un simple calcul, on trouve que imcosh(2g(a)) == iw(2n — 1)). Il en résulte que

f(a) = 1, ce qui est absurde. Donc g ne prend pas les valeurs du réseau rectangulaire dont
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la hauteur de chaque rectangle est 7 et dont la largeur est bornée car

lim [In(vn +1 - v/n) ~In(vn — V= 1) = JEEOWTZ;%

Par suite, g(C) ne contient pas de disques arbitrairement grands, par le théoréme de

)= 0.

Valiron g est constante, et il en est de méme pour f.

3.2. LES FONCTIONS ET LA CONSTANTE DE BLOCH

Dans cette section, nous allons étudier le concept de fonctions de Bloch. Pour ce faire,
nous les définirons et donnerons quelques exemples. Aprés, nous allons démontrer I'équiva-
lence entre la constante de Bloch de la classe des fonctions holomorphes sur D et celle sur D.
Enfin, on terminera la section en donnant ’estimation de Bonk sur la constante de Bloch.

Définition 3.2.1. Soit f € H(D). Alors la semi-norme de Bloch sera définie par

1118 = supaa{(1 — |2/ (2)] - 2] < 1}

Définition 3.2.2. Une fonction est dite une fonction de Bloch si ||f]|p < oo.
Soit B = {f : f est une fonction de Bloch sur D}. Notons que B, muni de la norme

£l = |1flls + | f(0)], est un espace de Banach .

Exemples
1) La fonction définie par
1 1+=2
= = log(—=
f(2) 20(1~—z)726D
est une fonction de Bloch. En effet,
(32 2

Ceci implique que

(1= P = (@ = B < T = 1

Finalement ,

1fllp = supen(1 — [2*)|f'(2)] < 1.
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Ceci prouve bien que f est une fonction de Bloch. Remarquons que le fait qu'une fonction
soit de Bloch n’implique pas nécessairement qu’elle soit bornée (la fonction précédente est
un exemple).

2) Soit « > 0 alors la fonction définie par

14+ 2o
1-—2)

f(z) =(

n’est pas une fonction de Bloch, puisque

1115 = supeenl ~ 22 = supscpta s 1 o)
- a(l +a)et 712
> li r—1 (1 — :l?)a+1 (1 l t )

Avant de démontrer que la constante de Bloch est la méme pour les fonctions holomorphes
sur D et celles sur D, on va présenter les deux lemmes suivants :
Lemme 3.2.1. Soit ¢ : D — D. Alors r(fod) < r(f).
Preuve
Soit D(fo¢(z),r) un disque univalent de f(D), et soit G un voisinage de z dans D tel que
fog : G — D(fop(z),r) est une fonction biholomorphe. Alors la fonction ¢ : G — D est
injective (sinon fog¢ ne le serait pas) et donc biholomorphe. Ceci nous donne que la fonction
f: ¢(G) — D(fog(z),r) est biholomorphe, et donc chaque disque univalent de fo¢ est un
disque univalent de f. Nous concluons que r(fo¢) < r(f).
Lemme 3.2.2. Soit f une fonction holomorphe sur D, et soit ¢,, une suite de fonctions de
D dans D qui convergent vers la fonction identité. Alors nous aurons : Brop, — By-
La preuve de ce lemme se base sur la semi continuité du rayon de Bloch. Un sujet que nous
ne voulons pas traiter dans ce mémoire. Pour cela, nous allons ’admettre sans démonstration

voir[4] .
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Proposition 3.2.1. : La constante de Bloch est la méme pour la classe des fonctions holo-

morphes définies sur D ou bien sur D, c’est-a-dire :
B=inf{B;: f € HD),|f(0)| =1} =inf{f;: f € HD),|f(0)] =1} = 5.

Preuve

Comme Pespace H(D) est un sous-ensemble de I'espace H(D), on obtient B> f3. Pour dé-
montrer autre inégalité, il suffit de trouver une fonction g dans H(D) avec ¢'(0) = 1, qui
vérifie B, < B;+e, et ceci pour tout € > 0 avec f € H(D). Pour cela, définissons une fonction
gr(2) = ﬁ:—z), avec 0 < r < 1. Cette fonction est holomorphe sur D. De plus, g.(0) = 1, donc
Be, = ﬁrﬁ Faisons tendre r vers 1, et nous aurons éfl — [ donc B, < Bf+¢, siT est prés

de 1. En passant & I'infimum des deux c6tés, on aura g<p. O

Soit By = {f € B : f(0) = 0,f(0) = 1,||f||lz = 1}. Cette classe de fonctions est
appelée la classe de fonctions de Bloch normalisées. Montrons maintenant que la constante
de Bloch est la méme pour la classe Bj.

Théoréme 3.2.1. 8 =inf{r(f): f € Bi}.

Preuve

Soit f une fonction dans H(D) avec f'(0) = 1. Alors la quantité (1 — |z|?)|f’(z)| admet un
maximum en un point 2, a l'intérieur de D. Supposons que cette valeur maximale C' est
supérieure & 1. Donc zg # 0. Soit ¢(2) = FZ% et g(z) = &(fo9)(z),z € D. En utilisant la

relation
(1~ 12PI(fod) (2)] = (1 = BP)F (@)
nous tirons
(1~ 1=Plg(2) = 50~ BRI @)

Il en résulte que g € B;. Or on sait que r(g) = r(fo¢) < r(f), ce qui implique

inf{r(g): g € Bi} < inf{r(f): f € H(D), f(0) = 1}.
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L’autre inégalité découle du fait que B; est un sous-ensemble de H(D). [

Dans cette section, nous voulons donner quelques propriétés qui caractérisent les fonc-
tions de B; et desquelles nous pouvons obtenir une estimation inférieure de la constante de
Bloch. Pour cela, on va proposer un lemme qui donne une estimation sur les coefficients des
séries de Taylor pour les fonctions de Bloch. Les estimations qui seront données sont dues a
Bonk.

Lemme 3.2.3. Soit F € B avec F'(2) =1+ Y o0 an2" et ||F||p < 1. Alors,

a1 =0, Jag] <1, |ag| <5 etz lan||2"] < 10|2]* pour |z| < 1/10.

n=4

Preuve

Montrons d’abord que a; = 0. En effet, ||F||p < 1 entraine que
F()P <(-—)’, z€D
a——— 1 . Iz2‘ ] .

En effectuant le développement de Taylor des deux membres de ’inégalité précédente, nous

obtenons que
14+ a1z+ a2 + P < L+ |22+ |2t + )%

Posons z =re?, 0 < r < 1, § € R. Le développement de la derniére inégalité nous méne 3

1+ 2Re(aire®) + (termes en r d’ordre > 2 ) <1+ 2r% 4 (termes en r d’ordre > 2).

v N~

Divisons par r les deux membres et faisons tendre r vers zéro. Il en résulte :
lir%ZRe(alew) <0, V8 eR.
i e d

Ceci nous donne 2Re(a1e) = 0. Si on écrit a; = pe'®, alors 2Re(pe*?e®) = 0. Fixons § = —¢;
il en résulte que p = 0 et, par la suite, a; = 0.
En suivant les mémes étapes que précédement, on arrive & Re(aze*?) <1, V8 € R. Si on

écrit ay = |agle'®, et on fixe § = —2, on tire que ay| < 1.
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Démontrons maintenant que |as| < 5. Pour cela, soit 0 < r < 1. Alors,

1 2m )
5 | 1P enrs = 1+ laofr? + oo .
0

oo
=1+ Z }anlzr%
2

1
1—172

< ).

Ceci nous méne, pour n > 3, a

V2 2
= la,| < - n > 3.

—_ ’)"n~1<1 _ 7"2)) -

Pour n=3 et r = 1/3/5, on aura immédiatement |as| < 5.

Pour n > 4, soit r = ;—‘—jri Considérons maintenant le fait suivant :
ntlimone 2 -
TN = (1 2 n=1D/2 < e.
=7 +7=7) =¢

Cette équation étant vraie, car la fonction (1 + 1/z)* est croissante sur lintervalle [2, co
2

et tend vers e lorsque z tend vers U'infini. Ceci nous donne :

lan|§n+1(n+1)(n“l)/z /n+3£\/fen+l‘
2 ‘n-1 n + 5 2
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Si |z] < 1/10, alors

- o= [T+l
Sl < 3y T
4 4

5 |7 n+1
=3\5 25 M
5 T At 4 s

2 562 5 I

5 |7 -
< 5\/}4213;7112;"
_5 T 2!

S 2V s (1)

5 [T 10
< 2.0 N2,
<2 [Ty
< 10|z|*

Notons que la valeur 1 est la meilleure borne supérieure de |as|. En effet, cette borne
supérieure est un maximum, et pour en étre convaincu, considérons la fonction §In =%, qui
est bien une fonction de Bloch avec |ag| = 1.

La borne supérieure de |a3| a eté améliorée par Chen et Gauthier en 1996. Ces derniers
ont démontré que |az| < 4.2 (voir[6]), mais le probléme de la meilleure borne reste encore
ouvert.

Lemme 3.2.4. Soit F € B avec F'(0) = 1. Soit ¢o = 2arcsin(1/20) et |z| <1/1000. Alors
pour ¢ € [, 7|\ [~do, o], on a

< 1 —/3|2]
ENCERVAVEED

1 .
—éRe[F’(z) + F'(e'2)] + %IZ!B.

Preuve

On sait que la série de Taylor de la fonction F’ est donnée par

F'(z)=1+ Zanz".
n=2
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Soit |z| < 35 et ¢ € [—m,7]. Considérons :

1 (5 /(i )] — 1— /37| :E - n Ooaemqszn Oon2—1zn__
FRElF (&) + F(e%2)) ~ g s 2Re[1+;an +1+Z; " ]+<; 7D
1 & . 2 n?-1
= Re|- a4, 2" + a,e™?2")] + —|z"
> %&%(1 T %(1 Y002 |2 + %‘@W
1 S in n
+§Re[2an(1+e ?)2"].

4

Minorons chaque terme de 'inégalité précédente. Puisque |as| < 1,

1 . 1 o :
Re[§(1 + %%)ay2?) = §Re[e'¢’(e’¢’ + e7)ay2?
1, .. . y
> ~3 e (" + e7'?)ay2?|
et

= ——I-—;——Q cos(¢)aq2’|

> —| cos(¢)2”|-
De méme, puisque |as] < 5,

1 ; 1 , . .
Re[—z-(l + €%%)az2%] = §Re[63’¢/2(e‘3’¢/2 + e¥%/2)q32°]
1 .
= 5R6[63’¢/2a32 cos(3¢/2)2"]
> —|e%%/2a32 cos(3¢/2) 27|

> —5|cos(3¢/2)||[>.
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Continuons par le méme principe :

o)

1 1 —
éRe[Z(an(l + €M)z > — 52 an(1 4 e™)2"
4 4
1 o0
> ——2—2 (1 + e™)]]2|"

— " Jaall2l® > —10}2]*

Nous arrivons finalement & :
1 — /32|
(1—/1/3]2])* —

Prouvons maintenant que le membre de droite de l'inégalité précédente est supérieur a

%Re[F'(Z)+F'(ei¢Z)] > (1—[cos ¢])|2| +(8§—5|008(3¢/2)|)1213 101[*. (+)

5|2]?, et ceci pour toutes les valeurs de ¢ dans 1 "intervalle
[—7, 7]\ [=¢o, ¢o] = [—7, =7 + o] U [ — ¢po, 7] U [=7 + B0, — o] U [0, ™ — ¢ho].

1) Si ¢ € [~7,—7 + ¢o] ou [x — ¢o, ), alors posons o = (¢ + 7)/2 ou o = (7 — ¢)/2

respectivement. Il en résulte que « € [0, ¢po/2], et par suite :

(8—? — 5| cos(3¢/2)|)|2]> — 10)2|* = (8—? — 5sin(3a))|2]® — 10|z]*

V3

> (8—9— — 15sin(a))|2z* — 10]z]*
> (%2 = )1t - 101
> le|3 —10|z|*.

Notons que nous avons utilisé sin(3a) < 3sin(a), a € [0, arcsin 1/20] dans la derniére étape.

Si maintenant |z| < 1/1000, on aura :
3 1
212~ 10]2f* 2 3Jaf"
Ceci prouve le lemme dans ce cas.
2) Si ¢ € [~7 + ¢o, —do] U [0, ™ — ¢o), alors une borne inférieure de (*) sera :

(1 — cos ¢o)|2|* — 4]z]> — 10]z]* > ]z|2 4)z* — 10]2)%

— 200
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Si |z| <1/1000, alors :

1 2 3 4 1 3
i — — > Zzl3.
S lal? = 4l2f° = 10[ef 2 Sz

Donc dans les deux cas, on a démontré que :
1— /32| > 1|z|3.
(1—/1/3]z])* — 2

-;-Re[F'(z) + P (e42)] —

Ceci prouve le lemme.
Théoréme 3.2.2. : Soit f € By. Alors,

1—+/3|2

(1-By

Ref'(z) > |z] < (3.2.1)

s

Preuve

Supposons que ce théoréme est vrai pour z € [0,1/+/3], c’est-a-dire que

1 -3z

(-

Considérons maintenant la fonction G(z) = e~ f(2¢*). Il est facile de voir que G € Bj. Donc

d’aprés notre supposition G vérifie que ReG'(r) > i"—%ﬁ%, c’est-a-dire que Ref’(re'?) >
s

(11_@;1 , 7 € [0,1/4/3]. Ainsi, le théoréme sera vrai pour |z| < 1/ v/3. Donc il nous reste a
V3

démontrer que le théoréme est vrai pour z € [0,1/+/3]. Pour cela, considérons maintenant

Ref'(z) > z€0,1/V3].

les fonctions

11-w

w)=— ,

9(w) 31=2

et
9 w
h(w) = =w(l — =)

(w) = w1~ %)

Alors, on peut vérifier facilement que g(1) = 0, h(1) = 1, A/(1) = 0. De plus, pour |w| =1,

on a

(@)1 = |gW)I*) = 5 [301 —w/3)(1 - @/3) — (1 - w)(1 - D)

3(1 —w/3 ~T/3+ |w|?/9) — 1 — |w|* + w + T

= o A

Il
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Considérons la fonction

Sl v
Thw) e

La fonction q(w) est bien définie sur le disque unité, car pour w € D, on a que |g(w)| < 1.

we D.

De plus, elle est holomorphe sur D. En effet, la fonction g(w) peut sécrire comme :

_ 4 fgw)) — A(w)
1) = S i —wy

Il est évident que le point 0 est une singularité artificielle. De plus, en remarquant que
f'(g(1)) = h(1) =0 et que f"(g(1))g’'(1) = A'(1) =0 (car f”(0) = 0), on déduit que le point
1 est un zéro double de f'(g(w)) — h(w). Ceci nous donnne que le point 1 est encore une
singularité artificielle. Ensuite, ¢ sera holomorphe sur D.

Puisque f est une fonction de Bloch, et |g(w)| < 1, w € D, il en résulte que

(g1 - lgw)]?) < 1.

Cette derniére inégalité équivaut a

f'(g(w)) 1
< =1, lw| =1
Thw) = @ Te@m e
De plus, pour w € 0D \ {1}, on a que Re[g5] = 2(111%2:’);11) <0, et Imzy; = 0. Ces

deux faits impliquent que Re(q(w)) > 0 pour w € 9D \ {1}. Or Re(q(w)) est une fonction
harmonique, et la fonction ¢ a une singularité artificielle en w = 1. En appliquant le principe

du minimum pour les fonctions harmoniques, on obtiendra :
Re(q(w)) 20, |Jw| < 1.
En particulier, pour 0 < w < 1, on aura :

Ref! ff(fj)’” > 1= Relf'(9())] = hw)

S

. Si w croit de 0 & 1, z décroit de 1/+/3 4 0. Ceci

Fixons z = g(w), autrement dit w =

wxs
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implique que z reste dans Uintervalle [0, ~\}§] En utilisant le fait que Re[f'(g(w))] > h(w), on

tire finalement que pour z € [0, %},

Ry 2 (Dl - (g I

(—\/—Z+1) z 2
(5~ 1 -5/ 1]

T4 (1-Z)
_ 1—\/—z
(1*ﬁ)

Ceci prouve le théoréme.

Lemme 3.2.5. Soit U un domaine conveze, et f wune fonction holomorphe sur U avec
Ref'(z) > 0. Alors f est injective sur U.

Preuve

Soit z; et 2y deux points différents de U. Montrons que f(z;) et f(z2) sont différents. Soit
s le segment joignant z; et z, autrement dit s = {£ : & = (1 —t)z; + t25;0 < t < 1}. Alors

en intégrant f’ sur s, on obtient
1
[ 1= [ 1=+ tal(ea - 2)a
s 0

= f(ZQ) - f(Zl) = (Zg — Zl)/ f’[(l - t)Zl + tZQ]dt

=>f~(.(;i—__z_lz_1 / FII(1 =)z + tag)dt
= Re(M f [(1—1t)z; +tzo)dt) = /1 Re(f'[(1 — t)z1 + tzo])dt > 0.
(22 — 21) 0

Donc f(z1) # f(z2), ce qui prouve que f est injective.

Corollaire 3.2.1. > \@/4

Preuve

Il suffit de prouver que r(f) > v/3/4 pour tout f € B;. En effet, on va démontrer que
r(0,f) > +/3/4. Si f € By, alors, par le théoréme précédent, on a Ref’(z) > 0 pour
|z| < 1/+/3. Il en résulte que f est injective sur le disque D, /v3- Ceci nous donne que f est

biholomorphe du disque D, s dans un domaine U simplement connexe contenant 1’origine.
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De plus, la frontiére de U est I'image par f du cercle |2| = 1/4/3. Considérons un point

frontiere de U. Alors on peut I'écrire sous la forme w = f(-ze*) avec 0 € [0, 27]. Calculons :

A

lf(—\;—ge“’)l =1 [ Floe)ap
> /0 " Ref'(p)dp
> 7 ————1 ~ V3 dp
- (1- \/—p)s

&o

4

On peut conclure que le disque D s/, est contenu dans f(D). On en déduit finalement que

r(0,f)>+V3/4. O

Corollaire 3.2.2. 3> /3/4+ 10714
En effet, il suffit de prouver que si F est une fonction de Bloch avec F’'(0) = 1, alors F'
couvre d’une facon univalente un disque de rayon v/3/4 4+ 10~!%. Deux cas sont possibles.
Si minge(_r 4z Rele™F(J5e)] > v/3/4 + 107", on suit un raisonnement analogue &
celui utilisé dans le corollaire précédent, et le résultat est prouvé.
Supposons maintenant que ce minimum est inférieur a v/3/4 + 1072, Sans perte de

généralité, supposons qu'il est atteint en ¢ = 0, c’est-a-dire que

ReF( )<\/~ 3/4+ 5 10‘12 (%)

%l
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Soit ¢y = 2arcsin(1/20). En utilisant le lemme (3.2.4) pour ¢ € [—m,+7] \ [—¢o, o), il

résulte que

1Re{F(

Lo 1/v3 .
SRF(2) 4 e P = SRl [ (1) + F(er))ar]

V3 V3
= / iRe[F'(T)—{»F'(e“ﬁr)]dr
0
1/v3

1/1000 ¢ . 1 _
= / ~Re[F'(r) + F'(e*r)]dr + / —Re[F'(r) + F'(&r)]dr
0 2 1/1000 2

1/1000 1/1000 1/V3 ‘
> [T e [T 1=Vl [ rr ) + Pt
0 2 0 (1- 1- Ly )3 1/1000 2

1/1000 ¢ 1/1000 1 _ 1/v3 1—
>/ —rsdr-{—/ f{z] r+/ \/—[Zl
0 0

B 2 (1- lj’-) 1/1000 (1 — lf')
1
=3/4+ L )
De (*) et (**), on tire que :

Rele ™ F(e' )] >V3/4+ ~——10“12

V3

Posons zp = ~—3~ et o 1= v/3/4 + 13 10712, On devrait avoir :

{zeC:lz—2|<r—0}NF{zeC:|z| = /1/3}) = 0.

En effet, deux cas sont possibles :

1) Si ¢ € [—m, 7]\ [—o, ¢o), alors,
|F(\/1/3) = 20| = [T F(1/1/3€%) — 72|
> Rele™®F(1/1/3€)] — |0

>\/‘/4+ 10‘12 J

~12
5210

= T0-

2) Si ¢ € [—¢o, o), alors d’aprés le lemme précédent, nous aurons Rele ™" F(e* )] > \/3/4,



53

et par suite

F(V1/36%) = 20| = [e 7 F(/1/3¢) — e
= Re[e‘i"’F (V1/3€)] ~ |20

> \/_/4+ 10 2cose

5

— 10712
52

>f/4+ 10‘12

= Tg.

Donc dans tous les cas, F' couvre le disque de rayon ro = v/3/4 + $5107'? d’une facon

univalente. Ceci veut dire que Br > v/3/4 + 510712,

Rappelons que Chen et Gauthier ont démontré que la valeur de la constante 3 est supé-
rieure & V3 /4+2-107%. Dans ce qui suit, nous allons présenter, sans démontrer, les lemmes

utilisés dans la preuve.

Soit f(z) = 1+a12+asz®+..., une fonction holomorphe sur D avec la propriété suivante :

fO) =1, [f(2)I(1 12" <1, z€D.

Alors avec ces derniéres hypothéses, nous aurons les lemmes suivants :
Lemme 3.2.6. a; = 0, |ag| < 1, |as| < 4.2.

Lemme 3.2.7. Si a;, ay, as... sont tous réels, alors :

1—+/3z 1

<z<

f(m)z(].— )70_ _7—§1

1/V3
/ f(z)dz > ? +0-0109(1 + ay)*2.
0

Lemme 3.2.8. 57 a1, aq, as... sont tous réels, alors pour 0 <r < 1, nous avons :

1~ﬁ1ﬁ+p(R—1)x + 15 Rz’ — Rzt

flrz) > T
1— 1L +p(R- 1~1)x2+~ﬂ;R 173 — - igh

avec 0 <z <1, et
1—1r2 r(1 —1?) 1

a = .03, R= }
92 g 22 1—1r2

p:



Lemme 3.2.9. Si ay, ay, as... sont tous réels, alors :

. 2, 3¢,3 a4
i ___2/3$>2 1 1q+m—{;22?2$ —I—HPJCS 31354.
1= g5 +302° + 5552 — 52

Lemme 3.2.10. Soit
1— %+ 2pz? + 3L g3 — 354

( ) 1— 15 +2/3ps® + 35552 — 1/32*

avec 0 < x < 1/V/2,|p| < 1/4,]q] <0-86. Alors

V2/4 ag
/ —6—q(p, —1/4,q)dz < 0-0096, pour g <O0.
0

Lemme 3.2.11. Si ay, a0, as... sont tous réels et ag > 0, alors

1/v3
/ f(z)dz > v/3/4 + 0.005.
0

Lemme 3.2.12. Si ay, as,a3... sont tous réels et ag <0, alors
1/v3
/ f(z)dz > V/3/440-0016a3 + 0 - 0012.
0

Théoréme 3.2.3. > +/3/4+2-107%

Pour la preuve de ces lemmes, voir[6].

3.3. METHODE D’AHLFORS

o4

Dans ce qui suit, on va présenter la preuve d’Ahlfors qui est complétement différente de

la preuve présentée ci-haut. Cette méthode se base sur les propriétés des métriques ultrahy-

perboliques utilisées dans le chapitre deux.

Pour cela, soit f une fonction holomorphe sur le disque unité tel que |f'(0)] = 1 et soit
w = f(2). Notons r,, = r(z, f) le rayon du plus grand disque univalent, centré en w, contenu

dans la surface de Riemann de f. Alors avec ces hypotheéses, on a le théoréme suivant.

Théoréme 3.3.1. § > v/3/4.

Pour démontrer ce théoréme, on a besoin du lemme suivant.
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Lemme 3.3.1. Soit f une fonction injective sur un domaine G. Soit D(f(2'),r) un disque
univalent dans f(G), tel que f applique un domaine G' C G, 2’ € G’ sur D(f(2'),r) d’une
fagon univalente. Alors il existe un point ' € OD(f(2'),r) tel que o N w) — 0G quand w
tend vers ' pour w € D(f(2'),r) avec for représentant la restriction de f sur G'.
Preuve

On peut supposer que [y < oo. Définissons la fonction suivante sur la surface de Riemann

Wf de f :
~ A
SENCORE VIR

avec A une constante qui dépasse (3 172 On remarque que cette fonction n’est pas définie
f

(3.3.1)

pour les points ou 7, = 0. Par contre le pullback de f induit sur D la métrique définie par :

N () = )]
w(z) = plf (2)]11(2)] (ro)/2[A2 — 7]

Ce qu’on vise & faire, c’est de démontrer que p est ultrahyperbolique pour un choix conve-
nable de A. Nous verrons que les points ot r,, = 0 ne sont que des discontinuités apparentes.

Si zp est un point du disque ayant la propriété suivante :

f(z) = f(z0) + ch(z — 20)", e #0,m > 1;

k=n
alors dans un voisinage de 2o, on aura r, = |f(z) — f(z20)| et par suite,
Alne,(z — 20)" 1 + ...
/.L(Z) = n 1/2( A2 n
lea(z — 20)™ + . |V2(A% — |ea(z — 20)" + ...])
Alne, + ...
len + . |V2(A2 — |cp(z — 20)™ 1 + ..])

— [Z _ ZO{n/Z—»l

Si maintenant n > 2, alors 1 est continue au voisinage de zo. De plus, u(20) = 0, ce qui
veut dire que i n’a pas besoin de support en zp.
Si n = 2, alors la métrique

B Al2¢y(z — 29) + .-
P E ) R TV Y e e

est aussi continue en zp. De plus, elle est réguliére en z,. On remarque que Alog u = 2. En

effet, en effectuant le changement de variable t = A~'[f(z) — f(20)]"/?, nous aurons que, prés
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de zg, i est le pullback de i—:Qm—g, qui est bien une métrique dont la courbure est égale a -1.

11 nous reste & trouver un support pour notre métrique en chaque point wo = f(zp) dans
le cas ou |f'(20)] # 0. Pour cela, notons par A'(wp) = {w € Wy : |w — wo| < 7wy} et par
D(z) son image inverse par f. D’aprés le lemme(3.3.1), la frontiére de D(z) va contenir
des points a € D tel que f'(a) = 0, ou bien d’autres points qui sont en commun avec le

cercle unité .

Si la frontiére de D(zp) passe & travers un point donné a ou la dérivée s’annule , alors
nous obtenons que 7, est continu sur Wy ; et pour w; dans un voisinage de wp, nous aurons,
en posant f(a) =b que 7, < |w; — b

Dans le second cas ou la frontiére rencontre le cercle unité en un point a, f ne sera pas
définie en a, mais on va supposer qu’on peut la prolonger d’une fagon continue sur le disque
unité fermé. Ainsi, le point b = f(a) sera un point frontiére de Wy.

Soit z; € D(z) avec wy = f(z1) € A'(wp). Alors, on a que 7, < |w; — b|. En effet,
soit ¢ le segment joignant w; et b. Si r,, > |w; — b|, alors le point b € A’(w,). Par suite,
[w1,b] € A'(w), mais [w1,b) € A’(wp); il en résulte que [wq,b) € A’(w;) N A'(wp). En appli-
quant f~! aux deux membres, on aura que f~![w;, b) € D(z9)ND(z1). Utilisons la continuité
de f en a, nous aurons que a € D(z;), ce qui est absurde. Donc on a que r,, < |w; — b).

Définissons maintenant la métrique :

B Alf'(2)]
Ho(2) = Ty B[ AR = [ () =B

En comparant maintenant les deux métriques p(z) et u(zp) pour un z prés de zg, il résulte
que :

a) po(20) = p(20), et ceci vient du fait que |f(20) — b = rw,.

b) wo(z) < p(z) dés que la fonction t1/2(A2 —t) croit au voisinage de 7,,. En calculant la
dérivée de cette derniére fonction, on remarque qu’elle change de signe en t = A?/3.

c¢) En effectuant le méme changement de variable que celui fait pour yu, on trouve que la

courbure de p est égale a -1.
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De a), b) et c), on tire que la métrique u(2) est ultrahyperbolique pour A*/3 > §;. Finale-

ment en appliquant le lemme d’Ahlfors en z = 0, il résulte que
A A 2
1/2 S 172( A2 = 2
B 2(A2 — By) T ) /A (A2 = 140) T 1= 10]

Faisons tendre A vers (33;)/? dans la derniére inégalité. On obtiendra que 8y > /3/4.

La valeur exacte de la constante de Bloch, qui demeure encore inconnue pour les fonctions
holomorphes dans le plan complexe, a été trouvée pour les fonctions méromorphes dans le
plan complexe. Bonk et Eremenko ont démontré en 2000 (voir[10]) que toute fonction méro-
morphe non-constante f : C — C couvre dans son image un disque univalent (un morceau

de la sphére) dont le rayon égal G arctan/8 ~ 70°30).

Par contre, le théoréme de Bloch n’est pas valable dans les dimensions supérieures.
Comme contre-exemple, considérons la famille de fonctions f) : C* — C? définie par
fa(z1,22) = (Az1, 2), A € R. La fonction f) est holomorphe dans C?, avec un jacobien égal
4 1, mais on remarque que si A augmente infiniment, I'image de cette fonction ne peut pas
contenir aucune boule univalente. Le probléme ici consiste & trouver une nouvelle définition

de la constante de Bloch dans les dimensions supérieures.
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CONCLUSION

Le but principal de ce mémoire était d’illustrer des applications du lemme de Schwarz, en
particulier de donner une estimation de la constante de Bloch. Eh bien, le but a été atteint
4 certains niveaux. D’une part, les théorémes de Julia, de Carathéodory et de Pick sont des
exemples d’applications du lemme de Schwarz. D’autre part, les théorémes de Landau et de
Bloch ont été démontrés, ainsi que leurs applications. Notons que nous avons démontré les
estimations de Bonk et d’Ahlfors, et présenté celle de Chen et Gauthier.

Cependant, la valeur exacte de cette constante, qui est maintenant connue pour les fonc-
tions méromorphes sur le plan complexe, demeure encore un probléme ouvert dans le cas des

fonctions holomorphes sur le disque unité.
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