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RÉSUMÉ

La théorie des tourbillons ponctuels dans un fluide parfait de dimension 2

est traitée comme un système hamiltonien. Le formalisme de cette théorie sera

présenté en détail pour le plan, la sphère et le cylindre. On décrit également les

equations du mouvement de N tourbillons, ainsi que les quantités conservées lors

du mouvement. L'interaction de N tourbillons sur ces surfaces a déjà fait l'objet

de recherches. Je présente un bon nombre des solutions périodiques, équilibres

relatifs et orbites périodiques relatives connus sur le plan et la sphère.

Sur des surfaces autres que le plan, la théorie des tourbillons est moins dé-

veloppée. Pour la sphère et le cylindre, j'ai conçu un simulateur permettant de

calculer numériquement et de visualiser les solutions des équations différentielles.

Cet outil a entre autres permis de visualiser les nouvelles solutions périodiques

découvertes par Tokieda [TOI] et de décrire une généralisation de ces solutions

en utilisant la symétrie des polyèdres réguliers.

Mots clés

Systèmes hamiltoniens, tourbillons, hydrodynamique, solutions périodiques.
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ABSTRACT

The theory of point vortices in a two-dimentional ideal fluid is studied as a

hamiltonien system. Details are given for several surfaces : the plane, the sphere

and the cylinder. First integrals are also presented. Motion of N vortices on those

surfaces has already been studied. I present many classes of periodic motions,

relative equilibria and relative periodic motions known on the plane and on the

sphere.

On surfaces other than the plane, the theory is less developed. For the sphere

and the cylinder, I developed a simulator that computes and displays numerical

solutions. This programme allows us to to visualise the new periodic solutions

called "Dancing vortices" discovered by Tokieda [TOI] and to describe a genera-

lisation of these solutions using the symmetry of regular polyhedra.

Keyword

Hamiltonian system, vortex, hydrodynamic, periodic motion.
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INTRODUCTION

0

Dans la nature, on retrouve plusieurs exemples de tourbillons, mouvements

en spirale des particules d'un fluide. La vitesse des particules constituant un

tourbillon dans un fluide de dimension 3 est modélisée par une distribution du

rotationnel (ou vorticité) inversement proportionnelle à la distance du centre du

tourbillon. Lorsque plusieurs tourbillons se trouvent à proximité, le mouvement

des particules est représenté par la solution d'un système d'équations aux dérivées

partielles très complexe régi par les équations de Navier-Stokes.

Au cours du 19e siècle, un modèle simplifié a été développé [H] : les tourbillons

ponctuels dans un fluide parfait de dimension 2. Un tourbillon ponctuel est une

sorte de distribution '5' de vorticité obtenue à la limite quand on rétrécit une zone

de vorticité dans un fluide tout en gardant fixe la vorticité totale de cette zone.

Afin de simplifier davantage le système, les tourbillons ponctuels sont étudiés

dans un fluide parfait, c'est à dire non visqueux et incompressible, modélisé par

l'équation d'Euler d'hydrodynamique. Un tourbillon ponctuel ne possède donc

que deux caractérisques : sa position sur la surface et sa vorticité.

Lorsqu'on place plusieurs tourbillons ponctuels sur une surface, chaque tour-

billon influence la vitesse des autres tourbillons proportionnellement à sa vorticité

F et inversement proportionnellement à la distance (figure 0.0.1 (a)). Par exemple,

deux tourbillons de vorticités l et -l se déplacent de façon parallèle sur le plan

(figure 0.0.1 (b)). Ce système dynamique est hamiltonien [Kir76 et constitue

une approximation en dimension finie de l'équation d'Euler. Au chapitre l, le for-

malisme hamiltonien du modèle est exposé pour le plan, la sphère et, le cylindre.

Grâce au modèle des tourbillons ponctuels, le mouvement de N tourbillons

est réduit à la solution d'un système d'équations différentielles ordinaires qui
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FIG. 0.0.1. (a) Effet d'un tourbillon de vorticité ri sur un autre

tourbillon du système ; (b) Tourbillons de vorticités opposées sur le

plan se déplacent parallèlement

0

sont beaucoup plus faciles à traiter que des équations aux dérivées partielles de

Navier-Stokes. Par exemple, le mouvement de deux tourbillons sur le plan est

parfaitement connu (voir section 2.2). Il en est de même pour trois tourbillons.

Pour N > 3, le système d'équations difïérentielles qui régit le mouvement de N

tourbillons n'est plus intégrable. Ainsi, la description des familles de solutions

périodiques est difl&cile et revêt une importance particulière pour l'approche per-

turbatrice. Plusieurs solutions périodiques classiques sont présentées au chapitre

2. Les équations étant du premier ordre, les tourbillons n'ont pas d'inertie : seules

leurs positions relatives importent sur revolution du système. Ainsi, l'utilisation

de principes généraux de symétrie (section 2.1) permettent la généralisation de

solutions périodiques déjà connues à de nouvelles configurations périodiques. Ce

type d'argument est utilisé pour la preuve de la périodicité des tourbillons dan-

sants asymétriques (voir section 2.4.3).

La découverte de nouvelles familles de solutions périodiques comme les tour-

billons dansants asymétriques est grandement facilitée par l'utilisation d'un outil

de visualisation numérique. Il en est de même pour la découverte éventuelle de

nouveaux équilibres relatifs. Le chapitre 3 présente un simulateur de mouvement

des tourbillons ponctuels, qui, pour une configuration initiale des positions et des

vorticités des tourbillons, produit une animation du mouvement des tourbillons
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tel que calculé par une méthode numérique. Le simulateur a été conçu pour le

plan, la sphère et le cylindre.

Les systèmes de tourbillons ponctuels ont suscité l'intérêt des chercheurs dans

plusieurs domaines : physique, astronomie, géophysique, dynamique des fluides,

mathématiques. En 1883, J.J. Thomson s'est inspiré des tourbillons ponctuels

pour un des premiers modèles de l'atome [T]. Plus récemment, les spécialistes

de la mécanique des fluides ont manisfesté un intérêt pour les systèmes de tour-

billons ponctuels étant donné leur similarité avec les systèmes de taches tourbillon-

naires [CMPWY91, BCBS92]. Pour les astronomes, les systèmes de tourbillons

ponctuels sont très similaires à des systèmes gravitationnels de masses iden-

tiques [A197]. Ainsi, ils peuvent être utilisés comme prototypes pour l'étude des

configurations centrales. De plus, dans le processus de formation de nouvelles pla-

nètes, les tourbillons ponctuels peuvent modéliser le mécanisme de groupement de

petites particules solides en des plus grands amas de matière solide [D93, BS95].

Pour les mathématiciens, les tourbillons ponctuels offrent un modèle idéal pour

l'étude des théories pertubatrices en dynamique hamiltonienne Kh82, CF88].

Les tourbillons ponctuels sont aussi utilisés dans l'étude de la supraconducti-

vite. Ils représentent, en deux dimensions, les lignes de champs magnétiques pié-

gés [TT90]. En dynamique atmosphérique, les tourbillons ponctuels sont la repré-

sentation la plus simple d'une structure cohérente. Des images satellites semblent

indiquer la présence d'un grand nombre de tourbillons de grande échelle dans les

océans terrestres et les atmosphères des autres planètes. Ces immenses tourbillons

restent stables pour des périodes assez longues influençant ainsi le transport de

matière et de chaleur, d'où l'importance de comprendre leur formation et leur

évolution.

0
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Chapitre l

FORMALISME HAMILTONIEN

1.1. TOURBILLONS PONCTUELS

Considérons un fluide de dimension 2 dont la vitesse est donnée par

v= {u{x,y,t}, v{x,y,t)).

Un tourbillon centré en {x,y) = (0,0) peut être modélisé par une distribution

«en cloche» :

u

u{x,y) I_ ^-(.2+,2)/.2
7T£-

e

où u représente le rotationnel de v en un point (a;, y) de R2, e est un nombre réel

arbitraire et F est la limite de la circulation le long du bord d'un disque dont le

rayon tend vers l'infini.

Le modèle simplifié que nous utiliserons considère une distribution «en po-

teau» de u :

r

u{x,y) TTC'
a;z +yz ^ £.2

0 : x^ +yA > e-2

où F est la circulation de v dans le sens antihoraire, le long d'un lacet simple

entourant le petit disque D de rayon e centré à l'origine. Le rotationnel est nul sauf

dans D. Cette distribution assure que la circulation autour de D reste constante
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lorsque e varie. En faisant tendre e vers 0, le tourbillon devient un point de

rotationnel infini.

Definition 1.1.1. Un tourbillon ponctuel de vorticité T sur une surface est

un point {xQ,yo) d'une surface tel que

uj{x,y)
0 si {x,y)^ {xo,yo\

TS^^){x,y) si{x,y)={xo,yo~).
(1.1.1)

où u est le rotationnel du champ de vecteurs v en un point (x, y) de la surface et

^(xo,yo) désigne la fonction S à support en ÇxQ,yo}.

0

1.2. FORMALISME HAMILTONIEN

Soit v(a;, y) = {u{x, y}, v{x, y)) le champ de vitesses d'un fluide incompressible

de dimension 2. L'incompressibilité du fluide signifie 0 = V- Çu,v) = Vx (—r,u),

d'où, en supposant la région simplement connexe (voir A.l.3), il existe ^, dite

fonction de courant, telle que VV» = (—v,u). Alors

(1.2.1)

R2, notée LJ ; R2 ^ R,

V2-i/; =V-V^= -Vxv.

Definition 1.2.1 (vorticité). La vorticité de v ; R2

est le rotationnel de v ;

uj = Vx v.

Par 1.2.1, on obtient l'équation de Poisson :

V2V>(a;,i/) =-uj{x,y).

Cette équation peut être résolue moyennant la fonction de Green ^ fond du lapla-

cien V (voir A.l.5). Par définition,

^2^fand{x,y,ç,r]) = -5^x,y).

Il vient (V2 opère sur les variables a;, y)
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n
V2 [ / / ^(^ ??) ^/ond(^, y, ^ ^7) ^^] = / / ^(^ T?) V2^o^(a;, ?/, ^ r?) ^d77

^{^il)8Çx-^y-ri)dçdr)

=-uj(x,y},

donc

-4'Çx, y) =- ff ^(^7?) ^^(2;, y, ^ rj) d^dr]. (1.2.2)
1.2.1. Fonction de Green

Dans cette section, ipfond sera explicitée pour une surface quelconque. Soit D

un disque de rayon r ayant en son centre (^, 77) un tourbillon ponctuel. Puisque

^ ^fond{x,y,^r]} = -5^r,){x,y), on a

^•^7^fond(x,y^,r])dxdy=- // S(ç^){x,y) dxdy.
'D J J D

En appliquant le théorème de flux-di vergence A. l. 2, on obtient

i (V^o^-n)ds = -l
JôD

où n est le vecteur normal à QD. Puisque '0/ond est indépendant de s, l'intégrale

devient

9i^£ ds=-l.~9^tends=~l~
La longueur de 9 D dépend de la surface étudiée. Dans le cas du plan, §g^ ds ==
2?T r. La fonction de Green est donc

^ f and = -^-logr.

Dans la dernière équation, la constante additive est fixée à 0 puisqu'elle dispa-

raît au moment de la dérivation de h dans le calcul des équations différentielles.

La substitution de ijj fond dans 1.2.2 donne la valeur de la fonction de courant

ip en un point {x, y) du plan avec une distribution quelconque du rotationnel :

0 l
^(^, y) = 2^ // tj(^ ?7) log V{x - O2 + (?/ - Î7)2d^- (L2-3)
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n 1.3. EQUATIONS DANS LE PLAN

Dans le cas d'un tourbillon ponctuel situé en {xo,yo) dans le plan, l'expres-

sion 1.2.3 de la fonction de courant devient

T
^(a;, y)=-^ log v/(2; - 3;o)2 + (î/ - î/o)2 .

Considérons maintenant une distribution dans le plan d'un nombre n de tour-

billons ponctuels Fi, Fa,..., Fn et de positions (^i, yi), (2;2; yz), •••, (2;n> 2/n). Soit r-fc;

la distance euclidienne entre deux tourbillons de positions {xk,yk) et Çxi,yi} :

i~ki = v^i •z;fc)2 + {y i Vk) • Dans ce cas, la fonction de courant totale est

n

0

Ffc7/;(a;,î/) = 5^ -^ log ^/{x - Xk)2 +(y- ykY •
fc=l

Afin de calculer la vitesse d'un tourbillon F; de position Çxi,yi), il faut considérer

la fonction de courant à la position du tourbillon l :

^{xi,yi) == ^ -^ log rfc;.
fc,fc/;

Par définition de i^, les équations du mouvement des tourbillons ponctuels sur R2

sont

^_ _\^ rk {yi - yk)
Xl =Ui

Qyi

<9^

^-^ 9?T T-2.fc^i A'K rkl

^-^ Ffc [xi - Xk)
!/i='=-^=È^-T"'

Introduisons une fonction dite le hamiltonien du système :

"=-Erê^-
fc<(

v est partout tangent aux courbes de niveau du hamiltonien. Ainsi, on peut

réécrire les équations du mouvement :

Oh
xl=Ww)

Qh
nyl = -aï;'

En identifiant 'R2 à. C, x+iy = z, les équations deviennent
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n ^ = -L y- _^_
2?Tî ,z-/, ^ - ^fc

(1.3.1)
k,k^l

ou encore

2 9h
Zl = -•i 9ÇYizi) '

1.4. QUANTITÉS CONSERVÉES DANS LE PLAN

Les quantités conservées sont des fonctions qui dépendent du nombre de tour-

billons, de leurs positions initiales, de leurs vorticités respectives, et qui demeurent

constantes au cours du mouvement.

1.4.0.1. Hamiltonien

n

u

'•=SEw'=-E^losr«
avec l,k = l, 2,..., n. Cette quantité, appelée hamiltonien du système, est conser-

vée.

DÉMONSTRATION. La dérivée de h par rapport au temps est

^9h_ Qh
^9x~kxk+9y~^
9h . 9h . , \-^, „..„..

h= Y X^— xk + ^— Vk) = > ,(-Ffc 2/fc ^k + Tk Xk yk) == 0.

D

1.4.0.2. Centre de vorticité lorsque ^^i Ffc 7^ 0

La quantité

t^(z:
^ "\.yk,

E^
est conservée.

Lorsque ^_/^i Ffc 7e 0, on considère

Y^" r, (xk>
2^fc=i1 fc l^'.

EL 1 rk

qui est le centre de vorticité. C'est l'analogue du centre de masse en mécanique.
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DÉMONSTRATION. Cette quantité conservée résulte de l'invariance de l'hamllto-
nien par rapport aux translations de la configuration des tourbillons. Considérons
la translation à vitesse constante

Xk=K, yk=0 (fc =1,2,.., n).

On a

9h. , Qh..°=h=D^+^)
Puisque K est une constante arbitraire,

n

-K^FkVk.
fc=l

d n

^E^=°.dt
fc=l

De même, en translatant verticalement

Xk=0, Vk= K ,

u

on a

d n

^E^=".dt
fc=l

1.4.0.3. Différence des centres de vorticité de deux groupes

D

Lorsque ^^i Ffc = 0, on peut diviser les tourbillons en deux groupes de
vorticités totales non nulles : ^^ T',, ^ 0 et ^î=i T"k ^ °> avec n' +n" =n . La
différence des centres de vorticité des deux groupes est conservée.

^ (y'~~.
(y

pl .;; ^ ty
\ ty p (y^\

(^(y
pl ?

pl
(y

P Cy
^ ..-•';, ^ /

•-...

FIG. 1.4.1. Différence des centres de vorticité de deux groupes



n DÉMONSTRATION. Puisque Y^^ F'k + S^Li ffc = 0, on a

v^"' r'. -T.'
Z-/fc=l

'"' r/
/fc=l1 fc

s^)Èn=Èr^+ÈrK
/fc=lx fc / fc=l fc=l fc=l

n

== ^ FkXk,
k=l

qui est constant. De même,

\^n" r"^i"
2^fc=l
\^n" -P//
Z^fc=l 1 k

2-/fc=i
"' Tl

1 k/fc=l l l.

est constant.

1.4.0.4. Moment de vorticité

10

D

0

i^(^€>
Cette quantité appelée moment de vorticité autour de l'origine est conser-

vée.

DÉMONSTRATION. L'hamiltonien est invariant par rapport aux rotations de la

configuration des tourbillons. Considérons la rotation de 7T/2 :

On a

Xk = -Vk, Vk = Xk.

^^9h. , 9h..
°-h- ^9^xk + Wkvk)'9xk~

= y^ Fkyk(-yk) + rfeÀfc^fe)

fc=l

n

k=l

nn

d ^^^x'i+y^=^E^:
fc=l

2

D
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n 1.4.0.5. Implusion angulaire autour de l'origine

n

^î'k{xkyk-xkyk)
fc=l

Cette quantité est conservée et est égale à ^ Sfc^FfcFi.

DÉMONSTRATION. L'hamiltonien n'est pas tout à fait invariant par rapport aux

dilatations de la configuration des tourbillons, mais en vertu de son caractère

logarithmique, il ne change que par une constante additive. Sous la dilatation

suivante :

(xk,yk)^ {>Xk, \yk), A e R

il vient d'une part

d d
Txh{xxk-xyk^=l=Ïx

d
dX

-'->(-èSI'tI''log(ArM))
*- (-^ E T-r' IOE('-«) - ^ E w' los(À>)
-^-

et d'autre part

d
^hÇXxk, \yk)\\=i

(Qh(\Xk,\Vk) _ ^9h(\Xk,XykV

= ^ Ç-FkVkXk + ^kXkVk) •

|A=l

k

D

0

1.5. EQUATIONS SUR LA SPHÈRE

Sur la sphère S2, comme sur le cylindre Sl x R, le plan hyperbolique H2,
le tore T et les surfaces orientables en général, l'hamiltonien du formalisme des
tourbillons ponctuels est défini similairement. L'incompressibilité du fluide mène

à définir la fonction de courant ^ dont le gradient est perpendiculaire à la vitesse

de l'écoulement v et à considérer l'équation de Poisson 'V i/j{x,y} == —uj{x,y} où
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n

u

uj la vorticité de v. Cette équation est résolue moyennant la fonction de Green de
la surface étudiée.

Cependant, il existe une différence importante entre S qui est compact et R2
qui n'est pas compact. En effet, par la formule de Stokes, l'intégrale de V x v sur
toute surface compacte sans bord s'annule. On a

Vx v d3;dî/ == 0 \ • d9
'D J9D

et ce, peu importe D. En prenant D = 5 , 9D = 0, on a

Vx vdzdy = 0.
f 5.2

Par conséquent, la somme totale des vorticités sur la sphère doit être nulle pour
que la théorie respecte la formule de Stokes. Pour pallier à cette restriction, chaque
fois qu'on pose un tourbillon de vorticité F sur la sphère unité, on ajoute en tout

-r r
point une vorticité de fond . , ^^ = ——. Par exemple, si on ajoute un seul
tourbillon de vorticité TQ, on rajoute, sur toute la surface d'aire 47T, une vorticité
uniforme de —YQ^TT ce qui donne une somme totale nulle :

0FO
FO - 7T -47T

4?r

Le calcul de l'expression de ip fond se fera en tenant compte de cette vorticité
de fond. Sans perte de généralité, considérons un tourbillon ponctuel situé au pôle
nord. Soit D une calotte de la sphère à la colatitude 0 qui entoure ce tourbillon

ponctuel. Puisque V2-0/ond(a;,y, ^,î?) = -8^r,)[x,y') + 1/47r, on a

JJ' V. (V^f.nd)dx dy=- yy (s - ^ dx dy.
Par le théorème de flux-divergence,

l
^ ^^ fond -ïids== - f f [S - ^} dxdy
JQD ''"""" J J D \ 4-n-y

avec n, le vecteur unité normal à QD. Le calcul des intégrales donne

^^ . 27T sin 0 = -l + ^(2^(1 - cos 0))
où 27T sin 0 est, la longueur de QD et 27r(l - cos 61) est l'aire de D. Après simplifi-
cation, on trouve

9^ fond l (l + COS 6>)
QQ 47T sin 0 "
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n En multipliant par (l - cos 0) au numérateur et au dénominateur, l'expression

précédente devient
9^'fond l sin 6
99 ^{l-cosOY

L'intégration de ce système donne la fonction de Green pour la sphère :

^ fond = -—log(l-COs61).

Les équations de la sphère se déduisent en répétant le calcul explicité dans la

section 1.3. L'équation 1.2.2 de la fonction de courant est

r
'0 = —^— log(l — cos 6).

4vr

Puisque la valeur de tp est la même pour tous les points de la sphère à distance 0

du tourbillon, V^ = -^. Par définition, v est le gradient de -^ tourné de —7T/2,

donc

V]
9^
Q6

r smO

4?T (l - COS 0)

Nous utiliserons les coordonnées cartésiennes dans R3 afin d'exprimer les équa-

tions du mouvement. Soient T et p deux points de R sur la sphère unité (|r| = l

et \p\ = l). La norme de la vitesse au point p induite par le tourbillon situé en T

est

u

w = -LJ^4P1
47T (l—T-p)

La direction du vecteur vitesse p est perpendiculaire à p et r, suivant le sens

de rotation de F :

P T X p

\P\ \r x P\
La vitesse au point p de la sphère induite par le tourbillon placé au point r

est donc

r T xp
P=-7^-,

47r(l - T -p)

Considérons une distribution sur la sphère d'un nombre n de tourbillons ponc-

tuels de vorticités ?!,...,?„ de positions TI = (a;i,î/i,2;i),... ,Tn = (2;n,?/n,^).

L'équation du mouvement du tourbillon T; est la somme des influences de chaque

tourbillon :
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n
ÔZ1 - y^ rfc 'rfc x ^
9t ^47T(l-Tfc.T;)-

À la limite, quand 0 tend vers 0, l'hamiltonien de la sphère se comporte comme

celui du plan :

Qî
l— COS0 KS —

11^^2
^"-4^10g:2-
.-^ log, à constante additive près.

1.6. FORMALISME HAMILTONIEN SUR LE CYLINDRE

Sur le plan C, l'hamiltonien de n tourbillons est :

h= -^-^Fkî'iïog\zi-Zk\ .
k<l

Sur le cylindre 51 x R de rayon unité, l'hamiltonien est obtenu en périodisant

celui de la théorie plane :

.i'.::'-K » ^ :s,3

27t:r

r
*•

•3^

FIG. 1.6.1. Le cylindre représenté comme le plan périodisé

0

h= -^^rkT'i ^ïog\zi-Zk\+ ^ \og\zi + n27T - Zk\
fc<; \ n€Z,n^O

=-^Erfcr' logi^-zfci+ E log
k<l \ n£Z,n,

1+
(-Z; - Zk)

n2n
+log|n27T| l .
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Comme les constantes additives peuvent être négligées dans le calcul de l'hamil-

tonien,

h=-^^rkri[ïog\zi-zk\+ ^ log
k<l \ n6Z,n5

1+Çzi - Zk)
n27r )

l , _ /_ . °°^
== —^ ^ FfcFi ( log \zi- Zk\+^ log

k<l \ n=l

i-ffL^kV
Y n2^ )

Afin d'utiliser le développement en produit de sin ( sinz = ^r[n>i(l - 2;2/n27T2)
démontré dans C ), il convient d'ajouter la constante — log |2|.

-^ ^ °°^
h=~^^rkrl (log|.2;-^fc|-log2+^log

k<l \ n=l

l _ f zl~zk
V n2?r

2

-^yr^og
-27T^J

k<l

L'hamiltonien est donc

(^ - Zk~)
2

°o / / . \ 2

fi-fzL^y
1=1 V Y n27T }

/l=-2^Erfenloë
fc<;

sin
Zk - Z-l

2 5

où z == (f)+i0 et (f) modulo 27T, 6 sont des coordonn.ées de S\R.

Considérons maintenant le cylindre R/cZ x R avec e > 0 et les coordonnées

rc(mod e),y. La nouvelle période du sin étant e, on a sin —{zi—Zk) plutôt que sin

y y

11
ï

1-1
gî

^.

FIG. 1.6.2. Le cylindre R/cZ x R avec e > 0 et les coordonnées a;(mod e),y

Posons zi = xi+iyi et Zk == Xk+iyk- On a alors -{zi-Zk) = -{xk-xi)+i-{yk-yi).
On introduit de nouvelles variables pour alléger les expressions :

u

7T
Xki = -{xk- xi)

7T

YM = -Avk-yi)-
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Par des manipulations trigonométriques standards,

\sm{Xki + iYki)\ = Vcos2Xkish2Yki + sin2 XkidY2Yki.

On définit

Eki = cos2 Xkis^Yki + sin2 Xkia\2Yki

=sm2Xki+sh2Yki

= - cos2 Xki + ch2Yki.

Avec ces notations, l'hamiltonien devient :

"=-E FfcF;
47T

log k̂l

k<l,k^l

Les équations du mouvement donnent :

Ffc cbYkisbYki
Xl

k,k^l
2c Ei•kl

Ffc cos Xki sin Xfc;
yl=-l^T.-

k,k^l •̂kl

(1.6.1)

(1.6.2)

pour fc = l,.. .,n.

Remarque 1.6.1. Lorsque e —> oo, le formalisme converge, comme il se doit,

vers la théorie plane :

7T . - __ 7T
cosXfc; ?y chYu %! l, sinXki »--(xk - xi), shXu »-(yk - yi),

Xl
Ffc {yi - yk)

^27r r^
Y^ FA: {xi — Xk)
^, 27T r
k,k^l

,2
kl

(1.6.3)

(1.6.4)

Le cylindre peut aussi être vu comme la limite d'un ellipsoïde de révolution

lorsqu'on étire son axe de symétrie à l'infini.

0
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n

- .ï,

l
R

t.
K

FIG. 1.6.3. Le cylindre vu comme un ellipsoïde de révolution dont

on étire l'axe de symétrie à l'infini

u
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Chapitre 2

ÉQUILIBRES RELATIFS ET SOLUTIONS

PÉRIODIQUES RELATIVES

Dans ce chapitre, plusieurs solutions du mouvement des tourbillons sur le plan

et la sphère seront présentées. Les mouvements des tourbillons sur la sphère s'ap-

parentent à ceux du plan. En fait, à la limite, pour des distances infinitésimales,

la théorie sur la sphère se ramène à la théorie plane.

Les sections 2.2, 2.3, 2.5, 2.6 présentent des solutions élémentaires classiques [L]

chapitre 7, [T], [L94], la section 2.4 présente des résultats récents dûs à [TOI], la

section 2.4.3 présente l'analyse d'une solution que j'ai découverte par simulation.

u

2.1. TRANSFORMATIONS DE L'ESPACE DE PHASES

Proposition 2.1.1 (Principe de marche arrière). Soit S la surface sur laquelle

les tourbillons ponctuels évoluent. Soit v le champ de vitesses des tourbillons. Les

transformations suivantes sont équivalentes :

- inverser les signes des vorticités, I'k }~f —Tk ;

- inverser le champ de vecteurs, v i-> —v ;

- inverser le temps, t i—»- —t.

DÉMONSTRATION. Soit v : S xRx S -^ S où v{zk,Fk,^ estïa. contribution du

tourbillon de vorticité Fk en Zk à la vitesse de l'écoulement induit en z. On a

E
k

v{^,-r^z) = -Ç.(^r,^) = -^ = ^.
D
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Proposition 2.1.2 (Principe de symétrie). Soit S la surface sur laquelle les tour-
billons ponctuels évoluent. Toute isométrie T: S —^ S qui préserve l'orientation
et qui envoie chaque tourbillon sur un tourbillon de même vorticité conserve la

valeur de l'hamiltonien et le champ de vitesses.

DÉMONSTRATION. Soient T -.S —> S une telle isométrie, T' :R2 ^ R2 la dérivée
de cette isométrie, v:Sx S -^ S où v{zk, z) est la contribution du tourbillon de
vorticité Fk en Zk à la vitesse de l'écoulement induit en z. Puisque v ne dépend que
des positions relatives des tourbillons et de leurs vorticités respectives, paramètres

inchangés par T, on a

v(T{zk},T{z))=T\v{zk,z)).

Par le même argument, la valeur de l'hamiltonien en ces points est conservée.
Considérons maintenant l'image du champ de vitesses en z.

d

u

dt^T(.)=^z;(r(.,),T(z))

=^T/(^,^))

=T'(^v^z)

=T-(d4}
Yd^

D

Proposition 2.1.3 (Principe de réflexion). Soit S la surface sur laquelle les
tourbillons ponctuels évoluent. Toute réflexion R: S —^ S qui envoie chaque tour-
billon sur un tourbillon de vorticité opposée conserve la valeur de l'hamiltonien

et le champ de vitesses.

DÉMONSTRATION. Le principe est vrai pour toute surface où une telle -fcransfor-

mation est possible. Voici la preuve dans le cas du plan.

Soient R: S —^ S\a. réflexion par rapport à un axe du plan, Jî/ : R2 —> K2 sa
dérivée, et o- : ]R-+R une application définie par a(T) = —F.



0

20

Soit v : 5'xR x 5 —> S où v{zk,Fk',z) est la contribution du tourbillon de

vorticité Fk en Zk à la vitesse de l'écoulement induit en z. Sans perte de généralité,

supposons que l'axe de symétrie soit l'axe des réels du plan C : R{z) == 7.

v{R{zk),a{Fk),R{z))
0-<7(r,) l
2m R{zh)-R(z)
-Ffc l
27TÎ Zk — Z

Tk l
2m^k-z^

=Rf{v{zk,rk,z))

La conservation des vitesses découle de cette identité :

^(.)=^^(^),a(r,),^))
dt

k

^R\v^Fk,z))
k

R'^vÇz^r^z))
fc

(dz\(^)-

2.2. DEUX TOURBILLONS

D

u

2.2.1. Équilibre de 2 tourbillons de vorticités non nulles

Sur le plan, il est impossible que 2 tourbillons de vorticités non nulles res-

tent stationnaires. Il sufBt de calculer une des deux vitesses initiales pour s en

convaincre.

Sur la sphere, il n'existe qu'une seule configuration de deux tourbillons qui

rend le système stationnaire : des tourbillons antipodaux. Pour le démontrer,

il suffit d'effectuer le calcul des vitesses de chaque tourbillon. Il est également

possible d'utiliser le principe de symétrie 2.1.2 pour le prouver. Supposons que
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la vitesse d'un des deux tourbillons v^ soit non nulle. Considérons une rotation

de la sphère de 7T/2 autour de l'axe tourbillonl-tourbillon2. Par le principe de
symétrie, vi est conservé par cette transformation. Or, T(vi) y4 Vi car ils n'ont
pas la même orientation. Par cette contradiction, vi est donc de longueur 0.

2.2.2. Deux tourbillons de vorticités de signes opposés

Pour vérifier la validité des solutions présentées dans cette section, il suffit de

montrer que les équations des trajectoires sont solutions de l'équation du mouve-

ment. Les équations étant lisses, le théorème d'existence et d'unicité des équations

différentielles ordinaires garantit que cette trajectoire est la seule possible.

Dans le plan, deux tourbillons de vorticités de signes opposés induisent mutuel-

lement l'un sur l'autre des vecteurs vitesse parallèles. Par conséquent, ils avancent

dans la même direction à des vitesses proportionnelles au F de leur partenaire.
Si les vorticités sont égales, les tourbillons suivent des trajectoires rectilignes pa-
rallèles. Si Fi < Fs, leurs trajectoires sont des cercles concentriques dont le centre

est la rencontre de l'axe qui relie les tourbillons et l'axe qui relie l'extrémité des

vecteurs vitesse. Le centre des cercles coïncide avec le centre de vorticité des

tourbillons. Pour le démontrer, on effectue une translation ou une rotation de la

configuration des tourbillons de sorte que le centre des cercles soit l'origine et que

les tourbillons soient sur l'ordonnée (voir figure 2.2.1). Puisque le vecteur vitesse
d'un tourbillon est proportionnel à la vorticité de l'autre tourbillon,

yi _ y2
|r2|~|ril'

Cette dernière expression se visualise géométriquement sur la figure 2.2.1 par des

triangles semblables. Elle peut être réécrite comme

\^\-yi-\^\-y2=o.

Puisque les signes sont opposés, on retrouve que le centre de vorticité, T^-y\+î'2'y'2,

coïncide avec l'origine, c'est-à-dire le centre du cercle.

Sur la sphère, les mouvements sont analogues à l'exception du cas des tour-

billons antipodaux. En effet, deux tourbillons de vorticités ?! = —Fz se déplacent

parallèlement et de façon symétrique par rapport au grand cercle qui les sépare.
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lr,l<li:l
-^-..

...'•-(hf /T\ \
\ K

'•.
'•-...

-
.-.-"

FIG. 2.2.1. Deux tourbillons de vorticités de signes opposés dans le plan

Si SigneÇl'-i) = —Signe(T''2),F-i ^ Fs, alors ils se déplacent sur des cercles concen-

triques (figure 2.2.2(a) et (b)).

(a) Fi = -F2 (b) SigneÇT^)

-Signer,Fi ^^2

FIG. 2.2.2. Deux tourbillons sur la sphère avec vorticités de signes opposés

0

2.2.3. Deux tourbillons de vorticités de même signe

Cette fois-ci, les vecteurs vitesses originaux sont d'orientations opposées. Par

un raisonnement analogue, leurs trajectoires sont à nouveau des cercles concen-

triques dont le centre, qui est aussi le centre de vorticité, est déterminé par l'in-

tersection des droites reliant les extrémités des vecteurs vitesse (voir figure 2.2.3).

Sur la sphère, si les tourbillons ne sont pas antipodaux, les solutions sont

similaires (figure 2.3.l(a) et 2.3.1(b)).
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^1

(3?)"°
\ ..^--/ /

G'

!

FIG. 2.2.3. Deux tourbillons de vorticités de même signe dans le plan

0

a

(a)rl :r2 (b) Signer,)

Signe^),^^^

FIG. 2.2.4. Deux tourbillons de vorticités de même signe sur la sphère

2.3. N TOURBILLONS

2.3.1. Polygone régulier avec vorticitês uniformes

Voici un exemple classique de solution périodique dans le plan qui exploite le

principe de symétrie.

Théorème 2.3.1. Dans le plan, lorsque N tourbillons de vorticités I' sont placés

aux sommets d'un N-gone régulier inscrit dans un cercle de rayon R, le vecteur

vitesse de chaque tourbillon est :

- tangent au cercle ;

- dans la direction du signe de F ;

- de norme F{N - l)/47rJ?

DÉMONSTRATION. Notons par TO, TI, T2> •••> TJV-I les N tourbillons du polygone

régulier. Calculons la vitesse de TQ, les vitesses de TI,T^,...,TN_-[ s'en déduisent
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n par rotation. Traçons la droite qui passe par TQ et le centre du cercle dans lequel

le polygone est inscrit. Soit P le point du cercle opposé à TQ (voir figure 2.3.1(b)).

Preuve de la direction du vecteur. Supposons F positif. Le vecteur vitesse

résultant est dans la même direction que la somme des vecteurs T^ TO tournés

de 7T/2. Or, tous ces vecteurs sont placés symétriquement de chaque côté de

1'axe TO P- En additionnant T^^TO à T^-k TO, on obtient toujours un vecteur dans la

direction Pro. Or, ce vecteur tourné de 7T/2 est tangent au cercle. Si F est négatif,

alors il faut tourner de —7T/2 conservant ainsi le sens de rotation du signe de F.

Calcul de la norme du vecteur induit par le tourbillon r^ sur TO (fi-

gure 2.3.1 (b) et (e)). Le triangle TQT^P est rectangle en TS- La distance r entre

les deux tourbillons est donc r = 2Rcos6 où 9
r

gentielle de la vitesse est donc Iv^l

Zï2To-P. La composante tan-
r

cos6 = 7—^. Peu importe le
îiîîRcos6~~~~ ^TîR'

tourbillon choisi, cette relation a lieu : un triangle inscrit dans un cercle dont un

des côtés est le diamètre est toujours rectangle. La grandeur totale du vecteur

vitesse de TQ est - ''". ^ ~/ .
4:TTR

a

0

2
Y --.. To

e
2<- ^---,

>••
3

î — '.
T<e ; e

T. ^ (^4

r

2R \

wÏ2
a-,

2

T,

p

(a) (b)

FIG. 2.3.1. Polygone de tourbillons de même vorticité

Sur la sphère, le même phénomène se produit à une exception près : si le

polygone régulier est inscrit dans un grand cercle de la sphère, alors le système

est stationnaire.
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Théorème 2.3.2. Sur la sphère, lorsque N tourbillons de vorticités Y sont placés

aux sommets d'un N-gone régulier inscrit dans un cercle de latitude 6 (sans perte

de généralité, on suppose qu'il est parallèle à l'équateur), le vecteur vitesse de

chaque tourbillon est :

- tangent au cercle;

- dans la direction du signe de T ;

- de norme ^ tan 0

p

i-f*^x---*,..
^

•:T, e.

''s'

FIG. 2.3.2. Polygone de tourbillons de même vorticité sur la sphère

u

DÉMONSTRATION. Notons par ri,T2) •••)T'N les N tourbillons de vorticité T du

polygone régulier inscrit dans le cercle Co de la sphère. Soit P un point de la

sphere à égale distance de tous les tourbillons. Calculons la vitesse de TI, les

vitesses de 7'2>7'3i •••)T'N s'en déduisent par rotation. Traçons le grand cercle C'i

qui passe par TI et P.

Preuve de la direction du vecteur. Supposons F positif. Le vecteur vitesse

résultant est orthogonal à la somme des vecteurs tangents aux géodésiques reliant

Tfc à TI, fc = 1,...,N. Or, tous ces vecteurs sont placés par paires de chaque côté

de Ci. En les additionnant deux à deux, on obtient toujours un vecteur tangent

à Ci. Co et Ci étant perpendiculaires, ce vecteur tourné de Tr/2 est tangent à CQ.

Si F est négatif, alors il faut tourner de —Tr/2 conservant ainsi le sens de rotation

du signe de F.

Calcul la norme de la vitesse de rotation du N-gone à la latitude 8. Soit

le tourbillon 7-1 à Greenwich :

TI = (cos6i,0,sin0)
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Il faut calculer la vitesse que ce tourbillon reçoit d'un autre tourbillon du polygone

r situé en (0, 0)

T == (COS 0 COS (j), cos 0 sin <?'), sm 0).

Connaissant déjà la direction de v^, il suffit de trouver la composante au long de

(0,1,0):

(o\
l

w

r r x -ri r

(o\
l

\°)

/
cos 6 cos (j)

cos 0 sin (^

sin 0

\

\ /

x

[ cos 0\
0

^sm0j
47Tl — T- TI 4-n- /

1-

\

COS 0 COS (f)

cos 0 sin (p

sin 0

^\ /cos^

/

0

sin 0

F -cos 9 sin 0 (cos <?'>-!)
47T l - (COS2 6 COS Ç'> + COS2 0)
r

= — tan 0 .
4?r

La norme de v est donc indépendante de (p. Pour un A^-gone régulier, la vitesse

est donc

(JV-l)-^-tan0.
D

Dans le théorème précédent, le cas 6' = 0 correspond à l'état stationnaire

d'un polygone régulier inscrit dans un grand cercle. Voici une preuve alternative.

Utilisons la tranformation T qui fait une rotation TT de la sphère autour de l'axe

(centre de la sphere)-(tourbillon k du N-gone). T conserve la configuration des

tourbillons avec leur vorticité. Par le principe de symétrie, le tourbillon choisi doit

avoir un vecteur vitesse nul.

2.3.2. Symétrie des polyèdres réguliers

Les cinq polyèdres réguliers (tétraèdre, octaèdre, cube, dodécaèdre et icosa-

èdre), inscrits dans une sphère, offrent des symétries intéressantes pour les tour-

billons. Par exemple, des tourbillons de mêmes vorticités placés aux sommets

d'un polyèdre régulier inscrit dans la sphère sont en équilibre. La démonstration
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exploite l'existence, pour chaque sommet Sref du polyèdre régulier, de plusieurs

isometrics qui permutent les autres sommets tout en fixant le sommet de réfé-

rence. Il suffit de supposer que le tourbillon placé en Sref a une vitesse non nulle

pour obtenir une contradiction.

2.4. FAMILLE DES TOURBILLONS DANSANTS

Dans la théorie des tourbillons ponctuels sur le plan, les exemples de solutions

périodiques abondent. Cependant, sur des surfaces non planes, on ne connaissait

pratiquement pas d'exemple jusqu'à récemment.

2.4.1. Couples de tourbillons en face à face sur le plan

Considérons 4 tourbillons de vorticités Fi = —Fa = Fs == —F4 placés aux

sommets d'un rectangle dans le plan (figure 2.4.1). Ces tourbillons se déplacent

symétriquement le long des branches du graphe x + y = constante > 0.

^\

~s

^Y-s-

T

FIG. 2.4.1. Trajectoires de tourbillons de vorticités Fi == —Fz

FS = —F4 dans le plan.

0

DÉMONSTRATION. Dans le plan, considérons un rectangle de tourbillons centré à

l'origine. En calculant la trajectoire d'un seul tourbillon, on peut retrouver celle

des trois autres par symétrie. Le calcul de la trajectoire du tourbillon dans le

premier quadrant donne ;

fx\-\Tlff-l/^A^f ° ^^J-_^'
{yj - 27T VY 0

+
\/{ÎX}} ' 2(^2+y2)^

^\I[(-Ï+^^)>
47T V l - —^-

x~^^~)
-î—

y(l;2+!/2)
~^{ _'_- )'

x(x^+y^)

(2.4.1)

(2.4.2)

(2.4.3)
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En divisant la composante verticale par la composante horizontale, on obtient :

,2 3^ - V^(_V-\ -_r
dx x xî xî

Par séparation de variables,

l l
-^+ -^ = e, e € R.
x^ y

a

Les asymptotes des trajectoires de tourbillons sont donc y==±-^,x==±-^ avec
4-^-1-

= î(0)? ^y(0)?-

2.4.2. Tourbillons dansants sur la sphère

Le cas étudié à la section 2.4.1 peut engendrer une famille infinie de solutions

pérodiques si on l'étudie sur des surfaces compactes. La famille des « tourbillons

dansants » a été découverte par [TOI].

Sur la sphère, nous utiliserons les coordonnées (0=latitude, ç!>=longitude).

Soit 4 tourbillons de vorticités alternées aux sommets d'un «2-gone doublé» sur

l'équateur :

Premier couple : z-i = (e, 0), F et z^ = (-e, 0), -T;

deuxième couple -.z^ = (-n- - e, 0), -F et -^4 = (TT + e, 0), F.

^

z,Z3

Z4 Z2

0

FIG. 2.4.2. Tourbillons dansants vus du pôle nord

Lorsque les couples sont à l'équateur, ils ressentent peu l'influence du couple

antipodal. Ainsi, les partenaires d'un même couple avance presque parallèlement

vers le pôle nord. À mesure que les couples {-21,2:2} et {z3,z^} se rapprochent,

l'efFet entre couples devient comparable à celui entre les partenaires ; les parte-

naires des couples initiaux s'écartent jusqu'à éventuellement se placer en carré
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0 {(f) = ±7T/4, ±3?T/4) autour du pôle nord. Les couples échangent alors leurs par-

tenaires pour former de nouveaux couples, {21,2:3} et {2:2, ^4}, qui redescendent

symétriquement vers le sud. Ils attendront plus tard la configuration du «2-gone

doublé dual» {(f) = 7T/2 ± e, 37r/2 ± c) pour recommencer la même danse dans

l'hémisphère sud. Le retour aux partenaires initiaux survient au pôle sud.

Voici un lemme qui permet d'établir la périodicité de toutes les variantes des

tourbillons dansants qui seront présentées.

Lemme 2.4.1. Si 2N tourbillons de vorticités alternées Fi = —Fs = ... =

^27V-i = —F2Ar forment un ÎN-gone régulier à l'instant t = 0 tel qu'il soit pos-

sible de trouver une isométrie sur la surface qui applique chaque tourbillon sur

un tourbillon de vorticité opposée, alors les trajectoires des tourbillons pour t > 0

se confondent avec celles pour t < 0 tournées de TT/N et tracées à reculons.

Ce lemme découle des propositions 2.1.1 et 2.1.2.

La périodicité de l'exemple précédent se démontre aisément. Par le théorème

des valeurs intermédiaires, les tourbillons de vorticités alternées vont atteindre

la configuration d'un 4-gone. Le lemme 2.4.1 donne les trajectoires de retour

jusqu'à l'équateur (voir figure 2.4.3 (a)). Les trajectoires de l'hémisphère sud

se déduisent à nouveau par l'usage successif du principe de marche arrière (on

inverse les vorticités pour renverser les trajectoires : voir figure 2.4.3 (b)) et du

principe de symétrie (on fait une rotation de TT autour de l'axe ^ = 0, TT qui envoie

chaque tourbillon sur un tourbillon de même vorticité : voir figure 2.4.3 (e)). La

trajectoire se referme : la solution est périodique.

0

-r

W]
r

r

ip"

(a)

SSSsS

M9€-'lii. ,.:IB
S9J.'s'

(b)

SSS2

(e)

FIG. 2.4.3. Quelques étapes de la démonstration
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n Plusieurs variantes de cette solution périodique sont possibles. En voici quelques-

unes décrites dans [TOI].

La solution précédente se généralise à 2N tourbillons de vorticités alternées

placés initialement aux sommets d'un «N-goîie doublé» (figure 2.4.4 (a) et (b)).

Autre généralisation : placer 4^N tourbillons aux sommets d'un «N-gone quadru-

plé» symétriques par rapport à l'équateur (voir figure 2.4.4 (e)).
Plusieurs autres surfaces sont hospitalières aux solutions périodiques de type

«dansant». [TOI] présente des exemples sur l'ellipsoïde de révolution, le tore et
d'autres surfaces de genres supérieurs.

L'utilisation du simulateur numérique (voir chapitre 3) a permis de visualiser
et d'étendre le principe des couples dansants à de nouvelles configurations sur
la sphère. Par exemple, on peut engendrer de nouvelles solutions périodiques des
tourbillons dansants en plaçant des couples de vorticités Fi = —Fs suivant l'orien-

tation des arêtes d'un polyèdre régulier près de chaque sommet. La configuration
de base étant invariante sous le groupe de rotation du polyèdre, la trajectoire
des tourbillons est périodique. La figure 2.4.5 illustre cette configuration à partir
d'un tétraèdre. On remarque que des couples de tourbillons se rencontrent au
centre des faces (polyèdre dual), et aussi au milieu des arêtes. Ceci suggère que
la symétrie de plusieurs autres polyèdres pourrait être utilisée pour découvrir de
nouvelles variantes des tourbillons dansants.

^

(a) AT = 2 (b) ^V = 3 (e) N-gone qua-

druplé

L) FIG. 2.4.4. Tourbillons dansants
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n

FIG. 2.4.5. Tourbillons dansants sur le tétraèdre : deux couples par arête

2.4.3. Tourbillons dansants asymétriques

La position de départ des couples n'a pas besoin d'etre symétrique pour que

les trajectoires soient périodiques. En effet, il suffit de placer deux couples de

tourbillons sur l'équateur, mais pas parfaitement antipodaux (voir figure 2.4.6).

Cette asymétrie donne lieu à une solution périodique relative qui peut, pour

FIG. 2.4.6. Position des couples sur l'équateur

0

certaines valeurs du paramètre d'écart à la position antipodale, se refermer et

donner une solution périodique. Les figures 2.4.7 (a), (b) et (e) illustrent un tel

exemple.

Il est possible de démontrer que cette solution périodique relative moyennant

un argument similaire à celui évoqué pour les tourbillons dansants symétriques.

En efïet, la position initiale reste invariante à inversion de signe près sous une ré-

flexion de sorte que le principe 2.1.3 s'applique et le mouvement est complètement

symétrique par rapport à ce plan de réflexion.
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n
-MS

(a) Début de la

simulation

(b) La trajec-

toire se referme

(e) Vue latérale

du résultat

FIG. 2.4.7. Tourbillons dansants : départ asymétrique

De façon analogue à l'exemple classique des tourbillons dansants partant d'un

N-gone doublé, les tourbillons se rencoutrent près du plan de réflexion et changent

alors de partenaire pour longer ce plan. Contrairement au cas symétrique, la

distance entre les deux nouveaux couples n'est pas la même. Par conséquent, un

des deux couples se déplace beaucoup plus rapidement que l'autre. A partir du

moment où les nouveaux couples se retrouvent sur un même grand cercle, leur

trajectoire sera l'image reflétée par rapport à ce grand cercle de la trajectoire qu'ils

viennent de tracer. Ils reviennent donc à leur configuration initiale (figure 2.4.6),

mais pas nécessairement à la même position sur la sphère. Ceci démontre qu il

s'agit d'une orbite périodique relative.

Par le théorème des valeurs intermédiaires, il existe une valeur de décalage

des couples qui permet d'avoir une solution périodique, c'est-à-dire un retour à

la position de départ pour les 4 tourbillons.

0

2.5. SAUTE-MOUTON (LEAPFROG)

Sur le plan, deux tourbillons de même vorticité tournent autour du centre

du segment qui les relie (voir section 2.2.2). Si deux couples de vorticités F, F

et —F, —F sont placés à proximité sur un même axe (voir figure 2.5.1), chaque

couple tourne sur lui-même tout en avançant parallèlement et symétriquement à

l'autre couple de signe opposé.
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Cette solution périodique relative, connue depuis une centaine d'années, porte

le nom de saute-mouton (leapfrog). Elle fut analysée en détail par [L94] et plus
récemment par [AcOO .

Considérons la configuration des tourbillons sur le plan telle qu'illustrée à la

figure 2.5.1.

(y

^

d,

d.

p

p

FIG. 2.5.1. Saute-mouton sur le plan

Love démontra que le caractère du mouvement dépend du rapport des dis-

tances a = di/ds entre les tourbillons extérieurs et intérieurs lorsque ceux-ci sont
colinéaires. Le mouvement saute-mouton a lieu si et seulement si

a > 3-2\/2.

Les couples effectuent alors un mouvement périodique relatif (figure 2.5.2). En
deçà de cette valeur, les deux tourbillons internes, très rapprochés, s'éloignent
trop rapidement des autres tourbillons pour qu'il y ait mouvement périodique

(figure 2.5.3).

^ÂÂÂÂ^-

u

r'TTTTT^

FIG. 2.5.2. Saute-mouton sur le plan : o: > 3— 2y/2

Voici une méthode que j'ai utilisée pour déterminer la valeur de a critique.

Soit C le centre de vorticité d'un couple de tourbillons de mêmes vorticités ; soient
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-G

•Q

FIG. 2.5.3. Saute-mouton sur le plan : cr < 3- 2^2

^ t y
y"' ^

pl

(J

(^

FIG. 2.5.4. Saute mouton sur le plan : les paramètres a, x et y

x et y, les distances horizontale et verticale d'un tourbillon au centre de vorticité

(voir figure 2.5.4). L'hamiltonien du système est

r2
h= -^ log

2;2+y2

Pendant le mouvement, on a

x2{t)+y\t)

27T^64(a2-2/2)(^2+a2)"

^2(0)+?/2(0)
constante K.

(a2 - y2(t))Çx2(t) + a2) - (a2 - y(0)2)(^(0)2 + a2)

Dans cette configuration, connaissant C, K et la position d'un seul tourbillon,

on peut déduire les positions des 3 autres tourbillons. En effet, la configuration

est symétrique par rapport à l'axe de réflexion. Le couple de tourbillons néga-

tifs eflFectue donc le même mouvement que le couple positif à réflexion près. Les

centres de vorticités sont donc symétriques par rapport à cet axe. Le vecteur de

différence des centres de vorticités des deux couples, (0,2a), est constant (voir

section 1.4.0.3). Sa position peut varier en x, mais reste constante sur l'ordonnée

puisque les centres de vorticités sont toujours symétriques par rapport à l axe.

Ainsi, avec les coordonnées d'un tourbillon et du centre de vorticité, on trouve

les coordonnées du deuxième tourbillon du couple. Avec K, on peut trouver a qui

donne la distance à l'axe de réflexion. La position de l'autre couple est donnée par

réflexion. Il est donc possible de faire l'étude sur un seul tourbillon pour connaître

le comportement du groupe.
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0.2

FIG. 2.5.5. Courbes de niveau de h

Les courbes de niveau de h donnent les trajectoires possibles d'un tourbillon

par rapport au centre de vorticité du couple dont il fait partie. Le graphe des
courbes de niveau de h suggère qu'à partir d'une valeur critique de position ini-

tiale, le couple ne tourne plus sur lui-même. La condition pour rendre le mouve-
ment saute-mouton possible est d'atteindre la valeur y = 0. Ainsi, il faut calculer

la première valeur de K pour laquelle la position y = Q n'est pas atteinte par la

trajectoire du tourbillon.

u

lim K{x, 0) = lim
x2 l

3:—>00 ^oo(a2)(2;2+a2) - ^

Reste à savoir la valeur de y initiale {x = 0) qui est sur cette trajectoire. La
solution de

y2 l

(a2-?/2)(a2) - a2

est y = a/v/2. La valeur a utilisée par Love est

a-y

a+y

En substituant la valeur critique de y trouvée, on obtient le résultat voulu :

a+a/V/2

Au-delà de cette valeur de cr, la position (re, 0) est atteinte et le mouvement
périodique relatif a lieu.
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2.6. UN NOMBRE INFINI DE TOURBILLONS SUR LE PLAN

2.6.1. Le train de von Karman

Le train de von Karman dans le plan est un exemple classique en hydrody-

namique. Il est composé de deux rangées parallèles de tourbillons équidistants :

une rangée de tourbillons de vorticité F, une deuxième rangée de tourbillons de

vorticités —F.

La solution de ce système est bien connue : c'est un équilibre relatif. Sans

perte de généralité, supposons que les deux rangées soient horizontales dans R .

Soient

a la distance entre deux tourbillons consécutifs d'une même rangée ;

b la distance entre les deux rangées ;

d le décalage entre les deux rangées, 0 <d < a, calculé à partir de la rangée

du haut (voir figure 2.6.1).

...'

^..... ^e-..s-..

T
..5.....................^)....

a

b

FIG. 2.6.1. Train de von Karman : tourbillons des rangées décalés

asymétriquement

Si les deux rangées sont alignées {d == 0) ou décalées symétriquement (d =

a/2), alors elles se déplacent suivant l'axe des rangées. Sinon, l'angle séparant le

vecteur vitesse des tourbillons et l'axe de la rangée est arctan
sh(27T&/a) } '

La périodicité des positions du train de von Karman dans le plan suggère

qu'on peut transposer le problème sur un cylindre. Posons a == 27[R, R un réel

a 3 3 .®
ai»

R
r;r*

's -

FIG. 2.6.2. Une rangée de tourbillons du train de von Karman

transposée sur le cylindre

quelconque. Posons deux tourbillons de vorticités F et —F, de positions (a;i, î/i) et
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(^2i?/2) sur un cylindre de rayon R. Cette configuration sur le cylindre est équi-
valente au train de von Karman sur le plan avec écart î'nR entre deux tourbillons

consécutifs. Le rapport des vitesses horizontales et verticales, y x nous informe

sur l'angle de déplacement des tourbillons par rapport à l'axe horizontal.

Suivant la notation utilisée à la section 1.6, définissons

x12
(a;i -xz) ^ _ (?/i - ?/2)

/12
2i

2R ' " 2R

Le rapport de la vitesse verticale à horizontale donne

y, F sin(Xi2) cosÇX^/^TrRE^)
x, ~ rsh(yi2)ch(yi2)/(47T^i2))

sin(2Xi2)
sh(2Vi2)

- -(E^)
(yi-y2')\

sn{—^-)
sin(27rd/a)
sh(27T&/a)

S'il n'y a aucun décalage, d = (xi — x^)

donc horizontal.

sm2Xi2+sh'yi2.

0, eti/= 0. Le déplacement est

...3.-:3.—3--;>--;;>--3i-—

-$--3-î>--3--S--^--

FIG. 2.6.3. Train de von Karman : tourbillons des rangées allignés

Si le décalage est symétrique, alors d = (a;i — 2:2) = û/2 et par conséquent

y = 0. Le déplacement est horizontal.

...:^......^..-..^).......^)-.^--.:;).......

, ..^ .-„„ ^.....-..^..,. -,^.......ï).,... .....^..,

FIG. 2.6.4. Train de von Karman : tourbillons des rangées décalés

symétriquement

Dans le cas d'un décalage asymétrique, 0 < d < a/2 et a/2 < d < a. L'angle

que fait la trajectoire des tourbillons avec l'axe horizontal est

(s^^d/aY
e = arctan ( ~^~;^_^;Y ) .

sh(27T&/a)

Il est non nul.
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Chapitre 3

DESCRIPTION DU SIMULATEUR

En général, les équations différentielles décrivant le mouvement des tourbillons

ne sont pas intégrables pour N > 3. Afin de faciliter la découverte de nouvelles

solutions périodiques ou périodiques relatives sur la sphère et d'autres surfaces, il

semblait nécessaire de se doter d'un outil numérique de visualisation des solutions.

0

3.1. DESCRIPTION SOMMAIRE

A l'aide du logiciel matlab, des fonctions permettant d'approximer numérique-

ment la trajectoire des tourbillons et de visualiser la séquence des déplacements

ont été conçues. Des fonctions ont été construites pour le plan, la sphère et le

cylindre.

Pour chacune de ces surfaces, il existe une fonction qui permet de lancer la

simulation. L'utilisateur doit fixer plusieurs paramètres qui gèrent :

- le pas de temps At ;

- la durée de la simulation ;

- le nombre de tourbillons et leur position initiale ;

- le nombre d'images dans l'animation ;

- les dimensions de la fenêtre d'affichage ;

- le choix de tracer la trajectoire des tourbillons en plus de leur position

instantanée;

- le choix de la méthode numérique à utiliser.

Les fonctions initialisent les données du problème, utilisent une méthode

numérique (voir section 3.3) pour calculer les positions de tous les tourbillons
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0 à chaque Ai convenu. Finalement, elles affichent l'animation résultante et re-
tournent une variable matlab de type Movie. Voici maintenant une description
plus technique des fonctions disponibles pour chaque surface.

u

3.2. DESCRIPTION DES FONCTIONS

PlaneVortex,

Cylinder Vortex,

SphereVortex

Fonction principale. Elle contient toutes les étapes mention-

nées plus haut. Elle fait appel à la plupart des fonctions sui-

vantes.

Planelnit, Cylin-

derlnit, Spherel-

nit

Contient plusieurs exemples génériques. On peut sélectionner
un exemple déjà préparé ou soi-même spécifier la position et
la vorticité de chaque tourbillon.

fPlanVortex,

fCylinder Vortex,

fSphereVortex

Correspond à / dans l'équation différentielle u' = f(u) du
mouvement des tourbillons dans le plan, le cylindre ou la

sphere.

ode23s Méthode numérique de résolution d'EDO conçue par matlab.
Il s'agit d'une méthode qui gère les équations différentielles
ordinaires raides (stiff). Cette fonction est utilisée dans le cas
du plan et du cylindre si le paramètre 'stiff'= l.

ode45 Méthode numérique de résolution d'EDO conçue par matlab.
Il s'agit d'une méthode qui gère les équations différentielles
ordinaires non raides. Cette fonction est utilisée dans le cas

du plan et du cylindre si le paramètre 'stiff'=0.

odel2Sphere Méthode numérique de résolution d'EDO. Méthode adapta-

tive d'ordre l, 2 qui permet de considérer la projection du

vecteur vitesse résultant sur la sphère.
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0 PlaneMovie,

CylinderlVtovie,

SphereMovie

Cette fonction prend une matrice de positions en fonction du

temps et construit un objet de type Movie. Les tourbillons

sont représentés par le symbole o. La fonction permet de tra-

cer la trajectoire des tourbillons en plus de leur position ins-

tantanée si le paramètre "Traj"=l.

CoordCylToCart Transformation d'un vecteur colonne de positions de coordon-

nées cylindriques vers des coordonnées cartésiennes de R .

CartCoord Transformation d'un vecteur colonne de positions de coor-

données sphériques (longitude, latitude) vers des coordonnées

cartésiennes dans R3.

u

3.3. MÉTHODES NUMÉRIQUES UTILISÉES

Le but premier de ces fonctions est de découvrir de nouvelles solutions pé-

riodiques et des équilibres relatifs. Le fait de découvrir une solution qui semble

périodique dans la visualisation des solutions numériques ne constitue pas une

preuve de sa véritable périodicité. Dans les découvertes numériques effectuées

jusqu'à présent, il a été possible de prouver leur périodicité (exacte ou relative)

théoriquement. Les preuves exploitent la symétrie des tourbillons. Ainsi, il ne

m'a pas semblé important de concentrer mes efforts à l'optimisation poussée des

méthodes numériques : des méthodes standards et faciles à programmer donnent

des résultats assez satisfaisants.

3.3.1. Méthodes pour le plan et le cylindre

Pour le plan et le cylindre, on donne le choix entre deux méthodes numériques

conçues par matlab : la première, ode^ô, est une méthode qui traite les équations

différentielles ordinaires non raides ; la seconde, ode23s, est efficace pour traiter

les équations différentielles ordinaires raides. Initialement, j'utilisais uniquement

la méthode ode45. Or, pour le problème saute-mouton dont la solution théorique

est qualitativement connue (voir section 2.5), la solution numérique déviait de

la solution attendue après peu de temps et la méthode prenait un temps anor-

malement long à calculer la solution. J'en ai conclu qu'il s'agissait probablement
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d'un problème raide. L'utilisation de ode23s pour ce problème donne des résultats

satisfaisants compte tenu de la solution attendue.

Dans le cas du cylindre, le calcul se fait dans R et est ramené sur le cylindre

en périodisant.

3.3.2. Méthode pour la sphère

Pour la sphère, j'ai écrit une méthode adaptative d'ordre 1,2 afin de pouvoir y

incorporer une projection qui ramène la nouvelle position dans •S'2. En effet, dans

le cas de la sphère, le vecteur vitesse résultant v est dans R3 et non sur 5'2. Pour

approximer le mouvement à chaque A^, on déplace le tourbillon par |v|At le long

de la géodésique tangente à v. L'ordre de convergence de cette méthode est assez

bas, mais elle performe étonnament bien sur les problèmes étudiés.

3.3.2.1. Description de odelSsphere

La méthode odel2Sphere prend en entrée la tolérance, la fonction (produite

par fSphereVortex), les temps initial et final, la valeur initiale du système, le

Af maximal admis. odel2sphere utilise une procédure adaptative pour calculer

la solution. Deux méthodes Runge-Kutta sont utilisées, Euler avant (ordre l) et

Runge (ordre 2), pour calculer les solutions potentielles UEA et upunge-

Le pas de temps est ensuite ajusté en prévision du calcul de la prochaine

position. Si l'écart entre les résultats des deux méthodes est plus grand que la

tolérance, il faut diminuer le pas. Au contraire, si cet écart est plus petit, le pas

peut être augmenté. La formule utilisée pour calculer le nouveau Atopt dit optimal

est :

Aï,opt At-
toi

\UEA — URunge\

où toi est la tolérance, UEA est la nouvelle position calculée par la méthode Euler

avant, upunge est la nouvelle position calculée par la méthode de Runge.

Aïopf est renormalisé pour s'assurer qu'il ne varie pas trop radicalement selon

des normes établies au départ. Si l'erreur entre la solution d'ordre l et celle d'ordre

2 est jugée acceptable considérant la tolérance prescrite, la position calculée par la

méthode d'ordre 2 est conservée et la procédure passe à l'étape suivante avec Ai
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nouvellement ajusté. Sinon, on recommence l'adaptation du pas avec ce nouveau

Aï sans faire avancer la position des tourbillons.

Voici un test de odeî2Sphere sur un exemple connu : les tourbillons dansants.

La trajectoire est périodique (voir section 2.4). Une première simulation avec
to?= A^maa;=:0.85 a été effectuée (voir figure 3.3.1). La commande utilisée est

5'p/i,ereyoréea;(0.85,0.85,10,0,4,30,0,0,l). La simulation s'arrête peu après la
première période. Les pas sont tellement grands que les droites qui relient les

points passent à l'intérieur de la sphère. Malgré cela, les tourbillons ne reviennent

pas très loin de leur position initiale.

/

p <^

FIG. 3.3.1. Utilisation de odel2Sphere sur les tourbillons dansants

avec une tolérance de 0.85

En resserrant la tolérance à 0.1, on obtient un résultat qui semblent parfai-

tement périodique visuellement (voir la figure 3.3.2). La commande utilisée pour
cette simulation est SphereVortexÇO.l, 0.1, 12,0,4,30,0, 0,1).

La méthode odeï2Sphere pourrait être éventuellement remplacée par une mé-

thode d'ordre plus élevé.

0
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n

m

s

^&^

•
MS

(a) (b)

FIG. 3.3.2. (a) Utilisation de odel2Sphere sur les tourbillons dan-

sants avec une tolérance de 0.1 ; (b) zoom sur l'image précédente

0
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CONCLUSION

Ce mémoire a étudié le modèle des tourbillons ponctuels dans un fluide parfait

de dimension 2. Le formalisme hamiltonien sur le plan, la sphère et le cylindre tel

que présenté au chapitre l peut aussi s'étendre à d'autres surfaces [Kim99].
Au chapitre 2, un bon nombre de solutions connues ont été données et expli-

quées. Cette liste n'est évidemment pas exhaustive. Dans le cas des tourbillons sur

le plan euclidien, l'étude des tourbillons ponctuels a reçu de nombreuses élabora-

tions [Ar82, Ar83a, Ar83b, AV98, LR96]. Le mouvement de trois tourbillons

de vorticités arbitraires sur la sphère a été étudié dans [KN98] et KN99]. Plu-
sieurs études traitent de la stabilité des solutions, aspect qui n'a pas été traité

dans ce mémoire.

Le sujet des tourbillons ponctuels est en. train d'etre étudié selon plusieurs

points de vue (géométrie symplectique, action de groupes de Lie, topologie), l'uti-

lisation de l'analyse numérique est encore peu explorée. Le simulateur fait pour

le plan, la sphère et le cylindre pourrait éventuellement être réalisé pour d'autres

surfaces comme le tore et le plan hyperbolique.

0
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Annexe A

RAPPELS

u

A.1. DEFINITIONS ET PROPRIÉTÉS D'UN CHAMP DE VECTEURS

SUR UNE SURFACE

Definition A.1.1 (Circulation). Soit v ; R2 —> R2 un champ de vecteurs. L'in-

tégrale curviligne de circulation de v sur la courbe 7 est

v • d-7.
7

Definition A.1.2 (Rotationnel). Le rotationnel d'un champ de vecteur v ;R

R2 est
9v Qu

rotv=Vxv=-^--^.
9x 9y

Théorème A. 1.1 (Green-Riemann). Soit D une région du plan dont le bord QD

est formé d'une ou de plusieurs courbes simples, fermées, lisses par morceaux et

orientées dans le sens positif. Si v = (u(x,y),v{x,y)) est un champ de vecteurs

dont les composantes admettent des dérivées partielles continues de tous ordres,

alors

\ • dr = ff ^xvdxdy
'au J J D

ou

udx+vdy= If {^-- :^-) dxdy .
}~9D""~~ ' ' "" J J D'9^ 9y-

Definition A.1.3 (Divergence). La divergence d'un champ de vecteur v : R2

R2 est
9u , 9v

divv==V-v= i^+i,-.
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n

u

Théorème A.l.2 (Flux-divergence). Soit D une région du plan dont le bord
9D est formé d'une ou de plusieurs courbes simples, fermées, lisse par morceaux.
On suppose que D est entièrement située d'un même côté de 7 et que son vecteur

normal unitaire n est dirigé vers l'extérieur. Siv = (u(x, y),v(x, y)) est un champ
de vecteurs défini sur D dont les composantes admettent des dérivées partielles
continues de tous ordres, alors

v • n dr
9D

V- v dx dy
D

ou

vdx — udy
9D

,Qu , Qv.
^+^~)dxdy-

'D'ÔX ' Qy'
Théorème A. l.3. Dans une région simplement connexe, si v : R2 ^- R2 est tel
que Vx v = 0, alors il existe une fonction / : R -^-R telle que v = V/.

Definition A. 1.4. Soit Ï7 C R . S^^ est une fonction telle que

///^'"-—{/(IO'^:^o)eî/
Definition A.1.5 (Fonction de Green). La fonction de Green, ou solution fon-
damentale, est une fonction ^> fond à valeurs réelles qui est solution de l'équation

^ fond = -S.

A.2. SOLUTIONS PÉRIODIQUES ET ÉQUILIBRES

Soit N tourbillons ponctuels dans un fluide parfait de dimension 2 sur une

surface S. La position des tourbillons en fonction du temps t ^R est z^{t), ...,

ZNW.
Considérons les solutions des équations du mouvement des tourbillons sur la

surface 5'.

Definition A.2.l (Équilibre). Une solution est un équilibre si les tourbillons sont
stationnaires, c'est-à-dire que

^kW = constante

pour tout t ç.~R et pour tout k ==!,... ,N.



0

47

Definition A.2.2 (Solution périodique). Une solution est dite périodique s'il

existe to et t^, to ^- t^ tels que

ZkÇto) = Zk(t^~)

pour tout k= Ï,... ,N.

Definition A.2.3 (Équilibre relatif). Une solution est un équilibre relatif si la
configuration des tourbillons évolue sans changer déforme ni de taille, c'est-à-dire

que pour tout t ç R, il existe T: S —> S une isométrie qui préserve l'orientation

telle que

(xk(,0\yk{0})=T{xk{f),ykW)

pour tout fc = l,. ..,A^.

Définition A.2.4 (Solution périodique relative). Soit T: S —> S une isométrie
qui préserve V orientation. Une solution est dite périodique relative s'il existe to et

t\, to 7e *i tels que

Zk{to) = T(^(ti))

pour tout fc == l,... ,7V.

0
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Annexe B

FONCTIONS MATLAB

B.l. SUR LE PLAN

B.1.1. Le fichier PlaneVortex.m

function Mo=PlaneVortex(TFinal,stiff,NPrint,prob,a,b,c,M,Traj)

7. PLANEVORTEX lance la simulation sur le plan.

7. Mo=PlaneVortex(TFinal,stiff,NPrint,prob,a,b,c,M,Traj)

7, Sortie: Mo est une variable de type 'movie' de matlab, c'est -tme animation.

'/. Entrées:

'/, TFinal est le temps final de la simulation (la simulation commence au temps 0) ,

'/, Nprint est le nombre d'images a présenter dans l'animation, si Nprint=0 ou est plus grand

'/, que le nombre de positions calculées, toutes les images disponibles seront présentées dans l'animal

7. prob est le numéro de l'exemple a présenter (voir la liste dans initialisation.m),

'/, a, b et e sont des paramètres relies a l'exemple choisi (voir la liste dans initialisation.m),

'/, M est la plus grande valeur que peuvent prendre x et y a l'affichage;

'/, si M=0, l'écran s'a juste a la taille

'/, des trajectoires a chaque pas de temps;

'/, si M est un vecteur de longueur 4, la dimension de l'ecran est [Xmin;Xmax;Ymin;Ymax],

'/, Traj=l trace la trajectoire des tourbillons en plus de donne leur position,

7, Traj=0 montre seulement la position des tourbillons a chaque pas de temps,

'/, stiff=l utilise la méthode ode23s de matlab pour résoudre des

'/, equations différentielles ordinaires 'stiff,

'/, stiff=0 utilise la méthode ode45 de matlab pour résoudre des

'/, equations différentielles non 'stiff.

0 [uO,g]=PlaiieInit(prob,a,b,c,M) ; '/, initialisation du problème

global GAMMA;
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0 GAMMA=g;

'/, Résoudre numériquement

'/, Un pas de temps est une coloime, il y a deux lignes par tourbillon [x;y]
7, Par exemple, les positions initiales de n tourbillons sont: u(:,l)=[xl;yl;...;xn;yn] ;

if stiff==l

[t,u]=ode23s('fPlaneVortex',[0 TFinal],u0);

else

[t,u]=ode45('fPlaneVortex',[0 TFinal],u0) ;

end

'/, Creation d'une cmimation

Mo=PlaneMovie(u,NPrint,H,Traj);

B.1.2. Le fichier Planelnit.m

function [uO,g]=Plaiie!nit(prob,a,b,c,M) ;

•/. INITIALISATION initialise la simulation sur le plan.

'/. [uO,g]=Plane!nit(prob,a,b,c,M);
'/, Sorties: uO est le vecteur position initial de la forme [xl;yl;...;xn;yn] pour n tourbillons,
'/. g est le vecteur des vorticites de la forme [gl;...;gn].
*/. Entrees: prob est le numéro de l'exemple a présenter (voir la liste ci-dessous),
'/, a,b et e sont des paramètres relies au numéro de problème choisi (voir la liste ci-dessous),
'/, M est la taille maximale de l'écran enx et en y.

'/, prob 0: a est uO; et b est g;

'/, prob l: problème du triangle equilateral avec g=[-l,-l,2];

*/. prob 2: deux tourbillons de vorticites opposées: u0=[-l;0;l;0]; g=[l;-l];

'/, prob 3: deux tourbillons de mêmes vorticites: u0=[-l;0;l;0]; g=[l;l];

'/. prob 4: quatre tourbillons au soinmet d'un rectangle: u0=[-4;0.5;4;0.5;4;-0.5;-4;-0.5] ; g=[l;-l;l-;-:
'/, prob 5: polygone régulier de tourbillons avec "a" sommets;
/i prob 6: saute-mouton: a est le rapport (distance entre groupes/distance totale)

'/, (alpha selon la convention de Love),

'/, b est la distance entre deux tourbillons d'un couple, g est [-c;-c;c;c].

0
switch prob

case 0

u0=a;
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0 g=b;

case 1 '/, triangle equilateral

u0=[-l;-l;l;-l;0;sqrt(3)-l], '/. triangle equilateral

u0(l:2:6)=u0(l:2:6)-2;

g=[-i,-l,2];

case 2 '/, deux tourbillons de vorticites opposées

u0=[-l;0;l;0],

g=[l;-l];
case 3 /, deux tourbillons de même vorticite

u0=[-l;0;l;0];

g=[l;l];

case 4 '/. quatre tourbillons sur un rectangle

u0=[-4;0.5;4;0.5;4;-0.5;-4;-0.5],

g=[l;-l;l;-l];

case 5 '/, polygone régulier de tourbillons avec "a" sommets

s=a;

teta=2*pi/s;

u0(l,l)=l;

u0(2,l)=0;

for i=3:2:2*s-l

u0(i,l)= u0(i-2)*cos(teta)+u0(i-l)*sin(teta);

u0(i+l,l)= u0(i-2)*-sin(teta)+ u0(i-l)*cos(teta);

end

g(l:s,l)=l;

case 6 '/, saute-mouton

7. alpha = yl/y2;

alpha=a;

yl=b;

y2=yl/alpha;

'/. equality if a=0.2

uO=[-M;-yl; -M;-y2; -H; y2; -M; yl] ;

g=[-c;-c;c;c];

end

0
B. l.3. Le fichier fPlaneVortex.m

function v=fPlaneVortex(t,uO);
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'/, FPLANEVORTEX est la fonction f dans u'=f ; l'equation du mouvement de

'/, n tourbillons dans le plan.

'/, v=fPlaneVortex(t,uO);

'/, Sortie: v est la valeur de la fonction en uO avec sa vorticite.

'/, Entrée: t est une variable de temps qui n'intervient pas dans cette equation

7, différentielle, mais requise pour l'utilisation d'un méthode numérique de matlab,

7, u0 est le vecteur colonne des positions initiales des n tourbillons u0=[xl;yl;...;3m,yn] .

global GAMMA;

n=length(u0)/2; '/. nombre de tourbillons

v(l:2*n)=0; '/. initialisation du résultat

'/, mettre l'abscisse et l'ordonnée dans deux vecteurs distincts.

ux(l:n)=u0(l:2:2*n-l);

uy(l:n)=u0(2:2:2*n);

for k=l:n '/, calcul de v.

i=ceil(k*2-l);

for p=l:n

if p~=k

d=(ux(k)-ux(p))-2+(uy(k)-uy(p))-2;

v(i)= v(i)-GAMMA(p)*(uy(k)-uy(p))/d;

v(i+l)= v(i+l)+GAMNA(p)*(ux(k)-ux(p))/d;

end

end

end

v=v*l/(2*pi);

v=transpose(v);

B.1.4. Le fichier PlaneMovie.m

function Mo=PlaneMovie(U,N,M,Traj);

u

'/, PLANEMOVIE crée une animation matlab du mouvement des tourbillons .

'/. [Mo]=PlaiieMovieTraj(U,N,M,Traj);

'/, Sortie: Ho une animation matlab, variable de type 'movie'.

'/, Entrees: U est la matrice de position a chaque pas de temps: chaque colonne contient les positions

'/, tourbillons a un pas de temps donne,
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0 /, N est le nombre d'images a présenter dans l'animation, si N=0 ou est plus grand

'/, que le nombre de positions calculées, toutes les images disponibles seront présentées dans l'animal

'/, M délimite la taille de l'ecran x et y sont dans l'intervalle [-M,M],

/, Traj=l trace la trajectoire des tourbillons en plus de donne leur position,

'/. Traj=0 montre seulement la position des tourbillons a chaque pas de temps.

'/, Les tourbillons positifs sont de couleurs rouge, orange, jaune, magenta ou rose,

'/, les tourbillons négatifs sont de couleurs noir, bleu, mauve, vert ou turquoise.

0

global GAMMA;

[m,n]=size(U) '/, m: nombre de pas, n/3: nombre de tourbillons

cm=colormap;

'/. rouge, orange, jaune, magenta ou rose

MyColorPos=[l,0,0; 1,0.5,0; 1,0.9,0; 1,0,1; 1,0.2,0.2];

7. noir, bleu, mauve, vert ou turquoise

HyColorNeg=[0,0,0; 0,0,0.8; 0.5,0,0.5; 0,0.6,0; 0.4,0.8,0.8];

t=l;

if n~=0 & m/N > 1

dt=floor(m/N);

else

dt=l

end

while t<=m-dt

newplot;

i=l;c=l;vPos=0;vNeg=0;

while i<=n

if GAMMA(e)>0

if Traj==l

plot(U(l:dt:t, i), U(l:dt:t, i+1), 'Color',MyColorPos(mod(vPos,5)+l,:));hold on;

end

plot(U(t, i), U(t, i+l),'o', 'Color',MyColorPos(mod(vPos,5)+l,:));hold on;

vPos=vPos+l;

else

if Traj==l

plot(U(l:dt:t, i), U(l:dt:t, i+1),'Color', MyColorNeg(mod(vNeg,5)+l,:));hold on;

end

plot(U(t, i), U(t, i+l),'o', 'Color',MyColorNeg(mod(vNeg,5)+l,:));hold on;

vNeg=vNeg+l;

end

i=i+2;

c=c+l;
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hold on;

end

'/, information sur l'affichage

axis([-M M -M M]);

axis equal;

'/, pour l'animât ion

grid off;

axis off;

if t;==l

frameNo=l;

end

Ho(:,frameNo)=getframe;

frameNo=frameKo+l;

hold off;

t=t+dt;

end

hold off;

0
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B.2. SUR LE CYLINDRE

B.2.l. Le fichier CylinderVortex.m

function Mo=CylinderVortex(TFinal,stiff,Nprint,DZ, prob,a,b,c,Traj);

7. CYLINDERVORTEX lance la simulation sur le cylindre.

'/. Mo=CylinderVortex(TFinal,stiff,Nprint,DZ, prob,a,b,c,num,Traj);

'/, Sortie: Mo est une variable de type 'movie' de aatlab, c'est une animation.

'/, Entrées: dt est delta t (intervalle de temps),
'/, TFinal est le temps final de la simulation (la simulation commence au temps 0) ,
'/. Nprint est le nombre d'images a présenter dans l'animation,

'/, si Nprint=0 ou est plus grand que le nombre de positions calculées,

'/, toutes les images disponibles seront présentées dans l'animation,

'/. l'intervalle d'affiche de l'axe z est [-DZ,DZ] (c'est la hauteur du cylindre),
'/, prob est le numéro de l'exemple a présenter (voir la liste dans Cylinderlnit.m),
'/, a, b et e sont des paramètres relies a l'exemple choisi (voir la liste dans Cylinderlnit.m),
'/. M est la plus grande valeur que peuvent prendre x et y a l'affichage:

'/, si M=0, l'écran s'a juste a la taille des trajectoires a chaque pas de temps;

7, si M est un vecteur de longueur 4, la dimension de l'ecran est [Xmin;Xmax;Ymin;Ymax] ,
'/, Traj=l trace la trajectoire des tourbillons en plus de donne leur position,

'/, Traj=0 montre seulement la position des tourbillons a chaque pas de temps.

'/. stiff=l utilise la méthode ode23s de matlab pour résoudre des

'/, equations différentielles ordinaires 'stiff,

'/, stiff=0 utilise la méthode ode45 de matlab pour résoudre des

'/, equations différentielles non 'stiff.

[uO,g]=Cylinder!nit(prob,a,b,c);

c=2*pi; '/, circonférence

global GAMMA;

GAMMA=g;

0

'/, Utilisation d'une méthode numérique pour résoudre le système

if stiff==l

[t,u]=ode23s('fCylinderVortex',[0 TFinal],u0) ;

else

[t,u]=ode45('fCylinderVortex',[0 TFinal],u0);

end
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'/. Afficher le résultat

for 1=1:length(t)

U(l,:)=CoordCylToCart(uCl,:));

end

Mo=CylinderMovie(U,t,Nprint ,DZ,Traj) ;

B. 2.2. Le fichier Cylinderlnit.m

function [uO,g]=CylinderInit(prob,a,b,c);

'/. CYLINDERINIT initialise la simulation sur le cylindre.

7, [u0,g]=CylinderInit (dt,TFinal,Nprint,prob ,a,b,e,no);

'/, Sorties: uO est le vecteur position initial de la forme [xl;yl;...;xn;yn] pour n tourbillons,

'/, g est le vecteur des vorticites de la forme [gl;...;gn].

7, Entrees: prob est le numéro de l'exemple a présenter (voir la liste ci-dessous),

'/, a,b et e sont des paramètres relies au numéro de problème choisi (voir la liste ci-dessous),

'/, prob=0: a=u0 en coordonnées cylindriques, b=g,

'/, prob=l: saute-mouton: a est la distance de l'origine au centre du couple, b est la distance

'/, verticale entre le centre et un tourbillon,

'/, prob=2: train de Von Karman: a est l'espace entre les deux rangées, b est le décalage

'/, (entre 0 et l), e est la vorticite, e est le nombre de tourbillons sur chaque rangée.

0

switch prob

case 0

u0=a;

g=b;

case 1 '/, saut e-moût on

N=l;teta=b;A=a;

for i=l:N

x=i*2*pi/N;

k=(i-l)*8+l;

uO(k:k+7,l)=[x;-(A+teta); x;-(A-teta); x; (A-teta); x; A+teta];

k=(i-l)*4+l;

g(k:k+3)=[l;l;-l;-l];

end

case 2 /, train de Von Karman

K=b;

no=c;

for i=l:no

uO(2*i-l:2*i,l)=[2*pi*i/no-K*pi*l/no; a] ;
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0 end

for i=no+l:2*no

uO(2*i-l:2*i,l)=[2*pi*i/no+K*pi*l/no; -a];

end

g(l:no)=l;

g(no+l:2*no)=-l;

end

B.2.3. Le fichier fCylindreVortex.m

function [v]=fCylinderVortex(t,uO);

'/, FCYLINDERVORTEX est la fonction f dans u'=f ; l'equation du mouvement

7, de n tourbillons sur le cylindre.

'/. [v]=fCylinderVortex(t,u0);

'/, Sortie: v est la valeur de la fonction a uO avec sa vorticite.

'/, Entrée: t est une variable de temps qui n'intervient pas dans cette equation

'/, différentielle, mais requise pour l'utilisation d'un méthode numérique de matlab,

'/, u0 est le vecteur colouae des positions initiales des n tourbillons u0=[xl;yl;...;xn,yn].

global GAMMA;

n=length(u0)/2; '/. n est le nombre de tourbillons

v(l:2*n)=0; '/, initialisation du vecteur résultant

c::s2*pi; /> circonférence

'/,separation des coordomiees pour simplification du calcul

ux(l:n)=u0(l:2:2*n-l);

uy(l:n)=u0(2:2:2*n);

u

7, calcul des nouveaux vecteurs vitesse

for 1=1;n 7, calcul de la vitesse du tourbillon #1.

i=ceil (1*2-1) ; '/, indice du vecteur résultant l

for k=l:n /. somme des influences de chaque tourbillon

if k~=l

X=pi*(ux(k)-ux(l))/c;

Y=pi*(uy(k)-uy(l))/c;

E=sin(X)-2 + sinh(Y)-2;

v(i)= v(i)+GAMMA(k)*(cosh(Y)*sinh(Y))/E;

v(i+l)= v(i+l)-GAMMA(k)*(cos(X)*sin(X))/E;
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end

end

end

v=v*l/(2*c);

v=v' ;

B.2.4. Le fichier CylinderMovie.m

fimction Mo=CylinderMovie(U,T,N,DZ,Traj);

7, CYLINDERMOVIE crée une animation matlab du mouvement des tourbillons .

•/. Mo=CylinderMovie(U,T,DZ,no,Traj);

'/, Sortie: Mo une animation matlab, variable de type 'movie'.
'/, Entrées: U est la matrice de position a chaque pas de temps: chaque colonne
y, contient les positions des tourbillons a un pas de temps donne,

'/, T est le vecteur des pas de temps,

'/, N est le nombre d'images a présenter dans l'animation, si N=0 ou est plus grand
'/, que le nombre de positions calculées, toutes les images disponibles
'/, seront présentées dans l'animation,

7. DZ délimite la hauteur du cylindre affiche, l'intervalle [-DZ,DZ] sera affiche,
'/, Traj=l trace la trajectoire des tourbillons en plus de donne leur position,
'/, Traj=0 montre seulement la position des tourbillons a chaque pas de temps.
'/, Les tourbillons positifs sont de couleurs rouge, orange, jaune, magenta ou rose,
'/, les tourbillons négatifs sont de couleurs noir, bleu, mauve, vert ou turquoise.

0

global GAMMA;

[m,n]=size(U) ; '/, m: nombre de pas, n/3: nombre de tourbillons
[Tm,Tn]=size(T);

cm=colormap;

*/, rouge, orange, jaune, magenta ou rose,

MyColorPos=[l,0,0; 1,0.5,0; 1,0.9,0; 1,0,1; 1,0.2,0.2];
7, noir, bleu, mauve, vert ou turquoise.

MyColorNeg=[0,0,0; 0,0,0.8; 0.5,0,0.5; 0,0.6,0; 0.4,0.8,0.8];
if N==0 t m/N <1

dt=l;

else

dt=floor(m/N);

end

t=l;
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0

0

while t<=m-dt

7, dessin du cylindre

newplot;

R=[l 11111111];

[x y z] = cylinder(R,50);

z=(z-0.5)*2*DZ;

K=0.99;

p = surface(K*x,K*y,K*z);

C(:,:,l) = 0.99;

C(:,:,2) = 0.99;

C(:,:,3) = 0.99;

set(p,'facecolor',C,'edgecolor', 'none','Ambient Strength',0.6);

daspect([l 11]);

view(3); axis tight; grid on;

camlight; lighting gouraud;

alpha (.7); '/, facteur de transparence du cylindre

hold on;

i=l;c=l;vPos=0;vNeg=0;

while i<=n '/, n est le nombre d'elements dans U

global A;

if GAMMA(c)>0

if Traj==l

plot3(U(l:dt:t, i),U(l:dt:t, i+l),U(l:dt:t, i+2),'Color',MyColorPos(mod(vPos,5)+l,:));

end

plot3(U(t, i), U(t, i+l),U(t, i+2),'o', 'Color',MyColorPos(mod(vPos,5)+l,:));

vPos=vPos+l;

else

if Traj==l

plot3(U(l:dt:t,i),U(l:dt:t,i+l),U(l:dt:t,i+2),'Color',MyColorNeg(mod(vNeg,5)+l,:));

end

plot3(U(t, i), U(t, i+l),U(t, i+2),'o', 'Color',HyColorNeg(mod(vNeg,5)+l,:));

vNeg=vNeg+l;

end

i=i+3;

c=c+l;

hold on;

end

'/, information sur l'affichage

axis([-l.l, 1.1, -1.1, 1.1, -DZ, DZ]); axis vis3d; view([60 22]);

xlabel('x');ylabel('y');zlabel('z');
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n Xpour l'animation

grid off; axis off;

if t==l

frameNo=l;

end

Mo(:,frameNo)=getframe;

frameNo=frameNo+l;

hold off;

t=t+dt;

end

hold off;

B.2.5. Le fichier CoordCylToCart.m

function u=CoordCylToCart(u0);

'/, COORDCYLTOCART prend UB. vecteur position en coordoimees cylindriques (cylindre de rayon l)
'/, et le traiisforme en coordonnées cartesiexmes.

•/, u=CoordCylToCart(uO);

'/, Sortie: u vecteur des positions des n tourbillons

'/, en coordonnées cartésiennes: u=[xl;yl;zl; ...; xn;yn;zn]

'/. Entrée: uO vecteur des positions des n tourbillons

'/, en coordomiees cylindriques: u=[Teta_l;Z_l; ...; Teta_n;Z_n]

n=length(u0);

k=l;

for i=l:2:n

u(k)=cos(u0(i)); k=k+l;

u(k)=sin(u0(i)); k=k+l;

u(k)=u0(i+l); k=k+l;

end

0



60

n B.3. SUR LA SPHÈRE

B.3.l. Le fichier SphereVortex.m

function Mo=SphereVortex(dt,DTMAX,TFinal,Nprint,prob,a,b,c,Traj);

7, SPHEREVORTEX lance la simulation sur la sphere.

•/. Mo=SphereVortex(dt,DTMAX,TFinal,Nprint,prob,a,b,c,Traj);

'/. Sortie: Ho une animation matlab, variable de type 'movie'.

7, Entrees: dt est delta t (intervalle de temps),

'/, DTMAX est le pas de temps maximal permis lors des iterations de la méthode adaptative,

7, TFinal est le temps final de la simulation (la simulation commence au temps 0) ,

7, Nprint est le nombre d'images a présenter dans l'animation,

'/, si Nprint=0 ou est plus grand que le nombre de positions calculées,

'/, toutes les images disponibles seront présentées dans l'animation,

'/, prob est le numéro de l'exemple a présenter (voir la liste dans SphereInit.m),

'/, a, b, e sont des paramètres relies a l'exemple choisi (voir la liste dans Spherelnit.m),

'/, Traj=l trace la trajectoire des tourbillons en plus de donne leur position,

'/, Traj=0 montre seulement la position des tourbillons a chaque pas de temps.

[uO,g]=SphereInit(prob,a,b,c);

global GAMMA

GAMMA=g;

T0=0;

tol=dt;

t=0;

[t,u]=odel2Sphere('fSphereVortex',TO,TFinal,uO,g,tol,DTMAX);

Mo=SphereMovie(u,t,Nprint,Traj ) ;

B.3.2. Le fichier Spherelnit.m

function [uO,g]=Sphere!nit(prob,a,b,c);

0

'/, SPHEREINIT initialise la simulation avec le vecteur position uO et le vecteur vorticites g.

'/. [u0,g]=3pherelnit(prob,a,b,c);

'/, Sorties; uO est le vecteur position initial de la forme [xl ;yl; .. . ;xii;yn] pour n tourbillons,

'/, g est le vecteur des vorticites de la forme [gl;...;gn].

'/, Entrees: prob est le numéro de l'exemple a présenter (voir la liste ci-dessous),

'/, a,b et e sont des paramètres relies au numéro de problème choisi (voir la liste ci-dessous):

'/, prob=0: a=u0 en coordonnées spheriques (longitude, latitude), b=g le vecteur des vorticites,

'/. prob=l: a=u0 en coordonnées cartésiennes, b=g le vecteur des vorticites,
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0 '/, prob=2: deux tourbillons de vorticites +1, -l a. proximité,

'/, prob=3: deux tourbillons de vorticites +1, +1 a proximité,

'/, prob=4: tourbillons dansants (deux couples) a=angle entre les tourbillons d'un même couple,

'/, prob=5: tourbillons dansants (a=nombre de couples),

/, b est l'écart entre les tourbillons d'un même couple,

'/, prob=6: tourbillons dansants sur un tétraèdre: 2 couples par arrêtes près des somme-ts,

/, prob=7: tourbillons dansants asymétriques, a=angle de décalage des couples.

u

switch prob

case 0

uO=CartCoord(a);

g=b;

case 1

u0=a;

g=b;

case 2

a=pi/20

u0=[cos(a);-sin(a);0;cos(a);sin(a);0] ;

g=[l;-l];

case 3

a=pi/10;

u0= [cos (a) ;-sin (a) ;0; cos (a) ; sin (a) ;0] ;

g=[l;l3;

case 4 '/, tourbillons dansants

teta=a;

a=cos(teta);

b=sin(teta);

u0=[a;b;0;a;-b;0;

-a;b;0;-a;-b;0];

g=-[l;-l;-l;l],

case 5 "/,Tourbilons dansants : un polygone régulier a s couples

s=a;

'/, Vorticites positives

phi=b;

teta=2*pi/s;

u0(l:6*s,l)=0; '/. z vaut 0 pour tous les points

u0(l,l)=cos(phi);

u0(2,l)=-sin(phi);

for i=4:3:3*s

u0(i,l)= u0(i-3)*cos(teta)+u0(i-2)*sin(teta);
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n

0

u0(i+l,l)= u0(i-3)*-sin(teta)+ u0(i-2)*cos(teta);

end

g(l:s,l)=l;

'/, Vorticites negatives

k=3*s;

teta=2*pi/s;

u0(k+l,l)=cos(phi) ; '/, presque l

u0(k+2,l)=sin(phi) ; '/, presque 0

for i=4:3:3*s

u0(k+i,l)= u0(k+i-3,l)*cos(teta)+u0(k+i-2,l)*sin(teta);

u0(k+i+l,l)= u0(k+i-3,l)*-sin(teta)+ u0(k+i-2,l)*cos(teta);

end

g(s+l:2*s,l)=-l;

case 6 '/, Tourbillons dansants sur un tétraèdre.

c=2*sqrt(2/3);

R= l/sqrt(3) * e;

z= sqrt(2/3)*c-l;

teta=2/3*pi;

K=a;

u(:,l)=[0;0;l], u(:,2)=[R*cos(0); R*sin(0); -z];

u(:,3)=[R*cos(teta); R*sin(teta); -z]; u(:,4)=[R*cos(2*teta); R*sin(2*teta); -z] ;

p=l;
for k=l:4

for i=l:4

for j=l:4

if i-=k & i~=j & k-=j

v=u(:,i)+ K*(u(:,i)-u(:,j));

utmp=u(:,k)+ l/5*(v-u(:,k));

u0(p:p+2,l)=utmp/norm(utmp,2);

p=P+3;

end

end

end

end

h=0.01;

g=[h;~h;-h;h;h;-h;-h;h;h;-h;-h;h;h;-h;-h;h;h;-h;-h;h;h;-h;-h;h];

case 7'/, tourbillons dansants avec décalage

dt=pi/20; ul=[0-dt-a;0; 0+dt-a;0; pi-dt+a;0; pi+dt+a;0];

g=[l;-l;l;-l];

uO=CartCoord(ul);
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n end

B.3.3. Le fichier fSpherèVortex.m

function v=fSphereVortex(uO,gamma,dt);

'/. FSPHEREVORTEX est la fonction î dans u'=f de l'equation du mouvement

'/, de n tourbillons sur la sphere.

/, v=fSphereVortex(u0,ganma,dt);

'/, Sortie: v est la valeur de la fonction a uO avec sa vorticite.

'/. Entrées: uO est le vecteur coloime des positions initiales des n tourbillons u0=[xl;yl;...;xn,yn],

'/, gamma est le vecteur des vorticites, dt est le pas de temps.

n=length(u0)/3; '/. nombre de tourbillons

v(l:3*n,l)=0; '/, initialisation du vecteur résultant, vecteur colonne

N=length(u0) ; '/, nombre de coordonnées en tout

'/, separation des coordonnées pour simplification du calcul

ux(l:n)=u0(l:3:3*n-2);

uy(l:n)=u0(2:3:3*n-l);

uz(l:n)=u0(3:3:3*n);

'/, calcul des nouveaux vecteurs vitesse

for k=l:n

for p=l:n

if p~=k

pvect=[uy(p)*uz(k)-uy(k)*u2(p);-(ux(p)*uz(k)-ux(k)*uz(p));ux(p)*uy(k)-ux(k)*uy(p)];

pscal=ux(p)*ux(k)+ uy(p)*uy(k)+ uz(p)*uz(k);

v(3*k-2: 3*k,l)= v(3*k-2: 3*k,l) + gamma (p)*pvect/(1-pscal);

end

end

end

v=v/(4*pi); '/, ceci est le résultat habituel de feval.

w(:,l)= dt*v; */, vecteur déplacement dans la direction du vecteur vitesse

u

'/, correction pour rester sur la sphere

for j=l:3:N-2

wnorm = norm(w(j:j+2,l),2);

if wnorm == 0

wajust(j:j+2,l) = [0;0;0];
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n elseif Bnorm >= 1.5

wNORM=wnorm

errorCLa vitesse est trop grande, il faudrait diminuer le pas');

else

wajust(j:j+2,l) = w(j:j+2,l)*tan(wnorm)/wnorm;

end

end

v=wajust/dt;

B.3.4. Le fichier odel2Sphere.m

function [T,u]=odel2Sphere(f,TO,Tfinal,uO,gamma,tol,DTMAX);

'/, ODE12SPHERE permet d'approximer la solution de du/dt=f(t,u) dans le cas la sphere avec

'/. mie méthode Rimge-Kutta adaptative .

'/. [T,u]=odel2(f,TO,Tfinal,uO,tol)

'/, Sorties: T est le vecteur des pas de temps, u est le vecteur des positions.

'/, Entrees: f est une variable 'string' qui contient le nom de la fonction f dans du/dt=f(t,u),

'/, TO est le temps initial, Tfinal est le temps final,

'/, u0 est le vecteur de positions initiales des tourbillons,

*/, toi est la tolérance a observer, DTMAX est le pas de temps maximal souhaite.

amin=0.l;

as=0.8;

amax=2.5;

t=TO;

u(:,l)=u0;

dt=tol;

i=l;

T(1)=TO;

N=length(u0) ; '/, nombre de coordonnées en tout

0

'/, boucle principale

while t+dt<Tfinal

T(i+l)=t+dt;

'/, Méthode d'ordre 2 (ERK Runge)

Yl=u(:,i);

Y2=u(:,i)+l/2*dt*feval(f,Yl,gamma,dt);
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0 for k=l:3:N-2

Y2(k:k+2,l)=Y2(k:k+2,l)/norm(Y2(k:k+2,l),2);'/, le mettre de norme l

end

u(:,i+l)=u(:,i)+dt*feval(f,Y2,gamma,dt);

for k=l:3:N-2

u(k:k+2,i+l)=u(k:k+2,i+l)/norm(u(k:k+2,i+l) ,2) ;'/. le mettre de norme l

end

•/. Méthode d'ordre l (F.E.)

y=u(:,i)+dt*feval(f,u(:,i), gamma, dt);

for k=l:3:N-2

y(k:k+2,l)=y(k:k+2,l)/nonn(y(k:k+2,l),2); '/, le mettre de norme l

end

7, Calcul de dt optimal

dtopt=dt*(tol/norm(u(:,i+1)-y) )-(1/2);

7. Calcul de dtNEW

dtnew = min(max(as*dtopt, amin*dt),amax*dt);

7, Special pour les tourbillons: valeur maximale du pas de temps

if dtnew>DTMAX

dtnew=DTMAX;

end

if norm(u(:,i+l)-y)< tol*(l+max(norm(u(:,i+l)),norm(y)))

i=i+l;

t=t+dt;

end

dt=dtnew;

end 7, Fin de la boucle principale

0

'/, Dernière étape

dt=Tfinal-T(i);

T(i+l)=Tfinal;

7, Méthode d'ordre 2 (Runge)

Yl=u(:,i);

Y2=u(:,i)+l/2*dt*feval(f,Yl,gaimna,dt);

for k=l:3:N-2

Y2(k:k+2,l)=Y2(k:k+2,l)/norm(Y2(k:k+2,l),2);'/. le mettre de norme l

end

u(:,i+l)=u(:,i)+0*dt*feval(f,Yl,gamma,dt)+l*dt*feval(f,Y2,gamma,dt);

for k=l:3:N-2
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u(k:k+2,i+l)=u(k:k+2,i+l)/norm(u(k:k+2,i+l) ,2) ;'/, le mettre de norme l

end

T=T';

u=u' ;

B.3.5. Le fichier SphereMovie.m

function Mo=SphereMovie(U,T,N,Traj);

'/, SPHEREMOVIE crée une aaimation matlab du mouvement des toiu-billons .

•/. Mo=SphereHovie(U,T,N,Traj);

'/, Sortie: Mo une animation matlab, variable de type 'movie'.

'/, Entrées: U est la matrice de position a chaque pas de temps: chaque colonne

7, contient les positions des tourbillons a un pas de temps donne,

'/. T est le vecteur des pas de temps,

'/, N est le nombre d'images a présenter dans l'animation, si N=0 ou est plus grcind

'/. que le nombre de positions calculées, -toutes les images disponibles seront

'/, présentées dans l'animation,

'/, Traj=l trace la trajectoire des tourbillons en plus de donne leur position,

'/. Traj=0 montre seulement la position des tourbillons a chaque pas de temps.

'/, Les tourbillons positifs sont de couleurs rouge, orange, jaune, magenta ou rose,

'/, les tourbillons négatifs sont de couleurs noir, bleu, mauve, vert ou turquoise.

0

global GAMMA;

[m,a]=size(U); /, m: nombre de pas, n/3: nombre de tourbillons

[Tm,Tn]=size(T);

cm=colormap;

'/, rouge, orange, jaune, magenta ou rose

MyColorPos=[l,0,0; 1,0.5,0; 1,0.9,0; 1,0,1; 1,0.2,0.2];

Y.noir, bleu, mauve, vert ou turquoise.

MyColorNeg=[0,0,0; 0,0,0.8; 0.5,0,0.5; 0,0.6,0; 0.4,0.8,0.8];

if N==0 l m/N <1

dt=l;

else

dt=floor(m/N);

end

t=l;

while t<=m-dt

newplot; '/, dessin de la sphere
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Cx y z] = sphere(36);

K=0.99;

p = surf ace(K*x,K*y,K*z);

C(:,:,l) = 0.99;

C(:,:,2) = 0.99;

C(:,:,3) = 0.99;

set(p,'facecolor',C,'edgecolor','none','AmbientStrength',0.6);

daspect([l 11]);

view(3); axis tight; grid on;

camlight; lighting gouraud;

alpha(.S); /, facteur de transparence

hold on;

0

i=l;c=l;vPos=0 ;vNeg=0;

while i<=n '/, n est le nombre d'element dans U

if GAMMA(c)>0

if Traj==l

plot3(U(l:dt:t,i),U(l:dt:t,i+l),U(l:dt:t,i+2),'Color',MyColorPos(mod(vPos,5)+l,:));

end

plot3(U(t, i), U(t, i+l),U(t, i+2),'o', 'Color',MyColorPos(mod(vPos,5)+l,:));

vPos=vPos+l;

else

if Traj==l

plot3(U(l:dt:t,i),U(l:dt:t,i+l),U(l:dt:t,i+2),'Color',MyColorNeg(mod(vNeg,5)+l,:));

end

plot3(U(t, i), U(t, i+l),U(t, i+2),'o', 'Color',MyColorNeg(mod(vNeg,5)+l,:));

vNeg=vNeg+l;

end

i=i+3;

c=c+l;

hold on;

end

/, information sur l'affichage

axis([-l.l, 1.1, -1.1, 1.1 -1.1, 1.1]); axis vis3d; view([60 22]);

xlabel('x');ylabel('y');zlabel('z');

'/, pour l'cuiimation

grid off; axis off;

if t==l

frameNo=l;

end
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Ho(:,frameNo)=getframe;

frameNo=frameNo+l;

hold off;

t=t+dt;

end

y.hold off;

B.3.6. Le fichier CartCoord.m

function u=CartCoord(uO) ;

'/, CARTCOORD prend un vecteur de deux angles sur la sphere (longitude, latitude)

'/, et donne la coordonnées cartésiennes dans R~3.

'/. u=CartCoord(uO);

'/• Sortie: vecteur des positions en coordonnées [xl;yl;zl;. . . ;ii;yn;zn] dans R~3.

'/, Entrée: vecteur des positions [phi_l;psi_l;...;phi_n;psi_n]

'/, ou phi est la longitude (0 a 2 pi)

•/. et psi est la latitude (-pi/2 a pi/2).

N=length(u0);

k=l;

for i=l:2:N

phi=u0(i);

psi=u0(i+l);

R=cos(psi);

u(k)=R*cos(phi);

u(k+l)=R*sin(phi);

u(k+2)=sin(psi);

k=k+3;

end

u=u' ;

0
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