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RÉSUMÉ

Le système de Lorenz est un système d'équations différentielles dépendant de

trois paramètres. Lorsque l'on fixe deux des paramètres du système et que l'on

fait varier le dernier, il se produit une suite de bifurcations qui nous mène d'un

système parfaitement prévisible à un système chaotique. Pour l'étude de quelques

une de ces bifurcations, nous ferons appel au théorème de Shil'nikov, à la définition

formelle de chaos et aux formes normales. Plus particulièrement, pour étudier les

bifurcations homocliniques, nous démontrerons le théorème de Shil'nikov dans un

cas générique. Pour ce faire, nous nous servirons du théorème de linéarisation

en classe Cl de Hartman. Pour conclure cette étude, nous présenterons certains

résultats généraux sur la naissance de cycles limites dans le système de Lorenz.

Mots clefs : Systèmes dynamiques, Bifurcation, Chaos, Cycle limite, Système

de Lorenz.
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ABSTRACT

The Lorenz system is a differential equation system depending on three para-

meters. When one fixes two of the parameters of the system and that one varies

the last, there is a succession of bifurcations which carries out us of a system

perfectly foreseeable with a chaotic system. For the study of some one of these bi-

furcations, we will call upon the Shil'nikov theorem, the formal definition of chaos

and the normal forms. More particularly, to study the homoclinic bifurcations,

we will prove the theorem of Shil' nikov in a generic case. For this purpose, we

will make use of the theorem of linearization in class C71 of Hartman. To conclude

this study, we will present certain general results on the birth of limit cycles in

the Lorenz system.

Key words : Dynamical systems, Bifurcations, Chaos, Limit Cycles, Lorenz

system.
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INTRODUCTION

L'être humain, par ses mythes religieux, ses observations, ses techniques ou

ses sciences, n'a jamais cessé de tenter d'expliquer la météo. Dans cette optique,

les physiciens et les mathématiciens ont personnellement utilisé les équations dif-

férentielles pour essayer de prévoir les fluctuations météorologiques. Ces derniers,

par leurs tentatives acharnées, étaient peut-être loin de se douter que leurs re-

cherches allaient les mener à découvrir l'existence du chaos déterministe.

Le système de Lorenz

x = crÇy — x)

y = px—y— xz

z = -f3z + xy

(x,y,z) eR3

a,p,(3>0 ,

J

un système d'équations différentielles dépendant de trois paramètres modélisant

les mouvements des gaz entre certaines couches atmosphériques, a participé à

cette naissance, choquante et angoissante pour le déterminisme en général. Dans

ce mémoire, nous allons suivre en quelque sorte le cheminement qu'à jadis em-

prunté Edward Lorenz en fixant deux des paramètres de son système (o- = 10 et

/5 = j) et en faisant varier le dernier (p) . Au fur et à mesure que le paramètre p
augmentera, il se produira une suite de bifurcations qui nous mènera d'un système

parfaitement prévisible à un système chaotique.

La première bifurcation qui retiendra notre attention sera la bifurcation ho-

moclinique qui se produit pour p très près de 13.926. Pour nous permettre de bien

comprendre cette bifurcation et de prévoir l'apparition de cycles limites dans le
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système, nous allons énoncer et démontrer le théorème de Shil'nikov, qui est une

generalisation de notre cas spécifique de bifurcation homoclinique. La démonstra-

tion du théorème de Shil'nikov que nous ferons ici est moderne et nouvelle dans

la littérature. Cette preuve fera entre autre appel au théorème de linéarisation en

classe C de Hartman.

Par la suite, nous allons nous pencher sur la fameuse bifurcation d'apparition

du chaos qui survient pour p ^ 24.06. Pour ce faire, nous allons tout d'abord

définir rigoureusement la notion de système dynamique chaotique discret. Pour

appliquer cette définition, nous allons discrétiser le flot du système à cette valeur

spécifique de p ce qui nous conduira à l'introduction de l'application de Lorenz.

Ensuite, nous ferons la démonstration que l'application de Lorenz est chaotique.

Cette preuve est nouvelle et nous ne savons pas s'il existe d'autres démonstrations

de ce type dans la littérature.

Finalement, notre route nous mènera à la bifurcation de Hopf en p= ^ ^
24.74. Pour bien comprendre cette bifurcation, nous calculerons une approxima-

tion de la variété centre en un point d'équilibre pour éventuellement conclure sur

sa stabilité. Ainsi se terminera le cheminement classique de l'étude des bifurca-

tions dans le système de Lorenz.

Pour conclure, nous consacrerons le chapitre 4 aux résultats que nous avons

obtenus sur l'apparition et la disparition de cycles limites dans le système de

Lorenz lorsque P > ^- Pour ce faire, nous appliquerons une fois de plus le
théorème de Shil'nikov.

J



Chapitre l

THÉORÈME DE SHIL'NIKOV

Avant de débuter notre étude du système de Lorenz, nous allons énoncer et

démontrer un théorème concernant certains types de bifurcations homocliniques

pour un point de selle de R3 ayant 3 valeurs propres réelles. Pour ce faire, nous

allons tout d'abord introduire quelques notions élémentaires.

1.1. PRÉLIMINAIRES

Soit XQ un point d'équilibre du champ de vecteurs

X = F(X), où X e R3, Fe C'1 e^ A= -t^(Xo) G Ms (1.1.1)

J

Supposons que la variété instable WU(Xo) est de dimension un et que la variété

stable WSÇXo~) est de dimension deux. Supposons également que les trois valeurs

propres de A sont réelles et telles que Ai >0>À2 > Âg.

Definition 1.1.1. La valeur propre de A la plus près de 0 est appelée la valeur

propre principale. L'espace propre correspondant à la valeur propre principale est

appelé l'espace propre principal. Notons qu'il est possible que Ai = Àzl. Dans ce

cas, il y aura deux valeurs propres principales et U espace propre principal sera de

dimension deux.

Definition 1.1.2. Soit XQ un point de selle hyperbolique du système (1.1.1). La

quantité de selle du point XQ est : 0"= Ai +^2.
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Exemple 1.1.1. Considérons à nouveau le système (1.1.1). Posons XQ = 0 et

A = diagÇX-i, As, As) tel que a= Ài+Àg > 0. Ainsi, la valeur propre principale est

À2. On remarque alors que presque toutes les orbites sur W^{Xo) (variété locale

stable en Xo) approchent XQ le long de l'espace propre principal qui correspond à

l'axe des y (voir la figure 1.1.1/

y

WJ^)
x

Xo

z

.s

J

^0%)

FIG. 1.1.1. Orbites sur Wf^{Xo) approchant XQ le long de l'espace

propre qui correspond à l'axe des y

Toujours dans le contexte de l'exemple précédent, supposons que le système

(1.1.1) possède une boucle homoclinique T'o qui revient de manière tangente à l'axe

des y (voir la figure 1.1.2) et regardons les différentes configurations possibles de la

variété stable WS(XQ) dans un voisinage de FQ. Notons qu'en prenant les points de

la variété locale stable Wf^ÇXo) comme conditions initiales et en prenant l'union

de toutes les trajectoires de tous ces points, nous obtiendrons un objet global,

toujours appelé variété, mais qui n'est plus une variété au sens propre du terme,

en raison des auto-intersections.

Tout d'abord, considérons un petit voisinage tubulaire UQ de Fo U {Xo}. La

boucle homoclinique FQ appartient entièrement à la variété stable WS{Xo). De

plus, génériquement, l'ensemble M :=- WS{Xo) n UQ s'intersecte lui-même près

du point de selle XQ le long des deux orbites exceptionnelles sur WSÇXo) qui

approchent le point de selle tangentiellement à l'espace propre non principal (voir
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0

y

/^^(X)
loc

(0,ZJ-

s x

Xo

FIG. 1.1.2. Retour d'une boucle homoclinique le long de la variété

locale stable en XQ

la figure 1.1.3). Ainsi, l'ensemble M qui contient la boucle homoclinique ro est

(génériquement) une variété non différentiable de dimension deux. Pour plus de

détails, voir dans K .

Definition 1.1.3. Si M est topologiquement équivalent à un simple ruban, FQ

est une boucle homoclinique simple ou sans torsion. Si M est topologiquement

équivalent à un ruban de Môbius, FQ est une boucle homoclinique avec torsion.

Nous sommes maintenant prêts à la formulation du théorème de Shil'nikov.

^

1.2. THÉORÈME DE SHIL'NIKOV

Théorème 1.2.1. [K] Considérons le champ de vecteurs suivant :

X= f{X,e), XçR3, £€R, (1.2.1)

où f est une fonction de classe C , possédant ene = 0 un point d'équilibre de

selle XQ avec trois valeurs propres Ai (0) > 0> À2(0) > AS (0) et une boucle

homoclinique T'o. Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :

^J;ao=Ai(0)+À2(0)>0;

(H. 2) FQ revient en XQ le long de l'espace propre principal;

(H.3) VQ est simple ou avec torsion.
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E
0. 0

MM

;v.

^0
s sw ws

(a)

^

(b)

FIG. 1.1.3. Boucle homoclinique simple (a) et avec torsion (b)

J

Alors, dans un voisinage tubulaire de TQ pour e dans un petit voisinage de

e= 0, le système a au plus un cycle limite. De plus, dans la preuve, on définira un

paramètre /3(£-) qui mesure la "distance entre WUÇXo') et WS(Xo)" (en particulier,

on aura f3 = 0 pour la boucle homoclinique). Pour cette définition, on aura que

le système a exactement un cycle limite si (3 < 0 (resp. /3 > 0} dans le cas de la

boucle homoclinique simple (resp. avec torsion) et aucun si f3 > Q (resp. f3 < 0}

(voir les figures 1.2.1 et 1.2.2/ En particulier, si

(H.4) /3\e) ^ 0, pour tout e^O

alors on a la disparition ou l'apparition d'un cycle limite lorsque le système par

la boucle homoclinique.

Pour mettre en lumière les idées, nous ferons une preuve rigoureuse moderne

dans le cas générique où le système vérifie l'hypothèse

(H.5) Le système (1.2.1) peut se ramener, par un difïéomorphisme de classe Cl

(dans les variables ÇX,e)) dans un petit voisinage V de XQ, au système linéaire
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n
Lp

I;

M

^ •^ w"wu

X.

ws

(a) /3 < 0

w: ws

W (3=0 (e) /3 > 0

FIG. 1.2.1. Bifurcation de Shil'nikov autour d'une boucle homo-

clinique simple

suivant :

/

X=AX, A=^ ,s)
\

Ai(e) 0 0

0 À2(e) 0
0 0 As(e)

\

/

(1.2.2)

J

Notons que les cas non couverts sont des cas particuliers extrêmement rares.

DÉMONSTRATION DU CAS GÉNÉRIQUE. Sans perte de généralité, supposons que

XQ = 0. Ainsi, le flot du système (1.2.2) est le suivant :

y(t,X)

/gÀi(e)t g

0 eÀ2(£)t

0 0 e

0

0

A3(e)t

\

X, X ç R3. (1.2.3)

Notons que Ai (e) >0 > À2(£) > As (e) pour un e assez petit, par continuité.

Considérons l'application de Dulac Ag : Si —> Ea; où Ei = {{x,y,z) \ x,z ç

R} n y et ^= {Çx,y,z)\y,zeR}r}V (voir la figure 1.2.3). Trouvons explicite-

ment la forme générale de l'application de Dulac. Tout d'abord, pour simplifier la

notation, on peut par un changement d'échelle, poser x=l et y =1. Ainsi, pour

{xQ,l,Zo') G Si, on veut trouver ?/i et 2:1 tel que ^{xo,l,Zo) = (l,î/i,2;i) £ Sa.
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n
L

p

M

\\:^ w" wu

X.
wsws ws

(a) /3 < 0 (b) /? = 0 (e) /? > 0

FIG. 1.2.2. Bifurcation de Shil'nikov autour d'une boucle homo-

clinique avec torsion

Or, en utilisant le flot (1.2.3), on peut poser

A,
XQ

l

\zo/

/ \

\

exl^txo'
gÂ2(£)t

gÂ3(£)^

(^
yi

\zl)

Ainsi, exl^txo = l =^> \i{e)t = In — = -Inrco =^ t = -y-^lnzo =^ ?/i
.A2<E)gÀ2(£)t ^ gÀ2(£).(-^ln^o) ^ (gln^o)-^ = 2;o-îfti7. De plus, ^ = ex3^tZQ

^3(£)'(-^)I-o^o= ^o-^^o.

y

£l
-:'ç

A
E

(Ç

x

^2

z

J FIG. 1.2.3. L'application de Dulac Ae : Si -^ Sa
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On trouve donc la forme générale de l'application de Dulac

Ae : Si ^ES:

/ \
XQ

l

\zo^

/
l
À2(e)

XQ Àl(E.>
\l(e)

XQ Àl(e)2;o

\

qui peut se ramener à

A,:
yi

Zl

\

.^2(e)
x Ài(E'
AS (e)

x ^^z

/

(1.2.4)

Or, notons que nous travaillons dans un petit voisinage de £= 0, c'est-à-

dire sur un système proche d'un système possédant une boucle homoclinique FQ

(voir figure 1.1.2). Ainsi, par continuité du système, nous pouvons considérer

l'application Re : 'E's ~> Si (voir figure 1.2.4).

R
E

z

y

ï

•s^

^.--

z2

x

FIG. 1.2.4. Le difféomorphisme Re : ^2 ^ Si

Maintenant, comme le système (1.2.1) peut se ramener au système (1.2.2)

par un difFéomorphisme de classe Cl (par l'hypothèse (H.5)), cela implique que

l'application Re est un difféomorphisme de classe C . Remarquons qu'en £ = 0 ,

Ry[0, 0) = (0, Zo); car cela correspond à la boucle homoclinique FQ (voir la figure

1.1.2). Cependant, par un changement de variable de classe C'1, on peut poser
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ZQ = 0. En effet, au voisinage de l'origine, le système a la forme

x = Xi{e)x

y = ^~)y

z = \3{e~)z

et à priori, on sait seulement que la boucle homoclinique TQ coupe y =y= l eîi

Çx = 0,z = Zo). Dans le plan {a; = 0}, ce point fait donc partie de la trajectoire

^aW _ _. >sW
z = Cy^w, où Zo = Cy^w = C.

On fait le changement de variables de classe C

Às(e)
z= z- Zoy^w.

Alors,

z-z-z^^
=\,{e}z-\,{e~)Z,)^y^

'Â2^);
^iù.= \3{e)(z + Zoy^) - Xs^Zoy^

= AS (e)^.

Ainsi, en faisant ce changement de variables (de classe C'1), on obtient que la

boucle homoclinique coupe y=^= l en (a; = 0,^=0). À partir de maintenant,

on peut supposer Zy = 0. Donc, le problème de chercher des solutions périodiques

du système dans un voisinage de la boucle homoclinique Fo pour £ petit se ramène

à chercher les points fixes de l'application de premier retour Pg = J?e o Ag, où Pg :

Si ^ Si. Nous cherchons donc les points ^ e R3 tel que Pg(^) = ^ = (JÎ£oAe)(ç).

Une autre manière de formuler le problème est de considérer l'inverse de R^

et de chercher les ^ £ R3 tel que Ag(^) = R^l{^. Or, Rs est un difféomorphisme

de classe Cl ce qui implique que -R^1 est un difFéomorphisme de classe C1. Si on

était en classe C , la formule de Taylor nous donnerait

^-1(0
>-1

^-l(0)+^^(0)^+o(l^l)>
'£ ^
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")
pour ^ près de (xo,zo) = (0,0). Nous montrerons dans le lemme 1.2.1 que cette

formule est encore vraie en classe C .

Donc, posons

^-1(0) =
A (e)
M^. ^'^c:;:

.-l

On peut supposer det[al^-{0)} = agde-beCe > 0 (car R^1 préserve l'orientation)
et de 74 0, car do 7^ 0 par l'hypothèse (H.3). En effet, étudions le cas rio = 0. Tout

d'abord, soit e = 0. Donc,

-l

^O-I(O=-ROI(O)+^-(O^+O(|Ç|).
Or, -RQI(O) correspond à la boucle homoclinique. Ainsi -R^ (0) = 0 d'où

^o-l(0= ^-(0^+0(^1).
Près de ^=0, on a donc que

^K)-^(o)f=(s° bo}f.
co do

(1.2.5)

Soit {ei, 63} les vecteurs de la base propre correspondant aux valeurs propres

Ai et As. Ainsi,

,-i/. ^ lao bo\ . l a-0 bo
-R^1 (es) = l " " | 63

co do
fo)^"(6:]^»(60

co do) \ko) \do] \0
)

où Â;o > 0 est très petit. Géométriquement, lorsque by> 0 etbo < 0, on obtient

deux schémas différents que l'on présente à la figure 1.2.5. On voit qu'aucun des

deux ne correspond à l'hypothèse (H.3) ce qui implique que do 7Z: 0.

Maintenant, par (1.2.4), on a

R^ {^) = A£(^) si et seulement si

J
A(e)

+

 }

as b,

Ce d,

£ x\ (o{x,z)

z) \o{x,z)

À2(e)
x Ài(e)

ÀS(E)
X Àl(E)2;

y\

Zl

(1.2.6)
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y R'x
R

.,/ s,
^-^

e,e3

^R'(C3)

R'te,)

^ i.

(a) 60 < 0 (b) 60 > 0

FIG. 1.2.5. Voisinage de la boucle homoclinique TQ lorsque do = 0

Cela conduit aux deux équations suivantes :

À2(E)
/3i(£) + a^x + beZ + o{x, z) = x~r'^

^(e) + CeX + d^z + 0(2;, 2;) = 2;-ÀÏ(E)2;.

(1.2.7)

(1.2.8)

Tout d'abord, on sait par l'hypothèse (H.l) que Ai(0) +^2(0) > 0. Cela reste vrai

dans un voisinage de e = 0, c'est-à-dire que Ai (e) + Aa(£) > 0 pour un e assez

petit. Ainsi, on a que AI (e) > —As (e) > 0 ce qui implique que 0 < —•

Posons r(£-) = —^^ € ]0,1[ . Or, l'équation (1.2.8) peut se réécrire comme suit :

A2(e)
^)< l.

>3W
G{x, z, e) := /?2(e) + c^x + rfe^ + 0(2;, z} - x~x^z = 0.

On a donc que

-^-{x,z,e~} =ds-x-)^ +0{x2,z}.

J

De plus, on que Ai (e), —As (e) > 0 ce qui implique que -^j^ > 0, et alors
^(0,0, e) = de 74 0- Donc, par le théorème des fonctions implicites, G{x, z, e) = 0
peut s'écrire

z = h{x, e) = (î(e) + 7(e)2; + 0(2;) , pour x, e petits (1.2.9)
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où S Ce) est du même signe que —^^, 7(0) = —I& et hest de classe Cl. Par
conséquent, l'équation (1.2.7) peut se réécrire ainsi :

F{x, e) := /?i(£) + a^x + b.hÇx, e} - xr(£) + o{x} = 0.

En utilisant (1.2.9), on obtient l'équation suivante près de a; = 0

F(x, e) = /3i(e) + a,x + b^(e)x + 5(e)] - xr(£) + 0(2;) = 0 ^==^

F{x, e} = [A (e) + b,ô{e}} + [a, + 6,7(£)]^ - xr(e) + o(rc) = 0. (1.2.10)

Ainsi, nous obtenons que

9F r(s)
^Çx,e) = [a, + b^e)} - ^^ + 0(x) ^ 0 (1.2.11)

J

et ce, pour (x, e) très près de (0, 0). En effet, pour x près de 0, 0{x') est très petit

et r(e) G ]0,1[ ce qui implique que -Y^) est très grand. Supposons maintenant

qu'il existe x-i,x^ tel que F(a;i,£-) = F{x^,£) == 0. Par le théorème de Rolle,

cela implique qu'il existe x^ e ]ï"i,a;2[ tel que ^Çx3,e) = 0. Contradiction avec
(1.2.11) pour (x,e} près de (0,0). Ainsi, F{x,e} possède au plus une racine dans

un petit voisinage de (0,0) d'où le fait que le système (1.2.1) possède au plus un

cycle limite dans un voisinage de la boucle homoclinique pour e petit.

Regardons maintenant où va apparaître le cycle limite dépendamment d'une

certaine valeur /3(e) que nous allons déterminer. Par (1.2.10), on obtient que

F{x, e) = 0 ^^ xr^[l - (a, + b^(e))xl-r^ + o{xl-r^)] = /3i(e) + b,ô{e).

Cependant, près de a;=0, on a

l - (a, + b,7(£))^l-r(£) + o(a;l-'-(£)) ^ l.

Donc, F{x,£) = 0 n'a de solution que si /3i(e) + b^S{e) >_ 0. En effet, on peut

écrire

x[l- (a, + b^{e))xl-r^ + o{xl-r^)}^ = [/3i(e) + ^^(e)]^). (1.2.12)
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seulement si /?i(£) + beSÇe) > 0. L'équation (1.2.12) a une solution unique par le

théorème des fonctions implicites car

H[x, e) -=x[l- (a, + b^{eW-r^ + o(^l-r(£))]^) - [A (e) + b,ô[e}}^> = 0

est telle que

^(0,0) =1^0.
Par conséquent, FÇx,e) = 0 possède une unique solution x

/?i(e) + beS{e) > 0 est assez petit. Maintenant, posons

2; (e) lorsque

J

/?(£):=-rf,[A(£)+M(£)].

Notons que ce paramètre est celui introduit dans la preuve de l'énoncé. Par

l'équation (1.2.12), on voit que 2;= 0 si et seulement si /3(e) = 0 ce qui implique

qu'on a une boucle homoclinique si et seulement si f3{e) = 0. Or, par l'hypothèse

{HA), la boucle homoclinique ne peut exister pour e ^ 0.

Donc, ^(0) = 0 est la condition géométrique de l'existence d'une boucle ho-

moclinique. Les deux inégalités {3{e) < 0 et /3(e) > 0 correspondent aux deux

positions de la variété instable par rapport à la variété stable (voir les figures

1.2.1 et 1.2.2).

Maintenant, faisons la distinction entre le cas de la boucle simple et celui de

la boucle avec torsion. Notons que la distinction se fera par le signe du paramètre

do de la matrice

a-0 bo

co do

Rappelons tout d'abord l'équation (1.2.5) et soit

'bo'
^o (es) = ko

,do,
(1.2.13)

(l) Cas simple

Dans le cas de la boucle homoclinique simple (sans torsion), on a que

do est strictement positif : ceci est géométriquement évident sur la figure
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1.2.6 et ce, en considérant (1.2.13). On sait également que le cycle limite

va apparaître si et seulement si /?i(e) + beôÇe) > 0. Donc, comme do > 0

implique que de > 0 pour e petit, alors le cycle limite va apparaître si et

seulement si

/3(£)=-d,[/?i(£)+M(s)]<0

(voir la figure 1.2.1).

(2) Cas avec torsion

Dans le cas de la boucle homoclinique avec torsion, on a que do est stricte-

ment négatif : ceci est géométriquement évident sur la figure 1.2.6 et ce, en

considérant (1.2.13). On sait également que le cycle limite va apparaître

si et seulement si /3i(e) + b^SÇe) > 0. Donc, comme do < 0 implique que

de < 0 pour e petit, alors le cycle limite va apparaître si et seulement si

/?(£)=-d,[/?i^)+M(£)]>0

(voir la figure 1.2.2).

J

z

(a) do > 0

R'R'
y ï/

s. /- s, /
^-^ ^^-

e3 e3
R'(e,)

À.R'(e,)

^ 2.

(b) do<0

FIG. 1.2.6. Boucle simple (do > 0) et avec torsion [do < 0)

D
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Lemme 1.2.1. Soit F": R2 -^-R un difféomorphisme de classe C . Alors, pour

X près de (a;i,a;2) = (0,0), F peut s'écrire comme suit :

F{X)=F{0]+^0)X+o(\X\).

J

DÉMONSTRATION. En effet, posons

FW:={F,{X),F,{X)),

où X = (Xi, Xs) et F^,F-2 : U -^•'R. sont différentiables avec Î7 Ç R2 un voisinage

ouvert de 0 dans ffi . Soient ^,<^ ç U. Alors, par le théorème de la moyenne, il

existe z-i,z^ E U sur le segment reliant € et C tels clue

^i(C)-^(0=VFi(^).(C-0

^2(C) - ^2(0 = VF2(^2) • (C -0 .

Ainsi,

^(0-^(0-^(0(0-0
fvFl(ïl)-^-î'1-^(fl(C-o
[^w-K-f)rax'

VFi(^i)
9X

VF2(^2)

i^w ap-

E(0 (C-0

&(^) s-^\_l^^ ^{^
[&w ift^V V^K) ^(«^

(C-0.
.(!:} ^.(f:}

,axT^2^ -Qxï^2) / \^x[^' ax^^-i,

Comme z^ et Zy sont sur le segment reliant ^ et ^, alors 2:1, ^ —> Ç- Or, ^- sont

continues (V i,j = 1,2) ce qui implique que j§-{zi) —^ |^-(0 (V iJ = 1)2).
Donc,

d'où le fait que

fVFi(^)^ _âF^
,VF^)!-9FW

0 0
vs ^ c-$ 0 0

^(0-^(0-j^(0(C-0=o(IC-^l).
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-^

J

Posons (= X et ^=0. Ainsi

QF
FW=F{0)+J^{0)X+o{\X\).

D

1.3. THÉORÈME DE HARTMAN

Maintenant, comment pouvons-nous nous assurer de pouvoir réaliser l'hypo-

thèse (-ff.5) à l'intérieur de la preuve du théorème de Shil'nikov à savoir la linéa-

risation du système au voisinage de l'origine par un difféomorphisme de classe

Cl ? Une condition suffisante à la réalisation de cette hypothèse sera fournie par

le théorème de Hartman [H] que nous énonçons ci-après. Pour l'énoncé du théo-

rème, nous avons tout d'abord besoin de définir la notion de résonance. Nous

regardons ici des systèmes dans ~R.d.

Definition 1.3.1. Une collection de valeurs propres A = (Ai, À2,...., Ad) est

résonante si ces valeurs sont reliées par une relation de la forme

d

xk=^ rn,\i
1=1

Y^dpour un Afe G A, où m = (mi, mz,...., md) € No = {N U {Q}}d et Y^^ mi ^ 2.
m, l'ordre de laCette relation est appelée résonance et le nombre

résonance.

ml =
\-^d
/-^i=\

Exemple 1.3.1. La relation Ai = 2À2 es^ une résonance d'ordre 2, 2Ai = 8^2

n'est pas une résonance, Ai+Aa = 0 est une résonance d'ordre 3, car cette relation

entraîne les résonances Ai == 2Ài + Ag eA À2 = Ai + 2À2 toutes deux d'ordre 3.

Nous sommes maintenant près à énoncer le théorème de Hartman. Notons que ce

théorème sera encore vrai si on rajoute des paramètres.

Théorème 1.3.1. [H] Soient n6 N e^F £ Md(R) une matrice non singulière.

Alors, il existe un entier N = NÇn) > 2 avec la propriété suivante : Pour tout

système d'équations différentielles

x=Tx+ E{x] (1.3.1)
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avec x ç' d tel que :

• 5(0)=g(0)=0,
• les valeurs propres de T ne satisfont aucune relation de résonance d'ordre < N,

• S est un difféomorphisme de classe C pour \x\ petit,

il existe un changement y = R{x), où R est un dîfféomorphisme local de classe

Cn, ramenant le système (1.3.1) au système linéaire

y=^y.

J

LA CONSTRUCTION DE N(n)

La preuve du théorème précédent fournit un choix de N(n~) ou, de manière

équivalente, de A = A(n) = N(n) — n. Nous allons fournir ici, fidèlement à la

preuve de Hartman, la manière de trouver un A e N suffisamment élevé pour la

linéarisation du système (1.3.1). Notons que le "suffisamment élevé" implique que

cette façon de trouver le A n'est probablement pas la meilleure. Voici donc cette

manière :

Soient {Ai,..., \d} l'ensemble des valeurs propres de T tel que Re\i 74 0 (Vz =

l,..., d), posons

7fc == exk (1.3.2)

et soient a, o; 6 ffi tels que

l
0 < a < min ,{|7fe|; T^} < a < 1-

k=l,..,d |^

Alors, A peut être posé comme étant

A = Â(n) = min{5 e N | An'd^"a
Q;,n+2

<!},

An.rf =
(ri+n-1)!

(1.3.3)

où on pose

n'd = n!(rf-l)T
qui est le nombre de dérivées partielles d'ordre n d'une fonction à d variables. On

pose ainsi

N(n)=\(n~)+n. (1.3.4)



Chapitre 2

CHAOS ET CONJUGAISON TOPOLOGIQUE

J

Le grand mathématicien Stephen Smale a dit : « La théorie du chaos a frappé

d'un coup mortel le déterminisme, celle-ci établissant l'omniprésence de l'imprévi-

sibilité comme trait fondamental de l'expérience ». Dans cette optique, les scien-

tifiques et plus particulièrement les mathématiciens, ont dû essayer de confronter

cette théorie anti-déterministe en la définissant de manière rigoureuse.

Dans ce chapitre, nous allons définir de manière rigoureuse la notion de chaos

et nous fournirons un critère d'équivalence entre les dynamiques de certains sys-

ternes. Par le fait même, nous pourrons donner une évidence de la présence du

chaos dans le système de Lorenz lors de la bifurcation d'apparition du chaos (voir

la section 3.3.3).

2.1. DEFINITIONS ET EXEMPLE

Nous allons maintenant introduire la notion de dynamique discrète qui est

à la base de la définition rigoureuse de chaos. Tout d'abord, considérons une

application f :X —^ X etuïi point XQ ç X.

Notation : Nous utiliserons la notation fn(xo) qui signifiera que nous applique-

rons / n fois au point XQ c'est-à-dire fn{xo) = fo f o---o f (a;o).
n fois

Definition 2.1.1. L'orbite du point XQ sous l'application f est défini par la suite

de points {xo,x^ = /(a;o),^2 = /(^i) = / (a;o),..., ^n = /n(2;o),...}. Comme on

applique f à temps discrets, on parle ainsi d'un système dynamique discret. Le
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point XQ est un point périodique s'il existe un m £ N (appelé période de Xo) tel

que f'm{xo) ==- XQ. L'orbite du point périodique XQ de période m

{xo, /(a;o), f Çxo),..., /m-l(.ro), /m(^o) = 2:0, /(a;o), •••} est appelé un cycle de pé-

riode m.

Exemple 2.1.1. Considérons l'application f(x) = —jz2 + ja; + l. On remarque
que f (ff) = 1,/(1) = 2, f(2) = 0. Ainsi, les points 0, l et 2 sont trois points

périodiques de période 3 (voir la figure 2.1.1).

f(x)

2

l

l—l

5/6 l
> x

2

FIG. 2.1.1. Cycle de période 3

J

Definition 2.1.2. Soit X un espace métrique. On dit qu'une application f : X —>

X a une dépendance sensible aux conditions initiales s'il existe un S > 0 tel que

pour tout x ç X et pour tout voisinage N de x, il existe uny ç N et unmç'N

telqued[fm{x),fm{y)}>8.

Definition 2.1.3. On dit qu'une application f :X —^X est topologiquement transitive

si pour toute paire d'ensembles ouverts U,V C X, il existe un fc G N tel que

/fc((7)ny^0.
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2.2. CHAOS ET CONJUGAISON TOPOLOGIQUE

Nous allons maintenant introduire la notion de système dynamique chaotique.

Il existe plusieurs définitions de chaos dans un système dynamique discret, cer-

taines étant plus fortes et d'autres moins. Nous choisissons la définition suivante,

car elle s'applique à une grande classe de fonctions et elle est assez facile à vérifier.

Pour plus de détails, voir dans [D].

Definition 2.2.1. On dît que l'application f :X —> X est chaotique sur X si :

l) f a une dépendance sensible aux conditions initiales ;

2) f est topologiquement transitive;

3) Les points périodiques de f sont denses dans X.

Exemple 2.2.1. L'application g : S —> S :6\—>'29 est chaotique.

DÉMONSTRATION. Pour la démonstration, nous allons vérifier les trois conditions

de la définition précédente. Tout d'abord, notons que nous représenterons un point

de Sl par son angle en radian. Donc, un point est représenté par tout angle de

la forme 0 + 2k7T, où fc G Z. Considérons la distance entre deux points Q, ip ç Sl

comme étant ds-iÇO, '0) := l'angle du plus petit arc qui joint 6 et ^ dans 5' (voir

la figure 2.2.1). Notons que pour tout 6>, -0 e Sl, dsi{0,^) e [O,TT].

J

7t
2

s'
e

07C

dsi[9,

¥37t
2

FIG. 2.2.1. Distance entre deux points 0 et '0 dans S1
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Fixons S=^. Soient 0e [0,2^), e > Oet -0 e [0, 2^) tels que dsi(0, ^) < e <
?. Or.

)8
7T

dsA9{0).9W} = dsA^6^} = 2^(0, V') < ^
ce qui implique qu'il existe un n > l tel que

7T

ds.[gn{6},gnW}=2nds.{6^>'^==8.
Ainsi, g a une dépendance sensible sur les conditions initiales (voir la figure 2.2.2).

î
2

s1

v

7t 0

371
2

ds.[e,v]

? , ._^ -.,.. ds-[g2(e),g2(v)]
^ g ds,[g(e),g(v)] -5~ ' '"'

e.s
v

0ÎI

37C
2

071

3K
2

(a) (b) (e)

FIG. 2.2.2. Dépendance sensible deg: Sl ^ Sl

s1

J

Maintenant, soient U et V deux sous-ensembles ouverts de S . Or il existe un

fc G N tel que gk{U) = S1. En particulier,

pfc([/)nv^0

et donc, g est topologiquement transitive.

Trouvons finalement l'ensemble des points périodiques de g que nous allons

noter Per {g}. Soit 0 ç: S un point périodique de g de période n c'est-à-dire que

Ainsi, on obtient que

gn{0) =2n6=0+ 2fc7T, À; e Z.

0=^-,oùfc£{0,l,..,2n-2}.
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Par exemple, tous les points périodiques de période 3 de l'application g : S1

font partie de l'ensemble suivant :

27T 4?r 6?r STT lO^r 12^
)r7ir7'r7''7' F7' ^7 J'

23

s1

2JI-^_Wg(î)=f

,2^-2TC^87T
1 )- ^

ls

271 _ 1671 _n3/27T-
7 - -j -to \ -j

Donc,

FIG. 2.2.3. Cycle de g de période 3

^w=u{^
nil '- ^ ' -

k=0,l,...,2n-2^.

Or, Per {g} = S1 d'où le fait que les points périodiques de g sont denses dans S1.

Par conséquent, g: S -^ S1 est chaotique a

Definition 2.2.2. Soient f :X —^ X etg:Y —^Y deux applications, f et g

sont topologiquement conjuguées s'il existe un homéomorphisme h: X —^Y tel

que ho f == goh c'est-à-dire que le diagramme suivant commute :

x f
-X

h h

g YY

J FIG. 2.2.4. Deux applications f et g qui commutent
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Proposition 2.2.1. Soient f et g deux applications topologiquement conjuguées

via l'homéomorphisme h. Alors f et g ont exactement les mêmes propriétés dy-

namiques.

IDÉE DE LA DÉMONSTRATION. NOUS n'allons présenter ici que certaines proprié-

tés invariantes. Supposons que XQ est un point fixe de /. Alors h[f{xo')} = h[xo} =

g[h{xQ')] et donc hÇxo) est un point fixe de g. Par conséquent, les points fixes sont

préservés. Maintenant, soit yo un point périodique de période m de l'application

/. Comme ho f = goh, iïest facile (par récurrence) de démontrer que ho fn =

gn o /,, Vn G N. Ainsi, /m(^) = 2/o implique que /i[/m(î/o)] = /t[2/o] = Pm[^(î/o)j et
donc h{yo} est un point périodique de période m de g. Posons per(yo) := période

minimale du point périodique VQ. Ainsi, perÇhÇyo)) < perÇyo) et par symétrie,

per(h{yo)} > per{yo}. Par conséquent, les points périodiques sont préservés. D

Definition 2.2.3. Soient f :X —>• X etg:Y -^Y deux applications, f et g

sont semi-conjuguées s'il existe une surjection h: X —>-Y tel que ho f = goh.

Notons ainsi que dans ce cas, la complexité de la dynamique de^ : Y —Y

fournit une borne inférieure pour la complexité de la dynamique de f:X —>X.

Donc, si g :Y —rY est chaotique, alors f : X —^X sera également «chaotique»

dans le sens où il existera un sous-ensemble A C X teï que la restriction /|A sera

chaotique sur A.

Exemple 2.2.2. Considérons l'application de Baker

2x-l six E (j,l] .

et considérons l'application TT : J —> l /{Q, 1} = S1 qui identifie les points 0 et l.

Alors, l'application TT est surjective et est telle que TTO B == gon oùg: S1 —>• S1 :

6 h-> '26. Par conséquent, B et g sont semi-conjuguées.

J
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Chapitre 3

LE SYSTÈME DE LORENZ

J

3.1. GÉNÉRALITÉS SUR LE SYSTÈME DE LORENZ

En 1963, Edward Lorenz, un météorologiste du MIT, a travaillé sur des équa-

tions qui allaient révolutionner à leur manière la philosophie des scientifiques et

des mathématiciens pour des siècles à venir. Nous vous présentons ici ces fameuses

equations et en étudions certaines propriétés.

Definition 3.1.1. Le système de Lorenz est un système d'équations différentielles

ordinaires dans R3 dépendant de trois paramètres a, p et /3 représentant respective-

ment le nombre de Prandtl, le nombre de Rayleigh et un paramètre de proportion.

Le voici :

x= a{y- x)

y= px-y-xz

z = -ftz + xy

(x, y, z) ç R3

a,p,/3>0.

(3.1.1)

Pour étudier (3.1.1) dans un voisinage de l'origine, on réécrit le système comme

x

y

\z)

/

\

—o- a

p -l
0

0

0

0 -/?

\ / \
x

/

y

\z)

f 0\
—xz

\xy )

(3.1.2)

Proposition 3.1.1. Le système de Lorenz possède les quatres propriétés sui-

vantes :

i) Le système est symétrique sous la tranformation {x,y) t-» {—x, —y).
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ii) Pour p < l, le système ne possède qu'un point critique qui est l'origine.

iii) À p == l, il se produit une bifurcation de la fourche (voir section 3.3.1)

iv) Pour p > l, deux nouveaux points singuliers non triviaux et symétriques ap-

paraissent à savoir

^ = (±v'/?(p -1), ±V//3(P - 1),P - l).

Maintenant, nous allons nous intéresser au cas oùo-= 10 et /3= j pour ainsi
obtenir le système suivant :

fi\
y

\z)

f-10 10 0\

\

p

0

-l 0

0 8
-3/

x

y

\z)

+

f 0\
—xz

\xy )

(3.1.3)

J

qui ne dépend que du paramètre p. Pour nous permettre d'utiliser le théorème de

Shil'nikov, nous devons tout d'abord nous mettre dans le contexte d'une bifurca-

tion homoclinique. Nous connaissons numériquement l'existence d'une boucle ho-

moclinique pour p ^ 13.926 et la non-existence de telles boucles pour p < 13.926.

Cependant, nous devons également nous assurer qu'il est possible de linéariser

(3.1.3) à l'origine et ce, par un difFéomorphisme de classe C1. Une condition

suffisante pour l'existence d'une telle linéarisation est l'absence de relations de

résonance d'ordre inférieur à un certain nombre N, dont l'existence est donné par

le théorème 1.3.1. Nous allons donc, fidèlement à la preuve du théorème 1.3.1,

trouver le N(1) dans le contexte de notre problème.

Proposition 3.1.2. Pour tout p > 13 tel que p ^.Ti, où

K:-- J81 154 126 1562 2684-1 _
l. 5 ' 9 ' 5 ' 45 ' 45 J —

{ 16.2 , 17.1 , 25.2 , 34.71 , 59.54 }, (3.1.4)

il existe un difféomorphisme de classe C ramenant le système (3.1.3) à son li-

néarisé à l'origine.
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^
DÉMONSTRATION. Tout d'abord, les valeurs propres du linéarisé à l'origine de

(3.1.3) sont les suivantes :

>l(p)

>2{P}

As(p)

^(-ll+^81+40p)
2'
8

3

^(-ll-^/81+40p)
(3.1.5)

J

Soit p > l. On remarque que

Ai(/5) > 0 > À2(p) > À3(p).

Par définition, posons 7fe(p) = exk^ pour fc = l, 2, 3. Ainsi,

73(/?) < 72(/9) < l < 7i(?) =^ —^ < l < —^ <

De plus,

11 l

7i (?)

11 l

72 (/9) ' 73 (/?)'

Â3(P) = -y - ^V/81 +40p< y - ^81+ 40p == -Ai (p)

ce qui implique que

^(p) = eÀ3^ < e-À1^ = -^-.

Par conséquent,

mzn
fc==l,2,3^{17fc(p)l'Py^}=73(p):=e-j(ll+^8TW)-

Définissons a, cr tel que

0 < Q; < 73(p) < a < l.

Rappelons que l'on cherche un difféomorphisme de classe Cl dans un système à

3 variables. Ainsi, An,d = A^ = ^^ = 3 (voir la formule (1.3.3)).

Donc N{1} = A(l) + l où A(l) = mm{S e N | Al-3J'a < l}. Or,on a

Ai,3. 32 . a5
a3

< l
27a5

a,3
< l ô>31n(!)

—In a
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On peut poser o; et a très proche de 73 (/o). A la limite, a= a= ^{p). Ainsi,

21n3
s>31^y-3.(l+ =)e]3,4[.-ln73(?) " ^ ' ll+v'81+40^'

Par conséquent, A(l) = 4 et donc N(1) = A(l) +1=5. Ainsi, par le théorème

1.3.1, il existe un difFéomorphisme de classe C ramenant le système (3.1.3) à son

linéarisé à l'origine s'il n'existe pas de relation de résonance d'ordre inférieure à

N = 5 c'est-à-dire

\i{p) ^ miAi(^) + m2À2(p) + m3\3{p)

pour î = l,2,3et V (mi, mg, m3) e No tel que 2 ^mi+mz+ms < 5. À l'aide

de Maple, nous avons trouvé 5 valeurs dep> 13 où ily a relation de résonance

d'ordre m £ {2, 3, 4, 5} à savoir p G 7Z = {^, 1|4, lj6, 1||2, 2||4}. Vous trouverez
le programme qui a généré ces valeurs à l'annexe A. Voici donc ces résonances

d'ordre inférieure ou égale & N =5 :

(l) Cas pi = ^ == 16.2
Dans ce cas, Ai(pi) = 8, À2(pi) = -j et XaÇpi) = -19. On obtient ainsi
les relations de résonance d'ordre 5

Ai = 2Ai + 3À2

As = Ai + 4À2

A3 = AI + 3À2 + \3

provenant toutes de Ai + 3À2 = 0.

(2) Cas pa = T = 17.1

Dans ce cas, Ai(p2) = ^, ><î[p2) = -j et \'s,{pî) =
la relation de résonance d'ordre 3

—5i-. On obtient ainsi

As - 2Ài + A:\3

(3) Cas ps = 1|B = 25.2

Dans ce cas, Âi(p3) = 11, \2{p3~) = -j et XsÇps) = -22. On obtient ainsi
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les relations de résonance d'ordre 4

Ai = 3Ài + As

À2 = 2Ai +\2+\3

As = 2Ai + 2À3

provenant toutes de 2Ai + As = 0.

(4) Cas ^4 = 1||2 = 34.71
Dans ce cas, Ai(p4) == M, \2(p4) = -j et ^3(^4) =
les relations de résonance d'ordre 5

AI = 3Ài + AS + A3

À2 = 2Ai + 2À2 + A3

A3 = 2Ai + À2 + 2À3

provenant toutes de 2Ai +À2 +^3 = 0.

(5) Cas P5 = 2|j4 = 59.64
Dans ce cas, \i(ps) = ^, Â2(p5) = -j et XsÇps) =
la relation de résonance d'ordre 5

>2 == yAi + .^A3

7^. On obtient ainsi

91. On obtient ainsi

a

.)

Ainsi, on arrive à la conclusion que pour p en dehors des valeurs de l'ensemble

7?- de l'équation (3.1.4), notre preuve du théorème de Shil'nikov est valide s'il y a

boucle homoclinique. S'il y avait bifurcation homoclinique pour une des valeurs

de 7?-, le théorème s'appliquerait encore, mais la preuve serait plus compliquée et

moins transparente.

3.2. APPLICATION DE LORENZ

Avant de nous lancer dans l'étude des bifurcations du système de Lorenz, nous

allons tout d'abord introduire une application qui nous permettra de conclure sur

la nature chaotique de ce système.
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Définissons tout d'abord le plan S comme étant le plan z = p—1 contenant les

deux points singuliers p+ et p_. Le plan S contient le segment K = \p_,p+\. On

veut définir une application de premier retour du segment K dans lui-même. Nous

appelerons cette application l'application de Lorenz. Cette dernière proviendra

d'une projection adéquate sur le segment K d'une application de premier retour

de S dans lui-même.

Notons que pour bien définir l'application de Lorenz, nous devrions considérer

des feuilletages invariants pour la projection de l'application de premier retour

dans une seule dimension. Pour ce faire, on commence par se donner un feuilletage

"adéquat" de E, c'est-à-dire une partition de S en courbes disjointes {Ça} bien

choisies, transversales au segment [p_,p+]. Par la suite, on se sert de ces courbes

pour construire un feuilletage F de l'espace, chaque feuille étant l'union de toutes

les trajectoires ayant les conditions initiales sur une courbe C'a; de S. A priori, si

les courbes C'a sont quelconques, rien n'indique que le premier retour des feuilles

intersecte E selon les courbes C'a.

La condition géométrique qui permet de se réduire à une application d'un

espace de dimension un dans lui-même est l'existence du feuilletage T intersectant

E selon les courbes C'a. Plus présicément, ^~ n E = {C'a | Oi € [p_,p+]} tel que

pour tout Ça E ^nS, il existe un Ça' € ^TlE tel que pour tout x G Co;, il existe

un to e R+ (AO dépend de x) tel que (ptoÇx) € C'o:/ et tel que ^(2;) ^ S, pour tout

t e [0,^o) (voir la figure 3.2.1).

Intuititivement, pour construire l'application de Lorenz, on considère l'appli-

cation de premier retour de E dans E et on projette sur K le long des courbes

du feuilletage. La fonction C: K —> K ainsi engendrée sera notre application

de Lorenz (voir la figure 3.2.2). Notons que nous n'avons pas vu de preuve de

l'existence d'un tel feuilletage. Le livre de [G-H] affirme sans preuve l'existence

de cette application (dans la section 2.3) et s'en sert.

J
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z= p-1

v
L^l

p+x

ca
R~^

Ça-

0

FIG. 3.2.1. Feuilletage invariant intersectant S

3.3. BIFURCATIONS DANS LE SYSTÈME DE LORENZ

Nous allons maintenant faire varier le paramètre p et étudier les différentes

bifurcations du système de Lorenz au fur et à mesure que p augmente.

3.3.1. Bifurcation de la fourche (en p = l)

Comme nous l'avons présenté à la proposition 3.1.1, il se produit une bifur-

cation a p = l. Nous allons maintenant en étudier les propriétés. Tout d'abord,

cherchons les points singuliers du système 3.1.1 en fixant cr= 10 et /3= j. Pour
ce faire, considérons la fonction

u

(F^y^z}\
F{x,y,z) =

\

F2{x,y,z}

Fs{x,y,z)J

( 10(?/ -x)}
px —y — xz

^ -jz+xy )

et cherchons ses points singuliers dépendamment de p. On remarque d'emblée

que Fi (a;, y^z) =0 si et seulement si x = y. Ainsi, ^(a^; y,z) = px—x— xz =

x{p- l —-2;) = 0 implique que 2; = Oou 2;= p-1. Or, Fy,{x,y,z~) = -J2;+a;2 = 0
si et seulement si x2 = ^z. On a donc deux cas à considérer :

(l) Si 2; = 0, alors y=Q et z =0.

(2) Si z = p-1, alors x2 = |(p-l). Pour l'existence d'autres points singuliers,
il faut donc que p> l. Dans ce cas, x =y = ±\/^{p - l).
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0

^

Wu(0)
/

•+

p-1z

]teK B5 +

0

(a) Orbite dans B;3

K
,p.

K
K

p+p-

p-0

(e) Application de Lorenz(b) Dessin schématique

FIG. 3.2.2. Construction de l.application de Loren.
On obtient ainsi,i les points p± de la proposition 3.1.1
p+ ^l),^(p-l),P-l)^P-=(-V3-^^^-^-1)-

^=^=^^===ï
z^ p-1 (voir la figure 3.3.1).
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p.

0
/\

p=0 p=l

p.

•»p

FIG. 3.3.1. Bifurcation de la fourche

z=p-l

4.-- / ^

p+p

K

0

(a)

p.

(b)

p+

K

FIG. 3.3.2. Système de Lorenz (a) et graphe de l'application de

Lorenz (b) pour p ç (l, 13.926)

J

3.3.2. Bifurcation homoclinique (en p ^ 13.926)

Nous allons énoncer ici une proposition concernant l'apparition de cycles li-

mites au moment de la bifurcation homo clinique.

Proposition 3.3.1. Lorsque le paramètre p franchit 13.926, il y a apparition de

deux nouveaux cycles limites.
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"DÉMONSTRATION". Nous voulons appliquer le théorème de Shil'nikov, mais nous

ne pouvons vérifier rigoureusement que (-ff.l) et (H.6). Les autres hypothèses

doivent être vérifiées numériquement.

Donc, tout d'abord, on remarque que 13.926 ^ K, où Tï est l'ensemble de

l'équation (3.1.4). Alors, par la proposition 3.1.2, le système 3.1.3 peut se ramener,

par un diflféomorphisme de classe C au système suivant :

(.}
y

\z)

/

\

-10 10 0

p-10

0 0

\^\

8
~v

y

\z/

=: Fp{x,y,z).

Nous remarquons également que nous sommes, en posant e = p — 13.926, sous

les hypothèses du théorème 1.2.1. En effet, la fonction Fp est de classe C\

Ai (0) > 0> À2(0) > As (0), CTO = Ai (0) + À2(0) > 0, Fo est simple (se vérifie

numériquement) et revient en 0 le long de l'espace propre principal (se véri-

fie numériquement). Notons que l'hypothèse (H.4) du théorème peut également

se vérifier numériquement. Géométriquement, lorsque £ > 0 c'est-à-dire lorsque

p > 13.926, alors /3(e) > 0. Ainsi, par le théorème de Shil'nikov, le cycle limite

apparaît lorsque £ > 0. Par la symétrie du système de Lorenz, il y a naissance de

deux nouveaux cycles limites (notés L*^ et Lp) lorsque p traverse 13.926 (voir la
figure 3.3.4).

Notons ici que nous n'avons pas une démonstration rigoureuse, mais seulement

une justification numérique. D

Remarque 3.3.1. Ces deux cycles limites se voient comme deux nouveaux points

fixes r_ et r+ de I'application de Lorenz (voir la figure 3.3.4(c)/

3.3.3. Bifurcation d'apparition du chaos (en p ^ 24.06)

Nous allons maintenant montrer que lorsque le paramètre p franchit la va-

leur 24.06, le système de Lorenz devient chaotique. Cette bifurcation s'ajoute

aux bifurcations de codimension l citées plus couremment. Pour démontrer la
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z

K
p+

z=p-l
/K ^

-/r+

Kp ^.jp.
r.

0 p.

(a) (b)

J

FIG. 3.3.3. Système de Lorenz (a) et graphe de l'application de

Lorenz (b) pour p e (13.926, 24.06)

presence du chaos dans ce système, nous allons étudier la dynamique discrète de

l'application de Lorenz à cette valeur spécifique de p.

Ainsi, soit la figure 3.3.5(a) et considérons la restriction de l'application de

Lorenz à l'ensemble J = [r_,7-+], où r_ et r+ sont les deux points fixes de l'ap-

plication de Lorenz pour p > 13.926. À cause de la symétrie r_ = —r+, posons

£(0) = r+ sans perte d'information sur la dynamique de £. On obtient ainsi

l'application C: J —^ J que l'on peut voir à la figure 3.3.5(b). Notons que

CQ := inf \C'(Ç}} > l. Pour plus de détails sur les graphiques de l'application
^J\{0}

de Lorenz et sur la manière de les obtenir, voir dans S .

La démonstration de la proposition suivante est propre à ce mémoire et nous

ne savons pas s'il existe d'autre preuve dans la littérature.

Proposition 3.3.2. L'application £: J—r J est chaotique.

DÉMONSTRATION. Tout d'abord, considérons l'homéomorphisme

^:j^j:^^^)=^Z±, oùJ-[0,l]
et définissons une nouvelle application comme suit :

f:I—^I:x\—>^oCo 7- (^).
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Si

0
L, ^2

,L

p.

(a) p < 13.926

r.
0

*E
0

ïl

0
E, ^2

p-

(b) p ^ 13.926

LL*

Si

0
Ï3

K

K

K

r

^\l-\

p.

El

p+

K

p+

K

r.

p+

K

(e) p > 13.926

FIG. 3.3.4. Bifurcation homoclinique dans le système de Lorenz

autour de boucles simples

0
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K

r+

r.

p.

J

p+

K

^(x)
Jl

r.

r+

^—x

(a) (b)

FIG. 3.3.5. Graphe de l'application de Lorenz pour p ^ 24.06

Par définition, les applications C: J —>• Jet f :I —>-I sont topologiquement

conjuguées via l'homéomorphisme 7 (voir la figure 3.3.6).

Lw
Jl

.-'

r.

---

r+

^->x

f(x)

I
y l

f
0 I1/2

f
l

0 1/2 l
x

FIG. 3.3.6. Equivalence topologique de C: J —> Jetde f -.1 ^^1.

0

A partir de maintenant, nous allons travailler avec f :I —^ I. Pour la dé-

monstration, nous allons construire un homéomorphisme y qui conjuguera topo-

logiquement / et l'application de Baker

B{x}
ïx si a; G [0,j],

2a;-l si 2; e (^,1] .
(3.3.1)
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B(x)

l
I

I1/2

(D 1/2 l
x

FIG. 3.3.7. Application de Baker

Posons An = {^ | fc = l, 2,..., 2" - l}, pour tout n ^ l. Alors, on obtient

A, = ^}
A2={i'j'i}

.1131537,
13-'l8'4'8'2'8'4'8; •"

l) CONSTRUCTION DE (^ : \J An-> (J /-n(j)

On remarque que |j An est dense dans J = [0,1] et que An C An+i- Nous
n>l

allons nous servir de ces derniers faits pour construire une application y? : |j An
n>l

U /-rl(j) continue que nous pourrons prolonger sur tout l'ensemble I.
n>0

Nous allons définir ^ sur tous les An par récurrence. Tout d'abord, remarquons

que l'on peut séparer f : l ^^len deux homéomorphismes fo: IQ ^ let

î\ : I\ —> (0, l] où IQ -= [0, j] et Ji = (j,l] (voir le schéma de droite de la figure
3.3.6).

On définit ainsi

u l, .1, l
V-A^ /°(^) =^}^

2/ -2- 2

l

2
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et

(/3 : A2 /°(i)url(|):^
l
4

],
2

3
u

/o-l(j)
l
2

A-l(è)

Supposons maintenant que y? : An —> Jest bien défini et construisons ip : An+\

/ sur la base de notre hypothèse. Nous allons procéder en deux étapes :

(l) Si a; € An+i n IQ, alors il existe un kj: e {0, l,..., 2n} tel que x = ^r.
Ainsi, on pose

vW = ^(,èî) = /o-l ° y3 (e) = ^10 ^0 B ^)- (3.3.2)ï"^2n+:l-y ~ Jo "^ *<2"'

Comme |^ e An, ona que ip : A^+i n Jo est bien défini.

(2) Si a; G An,+i n Ji, alors il existe un k^ € {2n + l, ...,2n+1 - 1} tel que

x ,^T. Ainsi, on pose2nTÎ

yW = ^(2^1) == A-1 °^ (J^ - l) = A-l°^°5 (^. (3.3.3)
Comme j^- G An, on a que (^ : An+i n Ji est bien défini.

Ainsi, pour tout a; G IJ An, on a que (/3(3;) est bien défini. On peut alors considérer
n>0

la fonction

^:UA"-U^n(i)
Exemple 3.3.1. Soit ^ e A4 n Jo. Ainsi,

<^(^)=/o-l^°5(^)=/o-lo^(J).
Or, j € AB HJi et donc

y(j) = A-1 ° ^°5 (j) = A-1 ° ^ (^ = /i-l[/o-l(|)]
ce qui implique que

^)=/o-l°A-l%-l(i)£r3(i).
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^
De manière générale, il est facile de démontrer que si 2; G An, alors ip^x) G

U /- (j) ce (lul lmP^que que
n-1

;u
k=0

^(UA")CU^n(i)-
n>l n>0

J

2) (^ : \J^n^ U /-n(j) EST STRICTEMENT CROISSANTE

On remarque tout d'abord que fo: IQ —r l et f-^: 1-^^ (0, l sont strictement

croissantes ce qui implique que /o- : l —> loet f^ : (0, l] —> Ji sont également

strictement croissantes. Or, pour tout n£ N, on a

x,y e An tel que x <y ==^> (p(x) < <p{y). (3.3.4)

En effet, (3.3.4) est vrai pour n = l, car y?(0) =0 < j = ^(j). Supposons
maintenant que (3.3.4) est vrai pour n = N et montrons que (3.3.4) est vrai pour

n= N + l. Pour ce faire, nous allons considérer trois cas.

(l) 1er cas : x,y e IQ

Alors, il existe kx, ky G {0, l,..., 2N} tels que x = ^^y et y = ^^i, car
x,y ^ Ajv+i. Par conséquent, par (3.3.2), on a que

^^ = ^(^r)
^

^(^i^î) = ^o~ [y(^')]
et M = ^(^î) = /o-l[^(^)].

<^N+1 27V-

Comme x < y, alors ^^- < ^çr. On remarque ainsi que |^-, ^- G AAT et
que ^- < ^f ce qui implique par l'hypothèse de récurrence que (/?(|^-) <
lf(^w)- Comme /o-l est strictement croissante, alors on obtient que

^) =/0-1K^)] </0-1[^)1 = ^).
(2) 2e cas : x ç loety çli

Par (3.3.2), on a que ^{x} = /o-l[ ^ ° B{x) } ^ IQ = [0, j] et par (3.3.3),
on a que ^(?/) = /f [ yoB(y) ] G Ji = (j, l] d'où le fait que y{x) < (/?(?/).
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(3) 3e cas :x,yEh

Alors, il existe k^,ky £ {2N+1, ...,2N+1-1} tels que a; = ^tr et ?/ = Ai
2AT+1 ï

car x,y ç A^+i- Par conséquent, par (3.3.3), on a que

y?(a;)=̂ (^âr) = A-l[^(è - 1)1
^ 2JV+1 •

—\\,^k^
-2N

et VW = ^(^âî) = A-l[^(^ - l)].
k^Comme x < y, alors ^r < ^N^T- On remarque ainsi que j^- —l,-^- —l G

AN et que |^-—1<^-—lce qui implique par l'hypothèse de récurrence
que lp{^ ~ l) < (P(^f ~ l)- Comme /fl est strictement croissante, alors
on obtient que

^(^) = /fl[^(^ -1)] < A-l[^(^ - l)] = vW-—ir_/^
-2N

Ainsi, (3.3.4) s'avère vrai pour tout n G N, c'est-à-dire que
n

x,yeAn=(JAk tels que x <y =^ yÇx) < (p(y).X,

fe=l

00

Maintenant, soient x,y ç [_) A^ tels que x < y. Alors il existe n,i,n2 tels que
k=l

x G Ani et î/ G A^. En posant N = max{ni, ng}) on a que 2;, y G AAT. Or, comme

l'équation (3.3.4) est vraie pour tout n G N, alors en particulier, elle est vraie

pour N ce qui implique que ipÇx) < (p{y'). Par conséquent, y : \J An -^ |j /-Tl(j)
ra>l n>0

est une fonction strictement croissante.

3) y : U A" ^ U /-n(j) EST UNIFORMÉMENT CONTINUE
n>l n>0

que

Tout d'abord, rappelons le fait que £,Q = vai {£f{Ç)} > l ce qui implique
^eJ'\{o}

sup{(/o-l)/(0,(A-l)/(0}=^ < l.
Notons également que l'on peut prolonger /i : (j, l] —> l sur [j, l] en posant
/i(è) = 0 ce (lul implique que /i- (0) l2-

Soient x,y ^ [J /-"(i). Alors il existe un plus petit A?' e N tel que x,y ç AN.
n^O

Supposons que \x—y\ < ^-^ ce qul implique qu'il existe un fc G {l, 2,..., 2N-2}
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tel que x= ^ := âkQty = K^r := Ofc+i. Posons

EN ^m^-^{'~yr) ~ ^}}
et on remarque que EN > 0, car y? est strictement croissante. IVIontrons que

EN N^ °• soit y5(afc+l)-y?(afe) = 4-o [y?o-B(afc+i)]-/so [y?OB(afc)J, où so £ {o, i}
dépendamment de la position de y. Par le théorème de la moyenne, il existe

Co e]afc,afc+i[tel que

y5(afe+i) - ^(afe) = /^1[^ o B(afc+i)] - /^l[y? o B(afc)]

=(^l)^o)-|^«^)-^«)l

< -^--1^(^1+1)-^(aUl >

où a^ = B(afe) , a^+i = B(afe+i) e A^v_i. On recommence le même travail pour
obtenir l'existence d'un ^i G ja^'^+it ^ <ïue

<^«4-l) - ^(0 = ^1[^ ° ^(<+l)] - ^1^ 0 ^«)]

=(^ly^)-i^«4-i)-^«)i
l

< -7:-|^«+i)-^«)|
'0

)

où ajg, a^+i € A7v_2. On obtient ainsi que

(p{o,k+ï) - y{ak) <
l

l^«+l)-^«)l-~2 • IS^^fea+l-
-0

On procède par récurrence pour obtenir le fait que

^(ûfc+i) - vÇak) < -^^ • |^(J) - ^(0)| = ^ - -^-^ ^^ 0.
Notons que nous n'avons pas considéré le cas où il existe un mo G {l, 2, ...,N-1}

tel que a^° = j ()u a^+i = j- Dans ce cas, on se sert du fait que /o- (l) =
A-l(0) = j, que (/o-l)"(j) —^ 0 et que (A-l)n(j) _-^ l (voir la figure 3.3.8).

n—> oo n—> oo

Ainsi, on a

y5(afe+i) - (^(afe) <
l

K/o-1)-l\N-l-mo
,1
(^)l£^° lwu / V2"^-oo

0

ou v{a^) - y{a,} < ^ . |(A-l)Ar-l-mo(|) - 11•mo
'0 N^oo

0.
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n f(x)
I

l

f
0 I^- ,1/2

f,

0 1/2 l
x

FIG. 3.3.8. Iterations de j par /o- et /fl

Par conséquent,

EN ^m^-.}w~2^) ~ ^}} N^ °•
Nous sommes maintenant prêt à démontrer que (p : \^} An

n>l

uniformément continue.

Urn(j) est
n>0

Soit s > 0. Alors il existe un n^ tel que £n^ < e. Posons os = y^ et soient
xiV ^ U -^n te^s (lue la:; - 2/1 < ^e = 2"e:+:î- Ainsi, il existe XQ.VQ £ A^ tels que

n>l

^e=iXQ<^x<y<^yQ= k^~- Comme (p est strictement croissante, on obtient
que <^(^) = <^(a;o) ^ y(rc) < ^(?/) ^ ^(2/0) := v(k^-) et donc

l^(^) - y{y)\ < 1^(^1) - ^(^)1 ^ ^ < e.
Ainsi, y? : |j An —> (J /-"'(i) est uniformément continue.

n>l ra>0

4) PROLONGEMENT DE ^ EN UNE FONCTION CONTINUE SUR l

J

On veut maintenant prolonger y en une fonction continue sur I. Tout d'abord,

comme (J An est dense dans I, si y ç. J, alors il existe une suite {yk}k>o dans
n>l

(J An tel que yk — ^ y- Or, comme y : [J An —f IJ /-"(j) est uniformé-
n>l " ' ' k~to° ~ ra^l n>0
ment continue, l'image par </? d'une suite de Cauchy est une suite de Cauchy.

Supposons maintenant qu'il existe une autre suite {zk}k>o dans J An tel que
n>l
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Zk

k—^oo
y. Alors, {yk}k>o et {^}fc>o sont des sous-suites de la suite {wk}k>Q

{yi,2:i,y2,Z2,---,yk,Zk,---} qui est de Cauchy. Donc, la suite {y{wk)}k>o converge

ce qui implique que lim ip{yk) = .lim ip{zk}.
fe—>00' " '' À;—100

Ainsi, on peut poser

ip{y} = Um(^(î/fe)
k—'oo

ce qui implique que l'on peut prolonger </? sur J. De plus, on note que </?( (J An)
n>l

est dense dans I. En effet, soit x G [0, l] = I. Alors, pour tout n £ N, il existe

akniakn+i ^ An consécutifs tels que y(a^) < a; < (pÇa^+i) ce qui implique que

y(afen) —> x- Nous sommes maintenant prêt à montrer que le prolongement
n—too

ip: I ^1 est continue.

Supposons que y? n'est pas continue en XQ G I. Alors, il existe un e > 0 tel

que pour tout 5 > 0, il existe un a; G J tel que \X—XQ\ < ^ et |y5(-ï) — y?(^o)| > £•
Pour ce e, il existe 5i tel que pour tout y,y' ^ U ^n J2/ - yl\ < ^i implique que

n>l

1^(?/) - V){y'}\ < j, car </?: U ^Ln- —> U f~n{^) est uniformément continue.
n>l n>0

Posons ô = ôj-. Par densité de (J An, il existe deux suites {uk}k>o et {z'/c}fc>o
n>l

dans |j An telles que Uk — > x et Vk — > XQ. On prend ni et n^ assez grands
n>i ~ " fc^oo fc-»oo

pour que |uni — x\,\Vnz— XQ\ < s^- ce qui implique que

\un-i 'un,2 = \{Un, -X~)+(X- Xo) + (--U^ + Xo)\

< |Un, -X\Jr\X- XQ\ + |Vn2 - ^o|

5i , 5i , Si
<y+y+ï=51-

Or,

u

|y?(^ni) - iP{Vn^\ = | [^(Uni) - ^(a;)] + [(^(a;) - (p(xo)} + [-(^(^) + v{xo)}

> \(p{x) - tpÇxo)} - |y(Uni) - V{x)\ - |^(^) - V{xo)\

>£-3-3=3-
Contradiction avec le fait que y? : (J An —> U /-"'(j) est uniformément continue.

n>l n>0

Donc, ip: I -^ I est continue.
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u

5) y.I ^1 EST UN HOMÉOMORPHISME

Maintenant, soient x,y ç l tels que x < y. Par densité de |j An, il existe
n>l

"ii "2 £ [J An tels que 2;< ai < 02 < i/etil existe deux suites {xn}, {yn} C IJ An
n>l n>Q

tels que Xn —— > x et yn — > y- Ainsi, il existe un N tel que Xn< a-^ <a^ < Vn
n-^oo r;,—* oo

'n

pour tout n > N ce qui implique que pour tout n> N, on. a, que

ip{xn) < (pÇai) < (^(02) < ^(?/n).

En passant à la limite, on obtient que

ip{x} < y?(ai) < ^(02) ^ ^(?/)

ce qui implique que <p(^x') < y{y). Par conséquent, l'extension ip:I ^ l est une

fonction continue strictement croissante et donc, y? : J —» Jestun homéomor-

phisme.

6) / ET B SONT TOPOLOGIQUEMENT CONJUGUÉES

Rappelons que B représente l'application de Baker donnée par l'équation

(3.3.1). ]V[ontrons maintenant que f o y = ip o B. Pour ce faire, nous allons

une fois de plus séparer les cas :

(l) 1er cas : œ e Jo

On peut choisir une suite {x^} C [j An telle que Xn — > x ç ly et
n>l n^°°

telle que à partir d'un certain N, Xn £ IQ. Alors, pour tout n > N,

(p(Xn) = fo 0 Ip 0 B {Xn). En passant à la limite de chaque coté, on

obtient que y{x} = /ol ° f ° B {x}

(2) 2e cas : 3; e Ji

On peut choisir une suite {xn} C [^ An telle que Xn — > a; £ Ji et
n>l ~ "-°°

telle que à partir d'un certain N, Xn G Ji. Alors, pour tout n > N,

ipÇXn) = /fl 0 (p 0 B ÇXn). En passant à la limite de chaque coté, on

obtient que <p{x') = /f o (p o B {x)

Comme cela fonctionne pour /o~1 et pour /i-l, alors foy Çx) = (po B Çx) pour

tout x E I. Ainsi, f :I —^ l eiB:I —^1 sont topologiquement conjuguées.
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7) C. EST CHAOTIQUE

Ainsi, on obtient plusieurs diagrammes commutatifs où 7 et y?-l sont des

homéomorphismes et TT est une projection surjective (voir la figure 3.3.9). Nous

avons démontré au chapitre précédent que g : S1 —^ Sl :0 f-^-20 est chaotique et

que B et g sont semi-conjugués. Ainsi, C:J —^ J est chaotique.

(p-7 7^slIJ I

f BL g

-ly <p K
>slIJ Iî

FIG. 3.3.9. Diagrammes commutatifs

a

Maintenant, comme C: J -^ Jest chaotique, alors £.:K ^^ K est chaotique,

où K = [p_,p+j. De plus, la projection effectuée à la figure 3.2.2 étant surjective,

on peut ainsi conclure que le système de Lorenz est chaotique lorsque p ^ 24.06.

u

3.3.4. Bifurcation de Hopf (en p ^ 24.74)

Cette section est une étude du changement de la stabilité des points d'équi-

libres

3608 3608 451
,±

57 ' 19 /57
p± == (±v//3(p- 1),±V//3(^- l),p- l) = (±

lorsque deux valeurs propres du jacobien (évalué en p_ et p+) traversent l'axe

imaginaire. Il est facile de montrer qu'en p = ^ ^ 24.74, nous avons cette
propriété. Durant cette étude, nous n'allons étudier que p+, étant donné la parfaite

similitude de stabilité de p+ et de p_, due à la symétrie du système. Tout d'abord,
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n
on translate le point singulier p+ à l'origine en posant

w

/. \
Wi

W2

w

(A
y

\z/

/ / 3608 \

451
\ w /

=x-p+.

Ainsi, en posant p=^etW=X- p+, le système (3.1.3) devient

(^
w2

\w^

/

V

-10

l

10

-l

0

.8
3

v^

)

W2

^W3y

+

/ 0 ^
-WiWs

\^ ^1^2 j

(3.3.5)

Posons A

/-10

l

10 0

.1 / 3608

\

'3608 /3608 _8
\V 57 V 57 3 /

et V

(^
W2

\w^

( 0 ^
-WiW3

WiW2 /

ce qui

implique que le système (3.3.5) peut se réécrire comme suit :

W=AW+V(W).

Les trois valeurs propres de A sont À = -\/lzj°i, ÂetAs = -^- de vecteurs propres

u

respectifs u =

f 10 \ f 0 \
10

^40V^y

+

Posons P

/ 10

10

\-^là)
0
'1760

i, u et v

/ _30 \

l

328 / 57
\ 33 V 3608 /

.30
11

l

\

66
\^UV779

'15 328 / 57
4l 33 V 3608

/

On peut ainsi vérifier que B :=

0 ^^J0 0\

f 1760
^9~ 0

\ 0 o -fi}
= P-1AP.
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Faisons maintenant un autre changement de variable, à savoir Y == P-1W, ce qui

implique que

y = p-^w =- P-Ï[AW + V{W}\

=P-1[APY+V{PY)}

= (P-IAP)V + p-lv(pr)

=BY+P-1V{PY).

Nous avons calculé en Maple P-1V(PY) (voir l'annexe B) pour obtenir

P-1V(PV) = -

-\/
.15000^v/5Î4Ï4
1958939

760830
1958939 '

,55000^51414
\ 1958939 v tj±-c±'ïy
/

î/12+
( ^0300^/g^ ^

1958939

21560

/

,2î560.\/5Ï4Î4
1958939

2311100.
\ 1958939

yiy2

+

/^25320,„^/5Ï4Ï4^
21548329

^M^v/6Ï5
711094857 y\yz

»8440^^/5Ï4i4
\ 1958939 J

/

/ -\i440.^ VQUIÏ
5781259

2702145
63593849

+ y^--

,48Q_^/51414
\ 525569 ;

/

/ 171900 . /fiT^ \
1958939

^880^v/51414
1958939

630300
\ 1958939' /

2/22/3

5l(?/l,?/2,Z/3)

52(2/1,2/2,2/3)

^<?3(2/l,î/2,î/3)
: SÇY).

Rappelons que chercher à connaître la stabilité du point singulier jo+ pour le

système (3.1.3) en p= ^ se ramène à étudier la stabilité de l'origine pour le
système

Y=BY+S(Y). (3.3.6)

u

Or, comme deux des valeurs propres de la matrice B sont imaginaires pures conju-

guées, alors nous allons devoir calculer une approximation de la variété centre à

l'origine. Le théorème de la variété centre, dans notre contexte particulier, nous

dit que cette variété est de la forme

Vs = ^(î/i, 2/2) = a^ + byiy^ + cy^ + o{\y\') (3.3.7)

et répond à l'équation
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0 Dh{y)[ Cy + S{y, h{y)) ] + ^h{y) - S^iy, h{y)) = 0 (3.3.8)

17600 ./^u <5i 2/119
,s: et y :=

1760 s0 2/2219

où C :=

On obtient l'approximation quadratique de la variété centre, c'est-à-dire les co-

efficients a, b et e de l'équation (3.3.7), en identifiant les termes de degré deux

dans (3.3.8). Pour plus de détails, voir dans [P]. Nous avons calculé avec Maple

les valeurs de a, 6 et e. Le programme qui a généré ces valeurs est placé dans

l'annexe B. Voici donc ces valeurs :

a =

b=

6558783000
7654082038201
7056320700

186684927761
22283118000

615

7654082038201

On peut donc remplacer ces trois valeurs dans l'équation (3.3.7) et le compor-

tement du système (3.3.6) sur la variété centre peut se lire sur le comportement

du système à deux dimensions

y=Cy+Sy

ou plus particulièrement du système

2/1

2/2

17600 ./A4^ yi19
+

1760 0 2/219

5l (?/!, 2/2)

Sî{yi,y2),
(3.3.9)

u Notons que l'on a attraction vers la variété centre dans la troisième direction.

Remarquons que
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0
5l(?/l,î/2)

,S^,y2Y

( E^ylyi+oW)}

^E^,^+o(|^|2)J
(3.3.10)

Notons que le système (3.3.9) peut se réécrire en coordonnées complexes conju-

guées

z=-^IY^z+o^-z\}
-z= i^f+od^.-l).

(3.3.11)

J

Ainsi, comme A + À = -i\/l^j- + i-\/^ = 0, alors la collection de valeurs
propres {A, A} est résonante et engendre les résonances A = (n + 1)A + nA et

\ = n\+ {n+ 1)A, pour tout n G N. Maintenant, pour étudier la stabilité du

point singulier {z, z) = (0, 0), nous ferons appel à la théorie des formes normales.

Pour ce faire, nous avons besoin de définir la notion de monôme résonant.

Definition 3.3.1. Soit A G M^(C) une matrice diagonale. Supposons que la

collection des valeurs propres A = (Ai, \2,...., An) de la matrice A soit résonante.

Soient eg un vecteur de la base propre, {a;i,..., a;n} les coordonnées dans la base

{ei,...,e^}, m = (mi,m2, ....,"2^) e Non e^ 2;m = x^x^2 • • • x^n. Un monôme

vectoriel xmCs est un monôme résonant si \s = '^1=1 rni\ et |m| > 2.

Exemple 3.3.2. Considérons le système (3.3.11) et remarquons que la matrice

jacobienne évaluée à l'origine est donnée par

A ~'l\/'w
/1760?V"î^

e Ms (C).

Dans le contexte de notre problème, x^= z et x^= z. Ainsi, pour tout n G N, les

monômes vectoriels

zn+lzn
et

0

0

znzn+l

sont des monômes résonants.
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Nous allons maintenant définir la notion de forme normale d'un système en

énonçant un théorème de Poincaré.

Théorème 3.3.1. [A] Considérons l'éguation différentielle

x = Ax+ G(x} (3.3.12)

où x çWt et ^(0) = G'(O) = 0. Supposons que la collection des valeurs propres
A = (Ai, AS) ••••; An) rie ^a matrice A soit résonante. Alors, il existe un changement

formel de variable y = h(x) ramenant le système (3.3.12) au système

y = Ay-}- HÇy) (3.3.13)

où HÇy) est une série formelle composée des monômes résonants engendrés par

les relations de résonance de la collection A.

Definition 3.3.2. L'equation (3.3.13) ainsi obtenue est appelée la forme normale

du système (3.3.12).

Notons qu'à priori, la série HÇy) n'a aucune raison de converger. Ainsi, pour

conclure sur la stabilité (sur la variété centre) d'un point singulier non hyperbo-

lique, nous utilisons en général les monômes de bas degré de la forme normale

du système. En effet, la preuve du théorème 3.3.1 dans [A] donne une façon de

normaliser degré par degré et ce, par des changements de variables parfaitement

analytiques. Ainsi, pour tout n G N et sous les hypothèses du théorème 3.3.1, on

peut ramener (par un changement analytique de variables y = h(x) tel que h~~1

est polynomial) le système (3.3.12) au système

y=Ay+H{y}^ro{\y\n\ (3.3.14)

où H{y} est un polynôme contenant tous les monômes résonants d'ordre <_ n.

Revenons maintenant au système (3.3.11) et remarquons que l'on peut laisser

la deuxième équation de côté (parce qu'elle est la conjuguée de la première) pour

nous limiter à l'équation

/1760
Z = —l

19
z+o{\z,z\'). (3.3.15)
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Par le théorème 3.3.1 et les remarques qui le suivent, le système (3.3.15) peut

se réécrire (par un changement de coordonnées analytique Z = h[z} = z^o(\z\)}

comme suit :

/1760,
Z=-i

19
Z+c,Z2Z+o{\Z\3). (3.3.16)

Ainsi, la stablilité de l'origine est entièrement donnée par le signe de la partie

réelle du coefficient ci. Voici cette valeur, dépendamment des a^ et 6y de la

formule (3.3.10) et fidèle à la formule dans [G-H] :

Re ci = ^ [6030 + 2ai2 + 2&2i + 6^03]
l 19

16 V 1760
[2aii(a2o + 002) - 2&ii(&2o + ^02) - 4a2o&2o + 4002^02].

Avec Maple, nous avons calculé cette valeur et le programme qui l'a généré est

placé dans l'annexe B. Cette valeur est donc

Re Ci
7218859620

186684927761
>0

u

ce qui implique que sur la variété centre, l'origine est répulsive. Plus précisément,

au moment de la bifurcation de Hopf, on a un foyer faible répulsif sur la variété

centre. On peut ainsi conclure que lors de la bifurcation de Hopf, le point d'équi-

libre p+ passe d'un point attractif à un point hyperbolique de type selle. Ceci

implique le résultat suivant.

Proposition 3.3.3. Lors de la bifurcation de Hopf, il y a disparition d'un cycle

limite.

DÉMONSTRATION. Comme le point p+ est répulsif (sur la variété centre) au mo-

ment de la bifurcation de Hopf, cela implique que pour p < ^ très près de ^,
les trajectoires s'éloignent globalement de p+ sur la paroi extérieure d'un certain
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ensemble Ep (voir la figure 3.3.10). Or, le point p+ est localement asymptotique-

ment stable par le théorème de Hartman-Grobman (voir dans [P]) pour p < ^.
En effet, le jacobien du système

\

x = 10(y — x)

y= px —y —xz

z = -j^+ xy
{x,y,z)^R3
KP<^

(3.3.17)

19

p+ Ep

FIG. 3.3.10. Trajectoires de (3.3.17) sur l'ensemble p̂

au point p+ = (^/j(/? - l), ^/j(p - l), p-1) est

J,:=

/ -10

l

10

-l

0 \

^l(p-i) V/l(p-i)
-\/|(P-1)

8
3 /

u

et il n'est pas très difficile de vérifier que les trois valeurs propres de Jp ont

des parties réelles négatives pour tout p G]l,^[. Ainsi, sur la paroi intérieure
de l'ensemble Ep, les orbites convergent vers le point p+. Notons qu'on peut

toujours choisir Ep qui répond à ces propriétés. Par conséquent, par le théorème

d'existence et d'unicité des solutions (appliqué au système (3.3.17)), l'ensemble

Ep doit absolument contenir un cycle limite que l'on note Cp (voir la figure 3.3.11).

Or, lorsque p atteint ^, le point p+ devient globalement répulsif sur la variété
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centre ce qui implique que le cycle Cp rapetisse au fur et à mesure que p tend

vers ^ pour finalement s'éteindre à la limite (voir la figure 3.3.11).

J

Ws(p,)

Wc(p,) Wu(p,)e
p p+

ap+

p+

(a)p<^ WP=^ (c)P>^

FIG. 3.3.11. Bifurcation de Hopf au point p+ dans le système de Lorenz

n
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Chapitre 4

NAISSANCE ET MORT DE CYCLES LIMITES

DANS LE SYSTÈME DE LORENZ

4.1. NAISSANCE ET MORT DE CYCLES LIMITES POUR P > ^

Nous allons maintenant terminer notre étude du système de Lorenz avec

quelques résultats sur l'apparition de cycles limites dans ce système. Tout d'abord,

remarquons que pour tout p > ^ tel que p ^Tï (où Ti est l'ensemble donné par
l'équation (3.1.4)), on a les caractéristiques suivantes :

l) a, = \,Çp) + À2(p) =-li+ |v/81+40/o - J > 0;
2) Le système de Lorenz

f.\
y

\z)

/
-10 10

p -l

0

0

\f.\

\
0 0 .8

~v

y

\zf

f o}
+ —xz

\xy/

(4.1.1)

se ramène, par un difféomorphisme de classe C au système linéaire

u

f.\
y

\zf

/
-10 10 0

p-10

\ f A

\
0 0 .8

3/

y

\z)

par la proposition 3.1.2.
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Supposons que le système (4.1.1) possède une boucle homoclinique simple (ou

avec torsion) en p > ^ revenant à l'origine le long de l'axe des y. Supposons que
cette boucle est équivalente (en terme de sa topologie) à la boucle homoclinique

de la figure 4.1.2.

u

r,y

p+p.

^.ï -•—~; —X
0

s,

z

(a) p= po

y

-l

Rp(0) \
p-

s

W"(0)

^ —' >"==—x

^

z

.u
W"(0)

(b) P> Pô

FIG. 4.1.1. Situation qui engendre la naissance d'un cycle limite

dans un voisinage d'une boucle homoclinique simple (ou avec tor-

sion) en /9=po > ^

Par exemple, remarquons que les deux boucles homocliniques Fi (figure 4.1.l(a))

et Fz (figure 4.1.3(a)) sont parfaitement équivalentes, en terme de leur topologie,
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à la boucle Fo de la figure 4.1.2. Ainsi, sous réserve de vérifier numériquement les

hypotheses (H.2), (H.3) et (H.5), on peut directement appliquer le théorème de

Shil'nikov (théorème 1.2.1) pour obtenir les deux propositions suivantes :

y Fn
0

L

xî ^
0

v
^2

z

FIG. 4.1.2. Boucle homoclinique

u

Proposition 4.1.1. Supposons qu'en po, le système (4.1.1) possède une boucle ho-

moclinique simple (ou avec torsion) Fi (de la forme de celle de la figure 4.1.1(a)^

et supposons que lorsque le paramètre p croît et passe par po, la branche droite

de la variété instable traverse la variété stable de droite à gauche c'est-à-dire que

la première coordonnée de -Rp (0) passe du signe positif à négatif (voir la figure
4.1.1^. Alors, lorsque p franchit py, il y a naissance d'un cycle limite. 0

Proposition 4.1.2. Supposons qu'en po, le système (4.1.1) possède une boucle ho-

moclmique simple (ou avec torsion) T^ (de la forme de celle de la figure 4.1.3(a)^

et supposons que lorsque le paramètre p croît et passe par po, la branche droite

de la variété instable traverse la variété stable de gauche à droite c'est-à-dire que

la première coordonnée de Rp ÇO) passe du signe négatif à positif (voir la figure
4.1.3/ Alors, lorsque p franchit po, il y a disparition d'un cycle limite. 0

Remarque 4.1.1. En utilisant la symétrie du système, on observe donc la nais-

sance (ou la disparition) de deux cycles limites symétriques (dépendamment du

contexte dans lequel nous sommes).
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n

u

r,y

•p+

E

p.

x
0

v
•^2

z

(a) P=po

y

•p+

Rp(0)
Ws(0)

..l—-; —X
0

^

z

,uW"(0)

(b) P> po

FIG. 4.1.3. Situation qui engendre la disparition d'un cycle limite

dans un voisinage d'une boucle homoclinique simple (ou avec tor-

sion) en p 470
Pô >^

Remarquons que Rpl correspond au difFéomorphisme R^1 : Si ^^ Ea introduit
dans la preuve du théorème 1.2.1 en posant e = p— po,où po> ^ correspond à
la valeur de p où une boucle homoclinique existe.

Notons que les propositions 4.1.1 et 4.1.2 concernent uniquement la naissance

(ou la mort) de cycles limites de type selle. Ces proposition sont très pertinentes

pour la structure du système de Lorenz dans le cas p > ^. En effet, pour ces
valeurs de p, le système de Lorenz ne peut présenter de cycles limites répulsifs.



n

59

Proposition 4.1.3. Le système de Lorenz ne peut jamais avoir de cycles répul-

s ifs.

DÉMONSTRATION. Supposons que o-p est un cycle limite répulsif du système

(4.1.1). Pour arriver à une contradiction dans l'existence d'une telle boucle, nous

allons devoir introduire la notion de divergence d'un champ de vecteurs.

Definition 4.1.1. Soient f çC1 etx çWl. On définit la divergence (notée

Div(/)^ du champ de vecteurs x = f(x) comme étant la trace du jacobien c'est-

à-dire la somme des éléments de la diagonale de la matrice jacobienne.

Si le champ est de divergence partout négative, alors le flot du champ contracte

les volumes. En effet, si DQ est un domaine, (pl est le flot du champ, D1 := (ptÇD)

et VOL représente le volume, alors

^VOL(D') Div(/) dx dydz <0 (4.1.2)
D*

Donc, si la divergence est strictement négative, alors le volume de tous les

attracteurs du système sera nul. Dans le cas du champ de vecteurs (4.1.1), la

divergence est donnée par

^ (-102; + 10y) + ^-(pa; -y-xz)+ ^(-3-^ + ^) = -(10 + 1+ 3) = -y-

Ainsi, l'équation (4.1.2), dans notre cas spécifique, devient

^VQL(Dt) =- ^ dxdydz = -^voL(ûf)

ce qui implique que

Dt

vOL(ût) = e-^fvoL(Do) —^ 0.
t—tOO

u

Par conséquent, si le système (4.1.1) possède un cycle limite répulsif o-p, alors

le volume d'une région au voisinage du cycle a? va se dilater. Contradiction avec

le fait que la divergence est négative. D
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Remarque 4.1.2. Notons que dans une région chaotique, c'est-à-dire avec sen-

sibilité aux conditions initiales, nous ne pouvons avoir de cycle attractif, car il

n'y a pas de sensibilité aux conditions initiales au voisinage d'un tel cycle. Nous

sommes donc presque assurés que pour p > ^-, les seuls cycles limites sont des
cycles de type selle, c'est-à-dire des cycles pour lesquels l'application de premier

retour de Poincaré a une valeur propre p,-i de module /Ui > l et une valeur propre

/^2 de module \^\ < l.

Nous sommes donc quasiment certains que notre système n'aura pas de cycles

limites semi-stables. Les chances que les hypothèses des propositions 4.1.1 et 4.1.2

se réalisent pour plusieurs valeurs de p sont très bonnes pour p> ^-. Donc, nous
pourrions maintenant nous lancer dans l'étude numérique de l'apparition de cycles

limites dans le système de Lorenz. Cependant, cette manière de procéder ne sera

abordée dans ce méinoire.

0
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REMARQUES ET CONCLUSION

À la lumière de ce fascinant parcours, il serait pertinent d'amener le lecteur

à considérer certains points.

Tout d'abord, lors de la bifurcation de Hopf, un cycle limite disparaît. Il serait

intéressant de montrer numériquement que ce cycle limite est celui qui apparaît

lors de la bifurcation homoclinique (en p ^ 13.926).

De plus, pour démontrer la présence du chaos, nous nous sommes basé sur

le modèle (pas parfaitement bien défini) provenant de la section 2.3 dans [G-H].

La première vraie preuve formelle de la présence du chaos dans le système de

Lorenz a été réalisée par Mischaikow et Mrozek dans [M-M]. Ces derniers, avec

l'aide de Szymczak, ont clarifié récemment cette preuve dans [M-M-S]. Cette

preuve utilise un puissant outil de topologie algébrique (permettant entre autre

de détecter les invariants de certains systèmes dynamiques) à savoir l'indice de

Conley développé par Conley dans [C]. Dans leur démonstration, ils ont utilisé

le caractère structurellement stable de l'indice de Conley pour détecter, à partir

de données numériques, la présence d'une application chaotique à savoir le fer à

cheval de Smale. Il serait peut-être intéressant de montrer la présence du chaos

de la même manière, mais cette fois, en démontrant l'existence de l'application

de Lorenz.

Finalement, il serait intéressant de chercher numériquement la présence de

boucles homocliniques pour P > ^ dans le but d'appliqu(
pour prévoir la mort ou la naissance de cycles limites.

boucles homocliniques pour P > ^ dans le but d'appliquer la proposition 4.1.1

u
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Annexe A

On crée la forme générale des trois valeurs propres du système dépendamment

du paramètre rhô.

> Ll:=(-ll+sqrt(81+40*rho))/2;
11 l

> L2:=-8/3;

LI :=—+-^8TT40^

-:=^
> L3:=(-ll-sqrt(81+40*rho))/2;

11 l
^:=-^-^v/81+40p

On résoud les trois relations de résonnance pour chacuns des ordres 2, 3, 4 et 5

dépendamment du paramètre rhô.

l) Résonance de la forme : Ll = ml*Ll+m2*L2+m3*L3

u

> resLl
> :=proc(ml,m2,i

> if {solve((ml-l)*Ll+m2*L2+m3*L3,rho)}={} or

> solve((ml-l)*Ll+m2*L2+m3*L3,rho) < 13 then {}

> else

> rho[ml,m2,m3]=solve( (ml-l)*Ll+m2*L2+m3*L3,rho);

> fi;
> end:
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> ens:={}:

> for k from 2 to 5

> do

> for m from 0 to k

> do

> for n from 0 to k-m

> do

> ens:=ens union {resLl(m,n,k-m-n)};

> od

> od

> od;

> ens minus {{}};
126 81

,1 = -g-) P2,3,0 = -^, P3,l,l =
1562
45 J

> evalf(81/5);

> evalf(126/5);

> evalf(1562/45);

16.20000000

25.20000000

34.71111111

2) Résonance de la forme : L2 = ml*Ll+m2*L2+m3*L3

0

> resL2:=proc(ml,m2,m3)

> if {solve(ml*Ll+(m2-l)*L2+m3*L3,rho)}=-[} or

> solve(ml*Ll+(m2-l)*L2+m3*L3,rho) < 13 then -{:}

> else

> rho[ml,m2,m3]=solve( ml*Ll+(m2-l)*L2+m3*L3,rho);

> fi;
> end:
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> ens:={}:

> for k from 2 to 5

> do

> for m from 0 to k

> do

> for n from 0 to k-m

> do

> ens:=ens union {resL2(m,n,k-m-n)};

> od

> od

> od;

> ens minus {{}};

126 154 2684
1,1 = -g-î P2,0,l = -g-, P3,0,2 = ^5-' ^2,2,1

> evalf(81/5);

16.20000000

1562 81.
Pl, 4,0 =45 ' 5 J

> evalf(126/5);

> evalf(2684/45);

> evalf(1562/45);

> evalf(154/9);

25.20000000

59.64444444

34.71111111

17.11111111

u

3) Résonance de la forme : L3 = ml*Ll+m2*L2+m3*L3

> resL3:=proc(ml,m2,m3)

> if {solve(ml*Ll+m2*L2+(m3-l)*L3,rho)}={} or

> solve(ml*Ll+m2*L2+(m3-l)*L3,rho) < 13 then {}

> else

> rho[ml,m2,m3]=solve( ml*Ll+m2*L2+(m3-l)*L3,rho);

> fi;
> end:
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> ens:={}:

> for k from 2 to 5

> do

> for m from 0 to k

> do

> for n from 0 to k-m

> do

> ens:=ens union {resL3(m,n,k-m-n)};

> od

> od

> od;

> ens minus {{}};
1562 81

,1,2 = ^-> /31,3,1 = -^-> P2,0,2
> evalf(1562/45);

34.71111111

> evalf(81/5);

16.20000000

126

5
}

> evalf(126/5);

Fin du programme

25.20000000

u
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Annexe B

D

> A:=

> «-10,l,sqrt(3608/57)>l<10,-l, sqrt(3608/57)>l<0,-sqrt(3608/57) ,-8/3»;

A:=

-10

l

10

-l

0
2
57

^^1414^^51414 =f
> P:=«10,10,40*sqrt(66/779)>l<0,sqrt(1760/19),-22*sqrt(15/41)>l<-30/11

> ,l,328/33*sqrt(57/3608)»;
-30

p:--

10

10

0

4

19

11

l

40 22 r—^ 2
L^9%/5i4ï4 -ÏV6ÎS W3

> with(linalg):

> P_l:=<simplify(inverse(P),sqrt)>;
13129 1881

p l :=

6
477790

53
47779 47779

418 ^123

2627845
-12705

v^\/418 2^v-svm -^^v-svm
2627845

6897
477790
22

47779 47779 47779
418 ^123

B-P'(-1)*A*P

> with(LinearAlgebra):

> B:=<simplify(Multiply(<Multiply(P_l,A)>,P),sqrt)>;
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B:=

0 ^vm
-^^v^Ts o

0 0

0

0

-4l
3

> Y:=<y[l],y[2],y[3]>;

Y :--

2/1

2/2

V3

> PY:=Multiply(P,Y);

PY :--

10 2/1 - îî v3
4

102/1+^V20902/2+2/3
40 /„.... 22 r-— 2

^ ^51414^ - ^ v/6Ï5?/2 + ^ ^514142/3

> f_bar:=proc(V)

> <0,-V[1]*V[3],V[1]*V[2]>

> end:

> f_bar(PY);

0

-(lOz/i - ^ î/s) (^ v/5Î4Ï4z/i - JJ v/615?/2 + gJg v/5Î4Ï42/3)
(10 î/i - ^ 2/3) (10 2/1 + ^ v/2090 2/2 + 2/s)

On calcule ici la fonction S (Y)

u
> S:=simplify( Multiply(P_l,f_bar(PY)) , sqrt );



n s:--

l^^VmVWy^^^y^VÏ2-^^^-^ViTSV^y,
1958939

171900

1958939

760830

1958939

5880

1958939

55000

î/3̂ 5v/Î23?/2+

/Î7v/5v/123?/i2+

1958939

1440
5781259

21560

21548329

/418v/123?/3.2

418^Vl23î/2+

1958939

702145

ÏÏ82/i ^^232/2 + ^"^ToT, \^2/i ^/i23?/3
711094857

1958939

630300
1958939

'418v/123?/i2+

63593849
2311100

V/5v/1232/32l

2/3 v/5\/Î23 2/2+

1958939

480

y^V5VÏ23y2+
8440

1958939
i/iV418Vl23?/3

525569
418V123</3^2

On crée la forme générale de l'approximation quadratique de la variété

centre pour pouvoir calculer les coefficients a, b et e.

> h:=proc(y_l,y_2)

> a*(y_l)~2+b*(y_l)*(y_2)+c*(y_2)~2

> end:

> h(y[l],y[2]);

ay^+by^y^+cy^2

On subsitue l'équation de la variété centre y[3]=h( y[l],y[2] ) dans
S(Y)

u
> S:-subs( y[3]=h(y[l],y[2]) , S);



n s:=
15000 ^^ ^^^^ 630300

/418 V123 y^ + ,^onon Vï V5 V123 ?/2

+

+

1958939
25320

21548329
1440

5781259

760830
1958939

5880
1958939

55000

î/i\/418^123%l-

1958939

171900
%1V/5V^23?/2

418v/123%l2

1958939

^5V^232/i2 + -âJ^ v/4Ï8,i VÏ23^ + .465342o25. v/5yi ^^23%1
1958939

4Ï8%1 ^Ï23?/2 + J02]>15. v/5VÏ23%l
711094857

1958939

630300

'418Vl23?/i2+

63593849

2311100

2

%lV/5v/Î23î/2+

1958939

480

?/lV/5^/Ï232/2+
8440

1958939
?/iV/418^123%l

1958939 '- v" v""^- • 52556Q

%1 :=ayi2+byiy2+cy22

'418^123%!2

> Dh:=«2*a*y[l] +b*y[2]>l<b*y [l]+2*c*y[2]»;

Dh:= [ 2ayz+by^ by^+2cy^ ]

> C:=< <0,-sqrt(1760/19)> l <sqrt(1760/19),0> >;

c:=
0 ^V/2Ô90

4
-T9V209° 0

> M:=simplify(Multiply(C,<y[l],y[2]>)+<S[l],S[2]>):

> T:=simplify(Multiply(Dh,M)):

Pol := Dh [ Cy + S(y,h(y)) ] + 41/3*h(y) - S[3]

u
> Pol:=simplify(T[l]+41/3*h(y[l],y[2])-S[3]);
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pol-^^^-l-.i^y^^^^
+^-S^^3..^,^^2-4-
-s^^-.3-s.^^.4
+îÏ^cylsvsvw+V91"/5vwyll-V9y11

760830 „. 3. ./F /T7^ , 1404290-i Smylsbvsvw+ii§ÏT9yssc3v5vï23
+^^vwvw-^k^c^^a
-^T^"llvmvwb1-^^^^^^
+Î9589i9î/122/2av/5v/î23-2ÎJil92/lv/4î8VT23c^236
+ Ï958939 yl 2/22 V/4Ï8 V/Î23C + îii^ ^ ^2 6 ^5^î23

L_.
y ûyi7/2 + y

4l
fc^

a

^8939^^V/4i8v/i23c+^^^^6^5^Ï23
+^^^^^^jS^^^
-^^"^^—|^-4^^3.
+s^^vw^3c-^v^3cav~5'/w

93068450 , , ^ ^-^ g
+ 7U094857 vl yîd c2 v'5 ^123 + Yg ^1^2 a\/5 V4Ï8
+S9y25'"/wvwcl+S,vltmalvwvwb
-^y^cVsVw+^^y^y^VsVmct,

515700 ^2.,2./c/^o._ 1521660-i9ssiàvlly21vsvî23ba-^SVllylcvsvw
+^yly2tavwvwc!-^y^3b2^^
+^iisyl3yl2cvs^3ba+5i^m3y^vmvwa
+^^ywb3vsvm+s^^vîïs^walc

93068450 ^3, _ /F /7^ 343800+^9^yl3y2ca^vm-^iiéyl3y2azv5vï23
+^^vl3vlblv5vw+^^ylsbvsvwas

171900 ^ ^ ^ ^^^ ^ 2808580- ii^î'24 v/5 v/i23c 6 + €iii!/I2 !'23 c2 v/5 ^i23 "
+Sii!9ylsvl3blvsvmc+^9y^lsavwvmcb
+^yl2yl3vwvî33b3
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> coef_exp : :=proc (i, j ) ;

> if i=0 then coeff( subs(y[l]=0,Pol) ,y[2] ~j)
> elif j=0 then coeff( subs(y[2]=0,Pol),y[l] ~i)

> else coeff(coeff(Pol,y[l]~i),y[2]~j)
> fi

> end:

> k[2,0]:=coef_exp(2,0); solve(k [2,0]);

^^^ïs^^a-±^^
^=-^i^vwvw+^bv~svw'b^

> k[l,l]:=coef_exp(l,l); solve(k[l,l]);

^••=4ib-^SV~5vw+l^vm-yvsvw
^-^i^v5vw-^avsvw+^cvsvw-a-a-c-^
> k[0,2]:=coef_exp(0,2); solve(k[0,2]);

fco,2:=^c+^fc^V4T8
{c=-^6v/5v/4Î8,b=6}

> eqn:-{k[2,0],k[l,l],k[0,2]};

eqn := {
55000^^Ï8^23^.-^^^4i8,

4ib-ZS^^+^vsvw-l^vw-4ic+^vs^
> solve(eqn);

u

{a 6558783000
7654082038201

22283118000

^^.t=s^ï^^
e = —• 418V123}

7654082038201

> a := 6558783000/7654082038201*sqrt(418)*sqrt(123);

> b :- 7056320700/186684927761*sqrt(5)*sqrt(123);

> e :=-22283118000/7654082038201*sqrt(418)*sqrt(123);
6558783000

a :=
7654082038201

/418Vl23

7056320700 ^^
6 := 186684927761 V5V123



22283118000

7654082038201
418 ^123

SI correspond à f dans [G-H] (formule 3.4.10) - page 152.

> Sl:=proc(i,j);

> if i=0 then coeff( subs(y[l]=0,S[l] ) ,y[2] ~j)

> elif j=0 then coeff( subs(y[2]-0,S[l] ) ,y[l] ~i)

> else coeff(coeff (3[1],y[l]~i),y[2]''j)
fi>

> end:

S2 correspond à g dans [G-H] (formule 3.4.10) - page 152.

> S2:=proc(i,j);
> if i=0 then coeff( subs(y[l]=0,S[2] ) ,y[2] ~j)

> elif j=0 then coeff( subs(y[2]=0,S[2] ) ,y[l] ~i)

> else coeff(coeff (3[2],y[l]~i),y[2]-j)
> fi

> end:

Re_c[l] correspond à "a" dans [G-H] (formule 3.4.11) - page 152.

> Re_c[l]:=simplify( 1/16*(
> 6*31(3,0)+2*S1(1,2)+2*S2(2,1)+6*S2(0,3) ) -

> l/16*sqrt(19/1760)*( 2*81(1,1)*(S1(2,0)+S1(0,2)) -
> 2*S2(1,1)*(S2(2,0)+S2(0,2)) - 4*S1(2,0)*S2(2,0) + 4*31(0,2)*S2(0,2)

) );
7218859620

Re_c-^ :=
186684927761

Comme Re_c l] >0, alors le point P+ est un point répulsif sur la
variété centre. Ainsi, le point P+ est un point de selle.

u
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