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RESUME

Dans ce mémoire, j’ai apporté deux contributions & la théorie des points cri-
tiques. La premiére est une nouvelle axiomatisation de la théorie de Morse homo-
logique que j’ai appelée structure de Morse. Autant la théorie de Morse classique
(telle que présentée dans le livre de Milnor [26]) que ses généralisations en di-
mension infinie (c.f. [28] pour la théorie Hilbertienne et [14], [15] pour la théorie
Banachique) engendrent des structures de Morse. Une structure de Morse per-
met d’étudier les points critiques d’une fonction & partir de la topologie de ses
ensembles de niveaux. Pour étudier les dits ensembles, plusieurs notions d’enlace-
ments ont été introduites. Ma deuxiéme contribution, 1’enlacement homologique
relatif généralise un enlacement homologique di & Perera [29].

La combinaison de ces deux outils permet d’obtenir plusieurs nouveaux résul-
tats sur ’existence et la multiplicité de points critiques. Certains de ces résultats
sont similaires & ceux obtenus par ma directrice & ’aide d’un enlacement homo-
topique relatif [22]. D’autres sont similaires & ceux d’ Ambrosetti et Rabinowitz,
qu’ils ont démontrés & I'aide d’arguments de type min-max [5] (voir aussi [31]).

Plusieurs applications de ce travail sont envisageables en physique, en géomé-
trie et en équations différentielles. Pour l'illustrer j’ai donné, au dernier chapitre
de ce mémoire, une application a ’existence de solutions périodiques pour un

systéme différentiel du second ordre.

Mots clefs

Théorie des points critiques, théorie de Morse, analyse non linéaire, enlace-

ment.
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ABSTRACT

This Master thesis contains two contributions to critical point theory. The
first one is a new axiomatic formulation of homological Morse theory which I call
Morse-structure. Classical Morse theory (Milnor has written a beautiful book on
it [26]) as well as it’s newer infinite dimensional generalizations (see [28] for the
Hilbert space setting and [14], [15] for the Banach spaces) give rise to Morse-
structures. A Morse-Structure allows one to deduce information on the critical
points of a function from the topology of its level sets. Linking methods where
introduced in order to study these level sets. The second contribution of this
work is a homological relative linking which generalizes a previous work due to
Perera [29].

Using these tools, many existence and multiplicity results are obtained. Some
of them are similar to those obtained by Frigon [22] using relative homotopical
linking. Others are close to the classical results of Ambrosetti and Rabinowitz [5],
which were demonstrated using min-max type arguments.

Many applications of this work are conceivable in physics, geometry and diffe-
rential equations. I have given such an example in the last chapter, where existence

of periodic solutions for a second order differential system is established.

Key words

Critical point theory, Morse theory, non-linear analysis, linking.
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INTRODUCTION

Du lien de tes mains, Maitresse,
je te prie, Enlace-moi le corps.

Pierre de Ronsard

C’est véritablement utile puisque
c’est joli!

Antoine de Saint-Exupéry

Le calcul des variations vit peut-étre le jour en méme temps que Carthage,
vers 800 avant J.C. On raconte en effet que le tracé de cette ville fut fait (a I’aide
de laniéres découpées dans la peau d’un taureau) de maniére & délimiter la plus
grande étendue possible. Malgré que les Grecs se soient intéressés au probléme
isopérimétrique, on considére généralement que le calcul des variations date des
travaux de Euler et de Lagrange. Etant donnés deux points a,b € R et une
fonction lisse L : [0,T] x R* x R® — R, ils montrérent que si une courbe lisse

[0, T] % R™ minimise l'intégrale

Alz) = /0 L(t, (), 2/(£)) dt

parmi toutes les courbes joignant a & b, alors

d 0L

/ aL !
15 620, 20) = T (k.0 70)

Cette équation, qu’on appelle équation d’Euler-Lagrange, donne une condition
nécessaire & l'existence d’'un minimum de .A. Ce travail donna un fondement
solide aux principes physiques énoncés par Fermat (propagation de la lumiére),

Maupertuis et Hamilton (principe de moindre action en mécanique). Jusqu’a la
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fin du XIXe siécle, on s’intéressa surtout & donner des conditions pour qu’une
solution de cette équation soit effectivement un minimum de A.

Le tournant du vingtiéme siécle fut marquant. En 1895, Weirstrass montra
que la fonctionnelle A(z) = fol |tz/(t)|* dt définie sur ensemble des fonctions dif-
férentiables  : [—1,1] — R telles que z(—1) = —1 et z(1) = 1 n’atteint pas 0, son
infimum. L’existence d’un minimum pour une fonctionnelle bornée inférieurement
avait, jusqu’alors, été prise pour acquis. Une crise, semblable & celle qui secoua la
théorie des ensembles de Cantor, menagait le calcul des variations. Mentionnons
que plusieurs arguments de Gauss et de Riemann dépendaient de facon cruciale
de I'existence de minimum pour des fonctionnelles semblables. Les travaux d’Ar-
zela, Hilbert et Lebesgue dans cette direction, de méme que le développement
de l'analyse fonctionnelle, donnérent un nouvel élan au sujet (et sauvérent les
arguments de Gauss et Riemann). Quelques années plus tard, les travaux de Bir-
khoff, Ljusternik et Schnirelman sur 'existence de géodésiques n’étudiaient plus
seulement les minima de .4 mais bien ses points critiques. Ce fut le début de la
théorie des points critiques et de I’analyse globale.

Au début des années 30, Marston Morse développa une théorie reliant la
topologie globale d’une variété M (différentielle compacte de dimension finie) et

les points critiques d’une fonction f: M — R.

Définition 0.1. Etant donnée une fonction lisse f : M — R, un point critique
p de f est dit non-dégénéré si 0 n’est pas valeur propre du hessien de f au
point p. L’indice de Morse de f au point p, noté A\(f,p) est le nombre de valeurs
propres négatives du hessien de f au point p. La fonction f est dite de Morse
si tous ses points critiques sont non-dégénérés. Dans ce cas, étant données deux
valeurs réguliéres a < b de f, le g-iéme nombre de Morse de la paire! (f;, f.),
noté ig(fo, fa), est le nombre de points critiques de f dont 'indice est ¢ et dont

la valeur est comprise entre a et b.

Pour c € R, f.:= f~1(] — o0, ¢]).
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Le corollaire suivant, qui sera démontré au chapitre 2, est un des résultats

principal de la théorie de Morse homologique.

Corollaire 0.2 (Inégalités faibles de Morse). Sia < b sont des valeurs réguliéres

de f € M(X) alors® pour chaque q on a

tq(fos fa) = bg(fo, fa)-

L’essence de ce résultat est, pour les topologues, de donner une borne su-
périeure a la “complexité topologique” en terme de la “complexité critique”. En
choisissant bien la fonction f, on arrive & obtenir de 'information trés utile sur
la topologie de M. Mentionnons que les démonstrations de résultats tels que la
périodicité de Bott et la conjecture de Poincaré en dimension supérieure a quatre
par Smale utilisent de fagon essentielle la théorie de Morse.

Dans les années 60, Palais et Smale (entre autres) généralisérent cette théorie
a des variétés de dimension infinie. Ceci permit d’appliquer la théorie de Morse a
des espaces fonctionnels, ce qui en fit un véritable outil du calcul des variations.
De ce point de vue, l'interprétation de la théorie de Morse est renversée : la
“complexité topologique” est une borne inférieure de la “complexité critique”.

Les structures de Morse qui seront introduites au chapitre 2 rendent compte
aussi bien de la théorie de Morse classique [26] que de la théorie de Morse en
dimension infinie (voir [14], [15] et [24]) et de la théorie de Morse pour des fonc-
tions continues sur des espaces métriques [17]. Outre la généralité, cette approche
axiomatique a aussi I’avantage de mettre en évidence les idées principales de la
théorie de Morse. En effet, des arguments de nature analytique seront utilisés
dans la vérification des axiomes seulement.

Les théories de Morse et de Ljusternik et Schnirelman (de méme que plusieurs
autres) sont basées sur un méme crédo : utiliser la topologie des ensembles de

niveau d’une fonction pour en tirer de 'information sur ses points critiques. Il est

2Des rappels sur ’homologie seront faits au chapitre 1, en particulier, les nombres de Betti

be(X, A) := dim Hy(X, A), y seront présentés .
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donc intéressant de se donner des outils pour étudier la topologie des ensembles
de niveau. La notion d’enlacement est classique en topologie [18] mais en théorie
des points critiques elle n’est apparue qu’au début des années 80, comme outil
de mesure de la topologie des ensembles de niveau. Présente de facon implicite
dans les travaux d’Ambrosetti et Rabinowitz [5] et de Benci et Rabinowitz [8], le

premier & proposer une définition fut Ni [25].

Définition 0.3 (Enlacement homotopique classique). Soient A C B et Q des
sous-ensembles d’un espace topologique X tels que la paire (B, A) soit homéo-
morphe a (D", S"1) et que BN Q # (. On dit que A enlace Q si pour chaque
déformation 7 : [0,1] x B — X fixant A4, n(1, B)NQ # 0.

Depuis, plusieurs autres définitions ont été utilisées et appliquées. En parti-

culier, Frigon [22] a donné la généralisation suivante.

Définition 0.4 (Enlacement homotopique généralisé). Soient (B, A) et (Q, P)
deux paires de sous-espaces d’un espace topologique X telles que BNP =0, AN
Q=0et BNQ # 0. On dit que (B, A) enlace (Q, P) si pour chaque déformation
n:[0,1] x B — X fixant A, n(1,B)NQ = 0 = 3t €]0,1],n(t, B) N P + §.

L’enlacement homologique fut introduit en théorie des points critiques dans les

années 80 (voir les travaux de Fadell [21], Benci [7] et Chang [14] par exemple).

Définition 0.5 (Enlacement homologique classique). Soient A et S des sous-
ensembles disjoints d'un espace topologique X, on dit que A enlace S dans X si
Iinclusion de A dans X \ S induit un homomorphisme non trivial en homologie

réduite.
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Notre nouvel enlacement homologique relatif, présenté au chapitre 3, généra-

lise et raffine cette définition.

Définition 0.6 (Enlacement homologique relatif). Soient (B, A) et (Q, P) deux
paires de sous-espaces d’un espace topologique X telles que BNP = () et ANQ = 0.
On dira que

(B, A) (g, 0)-enlace (@, P) dans X

(ott ¢ > 0 et 3> 0 sont des entiers) si inclusion ¢ : (B,A4) — (X \ P, X\ Q)

induit un homomorphisme

ig: Hy(B,A) — H (X \ P, X\ Q)

de rang supérieur ou égal a f3.

Alors que 'utilisation de I’enlacement homotopique en théorie des points cri-
tiques passe par les méthodes de type min-max (voir [22], [30] et [37]), Penlace-
ment homologique lui, est particuliérement bien adapté & la théorie de Morse car
il donne directement de I'information sur la topologie des ensembles de niveau. En
effet, supposons que f : X — R soit telle que (B, A) C (fy, fa) C (X \ P, X\ Q),
il est alors trés facile de montrer que le rang de fIq( fo, fa) est supérieur ou égal a
B dés que (B, A) (g, 5)-enlace (Q, P) dans X.

Les outils nécéssaires ayant été présentés, plusieurs nouveaux théorémes sur
Pexistence et la multiplicité de points critiques sont démontrés au chapitre 4.
Les résultats sont trés semblables & des résultats déja connus, mais en plus de
I’existence et de la multiplicité des points critiques, on obtient de 'information
sur le groupe critique des points critiques.

Le chapitre 5 est une introduction & 'utilisation de la théorie des points cri-
tiques en équations différentielles. Le résultat principal de ce chapitre est le sui-

vant.
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Théoréme 0.7. Considérons f : R —]0, oo[ continue et périodique de période 27
et V : R" — R deux fois contindment différentiable. Si les hypothéses suivantes
sont satisfaites
h1) il existe p > 2 et R > 0 tels que ||z|]| > R =0 < uV(z) < z-VV(2),
h2) max f(t)V(z) < 525 ;

tlzl<1
alors, le probléme

" (t) + f(t)VV(z(t)) =0
z(0) = z(27), 2/(0) = 2/(27),

admet une solution non triviale.

Les solutions de ce probléme sont en bijection avec les points critiques de la

fonction ® I : C§2 — R définie par

10 = [ - jovie)e

Aprés avoir étendue la fonction I & un espace de Sobolev H2_ plus maniable*, on
montre ’existence d’un point critique de I a I’aide d’un enlacement homologique
relatif et d’une structure de Morse homologique sur Hi .

Enfin, le dernier chapitre de ce mémoire ouvre des pistes d’étude que je n’ai
pas eu le temps d’explorer a ce jour.

Pour plus de détails sur I'histoire du calcul des variations, le lecteur est invité
a consulter les introductions de [24] et [34] de méme que les références qui s’y
trouvent. Les articles de Bott [12], Cairns [13] et Smale [33] donnent un apercu

de la vie et de I'oeuvre de Marston Morse.

SCzo;vr = {p € C°(R,R"™) de période 2}

411 est en particulier possible de le munir d’une structure de Morse homologique.




Chapitre 1

TOPOLOGIE ALGEBRIQUE

In mathematics, you never un-
derstand things; you just get
used to them.

John Von Neumann

L’homologie utilisée dans ce travail sera ’homologie singuliére & coefficients
dans un corps K. Néanmoins, la plupart des définitions s’énoncent dans le cadre
d’une théorie de I'homologie (ou de la cohomologie). Dans ce chapitre, nous com-
mencerons par présenter les axiomes d’une telle théorie. Puis, les propriétés de
I’homologie singuliére dont nous aurons besoin plus loin seront rappelées. Finale-
ment, quelques exemples de calculs seront faits en détails : ils seront utilisés dans

le chapitre sur les enlacements.

§1.1. PRELIMINAIRE

Définition 1.1. Soient A C X des espaces topologiques. L’ensemble A est un
rétract de déformation fort de X s'il existe une fonction continue r : X x [ — X
telle que

— pour chaque z € X, r(z,0) =z et r(z,1) € 4;

— pour chaque a € Aette [;r(a,t)=a.




§1.2. THEORIES HOMOLOGIQUES AXIOMATIQUES

La présentation d’Eilenberg et Steenrod est suivie de trés prés [20]. Le lecteur
intéressé pourra s’y référer pour les démonstrations.

Soit C une sous-catégorie de la catégorie des paires d’espaces topologiques et
fonctions continues entre ces paires. On identifiera un espace A a la paire d’espaces

(A, D) et on notera l'intervalle [0, 1] par I.

Définition 1.2. Le diagramme associé a une paire (X, A) est :

(0,0) — (4,0)

(X,0)
(X ’ A) — (X X )
(4,4)
ou les fleches sont des inclusions.
Définition 1.3. La catégorie C est admissible (et on dit des paires et fonctions
de C qu’elles le sont) si
— les paires et les fonctions du diagramme associé a une paire admissible sont
admissibles,
— pour chaque fonction f : (X, A) — (Y, B) admissible, les fonctions induites
par f sur le diagramme associé a (X, A) sont admissibles,
— pour chaque paire (X, A) admissible, (X x I, A x I) est aussi admissible,
~ pour chaque paire admissible (X, A), les fonctions (X, A) *5" (X xI,AxI)

définies par go(z) = (,0) et g1(z) = (z,1) sont admissibles,

- une fonction dont le domaine est un singleton est admissible.

Soit H un foncteur d’une catégorie admissible C vers la catégorie des groupes
abéliens gradués. Le foncteur H associe donc a chaque paire (X, A) admissible, un

groupe abélien gradué H(X,A) = EBZHQ(X ,A) et & chaque fonction admissible
ge
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f (X, A) — (Y, B) un homomorphisme de groupe abélien gradué
fo=H(f): HX,A) — H(Y, B)

(i-e. tel que fy := fi|m,(x,) est un homomorphisme de H,(X, A) vers H,(Y, B)).
Considérons le foncteur 7" : C — C qui & une paire (X, A) associe A et & une
fonction f: (X, A) — (Y, B) associe f|s: A — B.
Soit O une transformation naturelle du foncteur H vers le foncteur H o 7.
C’est-a-dire que 9 associe a chaque paire admissible (X, A) un homomorphisme
de groupe abélien gradué d(x, 4y : H(X, A) — H(A) = HoT(A) de sorte que pour

chaque fonction f : (X, A) — (Y, B) admissible, le diagramme suivant commute :

fa
H(X,A) —— H(Y, B)
9x,4) l l 9v,B)

H(A) H(B)

(fla)*

Dans le but d’alléger la notation, on écrira souvent 0 pour Jix ) et 8, pour 9| H,-

Définition 1.4. On dira que (H, J, C) est une théorie de I’homologie si les
axiomes suivants sont satisfaits® :
— pour chaque ¢ < 0, H, = 0;
~ le degré de ’homomophisme Jx, 4y est —1;
~ (axiome d’homotopie) si deux fonctions f, g : (X, A) — (Y, B) sont homo-
topes par une homotopie admissible, alors f, = g, ;
— (axiome d’exactitude) Pour chaque triplet (X, B, A), les inclusions
i:(B,A) C(X,A) et j:(X,A) C (X,B) et la transformation naturelle 0,

induisent une longue suite exacte
o Hya(X,B) S8 H,(B, 4) 2% Hy(X, A) 2 H,(X, B) — -
ot Agy1 = kg 0 041 avec kg induit par Pinclusion B C (B, A);

Lou les ensembles et fonctions utilisées sont supposés admissibles.
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— (axiome d’excision) soit U C A C X tel que U C int A. L’inclusion
(X\U,A\U) C (X, A) induit un isomorphisme

H(X\UA\U)= H(X, A)

~ (axiome de dimension) soit p un singleton, alors H,(p) = 0 pour ¢ # 0.

Si (H, 0, C) est une théorie de ’homologie, on appelle H, (X, A) le g-iéme
groupe d’homologie de (X, A) et 0 1opérateur de bord de cette théorie. La longue
suite obtenue par ’axiome d’exactitude est appelée la longue suite exacte en ho-
mologie associée a (X, B, A). Finalement, I'inclusion utilisée pour I’axiome d’ex-

cision est appelée une excision .

Définition 1.5. La suite exacte associée a (X, A, D) est
= Ho1 (X, A) = Hy(A) = Hy(X) = Hy(X,A) — - -

On 'appelle suite ezacte associée a (X, A)

§1.3. HOMOLOGIE SINGULIERE SUR UN CORPS

Etant donné un groupe abélien G, ’homologie singuliere a coefficients dans
G est une théorie de 'homologie sur la plus grande catégorie possible : celle
de toutes les paires d’espaces et fonctions continues de paires. Elle est telle que
Ho({p}) = G. Quand G = K un corps, les groupes abéliens ne sont plus seulement
des groupes, ce sont des espaces vectoriels sur K. Notre plus grande familiarité

avec les espaces vectoriels justifie cette simplification.

Proposition 1.6. Soit (X,A) une paire d’espaces. Si X = UX, est
luniton disjointe de sous-espaces X, fermés alors pour pour chaque q,

Hy(X, A) = ©H,(Xa, AN X.).
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Définition 1.7. Soient X un espace et {p} un singleton. L’unique fonction f de
X vers {p} induit une transformation linéaire fy : Ho(X) — K = Ho({p}) son
noyau est appelé le groupe d’homologie réduite de dimension 0 de X. On le note

Ho(X). Pour ¢ # 0 on notera H,(X) = H,(X).

Proposition 1.8. Soit X un espace. Alors

Ho(X)=Ho(X)pK

De plus, pour chaque application continue f : X — Y, il existe un homomor-

phisme fo : Hy(X) — Ho(Y) tel que fo= fo® 1.

Proposition 1.9. Etant donnée une paire (X,A) on obtient la longue suite

exacte, dite longue suite exacte en homologie réduite :

= Hypi (X, A) — f{q(A) - ﬁq(*x) — Hy(X,A) — -

Définition 1.10. Etant donnée une paire (X, A), la série de Poincaré de (X, A)
est définie par
P(t, X, A) =Y by(X, A)t?
g=0
ol by(X, A) := dim Hy(X, A) est le g-iéme nombre de Betti de cette paire. Dans

le cas ol cette série est a support fini, on appelle
x(X,A) = P(-1,X,A)

la caractéristique d’Euler-Poincaré de (X, A).

Théoréme 1.11. Soient A, B C X des espaces topologiques tels que A et B
soient des rétracts de déformations forts d’ouverts recouvrant X Il existe alors

une longue suite exacte
= Hop1(X) — Hy(ANB) — Hy(A) @ Hy(B) — Hy(X)—---

On lappelle la suite de Mayer-Vietoris de (X, A, B).
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Remarque 1.12. Dans le théoréme précédent, ’homologie peut étre remplacée

par ’homologie réduite.

§1.4. QUELQUES CALCULS ET PROPRIETES

Proposition 1.13. Soient A’ C A C B C B’ des espaces topologiques. Si B est
un rétract de déformation fort de B’ alors H.(B, A) = H.(B', A). Par ailleurs,
si A’ est un rétract de déformation fort de A alors H.(B, A) = H.(B, A").

Proposition 1.14. Soit S la sphére unité d’un espace normé X.

K, sig=dimX —1 < o0,

0, sinon.

DEMONSTRATION. Sidim X = oo alors S est un rétract de B, la boule de rayon 1.
Voici une démonstration de ce fait dans le cas o X est un espace de Hilbert. Elle
est due & Palais [28].

Soient {e;};cz un sous-ensemble dénombrable d’une base orthonormale de X.
Pour chaque i € Z, définissons 7; : [0,5] — X par 7;(8) = cos(f)e; + sin(f)e;y1.
L’ensemble A = [ Jimage(;) est un sous-ensemble fermé de X homéomorphe a
R i€Z

Considérons la fonction ¢ : A — A correspondant & une translation t — ¢ 41
dans R. En vertu du théoréme d’extension de Tietze, ¢ admet une extension
¢ : B — A que I'on considére a valeur dans B. Cette fonction n’a aucun point
fixe. Ceci garantit que S est un rétract de B.

La preuve pour le cas ou X est un espace normé est plus difficile et plus
technique, elle est basée sur une généralisation du théoréme de Tietze due &

Dugundji [19].
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Soit r : B — S une rétraction. Le diagramme suivant commute :

1
S—S

| A

B

En lui appliquant I’homologie réduite, on obtient le diagramme suivant :

1 ~

H(S) — H(S)

Puisque B est homotope & un point, H(B) = 0 : I'identité est factorisable par 0.
On conclut que H(S) = 0, comme désiré.
D’autre part, si 0 < d = dimX < oco. En posant A = S_ NS, = S92 on

obtient de la suite de Mayer-Vietoris de (S, S_, S,) le segment exact suivant :

f{q(s—) ® ﬁq(5+) - ﬁq(5d~1) - ﬁq—l(sd—2) - ~q—l(S--) ® H, ~1(54)

Les hémisphéres étant contractiles on obtient donc, H,(S) = H,_,(5*?). En

appliquant ’argument d — 1 fois on obtient

- - o Ksig—d+1=0,
Hy(S) = Hy44a(S7) &

0 sinon.

Corollaire 1.15. Soient B la boule unité d’un espace normé X et S sa frontiére.

Alors

K, siq¢=dimX < oo,
Hq(B>S) =

0, sinon.

DEMONSTRATION. De la suite en homologie réduite associée a (B, S) autour de g,

0= H,(B) — Hy(B,S) — H, 1(S) = H,1(B) =0
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on déduit H, (B, S) = H, 1(S). La proposition précédente permet de conclure.
O



Chapitre 2

STRUCTURES DE MORSE

Les structures sont les armes des
mathématiciens.

Nicholas Bourbaki

Une structure de Morse est une axiomatisation pédagogique de la théorie de
Morse. Grace a elle, il est possible de démontrer des résultats s’appliquant dans
le cadre de la théorie de Morse sans se préoccuper outre mesure de la multitude
de conditions techniques qui pullulent dans ce sujet. En outre, il est naturel de
croire que les théorémes démontrés dans le cadre des structures de Morse seront
valides pour des généralisations de la théorie de Morse. On pense entre autres
aux théories de Morse définies & 1’aide des cohomologies généralisées.

En fait, I'axiomatisation devrait permettre de prendre la théorie de Morse 14
ou la partie analytique se termine. Bref montrer qu’on a bel et bien une structure
de Morse devrait étre un travail d’analyse alors que le reste ne serait que topologie
algébrique.

Dans tout ce chapitre, X désigne un espace topologique de Hausdorff et K un
corps. Nous considérons M(X) C C(X,R) une famille de fonctions continues sur
X et K : M(X) — 2% une fonction associant & chaque fonction de M(X) un
sous-ensemble de X. Pour ¢ € R et f € M(X), nous notons

fei= f—l(] - OO,C]).

Définition 2.1. Etant donnée f € M(X),
— on appelle K(f) ensemble des points critiques de f;
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— I'ensemble des valeurs critiques est f(K(f));
— Pensemble des valeurs régulieres est R\ f(K(f));
- pour ¢ € R, K.(f) = K(f) N f~!(c) est ensemble des points critiques de

niweau ¢ de f.

§2.1. STRUCTURE DE MORSE HOMOLOGIQUE

Considérons une application C' qui fait correspondre a chaque ¢ € N U {0},
f € M(X)etpe€ K(f), un espace vectoriel de dimension finie sur K noté C,(f, p)

et appelé g-iéme espace vectoriel critique de f au point p.

Définition 2.2. On appelle (M(X), K, C) une structure de Morse homologique
sur X si les propriétés suivantes sont vérifiées pour chaque f € M(X).

1) L’ensemble des valeurs critiques est discret et fermé,

2) pour chaque ¢ € R, ensemble des points critiques de niveau c est fini,

3) sic €la, b] est la seule valeur critique de [a, b] alors pour chaque ¢ € NU{0},

Hy(fo, fa) = €D Cylf,p)-

PEKA(S)

2.1.1. Inégalités de Morse

Considérons une structure de Morse homologique (M (X), K, C) sur un espace

topologique X.

Définition 2.3. Etant données deux valeurs réguliéres a < b de f € M(X), le
q-1éme nombre de Morse de f est
no(fo fa) = > dimCy(f,p)
peK(H)Nf~1[ab]
et la série de Morse de f est définie par

ult, for fa) = D ta(fo, fa)t?.

9=0
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Rappelons aussi que la série de Poincaré de la paire (f3, f,) est définie par

P(t, fo, fa) = Y _ by(fo, fa)t?

9=0

ot by(fp, fo) = dim H,(f3, fa) est le g-iéme nombre de Betti de cette paire'.

Lemme 2.4 (Lemme principal). Etant données deuz valeurs réguliéres a < b de
[ € M(X), il existe une série formelle Q(t) & coefficients entiers non négatifs

satisfaisant l’identité suivante :

p(, fo, fo) = P(t, fo, fo) + (1 +1)Q(2)

DEMONSTRATION. Considérons la longue suite exacte associée a I'inclusion triple

A C B C X de trois espaces topologiques :
s = Hya(X, B) ™5 Hy(B, A) ™ Hy(X, 4) % H(X,B) % H, (B, A) > - --
De D’exactitude de cette suite on déduit

be(X, B) = rang 0, + rang j,,
be(B, A) = rang i, + rang 9,41,

be(X, A) = rang i, + rang j,.
Il s’en suit, en sommant les deux premiéres de ces identités, que
bo(X, B) 4 be(B, A) = by(X, A) + rang 9, + rang Oy1.
En multipliant par ¢? et en sommant sur ¢ on obtient

P(t,X,B)+ P(t,B,A) = P(t, X, A) + Zrang Ogt? + Zrang Og+11t7.

9=0 q=0

1En homologie réduite, on parle plutét de nombres de Betti réduits, noté 5q.
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Puisque dp = 0 on a

(oo} (o] e o] (e 0]
Z rang J,t? + Z rang 0,417 = Z rang O,t7 + Z rang Jg41t7
q=0 g=0 g=1 q=0
o0 o0
= Z rang 9,1t + Zrang Og+1t?
g=0 g=0
oo
=(1+1) Z rang J,1t%.
q=0

En posant Q(¢, X, B, A) = E;‘;Q rang Jg4+1t? on obtient donc
P(t,X,B)+ P(t,B,A) = P(t,X,A) + (1 +t)Q(t, X, B, A). (1)

Pour f € M(X) notons {¢1 < ¢a < -+ < ¢u} = K(f) N f~([a,b]) et fixons
des nombres réels a; (¢ = 0,---,n) telsque a = ap < ¢ < a1 < ¢ < -+ <
an-1 < ¢ < @y = b. On obtient en posant A; = f,, pour ¢ = 0,1, -, n, la suite

d’inclusion

Ay C A C---CA,.

L’identité (1) appliquée & A; C A, C A, se lit
P(t7 Ana A'H—l) + P(t7 A'H—l) Az) = P(t7 An) A%) + (]- + t>Q<t) An; A'H—l) Az)

En sommant cette identité pour ¢ variant de 0 & n — 1 on obtient :

n—1

n—1
Z P(t, Aip1, Ai) = P(t, Ay, Ao) + (1 + 1) ZQ(t, Any A1, Ai).

1=0 1=0
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Remarquons aussi que

n—1 n—1 oo
Z P<t’ Aiya, At) = Z Z b‘Z(faH—l’ fai)tq
i=0 i=0 g=0
n—1 oo
= Z Z dim HQ(faHlv fai)tq
=0 ¢g=0
n—1 oo
= ZZ{dim @ Cy(f,p)]t
i=0 ¢=0 pEKe, 4 (f)
n—1 oo
= [ D> dimCy(f,p)]t?
=0 ¢=0 peK., ,(f)
oo n—l1

=>_[> > dmCy(fp)]e

4=0 =0 peK.,,, (f)
>0

=" bg(f, £a)t7 = ult, for fa)-

q=0

En posant Q(t) = 22:01 Q(t, An, Aiy1, A;) on obtient donc le résultat rechercheé.
O

Corollaire 2.5 (Inégalités fortes de Morse). Etant données deuz valeurs régu-

lieres a < b de f € M(X), l'inégalité suivante est vérifiée pour chaque q :

q q

S0l fa) 2 S (<10 fi fo)-

1=0 =0

DEMONSTRATION. Soit () le polynéme obtenu du lemme précédent. Posons

Q i-eme coefficient de Q si 7> 0,
i ==

0 sinon.
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Puisque w;(fp, fa) = bi(fs, fa) = Qi-1 + Q;

> £) =il )= Y00+ )
=S+ Y1
- ‘q*z(—wq—*‘*@ DI
—azo
D’ou la conclusion. O

Corollaire 2.6 (Inégalités faibles de Morse). Sia < b sont des valeurs réguliéres

de f € M(X) alors pour chaque q on a

Nq(fb» fa) 2 bq(fb: fa)-

DEMONSTRATION. Dans la preuve précédente on a vu

Ui(fby fa) - bi(fb) fa) - Qi-—l + Qi

qui est plus grand ou égal 4 0. On peut aussi obtenir le résultat en sommant deux

inégalités fortes successives. O

Grace au lemme principal, il est aussi possible d’exprimer la caractéristique
d’Euler-Poincaré d’une paire d’ensembles de niveau (f;, f,) en terme des nombres

de Morse.

Corollaire 2.7 (Identité de Morse). Soient a < b deuz valeurs réguliéres de
fe M(X). Si pg(fs, fa) = 0 pour q assez grand, alors

o0

X(fo fa) = Y (=1)11g(fo, fa).

9=0
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2.1.2. Non dégénérescence

Définition 2.8. Une structure de Morse homologique (M(X), K, C) sur un es-
pace topologique X est dite non dégénérée si pour chaque f € M(X) et chaque
p € K(f), Cy(f,p) = K pour une seule valeur de ¢ et 0 pour les autres.

Dans ce cas, les inégalités de Morse ont une interprétation sympathique,

comme le montre la proposition suivante.

Proposition 2.9. Si (M(X), K, C) est une structure de Morse homologique non
dégénérée sur un espace topologique X, alors pour a < b des valeurs régulieres de
f € M(X) le nombre de Morse p,(fo, fo) est égal au nombre de points critiques
p € K(f) N f~([a,b]) tels que Cy(f,p) = K.

§2.2. STRUCTURE DE MORSE HOMOTOPIQUE

Définition 2.10. On appelle (M(X), K') une structure de Morse homotopique
sur X si pour chaque f € M(X),

1) I'ensemble des valeurs critiques est discret et fermé,

2) pour chaque ¢ € R, ’ensemble des points critiques de niveau c est fini,

3) pour chaque a < b tels que que ]a, b ne contienne aucune valeur critique,

fo est un rétract de déformation fort de f, \ K.

Proposition 2.11. Considérons une structure de Morse homotopique (M(X), K)
et posons Cy(f, p) = Hy(fe, fe\{p}). Si les espaces vectoriels ainsi définis sont tous

de dimension finie, alors (M(X), K, C) est une structure de Morse homologique.

DEMONSTRATION. Soit ¢ €]a, b[ 'unique valeur critique de f dans [a, b]. Puisque
fe est un rétract de déformation fort de fi, on a Hy(fy, fo) = Hy(fe, fa). Aussi,
comme f, est un rétract de déformation fort de f.\ K.(f), on a H,(f., f.) =
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H(I(fC) fc \ Kc) Donc
H‘I(fb7 fa) = Hq(fc, fc \ KC)

Considérons pour chaque point critique p de niveau ¢ un voisinage isolant fermé

U, de p. Remarquons que U := f.\ |J U, est un ouvert de f, dont la fermeture
pEK(f)
U est incluse dans f,\ K.. Des propriétés d’excision et de décomposition en somme

directe, on déduit que

Hy(fo, fo\ Ko) = Hy(f \U, (fo\ K)\ U)
=H( |J f.nth, |J fonth\{p})

peK(f) peKe(f)

= @ HQ(fc mup;fcmup \ {p})

pEK(f)

= D H £\ )

pEK(f)

= @ Cq(f>p)~

peEK.(f)

On a donc finalement Hy(fy, fo) = Hy(fe, .\ K:) = @ Cu(f,p). Comme nous
pEK(f)

voulions le montrer. O

§2.3. THEORIE DE MORSE SUR LES VARIETES DE RIEMANN-HILBERT

Le but de cette section est de donner un exemple d’une structure de Morse

non-triviale.

2.3.1. Rappels sur les variétés différentielles

Soient M un espace topologique et H un espace de Hilbert. Une application
x : O — H est appelée une carte si O est un ouvert de M et si z est un
homéomorphisme sur son image. Un H-atlas de classe C* (k > 0) sur M est une
famille A = {z; : O; — H|i € I} de cartes telles que

(i) JO:; est un recouvrement ouvert de M,

(ii)lgour chaque 2,7 € I, z;0z; " 2;(0;) Nz (O;) — z:(0;) Nz;(O;) est un

difféeomorphisme de classe C*.
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Deux H-atlas A et A’ de classe C* sont dits compatibles si AN A’ est aussi un
H-atlas de classe C*. Une classe d’équivalence de H-atlas D = [A] est appelée

une H-structure différentielle de classe C*.

Définition 2.12. Une variété différentielle de classe C* modelée sur H est un

espace topologique muni d’une H-structure différentielle de classe C*.

Remarque 2.13. On parlera souvent d’une variété M plutdt que (M, D). La
structure différentielle est alors sous-entendue. On dira par exemple d’une carte
z qu’elle est une carte de M pour dire qu’elle fait partie d’un atlas de la structure

différentielle dont est munie M.

Définition 2.14. Soient M et N deux variétés différentielles de classe C* mo-
delées sur des espaces de Hilbert Hy; et Hy respectivement. Une application
f: M — N est différentiable de classe C* si pour chaque p € M il existe des
cartes  : U — Hy de M ety :V — Hy de N telles que p € U, f(p) € V et

y o f oxz7! soit une application de classe C*.

Remarque 2.15. Les variétés et applications différentiables de classe C* forment

une catégorie.

Définition 2.16. Etant donnés une variété différentielle M de classe C* modelée
sur un espace de Hilbert H, un point p € M, v,w € H et des cartes z,y prés de
p, on dira que (p,z,v) et (p,y,w) sont équivalents si w = ((y o z71)(z(p)), v)x.
Une classe d’équivalence de tels triplets est appelée un vecteur tangent ¢ M en p
et est notée [p, z,v] (ou plus simplement v ou (p,v)). On appelle '’ensemble des

vecteurs tangents a M en p l’espace tangent @ M en p et on le note T,M.
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Une structure d’espace vectoriel (isomorphe & H en tant qu’espace vectoriel)
est donnée & T, M de la maniére suivante : si z : U — H est une carte dont le

domaine contient p, on pose [p, z,v] + Alp, z, w] := [p, z,v + Aw].

Définition 2.17. Soit f : M — N une application différentiable entre variétés

différentielles. La dérivée de f en p € X est l'application dpf : T,M — Ty N
définie par dy f([p, z,v]) = [f(p),y, (y o f o z71) (z(p))v].

Proposition 2.18. Soit M un variété différentielle de classe C* (k > 2) modelée

sur un espace de Hilbert H. Alors TM = UMTpM est muni de fagon naturelle
re

d’une structure différentielle de classe C*1. De plus Uapplication 7 : TM — M

définie par w(p,v) = p est de classe C*~1.

DEMONSTRATION. Soit A un atlas définissant la strucure différentielle de M.
Pour chaque z : O — H, posons TO = |J T,M et définissons Z : TO — H x H

peO
par Z([p, z,v]) = (z(p),v). La topologie sur TM est alors la topologie la plus

grossiere rendant continue les applications Z et ’ensemble A" = {Z : O — Hx

H|z € A} est un atlas de classe C*~! sur T'M. O

Remarque 2.19. Etant donnée f : M — N une application différentiable de
classe C* entre deux variétés de classe C*, application df : TM — TN définie

par df (p,v) = d,f(v) est une application de classe C*~1.

Définition 2.20. Soit M une variété différentielle de classe C? modelée sur un
espace de Hilbert H. Une application v : M — T'M telle que mov = id est appelée

un champs de vecteurs sur X.

Le théoréme suivant est fondamental, nous 'utiliserons plusieurs fois par la

suite.
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Théoréme 2.21 (théoréme d’existence et d’unicité locale de Picard). Soit v un
champs de vecteurs localement lipschitzien sur une variété M de classe C?, alors

pour chaque p € M, le probléme de Cauchy

admet une unique solutiont — ®;(p) sur un intervalle ouvert (mazimal) Jw_(p), w4 (p)]
contenant 0. On appelle cette solution une courbe intégrale de v. On appelle la

fonction @ : {(t,p) € R x M| w_(p) <t < wy(p)} — M le flot de v.

Définition 2.22. Soit M une variété de classe C* (k > 1) modelée sur un es-
pace de Hilbert H. Une métrique Riemannienne de classe C*~! sur M est une
application qui & chaque carte x et a chaque point p du domaine de z, associe un
opérateur linéaire positif défini, inversible et symétrique g,(z) : H — H de telle
sorte que
(i) pour chaque carte z : O — H, l'application O — L(H) définie par
p — gp(z) est de classe C*~1,
(ii) pour chaque cartes x : O — H, y: U — H et chaque p € O NU, on aie
9:(p) =[(y 0 z71) (z(0))] "9,(p) [(y 0 7Y (2(p))].
Une variété différentielle munie d’une métrique Riemannienne est appelée une

variété Riemannienne ol une variété de Riemann-Hilbert.

Remarque 2.23. Soient (M, D, g) une variété de Riemann-Hilbert modelée sur
un espace de Hilbert H. L’espace tangent en chaque point p de M est alors muni

de fagon naturelle d’un produit scalaire (-,-) : T,M x T,M — R défini par

<[p’ .’E,’U], [p’ x,w]) = <gx(p)v’ w) .

172 sur les espaces

Ce produit scalaire induit une norme ||[p, z,v]|| = (g.(p)v,v)
tangents. Cette norme permet ensuite de définir la longueur d’une courbe

o : [a,b] — M de classe C' par morceaux par L(o) = f; llo(t)||dt. Finalement, si
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M est connexe, la fonction d : M x M — R définie par

d(p, q) = inf{L(0)| o est une courbe C* par morceaux joignant p et ¢}

est une distance compatible avec la topologie de M. On I'appelle distance géodé-

sique.

Définition 2.24. Etant donnée une fonction ¢ : M — R de classe C!, V¢ est le

champs de vecteurs sur M défini par

Yo € T,M, (Vo(p),v) = dpp(v).

Les points critiques de ¢ sont les points p € M tels que V(p) = 0.

2.3.2. La structure de Morse

Introduisons les hypothéses suivantes

(A1) M est une variété de Riemann-Hilbert de classe C?,

(A2) ¢ : M — R est une application de classe C! telle que V¢ soit un champs
de vecteurs localement lipschitzien,

(A3) les valeurs réguliéres a < b sont telles que les points critiques de ¢ dans
¢ ([a, b]) sont isolés,

(A4) 'ensemble ¢~1([a, b]) est complet pour la distance géodésique,

(A5) la condition de Palais-Smale est satisfaite sur ¢~!([a, b]) (c’est-a-dire que
pour chaque suite (p,) de ¢~([a,d]), si ¢'(p,) — 0 alors (z,) admet une

sous-suite convergente).

Lemme 2.25. Soient ¢ : M — R satisfaisant les hypothéses (Al),...,(A5) et
a < a<f<btels que o~ (Jo, B]) N X me contienne aucun point critique de ¢.
Alors ¢o est un rétract de déformation fort de ¢\ Kg par une rétraction le long

de laquelle ¢ est monotone décroissante.
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Pour la démonstration, le lecteur est référé au livre de Mawhin et Willem déja

cité [24|. La démonstration du théoréme suivant est immédiate.

Théoréme 2.26. Soient M une variété de Riemann-Hilbert et a < b deux

nombres réels. Posons
M(M) ={¢: M — R| ¢ satisfait les hypotheéses (A2)...(A5)}.

Pour ¢ € M(M) définissons K(¢) = {p € M| V¢(p) = 0}. Alors (M(M), K)

est une structure de Morse homotopique.

Corollaire 2.27. Considérons la structure de Morse homotopique (M(X), K)
du théoréme précédent et posons Cy(f,p) = Hy(fe NU, fe NU\ {p}) ot U est un
voisinage fermé de p € K(f). Si les espaces vectoriels ainsi définis sont tous de

dimension finie, alors (M(X), K, C) est une structure de Morse homologique.

2.3.3. Non dégénérescence

Considérons (M(M), K) la structure de Morse homotopique obtenue au théo-
réme précédent. Etant donnés ¢ € M(X) et un point critique p € K(¢), soit
z: O — H une carte de M prés de p.

/////

est inversible. On dit de ¢ qu’elle est une fonction de Morse si tous ses points

critiques p € K (f) sont non-dégénérés. L’indice de Morse de ¢ en p est défini par

A, p) = sup{dim V|Vest un sous-espace de H et Vv € V\{0}, dﬁqﬁox“l(v,v) < 0}.

Remarque 2.29. Les définitions précédentes ont un sens car elles ne dépendent

pas de la carte x utilisée.
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Les fonctions de Morse ont ’avantage d’avoir des groupes critiques faciles a

calculer.

Proposition 2.30. Soit p un point critique non-dégénéré d’une fonction ¢ €
M(M). Alors
K sig=\og,p)

0 sinon

Cyld,p) =

Corollaire 2.31. Considérons (M(M), K) la structure de Morse homotopique

obtenue au théoréme 2.26. Posons

M(X) = {f € M(M)|f est une fonction de Morse }.

Alors (M(M), K) est une structure de Morse homotopique induisant une struc-

ture de Morse homologique non-dégénérée.



Chapitre 3

ENLACEMENT HOMOLOGIQUE RELATIF

When you generalize, proofs are
easier.

Andrzej Granas

Le chapitre précédent nous a permis de se donner un outil, la structure de
Morse, permettant de tirer des informations sur les points critiques d’une ap-
plication & partir de la topologie de ses ensembles de niveaux. Considérons par
exemple une structure de Morse homologique (M (X), K, C) sur un espace topo-
logique X et soient a < b deux valeurs réguliéres de f € M(X). Si Hy(fs, fo) #0

I'inégalité faible de Morse :

> dim C,(f, p) > dim H,(fs, f) > 0
pEK(£)Nf 1 ([a,b)

montre qu’alors f admet un point critique p tel que a < f(p) < bet dim C,(f, p)
0. Pour tirer parti de la structure de Morse, nous aurons donc besoin d’information
sur la topologie des ensembles de niveaux d’une fonction. Les enlacements sont
une facon pratique d’en obtenir.

On notera la boule fermée et la sphére unité d’un espace vectoriel normé E par
B et S respectivement. Pour une décomposition en somme directe £ = E; @ Es,

on notera B, =BNE;et S;=0BNE;,i=1,2.
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§3.1. ENLACEMENT HOMOLOGIQUE RELATIF

Introduisons maintenant une définition d’enlacement qui généralise un enlace-
ment homologique étudié par Perera [29] et qui s’inspire d’un enlacement relatif

homotopique étudié par ma directrice, Marléne Frigon [22].

Définition 3.1. Soient (B, A) et (Q, P) deux paires de sous-espaces d’un espace
topologique X telles que BN P =0 et ANQ = (. On dira que

(B, A) (g,8)-enlace (Q, P) dans X

(ot ¢ > 0 et B> 0 sont des entiers) si I'inclusion i : (B,A) — (X \ P, X\ Q)

induit un homomorphisme
ig: Hy(B,A) — Hy (X \ P, X\ Q)

de rang supérieur ou égal & 3.

Remarque 3.2. Puisque qu’on identifie ’espace B a la paire (B, 0)), on pourra
écrire que B (g, B)-enlace (Q, P) plutét que (B, D) (g, 3)-enlace (Q, P) ou encore
que B (g, B)-enlace @ plutét que (B, D) (g, 8)-enlace (Q, D).

Remarque 3.3. Soient B et P des sous-espaces d’intersection vide d’un espace
X, Penlacement du type B (g, ()-enlace (X, P) dans X a été étudié par Per-
era [29]. Cet enlacement est plus simple en apparence car il correspond au fait

que 'inclusion B C X \ P induise un homomorphisme
ig ﬁq(B) - ﬁq(X \ P)

de rang supérieur ou égal & 3. Néanmoins, les résultats d’existence et de mul-
tiplicité de points critiques sont souvent plus compliqués & démontrer dans ce
contexte. L’introduction du (g, 5)-enlacement relatif est donc & la fois une géné-

ralisation et une simplification de I’enlacement de Perera.
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Proposition 3.4. Soient A, B et Q) des sous-espaces de X tels que ANQ =0 et
AC B. Si A (q,0)-enlace (X, Q) et si ’homomorphisme Hy(A) — H,(B) induit
par linclusion est de rang 6 < (3, alors (B, A) (¢+1,8—6)-enlace (Q, D) dans X.

DEMONSTRATION. Du diagramme commutatif suivant (dont les lignes sont exactes
et les colonnes induites par des inclusions) :

Ay

H,1 (B, A) H,(A) H,(B)

5 | J

Hop(X, X\ Q) = f,(X\ Q) —= H,(X)

on déduit :

rang a > rang Ay o o = rang i o 4\
> rang Ay — dim(ker i)
= rang A; — (dim H,(A) — rang 1)
= rang i + rang A; — dim H,(A)

= rang i + rang A; — (rang k + dim(ker k)).
Or par exactitude, rang A; = dim(ker k), donc

rang o > rang ¢ —rang k > 0 — 6.

Proposition 3.5. Soient B, Q et P des sous-espaces de X tels que BNP = () et
P C Q. Si B (g, 8)-enlace (X, P) et si ’lhomomorphisme H,(X\ Q) — H, (X \ P)
induit par l'inclusion est de rang 6 < B3, alors B (q, 8 — §)-enlace (Q, P) dans X.
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DEMONSTRATION. Considérons le diagramme commutatif suivant :

o

H,(B) Hy(B,0)

A &

H(X\ Q) —= H(X\ P) —* H,(X\ P,X\Q)

rang o =rang j o1
> rang i — dim(ker 7)
=rang ¢ —rang k

> P-4

§3.2. QUELQUES ENLACEMENTS

Proposition 3.6. Soient p € R™ et B une boule fermée contenant p. Alors

0B (n—1,1)-enlace (R™, {p}).

DEMONSTRATION. Considérons le segment de suite exacte associé a l’inclusion

B cR™\ {p}.
H,(R™\ {p}, B) = Ho_1(B) > Ho_1(R"\ {p}).
Comme B est un rétract de déformation fort de R™\ {p},
H,(R"\ {p}, B) =0

et donc i est une injection. Or H,_;(B) = K ce qui entraine que i est derang 1. [J

Proposition 3.7. Soit e un élément d’un espace vectoriel normé E dont la norme

est supérieure & 1 (voir figure 1.a). Alors {0,e} (0,1)-enlace (E, S) dans E.
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X |
4 )
I \ /
Si 2627
C

Fig. 1

DEMONSTRATION. Définissons 7 : E\ S — {0, e} par

0 si <1,
vy | O sillel

e si|lz|| > 1.

Cette fonction est une rétraction. C’est-a-dire que le diagramme suivant com-

mute :
E\ S — {0,¢}
|
{0, e}
L’inclusion (de méme que la rétraction) est donc de rang 1 en homologie réduite.

0

Voici une généralisation de ’enlacement présenté a la proposition 3.6.
Y

Proposition 3.8. Soit E = E; @& Es un espace vectoriel normé tel que k =

dim E; € |0, 00| (voir figure 1.b). Alors Sy (k — 1,1)-enlace (E, E,) dans E.

DEMONSTRATION. Considérons le segment de longue suite induite par S; C E\ E,

suivant :
Ho(E\ Ey, Sy) — Hy_1(S)) 5 He_y(E\ By).

Du fait que S; soit un rétract de déformation fort de E \ E; on déduit que
Hy(E\ Ey, S1) =0. Or Hy_1(S1) =K. Donc, 7 est de rang 1. 0
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Proposition 3.9. Soient £ = E, @ E, un espace normé avec k := dim F; €]0, 00|
et e € Ey de norme 1. Posons A = 0(B; @10, 2]e) dans E; & Re (voir figure 1.c).
Alors A (k,1)-enlace (E, S3) dans E.

DEMONSTRATION. Soit P : E — Fj la projection sur ce facteur. Définissons
r: E\ Sy — (BEy ®Re)\ {e} par r(z) = P(z) + ||z — P(x)||e. Vérifions que {e}
est bel et bien une valeur omise par r. Supposons pour ce faire que z € E soit tel
que P(z)+ ||z — P(z)|le = e. On aura alors P(z) =0et 1 = ||z — P(x)| = ||z||.
C’est-a-dire que z € Ej et ||z|| = 1 ce qui n’arrive pas sur le domaine de r.
Supposons dans le but d’en arriver & une contradiction que I’homomorphisme

i induit en Hy par l'inclusion ¢ de A dans E \ S soit trivial. Dans ce cas
T © ik : Hk(A) — Hk((El @Re) \ {6})

est aussi trivial. Remarquons que pour z € A, r(z) = z et que donc 707 est
inclusion de A dans (E @ Re) \ {e}. Or (E; @ Re) \ {e} se rétracte fortement
sur A et par le fait méme, H,((E; ®Re)\ {e}, A) = 0. Considérons le segment de

longue suite exacte associée a I'inclusion r o4 de A dans (E; ® Re) \ {e} suivant :

0= He1((Br @ Re) \ {e}, A) — Hiy(A) "3* Hy(E, @ Re\ {e}).

L’homomorphisme 7, o 4, ne peut pas étre trivial car Hx(A) = K. Conséquem-

ment, A (k, 1)-enlace (E,S3) dans E. O

Les corollaires suivants sont des conséquences directes de la proposition 3.4 et

des propositions 3.6, 3.7, 3.8 et 3.9.

Corollaire 3.10. Soient p € R" et B une boule fermée contenant p. Alors
(B,0B) (n,1)-enlace ({p},0) dans R".

Corollaire 3.11. Soit e un élément d’un espace vectoriel normé E dont la norme

est supérieure ¢ 1. Alors ([0,¢€],{0,e}) (1,1)-enlace S dans E.
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Corollaire 3.12. Soit E = E1®Es un espace vectoriel normé avec k 1= dim X; €

10, 00[. Alors (B, S1) (k,1)-enlace Ey dans E.

Corollaire 3.13. Soient E' = E1 @ Ey un espace normé avec k := dim E; €]0, 00|
et e € Ey de norme 1. Posons B = B, @ [0,2]e et A = OB dans E; & Re. Alors
(B,A) (k+1,1)-enlace Sy dans E.

Puisque les groupes d’homologie de la sphére unité d’un espace vectoriel normé
de dimension infinie sont tous nuls on obtient, comme conséquence directe des

propositions 3.5 et 3.7 le résultat suivant.

Corollaire 3.14. Soient E un espace normé de dimension infinie et e € E un
élément dont la norme est supérieure a 1. Alors {0,e} (0,1)-enlace (B, S) dans

E.

Corollaire 3.15. Soient F = E; ® E; un espace normé avec k := dim E; €
10,00[ et e € Ey de norme 1. Posons A = 9(B;, @ [0,2]e) dans E; ® Re. Alors
A (k,1)-enlace (By, Ss) dans E.

DEMONSTRATION. Pour k # dim E — 1, on a Hy(E \ By) & Hi(S) = 0 et donc
I'inclusion £\ By C E \ S, induit un homomorphisme de rang 0 en H;. On
déduit donc de la proposition 3.5 que A (k, 1)-enlace(Bs, Ss) comme on voulait
le montrer.

Reste & traiter le cas ot k = dim E' — 1. Puisque dim £ = dim E; + dim F, =

k 4 dim Ej, on a dim Ey = 1. On cherche & montrer que I'inclusion

(4,0) & (B\ {—e,e}, B\ [-e,e])
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est de rang supérieur ou égal a4 1 en Hy. Notons

B ={z||z—el| =1} = 4,
E\P=E\ {—e, +e},
E\Q=FE\[-ec¢]
B = BU (eBi+] —e,¢|),
A=BU(eB1\ {0}+] —e,e]),
X =FE\ (eBy + {—e, +e}),
Y = E\ (eBy + {—e,+e} U ({0} + [—e, €])),
U=X\B,
V=X\(E\P).
Comme A est contractile, I'inclusion de (B, #) dans (B, A) induit un isomorphisme
en Hy. Puisque U C int Y dans X et que (B, A) = (X \ U,Y \ U), la propriété
d’excision indique que P’inclusion (B, A) € (X,Y) induit aussi un isomorphisme.
Aussi V C int E\Q dans E\ P et par excision, (X,Y) = ((E\P)\V, (E\Q)\V) C

(E\ P, E\ Q) induit un isomorphisme. Comme 7 est la composition des inclusions

précédentes,
(B,0) = (B,0) = (B,4) = (X,Y) = (E\ P,E\ Q)
qui induisent des isomorphismes
Hy(B,0) = Hy(B,0) = Hy(B, A) = Hy(X,Y) = Hy(E\ P,E\ Q),

on obtient le résultat désiré. d

§3.3. NOUVEAUX ENLACEMENTS HOMOLOGIQUES

Cette section présente quelques enlacements homologiques relatifs qui ne cor-
respondent & aucun des enlacements étudiés par Perera [29], voir remarque 3.3.
Nous présenterons entre autre des situations d’enlacement ot aucun des ensembles

B, A, Q, P n’est vide.
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Proposition 3.16. Soient S* une sphére de dimension k > 2. Considérons V
un voisinage contractile en un point p € S*. Alors, (S*,{p}) (k,1)-enlace S*\ V
dans S*.

DEMONSTRATION. Considérons le segment de la suite exacte associée a {p} C

V ¢ Sk suivant
Hi(V, {p}) — Hi(S*, {p}) = Hi(S*, V) — Hio(V, {p}).

Comme V est contractile en p, ¢ est un isomorphisme. Or Hy(S*, {p}) = K et
donc i est de rang 1 et (S*, {p}) (k, 1)-enlace donc S*\ V. O

Remarque 3.17. Pour chaque entier ¢, H,({p}) = 0. Un singleton {p} ne peut
donc rien enlacer. Cette remarque simple montre que ’enlacement obtenu a la
proposition précédente ne peut pas étre obtenu par application de la proposi-

tion 3.4.

La situation d’enlacement suivante a déja été étudiée en tant qu’enlacement

homotopique de paires par Frigon [22].

Proposition 3.18. Soit E un espace normé et ¢ € E de norme 1. Soient E;
et Ey des sous-espaces de E permettant la décomposition en somme directe E =
E: ® By ® Re tel que k := dim F; €]0,00[ Posons B = By +¢, A = 51 +e,
Q = Ey +[0,00[e et P = Ey. Alors (B, A) (k,1)-enlace (Q, P) dans E.

DEMONSTRATION. Posons

B = BU (eBy+]0, oo[e + Ey),

A= B\ (10, c0le + By).
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Puisque B (resp. A) est un rétract de déformation fort de B (resp. A), linclusion

(B, A) — (B, A) induit un isomorphisme Hy (B, A) & H,(B, A). Posons aussi
U=(E\P)\BCE\QCE\P

et remarquons que U C int (E\Q) dans E\P, B = (E\P)\Uet A = (E\Q)\U.
Aussi, par excision, linclusion (B, A) — (E\ P, E\ Q) induit un isomorphisme
Hi(B, A) = Hy(E\P, E\Q). La conclusion découle du fait que Hy(B, A) 2 K. O

Voici une deuxiéme démonstration de cette proposition, elle est plus longue
mais aussi plus géométrique que la précédente. Aussi, elle sera ’occasion d’intro-
duire plusieurs techniques utiles. Plutot que de définir les fonctions explicitement,
j’utiliserai dans cette preuve des dessins illustrant clairement la facon de construire
les fonctions requises. La figure 2 illustre les idées des premiéres étapes de cette

démonstration.

DEMONSTRATION. L’inclusion de (B, A) dans (E'\ P, E'\ Q) sera notée i. Consi-
dérons a : (B*, S*71) — (B, A) un plongement identifiant (B, A) & (B*, S¥~1).

Posons n =ioa: (B¥ S 1) — (E\ P,E\ Q). Puisque a est un homéomor-
phisme, on est intéressé a montrer que rang 7, = rang i, > 1.

L’application 7 est homotope a I’application ¢ : (B¥, S*71) — (E\ P,E\ Q)
représentée a la derniére étape de la figure 2. Elle induit donc un isomorphisme
H(B*,5*1) — (S,{~€}) ot S = {z € E, ® Re||z| = 1}.

Considérons 3 : (B*,S*1) — (S,{—e}) et j linclusion de (S, {—e}) dans
(E\ P,E\ Q). On a alors £ = j o 3 et rang &, = rang Jj.

Il suffit donc pour conclure de montrer que (S, {—e}) (k, 1)-enlace (Q, P) dans

E. Considérons donc le diagramme commutatif suivant :

0= Hy({—e}) — Hi(S) H (S, {~e})

l !

0=H(E\Q) — H(E\ P) — Hy(E\P,E\Q) — H,1(E\Q)=0

Hkﬁl(—e) =0

On conclut grace au fait que S (k, 1)-enlace (E, P) (Proposition 3.8). d
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Fig. 2

Proposition 3.19. Soit F = E; & Es un espace normé tel que k := dim X; €
10, 0o[. Alors

(Bl, Sl) (k, 1)~enlace (Bg, SQ)

DEMONSTRATION. On procéde comme & la proposition précédente pour se rame-

ner a I’enlacement de la proposition 3.9. OJ

§3.4. ENLACEMENTS MULTIPLES

Tous les enlacements présentés jusqu’a maintenant sont des (g, 1)-enlacements.
La proposition suivante montre qu’il existe des (g, 3)-enlacements pour chaque

q et chaque 8.

Proposition 3.20. Si X est un espace topologique dont le g-iéme nombre de

Betti réduit est non-nul, alors X (q,by(X))-enlace X dans X .
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Fia. 3

DEMONSTRATION. L’inclusion (X,0) C (X,0) n’est autre que identité. Elle

induit donc l'identité sur les groupes d’homologie de X. 0

Il est aussi possible de construire un enlacement multiple en combinant des

enlacements simples.

Proposition 3.21. Soient E = F; & Ey un espace vectoriel normé tel que k :=
dimE; € ]0,00[ et e € E; de norme 2. Posons A = S; U (S) +e) = {z €
Ey tel que ||z|| =1 ou ||z —e|| =1} et P = EyU(Ey+e) = EyU{z+e|z € Ep}.
Alors A (k — 1,2)-enlace (E, P) dans E (voir figure 3.qa).

DEMONSTRATION. La preuve est essentiellement la méme que celle de la propo-

sition 3.8. il

Remarque 3.22. Il faut étre prudent, la figure 3.b donne un exemple ou ’en-
lacement n’est pas multiple. En effet, bien que Hy_1(A) soit de dimension 2,

Hy_1(E\ P) est de dimension 1.



Chapitre 4

POINTS CRITIQUES

Clearly unstable critical point
are more difficult to find. A skier
starting at the top of a mountain
will most likely end up in a valley
and has to be quite skillful if he
wants to stop at a saddle point.

Thomas Bartsch

§4.1. RESULTATS GENERAUX

Soient (B, A) et (Q, P) deux paires de sous-espaces d’un espace topologique
X tellesque BNP =0et ANQ = 0. Les fonctions f : X — R utilisées dans ce
chapitre seront supposées admissibles pour une structure de Morse homologique
M = (M(X), K, C) fixée. Nous adopterons la convention inf () = oo et supf) =

—00.

Lemme 4.1. Soient a < b deuz valeurs réguliéres de f € M(X) telles que
(B,A) C (fs, fu) € (X\ P, X\ Q). Si(B,A) (g,0)-enlace (Q, P) dans X, alors
pour chagque entier q, le g-iéme nombre de Morse pg(fy, fo) de la paire (fs, fo) est

plus grand ou égal a (.
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DEMONSTRATION. Du diagramme commutatif suivant :

L

Hy(fs, fa)

on déduit que dim H,(fs, f.) > B. Or par les inégalités faibles de Morse on a

po(fofa) = Y dmCy(f,p) > dim(H(fi, fu) > 5.

pEK(F)NF~1([a,b])

Théoréme 4.2. Soient a < b deuz valeurs régulieres de f € M(X) telles que
(B,A) C (fp, fa) C(X\P,X\Q). Si(B,A) (q,5)-enlace (Q, P) dans X alors f
admet un point critique p € K(f) tel que a < f(p) < b et Cy(f,p) # 0.

DEMONSTRATION. La conclusion découle directement du lemme précédent. [l

Théoréme 4.3. Soient a < b deux valeurs régulieres de f € M(X) telles que
(B,A) C (f, fa) C (X\P,X\Q). Si(B,A) (q,8)-enlace (Q, P) dans X et si la
structure de Morse consitdérée est non dégénérée alors f admet au moins [ points

critiques {p1,--- ,pp} tels que a < f(p;) <b et Cy(f,p:;) # 0.

DEMONSTRATION. La conclusion découle directement du lemme précédent et de

la proposition 2.9. O

Le corollaire suivant est similaire & un théoréme de Perera [29].

Corollaire 4.4. Soient B et P deux sous-espaces de X et b une valeur réguliére
de f € M(X) telle que B C f, C X \ P. Si B (¢,0) — enlace (X, P) dans X, et

si f est bornée inférieurement sur X, alors f admet un point critique p € K(f)
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tel que f(p) < b. De plus si la structure de Morse est non dégénérée, f admet au

moins 3 points critiques {p1,--- ,pa} tels que f(p;) < b et Cy(f,p:i) #0.

DEMONSTRATION. Choisissons a € R tel que a < inf f(X). Le résultat découle

du théoréme précédent. (]

Dans la définition de ’enlacement homotopique relatif proposée par Frigon
[22], on demande, en plusde ANQ =P et BNP =0 que BNQ # . Etant
donnée une fonction f : X — R, ceci implique que inf f(Q) < sup f(B). Le lemme
suivant montre que cette inégalité apparait tout de méme de facon naturelle pour

I’enlacement homologique.

Lemme 4.5. Considérons une fonction f € M(X) telle que

sup f(B) < inf f(P),
sup f(A) < inf £(Q).

Si (B, A) (q, B)-enlace (Q, P) dans X alors inf f(Q) < sup f(B).

DEMONSTRATION. Supposons que non. Pour chaque n € N, il existe des valeurs
réguliéres a,, < b, € |sup f(B),sup f(B) + 1/n| de f. Pour n assez grand, on a
sup f(B) + 1/n < inf f(Q) et donc

(B, A) C (fon, far) C (X \ P, X\ Q).

On déduit du théoréme 4.2 que f admet une valeur critique ¢, € |a,,b,[. Par
construction, la suite (c,) est infinie et converge vers ¢ = sup f(B) qui est donc
aussi critique puisque ’ensemble des valeurs critiques de f est fermé. Or ceci est

impossible car les valeurs critiques doivent aussi étre isolées. O
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Théoréme 4.6. Soit f € M(X) une fonction telle que
sup £(B) < inf f(P),
sup f(A) < inf £(Q).

Si (B, A) (q,B)-enlace (Q, P) dans X alors f admet un point critique p € K(f)
tel que

inf f(Q) < f(p) < sup f(B)

et Cy(f,p) # 0.

DEMONSTRATION. Le lemme précédent montre que
sup f(A) < inf f(Q) < sup f(B) < inf f(P).
Il existe des valeurs réguliéres a,, < b, (n € N) de f telles que
sup f(A) < a, <inf f(Q) < sup f(B) < b, < inf f(P)

et a, — inf f(Q), b, — sup f(B). On obtient donc, grace au théoréme 4.2, une
suite de points critiques (p,) telle que Cy(f,pn) # 0 et telle que la suite (c,) =
(f(pr)) des valeurs critiques satisfait a, < ¢, < b,. Puisque les valeurs critiques

sont isolées, ¢, € [inf f(Q), sup f(B)] pour n assez grand. D’ou la conclusion. [

En utilisant le théoréme 4.3 dans la preuve précédente, on obtient le théoréme

suivant.

Théoréme 4.7. Soient f € M(X) une fonction telle que
sup f(B) < inf f(P)
sup f(A) < inf £(Q).

Si (B, A) (g,8)-enlace (Q, P) dans X et si la structure de Morse considérée est

non dégénérée alors f admet au moins B points critiques {p1,--- ,ps} tels que

inf f(Q) < f(pi) < sup f(B) et Co(f,pi) # 0.
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§4.2. EXTENSION DE RESULTATS DE TYPE MIN-MAX

Le théoréme suivant est analogue au théoréme du col de montagne démontré

par Ambrosetti et Rabinowitz dans [5].

Proposition 4.8. Considérons E un espace normé et f : E — R admissible. S’il
existe des constantes p, a > 0 telles que fIaB,, > o et sil existe e € B\ B, tel que
f(0), f(e) <0 alors f admet un point critique p tel que f(p) € [, max f([0, e])]
et Ci(f,p) # 0.

DEMONSTRATION. Remarquons que
sup f([0,€]) < oo =inf
sup f({0,e}) <0 < a < inf f(0B,).

Puisque ([0, e], {0, e}) (1, 1)-enlace (0B,, () le résultat est un corollaire du théo-
reme 4.6. g

Le théoréme suivant est similaire au théoréme du point de selle de Rabinowitz

[30].

Théoréme 4.9. Soit E un espace vectoriel normé tel que E = E; & E,, ou
k =dim E; < co. Considérons une fonction f : E — R admissible. S’il existe des

constantes B > « telles que fl|s, < « et fl|g, > B, alors f admet un point critique
p tel que B < f(p) <sup f(Bi1) et Cy(f,p) # 0.

DEMONSTRATION. Remarquons que

sup f(B1) < inf f(0) = +oo,

sup f(51) < a < B < inf f(Ey).

Comme (By, S1)(k, 1)-enlace (Es,?), on déduit le résultat du théoréme 4.6. [
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Le prochain résultat est similaire & une généralisation du théoréme du point
de selle due & Frigon [22]. Il est une conséquence directe de la proposition 3.19

et du théoréme 4.6.

Théoréme 4.10. Soit E un espace vectoriel normé tel que E = Ey @ Es, ot

k = dim E; < 0o. Considérons une fonction f : E — R admissible. Si

sup f(S1) < inf f(By),
sup f(B1) < inf f(S)

alors f admet un point critique p tel que
inf f(Bs) < f(p) < sup f(S1)

§4.3. RESULTATS DE MULTIPLICITE

Théoréme 4.11. Soient E un espace normé et f : E — R une fonction admis-
sible bornée inférieurement. S’il existe des constantes p, o > 0 telles que f l oB, >«
et s’il existe e € B\ B, tel que f(0), f(e) < 0 alors f admet deuz points critiques
Do et p; tels que

f(po) € [inf f(E), max{f(0), f(e)}],
f(p1) € [a, max f([0, e])]

et Co(f,po) # 0, C1(f,p1) # 0.

DEMONSTRATION. Puisque

max{f(0), f(e)} <0 < a < inf f(0B,),

max f(f) = —oco < inf f(E),
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et que {0, e}(0,1)-enlace (E,dB,) dans E, il suit du théoréme 4.6 que f admet

un point critique po tel que

inf f(E) < f(po) < max{f(0), f(e)} <O.

L’existence d’un deuxiéme point critique découle de notre théoréme du col de
montagne. Puisque f(po) < max{f(0), f(e)} < a < f(p1), p1 et p2 sont distincts.
a

Remarque 4.12. Les deux point critiques obtenus & la proposition précédente
sont tels que Co(f,po) # 0 et C1(f,p1) # 0. Si la structure de Morse est non

dégénérée, cette information permet aussi de distinguer pg et p;.
La démonstration du théoréme suivant est similaire.

Théoréme 4.13. Soient E = FEy ® Fy un espace normé tel que k :== dim E; €
10,00[ et f: E — R une fonction admissible bornée inférieurement. S’il existe
e € Ey et des constantes p < ||e|| et o > 0 telles que pour B = |le||B; & [0, 1]e et
A = 0B dans E; @ Re on aie f]A <0et f'pSz > « alors f admet deux points

critiques po et p1 tels que

inf f(E) < f(po) < sup f(A),
inf f(pS2) < f(p1) < sup f(B)

et Ck(f,po) # 0, Cry1(f,p1) # 0.

Remarque 4.14. Soit f : X — R une fonction bornée inférieurement et admis-
sible par une structure de Morse non-dégénérée. La proposition 3.20 et le théo-
réme 4.3 montre que f admet au moins b, points critiques. Il est bien sur possible

de montrer ce résultat directement & partir des inégalités faibles de Morse.



Chapitre 5

APPLICATIONS

Les équations n’explosent pas.
Bertrand Russell
True mathematical understan-
ding of nature is impossible wi-
thout an understanding of the
partial differential equations and
variationnal principles that go-
vern a large part of physics.
M. Struwe

§5.1. SOLUTIONS FAIBLES

Comme exemple d’application, on s’intéresse aux solutions non constantes du

probléme que voici :

z"(t) + f(H)VV(z(t) = 0,
2(0) = z(27), 2'(0) = o'(2n),

(P)

ot f: R — R est continue et périodique de période 27 et V : R® — R est deux
fois contintiment différentiable.

Supposons que z soit une solution de (P). Pour

p € C3 = {p € C*°(R,R") de période 27},
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on a z”(t)e(t) + f(t)VV(z(t))p(t) = 0 d’ou
| e + 509V ae)ela=o
Or en intégrant par partie on obtient
27 9 2
| et =)~ [ oo
- /O " 2 () ()t

Et donc

| #0#6 - 5o aoenla=o ®)

Définition 5.1. Une fonction z satisfaisant (2) pour chaque ¢ € CS° est appelée

une solution faible de (P).
Nous venons de montrer la proposition suivante.

Proposition 5.2. Si z est une solution classique de (P) alors x est aussi une

solution faible de (P).

Définissons I : C92 — R par
2 / 2
z'(t
o) = [ - sy
On vérifiera plus loin que I est différentiable et que

I@)e) = 5[+ 9],

_ A /0 EOLELON gy (afe) + sp0))a

N E 2 s=0

_ /O ()0 (0) + FOVV((®)e(t)]d.

Les solutions faibles de (P) sont donc les points critiques de 1.
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Les sections suivantes ont pour but de rendre rigoureux le raisonnement qui
vient d’étre fait, de montrer I’existence de solutions faibles (a I’aide d’enlacements)

et finalement de montrer que ces solutions sont en faits des solutions réguliéres.

§5.2. ESPACE DE SOBOLEV

La fonction I est définie sur C§2, un espace qui n’est ni un espace de Hilbert,
ni méme un espace de Banach. Notre tiche sera grandement simplifiée si on
étend [ & un domaine plus sympathique. Une premiére idée serait d’étendre I
a L2([0, 27]; R™) mais comme la définition de I(z) fait intervenir la dérivé de z,
cette idée n’est pas la bonne. Pour qu’une fonction z : [0, 27r] — R™ soit solution
classique, il faut qu’elle soit de classe C?. Par contre pour qu’elle soit solution
faible, il suffit que 'intégration faite en (2) ait un sens. Dans cette section, on
présente quelques résultats importants sur les espaces de Sobolev. La plupart
des démonstrations sont présentées afin de rendre le texte aussi complet que
possible. Le lecteur intéressé pourra consulter [24] et [6] pour les démonstrations
manquantes et pour plus de détails.

Pour une fonction z € C52 on a pour chaque o € C$°

/0 Wa:(t)o/(t) dt =[:B(t)0£(t)](2;r~—/0 7Ta:’(t)oz(t) dt = —/0 7rac'(t)a(t) dt.

Définition 5.3. Soit z € L?([0, 27r]; R™). Une fonction y € L?([0, 27]; R") est une

dérwée faible de x si pour chaque a € C$2 on a

/O T et (t)dt = — /0 " yBal) d.

Remarque 5.4. On a montré que si x est différentiable et périodique alors 2/,

la dérivée classique de z, est une dérivée faible de z.

Proposition 5.5. La dérivée faible de z € L*([0,27]), si elle existe, est unique.

On la note x'.
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Démonstration. Soient y et § deux dérivées faibles de z € L? et a € CS°. Alors

| 6= 50yat) dt = [yt ae- [ o o
2 2
— [ aa) drr [ et a

=0.

On a donc (y — g, a)rz = 0 Va € C$2. En particulier pour chaque « dans une
base de fonctions périodiques de L? (i.e. les coefficients de Fourier de y — j sont

tous nuls. ..) d’o le résultat. O

Définition 5.6. L’espace de Sobolev H2_est I’ensemble des fonctions de L%([0, 27]; R")
admettant des dérivées faibles dans L?([0, 27]; R").

Proposition 5.7. Si = est une fonction de Hj, alors f027r ' = 0 et il existe
c € R™ telle que z(t) = c+ fot z'(s) ds pour presque chaque t € [0, 27]. La fonction

x admet donc un représentant continue.

Démonstration. On simplifie la notation en supposant n = 1. Pour a = 1 € C§?

_ /0 T ) ()t = - /0 b,

ce qui montre la premiére identité.

Définissons w € C([0, 27]) par
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Pour chaque a € C52 on a

[

H

I

e [ om0l
[

/%x a(2r) — a(s)) ds

0

= a(2m) /o% z'(s) ds — /027r z'(s)a(s) ds

=0+ /jr z(s)d/(s) ds

'(s)c/(t) dt] ds

I

D’on fO%[w(t) — z(t)]/(t) dt = 0. Clest-a-dire (w — z,d¢/)12 = 0 Vo € CL.
Par conséquent, les coefficients de Fourier d’ordre supérieur & 0 de w — = sont

tous nuls. O

Proposition 5.8. L’espace de Sobolev H}_ muni du produit scalaire

(iE, y> = (CE, y)L2 + <$,7 y’>L2

est un espace de Hilbert.

DEMONSTRATION. Soit (z,) une suite de Cauchy dans Hi . Comme

<$’ y) —>— ma‘X{ <.’L’, y>L27 <.’E,, y,>L2}7

les suites (z,,) et (z],) sont aussi de Cauchy dans L2 Puisque L? est complet, il
est possible d’extraire de (z,) une sous-suite (z,,) telle que les suites (z,,) et
(z5,,) convergent dans L?. Posons z = limx,, ety = lim z,, et montrons que y

est la dérivée faible de z. Puisque pour chaque o € C$2 on a

<$‘nk> a/>L2 - “<ynk7 O">L2

le résultat découle de la continuité des formes linéaires (x, /) et (x, a) sur L2. [
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Remarque 5.9. L’espace de Sobolev Hj est donc un espace trés sympathique :
C’est un espace de Hilbert de fonctions continues qui contient C$°. En fait,

Hj_ est la complétion de C$° muni de la norme induite par le produit scalaire

(‘I: y) = (3177 y>L2 + <£IL',, y,>L2-

Proposition 5.10. L’inclusion de H)_ dans C([0, 27]) est une fonction continue,

¢’est-a-dire qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que pour chaque T € HL on ait

lzllo < ellzllay,

DEMONSTRATION. Supposons de nouveau (sans perte de généralité) que n = 1.
Etant donnée x € H) , on déduit du théoréme de la valeur moyenne qu’il existe

7 €]0, 27| tel que
1 27

27 Jo

Donc par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
t
j2(8)] = |2(r) + / 2(s) ds |
t
< Ja(r)| + | / 2(s) ds |

<ol [Tty as 4] [ 05|

<on [ slas + [ ) as

27r0

IA

1
“2‘7;<1> lz]) 2 + (1, |2]) 12

(2m) "2 lallze + (2m) 2|22

IA

< (@M~ + 22 (llellze + l12'l1z2)

= ((2m)7 4 (21)7) .
O

Les démonstrations des deux propositions suivantes, pas plus difficiles que

celles qui précédent, sont faites dans le livre de Mawhin et Willem déja cité [24].
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Proposition 5.11. Toute suite faiblement convergente dans H,_ converge au

sens de C([0, 27]; R™).

Proposition 5.12 (Inégalité de Wirtinger). Siz € H3, est telle que [ z(t) dt =

0 alors

Iz lIZ> < [l2”lIZ2-

Proposition 5.13 (Inégalité de Sobolev). Siz € H, est telle que [ z(t) dt =0

alors

lzllZee < < ll2l1Z2-

SIE)

Proposition 5.14. Une solution faible de (P) est aussi une solution classique de

(P)-

DEMONSTRATION. Considérons une solution faible z € Hj_ de (P). De (2) on
déduit que pour chaque ¢ € C32 on a
o 2
| e a= [ rovvEop

Cest-a-dire que 2’ € H;, avec z"(t) = —f(t)VV (x(t)). Comme la fonction
t— —f(t)VV (z(t)) est continue, z” est la dérivée classique de z’ et donc z”(t) =
—f(t)VV (z(t)) au sens classique. Aussi on a z(27) — z(0) = 0% z'(t) dt = 0 et
2'(27) — 2'(0) = [Z" 2" (t) dt = 0. O

§5.3. REGULARITE DE LA FONCTIONNELLE

Pour pouvoir appliquer la théorie de Morse a la fontionnelle! I : Hl — R

définie par

27 / 2
10 = [ v ae) a

Lce terme désigne une fonction & valeur réelle défini sur un espace de fonctions.
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il faudra montrer qu’elle est de classe C? et qu’elle satisfait la condition de Palais-
Smale. Pour y parvenir, nous devrons imposer quelques conditions supplémen-

taires aux fonctions f et V.

Proposition 5.15. Si f : R — R est continue et V : R® — R est de classe C?,
La fonction I : Hy — R définie par

10 = [ L - sy

est de classe C?. De plus,

I'(z)(y) = /O WRx/(s);y/(S»R"” (f()VV(2(s)), y(s))re] ds
I"(z)(y, z) = /0 W(y'(S),Z’(SDRn+f(S)<Hv($(8))y(8)7Z(S)>Rn ds

ot Hy(z) =(5—%%%;(a:)) est le Hessien de V.

DEMONSTRATION. Commengons par montrer ’existence des dérivées direction-

nelles. Pour ce faire, considérons z et y deux fonctions de Hj, .

. 2 ! / 2 __ 2
g L) =@ _ 17 12(6) + )P~ ')
t—0 t t—0 ¢ 0 2

— FE)V(a(s) + ty(s)) — V(a(s)] ds
= [ @ eeds

Ctim [ ) (Va(s) + ty(s) - Via(s)] ds

t—0 ¢ 0

- [ w6 nmas— Sl [ hea,,

ou la fonction A : [0,27] x R — R est définie par

h(s,t) = f(s)V(z(s) +ty(s)).
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Comme h est continue en s et contintiment différentiable en ¢, on a que

d 2T 2 a
Z1»2/0 h(s,t)ds|,_, = 0 gt—h(s,t)[tzods

= [ 1) (VV((s)), y(5) e,

0

et donc

1 L@+ ty) = I(2)

t—0 t

= [0 6 — F TV (o), ulsheis

Notons cette limite I'(x)(y) et remarquons que y — I'(x)(y) est une fonctionnelle
linéaire continue sur Hj_ et donc un élément de 'espace dual HJ, "
Montrons maintenant que la fonction de Hj,_ dans (H,,)* définie par z — I'(z)

est continue. Considérons donc une suite (z,,) dans H._ convergeant vers z. On a

((I'(zn) = I'(z))yl = [z, — &', ) 2| + [{F(VV(20) = VV(2)), 9) 12
< lzh = @lleelly e + 1 (VV (2n) = VV (@)l 22|yl 22

< (o = 2l + 1A (VV(zn) = VV (@)l 22) Y]l 3,
ce qui permet de déduire
11" (zn) = I' (@)l (g, yr < N2n — zllmg, + 11F(VV(2n) = VV(2))] 2

D’autre part, puisque z, — z dans Hj_ dont linclusion dans C([0, 27];R™) est
continue, on a aussi z, — z au sens de la convergence uniforme. On en déduit

donc que

lim [£(VV(@,) = VV(a)lz2) = 0

ce qui montre que

lim I'(z,) = I'(z),

00

comme voulu.
La continuité de z — I’(z) implique la différentiabilité au sens de Fréchet. En

effet, étant donné z,y € Hj_ il existe A €]0, 1] tel que

Iz+y)—I(z)=TI'(z+ \y)y.
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On a donce

(z+y) —1(z) = I'(z)y| = |I'(z + \y)y — I'(z)y]|
=|(I'(z + \y) — I'(z))y|
< 1z + Ay) = I'(@)]]-[lyll-
On déduit que

i LEty) — 1) -2y _
lyli—o0 vl '

Montrons maintenant que I’application z — I'(z) de Hi_ dans son dual est

différentiable au sens de Gateau.

i L@+ 0)(2) = (@) (2)

1 .
ling i = lim — (2 +1y/, )12 + (VSVV (2 + ty), )12

— (&, )12 = (fVV(2), 2)12)
= 0/, )i+ lim HF(TV (4 ty) — TV (@), 2)10

. d 2
:@¢m+ﬁlg@wﬁw,

ou la fonction g : [0,27] X R est définie par
9(s,t) = f(s)(VV(x(s) + ty(s)), z(s))rn-

Comme cette fonction est continue en s et continiiment différentiable en ¢, on a

2 27

0
g7 A g(s,t) ds’tzoz i 559(37t)lt=0 ds.

5390500 = 5176 2 22 (s) + ()5 g
i=1 "

=f(s)> g—t [%(x(S) +1y(s))zi(s)] |,
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et donc, comme on voulait le montrer,

o T+ 1)) = I(@)(2)

t—0 t

" 0V
833'1;8.'1'}]'

(z(s))y;(s)z(s) ds

WAt [ o)

2

=, )2+ [ F(s)(Hy((s))y(s), 2(s) .

0

J=1

Reste & voir que la fonction HY, 25 L(HL , HL *) est continue. Soit (z,) une suite

de Hj, convergeant vers z.

[(I"(zn) — I"(2)) (v, 2)| = ; WJ‘(S)((Hv(ﬂSn(S)) — Hy(2(s)))y(s), 2(s))pn ds
< |If(Hv(zn) — Hy ())yll 2]l 2]l 2

< [|f(Hv (zn) = Hy (2))l|ze [yl 22| ]| 2.

Or

11" (zn) — I,/("E)”L(Hzl

Yy

a7 = sup{|(I"(zn) = I"(2))(y, 2)l|IWll g, = N2l = 13

< |f(Hv(zn) — Hy (2))]| Lo

Comme précédemment, puisque z,, — z dans Hs,, (x,) converge aussi uniforme-

ment vers z. Donc, puisque f est continue et V de classe C?,

“f(HV(xn) - HV(.’L‘))HLOO — 0

lorsque n — oo. La continuité de I” implique la différentiabilité au sens de Fréchet,

la démonstration est donc complétée. O

Pour démontrer que la condition de Palais-Smale est satisfaite, nous aurons

besoins du lemme technique suivant.

Lemme 5.16. Si V € C%(R",R) est telle qu’il existe 1 > 2 et R > 0 satisfaisant
lz]| > R=0< puV(z) <z-VV(x)
alors il existe i €]2, u| et R > R tel que la fonction w € C*(R™, R) définie par

w(z) =V(z)+ ﬂ.‘%ﬂi




60

satisfait

|zl > R = 0 < iw(z) < z - Vuw(z)

DEMONSTRATION. Définissons w : R” — R par

w(z) =V(z)+ 5

On cherche fi > 2 et R tel que
2] > R =0 < jiw(z) < z- V().
Pour ||z|| > R,
z- Vuw(z) - fiw(r) =z - VV(2) - 4V(2) + (1 - 3/2)||=||?
> (= a)V(z) + (1 - i/2)||=]* (3)

Choisissons donc i €]2, ] et montrons que V (z) est sur-quadratique. Etant donné
r € R™ tel que ||z|| > R, définissons f :]0,co[— R par f(t) = V(” “) et remar-

quons que pour t > R,

, T z n tr "
t) = —- {— —V(—) = =f(t).
1O = G V) = 3 VY ) > §V ) = 10
Donc pour ¢ > R, In(f(t)) = f—’((~)—) £. En intégrant on obtient
f@)
In In —
"Ry >
D’oti, puisque la fonction In est croissante,
tr f(R)
Vi) = 1) > g
Pour ¢ = ||z|| > R on obtient donc la sur-quadraticité :
Viz) > K||z|*. (4)

En substituant (4) dans (3) on a

z- V() - fw(s) > (u— DKz + (1 - i/2)]|z]>
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Comme i €]2, [ et p > 2, il existe R > R tel que

|zl > R = 0 < jiw(z) < z - Vu(z).

Proposition 5.17. Si f : [0,27] —]0, 0o[ est continue, V : R™ — R est de classe
C? et s’il emiste u > 2 et R > 0 tel que

lz]| > R=0< uV(z) <z-VV(z)

alors I satisfait la condition de Palais-Smale.

DEMONSTRATION. Remarquons que

TP+ f@)]@) 2
I(z) = /0 / ai— |

FHw(z(t)) dt

et que
I'(z)(y) = / ") () + FO)(E) () do— 0 " () V() - y(t) dt.

Soit (zn)nen une suite de Hj, telle que (I(,))nen est bornée et I'(z,) — 0.

Considérons w, i et R donnés par le lemme précédent et observons que

o) = 2T @n)en = (5= ) [ nOP + FOln()Pat
+ [T e T 20 e ) at

0

En définissant o : Hi — R par

a@) = (G- [ 1OP+ Ol de

et h:[0,27] x R* — R par

h(t,z) = f(E)( F

- w(z))




62

on obtient donc
1 2
I(z,) - ﬁ-I’(xn)xn = a(x) +/ h(t,z,(t)) dt
0
=az) + / h(t, z,(t)) dt + / h(t,z,(t)) dt.  (5)
{t|len <R {t]len0ll>R)

Or il découle du lemme précédent que pour ||z > R

Muw=f@é@%lf~wu»zﬂw@ﬁ@—wm»=a (6)

D’autre part, comme A est une fonction continue bornée sur [0, 27] x B(0, R), il

existe une constante K > 0 telle que
/ hit,z(t)) dt > —K. (7)
{t]len <R}

Par ailleurs, il existe une constante C' > 0 telle que a(z) > CIIQ:H%I% . En effet,

o) = G- [ 10O+ fOle)Pat

1 1
>______~ 112 : 2
> (5= )l + min FOlel)

> el( — )32 + ol
= el( — 3lely, ®

ou ¢ = min{1, ) ergigxﬂ f(t)}. En combinant (5)- (8), on obtient

() - %1’(%)% > CllaallZy — K.
Or I(20) = 11'(@n)tn < I(20) + LT (2a)l| a3, et donc
Iea) + I @) Izl = Clanllyy, ~ K.

Comme [(z,) est bornée et que I'(z,) — 0, ceci n’est possible que si (z, )nen €st
bornée. Or Hj, étant un espace de Hilbert, (z,,) admet un sous-suite faiblement

convergeante (qu’on notera aussi (x,) pour alléger la notation). De la proposition
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5.11 on déduit que la suite (z,) converge uniformément sur [0, 27]. En particulier,

(z,,) converge dans L?([0, 2], R™). Le premier terme du membre de droite de
2n = sy = llzn — omllZe + I, — 22 (9)

tend donc vers 0 lorsque n — oo. D’autre part

125, = 2llZe = {ah, 2 — @) 1e + (@, @ — a7)pe

2w
= I'(z,)(Tn — Trm) + i (F(8)VV (2n(8)), Zn(8) — Ty (s))r~ ds

+ 1)@m= ) + [ ST ()2~ e d
= 1) (0 — ) + I @) 22)
b [TV @n(6) = T (), ) ~ oD
< (o) + 1@l 2~ i, (10)
AV ) = TV (@)l — e
La convergence uniforme de (z,) implique que
1TV (50) = PV @m)lz2l20 — 2l 0. (1)
Par ailleur, (z,,) est bornée dans HL et donc
17n) + @)z N — Ty, — O (12)

En utilisant (9)- (12) on obtient que lim,_,o ||z, — :Em}[z%ﬂ = 0. La suite (z,)

de départ admet donc une sous-suite convergente. U

§5.4. EXISTENCE ET MULTIPLICITE

Théoréme 5.18. Considérons f : R —]0, oo[ continue et périodique de période 2m
et V : R* — R deux fois contindment différentiable. Si les hypothéses suivantes
sont satisfaites
h1) il existe u > 2 et R > 0 tels que ||z]| > R =0 < uV(z) < z-VV (1),
h2) max f(H)V(z) < —2%2— ;

tljzl[<1
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alors, le probléme

Z'(t) + f(t)VV(z(t)) =0
z(0) = z(2m), 2'(0) = /(2n),

admet une solution non triviale.

Lemme 5.19. Posons Hy l’ensemble des fonctions constantes de [0, 2] vers R™

et Hy = {z € H}_ telle que fo% z(s) ds=0}. Alors H} = H, ® H,.

DEMONSTRATION DU THEOREME. Considérons une fonction e € Hy telle que

el = 1. Posons

B = B(0,R) N (H, ® [0, Rle),

A = 0B dans H; @ Re,

=[S = e i laly, = /%)

ou R > 0 sera fixé plus loin.
Puisque le probléme différentiel (P) n’est pas modifié si on remplace V par

V +c, on peut supposer sans perte de généralité que V > 0. Pour z = z1+se € A,

1) = 51l ~ [ rovis) @

< Slell, - [ r0ViE) @

= f; - FOV (z1 + se(t)) dt

@) =I@) = — | FOV@E) d= V() [ ft)dt<o.

0 0

Sinon, puisque V est sur-quadratique, I(z) < 0 dés que R est assez grand. Dans

les deux cas I(z) < 0, donc max f(A) < 0.




En appliquant l'inégalité de Sobolev & z € () on obtient
2 T 2 T2
2l < Zle'1Be < Tlellfy, =1

d’ou

1o =1 - [7 v a

“w/”22 2
2 -—2—L— —/O (tﬁﬁcﬁglf(t)‘/(a:)) dt.

De la condition (h2) on déduit

212, . 3 |2 3
[z) > = —2mg 5 ="~

L’inégalité de Wirtinger stipule que
12'lIZ2 > ll=]1Z,,

donc

el _

2
T
”37,”%2 Z “ ”Lg 5

13-

En substituant (14) dans (13) on obtient

Hfﬂﬂfgw 3

I(z) > -
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(13)

(14)

Comme au corollaire 3.13, (B, A)(n+1, 1)-enlace (H2_, @), on déduit du théo-

réme 4.6 que la fonctionnelle / admet un point critique z € Hj, tel que I(z) > 0.

C’est-a-dire une solution périodique non stationnaire de (P).

Remarque 5.20. Pour chaque z € K(V) = {z € R* | VV(z) = 0}, posons

a(z) = min{A|X est une valeur propre du hessien de V en x},

B(x) = max{A|\ est une valeur propre du hessien de V en x}.

O

Notons \; = 52 avec j = 0,1,2,- - les valeurs propres de ——d% agissant sur Hj .

Si on suppose, en plus des hypothéses du théoréme précédent que

h3) Pensemble K (V) est fini,
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h4) pour chaque z € K(V') 'une des deux conclusions suivantes est vérifiée :
Alz) > 0 et mtinf(t)ﬂ(t) >\
A(z) <0 et mtaxf(t)ﬁ(t) < Ay

Alors le probléme (P) admet une deuxiéme solution non triviale. Pour le démon-
trer il faut utiliser un résultat de théorie de Morse connu sous le nom de “shifting
theorem” qui permet d’évaluer les groupes critiques de points critiques dégénérés

(voir [29] et [14] ou [24]).



Chapitre 6

CONCLUSION

Though this be madness, yet
there s method in’t.

William Shakespeare

Sir, I have found you an argu-
ment. I am not obliged to find
you an understanding.

Samuel Johnson

Dans ce dernier chapitre, je me permettrai d’émettre des opinions et je com-
menterai les différentes parties de ce mémoire afin d’ouvrir différentes pistes

d’étude qui pourrait I’approfondir. Je suggérerai aussi plusieurs lectures.

§6.1. TOPOLOGIE ALGEBRIQUE

Mon but en introduisant les axiomes d’une théorie de I’homologie générale est
bien sur d’étre le plus général possible. De deux facons différentes, ce but n’a pas
été atteint. D’abord, je n’ai donné qu’un exemple de structure de Morse et il a été
construit a I’aide de ’homologie singuliére. Les travaux de Granas et Geba [23],
de Szulkin [35], Szulkin et Kryszewski [36] et aussi d’Abbondandolo [1], [2], [3],

[4] utilisent des théorie de 'homologie et de la cohomologie plus spécialisées.

§6.2. STRUCTURE DE MORSE

Les structures de Morse telles que je les ai définies ne sont que I’ébauche d’une

approche axiomatique de la théorie de Morse. En particulier, elles ne rendent
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pas compte de la théorie de Morse dans le cas ol on remplacerait les points
critiques par des sous-variétés critiques. Sur ce sujet, il faudrait entre autre lire
Bott [9] et aussi voir le chapitre 10 du livre de Mawhin et Willem [24]. Une
approche axiomatique différente a aussi été proposée par Corvellec dans sa thése
de doctorat [16]. Il me semble intéressant de vérifier que les travaux de Szulkin

et Abbondandolo contiennent bel et bien des structures de Morse.

§6.3. ENLACEMENT

Je tiens & mentionner un phénomeéne qui me semble remarquable et auquel je
me suis buté en travaillant sur ’enlacement homologique : plusieurs démonstra-
tions ont été beaucoup plus simple en dimension infinie. I’enlacement présenté
au corollaire 3.15 par exemple est trivial en dimension infini. Ces simplifications
sont dues au fait que la sphére soit contractile en dimension infinie.

Il est naturel de définir un nouvel enlacement homotopique trés similaire a

I’enlacement homologique relatif.

Définition 6.1. Soient (B, A) et (@, P) deux paires de sous-espaces d’un espace
topologique X telles que BN P =0 et ANQ = 0. On dira que

(B, A) (g, 8)-enlace (Q, P) dans X homotopiquement

(ot ¢ > 0 et B > 0 sont des entiers) si U'inclusion i : (B,A) — (X \ P, X\ Q)

induit un homomorphisme

ig: Tg(B,A) = m( X\ P, X\ Q)

de rang supérieur ou égal & .

Il serait intéressant de savoir si cet enlacement est utile en théorie des points

critiques ou s'il est plus fort que I’enlacement homologique.
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§6.4. POINTS CRITIQUES

Le principal intéret des résultats obtenus a I’aide de I’enlacement homologique
(ou, plus généralement de la théorie de Morse) est de donner de 'information sur
les groupes critiques. En fait, ’existence ou la multiplicité est presque toujours
plus simple & obtenir en utilisant une méthode de type min-max. Par contre, l'in-
formation supplémentaire peut jouer un role trés important dans les applications.
Elle est par exemple utilisée pour démontrer I’existence d’une deuxiéme solution

non triviale du probléme (P).

§6.5. APPLICATIONS

Est-il rentable d’utiliser la théorie de Morse dans le cadre des applications aux
problémes différentiels 7 En fait, il est possible de démontrer le théoréme 5.18 en
utilisant une version homotopique de I’enlacement présenté & la proposition 3.9
et un méthode de type min-max. Par contre il n’est pas clair pour moi que la
deuxiéme solution non-triviale (voir la remarque 5.20) peut étre obtenue plus
facilement sans utiliser la théorie de Morse. L’inconvénient de I’approche par la
théorie de Morse est qu'il faut vérifier une régularité a priori plus grande sur la
fonctionnelle. Néanmoins, il semble qu’il soit possible de faire de la théorie de
Morse en exigeant beaucoup moins de régularité. En fait, Corvellec a méme déve-
lopper une théorie de Morse pour les fonctions continues sur un espace métrique
en utilisant le concept de pente faible [17].

Il est important de remarquer que certaines des conditions devant étre sa-
tisfaites pour qu’une fonctionnelle I soit admissible par une structure de Morse
n’ont pas & étre vérifiées quand on cherche a détecter des valeurs critiques. Par
exemple, il n’est pas nécessaire de vérifier que les valeurs critiques sont isolées car
si elles ne 1’étaient pas on aurait déja une infinité de valeurs critiques.

Une question m’intéressant particuliérement est de découvrir des applications
des enlacements en dimension finie. Pourquoi pas en systéme dynamique ou en

géométrie algébrique ?
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