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SOMMAIRE

Ce travail consiste en une étude des jeux de soustraction qui constituent une
généralisation du célébre jeu de Nim. On obtient un tel jeu & partir d’un ensemble
d’entiers positifs appelé 'ensemble de soustraction du jeu. Nous en présentons
d’abord la définition en introduction ainsi que la notion de position gagnantes et
perdantes.

Le premier chapitre débute en montrant comment on peut, avec l'aide de
la théorie de Grundy, associer & chaque ensemble de soustraction une suite de
nombres qu’on appelle la suite des valeurs de Grundy du jeu. Puis on expose la
plupart des propriétés connues de ces suites. Toutefois on comprend mal le lien
entre ’ensemble de soustraction et la suite qu’il génére, et toute la motivation de
ce travail réside dans I'investigation de ce lien.

Le deuxiéme chapitre développe un outil, les pseudo-bases infinies, qui permet
d’obtenir des résultats originaux concernant les suites de valeurs de Grundy.

Le troisiéme chapitre développe un autre outil, les pseudo-bases qui permet
d’obtenir des résultats analogues & ceux du deuxiéme chapitre.

Le quatriéme chapitre montre comment on peut combiner plusieurs jeux de
soustraction pour en former un nouveau. Ce nouveau jeu est tel que, pour le ré-

soudre, il suffit de résoudre ses constituants. Ce dernier résultat est aussi original.




SUMMARY

We present here a study of substraction games, witch are a generalisation of
the famous Nim game. A substraction game is made of a set of positive numbers,
called the substraction set, and a natural number, the initial position. In the
introduction we define this game and we introduce the concepts of winning and
loosing position.

The first chapter begins by using Grundy’s theory to associate to each sub-
straction set a sequence of natural numbers called Grundy’s values. Then we
present some known properties of these sequences. The problem is that we don’t
really understant the relation between the substraction set and the sequence it
generate, and all the present work is dedicated in the study of this link.

In the second chapter we develop a tool, called infinite pseudo-bases, witch
will be usefull in analysing Grundy’s sequence of values.

In the third chapter we develop another tool, pseudo-bases, witch can be use
to obtain some original results.

In the forth chapter we show how we can combine several substraction games
into one. To solve this new game it suffices to solve the original components.

Key words list: Combinatoric, game, Grundy, Nim, substraction game, pseudo-

base.
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INTRODUCTION

0.1. DEFINITION DES JEUX DE SOUSTRACTION

Commencons d’abord par la définition d’un jeu de soustraction.
Définition 0.1.1. A partir den € N et S C N* on définit un jeu ot deus joueurs
jouent en alternance un coup légal et le premier qui ne dispose plus d’un coup légal
perd. Un coup légal consiste a soustraire de n un élément de S pourvu gque cetle
différence reste non négative. L’ensemble S est appelé 'ensemble de soustraction
et le nombre n la position.

Remarquons d’abord qu’un jeu de soustraction se termine toujours aprés un
nombre fini de coups.
Exemple 0.1.1. Prenons S = {1,2} et n = 6. Appelons le premier joueur A et

le deuziéme joueur B. FEraminons maintenant une joule enire ces deux joueurs.

64538341580

Ce qili signifie que le joueur A a commencé la partie en soustrayant 1 de 6
ce qui a réduit la pile & une hauteur de 5. Puis le joueur B lui a répondu en
soustrayant 2 € S. Ainsi de suite jusqu’a ce que ce soit au joueur A de jouer sans
qu’il ne puisse le faire puisque la pile est & zéro. C’est pourquoi le joueur B est le
gagnant de cette joute.

Mais examinons un peu comment le joueur B s’y est pris pour gagner. On
remarque que quand le premier joueur soustrait la valeur 1, il répond en sous-
trayant la valeur 2 et quand le premier joueur soustrait la valeur 2, il répond en

soustrayant la valeur 1. De cette facon le second joueur peut s’assurer de gagner




quand S = {1,2} et n = 6. On remarque que cette stratégie lui assure aussi la
victoire quand S = {1,2} et n est un multiple de trois.

Cet exemple nous montre qu’il y a parfois des positions & partir desquelles le
premier joueur ne peut que mettre son adversaire en bonne position. Nous dirons
de ces positions qu’elles sont perdantes et des autres qu’elles sont gagnantes.
Définition 0.1.2. (1) Une position d’un jeu de soustraction est perdante si

tous ses coups légauz ménent ¢ une position gagnante.

(2) Une position d’un jeu de soustraction est gagnante si elle posséde un coup
légal qui meéne a une position perdante.

Dans cette définition nous adoptons le point de vue du premier joueur. En
effet puisqu’une position est gagnante si, et seulement si, le premier joueur peut,
s’il joue correctement, s’assurer la victoire & partir de cette position. Remarquons
qu’une position d’un jeu de soustraction est toujours gagnante ou perdante mais

jamais les deux.



Chapitre 1

JEUX DE SOUSTRACTION

1.1. PROPRIETES DES JEUX DE SOUSTRACTION

Il existe un raffinement de la notion de gagnant dans la théorie de Grundy
qui est utile lorsqu’on joue plusieurs jeux en paralléle. Cette notion classe les
positions gagnantes en leur attribuant une valeur entiére strictement positive et
attribue & toutes les positions perdantes la valeur 0. Cette valeur est appelée
la valeur de Grundy d’une position. Nous montrerons dans ce qui suit comment
calculer cette valeur pour les jeux de soustraction sans toutefois montrer comment
cette information est utile lorsqu’on joue plusieurs jeux en paralléle. Pour plus
d’informations sur la théorie de Grundy voir Berlakamp, Conway et Guy [1] ou
Conway [2].

Définition 1.1.1. Soit A C N tel que A # N. On définit mex(A) comme étant
le minimum de N\ A.

Ainsi, mex() = 0, mex{0} = 1, mex{1} = 0, mex{0,1} = 2, mex{0,2} = 1.

Enoncons maintenant sans preuve quelques propriétés du mex.

Proposition 1.1.1. Soit A,B C N tels que A,B # N. On a alors:

(1) mex(A) < |A| quel que soit A fini, et on a l'égalité si, et seulement si, A
est de la forme {0,1,... ,n};

(2) si A C B alors mex(A) < mex(B);
(3) si mex(A) < mex(B) alors il existe z € B tel que mex(A) =«

(4) si a # mex(A) alors mex(A) = mex(AU {a})




Définition 1.1.2. Soit S C N*. Pour n € N on définit récursivement ps(0) =0
et

ps(n) = mex{ps(n—3s)|s€ S etn>s}

qui représente la valeur de Grundy de la position n du jeu de soustraction avec
ensemble de soustraction S.

Remarquons d’abord que ¢g(n) est nulle si et seulement si la position n du
jeu de soustraction avec ensemble de soustraction S est perdante. En effet si
@s(n) > 0, alors il existe s € S tel que pg(n — s) =0 et si pg(n) = 0, alors pour
tout s € S on a pg(n — s) # 0.

On a donc toujours gg(n) = 0 pour tout n € N. De plus on remarque que
ws(n) < |S| quand S est fini.

Exemple 1.1.1. Prenons S = {1,4} et posons

0 sin=0o0u2 (modbH)
flr)=41 sin=1o0u3 (mod5)
2 sin=4 (mod?H)
alors [ posséde les propriétés suivantes:
(I) s€ S etn €N, n > s implique f(n) # f(n — s);
(II) f(m)> f(n) z'-\mplz'que qu’il eziste s € S et s < m tel que f(m —s) = f(n).
En effet (I) se vérifie cas par cas et pour (II) on sépare les cas suivants:
(1) si f(m)=1 et f(n) =0 on prend s =1;
(2) si f(m) =2 et f(n) =0 on prend s = 4;
(3) si f(m)=2¢et f(n) =1 on prend s = 1.
Puis avec (I) et (II) on en déduit que f = @g. Remarquons qu’on a bien

ps(n) <2=|{1,4} |
Le lemme suivant nous aidera & démontrer que, lorsque S est fini, g devient

toujours périodique au dela d’une certaine valeur.




Lemme 1.1.1. Soit SC N, pe Nt g € N tels que ps(n+q) = gs(n+p+q)
pour tout n € N, 0 < n < max(S), alors ps(n + q) = ws(n + p+ q) pour tout
n €N

DEMONSTRATION. Montrons par induction sur n que

ps(n+q) =ps(n+p+q)

On sait déja que c’est vrai pour 0 < n < max(S). Supposons que ce soit vrai

pour 0 < n < k avec k > max(S). On a donc,

ws(k + q) = mex{ps(k — s+ q)|s € S}

= mex{pgs(k — s +p+q)|s € S} (par hypothése)
= ps(k+p+4q)
ce qui compléte 'induction. O

Théoréme 1.1.1. Soit S C NT, alors s devient périodique au-dela d’une cer-
taine valeur.
DEMONSTRATION. Comme @g(n) < |S|, il y a au plus un nombre fini de valeurs

que

(ps(n),ps(n+1),... ,0s(n+maxS — 1))

peut prendre. Mais comme il y a une infinité de ces intervalles, par le principe des
tiroirs il existe n; et ny tels que (ps(n1),ps(ny +1),... ,ps(n; + maxS — 1)) =
(ps(ng),ps(ne +1),... ,ws(ng + max S — 1)). Puis par le lemme précédent on a
le résultat. |

Comme le travail qui suit porte surtout sur les fonctions ¢g purement pério-
diques, nous dirons qu'une fonction est périodigue pour dire qu’elle est purement
périodique.

Le théoréme précédent nous assure que g devient toujours périodique au-dela
d’une certaine valeur. Toutefois, on connait mal la relation entre la valeur de S et

la, période pour un ensemble quelconque. Le théoréme suivant qui nous donne la



période pour une famille bien particuliére d’ensembles est un cas particulier d’un
résultat obtenu par Fraenkel et Kotzig [3].
Théoréme 1.1.2. Soit S C NT, 5%l existe un entier positif ¢ € Nt tel que

c—z € S pour tout x € S, alors ps est périodique et ¢ est une période de pg.

DEMONSTRATION. Montrons par induction sur n que

ps(n+c) = ps(n) (P)
pour tout n € N. Pour n =0 ,

ps(c) = mex{ps(c — z)|z € S}
= mex(ps{c — z|z € S})
= mex{yps(y)|y € S}
=0 ( puisque ¢g(y) > 0)

= ps5(0)

Supposons que (P) soit vrai jusqu’da n = k — 1 > 0 et montrons que (P) est vrai

pour n = k. Premierement g(k) < ps(k + ¢) puisque,

{ps(k—s)lse Setk>s}={ps(k—s+c)|s€Setk>s} (par hypothése)

C {psth—s+0)ls € 5}
Maintenant supposons par I'absurde que
ws(k) < ps(k +c)

Dans ce cas il existe z € S tel que ¢s(k + ¢ — z) = @s(k) mais comme pour
z il existe y € S tel que z +y = c on a pg(k +y) = ws(k) ce qui implique
@s(k) # ps(k) une absurdité. Donc on a bien @g(k) = ps(k + c) et (P) est donc

vrai pour n = k ce qui compléte 'induction. O




Par exemple le théoréme précédent nous donne que a + b est une période de
I’ensemble {a,b}.

Voyons maintenant une formule explicite pour calculer g quand S est de la
forme {1,2,... k}.
Théoréme 1.1.3. 57 .5 = {1,2,... ,k} alors ps(n) est le reste de la division de
n par k+ 1.

DEMONSTRATION. Montrons par induction sur n que
@s(n) est le reste de la division de n par k + 1.

Pour n = 0 on a bien le résultat. Maintenant supposons qu’on a le résultat pour

tout 0 < n < m. Alors,
ws(m) = mex{pg(m —s) | s € S et m > s}
mais par hypothése d’induction on a
{ps(m—3s)|seSetm>s}2{01,...,r—1}
ou r est le reste de la division de m par k£ + 1. Puis comme
r ¢ {ps(m—s)|se€Setm>s}

on a bien

r =mex{ps(m—38)|s€Setm?>s}

ce qui compléte I'induction. O
Le théorémes suivant nous montre que dans certains cas on peut augmenter
I’ensemble de soustraction S sans changer la fonction ¢g.

Théoréme 1.1.4. Soit S; C Sy C NT alors

s, = ps, & s, (k+n) # ps,(n) pour tout n €N, k € S,.




DEMONSTRATION. (<=)

Montrons par induction sur n que

ps,(n) = @s,(n)

Pour n = 0 on a le résultat. Supposons maintenant que gs, (n) = @g,(n) pour

0 < n < m. Alors,

@s,(m) = mex{pg,(m — s2) | m > 52 et 55 € S}
> mex{ps,(m —s1) | m>s et s; € S} ( comme S; C Sy)
> mex{ps, (m—s1) | m > s, et sy € Si} ( par hypothése)

> s (TTL)

Maintenant si pg,(m) > ¢s, (m) par la proposition 1.1.1 (3) il existe s3 € Sy tel

que

@s:(m) = ps,(m — s3)

= g, (M — sq) par hypothese d’induction
cette derniére est impossible puisque
Se C {k | ps, (k +n) # @s,(n) pour tout n € N}

Donc on a bien ¢g, (m) = ¢g,(m) ce qui compléte I'induction.
(=)

Maintenant supposons par l’absurde que

Ps; # ©s,

Soit n le plus petit entier positif tel que @g, (n) # @s,(n). Comme S; C S, on a,

©s; (n) < Ps, (TI/)




Puis par la proposition 1.1.1 (3) il existe sy € Sy tel que
©s,(n) = ¢s,(n — s2)
= g, (n — 32) par la minimalite de n.
Cette derniére est impossible puisque
So C {k | ps,(k +n) # @s,(n) pour tout n € N}

Donc on a bien ¢g, = yg,.

Corollaire 1.1.1. Soit S C N* tel que p € N est une période de g alors,

(1) Ys = Ps4+pN
(2) ps = YS\(S+pN+)

DEMONSTRATION. (1)

ws(n+s+Ip) = ps(n+s) puisque p est une période de g

# ps(n) quand s € S
On vient donc de montrer I’'inclusion suivante,
S+ pN C {k | ps(k +n) # ps(n) pour tout n € N}

Comme S C S + pN par le théoréme 1.1.4 on a donc,

Y5 = Ys+pN

(2) Supposons que
PS\(S+pN+) F PS
Soit n le plus petit entier tel que
ps\(s4pn) (1) # @s(n) (I)

Comme S\ (S +pN*t) C S on a,

Ps\s+pn+) (1) < ps(n)




Donc il existe s € S tel que n > s et,
Ps\(s+pn+)(n) = ps(n — s)
Comme n est minimal pour (I) on doit avoir,

Ps\(s+p8+) (1) = Vs\(51pn+) (N — 8)

10

(E)

Donc s ¢ S\ (S +pNT). Puis comme s € S, on a donc s € (S +pNT) c’est-a-dire

s=t+pl.oute S\ (S+pNT)

et ainsi donc,

Ps\(s4pnty (N — 8) = ws(n — s) comme 7 est minimal pour (I)
= pg(n —t) comme p est une période de ¢
= Pg\(s4pn+)(n —t)  comme n est minimal pour (I)

Ce qui nous permet de subtituer le member de droite de (E),
Ps\(s+o8+) (1) = Pg\(s4p8+) (1 = ©)
ce qui est impossible puisque £ € S\ (S + pN*). Donc on a bien,
PS\(S+pNt) = Ps

ce qui compléte la preuve.




Chapitre 2

LES PSEUDO-BASES INFINIES

2.1. DEFINITIONS ET PROPRIETES

Dans le but d’étudier les fonctions pg de la définition 1.1.2 nous aurons besoin
du concept de pseudo-base infinie qui sera notre sujet d’étude pour cette section.
Définition 2.1.1. On appelle pseudo-base infinie une suite croissante non bornée
de nombre entiers positifs Bg,01,02, . .. telle que By = 1 et ;|81 pour touti > 0.
On notera 8 = (Bo,B1,02, - - - ,) pour désigner la suite appelée § dont les élements
sont dans Uordre By = 1,561,052, - . .

Les pseudo-bases infinies sont une extension du concept de base de numé-
ration des nombres entiers comme la base binaire ou la base décimale. Quant
aux bases de numération ce sont les pseudo-bases infinies ou 3 = b* pour un
entier b > 1. Toutefois les pseudo-bases infinies sont une famille plus restreinte
que celle des systéme de numération ol on a pas la condition §;|3;+1 qui assure
que les pseudo-bases infinies ont en gros les mémes propriétés que les bases de
numération. Cette derniére condition ne nous assure toutefois pas que la suite §;

est croissante puisque,
8 =1(1,00,...)

satisfait (;|0;11. Cette derniére étant indésirable elle est éliminée puisque la défi-
nition exige que la suite soit croissante.

Une autre chose indésirable serait que la suite § soit bornée mais cette éven-
tualitee est éliminée en spécifiant dans la définition qu’une pseudo-base est une

suite non bhornée.
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Voici maintenant quelques exemples de pseudo-bases infinies.

B=(1,248,...,2°...)
B=(1,36,12,...,3-2°,...)

B =1(1,1,22,4,4,88,...,2°.2 ...)

Définition 2.1.2. Soit 8 = (fo,fh1,0e, - . . ) une pseudo-base infinie. Pourn, i € N
et on définii:

coeff}}(n) = le reste de la division de |n/B3;| par Bir1/0G;
spectreg(i) = {0,1,... ,Bir1/Bi — 1}

Ici une mise en garde s’impose puisque la notation peut porter a confusion.
En effet, le 7 de coeﬁ';(n) n’est pas un exposant mais bien un indice.
spectre (i) est I'ensemble des valeurs que coeffy(n) peut prendre.
coefff, (n) sera le coefficient de f; lorsqu’on le développera dans la pseudo-base
infinie 3, comme Daffirme le théoréme suivant. Mais remarquons d’abord que
lorsque 3; = ;41 on a que coeﬁ'}}(n) = 0 quel que soit n > 0.
Théoréme 2.1.1. Soit 8 = (84,061,052, - .. ) une pseudo-base infinie. Pour n € N
on a,
(1) 0 < coeffy(n) < Bi41/B; pour tout i >0
ou autrement dit coeffl(n) € spectre,(i).
(2) n= Eizo Coefff,(n)ﬁi
comme prévu, n se décompose sur [
(8) sin = Zf:() ciffi avec c; € spectrey(i) pour tout 0 < i < k alors ¢; =
coeff}}(n) pour tout 0 < i < k.

C’est-a-dire la décomposition de n sur 3 est unique.

DEMONSTRATION. (1) 0 < coeff3(n) < Bi41/8; puisque coeff3(n) est le reste

d’une division par B;11/06;.
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(2) Montrons par induction sur j que

n= Zcoeﬁ}(n)ﬁi (mod £3;)

i>0

pour tout j > 0. Pour j = 0 ca va. Supposons que ce soit vrai pour j.

n= Zcoeﬁ‘g (n)G; (mod f;)
i>0
= Z coefff,(n)ﬁi (mod 5;)
0<i<j

Donc 7 est de la forme n =3, coeffj,(n)ﬁg +k B; et [n/B;] = k. Puis par la
définition de coeff’é(n) onak= coeﬁ'fé(n) + q(B;+1/B;). Ce qui nous donne

n= Z coeffy(n)B; + (coeﬂ%(n) + q(Bi+1/8i)) B

0<i<j

= Z coefffé(n)ﬁi—i-qﬂjﬂ

0<i<j+1

= Z coeffy(n)B; (mod f;11)

0<i<j+1

ce qui compléte 'induction. Puis comme la suite 3; est non bornée on a bien
le résultat.

3) Montrons par induction que coeftf(n) = ¢; sur 0 < j < k. Pour j = 0 on
B8 3

)
It
3

(mod 1)
= coeffj(n) (mod 1)
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et comme par hypothése 0 < ¢y < f; on a donc ¢y = coeﬂ"%(n). Supposons
maintenant que coeﬁ% (n)=cpour0<i<j<k.

Z ¢l = Z coeﬁg(n)ﬁi (mod Bj41)
0<i<i 0<i<)
¢;B; + Z cifl = COeﬁ%(")ﬂj + Z coefff,(n)ﬂé (mod 3;41)
0<i<j 0<i<j
¢jB; = coeffy(n); (mod ;1)
¢; = coeff(n) (mod Bj11/8;)

et comme par hypothése 0 < ¢; < f;41/6; on a donc ¢; = coefff,(n). Ce qui
compléte Vinduction et donne le résultat.

O

2.2. LES FONCTIONS 7, § ET o

Voici maintenant quelques fonctions qui nous seront utiles pour ’étude des

jeux de soustraction.

Définition 2.2.1. Soit 8 = (fo,01,02, - - . ) une pseudo-base infinie. Pourn,i € N
on définit:

T5(n) = Z coeﬁg(n)ﬁj

0<j<i

1 siTh(z) < 75(y)

0 sith(z) > 1h(y)

85(zy) =

Ici aussi une mise en garde s’impose puisque le ¢ de Tg(n) et de 0j(z,y) n'est
pas un exposant mais bien un indice.

On remarque que 75(n) n’est rien d’autre que le reste de la division de n par
Bi- Aussi 74(n) dépend de coeffg(n) pour 0 < j < 7 et donc ne dépend pas de
coeff3(n). De méme 65(z,y) ne dépend pas de coeff3(n). En fait 65(z,y) prend la

valeur 1 lorsque en effectuant la soustraction z — y dans la pseudo-base infinie
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[ il faut faire un emprunt dans la colonne i. Comme le montre la proposition
suivante.
Proposition 2.2.1. Soit § = (8,61,02,...) une pseudo-base infinie z, y € N

avec x 2 y alors
coeﬁ'%(:c —y) = coeﬁ'fg(x) - coefffg(y) - 5g(m,y) (mod Biy1/53;)

DEMONSTRATION. Soulignons d’abord que pour deux nombre A, B € R tels que
0<A<let0<B<l1lona,

-1, si A< B;
|A-B| =
0, siA>B.

Ainsi donc on a,

x

|

o) = 12/8i - v/8
= |z/Bi — |=/Bil — (w/B; — ly/B:il) + |z/6:] — Ly/Bil]
= |z/8; — |z/B:] — (y/Bi — ly/Bi)] + |=/Bi] — ly/Bi]

(1, sia/p— |2/8) < u/B — /6]
0, siz/B;— |z/Bl > y/Bi— ly/Bi]

= z/B:i] — |y/Bi] — 4

1, siz—fGilz/B:) <y-— Bily/Bi)
0, siz—Gi|z/Bi] >vy— Bily/Bi

= /6] = y/Bi] = S

1; iTi T 7.12 :
= z/B8:i] — ly/Bi] — ¢ si 75() < 75(y)

0, sith(z)=T75(y)

= |z/8:] = ly/B:i] — S5(zy)
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Donc,
coeff;}(:v —y) = |(z —v)/5i] (mod Bi11/6:)
= |2/6] - ly/Bi] — 84(z.y) (mod Bi11/0:)
= coeff(z) — coeff}(y) — 85(z.y) (mod Gi11/6:)
C.QF.D. 0

Définition 2.2.2. Soit a = (ag,01,... 1) , B = (Bo,01,--- ,0k) deuz pseudo-
bases infinies quelconques. On dira que | si

Qs | Biv1
o B;

et B/a = (Bo,Bocus, - - - »Pi,Piis1/ %, - .. ) qui est bien une pseudo-base infinie. On

pour tout © > 0

a aussi spectreg,,(21) = spectre,(i).

Avant d’utiliser ce dernier concept introduisons une fonction qui fait un lien
entre deux pseudo-bases infinies quelconques.
Définition 2.2.3. Soit o = (ag,a1,Q0,...), B = (Bo,01,02,-..) deuz pseudo-
bases infinies. Pour n € N on définit,

ag(n) = Z cg(n)cx,f
i>0

ot cy(n) est le reste de la division de coeffy(n) par a1 /0.

Maintenant on peut faire un lien entre les deux définitions précédentes et la
proposition suivante.
Proposition 2.2.2. Soit a = (ap,01,09,...), 8 = (Bo,b1,%,...) deuz pseudo-
bases infinies avec a|f. Alors,

of(n) =) coeffy, (n)ey
i>0

ou autrement dit coeff;,(c§(n)) = caeff?/a(n).

DEMONSTRATION. Comme n se décompose de la fagon suivante,

k
n= Z coeﬁ}} (n)B;
=0
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Maintenant chaque coeffff,\ (n) se décompose de la facon suivante,

[s 70N} i
coeffh(n) = g; :;’ + ¢4

2
ot 0 < g; < (Bi1/Bi)/(ig1/ci) et 0 < ¢y < iy /0 et ¢ est bel et bien le reste
de la division de coeff}(n) tel que o§(n) = Y5, ¢h(n)a;. Donc,

k
n= Z ((] (:H ﬂ)ﬁz
i=0 :
= Z (8 + as(%09)
i=0

ce qu'on a l‘a est bel et bien le développement de n dans la pseudo-base infinie

B/c. Ce qui nous donne,

Cﬂ = Coeffﬁ/a( )

C.QF.D. 0
Corollaire 2.2.1. Soit a = (qg,o1,03,...), B = (Bo,01,02,...) deuz pseudo-

bases infinies avec o | 3. Alors pour tout n € N on q,
o5(n— o805 (m))) =0

DEMONSTRATION. Avant d’appliquer o développons n — ag(ag(n)) dans la

pseudo-base infinie §/a.

og(n)) = }—__:coeffz (n)@; — a(z coeﬁ"ﬁ/a (n)ay)

i>0 i>0
73
= Z (coeff5), (n) + coeffZt! (n) + )ﬁz > coeffy;, ()5
i>0 i>0
= Z coeffZ 1 n) Qit1 /3
ﬁ/a
>0
Donc on a bien 0§(n — of(c§(n))) =0 O

Théoréme 2.2.1. Soit o = (ap,01,00,...), 8 = (Bo,01,02,...) deuz pseudo-

bases infinies avec o | 3, alors pour tout n € N il existe une unique décomposition
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n=gz+vy oz est dans limage de o et y est dans le noyau de ag (C’est-a-dire
og(y) =0)

DEMONSTRATION. Prenons z = of(c§(n)) alors z est bien dans I'image de o?.
Puis prenons y = n — o¥ (0§(n)) alors y est bel et bien dans le noyau de 0.

On a 'unicité grice a P'unicité de la décomposition de n sur la pseudo-base
infinie 3/a. O
Proposition 2.2.3. Soit o = (ag,01,00,...), B = (Bo,51,02,-..) deuz pseudo-
bases infinies telles que « | G alors:

(1) of est croissante;

(2) 0§(08(n)) = n pour tout n € N;

(3) ob(c§(n)) < n pour tout n € N;

(4) 0§(n) # 0§(n — 8(s1)) pourvu que n > o8(s1) et s, > 0.
DEMONSTRATION. (1) puisque coefft (n) = coeﬁ‘;(ag(n)) et que o; < f;on ale
résultat. (2)

coeff (5 (02(n) = coeff(02(n))
= coefft (n)
(3) Comme 02(0%(n)) = 3,5 coeffy, (n)6i < n.
(4) Supposons que 0§(n) = 0§(n— g8 (s1)). Montrons par induction sur ¢ que
coeffy), (08(s1)) = 0 (mod a;11/ey). Pour i =0 on a que
coeff,(n) = coe 8/a(m — cP(s1)) (mod o)
= coeffyg/,(n) — coeffy /a(ag(sl)) (mod o)

Donc coeffy, (05(s1)) = 0 (mod o).
Supposons maintenant que coeff?f/a (62(51)) = 0 (mod ;11 /c;) pour 0 < i <
j. Alors,
coeﬁ%’)a(n) = coeff?}a(n — dP(s1)) (mod aj41/e)

= coeff),(n) — coeff?f/a (0% (s1)) (mod a1 /c;)
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Puisque 6§f,a(n,a£ (s1)) = 0. Donc on a coeﬁgia(ag(sl)) = 0 (mod ej41/¢;). Ce
qui compléte I'induction et implique que ¢2(s;) = 0 impossible quand s; > 0.

Donc on a bien le résultat. (]

Proposition 2.2.4. Soita = (Olg,al,(lijg, . ), ,6 == (,80,,61,,82, .. ) et7 = ("}/Q,’Yl,’}’z, e

trois pseudo-bases infinies telles que v | « ety | B, alors
o5 (o3(n)) = o5(n)
DEMONSTRATION.

oB(o3(n)) = of(3 ch(n)w)
i>0
ou ¢, = le reste de la division de coeﬁ'fx par Yie1/%-
Donc,
a8(o%(n)) = Z ¢, (n) B comme v | 3
i>0

= a5(n)

2.3. PSEUDO-BASES INFINIES ET JEUX DE SOUSTRACTION

Dans cette section nous verrons qu’on peut, quand S et Sy = 02(S)) satisfont
certaines propriétés factoriser la fonction s, par une autre fonction pgs, et of

pour obtenir,
¢s,(n) = ps,(05(n)) quel que soit n >0

Ainsi nous pourrons déduire des propriétés de g, en étudiant ¢g,. Un élément
clé de cette démonstration sera que pour sy € S; et m € N il existe s, € Sy tel

que
og(m) — 81 = og(m — s3)

Définissons maintenant le candidat qui jouera ce role.

)
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Définition 2.3.1. Soit s1, m € N et o = (aw,a1,00,.-.), B = (Bo,f1,02,-..)

deuz pseudo-bases infinies telles que | et og(m) > s1 alors on définit

xf;(m,sl) = Zci&i

i>0

tel que 0 < ¢; < i1/ et
¢; = coeffl,(s1) + 8%, (0§(m),s1) — 65(m,05(s1)) (mod @y1/ ;)

Voici maintenant la preuve que x3 (m,s:) remplit bien son role.
Théoréme 2.3.1. Soit s;, m € N et
a = (ag,a1,09,...), B = (Bo,01,0,...) deux pseudo-bases infinies telles que

a|B et og(m) > s1 > 0 alors:

(1) 8(m,0f(xg(m,s1))) = 85(m,08(s1)) et ainsi donc,

coeffy, (x5 (m,51)) = coeff, (s1) + 85,05 (m),51) — G (m, 05 (x5 (m,51))

(mod @;1/a)

(2) of(xg(m,s1)) <m
(8) o§(m) — s1 = o§(m — o4(x§(m;s1)))

DEMONSTRATION. (1) Procédons par induction sur ¢. Pour ¢ = 0 ¢a va. Suppo-
sons maintenant vrai pour 0 <7 < j et montrons que c’est vrai pour ¢z = 7. Donc

on a bien que
coeffl,(x§(m,s1)) = coeff, (s1) + 8, (0§ (m),1) — G3(x5(m,51),05(m))
(mod «;41/e;) pour 0 < i < j. Ce qui implique que

73080 ms1))) = 7 (02(s1))
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et donc,

e

: i 7(m) < 72(0P (P (m,s,
Jé(m’gg(xg(m,Sl))) = { 1s ﬁ( ) < ﬂ( a(Xa( y )))
Osi h(m) > 3 (08 (xE(m,51)))

;1 si Tg(m) < Tg(ag(sl))

\0 si Tg(m) > Tg(og(sl))
= 8(m,04 (1))
ce qui compléte I'induction et nous donne le résultat. (2) Montrons que
8elog(m),s1) > 8p(m,0(s1)) (0

En effet, si 75(c§(n)) > 75(s1) alors il existe 0 < 4p < i tel que pour tout j tel
que g <7 <1t
coeff’,(03(m)) > coeff? (s)
= coeffs), (m) > coeft? (s1)

= coeﬁ%(m) > coeff}(a8(s1))

Donc on a,

T4(m) 2 74(05(51))
Ce qui montre (I). Maintenant comme o§(m) > s1,

8:(05(m),s1) est nulle au-dela d’une certaine valeur de i
= 5};(m,a§(31)) est nulle au-dela d’une certaine valeur de 4
= 05(m,oh(x5(m,s1))) est nulle au-dela d’une certaine valeur de i

= m 2> Ug(Xg(m;Sl))
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(3) Pour racourcir les équations nous écrirons dans la démonstration suivante, ¢

pour coeff et x pour x?(m,s).

ch(o§(m — a5(x))) = c§ja(m — o3(x)) (mod iy1/0x)
= ¢o(m) — ¢ (x) = 8574(my05 () (mod 0;41/04)
= ¢ya(m) — ch(x) — 85(m,05(x)) (mod a;41/0;)
= c5/o(m) — ch(s1) = 8,(a5(m),81) (mod @41/ 0s)
= co(0§(m) — ci(s1) — G (05 (m),s1)  (mod ayn/cw)
= ci(0§(m) — 1) (mod a41/es)
O

Maintenant définissons deux fonction qui seront en quelque sorte invariant par
rapport 4 x.
Définition 2.3.2. Soit 8 = (fo,01,32, - .. ) une pseudo-base infinie et n € N.

indg(n) = le plus petit i avec coeffy(n) non nul

penng(n) = coefff;’dﬁ ™ (n)

Remarquons que penng est le premier coefficient non nul de n dans la pseudo-
base [.

Voici maintenant énoncé avec plus de précision la notion d’invariance ainsi
que la démonstration.
Lemme 2.3.1. Soit s;, m € N et

a = (ag,01,0,--.), B = (Bo,f1,0,...) deuz pseudo-bases infinies telles que
a|f et of(m) > s > 0 alors

(1) inda(x§(m,s1)) = inda(s))

(2) penn,, (x5(m,s1)) = penng,(s;)
DEMONSTRATION. s; est de la forme

s1= Z coeff? (s1)

j>inda(s1)
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donc &, (0g(m),s1) et 65(m,05(s1)) sont nulle quand 0 < 4 < inda(s;). Donc
coeff, (x§(m,s1)) = coeff,(s1) quand 0 < ¢ < inda(sy) ce qui montre (1) et
(2). O
Lemme 2.3.2. Soit s;, m € N et

a = (ap,a1,0,-..), B = (Bo,01,0,...) deur pseudo-bases infinies telles que

a|B et og(m) > s > 0 alors

(1) ind, |o§(m) — 0§ (m — 08(s1))| = inda(s1)

Qindg (s7)+1 )
Qindq (1)

(2) penn, lo§(m) — of(m — 0f(s1))| = £ penn,y(s;) (mod

DEMONSTRATION. Quand 0 < i < ind,(sy)

coeff?, (o5 (m — ol (s1))) = coeff%i/a(m —d%(s1))
= coeff}), (m) — coeff3), (05 (51)) — 65/ (m,0h(s1))
= coeff} (05 (m)) — 5g(m,ag(sl))

= coeff,(05(m)) (mod aiy1/es)
Quand i = ind,(s;)

coeffl, (0§ (m — 08(s1))) = coefiy), (m — ol (s1))
= coeff}),(m) — coeft}), (05 (51)) — 650 (m,05(s1))
= coeff’,(0§(m)) — penny(s1) — 85(m,0h(s1))
= coeff}, (0§ (m)) — penn,(s1)  (mod @iy /os)
Donc on a bien (1) et (2). O
Nous sommes maintenant préts a nous attaquer au théoréme principal.
Théoréme 2.3.2. Soit o = (0p,a1,00,--.), B = (Bo,b1,52,...) deuz pseudo-

bases infinies et E; C spectre, (i) une suite d’ensemble pouri > 0 et Si, S, C Nt

tels que:
(1) a | B;

(2) Pour tout z € E; il existey € E; avec (z +Yy) @i = @iy,
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(3) S1 = {z € N |pennqa(z) € Eina,(z)};
(4) Sz = a5(S1)
alors s, (n) = ps, (0§(n)) et ps,(a5(n)) = ps, (n).

DEMONSTRATION. Montrons par induction sur n que

Ps,(n) = ps, (0‘; (n)) (P)

pour tout n» € N. Pour n = 0, comme ¢g,(0) = 0 = ¢g,(0) on a le résultat.
Supposons maintenant que (P) soit vrai jusqu'a n = m — 1 > 0 et montrons que

(P) est vrai en n = m. Montrons d’abord que

{o5(m) —s1 | 51 € Si,81 < og(m)} C {oG(m — s3) | 52 € Sa,50 <m} (2.3.1)

Soit o§(m) — s, un élement de 'ensemble de gauche de (2.3.1). Maintenant
comme x§(m,s;) € S; ,voir lemme 2.3.1. Posons s; = ag(xg(m,sl)) € Sy ce qui

nous donne par le théoreme 2.3.1 (3)
og(m) — 51 = o3(m — s3)

Ce qui montre U'inclusion (2.3.1). Puis on applique g, de chaque cote de
(2.3.1) et on utilise ’hypothése d’induction suivante ¢g,(m — s2) = @g, (0§ (m —

7)) alors (2.3.1) devient
{@s,(0§(m) —s1) | 51 € Sy et 5y < 05 (m)} C {ps,(m — s2) | 82 € Sa et 53 <m}
qui a son tour implique que
vs,(05(m)) < ps,(m) (2.3.2)
Supposons maintenant que

¥s (Jg (m)) < @s, (m) (I)
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alors il existe s3 € Sy tel que @, (0§(m)) = @s,(m — s2). Ce qui nous donne par
hypothése d’induction

ps,(05(m)) = @s,(05(m — s2)) (E)
Comme 0§ (m) = o§(m — s2) est impossible a cause de la proposition 2.2.3 (4) on
doit avoir

o§(m) # of(m — o5 (s1))

Comme par le lemme 2.3.2 |o§(m) — 0§ (m — 05(s1))| est élément de S;. On a

psi(05(m)) # s, (0g(m — s3))

une contradiction avec (E). Donc (I) est faux et ¢g, (o§(m)) > ¢s,(m) qu'on

combine avec (2.3.2) ce qui donne

¥ (Gg(m)) = Y8, (m)

Ce qui montre que (P) est aussi vrai en n = m et compléte ainsi 'induction.

Finalement (P) implique

s5,(05(n)) = s, (05 (05 (n)))
=P8 (n)
O
Ce dernier théoréme est intéressant mais ce qui est embétant c’est qu’il ne
met en relation que des ensembles infinis méme quand la suite E; devient nulle
au-deld d’une certaine valeur. Le prochain théoréme remédie a cette situation.
Théoréme 2.3.3. Soit a = (ag,a1,Q9,...), B = (Bo,f1,5,...) deuz pseudo-
bases infinies et E; C spectre, (i) une suite d’ensemble pouri > 0 et Sy, Sy C NF
tels que:
(1) a| B;
(2) Pour tout © € E; il existe y € E; avec (v +y) o = Qiq;
(3) E; est vide quand i > k;
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(4) Si = {z € Nt [penng(z) € Eina, @) et coeffs,(z) = 0 quand i > k};
(5) Sz =0(S1)
alors
(1) @s, est périodique et oy est une période;
(2) vs, est périodique et fi-1(ow/ck-1) est une période;
(3) ©s,(n) = s,(05(n)) et ps,(05(n)) = ps,(n).
DEMONSTRATION. On a la conlusions (1) par le théoréme 1.1.2.
Donc par le corollaire 1.1.1,
Y81 = PSi1+axN
= o5
ol
5 = {z € N"|penna(z) € Einan()}
Donc par le théoréme 2.3.2,
¥5 = ¢5 005 on 5, = a2(51)
= g, 003
Alors By (ap/c-1) est une période de pg;. De plus,
05 = C5\(sp48,n Par le corollairel.1.1
=P8,

Donc,
©s,(n) = @s,(05(n))
et on a la conclusion (2). Ce qui implique
B

9032°Gg:<p5100a00§

= Y5
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et on a la conclusion (3). O

Avant d’aller plus loin définissons une notation pour unifier les théoréme 2.3.2
et 2.3.3.
Définition 2.3.3. Soit 3 = (Bo,01, . . .) une pseudo-base infinie et E; C spectreg (1)

une suite d’ensemble avec © > 0. On définit

(Eili > 0)g = {z € N" |pcnng(z) € Fingy(z) €t si coeffy(z) > 0 alors il eiste

J > i tel que E; # 0}

Théoréme 2.3.4. Soit o = (qp,00,009,...), B = (Bo,01,0,...) deuz pseudo-
bases infinies et E; C spectre, (i) une suite d’ensemble pouri > 0 et S;, Sy C Nt
tels que:

(1) a| B;

(2) Pour tout z € E; il existe y € E; avec (z +y) @i = tiy1;

(3) S1 = (Eili 2 0)a;

(4) So = (Eili 2 0)g
alors,

(1) ¢s,(n) = @5, (0§ (n)) et ps,(n) = ¢s,(05(n))

(2) si E; =0 quand i > k alors oy, est une période de @g, el fr—1(on/or—1) est

une période de ©g,.
Maintenant servons-nous du théoréme 1.1.3 pour élargir la famille d’ensemble

S pour laquelle nous avons une formule explicite pour @s.
Théoréme 2.3.5. Soit a = (ap,01,0,...), B = (Bo,01,02,...) deuz pseudo-
bases infinies et S;, So C N* tels que:

(1) «| B

(2) S, ={1,2,... ,0p — 1};

(3) Sz = ai(S1)

alors s, (n) = 7E(0§(n)) et By, est une période de ps,(n).




28

DEMONSTRATION. On applique le theoreme 2.3.4 avec «, (5 et

{1,2, . ,ai+1/ai - 1}, siit <k
Ei =

0, sii>k
alors on a
<Ez|7' 2 0)o =5
et donc,

¥s. (n) = ¥s (Ug (’I’L))

= 75(0§(n)) ©s, = ¥ voir théoréme 1.1.3

O

Exemple 2.3.1. Par ezemple prenons o; = 2, 3; = 4 pouri > 0 et S; = {1,2,3}

alors

SQ = 05(5’1)
= {145}

et donc par le théoréme 2.3.5 on a que ps,(n) = 74(0§(n)) et Bi(az/c1) = 8 est
une période de pg,(n). Ce qui nous permet d’affirmer que pour calculer ¢g,(45)

on développe 45 en pseudo-base (3,
45 = (1)1+(3)4+ (2)16

alors on calcule o5(n) en prenant le reste de la division par 2 des coefficients

entre parenthéses et en remplacant la pseudo-base 3 par a,

05(45) = (1)1 + (1)2 + (0)4
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puts on applique T2 ce qui consiste & calculer le reste de la division par 8 de ce

nombre. Donc on a s,(45) = 3. De méme on calcule pg,

7

0, sin=0 (mod 8)
1, sin=1 (mod 8)
0, sin=2 (mod 8)
1, sin=3 (mod 8)
s, (n) = 4
2, sin=4 (mod 8)
3, sin=5 (mod 8)

2, sin=6 (mod 8)

3, sin=7 (mod 8)
Plus généralement on peut prendre les mémes «, Sy et prendre
g =(1,2a,4a,8a,... ,2%,...) .
Ce qui nous donne Sz = {1,2a,2¢ + 1} et par le théoréme 2.3.5 on a que
psu(n) = 72(05(n))
et 4a est une période de g,. La période de @g, est donc de la forme,

a fois a fois

(et
ot 'accolade horizontale signifie que son bloc inférieur est répété a fois.
Exemple 2.3.2. On peut aussi prendre
a=(1,248,... 2,...)
8 = (1,2a,4ab,8ab, ... ,2'ab,...)
avec
S, ={1,2,3,4,5,6,7}

S, = {1,2a,2a + 1,4ab,4ab + 1,4ab + 2a,4ab + 2a + 1}
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Alors par le théoréeme 2.3.5 on a que

ps,(n) = 75(05(n))
et 8ab est une période de pg,. La période de pg, est donc de la forme,
b fois b fois
Y st
a fois a fois a fois a fois

A
0,172,345 76,7

Exemple 2.3.3. Par ailleurs si on prend
o= (ag,00 =300 =3% ... ,04=3%...)
et
B= (B, =3-23=322,...,0,=3-2,...)

Prenons aussi

S;=1{1,2,3,4,5,6,7,8}
et

Se = {1,2,6,7,8,12,13,14}

Alors par le théoréeme 2.3.5 on a que

s, (n) = 1a(0F(n))
et 18 est une période de ws,. La période de ys, est donc de la forme,

2 fois 2 fois 2 fois

N e,
0,1.25,456738

g

Théoréme 2.3.6. Soit a = (ag,01,00,...), B8 = (Bo,1,0,...) deuz pseudo-
bases infinies et Si, So C NV tels que:

(1) a| B;
(2) 31:N+;
(3) S2 = (1)
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alors @s,(n) = o§(n)

DEMONSTRATION. On applique le théoréme 2.3.4 avec
E;={12,... ,0511/c; — 1}
alors on a
(Ei!i 2> O)a =5
et donc,

s, (n) = ¥s,(05(n))

=og(n) puisque pn+(n) =n

O

On vient de montrer dans la démonstration du théoréme précédent la propo-
sition suivante.
Proposition 2.3.1. Soit a = (,@1,02,...), 8 = (Bo,f1,02,...) deuz pseudo-

bases infinies telles que a | B alors,

o5 = Pl ()

Pour terminer cette section nous donnons une extension du théoréme 2.3.4

qui rajoutera un peu de symétrie dans les condition de ce théoréme.
Théoréme 2.3.7. Soit a = (ag,a1,0s,- .- ), 8= (8o,01,02,---) €tv = (Yo,71,Y25 - - -
trois pseudo-bases infinies telles que y | B et v | a. Soit E; C spectre, (i) une suite
d’ensemble pour i > 0 et S1, Sa C N* telle que:

(1) Pour tout x € E; il existe y € E; avec (T +y) Vi = Yit1;

(2) S = (Eili 2 0)a;

(3) Sz = (Eili 2 0)s
alors

(1) @s,(n) = @s,(05(n))
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(2) si E; = 0 quand i > k alors oy, est une période de pg, et By est une période
de pg,.

DEMONSTRATION. Comme 7|, |3 on a,

ps,(n) = pglog(n)) ou § = (Eili > 0),
= s, (05 (05(n)))
= ps, (05 (n)) voir la proposition 2.2.4




Chapitre 3

PSEUDO-BASES ET JEUX DE
SOUSTRACTION

3.1. PSEUDO-BASES FINIES ET JEUX DE SOUSTRACTION

Dans cette section nous utilisons le concept de pseudo-base fini pour obtenir
une autre version du théoréme 2.3.7.
Définition 3.1.1. On appelle pseudo-base finie une suite croissante de nombres
entiers positifs Bo,01,02, . .. ,0k telle que B;|Fiv1 pour tout 0 < i < k. On notera
B = (Bo,P1,0,- - ,0k) pour désigner la suite appelée § dont les élements sont

dans Uordre 34,061,032, - - - ,%-

Voici maintenant quelques exemples de pseudo-bases finies.

B = (151)

B=(1,248,...,25

B=(1,36,12,...,3-2%)

8 =(1,1,2,24488,... 2F 2%
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Définition 3.1.2. Soit 8 = (5y,01,02, - - - ,0k) une pseudo-base finie. Pourn > 0
et 0 <1 <k on définit

¢

le reste de la division de |n/G;| par Bin /B s10<i<k
[n/Bi] sii=k
“

coeffly(n) = |

¢
{0,1,... Bi1/Bi—1} si0<i<k
N sti=k

spectreg (i) = 4

\

Ici une mise en garde s’impose puisque la notation peut porter & confusion.
En effet, le 7 de coeﬁ%(n) n’est pas un exposant mais bien un indice.

spectreg(i) est 'ensemble des valeurs que coeﬁ"f, (n) peut prendre.

coeff%(n) sera le coefficient de 3; lorsqu’on le développera dans la pseudo-
base finie § comme Vaffirme le théoréme suivant. Lorsque f; = ;41 on aura que
coeﬁ% (n) = 0 quel que soit n > 0.
Théoréme 3.1.1. Soit 8 = (fo,f1,02, - - - ,0k) une pseudo-base finie. Pourn >0

on a,

(1) 0 < coeff%(n) < Bix1/0; pour tout 0 < i < k

ou autrement dit coeffy(n) € spectreg(i).
. .

(2) n =3, coeffy(n)B;
comme prévu n se décompose sur 3

(3) sin = Zfzo ciff; avec 0 < j < k et ¢; € spectreg(i) pour tout 0 < i < j
alors ¢; = coeﬁ%(n) pour tout 0 < i < j.
C’est-a-dire la décomposition de n sur [ est unique.

DEMONSTRATION. (1) On a ce résultat par la définition.

(2) Avec la pseudo-base finie 3 et n définissons,

B = (1607[317 e 7ﬂk’ﬁk+1;ﬂk+2a s )
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une pseudo-base infinie telle que fx4+1 > n. On a alors que n se décompose sur E,

c’est-a-dire
n= Zcoeﬁ%{n) B;
i>0
avec
coeffy(n) = coeff%(n) quand 0 <3 < k.
donc

k
n= Zcoeﬁ'}} (n)B;
i=0

(3) Avec la pseudo-base finie § et n définissons,

~

ﬂ = (ﬁO:ﬁl: R 7ﬁk7ﬁk+1?ﬂk+27 v )

une pseudo-base telle que fBx11 > n. On a alors que n se décompose sur E, c’est-

a-dire

n= Zcoeff%(n)ﬁ,—
>0
mais comme on a 'unicité de la décomposition de n sur la pseudo-base E alors
coeffig(n) = ¢; mais comme coeff%(n) = coeff}(n) on a le résultat.
O

Définition 3.1.3. Soit 8 = (00,81,02, - - - ,0k) une pseudo-base finie et n € N.

indg(n) = le plus petit i avec coeffy(n) non nul

penng(n) = coeffj;d" ™ (n)

Définition 3.1.4. Soit 8 = (5o,01,02,--- ,0k) une pseudo-bases finie et E; C

spectreg(i) une suite d’ensemble avec 0 < i < k. On définit,

(E;]0 < i < k)s = {z € N¥|penng(z) € Einay) et si coeffy(z) > 0 alors il

eziste j > 1 tel que E; # 0}
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Définition 3.1.5. Soit o = (ag,0n,02,...,0%) , B = (Bo,f1,02,-..,0k) deuz

pseudo-bases finies. On dira que «|f si

Qi1 | Bit1
Q; B;
Théoréme 3.1.2. Soit o = (0g,01,Q9,...,0%), B = (80,0102, ,0k), ¥
(Yo,V1572y - - - Yk trois pseudo-bases finies telles que v | B et v | a. Soit E; C

pour tout 0 <71 < k

]

spectre, (i) une suite d’ensemble pour 0 <i <k et 51, S; C N tels que:
(1) pour tout x € E; il existe y € E; avec (x+Yy) % = Yiz1 quand 0 < i<k
(2) Sy =(E;|0 <1 < k)
(3) Se=(E;|0 <i<k)s

alors ¢s,(n) = s, (0§(n))

DEMONSTRATION. Avec la pseudo-base finie «, v, 3 et n définissons,
& = (ag,al, v 3O O 1,0k 42y - - )

;? = (70:717 c e YR VR VRA2 - - )

o~

B = (Bo,B1, - \BrsBer1,8k+2; - - )

trois pseudo-bases infinies telles que

Qit1 _ Vi1 _ Bin
o; ¥i B;
et coefff,(n) < ’32"5: Soit F; = E; si 0 < i < k une suite d’ensemble et

pourz > k

Fp={z€E|z< coeﬁf(n)} U{+1/Te—z |z € Epetz < coeff,’ﬁ(n)}
et F; = si ¢ > k. Donc par le théoréme on a 2.3.7
pg;(n) = pg (05 (n))

ol S = (Fli > 0)5 et So = (Fji > 0) 7- Mais comme [y, est choisi assez grand

on & que pg;(n) = @5, (n) et 93 (0§()) = ps,(o§(n). Donc on a

@s,(n) = @s,(05(n))
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Corollaire 3.1.1. Soit S1, So C Nt deuz ensembles tels que So = a - S alors,

1,1
Ys, = ¥s, © 0-((1,a§

DEMONSTRATION. On applique le théoréme 3.1.2 avec 8 = (1,a), a = (1,1) et
Eg = @, E1 = Sl. O

Exemple 3.1.1. 57 S, = {1,4} et S; = 2 {1,4} on a donc par le corollaire

précédent que

vs,(0), sin=0oun=1

s, (1), sin=2o0un=3

(250 (n) = 4

(

(

¢s,(2), sin=4oun=4

vs;(3), sin=6oun=7
(

vs,(4), sin=8oun=9

et comme on a déja moniré que

0 sin=0 (mods5)
1 sin=1 (mod 5)
¢s:(n) =40 sin=2 (mod 5)
1 sin=3 (mod?5)

2 sin=4 (mod?5)



on a donc que

Y8, (n) = 4

2

\

3.2. PSEUDO-BASES ET JEUX DE SOUSTRACTION

sin=0
sin=

stn=

sin=3
stin=4
Sin=>5
stn=~6
stin="7
sin=8§
sin=9

mod 10)
mod 10)
mod 10}

od 10)

=

od 10)

B

od 10)

=

(
(
(
(
(
(
(mod 10)
(mod 10)
(mod 10)
(

mod 10)
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Nous sommes maintenant préts pour la définition qui unifiera la notation des

théorémes 2.3.7 et 3.1.2.

Définition 3.2.1. Pour unifier la notation nous aurons besoins du symbole oo

muni des propriétés suivantes:

(1) pour tout n e Nn < oo, c0>n et oo £mn, n oo

(2) pour tout n € N njoo, nfoo et £ = oo

(8) coloo et 2 =1

(4) pour tout n € Noo+n =00

(5) pour tout a, b e Na=0b (mod oo) si, et seulement si, a = b.

(6) nous admettrons que oo est une période de toute fonction f : N —- N

Définition 3.2.2. On appelle pseudo-base une suite croissante non bornée d’élé-

ments de N U {00}, B,01,02,... telle que B;|Bir1 pour tout i > 0. On notera

B = (Bo,B1,02, - -.) pour désigner la suite appelée 3 dont les élements sont dans

Uordre ﬂo,ﬁl,ﬂz, NN
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Remarquons que si une pseudo-base prend la valeur oo elle doit s’y maintenir.
On a donc deux types de pseudo-bases: les pseudo-bases infinies et les pseudo-base
finies qu’on compléte par le symbole co. Soulignons que lorsque nous demandons

que la suite §; soit non bornée nous voulons que pour tout n € N il existe t € N

tel que G; > n.

Voici maintenant quelques exemples de pseudo-bases.

(1,00,00,...)
(1,2,4,8,00,00, . .. )

(1,2,4,8,...,2°,...)

Définition 3.2.3. Soit 8 = (0o,51,0,-..) une pseudo-base. Pour n > 0 et 0 <
t < k on définit,

coeff’}, (n) = le reste de la division de |n/3;] par Bi11/5; s10<1<k

spectrey(i) = {k € N| 0 < k < Biy1/06i}

spectre (i) est 'ensemble des valeurs que coeff;(n) peut prendre.
coeff}} (n) sera le coefficient de f; lorsqu’on le développera dans la pseudo-base
3 comme 'affirme le théoréme suivant.
Théoréme 3.2.1. Soit 3 = (0y,01,02, . - . ) une pseudo-base. Pour n > 0 on a,
(1) 0 < coeffy(n) < Bi1/f; pour tout i >0
ou autrement dit coeﬁg(n) € spectreg(i).
(2) n=73 0 coefff, (n)B;
comme prévu n se décompose sur [3
(3) sin = Zf:n cif; et ¢; € spectreg(i) pour tout i > 0 alors ¢; = coefff;(n)
pour tout 0 <1 < k.

C’est-a-dire la décomposition de n sur [ est unique.
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Définition 3.2.4. Soit § = (3,01,02,...) une pseudo-base et n € N.
indg(n) = le plus petit i avec coeﬁ“fé(n) non nul
penng(n) = coeﬂz}dﬁ ™ (n)

Définition 3.2.5. Soit § = (fo,01,...) une pseudo-base et E; C spectres(i) une
sutte d’ensemble pour i > 0. On définit,

(Eili > 0)g = {z € N |penng(z) € Eingy(s) €t st coeff%(z) > 0 alors il

eziste j > i tel que E; # 0}

Définition 3.2.6. Soit o = (a,01,02,...) , B = (bo,f1,02,...) deuzx pseudo-

bases. On dira que | si
Qitt | B
a P
Théoréme 3.2.2. Soit o = (0p,01,00,...), 8= (Bo,Bu:02,---), 7= (Yo, V1,72, ---)
trois pseudo-bases telles que v | B et v | . Soit E; C spectre, (i) une suite d’en-

semble pour 0 <i < k et 51, So C N* telle que:

pour tout © > 0

(1) pour tout € E; si v;41 # oo alors il existey € E; avec (T +Yy) v = Yit1
(2) Si = (Eili 2 0)q
(3) S2 = (Eilt = 0)g
alors,
(1) ¢s,(n) = ps,(0§(n))
(2) si E; =0 quand i > k alors ay, est une période de @gs, et By est une période

de PSSy



Chapitre 4

COMBINAISONS DE JEUX DE
SOUSTRACTIONS

4.1. DEFINITIONS ET THEOREME PRINCIPAL

Définition 4.1.1. Soit f : N — N on définit,

— 0, stf(n)=0
f(n) =
1, sif(n)>0
et
B 0, sin=0
n=
1, s2n>0

Définition 4.1.2. Soit A; une suite d’ensembles de nombres entiers positifs. On
définit,

@Ai = {Z&“iaé e Nt ) a; € A; etg; € {0,1}}

i i>0
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Maintenant observons ensemble une propriété des fonction @g. Si Sy = {1,4,5,6,9}

on trouve que,

0, sin=0 (mod 10)
1, sin=1 (mod 10)
0, sin=2 (mod 10)
1, sin=3 (mod 10)

L 1, sin=4 (mod 10)
Pso(n) =
1, sin=5 (mod 10)
, sin=6 (mod 10)
1, sin=7 (mod 10)
1, sin=8 (mod 10)

1, sin=9 (mod 10)

et si S; = {1} on sait que,

L 0, sin=0 (mod 2)
¥s1 (’I’L) =
I, sin=1 (mod?2)
Maintenant disposons la période de @g,; sur une ligne et sous chacune de ses

valeur la période de Pg,.

0 1
0,1,0,1,1,1,1,1,1,1,0,1,0,1,1,1,1,1,1,1

Maintenant abaissons les valeurs de g, sur celle de gg,. C’est-a-dire que si z de

Ps, rencontre y de Pg, on obtient z + y.

0,1,01,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1
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Montrons que ceci est la période de g on
S=5®10-5

= {1,4,5,6,9} ® 10- {1}

= {1,4,5,6,9,10,11,14,15,16,19}
C’est-a-dire que

Ps(n)=0&neP={m|m=02 (mod 20)}

© Pso(n) =0 et Prp5,(n) =0

que nous montrerons en deux étapes.
IO)neP=Vyesn—s¢P
I n¢P=>Tesn—s€eP
(I) Comme n € P on a que P5,(n) = 0, alors tout les éléments de S dans S,
sont tels que n — s ¢ P. Puis comme 10 est une période de @5, il en va de méme
pour les élément de S dans Sy + 10. Il ne reste que 10 € S mais en soustrayant
10 de n on change forcément la valeur de @ig.5, , ce qui compléte la partie (I).
(IT) Pour n ¢ P on choisit so € So U {0} tel que n > sq et
Pso(n —50) =0
et s; € 10-S; U {0} tel que n > s; et
Y16-5; ('I’l) — 8y — 81) = (.
Puis on forme s = 55 + 81 € S et alors,
Ps5(n = 8) = Pgo(n — s0 — 1)
= Ps,(n — sg) comme s; est une période de Fg,
=0

Psi(n—s)=0
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et donc n — s € P. Ce qui compléte (IT) et donc

0,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1

ceci est bien la période de @ ot S = {1,4,5,6,9,10,11,14,15,16,19}.
L’exemple précédent peut étre généralisé et dans ce but nous aurons besoins
de la définition suivante.
Théoréme 4.1.1. Soit § = (0o,01,0, - - . ) une pseudo-base et S; une suite d’en-
sembles de nombre entiers positifs tels que pour tout i > 0 Bi1/f; est une période
de Pg;
alors si on pose S = €D, f; - S; on a,
(1) ps(n) =0 & Vo s, (coeffz(n)) = 0
(2) s’il existe k € N tel que S; = B pour tout i > k alors By est une période de
Ps
DEMONSTRATION. Nous montrerons (1) en deux étapes
(I) Pour tout s € S, n € N tel que n > s et Vi>o gs; (coefff,,(n)) =0ona J;>o
ws; (coeffiy(n — 5)) =1
(II) Pour tout n € N tel que J;5¢ pg,(coeffy(n)) = 1 il existe s € S tel que Vi»g
s, (coeffy(n — s)) = 0.
(D
On a (I) puisque lorsqu’on effectue la soustraction n — s on doit nécessaire-
ment affecter la valeur de pg; o coefff, ol j est le plus petit élément de N tel que
coeﬁf;,. (s) # 0. Autrement dit on a g, (coeff%(n ~8)) # ¢, (coeﬁ’f;(n)) pour ce j.
(IT)

On choisit les coefficients de s dans la pseudo-base 3 de telle sorte que:
pour tout ¢ > 0 coeff(s) € S; U {0}
pour tout i > 0 coeff(n) > coeffz(s) > 0

pour tout i > 0 s, (coeffy(n) — coeff}(s)) = 0
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et ainsi donc nous aurons
Visops; (coeffy(n — s)) = 0.

La preuve de (I) et (II) étant complétée on a donc la conclusion (1) du théo-
réme.

Puis on a le résultat en (2) en appliquant (1). O

4.2. QUELQUES EXEMPLES

Le dernier théoréme nous dit que la connaissance des fonctions g, induit la
connaissance de la fonction pg ou S = €, §; - S;. Observons-le maintenant en
action avec un exemple.

Exemple 4.2.1. Prenons,

{14}, sii=0
Si=<{1}, sii=1

0, si1>2
Prenons ausst
B = (1,2,10,00,00,...)
et posons

S={14}@5 {1}
= {1,4,5,6,9}



alors par le théoréme 4.1.1 on a que 10 est une période de Pg el comme

0, sin=0 (mod5)

1, sin=1 (mod 5)

1, sin=3 (mod5H)

(

(
Prap(n) =90, sin=2 (mod 5)

(

(

1, sin=4 (mod5)

et
0, sin=0 (mod2)
Py(n) =
1, sin=1 (mod2)
et donc,
n | (coeffg(n), coeffz(n), ...) | (Pg,(coeffz(n)),@s; (coeff5(n)), . ..)
0 (0,0,0,...) (0,00,...)
1 (1,0,0,...) (1,0,0,...)
2 (2,0,0,...) (0,00,...)
3 (3,00,...) (1,0,0,...)
) (4,0,0,...) (1,0,0,...)
5 (0,1,0,...) (0,1,0,...)
6 (1,1,0,...) (1,1,0,...)
7 2,1,0,...) (0,1,0,...)
8 (3.10,..) (1,10,
9 (4,1,0,...) (1,1,0,...)




alors toujours par le théoréme 4.1.1 on a
4

0, sin=0 (mod 10)
1, sin=1 (mod 10)
0, sin=2 (mod 10)

1, sin=3 (mod 10)

1, sin=4 (mod 10)
Ps(n) = 4

1, sin=0 (mod 10)

1, sin=2 (mod 10)

1, sin=3 (mod 10)

(
(
(
1, sin=1 (mod 10)
(
(
(

1, sin=4 (mod 10)

Masis on aurait ausst bien pu prendre
B8 = (1,2a,10,00,00, . ..)
alors par le théoréme 4.1.1 si on pose
S = {14} ®5a- {1}

= {1,4,5a,5a + 1,5a + 4}

on a que 10a est une période de Pg et sa période est de la forme

a fois a fois

0,1,0,1,1,1,1,1,1,1.

Exemple 4.2.2. Maintenant voyons un autre exemple, prenons

(23}, sii=0

(12}, sii=1
Si = 1

(1}, sii=2

k(5, s1i>3
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et
B = (1,5,15,30,00,00, .. .)
alors par le théoréme 4.1.1 si on pose
S={23t®5-{1,2}®15- {1}
= {2,3,5,7,8,10,12,13,15,17,18,20,22,23,25,27,28}

on o que 30 est une période de Pg et comme

4

0, ssn=0 (mod5)
0, sin=1 (mod5H)
Pras(n) =<1, sin=2 (mod 5)

1, ssn=3 (modb5)

|1, sin=4 (mod5)
et
0, sin=0 (mod 3)
Pizr(n) =K1, sin=1 (mod3)
1, sin=2 (mod3)
et

0, sin=0 (mod2)
Plia(n) =
1, sin=1 (mod2)

et on calcule la période de g en écrivant d’abord la suite @g, sur une longueur
de (3/P2. Puis sous chaque valeurs de g, on écrit la suite Ps, sur une longueur

de 2/ By et nous faisons de méme pour Pg,. Ce qui, pour notre exemple donne,

0 i

- .
”~ ™ Y

0 1 1 0 1 1
e s, e N, e e, e i, e et s,
0,01,11,001.1,1,001,1,1,0,0,1,1,1,0,0,1,1,1,0,0,1,1,1
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Puis on abaisse les valeurs de l'étage de Pg, sur celui de @s;. C’est-a-dire si z de

l’étage Pg, rencontre y de l'étage Pg, on y réécrit x + y. Ce qui donne,

o .
~ -~ ~

0 1 1 1 1 1
e e, P s, s, et vt et et i e,
0,0,1,1,,9,0,1,1,1,0,0,1,1,1,0,0,1,1,1,0,0,1,1,1,0,0,1,1,1 .

Puis on refait la méme chose avec les deux étages restants. Ce qui donne,

. N
-

0,011, T111,1, 10110, T 1,01, 101,00, T,1,11,0

la forme de la période de pg.
Exemple 4.2.3. Comme prochain exemple prenons un cas ot le dernier gg, non

vide posséde une période infinie. Prenons,

{1}, sit =0
Si=149{1,6,9}, sii=1

0, si1>2

et

B = (1,2,00,00,...)
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On peut calculer que

0, ssn=20

1, sin=1

0, stn=2
1, sin=3
0, stn=4

1, stn=25

1, sim=26

@s:(n) =10, sin="7
1, stn=28§8
1, sin=9
1, sin>9%etn=0 (mod?5)
1, sin>%etn=1 (mod?5)
0, sin>9etn=2 (mod}5)

1, sin>9%etn=3 (mod5)

0, sin>9%etn=4 (mod?5)

\

Nous écrirons donc que la suite g, est de la forme
0,1,0,1,0,1,1,0,1,1,1,1,0,1,0

ot ict la barre au dessus de la fin de la suite signifie que c’est cette partie de la
suite qui est répétée indéfiniment.
Calculons la période de la maniére décrite précédemment. On écrit d’abord @g,

et Pg, en étages de la facon suivante.

0 1 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0 1 0
VeV el Vo Ve ViV o Vi Vo Ve Ve Vg Vo o Ve N
0,10,170,170,170,070,070,170,070,170,070,170,170,170,1 0, 1



a1

Puis on abaisse les valeurs de g, sur @s,, ce qui donne

AN AN A P P N P P P P P o o P
011,17011,107011,11,107011,071,01,1071,070,11,1070,1

ce qui est donc par le théoréme 4.1.1 la forme de la fonction Bg o

S={1}®2-{1,6,9}

={1,2,3,12,13,18,19}

Mais cette forme peut étre simplifiée puisque la derniére valeur avant la partie

périodique est égale a la derniére valeur de la partie périodique. Ce qui donne,

e e o e o e et o e Y e W N
0,1, 1,1,%,1,1,1,7%,1,1,1,1,1,70,1,1,1,1,1,1,1,1,1,70,1,1,1,0

et donc la suite pg est périodigue au dela de la valeur 18 et prend une période
de longueur 10.

Exemple 4.2.4. Comme dernier exemple prenons

{ab}, sii=0
Si=4{c}, sii=1

0, s112> 2

et
B = (1,a+b,2c(a + b),00,00, . ...)

Comme on sait que a + b est une période de Sy et 2¢c est une période de S,
voir théoréme 1.1.2, la suite S; et la pseudo-base (3 satisfont les conditions du

théoréme 4.1.1. Comme on ne connait pas la forme de la période de g, il ne
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nous est pas possible de connaitre la forme de la période de ps, ot
S=5&p -5
= {a,b} ® {(a + b)c}
= {a,b,(a + b)c,(a + b)c + a,(a + b)c + b}

seulement en utilisant le théoréme 4.1.1. Toutefois ce théoréme nous apprend que

B2 = 2c(a + b) est une période de pg.



CONCLUSION

Il est intéressant de comparer les résultats obtenus dans le chapitre 2 et ceux
obtenus dans le chapitre 4. Dans un premier temps on obtient des résultats concer-
nant la fonction g et ce, avec beaucoup d’efforts. Dans un deuxiéme temps on
obtient des résultats différents concernant la fonction @5 et ce, avec beaucoup
moins d’efforts. Il serait intéressant d’essayer d’étendre les méthodes et les résul-
tats du chapitre 4 au fonctions ¢g. Je soupconne qu’une telle chose soit possible,
mais en attendant il faut conclure que les pseudo-bases s’adaptent mieux aux

fonctions @y qu’aux fonctions ¢g.
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