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« Le mathématicien n'étudie pas les mathéma-

tiques pures parce qu'elles sont utiles; il les étu-

die parce qu'il y prend plaisir, parce qu'elles sont

belles. »

Henri Poincarré
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SOMMAIRE

Ce mémoire se veut une introduction à la théorie des espaces de Hardy ou es-

paces Hp sur le disque unité du plan complexe et à la dualité de ces espaces. Cette

théorie est un mélange harmonieux d'analyse complexe, d'analyse fonctionnelle

ainsi que de théorie de la mesure.
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INTRODUCTION

Q

L'étude des espaces H'p remonte au début du XIXe siècle. Les bases de cette

théorie ont été jetées par des mathématiciens tels que Hardy, Littlewood, Privalov,

F. et M. Riesz, Smirnov et Szego.

À l'origine, les travaux consistaient surtout à trouver les propriétés des fonc-
tions des ensembles Hp.

Le développement de l'analyse fonctionnelle au cours du dernier siècle a suscité

un intérêt pour l'étude des espaces Hp comme espaces linéaires. Cette nouvelle

approche a soulevé toute une gamme de questions et de problèmes tels la dualité,

les problèmes extrémaux et d'interpolation, etc.

Ce mémoire abordera le problème de la dualité. Le premier chapitre sera

consacré à la notation utilisée dans ce document, aux définitions et notions de

base et à quelques exemples et résultats majeurs comme les théorèmes de Riesz
et de Hahn-Banach.

Dans le second chapitre, il sera question d'analyse de fonctions sur des disques

centrés à l'origine. Nous aborderons des problèmes de caractérisation, d'extension

et de comportement au bord. Nous y introduirons quelques outils, dont le noyau

de Poisson, qui nous mèneront à l'étude des espaces Hp.

Viendra ensuite le cœur du sujet. Le troisième chapitre traitera des espaces

de Hardy. Nous y verrons leurs caractéristiques comme espaces de fonctions et

chercherons à caractériser leurs éléments.

Finalement, la dualité constituera le quatrième et dernier chapitre. Nous cher-

cherons alors à trouver les espaces duaux d'espaces de fonctions sur le disque ;

les espaces Hp bien sûr, mais aussi l'algèbre du disque de même que l'espace de

fonctions holomorphes.
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Chapitre l

NOTIONS DE BASE

Dans ce chapitre, nous ferons un bref rappel de certaines notions qui permet-

tront une meilleure compréhension du sujet principal. Nous ne ferons qu'énoncer

des résultats classiques sans les prouver. Pour plus de détails, il est possible de

consulter les références inscrites au début de certaines sections.

u

1.1. NOTATIONS

Tout au long de ce document, les notations suivantes seront utilisées:

C={zçC

D={zçC

D={zçC

\z\ = 1} (cercle unité du plan complexe)

[-z l < 1} (disque unité ouvert du plan complexe)

l-z l < 1} (disque unité fermé du plan complexe)

Dp={z^C\ \z\ < p}

•

C(zo,r) ={zeC

DÇzo,r) ={z^C

\z- ZQ\ =r}

\z- ZQ\ < r}

• Cl = domaine de C, c'est-à-dire un ensemble ouvert et connexe

• ïiz = partie réelle de z

• csz = partie imaginaire de z

Hoi(n) ={f:^î^c

Har(n) ={/: n^C

/ est analytique sur Q,}

f est harmonique sur Q}

Lorsque nous parlons d'une fonction harmonique à valeurs complexes, il s'agit

d'une fonction complexe dont les parties réelle et imaginaire sont harmoniques.
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À l'avenir, nous supposerons toujours que / est une fonction complexe de la

forme f ==u+iv où uet v sont des fonctions réelles.

Theorenae 1.1.1. Soient {JL une mesure complexe sur un espace mesurable X, ip

une fonction complexe mesurable sur X et Q, un domaine de C tels que

yÇX] H n = 0. Posons

^-/^ vze"
x

Alors, f € Hol{^).

u

1.2. LES ESPACES ^fp

Les résultats dans cette section peuvent être retrouvés dans [Ash], Jea] et

[Rud].

Definition 1.2.1. Soit X un espace vectoriel sur C. On appelle norme sur X

une application || • ||: X -^ [0,+oo[ telle que

• ||a;|| > 0 \/ x ç X et \\x\\ = 0 si et seulement si a; = 0;

• ||Arr||=|À|[|2;|| V3;eX,VAeC;

• \\x + y\\ ^ \\x\\ + \\y\\ \fx,yçX.

La dernière propriété est appelée l'inégalité du triangle. Un espace vectoriel X

muni d'une norme ||-||^ est appelé un espace linéaire norme. On le note (-?C, \\-\\^ )
ou simplement X, lorsque le contexte est clair.

Soient X un espace linéaire norme et {a;n}^ une suite d'éléments de X. On

dit que Xn converge vers x dans X (noté Xn —>• x} si

\fe > 0 BTVe tel que, n > Ne =^- \\Xn - x\\^ < e.

Un espace linéaire norme X est dit complet si toutes les suites {xn}^^[ de
Cauchy dans X convergent vers un élément de X, c'est-à-dire

(Ve > 0 3 Ne tel que m,n > Ne =^ \\Xm. - Xn\\ < e) ^=^- 3a; e X tel que 3;n —> x.
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Un espace linéaire norme complet est appelé un espace de Banach.

Remarque 1.2.1. Soit f : C —fC. Par simple but de simplification de notation

nous posons que z = eie ^C est équivalent à dire que 0 est un élément de C.

Nous aurons donc les équivalences suivantes:

l. f:C^Cetf: [-7T,7T] ^ C OÙ /(-7T) = /(7T).

2. f{eiô) = /(0).
De plus, à chaque fonction f: D —>• C nous associons la famille de fonctions

{fr}o<r<ioùfr(e)=f{reie).

Nous voulons considérer C comme un espace mesurable. La mesure de Le-

besgue induit une mesure sur C. Soit

ip : [—7r,7T [ -^ C

e ^ eïe

On dira que l'ensemble E C C est mesurable si et seulement si l'ensemble

y?" (£') est mesurable avec la mesure de Lebesgue et la mesure de E est la mesure

de Lebesgue de ip~l(E).

Definition 1.2.2. Soient 0 < p < +00 et p, une mesure complexe. On définit

l'espace jfp sur C

^(C)=^f:C-^C\ f\f\pd^
e

< +00 > .

Deux fonctions seront considérées équivalentes si elles sont ^-égales presque

partout, c'est à dire que l'ensemble des points où les deux fonctions sont différentes

est un ensemble de ^-mesure nulle. La classe d'équivalence de la fonction f est

l'ensemble de toute les fonctions qui lui sont équivalentes. Elle est notée par [/].

On munit Jfp(C') de la «norme» suivante:

p=(if"d^) •
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Ce n'est pas tout à fait une norme car nous pourrions avoir ||/||p = 0 sans que
f ^ 0. La fonction

l si 0=0

0 sinon

sur C avec la mesure de Lebesgue est un exemple. Pour éviter ce problème, nous

prendrons des classes d'équivalences comme éléments de j?p.

Par souci de simplification, nous garderons la même notation, lorsque nous

parlerons de la fonction / de j?f>, nous considérerons en fait [/].

Avec cette convention, si p >, l, alors (J?p(Cf), ||-[| ) est un espace de Banach.

Considérons maintenant le cas p = +00. L'espace ^?°°(C') est l'espace des

fonctions essentiellement bornées sur C. On munit Jf°°(C') de la norme suivante:

11/"»=^^19WI
appelée norme sup essentielle ou norme infinie. Encore une fois, nous considérons

les classes d'équivalence de ^f°°(C') plutôt que ses éléments.

Muni de cette norme, ^f°°(C') est un espace de Banach. Il est possible de

montrer que si / G Jf00, alors lim ||/|| = ||/||oo. L'espace Jf°° est donc un cas
limite de ^v.

Exemple

L'ensemble C(C'), muni de la norme ||/||oo = sup \f(t)\, appelée norme uniforme
tÇC

ou norme infinie, forme un espace de Banach.

Pour illustrer le tout, nous avons

C(C') e ^00(C>) e ... e jf2(C') e ^ÇC).

<J
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Théorème 1.2.1 (Inégalité de Holder). Soient f £ Jfp(C) et g ç ^(C)

telles que l <:p, q < +00 et 1+1 = l (on dit alors que p et q sont conjugués/
Alors

fgç^{C) et \\fg\\,<\\f Ip ç

Théorème 1.2.2 (Lemine de Fatou). Soit {fr}o<r<i une famille de fonctions
mesurables positives sur C. Alors

+7T +7T

/ limmî fr(6) d6 < liminf / /r(0) d6.
/ r—>l ' ' r-4-1 /
-7T —7T

Théorème 1.2.3 (Fubini). Soient f : CxC —>• C et p,,\ des mesures complexes

sur C telle que f 6 ^^{Ç x C'). AZors,

fffd^x)d\{y} = fffd\W^x} = J'd^x)J'fdX{y) = f d\{y} f f d^x}

u

Théorème 1.2.4. Soient f ç ^fp(Cf) et T çC. Si nous posons fr{t) = }(t - r)
nous aurons alors,

+V +TT

l. lfr(t)dt= lf{t}dt VreC'.
—îr —7T

Nous disons que dt est invariante sous translation.

2.f^t)ç^{C}et ||M|,= 11/11,.
C'est ce qu'on appelle l'invariance sous translation de ^fp(Cf).

3. La fonction r ^ fr, à valeurs dans -êfp(C'), est continue, c'est-à-dire

Ve> 0, 3<î>0 tel que \T-TQ\ < S ^ ||/r-/ro||B < e.

Théorème 1.2.5. Soit {fn}^ une suite de fonctions mesurables sur C et

/ € Jfp(C') te^e cue fn{0) -^ f(0) presque partout et \\fn\^ -^ \\f\\y. Alors
\\fn-f\\^0-
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1.3. LES ESPACES DUAUX

Les preuves des résultats de cette section sont dans [Ash], [Jea] et [Rud].
Le concept de dualité étant au cœur de ce travail, il est essentiel de prendre bien

soin de définir toutes les notions pertinentes et de donner quelques exemples et

résultats majeurs de cette théorie.

Definition 1.3.1. Soit X un espace vectoriel sur C. L'application F: X —>• C

est appelée une fonctionnelle. De plus, F est dite linéaire si

F{ax + ^y) = aF(a;) + ftF^y) Va, /3€ C etV^;, y eX.

Soit X un espace de Banach. On appelle X' V espace dual (ou conjugé) de X
l'ensemble

X =={F: X ^-C F est une fonctionnelle linéaire continue}.

On munit X de la norme

||F||^=^up \F(x)\.
11^11^1

Ainsi défini, (X/, ||-|[^, ) est un espace de Banach.

Definition 1.3.2. Soit X un espace de Banach. On considère chaque x ç. X

comme une fonctionnelle linéaire x: X' —>•€ où xÇF) = F{x'). La topologie faible

étoile, est la topologie la moins fine sur X rendant continues toutes les fonction-

nelles linéaires x. On peut montrer que U est ouvert dans cette topologie si et

seulement si^f FQ ç:U,3e >0 et x^,... ,Xn ç. X tels que

n

Ç}{FeX'\ \F{xh}-Fo(xk)\<£}cU.
Â;=l

0
Soit {Fn}^WQ une suite d'éléments de X'. Il en suit que Fn converge vers F dans
X' au sens faible étoile (noté Fn -^ F) si et seulement si Fn(x) —> F(x) ^x ç X.
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Théorème 1.3.1. Soient X un espace de Banach, B = {F çX' \\F\\^i < l},
et {Fa} une suite généralisée dans B. Alors il existe une sous-suite de {Fa} et
un élément F ç B tels que cette sous-suite converge vers F au sens faible étoile.

u

Exemples

Voyons maintenant quelques exemples classiques d'espaces de Banach et de leurs

duaux.

Soit g G Jf?(C1) où l ^ ç< +00 et // une mesure complexe sur C.

L'application F: ^{Ç) —)• C oùpet g sont conjugués donnée par

F^f)=^ffgd^
e

est une fonctionnelle linéaire continue, c'est-à-dire Fg ç. (Jfp(C')) . De plus, nous
pouvons montrer que ||Fg|| = \\g\\q- Réciproquement, si F est une fonctionnelle
linéaire continue sur Jfp(C>) où l <p <: +00, alors il existe une unique fonction
g € Jfg(Cf) où j? et g sont conjugués telle que

F{f)=J'fgd^ V/eJfp(C)et ||F|| =
e

?

L'application g i-> Fg est un isomorphisme isométrique de Jfg(C') à (Jfp(C')) .
Nous dirons alors que le dual de ^fp{C) est Jfg(C').

Le cas p = +00 est un peu différent. Si p = l, alors le dual de ^fl(C1) est
^f°°(C'). Mais, sip= +00, alors le dual de ^f°°(C') contient Jfl(C) mais n'y est
pas égal.

Soit ^C = {p. \ fJ,est une mesure complexe régulière borélienne sur C }. Muni
de la norme \\p,\\ == |^|(C>) où

H(C)=sup<j^K^)|
n

{En} est une partitio.n de C î
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c'est un espace de Banach. Soit ^ G ^. L'application -F: C(C') —r C donnée par

w)=i/f^
est une fonctionnelle linéaire continue, c'est-à-dire F ç (C(C')) . De plus,
|[-F[| = [1^11. La norme de F est appelée la variation totale de fJ. sur C.

Réciproquement, si F est une fonctionnelle linéaire continue sur C(C'), alors

il existe une unique mesure complexe régulière borélienne p, sur C telle que

F^^f-fd^
e

et \\F\\ = ||/^||. L'application p. ^ F^ est un isomorphisme isométrique de ^f à

(C(C')) . Nous dirons alors que le dual de C(C') est ^.

Théorème 1.3.2 (Hahn-Banach). Soient X un espace de Banach, Y un sous-

espace vectoriel de X et F ç Y'. Alors

^G EX' tel que \\G\\^, = ||F||y, et G
Y
=F.

Corollaire 1.3.2.1. Va; € X 3FeX' tel que F(x) = \\x\\^ et |]F||^, = l.

(J
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Chapitre 2

PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS

ANALYTIQUES ET HARMONIQUES SUR LE

DISQUE UNITÉ

La lecture de ce chapitre n'est pas essentielle à la compréhension des espaces

de Hardy. Cependant, il constitue une bonne entrée en matière et soulève les

questions qui nous mèneront naturellement vers le cœur du sujet.

2.1. LES FONCTIONS ANALYTIQUES

Soit f: D —f C. À partir des valeurs de / sur C, nous voulons trouver les

valeurs de / dans D. Nous posons la question suivante: une fonction possédant

certaines caractéristiques est-elle entièrement caractérisée par ses valeurs sur le

cercle unité et si oui, comment récupérer ces valeurs?

Nous commençons avec le cas où nous avons une fonction analytique dans un

disque ouvert contenant D. C'est le cas le plus restrictif. Cependant, il est le plus

simple. Le problème est complètement résolu grâce à un résultat très connu de

l'analyse complexe.

Théorème 2.1.1 (Formule de Cauchy). Soient f: ^î ^ C telle que

/ £ Hol(O) etF C fl, une courbe simple fermée et rectifiable telle que l'mtérieur

de la courbe est inclus dans Cl. On a alors

!W = e-. S ^-.^
IY z — ZQ

\/ ZQ à l'intérieur de la courbe F.
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Ici, Çî=DRoùR>letr =C. Posons ZQ = reie oùO <r <let-TT < 0 <TT.

A l'avenir les variables r et 61 seront toujours considérées à l'intérieur de ces in-

tervalles.

Nous avons donc

V/eHol(D^), f^0)=
~? —~ —^

-1- Ï f(tL ..±.
2nJ l-re^-^uu'\

—7T

u

2.2. LES FONCTIONS HARMONIQUES

2.2.1. Le noyau de Poisson

Supposons maintenant que / ne soit plus holomorphe dans le disque DR mais

seulement harmonique. Nous agrandissons un peu la famille de fonctions pour

lesquelles nous voulons arriver à un résultat.

Nous avons f =u+iv oùu et v sont harmoniques dans DR. Puisque DR est

simplement connexe, il existe donc une fonction g analytique dans DR telle que

u = ^.g. Soit ZQ e D. Il existe un rayon B! > l tel que ,og ) e Hol(£>^). Par
la formule et le théorème de Cauchy, nous avons alors

l - ZZQ

g{zo)+0 = J_ f^Ldz+^- [ Z09{z} dz
27Tî J z — ZQ 2-jri J l — zzo
e e

l
9^)

2m
e

l , ZQ
Z — ZQ l — ZZo

dz

1 /'-/.A ^Ï-ZZQ+ZZQ- \ZQ\2'
= 2m J 9[z) [ {z - z,} Çzz - zz,)

e

1 y^^ \ l-i-zoi2 i dz
2m J g[z) [(z-zo)\z-zo)i T-

e
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Si nous posons z = eît et ZQ = reîe, nous avons maintenant
+7T

^•e) = i/M^ 1-r2

2r cos{0-t) + r2
dt.

—7T

1-r2

Posons Pr(0) == -:—^ \ —^. Nous avons alors
l-2r cos 0 +r'

u{reie) = 3Î [g{reie)] = 3î
+7T ~\ +TT

^ J'g{t)Pr(0 -t)dt^ = ^ fu(t)P,{e -1) dt.
—7T —7T

Donc,

+7T

Vue Har(Dfi), u, (0) = ^ /u(ï)P, (0 - t) dt.
—TV

Si / € Har(Djî) alors f =u+iv oùu, v ç Har(Dfi). Donc,

f{reie) == u(reie) + iv(reie)
+TT +7T

= ^/UWr(0-^dt+i^J'v{t)P^0-t) dt

—7T

+7T

—7T

Donc,

= ^ [[u(t)+w{t)]W-f)dt
-7r /(*)

'' ^—^

V/ 6 Har(^), /,(^) = ^ J'f{t)P^0 -1} dt.
—7T

Ainsi, il est possible de récupérer les valeurs d'une fonction harmonique dans

un disque contenant le disque unité grâce à ses valeurs sur le cercle unité.

La fonction

PrW

est appelée le noyau de Poisson.

1-r2

l-2rcos0+ r2 (2.2.1)
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2.2.2. Propriétés du noyau de Poisson

On remarque tout d'abord que

Pr(0) =^
n+reîe1

K
1+z

l-reiei ~^[l-z}

C'est la partie réelle d'une fonction analytique dans D; elle est donc harmo-

nique.

Le noyau de Poisson peut être écrit sous une autre forme:

n+re^1
P,(0) = SR

SR

SR

;1 - reie\
'+00

l (l + reie) ( E(ret')"
,n=0

+00

l+2^7-n^,ine

71=1

+00

= l+2^rncosn9
7i=l

+00

= l+^rneme+ ^ r-Y
—00

—n^inff

n=l n=-l

+00

^ r\n\eine.
n=—oo

Le noyau de Poisson a les propriétés suivantes:

l. Pr(0) est continue sur les cercles de rayon r < l.

2. Pr{9) > 0 Vr < l.

3. P,(^+27r)=P,(0).
+7T

4. ^- IPrÇ0)d6=l Vr<l.
—7T

5. P,{-9}=P^6).

6. Soit 0 <8 <TT. Alors, ïim Pr(0) = 0 uniformément pour S < \0\ < TT.
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Preuve

Les points l, 3 et 5 découlent de la formule (2.2.1).

2. Il suffit de remarquer que l-2r cos 0+r2 < 0 est impossible pour 0 <r < l.

4. Fixons r. On a

P,(0) = ^ rlnlem0 = ^"2" +^^"- l oùz= reie.
n=-oo n=0 n=0

Ces deux séries convergent uniformément pour ]2;| <r < l. Donc,

+/" 1 +/r±^ .. _ 1 ^ . .7.
tSP'wde=t!ïrwe'n'de=t^rw!e'eined6=l.

—7T —7T
.Tî=—00 n=—oo

—7T

6. Soit 0<5 ^\e\<7T. Alors

cos5 > cos [0| = cos0 =>
1-r3

<
1-r2

l - 2rcos6> + r2 l - 2rcos5 + r2

Urn sup |P,(0)|=0.
r-^1 5<\ô\<7r

0

Nous considérons maintenant la classe des fonctions C-harmoniques. Une fonc-

tion est dite C-harmonique si elle est continue sur le disque unité et harmonique

à l'intérieur. La classe de fonctions est une fois de plus élargie. Nous tentons

d'obtenir un résultat le plus général possible.

Considérons d'abord le cas réel. Soit u C'-harmonique. Considérons la famille

de fonctions {u^}o<^<i où Ut(z) = u(£z). Posons R^= ^ > l. Nous remarquons
que Ui e Har(Z5^ ) pour 0<^<letu^->u uniformément sur D lorsque t —fi.

Donc,

u(rety) = lim^(rety)

+7T

= lim^ fut(t}P,(e-f}dt
e^-i

—ÎT



n

15

+7T
l

ïï.mue{t)Pr(6 - t) dt (car la convergence est uniforme)
—7T

-+-7T

= -^ luÇt-)Pr{6-t)dt.
-7T

Donc,

+7T
l

Vu C'-harmonique, Ur{0) = — u(t')Pr{0 - f) dt.
—ÎT

Le prolongement au cas complexe est immédiat. Si f est C'-harmonique et

f == u+iv, alors u et v sont C'-harmoniques. Donc,

/(retfi) = u{reie~)+iv{reie)
+ÎT +'7T

'u(t)Pr{0 - t) dt + i^ lv(t)Pr(0-t)dt
—ÎT

+7T

—ÎT

[u{t)+iv{t)]Pr(0-t)dt.
N S/ —•

-' fw

Donc,

-1-7T

V / C-harmonique, /, (0) = ^ ^/(^)P. (^ - t) dt.
—7T

Nous avons vu qu'il est possible, grâce au noyau de Poisson, de récupérer les

valeurs de certains types de fonctions harmoniques dans le disque unité en ne

connaissant que leurs valeurs sur la frontière. Mais que se passerait-il si notre

fonction n'était pas définie à l'intérieur du disque?

2.3. LE PROBLÈME DE DlRICHLET

L>
Nous considérons la fonction / : Cf —> C. Selon les propriétés de / sur le cercle

nous voulons savoir s'il est possible de trouver une extension de f a, D telle que
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/ soit harmonique dans D. Le premier cas que nous regarderons est un problème

classique.

Le problème de Dirichlet.

Soit / : C —)• C, telle que / est continue sur C. Trouver une fonction C-harmonique

telle que ses valeurs sur le cercle soient f{eie).

Contrairement au problème précédent où / était C-harmonique, nous avons

seulement que / est continue sur le cercle. Elle n'est même pas définie à l'intérieur

du disque. Il s'agit maintenant de voir si pour toutes les fonctions continues

sur le cercle, il existe une extension sur le disque qui soit C'-harmonique. C'est

effectivement le cas.

Théorème 2.3.1. Soit f: C —>~R telle que f 6 C(C'). Alors, il existe une fonc-

tion F: D —^R telle que

l. Fl„ =
1c —

2. F e Har(£>)

3. F E C(D)

4. F est unique.

Preuve

Nous considérons d'abord le problème pour le cas réel. Soit u: C ^-R une fonction

continue. Posons

u

U(re18) = {

+7T

^- [u{t)Pr(0-t)dt si0<
—7T

,i9^uÇeie)

r < l

si r = l.

l. Par définition, nous avons bien U e= u.
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u

2. Il suffit de remarquer que

+7T F +1T+7T F +7T +7r

t b^6 -t'di= K | ^ /^r, ^I(t> + zt f^-. "^
—7T —7T —ÎT

où z = reie, (pÇt) = elt, d^(f) = eitu{t)dt et d^{t) = u{t)dt. Par le

théorème 1.1.1, c'est la partie réelle d'une fonction holomorphe dans D;

elle est donc harmonique.

3. Il suffit de montrer lim U(rev} = u(e }. Nous allons même montrer
re'P-^e'9

que la limite est uniforme. Posons M = \\u\\ . Par la continuité uniforme

de u sur C, nous avons

Ve> 0 35>OtelqueV0, i^G Cf, si |0-y>| < Valors [u(0)-'u((^)| < ^.

Soient e> 0,0 et y tels que \9—(p\< ^ et r suffisamment près de l pour
que Pr{0) < 4^- pour | < |0| < TT. Ceci est possible par la propriété 6 du
noyau de Poisson.

\UÇreiv)-u(0)\
+7T +7T

^ fu(t)P^ -t)dt- u{0) • ^ fP,(t} dt
—7T

+7T

—TV

(propriété 4 de Pr)

+TT +7T

^ J~u^ - f)P^t) dt-^ fu{0}Pr(t} dt
—ÎT

+7T

—7T

^J'[u(v-t)-u(0)]W)dt
—7T

+7T

^ ^- l\u^ -t}- u{0)\Pr(t') dt (propriété 2 de Pr)
—7T

= ^ ^\u(y - t) - u(0)\Pr(t)dt + ^ f \u^ - t} - u{6}\P,(t} dt
|t|<| |<M<^
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n

< rJïf'Twdt+2^-/f'^dt
M<| I^M^

2M ^
27T Y 4M
l^ltl^

(*)

< i!ïp^dt+i:

< e2-^/p^dt+Yr./dt=£2+e2=e.

—7T —7T

L'inégalité (*) est justifiée par le fait que si \(p - 0\ < j, alors
\V-t-0\^\y-0\+\t\<s^+^=S,et donc \u{y -t)- u{9)\ < |.
On a donc lim U(rei<fl) = u(eie) uniformément et U ç C(D).

re'P->e^

4. Supposons qu'il existe ui, ^2 deux solutions au problème de Dirichlet. Po-

sons u = ui -us. Alors, u est harmonique et identiquement nulle sur C. Par

les principes du maximum et du minimum pour les fonctions harmoniques,

nous avons, minu = max u == 0. La fonction u est donc nulle partout sur
zçD zçD

D. Donc, ui = U2 partout sur D.

L'extension du problème de Dirichlet au cas complexe se fait de façon tout à

fait naturelle. Soit f: C -^ C telle que / £ C(C) et / == u+ iv. Si [/ et 7 sont

les solutions du problème pour u et v respectivement, on pose l'extension de / à

D de la façon suivante :

F{reie) = U(rei0)+iV(reie)
+7T +7T

= ^/^}Pr(0-t)dt+i^J'v{t)P^e-f)dt

—7T —7T

^ [[u(t)+w{t)]P,{6-t)dt.
-' /(<)

0

e'
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Donc,

V/ £ C(C'), l'extension de f à D donnée par

fr(e)=^p(W(0-t)dt
—TV

est l'unique solution du problème de Dirichlet.

2.4. EXTENSION HARMONIQUE DES FONCTIONS DANS ^p

Supposons maintenant que la fonction / ne soit plus nécessairement continue

mais seulement un élément de ^P(C) où l ^p < +00. Le noyau de Poisson nous

permettra-t-il encore de trouver une extension harmonique de cette fonction?

Théorème 2.4.1. Soient f e Jfp(C1) et l <,p < +œ. Posons l'extension de f

àD

u

f(rei8)=fr(0)={

+ÎT

'f(t)Pr(0-t)dt si0<r<l
—7T

f{eîe) = f{0) si r = l.

Nous aurons alors les propriétés suivants:

l. f çHar(D).

2. \\fr\\, < 11/11, Vr.

3- ||/r - /||p ^ 0 lorsque r ^ l.

4. Si f est continue en eieo, alors f (re18} —r f(eieo) lorsque re eîô°.

Preuve

l. Identique à la partie 2 du théorème 2.3.1.
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2. Soient r fixé, / G Jfp(C') et ç le conjugué de p. Par le corollaire 1.3.2.1, il

existe une fonction g e ^fg(C1) telle que 5 „ = l et
+ÎT

IIMIp = ^/frW9{0)d0
—7T

+7T/ +7T

= ^f[^ff{W(9-t)dt^g{e)d0
—ÎT \ -7T

+îr/ +ÏT

' tf[^fw-twwdt)^d0

—7T \ —V

+ÎT/ +7T

< ^- [[^- \f{0- t}g(6} | d0 Pr(t) dt (théorème de Fubini)
—TT \ —7T

ll/^lll
+-T

<: ^f\\ft\\p\\9\\,PrÇt)dt (inégalité de Holder)
—7T

= \\ft\\p=\\f\\p- (propriété 4 de P,)

3. Soit e > 0. Par le théorème 1.2.4, 35 > 0 tel que \t\ < S ^ \\ft - f\\p < j.
Soit r suffisamment près de l pour que Pr(t) < -^^- pour S < \t\ ^ TT.

Soit / e ^?p et q le conjugué de p. Nous avons fr-fë Jfp. Encore une fois,

llg = l et

+7T

par le corollaire 1.3.2.1, il existe une fonction g ç. ££q telle que ||5i||

\\fr-f\\,=^/[frW-fm9Wd0.
Aussi,

—7T

+71- +7T

frW-f{0) = ^ î{W{6-t}dt-î{e}-^ p,{t}dt
—TV

+7T

—ÎT

= ^f[f(e-t)-f{0)]p^t)dt.
—7T
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u

+ÎT

Ona||/.-/||, = ^f[fr{ô)-f{e)]g{0)d0
—7T

+7T/ +7r

= ^/[^/[f{0-t)-fWWt)dt^g{e}d0

—TT \ —7T

< i!{if^-^-w
-7T \ -7T

d6 l Pr(t)dt

\\{ft-f)9\\,

< ^ [\\9\\g \\ft - f\\p Pr{t) dt (inégalité de Holder)
—7T

= ^/^-npp^dt+^ /\\ft-f\\pPr{t)dt

+7T

\t\<S S<\t\<^

< sup||/,-/||,+2||/||^sup PrÇt)
\t\^S '" '"S<\t\^
£ £

< j+i=e-
4. Identique à la partie 3 du théorème 2.3.1.

0

Passons au cas où nous avons / ç J?00(C'). Nous considérons ce cas séparé-

ment. Bien qu'il soit toujours possible de trouver une extension harmonique à

notre fonction, certains résultats que nous obtenons différent du cas où p était

fini.

Théorème 2.4.2. Soit f e J?00(C'). Posons l'extension de f à D
+7T

^- (f{t}Pr(e-f)dt si Q
—7T

f{rele)=U9)={
/(^) = fw

Nous aurons alors les propriétés suivantes :

l. f ç Har(D).

<r < l

si r = l.
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u

<
''-lloo ^ 00

pour 0 <r < l.

S- fr -^ f c'est-à-dire

+7T +7T

im ^ //r^5^ ^ = ^ //W^W ^ v^ ^l(c')-
—TV —7T

Preuve

l. Identique au théorème 2.3.1

2. Soit r fixé.

\frW\ =
l

27T

+ÎT

f{t)Pr(e-t)dt
-ÎT

+7T

^ ^/\fWW-t)\dt
—7T

= \\fPre\\^\\f\U\Pre\\,= 00

Et donc sup |/,(0)|=[|/,||^< ||/||^.
eec

e3. Soient g G Jfl(Cf) et r suffisamment près de l pour que \\gr - g\\^ < j^j—.
Ceci est possible par la partie 2 du théorème précédent. On a

+7T +7T

^ffrWg{e)d0-^p{6)g(0)d9
—7T —7T

+ÏT/ +ÎT+ÏT/ +îi- \ +7r

à / à /f^p^e ~t)dt]9W de~^ ff^wde
-7T \ —TV

+7T / +7T

—7T

+7T

^ /nt) ^ /9WP^ -^de] dt-^ ffWsW de
—7T \ —7T

+7T

—7T

+7T +ÎT

^ff(t)gr{t)dt-^J'fÇ0)gWd0
—7T —7T
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0
+7T

^ fW[gr{0)-g{0)]de

<è
—7T

+7T

f{e)[g^0)-g{0)]\d0
—7T

= \\f(9r - 9)\\, ^ ll/lloo 11^ - ^lll < e. (inégalité de Holder) 0

2.5. INTÉGRALE DE POISSON D'UNE MESURE SUR C

Jusqu'à présent, nous avons vu que l'extension harmonique d'une fonction du

cercle unité au disque unité consistait toujours à évaluer l'intégrale de Poisson de

cette fonction. Que pouvons nous dire de l'intégrale de Poisson d'une mesure?

Théorème 2.5.1. Soit ^ une mesure complexe borélienne sur C. Posons

+7T

f(reie)=f^)=^Jw-t)d^t).
—7T

Nous aurons alors les propriétés suivantes :

l. f ç Har(D).

2. Il existe une constante M € R telle que ||/r||i < M pour 0 <,r < l.

3. d^r(6) -^ d^(0) où dp,r == fr{0)d0 c'est-à-dîre

+7T +îr

h^ ^ ^(0)/.(0) ^ = ^ ^(0) d^t) \/g e C(C7).
—7T —7T

Preuve

l. Identique au théorème 2.3.1.
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2. On considère d'abord le cas réel. Soient A une mesure réelle sur C et Ur

l'intégrale de Poisson de cette mesure. Soit r < l fixé. Par le corollaire

1.3.2.1, il existe une fonction g ç ^?00 telle que 00
= l et

+7T

lur"1 = ^/urW9Wde
—ÎT

+7T/ +7T

^f^fPr(6-t)d\(t)^g{e)d9
—7T \ —7T

+ÎT/ +7r

= ^- [i e- [sWPr^ -t) de} d\(t) (théorème de Fubini)
-7T \ -7T /—7T \ —7T

+7T/ +ÎT

^ ^/[^/}9wpr{e~t)}de]d}x}(t)
—7T \ —7T

II^Flll < \\Pr\\,
|A[(C7) _ ||A||

00

/

= l

< +00.
27T 27T

Passons au cas complexe. Soit p. = X+ivla, décomposition de p,. On a alors

+7T

/(reî0) = ^fP,{6-t}d^
—7T

+7T+7T +îr

= ^- IPr{ô-t)d\+i^- lpr{6-t)dv
—ÎT —7T

= u(reîy)+w(reîs).

Donc, ||/,||, ^ \\u,\\, + ||^||i < ^-(||A|| + 11^11) Vr < l.
3. On considère d'abord le cas réel. Soient g GC(C'), À une mesure réelle sur

C et Ur l'intégrale de Poisson de cette mesure. Posons d\ = Ur{0}d0.
+7T +7T/ +îr

^^j'g(0)u^0)d0 = ^^^^^Pr(6-t)d\Çt)^g{0}d0
-7T -7T \ -7T /
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lim
r-fl

+7T/ +7T

^- [{ -^- (s^PAQ -t}de\ d\(t) (théorème de Fubini)
-7T \ -7T

+ÎI-

= U^^/,,(() dA«)
—7T

+ÎT
l

lim 5r(0) d\(0) (car la convergence est uniforme)
2yr./ r->i

—7T

+ÎT

= ^ g[e}d\{6}.
—7T

Passons maintenant au cas complexe. Soient ^ = \+iv \a décomposition

de ^et ^ e C(C'). On a alors
+ÎT F +7T +ÎT

Yim^J'gÇe) fr(0) dO = hn^ ^^(0)^(0) d0+z^ ^(0)^(0)^
—7T -7T —7T

+7T +îr

= ^J'gÇ0)d\(9)+i^^g(e)d^0}
—ÎT

+7T

—7T

= ^fgWd^O). 0

—7T

2.6. LES FONCTIONS HARMONIQUES QUELCONQUES

Dans la section précédente, nous avons vu que l'intégrale de Poisson d'une

fonction ou d'une mesure sur C était harmonique. Etant donnée une fonction

harmonique quelconque dans le disque, nous voulons savoir quelles sont les condi-

tions nécessaires pour qu'elle soit l'intégrale de Poisson d'une certaine fonction

ou mesure.

u
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Théorème 2.6.1. Soit f G Har{D}.

l. Soit \ <p <_ +cx). S'il existe une constante MGR telle que \\fr\\p < M \/ r,
alors il existe une unique fonction F G Jfp(C') telle que

+ÎT

fr(6)=^^FÇt)Pr(0-t)dt.
—ÎT

2. S'il existe une constante MGR telle que \\fr\\^ < M. \/r, alors il existe

une unique mesure complexe p. sur C telle que

+7T

w=^/w-t)d^
—7T

Preuve

l. Nous regardons d'abord le cas réel. Soit u une fonction réelle et harmonique

dans le disque unité. Soit {rn}^ une suite telle que r-n < l pour tout n > l

et r^ —>• l- On pose Un(z) = u(rnz)- On peut supposer que ||un||p <: l pour
tout n > l c'est-à-dire la suite {un} est dans la boule unité de ^p qui est

le dual de Jfg où p et g sont conjugués. Par le théorème 1.3.1, il existe une

sous-suite {u^}^ telle que u^ -^ U où U est aussi dans la boule unité
de Jfp, c'est-à-dire

+-"- +7T

,um, à /un^9^ de=è,T /u^9^ de v5 e ^-
—ÎT —7T

Posons Rk= ^— >1. On a u^ e Har(û^) VA;.
On a alors

u,(0) ^u(ve10)
.um»u».(r<-a)
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+7T

' ^i/u^p^-t^t
—7T

+7T

= ^r [u (t) Pr Ç0 -1) dt (car P, ç Jf?).
—7T

Considérons maintenant le cas complexe. Si |[/r||i < M, alors

\Ur\\-^ et ||z'r||i < M et donc il existe des fonctions U et V E j?p telles que

u et v soient les intégrales de Poisson de [/ et Y respectivement. On a alors

f(rei9) = u(reie) + iv(reie)
+7T +7r

= ^/UWPr^-t)de+^fvWW-t'lde

—7T

+ÎT

—7T

= e [lU(t)+zV(t)]P^6-t)d0.
- F(^)

u

Nous prouvons maintenant que la fonction est unique. Supposons le contraire.

Il existe F et F telles que / soit l'intégrale de Poisson de F et F. Alors

\\F -F\\,^ \\fr -F\\,+ \\fr - F||p -> 0 et donc F = F

2. Soit {rn}^ une suite telle que r^ < l pour tout n ^ l et 7-n —>•!. On

pose dp,r{0) = fr(0)d0. On suppose que \\fr\\^ < l pour tout r < l et

donc \fJ.r\(C) == 11^11 <, l c'est-à-dire la suite {p,r} est dans la boule unité

de ^ qui est le dual de C(C'). Par le théorème 1.3.1, il existe une sous-

suite {^r»;}^ telle que /^r^ —> // où ^ est aussi dans la boule unité de M,
c'est-à-dire

+ÎT +7T

,_lim_ ^ /p(0) d^(0) = ^ /^(0) ^(0) V^ 6 C(C7).
k^+oo

-7T —ÎT
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Posons Rk= -,1- > let f^(z) = uÇrkz). On a f^ e Har(D^) pour tout
t

k. Nous avons alors

u,(0) = £mJ^re^
- £m^re")

+ÎT

= £m^J^tw9-t)dt
-7T

+7T

= ^ifp'^-t^r^
—7T

+7T

= ^fPr{6-f}d^(t} (car P, e C(C')).
—7T

u

Nous prouvons maintenant que cette mesure est unique. Supposons le

contraire. Il existe \ et v telles que u soit l'intégrale de Poisson de A et

de v. On a alors

+ÎT

^J'P,(0-t)d(\-^=0
—7T

Posons // = A-^. Il nous faut montrer que ^ = 0. Soit g 6 C(C'). Posons

+ÎT

F(/) = -^fsWd^ô
—7T

+7T

= ^J'Yim^{6)d^0)
—7T

+7T
l

= lim— ^gr(0}dp,(0} (car la convergence est uniforme)
r->l

—7T
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lim
r-4.1

+ÎT/ 4-7T

^/[^/9^We-t)dt] dM
—7T \ -7T

^f{è,/p^-t)d^}^)dt
—7T

(théorème de Fubini)

0

Donc, FÇg) =- 0 pour g £ C(C'). Or, nous savons que F est un élément du

dual de C(C7) et ||F|| = ||^|| == 0. Donc, ^ = 0. 0

Remarque 2.6.1. Soit / e Jfp(Cf). Posons d^Ç0} = f(0}de. Alors ^ est une

mesure complexe. Donc, on peut écrire

+7T +7T

f{reie) = ^ Jf(W{e -t)dt=^ J'W - t) d^t) V/ e ^(C).
—7T —7T

C'est-à-dire que toutes les fonctions / 6 ^?p peuvent être écrites comme l'intégrale

de Poisson d'une mesure complexe.

L.-

2.7. COMPORTEMENT AU BORD DES INTÉGRALES DE POISSON

Nous avons vu que les intégrales de Poisson de certaines fonctions sur le cercle

définissaient des fonctions harmoniques dans le disque. Nous voulons maintenant

savoir comment ces fonctions se comportent sur le bord de D et s'il existe un lien

entre ce comportement et leur fonction associée. Nous allons voir qu'effectivement,

il existe un lien très fort.

Definition 2.7.1. Soit jj,: C -^ C une mesure borélienne complexe. Soient

eieo e C'et J un intervalle ouvert de C contenant e100. On dit que /^ est différen-

liable en eieo et que ^(eîeo) = A si

i M
V£>035>0 tel que m(7) <S

m(T-)
-A <£
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où m(J) est la mesure de Lebesgue de l'intervalle I. Toute les mesures boréliennes

complexes sur C induisent une fonction à variation bornée par la relation

/(0)=^(]-^]).

Si / est la fonction à variation bornée induite par /^, on aura alors

p,'(eieo) = A <=^ f'(eif)o) = A.

Théorème 2.7.1 (Fatou). Soient p, une mesure borélienne complexe sur C, f

l'intégrale de Poisson de p, et OQ tels que ^ (0o) existe et est finie. Alors,

lim/,(0o)=^'(0o).

Preuve

La mesure jj, est induite par une fonction à variation bornée sur [ —TT,^] que nous

noterons aussi /u. Sans perte de généralité, on supppose que la dérivée de la mesure

p, existe et est finie en OQ = 0. De plus, la dérivée symétrique de la fonction à

variation bornée p, existe en 0 c'est-à-dire

^9)-^-0)
^'(0) = [im

8^0 20

On remarque aussi que

\W}\= 2r sin 0(1-r2)
(l-2rcos0+r2)2

<
2r(l-r2)

Çl-2rcosS+r2)2
0 pour 0<5<\0\<7T

Soit £>0,35>0telque0<t<5
M-^-0) ,,

20 -^/(0) <
TTV^
3 '

La fonction p. étant à variation bornée, elle est forcément bornée. Donc, il

existe une constante M çR telle que |^(6')| < M pour tout 0 G [-TT,-^].

Soit r suffisamment près de l pour que

PrW <
e

3|/.(7T) - ^{-^ - 2^(0)7T
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P:(0)1 < min {^, e

6Z '3(M+|^/(0)|7T)

1/.(0)-^/(0)|
+7T +7T

^ y?,(0) ^(0) - ^/(o) . ^ yp.(0) ^
—7T

+7T

—ÎT

^ W)[d^0)-^'(0)d0]
—7T

+7T

P,(0) [M - ^'{0)0]\ - ^ f[^e} - /./(o)0]p;(0) de
—7T

< P,(0)|A((7T)-^(-7T)-2^(0)7r +

+7T

^ l[M-^'(0)9W0)d6
27T

—7T

<1+

-e^

l

2^

l
[^0)-^'(o)9]W)d6+^ l [M-^'W0We)d0

\0\<5

s

2^
s<\e\<7r

0

ï ^+1,
3 ' 7T.

^ / [M ~2^~e) - ^(0)] ^~p^ de+t/ ^e) ~ ^'Wp^ de
s<\e\^

^)-/^(-0) ,,
20

- ^'(0) \ô\\W)\de+^ [\M-^W0\\W)\de
27T
5<\e\<7r

e< l+^^-<-^'<+(M+i'-'(°)M'3(M.mw = £. 0

u

Corollaire 2.7.1.1. Soit / e ^PÇC). La limite de l'intégrale de Poisson de la

fonction / existe presque partout sur C et presque partout, on a

lim/,(0)=/(0).
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De façon plus générale, la limite de l'intégrale de Poisson d'une mesure complexe

/J, existe presque partout sur C et là où elle existe, on a

ï[mfr{0)=^'(0).

Preuve

Soit dp, = fd0 + d^s la décomposition de Lebesgue pour ^. Puisque p, est in-

duite par une fonction à variation bornée et que ces dernières sont différentiables

presque partout, alors p, est difFérentiable presque partout et ^ = / presque par-
tout. Par le théorème de Fatou, on a le résultat voulu. Zl

Corollaire 2.7.1.2. Soit / 6 Har(û) et l <p <: +00. S'il existe une constante

MGR telle que ||/r|| <: M pour r < l, alors la limite radiale

h^/,(0)=F(0)

existe presque partout et F £ ^?P(C').

A) Si l <p <: +00, alors / est l'intégrale de Poisson de la fonction F.

B) Si p = l, alors / est l'intégrale de Poisson d'une mesure complexe /J, dont la

partie absolument continue est F(0)d9.

Remarque 2.7.1. Dans le cas A) du corollaire précédent, on peut récupérer la

fonction / grâce à ses valeurs sur la frontière. Si / est l'intégrale de Poisson d'une

mesure complexe quelconque, ce n'est pas toujours le cas. Le cas le plus simple de

représentation où la partie singulière de p, est non-nulle est lorsque fr(0) = Pr(6}-

En effet, UmPr(^) = 0 = p,'(9) partout sauf en 0=0. On a donc
r-rl

p,
r

+7T +7r

(0) = ^- /p,(0 - t)^\t) dt+^- {Pr(e - t)27T d5(t)
27T J 27T

—7T —7T

où S est la mesure de Dirac.
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Definition 2.7.2. Soit 0<o; < I. On trace le secteur ayant pour sommet le
point e16 symétrique par rapport au rayon passant par l'origine et eie. On trace

ensuite les deux droites perpendiculaires à la frontière de ce secteur et passant

par l'origine. On note Sa{0) la région ainsi délimitée, (voir Fig. l) On dit que z

tend vers e16 non-tangentiellement si z ç S a(0) et 2; —)• eie.

ie
e

a

SaW

FIG. l -. convergence non-tangentielle

c^

Remarque 2.7.2. Dans l'énoncé du théorème de Fatou ainsi que dans ses corol-

laires, on peut remplacer les limites radiales par des limites non-tangentielles. La

preuve est dans [Koo]

Dans ce chapitre, il a été question de la caractérisation des fonctions harmo-

niques sur le disque unité dont les normes ||-||p où l ^p < +00 restaient bornées,
ainsi que d'extension harmonique de fonctions du cercle au disque. Nous avons vu

que ces fonctions possédaient toutes une fonction limite définie presque partout
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sur le cercle et, dans les cas oùp > l, nous pouvions récupérer les valeurs de nos

fonctions par l'intégrale de Poisson de ces fonctions limites. Cependant, comme

nous venons de le voir, ce n'est pas le cas pour p = l.

Nous n'avons travaillé qu'avec des fonctions harmoniques. Nous pouvons nous

poser la question : quels seraient alors les résultats si nous n'avions que des fonc-

tions holomorphes? Ceci nous mène directement à la définition des espaces Hp

que nous abordons dans le prochain chapitre.

0
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Chapitre 3

LES ESPACES ffl

Dans ce chapitre, nous ferons une introduction aux espaces de Hardy. Nous

présenterons d'abord quelques caractéristiques de base de ces ensembles. Ensuite,

nous porterons notre attention aux éléments mêmes de ces ensembles. Les carac-

téristiques et propriétés démontrées nous mèneront au chapitre suivant portant

sur la dualité.

3.1. UN PREMIER CONTACT

Commençons d'abord par définir les espaces Hp et leurs analogues réels, les

espaces hp.

Definition 3.1.1. Soit 0 < p < +00.

Hp - ^/:Û^C|/eHol(û), sup||/,||,<+ooj>;
H'x = <;/:û-^C|/€Hol(D), sup|/(-^)|<+oo}>;

z^D

hp = <ju: D-^-R l u€ Har(D), sup||ur|| <+00^;
r<l

h°° = <ju: £>^R l u€Har(D), sup|u(^)| <+oo}>.
zçD

La définition de H00 n'est pas différente de celle de Hp. En effet, si nous posons

2 = rete, nous avons suplj/rlloo =: SUP SUP l/r(0)l = SUP 1/(2;)1-
r<l r<l -7T<9$7T zçD

e^
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Definition 3.1.2. Soit u: fl, —> [—00, + oo[ où Q, est un domaine borné et u G

C(fî). On dit que u est sous-harmonique si pour tout domaine E tel que E C ^î,

pour toute fonction U harmonique dans E et continue dans E telle que u < U

sur la frontière de E, alors u <^U partout dans E.

Nous avons la caractérisation suivante : u est sous-harmonique si et seulement

si pour tout point ZQ G ^î, il existe un rayon po tel que D(zo,po) C ^î et
+7T

uÇzo) ^ ^- lu{zo + peie) de Vp < po.
—7T

Voici quelques exemples de fonctions sous-harmoniques :

l. Soient / 6 Hol(I?) et 0 <p < +00. Alors, \f{z)\p est sous-harmonique

dans D.

2. Soient u ç Har(-D) et l <p < +00. Alors, 'u(^) p est sous-harmonique

dans D.

Voici maintenant quelques caractéristiques de ces ensembles de fonctions.

Théorème 3.1.1.

A) Les ensembles Hp et hp munis des opérations usuelles d'espaces de fonctions

sont des espaces vectoriels.

B) Si f est holomorphe dans D alors f e Hp ^^ SR/ et Qf ChP.

C) Hq $ Hp pour 0<p<q^ +00.

D) Soit f ^HP où0<p< +00. Si n ^ 7-2 < l, alors \\fr,\\y <, ||/,J|p.

Preuve

Les points A) et B) étant facilement vérifiables, nous ne prouverons que les points

C) et D).

G) Commençons par les cas où ç = oo. Soit / 6 H00. Alors,

\\fr\\p=:[^f\frWde] ^[^/yr^de] =:ll/rlL-
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Et donc, sup J'r n < sup /(-z) < +00. Considérons maintenant le cas où
r<l ' zç-D

g < +00. Soit / G H". On remarque que j+a^ = l, |/.|p G-ê?^ et
g

l e jfï-p. On a donc

p
+? \ î

\\fr\\p, = II \fr\p • l 111 < \\\fr\p\^ l|l||^ = ^/(l^lp)^0 = 11^ p
ç

Par conséquent, sup||/r|| ^ sup||/r||o < +00 et / € Hp. On montre
r<l '" r<l

maintenant que l'inclusion est stricte.

Soit p' tel que 0<p<p<g^ +03. On pose

l
fp'^} =

(1-^)7

Alors, fp, e HP. En effet,

+-"• +7T

IP —
h'r\\p = d0

27T y 11 _ yeî0|7 "'" ~ ÎTfj \r- rei9\Ï1
-7T• ' -7T

+ÎT ÎT

—^ ( . ln.^de=—}^- { ——rde
27Tr? Y |2 sin j| ^ "'" - {2r)7^ J (sin j) ^

—7T 0

2 f l

(2r)^7r7 (sin 0)^
d9<

2
i
f±

r^TîJ 07
0

d6.

0

Cette intégrale impropre converge car £ < l. La dernière inégalité est

justifiée par le fait que sin 0 ^ j pour 0< 0^ j. Siç< +00, puisque
^ > l, ona fpi ^ lî9'. Si ç = +00, la fonction fpi n'est pas bornée, et donc

fp' i HCO.

D) Si p = +00. Par le principe du module maximum, on a

11/nlloc- sup J/(^)|< sup J/(^)|=||AJL.
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Si 0 <p < +cx). Soit g la solution au problème de Dirichlet avec valeurs au

bord \f\p\r.fn^Y Or; \f\p est une fonction sous-harmonique dans D, donc

\f\p < g dans D^. Donc,

+71- +7T

11/nlÇ = ^f\fr^\pd0<^J'g^0)d0=g{0)
—7T —7T

+ÎT +îr

= ^/9rMde=^f\frM\pde=\\u\IPr2\\p • 0
—7T —7T

Théorème 3.1.2. On munit Hp de la norme suivante:

||/||^ = SUp\\fr\\p=bï^\\fr\\p {pOUrl^p<+Oo)r^.1

H^ = SUp\f(z)\.
zeo

Muni de cette norme, c'est un espace de Banach.

Preuve

Soient {fn}^ une suite de Cauchy dans Hp, z, r et R tels que \z\<r < R <1.

Soit e > 0. Alors, il existe N tel que m,n > N ^> \\fn - fm\\Hp < £^L- Oîl a

fn(z)-Uz) = ^^ /n(c^uc)dC (formule de Cauchy)
+7T

,10'1^-^)1 < ^JMRe^-_UR^^ (on pose C = Rew)
—7T

\fn^)-U^\ <
R

R-r
R

"n-R -- J'mR\\\

< -R— \\înR- fmR\\p (inégalité de Holder avec ^ = l)

<

R-r
R

R-r \\fnn - f.mp HP< £

La suite {fn}nwi est uniformément Cauchy sur Dr. Elle converge donc uniformé-

ment vers une fonction / ç Hol(ûr). Or, r est quelconque, la suite converge donc
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ponctuellement sur D vers une fonction / ç Hol(D). Aussi,

11/". - fr\\p = JAm_ 11/". - /mj|p < J_Un_ \\fn - /^||^ < £ pOUr 7- < l
rn—f+oo m—f+oo

Donc, .lim||/n, - fr\\ = \\fn - f\\iip < £• 11 ne reste qu'à montrer que / ç Hp.
Soit n assez grand pour que \\fn, - fr\\ < e. Alors, \\îr\\p < [|/n. - /r Iip + 11/nJlp
et donc HP<£+ \\fn\\HP < +°°• 0

A partir de maintenant, on considérera toujours que p> l.

u

3.2. LES FONCTIONS LIMITES

Certains résultats de cette section seront utilisés sans être prouvés. Pour plus

de détails, voir [G&K].

Les éléments de Hp sont des fonctions définies sur D. Nous pouvons nous

demander comment se comportent ces fonctions au bord de D. Comme dans le

chapitre précédent, nous regarderons la limite radiale.

Théorème 3.2.1. La limite radiale de f E Hï> existe presque partout sur C.

Preuve

Soit p, une mesure borélienne complexe sur C. Nous savons déjà par le chapitre 2

que

4-ÎT

frW = ^ fPr[0 - t} d^t) ^^ / G Har(û) et s^p \\fr^ < +00
—7T

Il est possible de montrer que toutes les mesures complexes boréliennes sont in-

duites par une fonction à variation bornée et qu'inversement, une fonction à va-

nation bornée induit une mesure borélienne complexe. Par le théorème de Fatou,

la limite radiale d'une fonction u ç h1 existera presque partout car une fonction

à variation bornée est différentiable presque partout. Nous savons que si / G Hp,

alors SR/ et Qf ç hp. Finalement, puisque hp C h1, nous concluons que la limite

radiale d'un fonction f ç Hp existe et est finie presque partout. 13
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Définissons / la fonction limite de / de la façon suivante :

lim fr (0) si la limite existe

0 sinon

Que pouvons nous dire sur cette fonction? D'abord, nous remarquons que c'est

une fonction mesurable. En effet, la dérivée d'une fonction à variation bornée est

mesurable et presque partout, on a l[rafr{0) = ^ (0)-

Théorème 3.2.2. Les limites radiales d'une fonction de Hp définissent unefonc-

twn de JfP.

Preuve

On ne fait que le cas l <: p < +00, le cas p = +00 étant trivial. Soit / la fonction

limite de / G Hp. On a

+7T +7T

11/11^ = ^f\m\pd0^^^m^\frWd0
—7T —7T

+ÎT

< liHunf^y|/,(0)|^0=linunf||/,|Ç= 11/11^.
—ÎT

L'inégalité est justifiée par le lemme de Fatou. 0

Definition 3.2.1. Soit {an}^ une suite de nombres complexes. On dit que le
+00

produit j | an converge si
n=l

l. Il y a un nombre fini de termes nuls.
AT

2. VA^o tel que a^ / 0 pour tout n > NQ, alors _lim | | a^ existe et est
N-^+oo

n=No+l
non nulle.

+oo +oo /NQ \ / N

Si I I an converge, on pose | | On= | | | On l l ..lim II On l •
N->-+oo

n=l n=l \n=l / \ ' n=No+l

11 est important de remarquer que la limite ne dépend pas du choix de Ny.
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De plus, nous avons les résultats suivants:
+C!0 +00 +00

^ \an\ converge <^=> II (1 + la"l) converge ^ JJ (1 + "n) converge .
n=l n=l n=l

+00 +00

l — On converge =^ un converge . (3.2.1)
n=l n=l

Théorème 3.2.3. Soit la suite {ftn}^ telle que 0 < |ai| ^ |a2| ^ ••• < l et
+00

^(1-|^[) <+00.Posons

n=l

+00

B^=zkY[^^—z- k>0.

n=l
ànZ

On a

l. B{z) converge uniformément sur Dr pour r < l et B ç. HolÇD).

2. B{z} n'a pas d'autres zéros que z = 0 de multiplicité k etz = a^de

multiplicité égale au nombre de fois que le terme an apparaît dans la suite.

3. \B{z)\ < l pour \z\ < l.

4. \B(eie)\ = l presque partout.

La fonction BÇz) est appelée un produit de Blaschke dans le disque. La suite
{an}^^[ peut être finie et même vide. Dans ce cas, B{z) = zk, et si À; = 0, alors
B(z) = l.

Preuve

+00

l. Nous montrons que
n=l

l
Qn\ On- Z
On l - ànZ

Soit |2;| <-R< l. On a alors

1-
un. l On. - 2:

On l - àr,Z

an + On\Z

On (l - OnZ)

converge uniformément sur DR.

1+R.
(l-Kl) ^^(i-Kl)

+001+R
+00

Par hypothèse, ^ ^ ^(1 — |an[) converge et donc
n^îl~R n^l

1- a.n\ an- z

On l - ÛnZ

converge uniformément par comparaison.
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Pour montrer que BÇz) est une fonction holomorphe, il suffit d'utiliser le

résultat suivant:

Lemme 3.2.1. Soit {fn}^ telle que /„ G Hol(D) et ^ |l-/n(^)| converge
uniformément sur les compacts de D. Posons

+00

n̂=l

+00

F^=^[UZ).
n=l

Alors ce produit converge uniformément sur les compacts de D et donc

F G Hol(£>). Finalement,

FÇzo) = 0 <=^> 3 no tel que /no(-zo) = 0.

an\ 0'n ~ z
notre cas, nous avons fn[z) = —^-^ —.

dn -l- — 0'n^

2. Par la dernière partie du lemme précédent, nous avons le résultat voulu.

3. On a

On- Z
< l pour n>0et z E D.

l - OnZ

Donc, B(z) < l pour tout z ç D.

4. Par définition, nous avons B G Hco. La limite radiale de B existe donc

presque partout. Posons B(éie) comme étant la fonction limite de B(z).

Puisque \B(z)\ < l, alors |B(eîe)| ^ l. On veut montrer que \B(eie)\ = l

presque partout. Posons

B[z} \âk\ âk-z/»w=^où^)-^n^^^.^n[z) "' ' ^ ak l- akZ

On remarque que / G H°° et que Bn—^ B uniformément sur les compacts

de D. Si \z\ = l, alors lafcl a-k-z
Ok 1-a.kZ

= l. Donc, Bn[e } = l. Nous savons que

si / e H°° C H1, alors ||/r|li < ||/||i où / est la fonction limite de /. On a



43

0

donc

+ÎT

^-f\
^j\

B(reie)
Bn{reie}

d0 <
l

+ÎT

27T71
B(ei6)
l

de

—ÎT

+ir

."^è 1}
n-++oo

B(reie)

—7T

+7T

À, lim
27T ./ n-i'+oo

—ÎT

+7T

Bn(rei9)

B(reie)

-ÎT

+7T

do < ^f\B(el8)\d0

BnÇre^

—7T

+7T

d0 <, ^- (\B{eie}\d6
—7T

+7T

Ainsi, l < ^- [\B{ei8)\d0 < l, c'est-à-dire ^- l\B{ei9)\d6 = l. Puisque
—7T —7T

\B(ei8')\ <, l, nous pouvons conclure que B(eie) = l presque partout. 0

Théorème 3.2.4. Soient f ^Hp {l <p^ +00) et {an} les zéros non nuls de

/. Alors
+00

^(l-|a,|)<+oo.
n=l

Preuve

Puisque Hp C Hl, il suffit de démontrer le résultat pour H1. De plus, sans perte

de généralité, nous pouvons supposer que /(0) 74 0. En effet, si / a un zéro d'ordre

m à l'origine, nous posons g(z) = —^—. Nous aurons alors p(0) 7^ 0 et les zéros
z

de g seront exactement les zéros non nuls de /. Aussi,
+7T +7T,

MH-=!L°i^/M")l<i9=!ï°è^
r'-ïî 27T ^4'î 27T y

frW
rm^imff

l
^=lim^ll^lll=ll^-

r->l r

—7T —7T

Pour prouver le théorème, nous aurons besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 3.2.2 (Formule de Jensen). Soient / e Hol(Z?r) telle que

/(0) / 0 et ai, 02, ... , On les zéros de / dans D{0,r) dénombrés avec leur

multiplicités. On suppose que \âk\ < r pour k = l, 2, ... , n. Alors
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+7T

In [/(0)[+^ In ^=^^ln 1^(0)1 ri0.
fc=l ^

Pour 0 <a; < l, nous avons l'inégalité 1—3; ^ In-. En effet, par le théorème
x

de la moyenne, il existe un nombre Oy: tel que a;<0a; < l et

l < — = -——-— = -_ — ^- et donc l -a; < In-
l — x l — x ~ x

Soit 0<r < l tel que [a^l 74 r pour tout k. Soit n(r) le nombre de zéros de /

dans Dr. Soient r et N tels que n(r) > N. Par la formule de Jensen, nous avons

N n(r)

ElnL^ < ElnT
^'"1^1 - ^ï"'1^1

+7T

= ^^ln 1^(0)1 d0-In |/(0)|
—7T

< |]/r||^ - ln|/(0)| ( car Ina; ^rc poura; >0 )

< ll/ll^-ln|/(0)|

^P^=P^ ^ 11/11^-lu 1/(0)1<+°°.

+~ -^
Or, N est quelconque, donc Y \ In -—;- converge. Par l'inégalité démontrée plus

fe=l
haut, nous pouvons conclure que

+00

ûfcl

+00 +00

E(i-ki)^Ei"^<+^.
k=l k=l

ak\ 0

Corollaire 3.2.4.1. Le produit de Blaschke des zéros d'une fonction de Hp

converge.

Théorème 3.2.5. Soient f ç Hp oùl<p< +00 telle que f ^0, z=0 est

un zéro d'ordre k >0 de f, {a^}^ les zéros non-nuls de f comptés avec leur
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multiplicité et B{z) le produit de Blaschke des zéros de f. Alors

f(z) = F(z)B(z)

où F(z) 1- 0 pour tout z^D. Aussi, F ç HP et \\ F HP HP-

Preuve

Le résultat est simple à démontrer si / a un nombre fini de zéros. Nous supposons

donc que / a une infinité de zéros. On pose

f^
F{z} B{z}

La fonction F est analytique et bornée dans un voisinage pointé de a,n. Par

le théorème de Riemann sur les singularités artificielles, F peut être prolongée

analytiquement en a^ en posant F(an) = lim
2-+an £S(Z

F e Hol(D).

Il reste à montrer l'égalité des normes. Posons

. Nous avons alors que

F^,(z} = ^L où BJ^ = TT lafclafc-2:
w) = A^)ou ^{z) = 11 -a^r^z-

fc=l

Soient e > 0 etn fixés et R choisi de telle sorte que silî< l^l < l, alors

\B^z)\>l-e.

Nous considérons d'abord le cas p = +00. On a \F[z)\ =

tout z ç. D. Et donc, ||-F1||^oo > ll/lljyoo par définition.

Pour l'autre inégalité, nous avons

\w\

f^
B(.) > |/(2;) l pour

SUp \Fn(z)\ < SUp
R<\z\<ï ' ' ' ' R<\z\<l ^-~ E

sup 1^(^)1 ^ SUP^
\\F\\^ ^ }^f

(principe du module maximum)

L-* Or, e est quelconque et donc ||I?||^oo ^ ll/ll^œ.
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Considérons maintenant le cas p < +00. On a

\\u\'. = ^
+ÎT

—7T

+7T

= ^1}
27T71

FnAô}\pd9

frW \p
Bn{reie}

d6

—7T

^ {^}'rJ^rde
-7T

<
l Y

1-e
/ IP

\ HP Ve>0

11^11; ^ 11/11^ Vn
11-^rll^ ^ 11/ll^p (car Fn—>• F uniformément sur les compacts).

Et donc, \\F\\yp < \\f\\fjp par définition.

Pour l'autre inégalité, nous avons

+TT

^ = i.[\ frW p

de
\B(rei0)\

> ^f\fr{e^d6=\\f^.
-7T

+7T

-7T

Et donc, ll^ll^-p > 11/11fl-p par définition. 0

Théorème 3.2.6. Soient f ^H'p oui <p< +00 et f sa fonction limite. Alors,

l. ^=^\\fr\\,=\\f \p>

2.^\\f,-f\\,=0.
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Preuve

Nous regardons le cas p = 2. On remarque d'abord que

+00 +00

f ç H2 ^==^ f{z) =^anzn et ^ |a^|2 converge .

Nous avons alors

n=0 n=0

+7T

\\fr-f~\\l = ^/\frW-M\2d0
—7T

47

+7T

^ liminf^ /|/,(0) - /p(0) |2 d0 (lemme de Fatou)
—7T

+00

liimnf^|a^|2(r"-p")2
p-,1

+00

n=0

== ^|an|2(r"-l)2-^01orsquer^l.
7Z=0

u

Ensuite, puisque | \\fr\\^ - \\f\\2\ < \\fr - f\\2 -^ 0, alors \\fr\\^ -^ \\f\\2, et donc

11/11^ = 11/112.
Supposons maintenant que l <: p < +00. Soit / £ H1'. Alors, il existe g ç. H2

telle que f{z) = B{z)g(z)P et \\g\\u2 = |[/||jjp. En effet, par le théorème 3.2.5,
nous savons qu'il existe une fonction F ç Hp telle que f{z) = B{z)F(z). Aussi,

11/11ffp = \\F\\iip et F ne s'annule pas sur D. Il suffit de poser g(z) = F(z}^. On
a donc

+7T +7r

11^11?= e [\B(rel8)g^^d6<^ [\9rW d6 = \\g^.
27T 27T

—7T —7T

En calculant la limite pour les termes de gauche et de droite, nous avons

+7T +7T

11/11^ ^ 11^11^ = \\9\\l=^f\W\2d0=^f\B(ei6rg{0^^d0=W.
—ÎT —7T
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Pour l'inégalité inverse, nous avons

+7T+7T +7T

^= ^ S\ïWde ^ ]Am^î^/\frWde = l^f\\fr p<
p —

It
\HP •

—7T —7T

L'inégalité est justifiée par le lemme de Fatou. Par le théorème 1.2.5, on a

Vr-n^o- 0

Remarque 3.2.1. Si p = +00, \\fr — f\\oo —>• 0 est faux en général, mais

|]y||^.^ = 11/1[oo. En effet, puisque les fr sont continues et bornées sur C, alors
[1/r — /||oo ^ 0 impliquerait que f T —^ f uniformément et donc / serait continue.

3.3. REPRÉSENTATION DES ÉLÉMENTS DE Hp ET DES FONCTIONS

LIMITES

Dans la section précédente, nous avons vu que la fonction limite d'une fonction

f e H"p quelconque est définie à partir des limites radiales. Donc, connaissant

/, nous pouvons trouver /. La réciproque est-elle vraie? Peut-on retrouver les

valeurs de / à partir de sa fonction limite? Oui, c'est possible. Pour l < p < +00,

le théorème suivant est en fait un cas particulier des résultats vus au chapitre 2,

mais il est maintenant aussi vrai pour p = l.

Théorème 3.3.1. Soit f ç Hp. Alors, f peut être représentée par l'intégrale de

Poisson de sa fonction limite

+7T

fr{e}=^ f(t}W-t)dt.
—7T

Inversement, soit f G Hol{D). S'il existe une fonction g G ^fp telle que

+7T

frW=-^/9WW-t)dt
-7T

alors, f ^ Hp et g = f presque partout.
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Definition 3.3.1. On considère HP(C) l'ensemble des fonctions limites des élé-

ments de Hp. On remarque que HP(C} est un sous-espace vectoriel de Jfp(C').

L'application

y: HP ^ HP{C)

f ^ f

où / est la fonction limite de / est une isométrie (voir théorème 3.2.6) linéaire et

bijective . Les espaces Hp et HP(C) étant isométriquement isomorphes, ils sont

donc identifiés. De plus, Hp étant un espace de Banach, HP(C} en est aussi un.

Nous considérerons donc HP{C) comme un sous-espace fermé de ^?P(C').

Théorème 3.3.2. Nous avons la caractérisation suivante:

u

Preuve

+ÎT

HP(C) = ff e^'P\ ^- [f(0)eined0 = 0 pour n ^ l}.
—7T

Soit / e ^?p telle que

+7T

ipw'e171" d0 = 0 pour n ^ l. Nous voulons montrer

—IT

que / G HP{C). Posons f(z) comme étant l'intégrale de Poissons de f(0). Nous

savons déjà que sup \\fr\\y < +00. Il suffit donc de prouver que / est une fonction
r<l

Ip

,ieanalytique. Fixons z = rew. On a alors

+7T

frW = ^fPr{e-t}f(t}dt
—7T

+7T._^^ y'
27T^

r\n\em(e-^f(t) dt
—7T

.n=—oo

+00

E rlnleme .
n=—oo

+00

\^ r_rnpine
/ ^ ^n' <-'
n=0

+7T +îr

^ ff{t)e-mt dt (posons ^ = ^ ff(t)e-mt dt)
—7T —7T
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+00

Donc, f{z) = ^ CnZn. C'est une fonction analytique.
n=0

Supposons maintenant que / G Hp. Soit Cn(f) les coefficients de Fourier de sa
+00

fonction limite f(0) dans HP(C). Puisque f{z') est holomorphe, f{z) = ^ 0^2;".
Cette fonction peut aussi s'écrire sous la forme

n=0

+00

frW = ^ Cn(fr}eine OÙ C^(/,) =
n=—oo

a^r"' si n > 0

0 si n < 0

Nous avons alors

\Cn(fr) - Cn(f)\ =

Et donc,

+V +7T

^ ffr{ô)e-lne d0-^ fme-in9 d9
—ÎT —7T

<||/r-/l|l->0

Cn{f) =
o-n si n > 0

0 si n < 0
0

u

3.4. PROPRIÉTÉS SUPPLÉMENTAIRES DE Hp

Nous savons que pour appliquer la formule usuelle de Cauchy à une fonction,

celle-ci doit être holomorphe dans un ouvert simplement connexe qui contient

la courbe sur laquelle nous intégrons. Il est agréable de voir que la formule de

Cauchy demeure vraie pour les fonctions de Hp^ même si celles-ci ne sont pas

définies à l'extérieur du disque unité et que leurs fonctions limites ne sont pas

continues (et encore moins analytique) sur le cercle unité.

Théorème 3.4.1 (Formule de Cauchy). Soit f e Hp oùl<p<: +00. Alors

^-à-Mdç
e

où f est la fonction limite de f.
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Preuve

Soit / e H1. Posons fp{z} = /(pz). Alors /p e Hol(£>) pour 0< /)< l. Par la
1 f ff

formule de Cauchy «classique», fp(z) = —- <f)——^ dÇ. Soit z ^ D fixé.
— z

2_^^)^-^<irM
2n7C-^"'" 2mfÇ-z
e e

rfc
l î_ .. -„ eie
^j(M-M)^-^

—ÎT

+7T

< ^/\Mo}-m\ leie - z
d0

—7T

+7T

^ ^/I^W-W^T^ z\
—ÎT

= \\fp-f
l

l •l- \z
^0

u

Donc, f(z) == Um/p^) = lim ^ ^^^ dC = T^ {-Ï-^T.^- Nous avons le
p^i ^v / p-+i 27Tî J Ç- z 3 2m J Ç - z

e e
résultat voulu. 13

+7T
1 r~.

Dans le cas particulier où 2; = 0, alors /(0) = ^— //(0) d0.
—7T

Le prochain résultat en est un de la théorie de la mesure mais nous utiliserons

la théorie des espaces Hp pour le démontrer. De plus, nous joignons l'utile à

l'agréable puisque nous aurons besoin de ce résultat ultérieurement.

Théorème 3.4.2 (F. et M. Riesz). Soit p, une mesure complexe sur C telle

que

+ÎT

^- [eme d^0} = 0 pour n ^ l.
-7T

Alors p, est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue.
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Preuve

Soit z ç D. Nous posons

+îr

^-^/T^d^
—7T

Par le théorème 1.1.1, la fonction / est analytique. Si nous écrivons z = re2y, nous
+00

avons alors -;—-—^ = y^rngm(0-t). Donc,
'l-ze-lt-^' ^ '^""'

+7T

^fP^6-t}d^t}
—7T

+7T+00

= ^/É/'"lem(0-t)^(<)
—7T

+ÎT

Tl=—00

+00 +00

= ^ / E rnem(6~t) d^ + ^ / E ^e-me^ d^27YJ
—7T

+7T

n=0
—ÎT

+71' -1-f^ +7r

= i.j^^^^^-i.j^^-^
-ÎT "=1 -7T

^

:0

u

Aussi,

\\fr l
l

2^

+7T

\frW\d6
—7T

+7T

^f
27r7

—7T

+ÎT

^fP^e-f]d^€)
—7T

d0

+7T/ +7T

^ t![i/prçe~t}de] M{t)=
-ÎT \ -7T

:1
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Par conséquent, sup ||/r||i < +00, et donc / ç Hl. Nous savons que la fonction
r<l

limite de / est une fonction de ^£ . De plus, nous voyons que / est représentée

par l'intégrale de Poisson de sa fonction limite / et par l'intégrale de Poisson de

la mesure p,. Comme cette représentation est unique, nous devons avoir

d/j.(t] = f(t)dt. La mesure fi est donc abolument continue par rapport à la mesure

de Lebesgue. 0

u

3.5. LES ESPACES Hp 0V 0 <p<l

Dans le présent chapitre, nous n'avons considéré que les cas où p > l. Il

s'agissait alors d'espaces de Banach. Dans le cas où p < l, ce n'est plus vrai. En

fait, ce ne sont même pas des espaces normes.

Nous gardons la notation

+ÎT

HP=sup||M|,où \\M\,= ^^Wd0
l
p

-7T

mais ce n'est pas une norme. En effet, []-[| pour 0 <j) < l, n'est pas une norme,
l'inégalité du triangle n'étant pas respectée. Donc, Hp n'est pas un espace norme.

Par contre, nous pouvons le munir d'une métrique

d(f,g)=^\\fr-g^.

Muni de cette métrique, Hp est un espace métrique complet. La preuve est faite

dans [Dur].

Plusieurs résultats énoncés précédemment sont toujours vrai pour 0 <p < l.

Ainsi, la limite radiale d'une fonction dans Hp existe presque partout et définit

une fonction / de ^î> où [|/||^p = ||/||p et |[/r - /||p ->• 0 tout en gardant

à l'esprit que ce n'est qu'une notation et non une norme. Aussi, le produit de

Blaschke formé des zéros de / converge et nous pouvons factoriser notre fonction

fÇz) = F(z)B(z) où F est une fonction de Hp ne s'annulant pas sur D et telle
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que HP F\\^p. Encore une fois, nous pouvons identifer Hp à HP{C) où ce
dernier est une sous-espace vectoriel fermé de j?p.

u



n
Chapitre 4

LA DUALITÉ

Dans ce chapitre nous aborderons la dualité des espaces de fonctions. Nous

étudierons d'abord les espaces duaux des espaces Hp. Ensuite, nous regarderons

si ces mêmes espaces Hp sont les duaux d'espaces de fonctions et si oui, quels

sont-ils? Finalement, nous regarderons des cas particuliers d'espaces de fonction,

comme l'algèbre du disque et Hol(û).

4.1. DUAL DE HP 0V l^p< +00.

Definition 4.1.1. Soient X un espace de Banach et E un sous-espace fermé de

X. Un translaté de a; modula E est un ensemble

x+E ={x+e\ ec E}.

Si nous adoptons comme convention que y est équivalent à x s'il est dans le

translaté de re, alors, le translaté de x est une classe d'équivalence. Il est facile

de montrer que deux translatés sont soit disjoints, soit confondus. On appelle

V espace quotient X/E, l'ensemble des classes d'équivalence de x. Si on le munit

des opérations suivantes :

[^] + [y]

X[x}

[x+y\

[\x]

0
alors Xl E forme un espace vectoriel dont le neutre est [0] =£ où 0 est le

neutre de X et dont l'inverse est —[x] = [—x] où —x est l'inverse de x dans X.
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Théorème 4.1.1. On munit X E de la norme suivante:

\\[x]\\ = yx + y\\
On remarque que c'est la distance de x à E. Muni de cette norme, l'espace X E

est un espace de Banach.

Preuve

Soient {[a;n]}^ une suite de Cauchy dans X f E et 0<ni <na < ... telle que

\\[x^] - [Xnk+,}\\ < -^ pour À; ^ l. On choisit yk € [x^} tel que ||^ - yfe+i|| <
2 ll^nfe] — [^nfc+ijll- Alors, la suite {yk}^ est une suite de Cauchy dans X.
Puisque X est un espace de Banach, il existe x ç. X \,e\ que yk -> 2;. On a

alors

IIK] - Mil = lt[^] - [x]\\=mî^\yk-x+w\\ ^ \\yk-x\\ -> 0.

Donc, [xn^] -^ [x]- Puisque la suite de Cauchy {[a;n]}^ possède une sous-suite
convergeant vers [a;], elle converge elle aussi vers [x], 0

0

Théorème 4.1.2. On appelle annihilateur du sous-espace E l'ensemble

E±^{yeX' \ ip{x} = 0 Va; e E}.

C'est un sous-espace fermé de X'. L'espace E' est isométriquement isomorphe à

X'/E^.

Preuve

Soit ^ ç: E' fixé. On considère la famille des extensions de -0

A^={yçX' \ ip\_=ip}

Par le théorème de Hahn-Banach, cet ensemble est non vide. De plus, A^ est un

élément de X' /E-L. En effet, soit </?^ une extension de ijj. Considérons

[^] =v^+E± ={(p^+r]\r]ç E±}.
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Nous voyons que [^] est un élément de X' /E-L. Nous montrons que A^, = [(/5^,].

On a ^ eA^, et (/3^, ==^+0. Puisque 0 ç E-L, alors ^ € [y>i/,].

Soit ^ e [</5^]. Alors, ^= ^+?7 et ^

îreA^,.

Posons

E
=</7^

E
+r]

E
= -0+0 ==•?/? et donc

L: E' -> X'/E±

^ ^ [^]

L'opérateur L est linéaire et bijectif. C'est aussi une isométrie. En efî'et, soit

ip ç E et(p une extension de '0. On a

||i/'|| = sup \i^(x)\ = sup \(p{x)\ ^ sup \tp{x)\ = \\(p\\.
11"11<1
x^E

llsll<l
xçE

M\<i
xex

Or, par le théorème de Hahn-Banach, il existe (p une extension de '0 telle que

11^11 =11^11. Donc,

\LW\\ = |j[^]|| = inf ||^+77[| = mf ||^|| = \\y\
»7£^-L $

E
^

0

Théorème 4.1.3. L'annihilateur de Hpoù l <: p < +00 est l'ensemble

+ÎT

HQ,=[gçffl\ ^^g{0)de=0=g(0}}
—ÎT

où q et p sont conjugués.

Preuve

Soit y? e (Hp')±. C'est un élément du dual de J'fp. Par le théorème de Riesz, nous

savons qu'il existe une unique fonction g ç. ^>q telle que

+7T

^f)=^ff{e)g{0)d6 V/e^.
—7T

Nous avons donc

+7T

^^f(e)g(6)d0=0 vf ç h-.
—7T
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Puisque les fonctions eine sont des fonctions de Hp pour tout n > 0, nous avons

+ÎT +7T

^- [eineg(0) d0=0 pour n> l et ^ [g{e) d0 = 0.
—7T -ÎT

Par définition, nous avons g ç H^.

Supposons maintenant que g ç H^. Soit f ^ Hp. Puisque f g e H1, par la

formule de Cauchy nous avons

4-7T

^fm~9Wd0=f{0)gÇO)=0.
—7T

La fonctionnelle induite par la fonction g est alors un élément de {HP)~L. 0

Corollaire 4.1.3.1. Le dual de Hp est ^q/H^ où l <p < +œ et ç et p sont

conjugués.

Théorème 4.1.4. L'espace {X/E^ est isométriquement isomorphe à E1.

Preuve

Posons ^. ^^y ^ ^±
^ i-4- y? où ip(x) = ^f([x}).

C'est bien défini. En effet, si xç E, alors y?(rc) = ^([x]) = ^([0]) = 0. L'opérateur

L est linéaire et bijectif par construction. C'est aussi une isométrie. Nous avons

|^)| = |v&([^])| ^ ||v&|| \\[x}\\ = ||M/|[^|[^+y|| < ||^|| 1^1
Ceci implique que |[I'(^r)|| = ||<^|| = sup \y(x)\ < ||^||.

11^11<1
lex

Pour l'autre inégalité, nous remarquons que

\^([x})\ = \y(x)\ = \<p(x+y)\ < M \\x+y\\ ^y e E.

Do^^{[x])\<M^\\x+y\\=M\\[x}\\.
Nous en concluons que [|^[| = sup |^([a;])| <

ll[a']ll<l
[x\^X/E

LW\\- 0
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Corollaire 4.1.4.1. L'espace H'1 est le dual de J?p/^ où l <p < +00 et ç et

p sont conjugués.

0

-00

4.2. LE DUAL DE A(D).

Soit

A(P) = c(£>)njy00

A(C7) = {f:C^C\f=g\coùgeA(D}}

On remarque que A(C') est un sous-espace propre de C(C') et qu'il est iso-

morphe à A(-D).

Théorème 4.2.1. Le dual de A(-D) est isométriquement isomorphe à ^A|H^.

Preuve

Nous savons déjà que M est le dual de C(C'). Par le théorème 4.1.2, et le fait

que A(Z?) = A(C7), nous avons (A(D)) = A/(/A(C')-L. Il suffit donc de montrer
que A(C')J- = H^. Par le théorème de Riesz, à chaque fonctionnelle F du dual de

C(C'), nous associons une unique mesure p, telle que

+ÎT

F(f)=^ffWdM ^feC{C)
—ÎT

Donc,

A(C)± = {FG(C'(C))/|F(/)=OV/eA(C)}
+ÎT

= {^eA/(|^:y/(0)^(0)=OV/eA(C7)}
—7T

Soit /^ e A(C')-L. Puisque les fonctions eine sont des éléments de A(C) pour
+7T

^
n > l, nous avons alors — e d^ÇO) = 0. Par le théorème de F. et M. Riesz,

—7T

la mesure p, est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue et il

existe donc une fonction g £ ^f1 telle que c?ju(0) = g{6}d0. Nous avons maintenant



60

Q

0

+7T
^

—- eineg(0) d0 = 0, c'est-à-dire g e -ff1. De plus, puisque l 6 A((7), nous avons
-7T

+7T +7T

o=^/dM=^/9Wd0^g(0).
—7T —TT

Ceci montre que g ç H^.

Supposons maintenant que g € H^. Soit / £ A(C'). Posons dii{6} = g{0}d6.

Puisque gf ç H1, nous avons

+7T +7T

0 - 5(0)/(0) = ^ f 9W f(0) d0=^ f f {e} d^(6}.
—7T -7T

Ceci montre que p, e A(C')-L. 0

Corollaire 4.2.1.1. L'espace (C{C}/A(C}^ est isométriquement isomorphe à
HI.

4.3. LE DUAL DE HolÇD).

Definition 4.3.1. Soit E un espace vectoriel sur C. Une semi-norme sur E est

une application p: E —>• [0, + oo[ telle que

• pÇax) = \a\p(x) Vae C, Va; 6 £';

• p(x +y) <: p{x} +p(y) ^x, y ç E.

On dit qu'un espace vectoriel topologique E est localement convexe s'il existe

une base de la topologie formée d'ensembles convexes. On peut montrer que c'est

équivalent à dire qu'il existe une famille P de semi-normes telle que les ensembles

{x ç E \ p(x —y) <e,pçP, y ç. E, e> Q} engendrent la topologie de E.

Exemple

L'espace Hol(P), avec la topologie de la convergence uniforme sur les compacts,

générée par la famille de semi-normes V = {||-|[^.} où J^ est un ensemble compact

de Pet ||/||^= sup |/(z)|.



61

0

D

Une fonctionnelle linéaire L sur un espace vectoriel topologique localement

convexe est continue si et seulement si il existe une semi-norme ||-||Q G T7 et

M € E tel que |L(/)| < M||/||o V/ G E. La preuve de cet énoncé peut être

trouvée dans [L&R].

Théorème 4.3.1. Soient {a^} et {bn} deux suites de nombre complexes.

Posons a = {an}, b = {bn}, ab = {anbn} et o-(a) = limsup|an|". Alors,

+00

o-(ft) < l <^=^ ^ Qnbn converge Va ^eJ cue o-(a) < l
71=0

Preuve

Soient a et 6 tels que o-(6) < l et o-(a) <, l. Alors,

o-(a&) = limsup |an&n|" = Umsup |an|"|&n|"

^ limsup |an[" limsup |&n|" = o"(a)o'(&) < l

+00

Donc, ^ ' ânbn converge par le test de la racine.
71=0

+00

Soit b tel que Y . Onbn converge pour tout a tel que o-(a) < l. On veut montrer
n=0

que o-(&) < l. On suppose le contraire c'est-à-dire o-(ft) > l. Puisque a(b) > l,

il existe deux sous-suites {n^} et {e^} telles que nk -^ +00, £/; ^ 0 et |&ni.| >

(l-£fc)"fc. Posons

On =
0

e-tar6(6"fc)(î^
sï n-^nk

sinon.

+00 +00 +CX3

On a o-(a) = l et ^ a^bn = Y \dnbn\ > ^ l = +°° qui es^ une contradiction.
n=0 n=0 n=0

Donc, nous devons avoir o-(6) < l. 0

Soit l'espace vectoriel A = {a = {an} \ o-(a) < l}, avec la topologie générée

par la famille de semi-normes V = {|[-|[o<r<i} où llallr = SUP" \an\rn- On veut

identifier ^1 et Hol(£>).
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Posons

y: A ^ Hol(£>)

a ^ /|^ OÙ/(^) =^Qn2;".
+00

n=0

+00

C'est bien défini car le rayon de convergence d'une série de puissance ^ anZn
n=0

est R = ^Y. L'opérateur (p est bien linéaire et bijectif. Son inverse est donné par

y {f) = a = ^ ^ }• Cet opérateur induit une topologie sur A. En fait, la
topologie induite est la même que celle générée par la famille de semi-normes P .

Preuve

Nous montrons d'abord que pour tout e > 0 et pour tout 0<r < l, il existe un

sous-ensemble compact K deD etviiiô > 0 tel que si

||y?-l(/)|| < e. Nous aurons besoin de l'inégalité de Cauchy dont la preuve se

trouve dans [L&R].

Lemme 4.3.1 (Cauchy). Soit / e Hol(£>). Alors

1/M(0)1 <^m^x 1/^)1 pour r< l.

K < S alors ||a||^ =

Soient e>0,et0<?-<l. Posons K = D{0,r). Alors

K< S =^ |[a||^. = sup |an|y" = sup
n n

/(n)(0)
n!

l
rn<sup—max|/(-z)|r"<5.

n rn \z\<r

Si nous posons S = e, nous avons le résultat voulu.

Nous montrons maintenant que pour tout e > 0 et pour tout sous-ensemble

compact K de D, [l existe r tel que 0<r<l,etun5>0 tels que si

|a||,<5alors \\f\\K = VWx < £-
Soient e > 0, et -?fun compact de D. Soit p < l tel que K C D(0,p). Soit r

tel que p < r <1. On pose S = e(l — £). Si ||a||^ < 5, alors

K

+00

^a-zn
n=0 K

+00 +00

^EKIP"^II<E(^I"<£-
n=0 n=0
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Théorèine 4.3.2. Soit Ao = {a = {an} \ o'(a) < 1} muni de la même topologie

que A. Alors le dual de HolÇD) est AQ.

Preuve

Soit L un élément du dual de Hol(D). On pose A = {\n} où An = L{zn} pour

n ^ 0. Sia= {a^} est la suite des coefficients de Taylor de la fonction /, nous
n

savons que ^ akZ converge vers / dans la topologie de Hol(-D). Puisque L est
k=0
n f _n

continue, ^^ak\k = L Y^afc^ converge vers -£/(/). Aussi, puisque o-(a) ^ l
/s=0 \A:=0 /

+00

et Y an^n converge, nous avons o-(A) < l par le théorème 4.3.1. Donc,
n=0

+00

n=0

+00

V L G (Hol(£>)) il existe A e Ao tel que L(/) = ^a^An pour tout / G Hol(£>).

Réciproquement, soit A 6 AQ. On pose

LW =^anxn-

Cette série converge pour / G Hol(D) par le théorème 4.3.1. Nous voyons que L

est une fonctionnelle linéaire. Il suffit de montrer qu'elle est continue.

Nous montrons qu'il existe 0<r < l et une constante M tels que

\L(f)\ < M ||a|| . Soient p et r tels que o-(A) <p<r < l. Il existe donc 77,0 tel
que An < pn pour n > n-o. Donc,

+00

W)l= y^ an An
n=0

^^|^||À^+^K|pn^ l ^
n<no n>no \n<no

Xn
rn

(T
T~^î W\r-

r/

=M

+00

Donc, VA G AQ, la fonctionelle définie par L(/) = ^OnAn est un élément du
7Î=0

dual de Hol(£>). 0
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Il y a une autre façon de représenter les éléments du dual de Hol(D). On

dit qu'une fonction / est analytique dans un fermé F s'il existe un ouvert U

contenant F et une extension de f a, U qui soit analytique.

Soit g G Hol(C\£>(0,r)) où 0<r < l. Soit ptelque r < /?< l. On pose

^/)=^ ff^9{^dz V/GHol(û)
C(0,p)

Alors ip est une fonctionnelle linéaire continue. En effet, s\ fn—>• f dans Hol(û),

alors /n —>• / uniformément sur C{0,p). Aussi, puisque g est bornée sur C(0,p),

on a fn§ —> f g uniformément sur C(0,p). Et donc,

„»•?» ^} = „"•?<„ à ff^9^ dz-èi /f^9^dz = v{f)-
C(0,p) C(0,p)

La réciproque est aussi vraie.

Théorème 4.3.3 (Caccioppoli). Soit <p e {Hol[D')) . Alors il existe une fonc-
tion g e Hol(C\D(0,r)) oùO <r < l, s'annulant à l'infini etr < p <1 tels

que

^/)=2^ /f^9^dz v/e^o/p).
C(0,p)

Preuve

u

Posons ||/[|^. == ||/|]^(o^) = sup |/(-z;)|. Soit y5 un élément du dual de Hoi (D).
zçD(0,r)

Puisque y? est continue, il existe une semi-norme \\-\\^ telle que |(/?(/)| <: M ||/||^

pour toute fonction / G Hol(D). Aussi, il existe un rayon r < l tel que K C

D(0,r). Si / e Hol(^) et ||/|[^(o^ = l. Alors

M)\<M\\f\^^M\\f\\B^=M.

La deuxième inégalité est justifiée puisque K C DÇO,r).
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On considère l'espace Ar = C{D(0,r)) n Hol(D(0,r)). Muni de la norme ||-|[^.,

c'est un espace de Banach. Nous considérons Hol(J9) comme un sous-espace fermé

de A,.

Nous avons montré que y est une fonctionnelle linéaire continue du sous-espace

Hol(I5). Par le théorème de Hahn-Banach, y peut être étendue à une fonctionnelle

linéaire continue (p sur tout Ay.

Soit ^ € C tel que \Ç\ > r. La fonction —— est alors un élément de Ar.
— z

Posons p(C) = (p ~T~~. • Si |Co| > T, alors
c-^

limî(î)-^=Um^
c-;<o C - Ciû

-l

c^"^(C-.)(Co-.) ^
-l

(Co-^)2y

Ceci montre que g est analytique dans C\Z)(0,r) D C\D. Puisque D{0,r) est

compact, g est analytique dans un voisinage pointé de l'infini et

lim ^(C) = Urn (p
icR+oo'"/ icH+oo' Y e-2;

= ^(0) = 0.

Soient / e Hol(Z5) et p tel que r < p< l. Par la formule de Cauchy, nous avons

/(^=2^ /f^< V.€Z5(0,p)DP(0,r).
C(0,p)

De plus, puisque cette intégrale est la limite uniforme des sommes partielles de

Riemann et que (p est continue sur A^, nous avons

y(/) = ^(/) ^

/ .. \
I-1- [-f^dC\
27H J ^~ZU^
\ C(0,p) /

= ^/^)<^)(i<=à/w's(c'd<'
C(0,p) C(0,p)

u 0
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4.4. LE DUAL DE Hp 0V 0 <p<l.

Les preuves des énoncés de cette section peuvent être trouvées dans [Dur].

Une fonctionnelle linéaire sur Hp est dite bornée si

11^11 = sup M)\<+oo.
11/llpsl

On peut montrer qu'une fonctionnelle linéaire sur Hp sera bornée si et seulement

si elle est continue. Muni de la norme ci-haut, l'espace {Hpy oùO <p< l est un
espace de Banach.

Soit 0< Q;^ l. On pose

Aa(C) = {/: C^-C l il existe une constante L telle que |/(^) - f(6}\ < L\v - 6\a}.

On dira que / €Àa si / C A(D) et sa fonction limite / G Ao,(C'). On a que

A^ cAa sia < 13. Soit

A.(C') = {/: C'-^ C l \f{0 +h)- 2 f {6) -f{0-h)\^ Mh}

où M est une constante. On dira que / 6À» si/ 6 A(D) et sa fonction limite

/ € A*(C'). On a que Ai CÂ* CÂa si a< l.

Théorème 4.4.1. Soit 0 <j? < l.

l. Si — z— <p< — oùn ç'N, on pose a = z—n. Soit ip un élément du dual
n +1 ' n - - . - y

de Hp. Alors, il existe une fonction g € A{D) telle que g[n~ï^ G Aci et
+ÎT

y{f) =^^pr(ei6)g{e-ie)d0 V/ 6 ffl. (4.4.1)
—ÎT

Réciproquement, pour toute fonction g telle que g(n~r> e Aa, le terme de

droite de l'équation (4-4-1) définit une fonctionnelle linéaire continue sur

HP.

S. Sip
l

n+1
, alors la fonction g(n~^ 6 A*, et réciproquement, pour toute

fonction g telle que g^n~^ e A», le terme de droite de l'équation U-4-V

définit une fonctionnelle linéaire continue sur Hp.
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CONCLUSION

Le but de ce mémoire était de trouver les espaces duaux des espaces de Hardy

ainsi que d'autres espaces de fonctions. Nous l'avons fait pour le cas de l'algèbre

du disque et de l'espace des fonctions holomorphes sur le disque unité muni de la

topologie de la convergence uniforme.

Cependant, il reste des cas que nous n'avons pas couverts. L'espace dual de

IIe0 n'est pas encore connu. De même on pourrait se poser des questions similaires

quant au dual de l'espace des fonctions holomorphes sur le disque unité muni de

la topologie de la convergence uniforme sur le disque.

Ce sont deux problèmes ouverts auxquels j'aimerais peut-être réfléchir un

jour...

0
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