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« Le mathématicien n’étudie pas les mathéma-
tiques pures parce qu’elles sont utiles; il les étu-
die parce qu’il y prend plaisir, parce qu’elles sont

belles. »

Henri Poincarré



SOMMAIRE

Ce mémoire se veut une introduction a la théorie des espaces de Hardy ou es-
paces HP sur le disque unité du plan complexe et a la dualité de ces espaces. Cette
théorie est un mélange harmonieux d’analyse complexe, d’analyse fonctionnelle

ainsi que de théorie de la mesure.
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1 convergence non-tangentielle



INTRODUCTION

L’étude des espaces HP remonte au début du XIXesiécle. Les bases de cette
théorie ont été jetées par des mathématiciens tels que Hardy, Littlewood, Privalov,
F. et M. Riesz, Smirnov et Szegd.

A Dorigine, les travaux consistaient surtout a trouver les propriétés des fonc-
tions des ensembles H?.

Le développement de ’analyse fonctionnelle au cours du dernier siécle a suscité
un intérét pour I’étude des espaces H? comme espaces linéaires. Cette nouvelle
approche a soulevé toute une gamme de questions et de problémes tels la dualité,
les problémes extrémaux et d’interpolation, etc.

Ce mémoire abordera le probléme de la dualité. Le premier chapitre sera
consacré & la notation utilisée dans ce document, aux définitions et notions de
base et & quelques exemples et résultats majeurs comme les théorémes de Riesz
et de Hahn-Banach.

Dans le second chapitre, il sera question d’analyse de fonctions sur des disques
centrés a 'origine. Nous aborderons des problémes de caractérisation, d’extension
et de comportement au bord. Nous y introduirons quelques outils, dont le noyau
de Poisson, qui nous méneront & ’étude des espaces HP.

Viendra ensuite le cceur du sujet. Le troisiéme chapitre traitera des espaces
de Hardy. Nous y verrons leurs caractéristiques comme espaces de fonctions et
chercherons & caractériser leurs éléments.

Finalement, la dualité constituera le quatriéme et dernier chapitre. Nous cher-
cherons alors & trouver les espaces duaux d’espaces de fonctions sur le disque;
les espaces H? bien stir, mais aussi I’algébre du disque de méme que I’espace de

fonctions holomorphes.



Chapitre 1

NOTIONS DE BASE

Dans ce chapitre, nous ferons un bref rappel de certaines notions qui permet-
tront une meilleure compréhension du sujet principal. Nous ne ferons qu’énoncer
des résultats classiques sans les prouver. Pour plus de détails, il est possible de

consulter les références inscrites au début de certaines sections.

1.1. NOTATIONS
Tout au long de ce document, les notations suivantes seront utilisées:

e C={z€C||z]=1} (cercle unité du plan complexe)

e D={z€C| |z| <1} (disque unité ouvert du plan complexe)
e D={z€C]| |z| <1} (disque unité fermé du plan complexe)
e D,={z€C]| |2| < p}

o C(z,r) ={2€C| |z— 2| =71}

e D(z,r) ={2€C| |z—2|<r}

e ) = domaine de C, c’est-a-dire un ensemble ouvert et connexe
e Rz = partie réelle de 2

e 2z = partie imaginaire de z

e Hol(Q)={f: Q2 —>C | f est analytique sur Q}

o Har(2) = {f: Q2 — C | f est harmonique sur Q}

Lorsque nous parlons d’une fonction harmonique & valeurs complexes, il s’agit

d’une fonction complexe dont les parties réelle et imaginaire sont harmoniques.



A T’avenir, nous supposerons toujours que f est une fonction compleze de la

forme f = u + v ol u et v sont des fonctions réelles.

Théoréme 1.1.1. Soient  une mesure compleze sur un espace mesurable X, ¢
une fonction complexe mesurable sur X et Q un domaine de C tels que '

©(X)NQ =0. Posons

[ du(Q) ;
f(z)—}{/————go(g)~z Vzeq

Alors, f € Hol(2).

1.2. LES ESPACES .¥P

Les résultats dans cette section peuvent étre retrouvés dans [Ash], [Jea] et
[Rud].
Définition 1.2.1. Soit X un espace vectoriel sur C. On appelle norme sur X

une application || - ||: X — [0, + oo telle que

e |lz]| >0 Vze X et|z]] =0 si et seulement si z = 0;

o Xzl = |M|lz|] YzeX,VAe(

o [lz+yll <llzll +1lyll VayeX.

La derniére propriété est appelée 'inégalité du triangle. Un espace vectoriel X

muni d’une norme ||-|| est appelé un espace linéaire normé. On le note (X, ||| )

ou simplement X, lorsque le contexte est clair.

Soient X un espace linéaire normé et {z,}12 une suite d’éléments de X. On

dit que z, converge vers z dans X (noté z, — z) si

Ve>03dN; tel que, n > N, = ||z, — z||y <e.

Un espace linéaire normé X est dit complet si toutes les suites {z,}12 de

Cauchy dans X convergent vers un élément de X, c’est-a-dire

(Ve > 03N, tel que mn > N, = ||z, — 2,]| <e) <> Iz € X tel que 7, — z.



Un espace linéaire normé complet est appelé un espace de Banach.
Remarque 1.2.1. Soit f: ¢ — C. Par simple but de simplification de notation
nous posons que z = € € C est équivalent & dire que € est un élément de C.
Nous aurons donc les équivalences suivantes:

1. f:C—Cet f: [-mn] = Cou f(—n) = f(n).

2. f(e) = £(6).

De plus, & chaque fonction f: D — C nous associons la famille de fonctions

{fr}0§r<1 ou fr(e) = f(?"ew).

Nous voulons considérer C' comme un espace mesurable. La mesure de Le-

besgue induit une mesure sur C. Soit
o: [-mm] = C
6 .

On dira que l’ensemble E C C est mesurable si et seulement si ’ensemble
¢~ 1(E) est mesurable avec la mesure de Lebesgue et la mesure de E est la mesure
de Lebesgue de ¢~ }(E).

Définition 1.2.2. Soient 0 < p < +00 et x4 une mesure complexe. On définit

Pespace Z? sur C

27(C) = f:CC]| /{f[pd,u<+oo
C

Deux fonctions seront considérées équivalentes si elles sont p-égales presque
partout, c’est & dire que I’ensemble des points ot les deux fonctions sont différentes
est un ensemble de p-mesure nulle. La classe d’équivalence de la fonction f est

Iensemble de toute les fonctions qui lui sont équivalentes. Elle est notée par [f].

On munit Z?(C) de la «norme» suivante:

1 P
9, = | 5 [ 1#7au | -
C



Ce n’est pas tout a fait une norme car nous pourrions avoir || f||, = 0 sans que

f = 0. La fonction

£(60) = 1 sif=0

0 sinon

sur C avec la mesure de Lebesgue est un exemple. Pour éviter ce probléme, nous
prendrons des classes d’équivalences comme éléments de £7.

Par souci de simplification, nous garderons la méme notation, lorsque nous
parlerons de la fonction f de .#?, nous considérerons en fait [f].

Avec cette convention, si p > 1, alors (£7(C), ||-[|, ) est un espace de Banach.

Considérons maintenant le cas p = +o00. L’espace £*°(C) est I'espace des
fonctions essentiellement bornées sur C. On munit .£*°(C) de la norme suivante:

| fllo = inf sup |g(d)]
QE[ ]ewec

appelée norme sup essentielle ou norme infinie. Encore une fois, nous considérons

les classes d’équivalence de £ (C) plutdt que ses éléments.

Muni de cette norme, Z*(C) est un espace de Banach. Il est possible de
montrer que si f € £, alors lim || f[|, = || fll,,. L’espace £ est donc un cas
p—o0

limite de #7.

Exemple
L’ensemble C(C), muni de la norme ||f||, = sup |f(t)|, appelée norme uniforme
teC

ou norme infinie, forme un espace de Banach.

Pour illustrer le tout, nous avons

C(C) c Z=(C) c --- c L*C) c £(0).



Théoréme 1.2.1 (Inégalité de Holder). Soient f € £P(C) et g € £9(C)
telles que 1 < p, ¢ < 4+ et zl) +% =1 (on dit alors que p et ¢ sont conjugués).
Alors

fge ZLC) et |Ifgll, <IIfIl, llgll,-

Théoréme 1.2.2 (Lemme de Fatou). Soit {f, }o<r<1 une famille de fonctions

mesurables positives sur C. Alors
-+ =+
/Ill;rilllflffr(e) df < hITr_x_)llnf/fr(G) db

Théoréme 1.2.3 (Fubini). Soient f: CxC — C et pu, A des mesures complezes
sur C' telle que f € £, ,(C x C). Alors,

J[# tm@ixe) = [[rarwine) = [ano [ 1a30) = [are) [+ duta)

Théoréme 1.2.4. Soient f € £P(C) et 7 € C. Si nous posons f-(t) = f(t —7)

nous aurons alors,

+7 +7
1. /fT(t)dtsz(t)dt VreC.

Nous disons que dt est invariante sous translation.
2. f+(t) € Z7(C) et || f+]l, = [I£1l,-
C’est ce qu’on appelle I'invariance sous translation de .£7(C).

3. La fonction T — f;, & valeurs dans Z£P(C), est continue, c’est-a-dire
Ve>0,36 >0 tel que |t — 70| <= ||f5 ~ frll, <&

Théoréme 1.2.5. Soit {f,}12 une suite de fonctions mesurables sur C et
[ e Z7(C) telle que fn(6) — f(0) presque partout et ||full, — [|fIl,. Alors
I fn = Fll, = 0.



1.3. LES ESPACES DUAUX

Les preuves des résultats de cette section sont dans [Ash], [Jea] et [Rud].
Le concept de dualité étant au ceeur de ce travail, il est essentiel de prendre bien
soin de définir toutes les notions pertinentes et de donner quelques exemples et
résultats majeurs de cette théorie.
Définition 1.3.1. Soit X un espace vectoriel sur C. L’application F': X — C

est appelée une fonctionnelle. De plus, F est dite linéaire si
Flaz+ fy) = aF(z)+ F(y) Va,feCetVz, yeX.

Soit X un espace de Banach. On appelle X’ I’espace dual (ou conjugé) de X

Pensemble
X'={F: X — C | F est une fonctionnelle lin¢aire continue}.

On munit X’ de la norme

IFllx = sup |F(z)]
lall<1

Ainsi défini, (X', |||y ) est un espace de Banach.

Définition 1.3.2. Soit X un espace de Banach. On considére chaque z € X
“comme une fonctionnelle linéaire z: X’ — C ot z(F) = F(z). La topologie faible
€toile, est la topologie la moins fine sur X’ rendant continues toutes les fonction-
nelles linéaires . On peut montrer que U est ouvert dans cette topologie si et

seulement si VFy € U, 3¢ > 0 et z1,... ,z, € X tels que

ﬁ{F € X' | |F(z1) — Fo(zy)| < e} C U.

k=1

Soit {F,}/2% une suite d’éléments de X'. Il en suit que F, converge vers F' dans

X' au sens faible étoile (noté F,, = F) si et seulement si F,,(z) — F(z) V& € X.



Théoréme 1.3.1. Soient X un espace de Banach, B = {F € X' ' |Fll5 <1},
et {Fo} une suite généralisée dans B. Alors il existe une sous-suite de {F,} et

un élément F' € B tels que cette sous-suite converge vers F au sens faible étoile.

Exemples

Voyons maintenant quelques exemples classiques d’espaces de Banach et de leurs

duaux.
Soit g € Z9(C) ou 1 < g < 400 et u une mesure complexe sur C.
L’application F': Z?(C) — C ou p et ¢ sont conjugués donnée par

Fy(f) = -;;;/fgdu
C

est une fonctionnelle linéaire continue, c’est-a-dire F, € (.2””(0))'. De plus, nous
pouvons montrer que ||Fy|| = ||g||,. Réciproquement, si F' est une fonctionnelle
linéaire continue sur £?(C) ou 1 < p < +o0, alors il existe une unique fonction

g € Z7(C) ou p et g sont conjugués telle que

F(f) = [19du V1 e2(C) et |F] =gl
c
L’application g — F; est un isomorphisme isométrique de £%(C) a (Z”(C’))'.
Nous dirons alors que le dual de £?(C) est .£9(C).

Le cas p = +oo est un peu différent. Si p = 1, alors le dual de Z(C) est
ZL*(C). Mais, si p = 400, alors le dual de £*(C) contient .#*(C) mais n’y est

pas égal.

Soit A ={p [ t est une mesure complexe réguliére borélienne sur C' }. Muni

de la norme ||p|| = |u|(C) ou

l
|#|(C) = sup {Z w(En)] ' {E,} est une partition de C} ,



c’est un espace de Banach. Soit p € .#. L’application F': C(C) — C donnée par

Flf) = o= [
C

est une fonctionnelle linéaire continue, c’est-a-dire F' € (C(C’))'. De plus,

|IF|| = ||u]]. La norme de F est appelée la variation totale de p sur C.

Réciproquement, si F' est une fonctionnelle linéaire continue sur C(C), alors

il existe une unique mesure complexe réguliére borélienne p sur C telle que
1
F(fy=— |[fd
(f) =5~ / fdu
c

et ||F|| = ||p|]. L’application p — F), est un isomorphisme isométrique de .# a
(C(C))'. Nous dirons alors que le dual de C(C) est ..

Théoréme 1.3.2 (Hahn-Banach). Soient X un espace de Banach, Y un sous-
espace vectoriel de X et F € Y'. Alors
3G € X' tel que ||G|lx = ||F|ly, et G - F.

Corollaire 1.3.2.1. Vz € X IF € X' tel que F(z) = ||z||x et [|F|lx = 1.



Chapitre 2

PROPRIETES DES FONCTIONS
ANALYTIQUES ET HARMONIQUES SUR LE
DISQUE UNITE

La lecture de ce chapitre n’est pas essentielle & la compréhension des espaces
de Hardy. Cependant, il constitue une bonne entrée en matiére et souléve les

questions qui nous meéneront naturellement vers le cceur du sujet.

2.1. LES FONCTIONS ANALYTIQUES

Soit f: D — C. A partir des valeurs de f sur C, nous voulons trouver les
valeurs de f dans D. Nous posons la question suivante: une fonction possédant
certaines caractéristiques est-elle entiérement caractérisée par ses valeurs sur le

cercle unité et si oui, comment récupérer ces valeurs?

Nous commencons avec le cas ol nous avons une fonction analytique dans un
disque ouvert contenant D. C’est le cas le plus restrictif. Cependant, il est le plus
simple. Le probléme est complétement résolu grace & un résultat trés connu de

I’analyse complexe.

Théoréme 2.1.1 (Formule de Cauchy). Soient f: 2 — C telle que
f € Hol(Q) et T' C Q une courbe simple fermée et rectifiable telle que lintérieur

de la courbe est inclus dans ). On a alors

1,

= - Y 2o & Uintérieur de la courbe T.
2m Jr 2 — 2o

f(Zo)
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Iei, ) =Drou R>1etI'=C.Posons zg =re? on 0 <r < let -7 <6 <.
A Tavenir les variables 7 et § seront toujours considérées a l'intérieur de ces in-

tervalles.

Nous avons donc

+r
1

-

2.2. LES FONCTIONS HARMONIQUES

2.2.1. Le noyau de Poisson

Supposons maintenant que f ne soit plus holomorphe dans le disque Dg mais
seulement harmonique. Nous agrandissons un peu la famille de fonctions pour

lesquelles nous voulons arriver & un résultat.

Nous avons f = u + v ol u et v sont harmoniques dans Dg. Puisque Dy, est
simplement connexe, il existe donc une fonction g analytique dans Dpg telle que

u = Rg. Soit 2o € D. Il existe un rayon R' > 1 tel que -lz()—!]—i%)— € Hol(Dg). Par
— 22
la formule et le théoréme de Cauchy, nous avons alors

9(z) +0 = —L/Mdz-i-—-l-/w—)—dz

2m ] z— 2p 2m ) 1 — 2%
c

O ]dz

z—2 1-2Z

C
c/

B ,/@1~m+%—WQM
= omi ) T = 20) (22 - 27)
C
===l

C

(2 = 20) (2 = %)

z
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Si nous posons z = €' et zyp = re*. nous avons maintenant
0 ’

+7

ore”) = 5= [or—t

1—2rcos(d —t)+r? d.

-

1—1r2

Posons Fr(6) = 1—2rcosf+r?

Nous avons alors

u(re?) = R [g(ré')] = R {%; /g(t)Pr(Q —t) dt} = —2—17—1; /u(t)Pr(G — t)dt.
Donc,
Vue Har(Dp),  w(6) = 51; w(t)PL(6 — 1) dt.

-7

Si f € Har(Dg) alors f = u + v ou u, v € Har(Dg). Donc,

f(re®) = u(re®) +iv(re®)

+7 +r
= 517; u(t) P (0 — t) dt + 2—2—17; /’U(t)Pr(9 —t)dt
= o [ [ule) + ()] B0~ 1) e
T J N e
TF@)

Donc,

VfeHa(Da),  £(0) =5 [fOP-1)dt

Ainsi, il est possible de récupérer les valeurs d’une fonction harmonique dans

un disque contenant le disque unité grace a ses valeurs sur le cercle unité.

La fonction

1—172

F(6) = 1—2rcosf + r?

(2.2.1)

est appelée le noyau de Poisson.



2.2.2. Propriétés du noyau de Poisson

On remarque tout d’abord que

PT(Q):%[1+T€i9J :%[1+zl

1 —re? 1—-2z

13

C’est la partie réelle d’une fonction analytique dans D; elle est donc harmo-

nique.

Le noyau de Poisson peut étre écrit sous une autre forme:

P = R

= R

= R

1+ ret?
|1 —re¥

(1 +T6i9) (f(reie)n)j!

n=0

i +00
1 + 2 Z Tnezn0:|
| n=1

~“+00

= 1+2Zr”cosn6

n=1

+o00 —00
— 1+§ :T.nein6+ E :,r-—neinG
n=1

n=-1

“+00

- Z ,r.[njei'ne'

n=-—co

Le noyau de Poisson a les propriétés suivantes:

1.
2.
3.

P,(0) est continue sur les cercles de rayon r < 1.

P.(0)>0 Vr<l.

P,(6 + 27) = P.(6).

17

— | P.(0)df = < 1.
o [P (0) 1 Vr<l

-7

. Pr(_e) = Pr<9)

. Soit 0 < 6 < 7. Alors, lirr% P,(6) = 0 uniformément pour § < |§] < .
i d
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Preuve
Les points 1, 3 et 5 découlent de la formule (2.2.1).

2. Il suffit de remarquer que 1—2r cos #+r% < 0 est impossible pour 0 < r < 1.

4. Fixons r. On a

+00 . +0co +o00 ‘
P.(0) = Z rinleint — ZZ" + Zz” -1 oi z = re®.
n=—00 n=0 n=0
Ces deux séries convergent uniformément pour |z| < r < 1. Donc,

1 “+m 1 +7r+oo 1 +00 +m
— [P.(0)do = — nlgin® g = — ]"|/i"9d9:1.
2m (6) 2m /n_z re 2w z r ¢

—r gm0 n=—00 i

6. Soit 0 < ¢ < 6] < 7. Alors
1—r? 172
o> 0| =cosf = <
cosd > cos |f] = cos 1—2rcosf@+712 — 1—2rcosd +r?
= lim sup |P.(6)]=0. A

T 5<igj<n

Nous considérons maintenant la classe des fonctions C-harmoniques. Une fonc-
tion est dite C-harmonique si elle est continue sur le disque unité et harmonique
a Dintérieur. La classe de fonctions est une fois de plus élargie. Nous tentons

d’obtenir un résultat le plus général possible.

Considérons d’abord le cas réel. Soit u C-harmonique. Considérons la famille
de fonctions {ug}o<s<1 0t ue(2) = u(fz). Posons R, = > 1. Nous remarquons
que u, € Har(Dg,) pour 0 < £ < 1 et up — v uniformément sur D lorsque £ — 1.

Donc,

u(re?) = %in%ue(rew)
-

+m
L1
- }fgr%—é;r-/w(t)ﬂ(@-—t)dt



15

-+

1

= o }11111 ue(t)P-(6 —t)dt  (car la convergence est uniforme)
_).
1T
Donc,
i
Vu C-harmonique,  u,(f) = Py / u(t)P(6 —t) dt.

-7

Le prolongement au cas complexe est immédiat. Si f est C-harmonique et

f =u+1v, alors u et v sont C-harmoniques. Donc,

f(re?) = wu(r i9)+iv(r6i9)

1
- u(t) (6 - 1) dt+z—/

-+

- 51_ [u(t) + iv(t)] P (6 — ¢) dt.
(LI S S

)

Donc,

7
V f C-harmonique,  f.(0) = 5—1; / ft)P.(6 —

Nous avons vu qu’il est possible, grace au noyau de Poisson, de récupérer les
valeurs de certains types de fonctions harmoniques dans le disque unité en ne
connaissant que leurs valeurs sur la frontiére. Mais que se passerait-il si notre

fonction n’était pas définie a l'intérieur du disque?

2.3. LE PROBLEME DE DIRICHLET

Nous considérons la fonction f: C' — C. Selon les propriétés de f sur le cercle

nous voulons savoir s’il est possible de trouver une extension de f & D telle que
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f soit harmonique dans D. Le premier cas que nous regarderons est un probléme

classique.

Le probléme de Dirichlet.
Soit f: C — C, telle que f est continue sur C. Trouver une fonction C-harmonique

telle que ses valeurs sur le cercle soient f(e').

Contrairement au probléme précédent ou f était C-harmonique, nous avons
seulement que f est continue sur le cercle. Elle n’est méme pas définie a I'intérieur
du disque. Il s’agit maintenant de voir si pour toutes les fonctions continues
sur le cercle, il existe une extension sur le disque qui soit C-harmonique. C’est

effectivement le cas.

Théoréme 2.3.1. Soit f: C — R telle que f € C(C). Alors, il existe une fonc-
tion F': D — R telle que

1.F|l,=f

2. F € Har(D)
8. F e C(D)

4. F' est unique.

Preuve

Nous considérons d’abord le probléme pour le cas réel. Soit u: C — R une fonction

continue. Posons

+7
1 / .
4 — [u(®)P.(#—t)dt si0<r<1
Ulre?) = 27r_7r I
u(e®) sir=1.

1. Par définition, nous avons bien U [ o= U
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2. 11 suffit de remarquer que

+ + +7

1 1 1 1 1
o [u)P0 1yt = —2?/——————(’0(t)__zdu1(t)+z§;/(p(t)_zdug(t)

-7 -7 -7

ot z = re’, p(t) = e, duy(t) = eu(t)dt et dus(t) = u(t)dt. Par le
théoréme 1.1.1, c’est la partie réelle d’'une fonction holomorphe dans D ;

elle est donc harmonique.

3. 11 suffit de montrer lim U(re*) = u(e”). Nous allons méme montrer
reiv —el
que la limite est uniforme. Posons M = ||u||,. Par la continuité uniforme

de u sur C', nous avons

Ve > 036> 0tel que VO, p € C,si |0 — | <d alors |u(f) — u(p)| < g

Soient € > 0, 0 et ¢ tels que |6 — ¢| < £ et r suffisamment prés de 1 pour
que P.(6) < 557 pour g— < 18] < 7. Ceci est possible par la propriété 6 du

noyau de Poisson.

U (re') — u(0)]

+7

= ———/ —t)dt —u(0) - /Pr (t)dt| (propriété 4 de P,)

= %/u(cp——t) dt———/

= |5 [lute =9 - u@)R) d

—}7}— /[u(go —t) —u(@)|P.(t)dt (propriété 2 de P,)

= %;/Iu(so —t) —u(0)| P (t) dt + 51;; /|u(90 — 1) — u(0)|P,(t) dt

fti<i S<tl<m
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1 [e
7 QPT dt+-——/P(t dt (%)
<8 S<lti<m
1 [e 2M
=P, e
< 2r) 2 (t)dt + 2m 4Mdt
t<$ é<|t5<w

A
22| ™
| -
\
S:
+
b2l o
S
\
&

I
[\DI(T)
wlm
H

L’inégalité (x) est justifiée par le fait que si [ — 6] < £, alors
lp—t—0] <lp—0]+t| < 3+ =4, et donc |u(p — ) — u(f)| < &
On adonc lim U(re’) = u(e?) uniformément et U € C(D).

rei¥ —etf

4. Supposons qu'il existe u;, ug deux solutions au probléme de Dirichlet. Po-
sons u = u; —ug. Alors, u est harmonique et identiquement nulle sur C. Par
les principes du maximum et du minimum pour les fonctions harmoniques,
nous avons, minu = maxu = 0. La fonction u est donc nulle partout sur
D. Donc, u; iig par:(fé)t sur D.

L’extension du probléme de Dirichlet au cas complexe se fait de facon tout
fait naturelle. Soit f: C' — C telle que f € C(C) et f = u+w. Si U et V sont
les solutions du probléme pour u et v respectivement, on pose Iextension de f 3
D de la facon suivante :

F(re®®) = U(re') + iV (re®)

+m +
1 1

-7

- - / [u(t) + iv(t)] P (6 — t) dt
T f(®)
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Donc,

V f € C(C), extension de f & D donnée par

£0) = 5= [P0 -0

est 'unique solution du probléme de Dirichlet.

2.4. EXTENSION HARMONIQUE DES FONCTIONS DANS P

Supposons maintenant que la fonction f ne soit plus nécessairement continue
mais seulement un élément de £?(C) ot 1 < p < +00. Le noyau de Poisson nous

permettra-t-il encore de trouver une extension harmonique de cette fonction?

Théoréme 2.4.1. Soient f € LP(C) et 1 < p < 400. Posons l’estension de f
aD

+7
1 / .
. — [fOP (O —-t)dt si0<r<1
flre®) = f£(0)=1{ 27/ " )
f(e?) = £(0) sir=1.
Nous aurons alors les propriétés suivants:
1. f € Har(D).

2. M fll, < MFI, V7

8. | fr = fll, = 0 lorsque r — 1.

4. Si f est continue en €%, alors f(re?®) — f(e'%) lorsque re® — ',

Preuve

1. Identique a la partie 2 du théoréme 2.3.1.
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2. Soient r fixe, f € ZP(C) et ¢ le conjugué de p. Par le corollaire 1.3.2.1, il
existe une fonction g € Z£7(C) telle que [|gf|, =1 et

+7
15, = 5 /fr(f?)g((’)d@
o /f o1 dt) 4(60) df

- ( /f — )P )dt)g(&)d@
|

= 2_1— / (8= 1)g(0)] dg) (t)dt  (théoréme de Fubini)
Y
Hftgnl
1 +
S o / £l llgll, B-()dt  (inégalité de Holder)

= |Ifll, = lIfl,- (propriété 4 de P,)

3. Soit £ > 0. Par le théoréme 1.2.4, 36 > 0 tel que [t| <0 = ||fs = fll, < 5.
Soit r suffisamment prés de 1 pour que P, (t) < ﬂﬁﬂ pour 0 < |t| <.
Soit f € Z? et q le conjugué de p. Nous avons f, — f € ZP. Encore une fois,
par le corollaire 1.3.2.1, il existe une fonction g € £ telle que [|g[|, =1 et

+m

16~ £l = 5= [[10) - 10)]ot0)do

-7
Aussi,
+

+7
FO-50) = 5 [10P6-9d-10)- 5 [RO®

-

= o[-0 -re)pw e
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onallf,—7l, = = / [£,(6) - £(6)](6) o
S (-2-17; [f(e—w—f(e)]mt)dt) 9(0) 0
< 5 /% [f<e—t)—f<9>]g<9>|d9) P, (1)
I(f = Paly
< L / lgll, Ife = fIl, P(t)dt (inégalite de Holder)
= ~__/|]ft fIl, P(t)dt+—— /”ft Fll, P (t) dt
lti<s s<t|<n
< i}g;llft Fll, + 21071, ,up Pr()
5— g
< §+§=€.

4. Identique & la partie 3 du théoréme 2.3.1.

Passons au cas ol nous avons f € £*°(C). Nous considérons ce cas séparé-
ment. Bien qu’il soit toujours possible de trouver une extension harmonique a
notre fonction, certains résultats que nous obtenons différent du cas ou p était

fini.
Théoréme 2.4.2. Soit f € £*(C). Posons leztension de f ¢ D

Fre®) = 27r/f f—t)dt si0<r<l

f(e )—f(H) sir=1.
Nous aurons alors les propriétés suivantes :

1. f € Har(D).



2. el < I1fllo pour 0 <7 < 1.

8. fr > f c’est-a-dire

r—192

hm-/fr )g(0) do = %/f((?)g(f))d@ Vg e £H0).

Preuve

1. Identique au théoréme 2.3.1

. o
%/f(t)P -
——/u (0 1)) dt

= 1 Blly S NS lleo 1B lly = {1 flleq

2. Soit 7 fixé.

I£-@) =

IN

Et donc sup |f-(0)
9eC

= [lfrlleo < l1flleor

3. Soient g € £(C) et r suffisamment prés de 1 pour que ||g, — gl|; <

Ceci est possible par la partie 2 du théoréme précédent. On a

_ (/f@p d) - [rom
_ —/f( ( / Pt -0 da) dt-—-——/f
- |2 / £ (1) di — - / £(6)(6) a8

22
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= |3 [10)15n(6) - g(0))
+7

1
2w

-

= |If(gr — @l <Ifllollgr —gll; <e.  (inégalité de Holder)

IA

1) [9(0) - 9(6)]| a0

2.5. INTEGRALE DE POISSON D'’UNE MESURE SUR C

Jusqu’a présent, nous avons vu que 'extension harmonique d’une fonction du
cercle unité au disque unité consistait toujours a évaluer 'intégrale de Poisson de

cette fonction. Que pouvons nous dire de I'intégrale de Poisson d’une mesure?

Théoréme 2.5.1. Soit i une mesure compleze borélienne sur C. Posons

7

£ = 540) = 5 [Pe6 =) du).

-

Nous aurons alors les propriétés suivantes :
1. f € Har(D).
2. Il exziste une constante M € R telle que || fr|l; < M pour 0 <7 < 1.

3. du,(0) = du(8) ou du, = f.(0)df c’est-a-dire

+m +7
o1 1
lim - /9(9)13(9)619:-2-7; 9(0)du(t) Vg eC(O).

Preuve

1. Identique au théoréme 2.3.1.
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2. On considére d’abord le cas réel. Soient A une mesure réelle sur C et u,
Pintégrale de Poisson de cette mesure. Soit r < 1 fixé. Par le corollaire

1.3.2.1, il existe une fonction g € £ telle que ||g||,, =1 et

in
lucls = 5 [ur(@)9(6) a0
BV
. (%/PT(H-t)d/\(t)) 9(6) do
e
3 (57? /g(e)p,(e-t) da) dA(t)  (théoréme de Fubini)

IA

51—}( flg 0—1) ide)dwm

o

1Prglly < 1Pl llglloo =
AIC) _ M

= = 1= < 400
21 27

Passons au cas complexe. Soit u = A+iv la décomposition de p. On a alors

+m
f(re®) = %fP,(G —t)dp

+m +m
1 1
= 5;/P,(9—-t)d/\+2%/]3r(9~t)dy

= u(re”) +iv(re?).

1
Donc, || frlly < flurlly +llorlly < o= (A +ll7ll) - Vr <1.
3. On considére d’abord le cas réel. Soient g €C(C), A une mesure réelle sur

C et u, I'intégrale de Poisson de cette mesure. Posons d\, = u,(0)df.

+7 +7 +7
! 1 1
;gq-é%—/g(ﬂ)ur(9) df = lgq—z—;/<% /PT(9-t) dA(t)) 9(0) do

-7 -7 -
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+m 47
- ll_rﬁ 2_17{/ 5}7; /g(H)PT(H —1)df | dA(t) (théoréme de Fubini)
e
= }1_13%%/7(1:) dA(t)
+r ~7r
- '2_17; },1_13{ 9+(0) dA(6) (car la convergence est uniforme)
_:w
= 5 / 4(6) dA(0).

Passons maintenant au cas complexe. Soient 4 = A + iv la décomposition

de pet g € C(C). On a alors

+7 +7 +m
.1 . 1 1
}gq%/g(H)fr(é’) df = lim %/9(9)%(9) do +io— /9(9)14»(9) df

+m

+m
- .;7? /9(9) dz\(@)%-i% /9(9) dv(6)

-7

~ o [96)dulo). z

2.6. LES FONCTIONS HARMONIQUES QUELCONQUES

Dans la section précédente, nous avons vu que l'intégrale de Poisson d’une
fonction ou d’une mesure sur C était harmonique. Etant donnée une fonction
harmonique quelconque dans le disque, nous voulons savoir quelles sont les condi-
tions nécessaires pour qu’elle soit l'intégrale de Poisson d’une certaine fonction

Oou mesure.
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Théoréme 2.6.1. Soit f € Har(D).

1. Soit 1 < p < 4o00. 7l existe une constante M € R telle que || f-||, < M Vr,

alors il eziste une unique fonction F' € £P(C) telle que

£,(6) = -2—1; / F)P.(0 - t) dt.

-
2. S’il ezxiste une constante M € R telle que || fr]l, < M Vr, alors il existe

une unique mesure compleze pu sur C telle que

+m
1

£0) = o- / (0 — t) du(?)

-7

Preuve

1. Nous regardons d’abord le cas réel. Soit u une fonction réelle et harmonique
dans le disque unité. Soit {r, },;>] une suite telle que 7, < 1 pour tout n. > 1
et 7, — 1. On pose up(2) = u(rs2). On peut supposer que ||uy,|, <1 pour
tout n > 1 c’est-a-dire la suite {u,} est dans la boule unité de .£? qui est
le dual de .Z? o p et ¢ sont conjugués. Par le théoréme 1.3.1, il existe une
sous-suite {un, }7°3 telle que u,, —» U ot U est aussi dans la boule unité
de ZP, c’est-a-dire

+7

+
1 1
1 e g q
k~l—];5-noo 5 /unk (0)g(0) do o /U(Q)g(@) e  Vge L.

-

Posons Ry = i: > 1. On a u,, € Har(Dg,) Vk.
On a alors
T i
ur(0) = kEI—Poou(Tnkre )

— : 17
- kgr-{{loo Uns (7‘6 )
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+m
~ lim & /unk(t)PT(O—t) dt

k—-+oco 270

+m
_ 517; /U(t)Pr(()—t) it (car P, € £9).

Considérons maintenant le cas complexe. Si || f;]|; < M, alors
llurll, et |lve]l, < M et donc il existe des fonctions U et V' € Z7 telles que

u et v soient les intégrales de Poisson de U et V respectivement. On a alors

f(re®y = u(re?) + iv(re')

+r +7
1 1
- —t — (0 —t) df
= U@ -tz /V(t)P(9 )
+7
1

= 5 [U(t) + iV (t)] P (6 —t) df.
LY S S ——_
F(@)

Nous prouvons maintenant que la fonction est unique. Supposons le contraire.

1l existe F et F telles que f soit I'intégrale de Poisson de F et F. Alors
IF = Flly < lIf, = Fll, + I1fr = Fll, = 0 et donc F = F

. Soit {r,}+ une suite telle que 7, < 1 pour tout n > 1 et r, — 1. On
pose du,(8) = f.(8)df. On suppose que ||f.|[; < 1 pour tout r < 1 et
donc |u,|(C) = ||ur]] < 1 c’est-a-dire la suite {y,} est dans la boule unité
de .# qui est le dual de C(C). Par le théoréme 1.3.1, il existe une sous-
suite {1, }159 telle que p,, —> p ot p est aussi dans la boule unité de M,

c’est-a-dire

iim_ 5 [90)din @) = 5 [s0)due) Vg eC(O).

k——+oco 27T
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Posons Ry, = —;T%k— > 1 et £, (2) = u(ryz). On a f,, € Har(Dg,) pour tout

k. Nous avons alors

ur(0)

: 16
i fmre)

: 16
Jim e

. 1
lim —
k—+o0 27

+
/ £LOP(0 — 1) dt
-

. 1
Jim o / (0 — ) dun, (2)

.2}7.; P.(6—t)du(t)  (car P, € C(C)).

-

Nous prouvons maintenant que cette mesure est unique. Supposons le

contraire. Il existe A et v telles que u soit I'intégrale de Poisson de A et

de v. On a alors

+r
%/P,(H—%)d()\—z/) =0

Posons p = A — v. Il nous faut montrer que g = 0. Soit g € C(C). Posons

F(f)

+7

1

o /g<9> e
+

L fimg, (6) du(o)

o2 | r—1

™

+7

1
- / g-(0) du(0) (car la convergence est uniforme)

-7
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+7r/ +
= timo- [ 5 [oR6- 0t | due
= lim L jﬁ = +7err(B —t)du(f) | g(t)dt  (théoréme de Fubini)
r—1 27r.7r \27r_7r ‘

N o

0

Donc, F(g) = 0 pour g € C(C). Or, nous savons que F' est un élément du
dual de C(C) et ||F|| = ||u|| = 0. Donc, p = 0.

Remarque 2.6.1. Soit f € £?(C). Posons du(f) = f(8)df. Alors p est une

mesure complexe. Donc, on peut écrire
1 7 1 T
Fre) = o / FE)P6 - )t = 5 /p,.(o —tdult)  Vfe ().

C’est-a-dire que toutes les fonctions f € .ZP peuvent étre écrites comme 'intégrale

de Poisson d’une mesure complexe.

2.7. COMPORTEMENT AU BORD DES INTEGRALES DE POISSON

Nous avons vu que les intégrales de Poisson de certaines fonctions sur le cercle
définissaient des fonctions harmoniques dans le disque. Nous voulons maintenant
savoir comment ces fonctions se comportent sur le bord de D et s’il existe un lien
entre ce comportement et leur fonction associée. Nous allons voir qu’effectivement,

il existe un lien trés fort.

Définition 2.7.1. Soit p: C' — C une mesure borélienne complexe. Soient
€0 € C et I un intervalle ouvert de C contenant e*®. On dit que u est différen-

tiable en €' et que p'(e?°) = A si

Ve>035>0telquem([)<6:>iﬂ—l—)——A <e

m(I)
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ot m(I) est la mesure de Lebesgue de I'intervalle /. Toute les mesures boréliennes

complexes sur C' induisent une fonction & variation bornée par la relation
£(6) = u()-.8)).
Si f est la fonction & variation bornée induite par p, on aura alors
W) =4 = f(e*) = A

Théoréme 2.7.1 (Fatou). Soient p une mesure borélienne compleze sur C, f

Uintégrale de Poisson de u et Oy tels que p'(6y) existe et est finie. Alors,
: I
lim f;(60) = 1¢'(60)-

Preuve

La mesure p est induite par une fonction & variation bornée sur [ —,7 | que nous
noterons aussi x. Sans perte de généralité, on supppose que la dérivée de la mesure
1 existe et est finie en 6y = 0. De plus, la dérivée symétrique de la fonction &

variation bornée p existe en 0 c’est-a-dire

/(0) = 1im 2O = #Z0)
#(0) = lim 5
On remarque aussi que
27 sin (1 — ) 2r(1 —r?)
P! = ol <
ol (1—2rcosf+r2)?| = (1—2rcosd +r?)? —Opour 0 <d<|ff <

— p(=8)

Soitz—:>0,35>0telque()<t<5:>IM(Q) o

— ' (0)] < %/E

La fonction u étant a variation bornée, elle est forcément bornée. Donc, il

existe une constante M € R telle que |u(6)] < M pour tout 8 € [—m,7].

Soit r suffisamment prés de 1 pour que

3lp(m) = p(=m) = 2p/(0)m|

P.(9) <
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et

, N
”””<mm{&<M+mme'

On a alors

| f-(0) — 1/(0)]
_ _—/p ) dpu(0 /(O)d()

- |= .0 a0 - w100

-7

= PO - 0], - 5= [[u60) -

+m

3 [ 116) =~ w0 Pi(0) o

-7

IA

P,(8)|u(m) — p(=m) — 24/ (0)7| +

< §+§1; [4(6) — ' (0)0] P! 9)d9+———/ [u(8) — 1 (0)9) PL(6) do
|6]<d 5<|0)<n

)
%* ;1;/ {&@;20/&:9_)_,,/(0)] 6(—P!(9)) d9+§1;r—/[u(9)~u'(0)9]1’l(9) do

6<|0l<m

=]

IN
wilm
+
N =
o\%
=
=
|
=
>
p—

- W) o170 a0 + o [ o) = @010}

6<|| <

e 1 m/e NG / € _
str s e OO s, — 7

Corollaire 2.7.1.1. Soit f € ZP?(C). La limite de l'intégrale de Poisson de la

fonction f existe presque partout sur C' et presque partout, on a

lim f,(8) = f(6)-
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De fagon plus générale, la limite de I'intégrale de Poisson d’une mesure complexe

u existe presque partout sur C' et 1a ou elle existe, on a

lim £ (0) = 4/(0).

r—1

Preuve

Soit du = fdf + du, la décomposition de Lebesgue pour p. Puisque p est in-
duite par une fonction & variation bornée et que ces derniéres sont différentiables
presque partout, alors p est différentiable presque partout et %% = f presque par-

tout. Par le théoréme de Fatou, on a le résultat voulu. %]

Corollaire 2.7.1.2. Soit f € Har(D) et 1 < p < 4o00. S'il existe une constante
M € R telle que || f|l, < M pour r < 1, alors la limite radiale

lim f,.(0) = F'(6)

r—1

existe presque partout et F' € .ZP(C).

A) Si 1< p< +oo, alors f est 'intégrale de Poisson de la fonction F'.

B) Si p =1, alors f est 'intégrale de Poisson d’une mesure complexe p dont la

partie absolument continue est F'(6)d6.

Remarque 2.7.1. Dans le cas A) du corollaire précédent, on peut récupérer la
fonction f grace a ses valeurs sur la frontiére. Si f est I'intégrale de Poisson d’une
mesure complexe quelconque, ce n’est pas toujours le cas. Le cas le plus simple de
représentation ot la partie singuliére de p est non-nulle est lorsque f,(6) = P(6).

En effet, lin} P.(0) = 0 = 1/ () partout sauf en § = 0. On a donc
T

+7 +
/P,,(e ()t + o /PT(H _ t)2mdb(2)

-7

1

F:(9) 2

ol 0 est la mesure de Dirac.
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Définition 2.7.2. Soit 0 < o < 7. On trace le secteur ayant pour sommet le
point € symétrique par rapport au rayon passant par l’origine et €. On trace
ensuite les deux droites perpendiculaires & la frontiére de ce secteur et passant
par lorigine. On note S,(#) la région ainsi délimitée. (voir Fig. 1) On dit que 2

tend vers € non-tangentiellement si z € S,(0) et z — €¥.

Fi1G. 1 —. convergence non-tangentielle

Remarque 2.7.2. Dans ’énoncé du théoréme de Fatou ainsi que dans ses corol-
laires, on peut remplacer les limites radiales par des limites non-tangentielles. La

preuve est dans [Koo]

Dans ce chapitre, il a été question de la caractérisation des fonctions harmo-
niques sur le disque unité dont les normes ||-||, ot 1 < p < +oc restaient bornées,
ainsi que d’extension harmonique de fonctions du cercle au disque. Nous avons vu

que ces fonctions possédaient toutes une fonction limite définie presque partout
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sur le cercle et, dans les cas o p > 1, nous pouvions récupérer les valeurs de nos
fonctions par l'intégrale de Poisson de ces fonctions limites. Cependant, comme
nous venons de le voir, ce n’est pas le cas pour p = 1.

Nous n’avons travaillé qu’avec des fonctions harmoniques. Nous pouvons nous
poser la question: quels seraient alors les résultats si nous n’avions que des fonc-
tions holomorphes? Ceci nous méne directement a la définition des espaces H?

que nous abordons dans le prochain chapitre.



Chapitre 3

LES ESPACES H?

Dans ce chapitre, nous ferons une introduction aux espaces de Hardy. Nous
présenterons d’abord quelques caractéristiques de base de ces ensembles. Ensuite,
nous porterons notre attention aux éléments mémes de ces ensembles. Les carac-
téristiques et propriétés démontrées nous méneront au chapitre suivant portant

sur la dualité.

3.1. UN PREMIER CONTACT

Commencons d’abord par définir les espaces HP et leurs analogues réels, les
espaces h?.

Définition 3.1.1. Soit 0 < p < +o0.

H? = {f:D—-HleEHol(D) suprrll < 400

H™ = ;

f:D—C | f € Hol(D), sup|f(z)| < +oo
z2€D

h® = u:D——)R]uEHar(D), sup |u(z)| < +o0 ¢ .

zeD

\-—v—’\ﬁf—J\—v—/\‘“’—/

{
h? = {u: D — R | u € Har(D), sup{!urﬂ < 400
{

La définition de H* n’est pas différente de celle de H?. En effet, si nous posons

z = re*, nous avons sup || fr||, = =Sup _sup ]fr( )| = sup | f(2)].
r<l zeD

*—7!’
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Définition 3.1.2. Soit u: Q — [—o00, + oo] ot § est un domaine borné et u €
C(R). On dit que u est sous-harmonique si pour tout domaine E tel que E C Q,
pour toute fonction U harmonique dans E et continue dans E telle que u < U
sur la frontiére de F, alors u < U partout dans E.

Nous avons la caractérisation suivante : u est sous-harmonique si et seulement

si pour tout point zy € €, il existe un rayon py tel que D(zg,p0) C 2 et
17
u(z) < P /u(zo +pe®)dd  Vp<po.
s
—TT

Voici quelques exemples de fonctions sous-harmoniques:

1. Soient f € Hol(D) et 0 < p < +oo. Alors, |f(z)[P est sous-harmonique
dans D.

2. Soient u € Har(D) et 1 < p < +o0. Alors, |u(z)[P est sous-harmonique
dans D.

Voici maintenant quelques caractéristiques de ces ensembles de fonctions.

Théoréme 3.1.1.

A) Les ensembles HP et h? munis des opérations usuelles d’espaces de fonctions
sont des espaces vectoriels.

B) Si f est holomorphe dans D alors f € HP <= Rf et Sf € hP.

C) H? C H? pour 0 < p < ¢ < +o00.

D) Soit f € H? 00,0 < p < 4o00. Siry <7y < 1, alors || £, ], < || frall,-

Preuve

Les points A) et B) étant facilement vérifiables, nous ne prouverons que les points
C)et D).

C) Commencons par les cas oi ¢ = co. Soit f € H*. Alors,

1

+m ad
50, = { = fir@ras ) < | o fisle do) =5l

3=
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Et donc, sup || f+||, < sup|f(2)| < 4o0. Considérons maintenant le cas ou
r<1 z€D
g < +oo. Soit f € HY. On remarque que §+ %"3 =1, |f]F € L et
1€ %75, On a donc
e
q

+7
150 = W15l < WP sy = | 5 [05)Pa0 ) =m0

Par conséquent, sup ||f-|[, < sup|/f:]|, < +co et f € HP. On montre
r<l r<l
maintenant que I'inclusion est stricte.

Soit p’ tel que 0 < p < p’ < ¢ < +00. On pose

1
fp(2) = ———=
(1—2)7
Alors, fy € HP. En effet,

171 171
Ry Ay S
1o 1 27 11— rei)7 27 Ir — reif|¥

17 11

SNy N PR T
2nr? J |2sin 2| (2r)rmJ (sin £)¥
2 ; 1 2 ; 1
R / s df < —— [ = db.
(2r)P7r0 (sinf)» rem s Or

Cette intégrale impropre converge car z% < 1. La derniére inégalité est

justifiée par le fait que sinf > g pour 0 < 6 < Z. Si ¢ < +00, puisque
1% >1,0na fy & H?. Si ¢ = +o00, la fonction fy n’est pas bornée, et donc
[ & H™.

D) Si p = +o0. Par le principe du module maximum, on a

[frille =" sup [f(2) < sup [f(2)] =[lfrlleo -

2€D(0,r1) z€D(0,r2)
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Si0 < p < +00. Soit g la solution au probléme de Dirichlet avec valeurs au
bord |f |7’] C(0r)’ Or, |f|P est une fonction sous-harmonique dans D, donc
|fIP < g dans D,,. Donc,

+m

+7
15l = 55 [10n@F 8 < 5= [0.6)a0 = 500

-

+7 +
1

1 ™
= oo [ou@do =5 [ir.@P = 1l

-

Théoréme 3.1.2. On munit HP de la norme suivante:

£l = suplfell, = limlI£}, (pour 1 < p < +o0)

[l = sup[f(2)].
2€D

Muni de cette norme, c’est un espace de Banach.

Preuve

Soient {f,}2 une suite de Cauchy dans H?, z, r et R tels que |2| <r < R < 1.

n=1

Soit & > 0. Alors, il existe N tel que myn > N = ||f, — finllge < eZ55. On a

. 1 fn(C) B fm(C)
RO = o foum o

+7 . .
1 [1fa(Re”) = fn(Re?)|
27 R—r

-7

5a(2) = Sl € 5 W = Fmaly

¢ (formule de Cauchy)

Rdf (on pose ¢ = Re'?)

[fn(2) = fm(2)] <

< RR - || frp — meHp (inégalité de Holder avec g = 1)
-7
R

< R—r “fnR - me”Hp <e€

La suite { £} est uniformément Cauchy sur D,. Elle converge donc uniformé-

ment vers une fonction f € Hol(D,). Or, r est quelconque, la suite converge donc
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ponctuellement sur D vers une fonction f € Hol(D). Aussi,

Vo = flly = 1 |lf, = fn,ll, < T |lfa = fmllyo < pourr<1.

p —

Donc, lirr% I fa, = fell, = | fa = fllg» < €. 11 ne reste qu’a montrer que f € HP.
r—

Soit n assez grand pour que || f,, — frllp < e. Alors, ||f,]l, < | fn, — fTHp + an,“p

et donc || f]l o < e+ |[fallge < +o0.

A partir de maintenant, on considérera toujours que p > 1.

3.2. LES FONCTIONS LIMITES

Certains résultats de cette section seront utilisés sans étre prouvés. Pour plus
de détails, voir [G&K].

Les éléments de HP sont des fonctions définies sur D. Nous pouvons nous
demander comment se comportent ces fonctions au bord de D. Comme dans le

chapitre précédent, nous regarderons la limite radiale.

Théoréme 3.2.1. La limite radiale de f € HP eziste presque partout sur C.

Preuve
Soit p une mesure borélienne complexe sur C. Nous savons déja par le chapitre 2
que

+r

£.(0) = — / P,(0 1) dp(t) <= [ € Har(D) et sup [1;], < +oo

"o

Il est possible de montrer que toutes les mesures complexes boréliennes sont in-
duites par une fonction & variation bornée et qu’inversement, une fonction a va-
riation bornée induit une mesure borélienne complexe. Par le théoréme de Fatou,
la limite radiale d’une fonction u € h! existera presque partout car une fonction
a variation bornée est différentiable presque partout. Nous savons que si f € HP,
alors Rf et Sf € hP. Finalement, puisque h? C h', nous concluons que la limite

radiale d’un fonction f € HP existe et est finie presque partout. v}
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Définissons f la fonction limite de f de la facon suivante :

- lim f.(0) sila limite existe
foy=q =
0 sinon
Que pouvons nous dire sur cette fonction? D’abord, nous remarquons que c’est
une fonction mesurable. En effet, la dérivée d’une fonction a variation bornée est

mesurable et presque partout, on a lin} fr(0) = 1'(8).
T

Théoréme 3.2.2. Les limites radiales d’une fonction de HP définissent une fonc-

tion de £LP.

Preuve

On ne fait que le cas 1 < p < 400, le cas p = 400 étant trivial. Soit f 1a fonction

limite de f € HP. On a

+7 +7
~ 1 ~ 1
I = 5;/[1"(9)!”619:% lim inf | £,(6)” df

-7

< hmlnf————/]fr )P db = hmmf”f,]]p = |1
L’inégalité est justifiée par le lemme de Fatou. %}

Définition 3.2.1. Soit {a,}>] une suite de nombres complexes. On dit que le
+00
produit H a, converge si
n=1
1. Il y a un nombre fini de termes nuls.

N

2. VN, tel que a, # 0 pour tout n > Ny, alors lim H a, existe et est

N—o+4oo

n=Ng+1
non nulle.
+00 +00 No N
Si H a, converge, on pose H Oy = (H an) (NETm H an).

n=1 n=1 n=1 n=Np-+1

Il est important de remarquer que la limite ne dépend pas du choix de V.
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De plus, nous avons les résultats suivants:

+o0 +00 +00
Z la,| converge <= H (1+ |an|) converge = H (14 ay) converge .

n=1 n=1 n=1
+00 Foo
Z |1 — a,| converge = H a, converge . (3.2.1)
n=1 n=1

Théoréme 3.2.3. Soit la suite {a,}12 telle que 0 < |ag| < lag] < -+~ <1 et

400
Z(l — la,|) < +o00. Posons
n=1
k T |an| an — 2
B(z) =z —_ k> 0.
5 On 1—a,z
On a

1. B(2) converge uniformément sur D, pour r <1 et B € Hol(D).

2. B(z) n’a pas d’autres zéros que z = 0 de multiplicité k et z = a, de
multiplicité égale au nombre de fois que le terme a, apparait dans la suite.

3. |B(z)| <1 pour |z| < 1.

4. |B(€)| = 1 presque partout.

La fonction B(z) est appelée un produit de Blaschke dans le disque. La suite

{a,}3 peut étre finie et méme vide. Dans ce cas, B(z) = 2¥, et si k = 0, alors

B(z) = 1.

Preuve
<= lan| an — 2 , _
1. Nous montrons que Z 1 — —————1| converge uniformément sur Dp.
— Gy 1 —apz
Soit |z] < R < 1. On a alors
lan| an — 2 an + |an|2 1+R
1-— = 1—la,l) < 1—ja
an 1—d,2 an(1 — @, 2) (1= Jan]) < 1—R( [an])
+00 +oo
1+ R |ay| an — 2
Par hypothése (1 - e t donc 1l-———
r hypothé ’EI—R( la,|) converge et don n;_::l P

converge uniformément par comparaison.
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Pour montrer que B(z) est une fonction holomorphe, il suffit d’utiliser le

résultat suivant:

Lemme 3.2.1. Soit {f,,},;i2] telle que f,, € Hol(D) et Z |1—fn(2)| converge

uniformément sur les compacts de 1. Posons

Alors ce produit converge uniformément sur les compacts de D et donc

F € Hol(D). Finalement,

F(z0) =0 <= Tng tel que fn,(20) = 0.

an| an — z
Dans notre cas, nous avons f,(z) = l—n—'——n—_—-
anp 1 —anz

. Par la derniére partie du lemme précédent, nous avons le résultat voulu.

.On s

Op — 2
= <1 pour n > 0et z€ D.

1—a,z

Donc, B(z) < 1 pour tout z € D.

. Par définition, nous avons B € H®. La limite radiale de B existe donc
presque partout. Posons B(e¥) comme étant la fonction limite de B(z).
Puisque |B(z)| < 1, alors |B(e)] < 1. On veut montrer que |B(e”)| = 1

presque partout. Posons

B(z) T ol ek =2
= ou By (
fn(Z) Bn( ) H ag 1 —akz
On remarque que f € H*® et que B, — B uniformément sur les compacts
de D. Si |z| =1, alors '“’;'-19-@;1?; = 1. Donc, By(e?) = 1. Nous savons que

si f € H® C HY, alors ||f,]|, < ||f]l ot f est la fonction limite de f. On a
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donc

1 (| B(re?) 1 [|B(e?)
27 J | Bp(re®) 4 = 27 / 1 1 b

T +7
.1 B(ret?) 1 0
1 — = d! < — ¢
Ao [ Baeny| Y S o /lB(e )| d0

-7

+7 .

1 , B(re®)
— [ lim |——~
21 | n—+oo | By (re¥)

-7

o < —~/]B ()| df

Ainsi, 1 < ——/[B )| df < 1, c’est-a-dire ———/[B #)|df = 1. Puisque

|B(e?)| < 1, nous pouvons conclure que B(e¥) = 1 presque partout. &

Théoréme 3.2.4. Soient f € H? (1 < p < +00) et {a,} les zéros non nuls de

f. Alors
+o0
Z (1 - lan]) < +oo.
n=1

Preuve

Puisque H? ¢ H', il suffit de démontrer le résultat pour H'. De plus, sans perte

de généralité, nous pouvons supposer que f(0) # 0. En effet, si f a un zéro d’ordre

f(2)

m & 'origine, nous posons g(z) = —=. Nous aurons alors ¢g(0 0 et les zéros
g pr

de g seront exactement les zéros non nuls de f. Aussi,

| 50)

rm ezmﬂ

df = lim — Hfrlll 11l e -

r—1 277

+
) 1
oz = lim /|g,(9)| 49 = lim

—r

Pour prouver le théoréme, nous aurons besoin des deux lemmes suivants:

Lemme 3.2.2 (Formule de Jensen). Soient f € Hol(D,) telle que
f(0) # 0 et ay, ag, ..., a, les zéros de f dans D(0,r) dénombrés avec leur

multiplicités. On suppose que |agx| < r pour k =1, 2, ..., n. Alors
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n +7T
In |£(0)] + Zln—lé—l - %/mgfr(e)ma.
k=1

-

. ) 1 L
Pour 0 < z < 1, nous avons 'inégalité 1 —z < In —. En effet, par le théoréme
z

de la moyenne, il existe un nombre 0, tel que z < 8, < 1 et

1 Inl-1 Ini 1
1<—-—=n nT_ Z etdoncl—x<lIn-—
0, 1—2 11—z T

Soit 0 < 7 < 1 tel que |ax| # r pour tout k. Soit n(r) le nombre de zéros de f

dans D,. Soient 7 et N tels que n(r) > N. Par la formule de Jensen, nous avons

il r o) r
In— < In —
R
1 f
= o [lf,0)1d8 —m £ (0)
< | felly = In[f(0)] (car lnz <z pourz >0)
< |l —In|f(0)]
N
lim In — In— < —Inlf(0)] < +o0.
r—)lk la'k| Z la/k' “f“Hl [f( )!
+o00
Or, N est quelconque, donc Zln m converge. Par I'inégalité démontrée plus
k
k=1
haut, nous pouvons conclure que
+00
k}_—_} — |ax|) Zln e < +o00. 2

Corollaire 3.2.4.1. Le produit de Blaschke des zéros d’une fonction de HP

converge.

Théoréme 3.2.5. Soient f € H? ou 1 < p < +oo telle que f £ 0, 2 =0 est

un zéro d’ordre k > 0 de f, {an}1 les zéros non-nuls de f comptés avec leur
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multiplicité et B(z) le produit de Blaschke des zéros de f. Alors

ot F(z) # 0 pour tout z € D. Aussi, F € H? et |F|lgp = ||l g»-

Preuve
Le résultat est simple & démontrer si f a un nombre fini de zéros. Nous supposons

donc que f a une infinité de zéros. On pose

1(z)
B(z)

La fonction F' est analytique et bornée dans un voisinage pointé de a,. Par

F(z) =

le théoréme de Riemann sur les singularités artificielles, F' peut é&tre prolongée

analytiquement en a, en posant F(a,) = lim M Nous avons alors que
z—an B (z)
F € Hol(D).
Il reste & montrer I’égalité des normes. Posons

F.(z) = Bf,f(zz) ot B,(z) = H I_%_ a - z

Soient ¢ > 0 et n fixés et R choisi de telle sorte que si R < |z| < 1, alors

[Bp(2)| >1—¢. :
Nous considérons d’abord le cas p = +00. On a |F(2)| = '%%} > | f(2)| pour
tout z € D. Et donc, ||F|| g0 2> || f]| 4o par définition. : 4
Pour I'autre inégalité, nous avons
sup |Fn(2)] < sup 1)
R<|zi<1 R<|z|<1 l1-¢
I/ (2l o -
sup |[Fr(z)] < sup (principe du module maximum)
zeD zeD 1—¢
[/ 1] e
Fllye <
1Pl < S

Or, € est quelconque et donc ||F|| e < | fllgoo-



Considérons maintenant le cas p < +00. On a

IFu I = 5 (1B O)F o

+r
1 / ) P
21 J | Bu(rei)
+m
1\ 1
< P p
< (=) & [inoras
1 \? p
<
< (122) Wi veso
1Enlly < Iffe Y
EAP < N1 car F,, — F uniformément sur les compacts).
p H

Et done, [|F|| g < ||fll» par définition.

Pour l'autre inégalité, nous avons

15, = /] &

Vv

Et donc, ||F|l4» > ||f]l z» par définition.

Théoréme 3.2.6. Soient f € H? ou 1 < p < 400 et f sa fonction limite. Alors,

1| fllgo =l 1£:l}, = 111l
2. lim |/, — fll, =0.

L / L OPd8= £

46
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Preuve

Nous regardons le cas p = 2. On remarque d’abord que

feH? < f(2)= Zanz et ZI%I converge .

n=0
Nous avons alors
I fIE = / 1£,(6) — F(6)2 dB
< lim 11nf — / |£-(0 (0)*d0  (lemme de Fatou)
p—

p—1

= lim inf}: la, |2 (r™ — p™)?
n=0

+0o0
= Z lan|?(r™ — 1)* — 0 lorsque r — 1.
n=0

Ensuite, puisque | [|f:ll, — [|fllz| < [Ifr = Fll2 — 0, alors || f[l, = 1 71l2, et donc
£ 1172 = 11 ll2-

Supposons maintenant que 1 < p < 4o00. Soit f € HP. Alors, il existe g € H?
telle que f(z) = B(z)g(z)% et ||gllgz = || fllg»- En effet, par le théoréme 3.2.5,
nous savons qu'il existe une fonction F' € HP telle que f(z) = B(z)F(z). Aussi,
I fllzze = l|F |l g» €t F ne s’annule pas sur D. 11 suffit de poser g(z) = F(2)%. On

a donc
1515 = /IB e (03P do < 5 /lgT (O)F 8 = oI5

En calculant la limite pour les termes de gauche et de droite, nous avons

11 < ol = 115 = 5- /1g O b = 5- /IB (€)a(0)3r db = | fi.
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Pour I'inégalité inverse, nous avons
17 17
flle = — [If(o)P im inf — P A0 — lipn s P FIP
1717 = 5 /!f(9)| df < lim inf 5— /Ifr(H)I df = liminf | fy [, < [ 1[5 -

L’inégalité est justifiée par le lemme de Fatou. Par le théoréme 1.2.5, on a

If = fll = 0. 7

Remarque 3.2.1. Sip = +00, ||fr — flleo = 0 est faux en général, mais
1l oo = Ifllco- En effet, puisque les f, sont continues et bornées sur C, alors

I/ = Flloo = 0 impliquerait que f, — f uniformément et donc f serait continue.

3.3. REPRESENTATION DES ELEMENTS DE HP ET DES FONCTIONS
LIMITES

Dans la section précédente, nous avons vu que la fonction limite d’une fonction
f € HP quelconque est définie a partir des limites radiales. Donc, connaissant
f, nous pouvons trouver f. La réciproque est-elle vraie? Peut-on retrouver les
valeurs de f & partir de sa fonction limite? Oui, c’est possible. Pour 1 < p < +o0,
le théoréme suivant est en fait un cas particulier des résultats vus au chapitre 2,

mais il est maintenant aussi vrai pour p = 1.

Théoréme 3.3.1. Soit f € HP. Alors, f peut étre représentée par l'intégrale de

Poisson de sa fonction limite

0) = - [FORO -t

Inversement, soit f € Hol(D). S’il existe une fonction g € ZP telle que

+m
1

£.6) = 5 /g(t)P,(e 4ty

-

alors, f € H? et g = f presque partout.
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Définition 3.3.1. On considére H?(C) I’ensemble des fonctions limites des élé-
ments de H?. On remarque que H?(C') est un sous-espace vectoriel de .Z7(C).

L’application

p: HP — HP(C)
fo= f

ot f est la fonction limite de f est une isométrie (voir théoréme 3.2.6) linéaire et
bijective . Les espaces H? et HP(C) étant isométriquement isomorphes, ils sont
donc identifiés. De plus, HP étant un espace de Banach, H?(C) en est aussi un.

Nous considérerons donc HP(C') comme un sous-espace fermé de £7(C).

Théoréme 3.3.2. Nous avons la caractérisation suivante:

+r
HP(C) = {f S ! %/f(@)emgd(?: 0 pour n > 1}.

Preuve

+r
1 .
Soit f € ZP telle que py / f(0)e™ df = 0 pour n > 1. Nous voulons montrer

-

que f € H?(C). Posons f(z) comme étant I'intégrale de Poissons de f(6). Nous
savons déja que sup || f, |, < +oo. Il suffit donc de prouver que f est une fonction
r<l1

analytique. Fixons z = re?. On a alors

ﬂW):E%/ﬁw~ﬂﬂﬂm

1 +7r+o<> .
:gfzmwwmm

San=—00
2 1 tr 1 +m
- n;oorlnlema oo /f(t)e"int dt (posons ¢, = o /f(t)e-int dt)

+o0
. n _infd
= CpT e .
n=0
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“+00
Donc, f(z) = Z cpz". C’est une fonction analytique.
n=0

Supposons maintenant que f € HP. Soit ¢,(f) les coeflicients de Fourier de sa
+00
fonction limite f(#) dans H?(C). Puisque f(z) est holomorphe, f(z) = Z a,z".
n=0
Cette fonction peut aussi s’écrire sous la forme

B . a,r™ si n>0
fr(e) = Z Cn(fr)eme ou Cn(fr) = .
ne—oo 0 si n<0

Nous avons alors
L7 17
_ r3 — —inf o r —ind < _ 3
alf) = eal Pl = |5 1@ a0 = 5= [FO) ™ ap) < 1f, = Fl =0

Et donc,

- a, si n>0

Cn(f) =

0 si n<0

3.4. PROPRIETES SUPPLEMENTAIRES DE HP

Nous savons que pour appliquer la formule usuelle de Cauchy & une fonction,
celle-ci doit étre holomorphe dans un ouvert simplement connexe qui contient
la. courbe sur laquelle nous intégrons. Il est agréable de voir que la formule de
Cauchy demeure vraie pour les fonctions de H?, méme si celles-ci ne sont pas
définies a Dextérieur du disque unité et que leurs fonctions limites ne sont pas

continues (et encore moins analytique) sur le cercle unité.
Théoréme 3.4.1 (Formule de Cauchy). Soit f € H? ou 1 < p < +o00. Alors

1@ =5[22 ac

C

ot f est la fonction limite de f.
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Preuve

Soit f € H'. Posons f,(z) = f(pz). Alors fp E Hol (D) pour 0 < p < 1. Par la

formule de Cauchy «classique», f,(z)

i i

L f5Q e L fIO b |2 _ Fn 8
27rij§—zd€ 27m'f§—-zdC 2#/(fp(9) f(e))e“’wzdg

~ 1

< db

= 27 / 1£o(0) — f(6 e“’ 2|

< / 1£,(6) = F(8)] do - —

- g 1—12

= pr"f“l'l—;—lzi‘*()
Done, f(z) = hm fp = p_ﬂ 2m < = 5 7{ - d¢. Nous avons le
résultat voulu. %i

Dans le cas particulier ou z = 0, alors f(0 / f(6)do.

Le prochain résultat en est un de la théorie de la mesure mais nous utiliserons
la théorie des espaces HP pour le démontrer. De plus, nous joignons l'utile a
Pagréable puisque nous aurons besoin de ce résultat ultérieurement.
Théoréme 3.4.2 (F. et M. Riesz). Soit u une mesure compleze sur C telle
que

1T
5 /emo du(6) = 0 pour n > 1.
T

-7

Alors p est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue.
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Preuve

Soit z € D. Nous posons

1 +7

1
2) = — [ ————=du(t).
1) = 5 [y dul®)
Par le théoreme 1.1.1, la fonction f est analytique. Si nous écrivons z = re, nous

+00
1 n in(8—t)

avons alors T et = ng_o r"e™" Y. Donc,

= /Pr(e — 1) du(t)

T 4o

1 .
5> 5>
T n in(a—t)d - n _—ind int
= re u(t) + / rte”"™e™ du(t)
27r“7T — 27r*7r ~
+m +
1 1 S n —inf 1 int
= o [T ) + D_rre™ e o [emdu(t) = f(2)
g n=1 n
| S—

=0

Aussi,

150 = 57 [i5@la0

L T
_ Y e pndue
= [ |5 /P (0 — 1) du(t)| db
+7 +m
- i/ i/P(@—t)de dlpl() = lu
- 27 2 " K — A

~

=1
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Par conséquent, sup || f,||; < +oo, et donc f € H'. Nous savons que la fonction
limite de f est urrlzlfonction de #'. De plus, nous voyons que [ est représentée
par l'intégrale de Poisson de sa fonction limite f et par I'intégrale de Poisson de
la mesure p. Comme cette représentation est unique, nous devons avoir

du(t) = f(t)dt. La mesure p est donc abolument continue par rapport a la mesure

de Lebesgue. ¥4l

3.5. LES ESPACES HP 0U 0 <p<1

Dans le présent chapitre, nous n’avons considéré que les cas ou p > 1. Il
s’agissait alors d’espaces de Banach. Dans le cas ot p < 1, ce n’est plus vrai. En
fait, ce ne sont méme pas des espaces normeés.

Nous gardons la notation

+7
1l = sup 15,1, 0 1521, = | 57 15 0)P a8

mais ce n’est pas une norme. En effet, ||-||, pour 0 < p < 1, n’est pas une norme,
I'inégalité du triangle n’étant pas respectée. Donc, H? n’est pas un espace normé.

Par contre, nous pouvons le munir d’'une métrique
d(f.9) =lim|f; — gl
r—1

Muni de cette métrique, H? est un espace métrique complet. La preuve est faite

dans [Dur].

Plusieurs résultats énoncés précédemment sont toujours vrai pour 0 <p < 1.
Ainsi, la limite radiale d’une fonction dans H? existe presque partout et définit
une fonction f de Z2 ot ||fllz = IIfll, et ||fr — fll, — O tout en gardant
a DPesprit que ce n’est qu’une notation et non une norme. Aussi, le produit de
Blaschke formé des zéros de f converge et nous pouvons factoriser notre fonction

f(z) = F(z)B(z) ou F' est une fonction de H? ne s’annulant pas sur D et telle
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que || f|lg» = |F || - Encore une fois, nous pouvons identifer H? & H?(C) ot ce

dernier est une sous-espace vectoriel fermé de £?.



Chapitre 4

LA DUALITE

Dans ce chapitre nous aborderons la dualité des espaces de fonctions. Nous
étudierons d’abord les espaces duaux des espaces HP. Ensuite, nous regarderons
si ces mémes espaces H? sont les duaux d’espaces de fonctions et si oui, quels
sont-ils? Finalement, nous regarderons des cas particuliers d’espaces de fonction,

comme ’algébre du disque et Hol(D).

4.1. DUAL DE H? 0U 1 < p < +c0.

Définition 4.1.1. Soient X un espace de Banach et E un sous-espace fermé de

X. Un translaté de z modulo E est un ensemble
g+ E={z+e]|ecE}.

Si nous adoptons comme convention que y est équivalent & z s’il est dans le
translaté de z, alors, le translaté de x est une classe d’équivalence. Il est facile
de montrer que deux translatés sont soit disjoints, soit confondus. On appelle
Pespace quotient X/E, 'ensemble des classes d’équivalence de z. Si on le munit

des opérations suivantes:

[zl +[y] = [z+y]
Az] = [z

alors X/E forme un espace vectoriel dont le neutre est [0] = F on 0 est le

neutre de X et dont I'inverse est —[z] = [—z] ol —z est I'inverse de z dans X.
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Théoréme 4.1.1. On munit X/E de la norme suivante :
= inf
Il = inf [+ ol

On remarque que c’est la distance de z ¢ E. Muni de cette norme, l’espace X/E

est un espace de Banach.

Preuve

Soient {[z,]};/3] une suite de Cauchy dans X/FE et 0 < n; < ny < ... telle que
Zn] = Tnes]|| < 21—k pour k > 1. On choisit y, € [z,,] tel que |y — Ypra|| <
2 ||[@n] = [Tns,]||- Alors, la suite {y;};S5 est une suite de Cauchy dans X.
Puisque X est un espace de Banach, il existe z € X tel que y — z. On a

alors
| zn] = la]ll = lllye] = [21ll = inf flye — 2 + w]| < [lye — 2] = 0.

Donc, [z,,] — [z]. Puisque la suite de Cauchy {[z,]};} posséde une sous-suite

convergeant vers [z], elle converge elle aussi vers [z].

Théoréme 4.1.2. On appelle annihilateur du sous-espace E ’ensemble
Et={peX'|p(z)=0Vze€ E}.

C’est un sous-espace fermé de X’. L’espace E' est isométriquement isomorphe a

X'/B*L.

Preuve

Soit ¢ € E' fixé. On considére la famille des extensions de v
ay={peX'|¢|_=v)

Par le théoréme de Hahn-Banach, cet ensemble est non vide. De plus, Ay est un

élément de X'/E+. En effet, soit ¢, une extension de 9. Considérons

[oy] = @y + E+ = {py+n | ne E*}.
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Nous voyons que [py,] est un élément de X'/E*. Nous montrons que Ay = [py).
On a gy € Ay et vy = py + 0. Puisque 0 € E+, alors ¢y € [py)].
Soit ¥ € [py]. Alors, ¥ = @y + 17 et ‘I’!E = <p¢lE + n]E =19+ 0 =1 et donc
U e Ay,
Posons L: B — X'/E:
o= py)
L'opérateur L est linéaire et bijectif. C’est aussi une isométrie. En effet, soit

Y € E' et ¢ une extension de 2. On a

191l = sup [¢(z)] = sup |o(z)| < sup |p(z)] =[]l -

zll <1 Izl <1 llzll <1
zeE z€EE zeX

Or, par le théoréme de Hahn-Banach, il existe ¢ une extension de ¢ telle que

Il = [l Donc,

IL) = llleylll = inf [loy +nll = inf || = [|&] = [l¥]. o
n€E 8| =y
Théoréme 4.1.3. L’annthilateur de HPou 1 < p < +o0 est l’ensemble

+7

m={sem |5 [s)d0=0-g0)}

-7

ou q et p sont conjugués.

Preuve
Soit ¢ € (HP)*t. C’est un élément du dual de .#P. Par le théoréme de Riesz, nous

savons qu'il existe une unique fonction g € £ telle que
1 +7
o) =5 [fO0@)as  vfe2

Nous avons donc

-+
1
o [f(O)g®)dd=0 v feH.

-7
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Puisque les fonctions €™ sont des fonctions de H? pour tout n > 0, nous avons

+

+
1 (., 1
I 17 — > o — .
o /e g(0)df =0 pour n > 1et o /9(9) dfd =0

-7
Par définition, nous avons g € H{.
Supposons maintenant que g € H{. Soit f € HP. Puisque fg € H', par la

formule de Cauchy nous avons
1T
5 [7©)30)d8 = £0)9(0) =0

La fonctionnelle induite par la fonction g est alors un élément de (HP)*.

Corollaire 4.1.3.1. Le dual de H? est £9/HJ ou 1 < p < +00 et g et p sont

conjugués.
Théoréme 4.1.4. L’espace (X /E)' est isométriquement isomorphe & E*.

Preuve

Posons L. (X/E) — EL
U = pou p(z) =T([z]).

C’est bien défini. En effet, si z € F, alors ¢(z) = ¥([z]) = ¥([0]) = 0. L’opérateur

L est linéaire et bijectif par construction. C’est aussi une isométrie. Nous avons
lp(@)] = 1Dl < 1] fa]ll = 1] inf llo + wi] < 2]} {l=]]

Ceci implique que [|L(¥)]| = |j¢|| = sup |¢(z)] < [[¥]].
lzll<1
z€EX

Pour 'autre inégalité, nous remarquons que
1@ ([z])] = le(@)| = ez +y)| < ol |z + 9]l Yy € E.

Done, [¥([z])] < llell inf [}z + yll = lloll I[]]l
Nous en concluons que [[¥[| = sup [¥([z])] < lol| = [IL()]]

lelll<
[z]eX/E
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Corollaire 4.1.4.1. L’espace H? est le dual de £?P/H} o 1 < p < +00 et q et

p sont conjugués.

4.2. LE DUAL DE A(D).

Soit
A(D) = C(D)NnH®*®

AlC) = {f:C——HC]f:glcoﬁgEA(D)}

On remarque que A(C) est un sous-espace propre de C(C') et qu’il est iso-

morphe & A(D).
Théoréme 4.2.1. Le dual de A(D) est isométriquement isomorphe & M/Hg.

Preuve

Nous savons déja que M est le dual de C(C). Par le théoréme 4.1.2, et le fait
que A(D) = A(C), nous avons (A(D))" = M/A(C)*. 1 suffit donc de montrer
que A(C)t = H}. Par le théoréme de Riesz, & chaque fonctionnelle F' du dual de

C(C), nous associons une unique mesure 4 telle que
17
F(f) =5 [f®)du®) ¥ fecio)

Donc,
AC): = {Fe(C() | F(f)=0VYf e AC)}

= {peM| %/f{&)du(()):OVfEA(C)}

Soit u € A(C)*. Puisque les fonctions €™ sont des éléments de A(C) pour
+7

1 .
n > 1, nous avons alors o / e™ du(f) = 0. Par le théoréme de F. et M. Riesz,
0

-7

la mesure p est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue et il

existe donc une fonction g € 2" telle que du(f) = g(6)df. Nous avons maintenant
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+7
1
5 / 8 0(0) df = 0, c’est-a-dire g € H'. De plus, puisque 1 € A(C), nous avons
T

-

+7 +7
0=5r [du®) = 5 [906)d8 = 900).

Ceci montre que g € H{.
Supposons maintenant que g € Hy. Soit f € A(C). Posons du(6) = g(6)d6.

Puisque ¢gf € H*, nous avons

“+m

0=9(0)1(0) = 5= [90)16)do = 5 /f ) di(6)

-7

Ceci montre que u € A(C)*. 74

Corollaire 4.2.1.1. L’espace (C(C)/A(C)) est isométriquement isomorphe &

HY.

4.3. LE DUAL DE Hol(D).

Définition 4.3.1. Soit E un espace vectoriel sur C. Une semi-norme sur E est

une application p: E — [0, + oo] telle que

e plaz) = |alp(z) Va € C, Vr € E;
e p(z+y) <p(z) +ply) Vz, y € E.

On dit qu’'un espace vectoriel topologique E est localement conveze s’il existe
une base de la topologie formée d’ensembles convexes. On peut montrer que c’est
équivalent & dire qu’il existe une famille P de semi-normes telle que les ensembles

{zeE|plz—y)<e,peP,y€E, >0} engendrent la topologie de E.

Exemple
L’espace Hol(D), avec la topologie de la convergence uniforme sur les compacts,

générée par la famille de semi-normes P = {||-||; } ott K est un ensemble compact

de D et ||f]lx = fg}glf(Z)l-
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Une fonctionnelle linéaire L sur un espace vectoriel topologique localement
convexe est continue si et seulement si il existe une semi-norme [|-||[, € P et
M € R tel que |L(f)] < M||fll, Vf € E. La preuve de cet énoncé peut étre
trouvée dans [L&R].

Théoréme 4.3.1. Soient {a,} et {b,} deuz suites de nombre complezes.
Posons a = {a,}, b = {bn}, ab = {anb,} et o(a) = limsup |ay|7. Alors,

400
o(b) <1 <= Zanbn converge ¥ a tel que o(a) <1

n=0
Preuve

Soient a et b tels que o(b) < 1 et o(a) < 1. Alors,

o(ab) = Iimsup]anbn[’fl? = limsup Ian[%[bnl%
< limsup|an!% limsup |b,|7 = o(a)o(b) < 1

+00
Donc, Z anb, converge par le test de la racine.

n=0
“+00

Soit b tel que Z a,b, converge pour tout a tel que o(a) < 1. On veut montrer

n=0

que o(b) < 1. On suppose le contraire c’est-a-dire o(b) > 1. Puisque o(b) > 1,
il existe deux sous-suites {ny} et {ex} telles que ny — 400, e — 0 et |b,, | >

(1 — &x)™. Posons

0 sim # ng

ap = .
et arg(bn,,)

1 .
(i—em Sinon.

+o0 +00 +00

Onao(a)=1et Z anb, = E lanby| > Zl = 400 qui est une contradiction.
n=0 n=0 n=0

Donc, nous devons avoir o(b) < 1. %

Soit 'espace vectoriel A = {a = {a,} | o(a) < 1}. avec la topologie générée

par la famille de semi-normes P’ = {||-|loc,<;} ou |lall, = sup, |a,|r". On veut

identifier A et Hol(D).
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Posons
¢: A — Hol(D)
a — f|,on f(z Zan
n=0
+o00
C’est bien défini car le rayon de convergence d’une série de puissance Zanzn
n=0

est R = U(a) L’opérateur ¢ est bien linéaire et bijectif. Son inverse est donné par

e Hf) =a= {—’inj,ig—} Cet opérateur induit une topologie sur A. En fait, la
topologie induite est la méme que celle générée par la famille de semi-normes P’.

Preuve
Nous montrons d’abord que pour tout £ > 0 et pour tout 0 < r < 1, il existe un
sous-ensemble compact K de D et un 6 > 0 tel que si ||f||x < ¢ alors |a||, =

o™ (f)]l, < e. Nous aurons besoin de Iinégalité de Cauchy dont la preuve se

trouve dans [L&R].

Lemme 4.3.1 (Cauchy). Soit f € Hol(D). Alors

n!
| ()l<ﬁﬁl|§}f| ()]  pourr < 1.

Soient £ > 0, et 0 < r < 1. Posons K = D(0,r). Alors
F™(0)
nl

1
< — <4
" sup glIale( z)|r" <

”fHK <= “CL“T = Sup !Cl,nl’f‘n = sup
n n

Si nous posons ¢ = &, nous avons le résultat voulu.

Nous montrons maintenant que pour tout € > 0 et pour tout sous-ensemble
compact K de D, il existe r tel que 0 < r < 1, et un d > 0 tels que si
lall, < & alors [Ifllx = lle(a)ll <e.

Soient ¢ > 0, et K un compact de D. Soit p < 1 tel que K C D(0,p). Soit r
tel que p < r < 1. On pose 6 = (1 — £). Si ||al|, < 4, alors

< Zlanlp < al, Z( ) <

n=0

£l =
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Théoréme 4.3.2. Soit Ay = {a = {a,} | o(a) < 1} muni de la méme topologie
que A. Alors le dual de Hol(D) est Ayp.

Preuve
Soit L un élément du dual de Hol(D). On pose A = {\,} ou A, = L(z") pour

n > 0. Si a = {a;} est la suite des coefficients de Taylor de la fonction f, nous
n

savons que Z axz® converge vers f dans la topologie de Hol(D). Puisque L est
k=0

n n
continue, Zak)\k =1L (2 akzk) converge vers L(f). Aussi, puisque o(a) < 1

k=0
+o0

et Z @\, converge, nous avons o(\) < 1 par le théoréme 4.3.1. Donc,

n=0

“+o00
VL e (Hol(D)) il existe A € Ap tel que L(f) = Zan » pour tout f € Hol(D).

n=0

Réciproquement, soit A € Ay. On pose

+00
= Z QnAn

n=0
Cette série converge pour f € Hol(D) par le théoréme 4.3.1. Nous voyons que L

est une fonctionnelle linéaire. Il suffit de montrer qu’elle est continue.

Nous montrons qu’il existe 0 < 7 < 1 et une constante M tels que
IL(f)| < M ||al|,. Soient p et r tels que o(A) < p < 7 < 1. Il existe donc nq tel

que |A,| < p" pour n > ng. Donc,

+00 o
M| (8)
LA = D anha] € D lanlal + 3 lanls” < (Z %—_—) lall,
n=0 n<no n>ng n<ng r P
=M
+o0o
Donc, V) € Ay, la fonctionelle définie par L(f) = Zan)\n est un élément du
n=0

dual de Hol(D). 7|
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Il y a une autre fagon de représenter les éléments du dual de Hol(D). On
dit qu’une fonction f est analytique dans un fermé F' s’il existe un ouvert U
contenant F' et une extension de f & U qui soit analytique.

Soit g € Hol(C\D(0,r)) ot 0 < 7 < 1. Soit p tel que 7 < p < 1. On pose
1
o) =5 [f@a)dz  Vf e HD)
C(0,p)

Alors ¢ est une fonctionnelle linéaire continue. En effet, si f, — f dans Hol(D),
alors f, — f uniformément sur C(0,p). Aussi, puisque g est bornée sur C(0,p),

on a f,g — fg uniformément sur C(0,p). Et donc,
1 n) = lim — n .
n—lgloo(’o(f )= n—>o0 27rz /f 2m /f o)
(0,p) C(0,p)
La réciproque est aussi vraie.

Théoréme 4.3.3 (Caccioppoli). Soit ¢ € (Hol(D))'. Alors il eziste une fonc-
tion g € Hol(C\D(0,r)) ot 0 < r < 1, s’annulant & Uinfini et r < p < 1 tels

que
o(f) =5 /f g9(z)dz ¥V f € Hol(D).
C(0,p)
Preuve
Posons || f]l, = [|fllp0n = sup |f(2)]- Soit ¢ un élément du dual de Hol(D).
z€D(0,r)

Puisque ¢ est continue, il existe une semi-norme ||-|| ;- telle que |o(f)] < M ||f|lx
pour toute fonction f € Hol(D). Aussi, il existe un rayon r < 1 tel que K C
D(0,r). Si f € Hol(D) et || fll o,y = 1. Alors

lo(N)l < M|[fllx < MIfllpen =M.

La deuxiéme inégalité est justifiée puisque K C D(0,r).
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On considére 'espace A, = C(D(0,r)) N Hol(D(0,r)). Muni de la norme |||,
c’est un espace de Banach. Nous considérons Hol(D) comme un sous-espace fermé
de A,.

Nous avons montré que ¢ est une fonctionnelle linéaire continue du sous-espace
Hol(D). Par le théoréme de Hahn-Banach, ¢ peut étre étendue a une fonctionnelle

linéaire continue ¢ sur tout A,.

Soit ¢ € C tel que |¢| > r. La fonction est alors un élément de A,.

1
(-2
Posons g(¢) = ¢ (&;) Si (| > r, alors

éi%'g“(%“:%@ =Y («-ziéo-z)) =¢ (Z’E‘%) |

Ceci montre que g est analytique dans C\D(0,r) D C\D. Puisque D(0,r) est

compact, g est analytique dans un voisinage pointé de I'infini ét

lm g(¢)= lim @( : )=¢<o>=o-

[¢|—+00 ¢]—+00 (—z

Soient f € Hol(D) et p tel que 7 < p < 1. Par la formule de Cauchy, nous avons

27'('7, C — z Vze D(Oap) i D(O,T)
C(0,p)

De plus, puisque cette intégrale est la limite uniforme des sommes partielles de

Riemann et que ¢ est continue sur A,, nous avons

o =3() = & 5= /c—zd<
C(0,)
1
- / 108 (72 ) =55 [ FQ00a
C(0,p) C(0,p)
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44. LEDUALDE HP 0U 0 <p< 1.

Les preuves des énoncés de cette section peuvent étre trouvées dans [Dur].

Une fonctionnelle linéaire sur H? est dite bornée si

llell = sup |o(f)] < +oo.

p<1
On peut montrer qu’une fonctionnelle linéaire sur H? sera bornée si et seulement
si elle est continue. Muni de la norme ci-haut, espace (HP)' ot 0 < p < 1 est un
espace de Banach.

Soit 0 < @ < 1. On pose
A4(C) = {f: C — C| il existe une constante L telle que |f(p) — f(6)| < L|p — 6]*}.

On dira que f € Aq si f € A(D) et sa fonction limite f € A,(C). On a que
Ag C Ay si o < . Soit

A(C)={f: C=C||f(0+h)—2f(0) — f(0 — k)| < Mh}

ou M est une constante. On dira que f € A, si f € A(D) et sa fonction limite

feA(C)OnaqueA; CA, CAysia<l.

Théoréme 4.4.1. Soit 0 < p < 1.

1 1 1
1. 53 <p< —ouné€N, onposea=——mn. Soit p un élément du dual
n+1 n P
de HP. Alors, il existe une fonction g € A(D) telle que g™V € A, et
- 19 -—1,9 P
o(f) = 151} o /fr(e g VfeHP (4.4.1)

Réciproquement, pour toute fonction g telle que g™V € A,, le terme de
droite de l'équation (4.4.1) définit une fonctionnelle linéaire continue sur
P,
1
2. 51ip=
b n+1
fonction g telle que g"V) € A,, le terme de droite de ’équation (4.4.1)

, alors la fonction g"~V) € A,, et réciproquement, pour toute

définit une fonctionnelle linéaire continue sur HP.



CONCLUSION

Le but de ce mémoire était de trouver les espaces duaux des espaces de Hardy
ainsi que d’autres espaces de fonctions. Nous 'avons fait pour le cas de 1'algébre
du disque et de I'espace des fonctions holomorphes sur le disque unité muni de la
topologie de la convergence uniforme.

Cependant, il reste des cas que nous n’avons pas couverts. L’espace dual de
H® n’est pas encore connu. De méme on pourrait se poser des questions similaires
quant au dual de I’espace des fonctions holomorphes sur le disque unité muni de
la topologie de la convergence uniforme sur le disque.

Ce sont deux problémes ouverts auxquels j’aimerais peut-étre réfléchir un

jour...
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