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SOMMATRE

Dans ce mémoire, nous allons étudier 1/’incomplétude de 1la
théorie de l’arithmétique de Peano. Cette théorie de la logique
du premier ordre donne une axiomatisation de 17arithmétique des
nombres naturels. On sait, cependant, par les travaux de Kurt

Gddel, que cette théorie posseéede des énoncés indécidables.

Pour ce faire, nous allons utiliser 1l’énoncé de Kanamori-
McALoon. L‘’objectif est de montrer que cet énoncé ne peut pas

étre démontré a 1l’aide des axiomes de Peano.

L’ essentiel de ce travail sera donc de donner deux preuves
de 1’indépendance de 1’énoncé de Kanamori-McAloon. Dans la
premiére, nous allons construire un modéle de l’arithmétique de
Peano qui ne satisfait pas 1’énoncé. Dans la deuxieme, nous
allons associer une fonction a 1’énoncé, pour ensuite montrer que
cette fonction a une croissance trop rapide pour é&tre bien

définie a l’intérieur de l’arithmétique de Peano.
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INTRODUCTION

L’objectif de ce mémoire est de présenter deux preuves de
1’ indépendance de 1l’énoncé de Kanamori-McaAloon. Afin d’introduire
ce sujet, nous allons faire un bref rappel de l’histoire des

résultats d’indépendance en arithmétique.

Guiseppe Peano a donné en 1889 une axiomatisation de
l’arithmétique. En gros, cet ensemble d’axiomes permet de définir
les opérations d’addition et de multiplication, ainsi que le
principe dfinduction sur un ensemble infini muni d’un plus petit

élément 0",

L’arithmétique de Peano a pris une importance considérable
avec les résultats de Kurt Gédel. Suite a la découverte du
paradoxe de Russell, plusieurs mathématiciens ont tenté de créer
des systémes qui pourraient servir de fondement aux mathématiques
en espérant pouvoir ensuite démontrer la consistance de ce
systeme. Les difficultés rencontrées par ces différentes
approches ont finalement conduit Gddel aux résultats suivants.
Premiérement, que l’arithmétique n’est pas une théorie complete.
Ceci a pour conséquence qu’il existe des énoncés vrais concernant
l’arithmétique qui ne sont pas démontrables a partir des axiomes
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de Peano. Deuxiémement, gque pour démontrer la consistance de
l’arithmétique de Peano on doit utiliser une théorie capable de

reproduire 1’arithmétique de Peano.

Dans la preuve d’un de ses théoreme, Gb&del donne le premier
exemple d’énoncé qui est indépendant des axiomes de Peano.
Cependant, en dehors de la preuve de Gédel cet énoncé ne posséade
pas d’utilisation en mathématiques. La question était, donc, de
saveoir s’il existe des énoncés indépendants qui sont utilisés en
arithmétique, ou du moins au niveau de la recherche en

arithmétique.

Le premier exemple de ce type d’énoncé fut le théoréme de
Paris-Harrington [9]. Cet énoncé est une variation du théoréme de
Ramsey fini. Une des premieres méthodes qui a été utilisée pour
démontrer 1’indépendance de 1’énoncé est la méthode des
indicatrices. Cette méthode permet de construire un modeéle de
1’arithmétique de Peano qui ne satisfait pas un énoncé donné. Les
principaux dévelopements de cette méthode ainsi que différentes
applications sont présentés dans les articles de L. Kirby et J.

Paris [61,[7]1,[10] et [11].



Une autre méthode a été ensuite développée par Jussi Ketonen
et Robert Soclovay [5]. Dans cette méthode, on associe une
fonction & 1l’énoncé. On étudie ensuite 1la croissance de la
fonction pour finalement conclure gque sa croissance est trop
rapide pour que 1l’énoncé soit démontrable dans l’arithmétique de

Peano.

Dans c¢e mémoire, nous allons étudier 1le théoreme de
Kanamori-McAloon. Nous allons montrer que cet énoncé est une
conséquence d’un théoréme de Paul Erdos et R. Rado. Ceci signifie
que le théoréme de Kanamori-McAloon est un énoncé vrai de
lrarithmétique. Cependant, nous allons montrer gqu’aucune preuve
de ce théoréme ne peut étre reproduite a 1l’intérieur de

l1’arithmétique de Peano.

Dans leur article, Akihiro Kanamori et Kenneth McAloon [3]
ont d’abord établi la preuve de l’indépendance en construisant un
modéle de 1l’arithmétique de Peano qui ne satisfait pas 1/énoncé.
Ensuite, ils ont expliqué comment adapter la méthode de Ketonen-
Solovay a leur énoncé et ont donné la premiére moitié de la

preuve.



Ce mémoire sera donc divisé de 1la fagon suivante: Le
chapitre 1 présente l’arithmétique de Peano. Entre autres, nous
démontrons que les axiomes de Peano sont capables de démontrer
tous les énoncés X; qui sont vrais pour 1’arithmétique. Le
chapitre 2 présente 1’énoncé de Kanamori-McAloon ainsi que
quelques notions de combinatoire. Dans le chapitre 3, nous
donnons la premiére preuve de 1’indépendance en utilisant les
modéles non-standards et faisons le lien avec les indicatrices.
Le chapitre 4 est constitué en majeure partie des résultats
provenant de l’article d’Akihiro Kanamori et Kenneth McAloon [3]
pour adapter la méthode de Ketonen-Solovay a leur énoncé. Dans le
chapitre 5, nous définissons une variante de la hiérarchie de
Wainer et démontrons une série de propriétés. Finalement, dans le
chapitre 6, nous completons la preuve de 1’indépendance par la

méthode de Ketonen-Solovay.

Dans ce mémoire, les résultats auxquels nous sommes nous-
mémes parvenus sont: les lemmes 4.8 et 6.4, les théorémes 6.2 et
6.11 ainsi que le corollaire 3.6. De plus, nous avons obtenu les
théorémes 4.9, 6.9 et 6.10 en adaptant les résultats 1.8, 3.4 et
3.5 de 1’article de Jussi Ketonen et Robert Solovay a 1l’énoncé de

Kanamori-McAloon.



CHAPITRE 1: L’arithmétique de Peano

On note PA, l'arithmétique de Peano. Cette théorie de la
logique du premier ordre donne une formalisation de 1’arithmétique

des nombres naturels. Elle est constituée du langage:
L={0,1, <, +, -}

des axiomes suivants:

I)Vx —(x + 1 = 0)

2) Vx, vy (x +1l=vyv+1->x = y)

3) Vx (:c+-0 =x AXx-0-= O)
4)Vx,y(x+(y+1) = (x+vyv)+1 A x-(y+1) = x-y+x)

5)Vx,y(x<y<—>§|z(x+z = y/\—.(z=0)))
et du schéma d'induction:

(PI) Pour toute L-formule @(x) (possiblement avec parametres):

(@(0) A Vx(o(2) = o(x + 1)) = Vzo(x)

On note PA, la L-théorie constituée des axiomes 1 a 5
seulement. Le principe du bon-ordre est donné par le schéma
d'axiome:

(BO) Pour toute L-formule ¢(x)

dz@(x) > dz(o(z) A Ve(w < z = —0(w)))

Nous allons maintenant montrer que 1l'on peut remplacer PI par



BO dans 1l'arithmétique de Peano.

Proposition 1.1: PA'FPI <« BO

Preuve:
1) PAA FBO — PI
Soit M une L-structure telle que MFEPA, ME BO et
M Ee) A Vx(e(x) > olx + 1)) %3

Si on avait M E 3x—¢(x), alors par le principe du bon-ordre dans
M, il existerait un plus petit z € M tel que M E dz—@(z). Par * on
obtient z#0 et donc il existe y tel que y + 1 = z et que M F o(y).
A l'aide de * on obtient M E ¢(z), ce qui est contradictoire. Donc

ME Vx ¢(x).

2) pA" FPI —» BO
Soit M une L-structure telle que M F PA", M FE PI et M F

Jdx@p(x) . Supposons que M F —Jz{p(z) A Vw(w<z —» —o@(w)) alors

MEVz(p(z) > Juw(w < z A @(w))) (*%)
Pour obtenir une contradiction, nous allons utiliser la formule
auxiliaire O(x) définie par: "Vz(z < x — —¢(z))". A l'aide des
axiomes 1 et 5, on obtient que 0 est le plus petit élément de M et
donc M E6(0). Supposons que M E0(x). Nous allons montrer que M E

O(x +1). Si z < x+1 alors z < x ou z = X.

Si z < x alors par O(x) on a M E—g(z)



Si z = x alors par ** on a M F-o(z)
Donc M E6(x + 1) et par PI dans M, M FE Vx0(x) donc M F Vx—op(x),

ce qui contredit le fait M FE dxo(x).

Les symboles 2, 3, 4, 5, ... ne font pas partie du langage L.
On peut cependant les utiliser en posant la convention que n est

une abréviation de 1+1+1+...+1 ( n fois ).

Le modéle standard de l'arithmétique de Peano est l'ensemble
des nombres naturels N. On montre facilement en utilisant Ile
théoréme de compacité que cette théorie posséde également des
modéles non-isomorphes a N, ces modéles sont donc non-standards. Si
M est un modele non-standard de pA alors la fonction

h:N—> M:n > n" est un homomorphisme injectif (ol n" = 1" +% 1" +* 1"

+* +"1¥ (n fois)). On peut donc identifier N avec l'image de h dans

M et considérer N comme une sous-structure de tous les modeles de
5 P . . MM 0
PA. Pour cette raison, on écrit n au lieu de n, < au lieu de <M, +

au lieu de +", etec.

A partir des axiomes, on peut montrer que < est un ordre

linéaire sur M, que 0 est le plus petit élément de M et que pour

tout k  N:

MEVXE <k> (x=0vx=1vx=2v..vx=%-1))



Cette derniére propriété nous dit qu'aucun nouvel élément n'a été
ajouté entre les nombres naturels, i.e. que tous les nombres non-

standards sont infinis. Pour cette raison, on utilise les notations
suivantes: M > N signifie que M est un modele non-standard et a > N

signifie que a est un nombre non-standard.

Ces derniéres considérations nous aménent a nous poser la

question suivante: "Existe-t-il une formule qui permet de définir

dans M, le sous-ensemble N ?". La réponse est 'non", car s’1il

existait une L-formule o¢(x) (possiblement avec des paramétres
a € M" telle que:
N={beM|MFEe (b) }
alors ME ¢(0) (car 0 € N)
et M E Vz (p(x) = ¢(x + 1)) (car x € N = x+1 € N)
.donc ME Vx ¢(x) ( car M FEPI)

et donc N = M, ce qui contredit le fait que M est non-standard.

Le prochain théoréme est simplement une reformulation de ceci.

Théoréme 1.2: (Principe de débordement)

Si M est un modéle non-standard de PA, ac€ M et M E ¢(n, a) pouf

tout n € N, alors il existe ¢ > N dans M tel que M olc, a).



Définition: Soient M = PA et I une sous-structure de M, on dit que

I est un segment initial de M ( on note I <, M ) si pour tout x ¢

IetyeM: ME Yy < x implique y € I.

Par exemple, par une remarque précédente si M FE pA alors

N <. M. Nous allons également étudier les segments initiaux

e

I . M qui se situent entre N et M.

Notations:
1) Soit o(x, ¥) une L-formule. V__,¢(x,y) est une abréviation de
Vx{x <z > olx,¥)) et 3 __o(x,y) est une abréviation de

dx(x < 2z A (%, 7)) . Les quantificateursV __, et 3 sont appelés

x<zZ

quantificateurs bornés.

2) A, dénote la classe des L-formules dont tous les quantificateurs

sont bornés.

3) ¥, dénote la classe des L-formules de la forme: 3dx 6(x, §) ou
B(x, yv) € As.

4) TI, dénote la classe des L-formules de la forme: Vx 6(x,y) ou
0(x, ¥) € A .

5) On note Mi < M si M; est une sous-structure élémentaire de M,

i.e. si M < Mz et que pour tout a e HM] et pour toute L-

formule ¢p(z) on a: My ¥=q)(g) si1 et seulement si M |-'=(p(5) i



6) On note N <,, M si N est une sous-structure A,-élémentaire de
M, i.e. si N - M et que pour tout —e: € N* et pour toute I-

formule @(x) € A, on a: N E@@ ssi M Eo@).

Nous allons maintenant démontrer un résultat positif

concernant l’arithmétique de Peano. C'est-a-dire que PA est capable

de démontrer tous les énoncés vrais de l’arithmétique de la classe

>1.

Lemme 1.2: N C, M = N =<3, M

Preuve: On procéde par induction sur la complexité des A,-
formules, i.e sur le nombre de symboles -, A et V.t dans la
formule. Les cas de — et A sont des conséquences de N < M. Pour
le cas de V., il suffit de remarquer que si N C, M et t € N
alors:

{ZEN|N|= z<t}={zEM|M|=z<t}

Corollaire 1.3: S1 N &, M et (p(g) € 2., alors pour tout a € N on

a: NE ¢9(a = ME ¢@).

Corollaire 1.4: PA F 3, TH(N)
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CHAPITRE 2: Le théoreme de Kanamori-McAloon

Dans ce chapitre, nous allons énoncer la proposition de
Kanamori-McAloon. Pour ce faire, nous devons développer dJueldques
notions de combinatoire. Premiérement, nous allons adopter les

notations suivantes:

N dénote 1l'ensemble des nombres naturels ou un ensemble de la méme

cardinalité.

[m,n] dénote l'ensemble {m,m+l,m+2,.,n-1,n}.

Les constantes comme “n” peuvent étre utilisées pour représenter le

nombre n ou un ensemble de cardinalité n.

Si M F PA et X ¢ M alors [X]" dénote la classe des sous-ensembles

de X de cardinalité n, de plus si {xi1,%X2,...,%} € [X]" on suppose

toujours que x < %x2 < .... < Xn.

Soient X,Y « N et f:[X]" —» Y. Pour simplifier les démonstrations,
nous allons utiliser la notation suivante:

f(x1,%X2,...,%) signifie £({Xi,Xz,...,Xn})
De plus nous allons utiliser 1la notation vectorielle X pour

denoter {Xi,X2,...,Xnl}.

14



Définition: Soit X,Y — N. On dit qu'un sous-ensemble H C X est

homogéne pour une fonction f£:[X]" — Y si la restriction de £ a [Hf

est une fonction constante.

ILa notation suivante est utile pour énoncer les théorémes de

Ramsey:

Soit ¢ ¢ N. X — (k)* signifie que pour toute fonction f:[X]" > ¢,

il existe H ¢ X homogéne pour £ tel que |H| = k.

Ramsey a démontré en 1930 les deux théoremes suivants [12]:

Théoréme de Ramsey infini: V n,c € N N — (N)]

Théoréme de Ramsey fini: V n,c,k € N 3m € N m — (k)]

La version finie du théoreme peut étre exprimée dans le langage L.
Ce n'est, cependant, pas le cas pour la version infinie qui est un
théoréme du deuxiéme-ordre. Il s'avére que le théoréme de Ramsey
fini est démontrable dans PA; nous allons donc considérer un

renforcement de ce théoréme qui n'est pas démontrable dans PA.

Dans leur article, Erdés et Rado [l1] ont donné wune

généralisation du théoréme de Ramsey infini. Cette généralisation

12



permet de remplacer le nombre ¢ par un ensemble infini. Pour

énoncer ce théoréme, nous aurons besoin de la définition suivante.

Définition:
Soit une fonction f£:[N]'—» N, un sous-ensemble H ¢ X est canonique

pour £, s’il existe v ¢ n tel que pour tous X,V ¢ ﬁﬂ“ 3

f(xo,. ,%Xn1) = £(yo,..,¥n1) & Xi = ¥i pour tout 1 € v

Théoréme: (Erdds et Rado)

Pour tous n ¢ N et f:[N]"—> N, il existe un ensemble infini H c N

qui est canonique pour f.

On voit facilement que le théoreme de Ramsey infini peut étre

démontré a partir de ce théoréme, car si 1 image de la fonction f
est un ensemble fini, alors on doit avoir v = ¢ et donc H est un

ensemble homogéne pour £.

Nous allons maintenant énoncer des définitions qui sont

reliées au théoréme de Kanamori-McAloon.

Définitions:

1) Une fonction f£:[X T - N est dite régressive si pour tous xo < X1

< .. < Xp1 provenant de X avec X0 2 0, on a £(%Xo,%X1,...,%n1) < Xo.

2) Un sous-ensemble S < X est min-homogene pour f si pour tous

13



Xo < X1 € .. < Xp1 et X < y1 < .. < yp1 provenant de S, on a
f(xo,X1,...,%Xn1) = £{(Xo0,¥1,...,¥n1) (i.e. dans S8, f dépend

uniquement de la premiére variable).

La notation suivante sera utilisée pour énoncer le théoréme de

Kanamori-McAloon.

X = (k )i, signifie que pour toute fonction régressive f:[X]" >N

il existe S ¢ X min-homogéne pour f tel que |S| = k.

Le prochain théoréeme est une conséquence du théoréme de Erdos

et Rado.

Théoréme: Pour tout n ¢ N, N 5 (N)2

reg

Preuve: Le cas de n = 1 est trivial. On suppose donc que n > 1.
Soit f£:[N]®™ s N une fonction régressive, par le théoréme de Erdés
et Rado, il existe un ensemble infini H ¢ N et un ensemble v ¢ n

tel que pour tous x ,vy e [H] :

f(%Xo0,.. ,%Xn-1) = £(Yo,..,¥n1) < Xi = yi pour tout i ¢ v

Nous allons montrer que v = (J ou v = {0}. Supposons le
contraire, i.e. que v contient un élément i 2 0. Soit h le plus

14



petit élément non-nul de H. On peut former une infinité de n-tuples

qui ont h comme premier élément et qui sont différents pour les
indices 1 € v. Les images de ces n-tuples doivent étre a la fois

toutes différentes et inférieures a h. Ce qui est contradictoire.

Ceci montre donc que v = (J ou v = {0}. Dans le cas ou v = (J,
f doit é&tre homogéne sur [H]" et donc par conséquence min-homogéne.
Dans le cas ou v = {0}, cela signifie précisément que f est min-

homogéne sur [H]".

Nous allons maintenant démontrer le théoréme de Kanamori-
McAloon. On peut voir ce théoréme comme une variation du théoréme

de Ramsey fini.

Théoréme de Kanamori-McAlocon: Vn,k e N3 me N m— (k)]

reg

Preuve:

les cas den = 1, de n = %k et de n = k + 1 sont triviaux. On

suppose donc que n > 2 et que k > n + 1. Nous allons procéder par

contradiction. Si le théoreme du Kanamori-McAloon est faux, alors
pour tout m ¢ N, il existe une fonction fu:[N]" » Nqui ne posséde

pas d’ensemble min-homogéne de cardinalité k. On considére 1la

fonction suivante:

£ N 5> N @ (%0,.., %) & £, (%o, %Xn1)

1I's



Par le théoréme précédent, il existe un ensemble infini H ¢ N qui

est min-homogéne pour f£. Soit § ¢ ﬁﬂk et h un élément de H

supérieur au plus grand élément de S. Comme S ne peut pas étre min-

homogéne pour o 2 il doit y avoir so,S:i,..,S: € S et ti,.,tn1 €8 tel

que: f(So,S1,...,Sn)=fSn (So,Sl,...,Sn—1)¢fS“ (so,ti1,. ,to-1)=f(so,t1,.,tn1,s8n).

Mais ceci contredit le fait que H soit min-homogéne pour f.

Cette proposition peut étre exprimée dans le langage L, nous
allons la noter (KM). On vient de démontrer que (KM) est une
conséquence du théoréme de Erdds et Rado et donc que (KM) est un
énoncé vrai de l’arithmétique. Cependant, cet argument ne peut pas
étre reproduit a 1l'intérieur de PA, car le théoréme de Erdds et
Rado est un théoreme deuxiéme ordre et ne peut pas étre exprimé
dans langage L. L'objet de ce mémoire est de montrer qu'aucune

preuve de (KM) ne peut &tre reproduite & l'intérieur de PA.

On termine ce chapitre avec les propriétés suivantes:

Propriétés:
1) 8i m = (k)2, m'>m, k'< k, n'< n et c¢'< ¢ alors m' — (k' ).

2) 8i m = (k)e, m'>m, k'< k et n'< n alors m' — (k’);g.

La preuve de ces propriétés est évidente.
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CHAPITRE 3: Preuve de 1l’'indépendance par la

méthode des modeles non-standards

Dans c¢e chapitre nous allons construire un modéle de
1’arithmétique de Peano qui ne satisfait pas 1’énoncé de Kanamori-
McAloon. En théorie des modéeles, un des outils de base pour
construire un modéle ayant une certaine propriété est la notion
d’indiscernables. De plus, pour démontrer qu’il existe un modeéle
muni d’un ensemble d’indiscernables on doit utiliser le théoréme de
Ramsey infini. Nous, nous allons utiliser une notion légerement

différente qui est reliée a 1’énoncé de Kanamori-McAloon.

Définition: Soit M | PA et W(Xo,...,Xs) une L-formule. L’ensemble H

c M est un ensemble d’indiscernables diagonaux pour la formule Y
dans M si pour toutes suites co < 1 < ... < mmet o <d < ... <dcn

d’ éléments de H et pour tout p < oo dans M on a:

ME Y(p,c1,...,¢) & ¥Y(p,di,...,dn)

Dans le lemme suivant, nous allons montrer comment on peut

obtenir un ensemble d’indiscernables diagonaux.

Lemme 3.1: Soit M un modele non-standard de PA. S’il existe a, w

c M et b, e ¢ M-N tels que M satisfasse:

[a, b] &> (W)Z* et w — (3e + 1)3%

i



Alors, il existe un ensemble infini H ¢ [[a, b]]2e+1 d'indiscernables

diagonaux pour les Aoc—formules.

Preuve: On doit utiliser un codage de Gddel pour les A,-formules,

i.e. une énumération A, = {V,, V,, V,,...} qui peut étre

définie a 1l'intérieur de PA. Sans perte de généralité, on peut
supposer que VW, posséde au plus k + 1 variables libres. Comme le
codage est défini a 1’intérieur de PA, la fonction k = WYk est

également définie pour les nombres non-standards m ¢ M - N.

Nous allons définir deux fonctions f et 1. Soit donnés a < Xo

<...< X2 < b. 8’11 existe i < e et p < x0 tels que VY, (P, X1,..., Xe)
et VW, (P, Xe+1, ..., X2¢) ailent des valeurs de vérité différentes dans
M, alors f(xo,...,X2) est ce plus petit p et i(xo,...,X2) ce plus
petit i. Sinon, on pose f(Xo,...,X2) = 0 et i(Xo0,...,X2e) = e+l., On

remarque que f est une fonction régressive de [[a, b]]zeﬂdans N et

donc par hypothese il existe H, S [[a, b]]w min-homogéne pour f.

Maintenant, la restriction de i a H; est une fonction de [Ho]z'E+1

dans
e+2 et donc, il existe H; = {Zo,...,Z3e+1} C H et i1 < etl

tels que i=i(Xo,...,X2e) pour tout {Xo,...,X2} € [Hl]2e+1

Nous allons montrer que l'on doit avoir i = e+l. Supposons que l'on
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ait i € e. Par la min-homogénéité de Ho, il existe p < xo tel que:

r = f(Zo,Zl,...,ZZe) = f(zolzll---,ze122e+1,---fzse) = f(zo,ze+1,-.-,23e)

Mais,
f{zo0,21,...,2Z2) = P signifie que V. (P, 2Z1, ..., 2Ze) et
W, (P, Ze+1, ..., Z2¢) Ont des valeurs de vérité différentes.
£(Z0o,Z1,..+,2e,2Z2e41,...,23) = p signifie que V,(p,2Z:,...,2) et
Y, (P, Z2et1, . - -, Z3c) ont des valeurs de vérité différentes.
f(zo,Ze+1,...,23) = Pp signifie que VY, (P, Ze+1,...,2Z.) et
V. (P, Zees1, - -+, Z3e) ONt des valeurs de vérité différentes.

Ce qui est imposible, car au moins deux de ces formules doivent

avoir la méme valeur de vérité. On a donc i = e+l.

Montrons que H = {Zo,...,22} est un ensemble d'indiscernables
diagonaux pour les Ac—formules. Soit Yx une Ao-formule. Comme e est
un nombre non-standard, on doit avoir k < e. Supposons que ¢ < ¢ <

< c et co < di < ... < de soient des éléments de VH, alors pour

tout p < co, on a:

MEV (p,ci,...,C) < VW A(DP,Zi,...,2)
et

MEVY (p,di,...,dd) < WV (P, Zi,...,2)
donc MFV (p,ci,...,cd & W, (p,di,...,dd.
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Dans le lemme précédent, la raison pour laquelle on s’est
limité aux Ao—-formules, est pour s’assurer que 1l’on puisse
reproduire la preuve a 1l’intérieur de PA. En effet, par un
théoréme de Tarski ([13] on ne peut pas définir la relation de
satisfaction M FE y(@) a l’intérieur de PA et donc on ne peut pas
exprimer la notion dfindiscernable pour une formule quelconque

Y(X). On peut, cependant, définir la relation de satisfaction si

on se limite aux Aco-formules.

Théoreéme 3.2: Soit M un modeéle non-standard de PA, a ¢ M et b,c €

M - N tel que M satisfasse:

[a, b] = (2c )

reg

Alors, il existe I <. M tel que a € I < b et I FE PA.

Preuve: Par le théoréme de Ramsey fini dans N, pour chaque n

e N, il existe wn € N tel que NF w., > (3n + 1) done M E

n+2

wa > (3n + 105, (car N, M et w., = (3n+1)5 est une IX,-

formule). Comme 2n+l < wn < ¢, on obtient que pour tout n e N:

M E 3w ((a,bl - (w, 22 A (w, > (3n+ 1))

On utilise maintenant le principe de débordement pour obtenir
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e ¢ M- N tel que:

M E 3w ((a,bl > (w, )2 A(w, - (3e +1)23)

Par lemme 3.1, ceci signifie qu'il existe une suite infinie

a<c<aca<cec< .... <cCe<hb
d'indiscernables diagonaux pour les A,-formules. ©Nous allons
prendre le segment initial I = {x € M : x < ¢; pour un i € N}. On

commence par montrer que I est une sous-structure de M.

I est fermé pour 1l'addition:

I1 suffit de montrer que 1o < 13 < 12 implique
Ci, + Ci, < Ci,. Supposons 1o < 11 < iz, si on avait
p + Ci, = Ci, pour un r < Gy, 7 alors par
l'indiscernabilité diagonale on aurait p + ¢j, = c; pour tout

3 > 12. Ce qui contredit que les c¢i soient distincts, donc

Ci, + Ci, < Ci, «

I est fermé pour la multiplication:

I1 suffit de montrer que io < i1 < i implique ¢y, - cy, < ¢y, .
Soit io < i < is. Supposons que 1'on ait
P - Ci < Ci, < (p+1) ¢y, pour un p < Ci,, hous allons

déduire une contradiction.
De p - ci < ci, on obtient (p + 1) cy, < ci, + ci,. De
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plus, par le dernier paragraphe on a c;, + i, < ¢y pour tout

j > iz, done (p + 1) cs, < ¢; pour tout j > i..

De ¢y, £ (p+ 1l)c;,, et de l'indiscernabilité diagonale on

obtient C5 < (p+ 1l)c;, pour tout 3J > is. Ceci est
contradictoire et donc c¢i, : Ci, < Ci, «
I FE pa

On sait maintenant que I est une sous-structure de M et donc que

I <a, M. Du fait que M F PA” et que tous les axiomes de PA™ soient

de la forme:"Vx 1T(x)" avec 1(x) sans quantificateur on obtient I kE

PA”.

I E p1:
Nous allons procéder en trois étapes. Tout d’abord, nous

montrerons que dans I toute L-formule avec un parametre p peut étre

remplacée par une A,-formule.

Toute L - formule avec une variable libre y peut étre écrite
dans la forme: dx3 Vx...0X, Yy, X,...,X%X) ol Y est une

formule sans quantificateur et Q dénote le quantificateur 3 ou V.

Soit p < ci,, on a:

IF 3% Vo...0% W, %X1,...,X)
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>
Fii1 > i IFIx < c, Vx...0%x, Yp,X1,..., Xn)
<

Fi1>io Vio>ii .. Qindini I F Ia<cs, Vx<ci, ... Qx.<c:, WP, X1, ..., Xn)

<

Fi1>io Viz>ii . Qin>ina M F i<y, Vx<cy, ... Qxu<cs, WP, X1, ..., Xo)

1
=
Mh3X1<Ciu+1 \V/X2<Cio+2...QXn<CiD+n \y(p,xl,...,xn)

<

IF 3dx; < Cigr1 VX2 < CigrzereeQXn < Cigen WP, X1, -, Xn)

Ensuite, nous allons montrer que I satisfait BO pour toutes les L~

formules avec un parametre p. Supposons que:

I E Jxy(p, x) (olt Y(p.x) € Ao

= I E 3Ixy(p, x) A x<c, pour un certain c,

= M E Ixy(p, x) A x<e g, feas TRz M)

Soit x' ce plus petit x dans M, on a:

IEFEyp,x) A x < Ci,

i

On considere 1la formule O, Ciy roves - Ch) donnée par
1x: < e, V2 <c¢Ci,...9%, < ¢, YWpP,X1,..., Xy .Par 1'indiscernabi-
lité diagonale on a M F@(p, ci,, ..., i) < QIP, Cigs1s .+« -, Cigen) -
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= IEFEwWp, x) A x < @c, (car I <, Met x' € 1)

= ME y(p.x')

De plus x’' doit é&tre ce plus petit x dans I, car sinon il
existerait x” tel que

14

I Fyp,x") A x" < x

144 14

- MEyp, x") A x < x

Ce qui contredit la minimalité de x' dans M.

Enfin, Il reste a montrer que I satisfait BO pour les autres
L - formules. Si la formule ne posséde pas de paramétre p, alors il
suffit de la remplacer par la formule équivalente wy(x) A p = p.
Dans le cas ou la formule posséde plusieurs parameétres pi,...,Pn, OnN
peut définir une fonction (x,,...,x_ ):N"—> N et montrer que cette
fonction est une bijection en utilisant uniquement les axiomes de
PA" et le schéma d'induction pour les L - formules sans parametre.

Supposons donc que W'(p, x) soit la formule:

W(pll"'lpnlx) A <p1/---,pn> - p
Oon a: I EwWPE,,...,P.,x) < vip, x).
Donc I satisfait BO pour la formule y({P,,..., P,,X).

Nous allons maintenant donner la premiéere preuve de
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1’ indépendance de 1’énoncé de Kanamori-McAloon.

Corollaire 3.3: PA ¥ (KM)

Preuve:

on doit montrer que PA K vx,n,k Jy [x,¥] > (k)I,. Soit M F PA un

modéle non-standard et a ¢ M - N. On peut supposer qu’il existe
b € M tel que:
M FE [a,b] » (2a)],

car sinon la preuve du corollaire est terminée. Par le principe du
bon-ordre, on peut également supposer que b est le plus petit

élément de M ayant cette propriété. Par le théoréme 3.2, il existe

donc I <, M tel que a € I < b et I B PA. Maintenant, I ne peut

pas satisfaire (KM), car sinon il existerait y € I tel que:
IFE[a,y] - Q).

Finalement, comme I C M et que [a,y] — (2a)2

e reg

est une 31—
formule, par le corollaire 1.3 on obtient:
ME[a,y] > Qal, AnY<Db

ce qui contredit le fait que b soit le plus petit élément de M tel
que:

M FE [a,b] » (2a);

reg
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Pour terminer ce chapitre, nous allons faire le lien avec la
méthode des indicatrices. Cette méthode permet de savoir si un

segment initial I est un modéle de PA.

Définition: Soit M un modéle non-standard de PA. Une fonction
Y:M°—>M est une indicatrice pour la propriété P d’un segment
initial de M si:

i) Y(x,y) = z est une ZX,-formule

ii) Y{a,b) > N si et seulement s’il existe IC.M aveca € I <Db

tel que I & p.

Y - X 81y 2 x

Par exemple, la fonction Y(x, v) = {O o est une

indicatrice pour la propriété "étre fermé pour 1la fonction

successeur X — x+1", car si Y(a,b) > N alors b - a est infini.

On adonc b -a>npour tout n € N et b > a + n pour tout n € N.
On peut donc prendre le segment initial I = {x € M : x < a+n pour

un n € N}.

Une indicatrice de PA est une indicatrice pour la propriété
“satisfaire tous les axiomes de PA”. Les prochains théorémes
montrent comment les indicatrices sont reliées aux résultats

d'indépendance.
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Théoréme 3.4: Si Y(x,y) est une indicatrice de PA, alors:

PA ¥ Vx,z Iy Y(x,y) = =z

Preuve: Soit M un modéle non-standard de PA et a,c € M - N tels

que ¢ < a. On peut supposer que M FE 3y Y(a,y) = ¢, car sinon la
preuve est terminée. On utilise le principe du bon-ordre dans M.

Soit b le plus petit élément de M tel que M F Y(a,b) = c¢. Comme
c >N, i1l existe I ., M avec a € I < b tel que I E PA. Il reste
donc a montrer que I F -3y Y(a,y) = c. 8’il existait d € I
avec I F Y(a,d) > ¢ alors on auraitd <b (car I < b ) et ME
Y(a,d) 2 ¢ (car I . M et Y(a, d) > ¢ est une Ji-formule).

Mais ceci contredit le fait que b est le plus petit élément de M

tel que M FE Y(a,b) > c.

Le prochain théoreme a été démontré par MacDowell et Specker

en 1961 [8]-

Théoréme (MacDowell-Specker): Pour tout M FE PA, il existe M’ tel

que
I) M < M
2y M ., M
3) M # M’
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Théoréme 3.5: Soit Y(x,y) une indicatrice de PA alors

NE Vx,z3y Y&, v) = =z

Preuve: Soit M un modéle non-standard de PA. Par le théoreéeme de

MacDowell-Specker, M posséde une extension é&lémentaire M', telle
que M C, M, Pour tous a € M et b € M'- M, on a donec Y(a,b) >
N et pour tout nombre naturel n:
M FE dy Y(a,y) 2 n => MEFE dJy Y(a,y) 2 n (car M < M)

= MF Vx dy Y(x,y) 2 n

= PAFVx dyv Y(x,vy) =2 n

= NF Vx Iy Y(x,vy) 2 n

= NF Vx,z 3y Y(x,y) = z

Corollaire 3.6: La fonction:

Y(a,b) = le plus petit e tel que: [a,b] - (2e)]_,

est une indicatrice de PA.

Preuve: On doit montrer que Y(a,b) > N si et seulement s’il existe
I ¢, M telquea € I<betIkFPA
(=) Cette partie est une conséquence directe du théoreme 3.2.

(<) 81 Y(a,b) = e ¢ N et qu’il existe I ¢, M tel que a € I <b

alors par le théoreme de Kanamori-McAloon dans N il existe un plus
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petit m ¢ N tel que:

m — (2e);,

= b<a+m
- a+meeN

= I n’est pas fermé pour 1l’addition

= I n'est pas un modeéle de PA
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CHAPITRE 4: Les fonctions régressives

Dans ce chapitre, nous allons démontrer plusieurs résultats
concernant les fonctions régressives. La majeure partie des
théorémes de ce chapitre sont des adaptations des résultats du
premier chapitre de 1l’article de Ketonen-Solovay aux fonctions

régressives.
Dans certains théorémes, on doit utiliser plusieurs fonctions
régressives et plusieurs fonctions non-régressives simultanément.

Pour cette raison, il est utile d’avoir les définitions suivantes:

Définitions:

1) L’ensemble H C X convient a la fonction f:[X]" — ¢ si H

est homogéne pour f.

2) Pour une fonction régressive f£:[XI" - N on dit que H < X

convient a £ si H est min-homogéne pour £.

3) On dit que l’ensemble de fonctions fi,...fn simule 1l’ensemble
de fonctions gi,...,gn si chaque ensemble qui convient a
fi,...fn convient aussi a gi,...,On. ( Dans cette définition

certaines fonctions fi et gi peuvent étre régressives)



Nous allons maintenant démontrer plusieurs lemmes et théorémes

qui permettent d’obtenir un ensemble de fonctions gi,...,gn qui
simule un autre ensemble de fonctions f£i1,...,fn.
Lemme 4.1:

a) Soit une fonction ¢:[N]° - ¢, il existe une fonction ¢’ :[N]“+1—) c
telle que si H est homogéne pour ¢’, alors H - {max(H)} est
homogéne pour .

b) Soit une fonction régressive (p:[]N]n —N, il existe une fonction

n+l

régressive ¢’ :[N — N telle que si H est min-homogéne pour ¢,
¢ ¢

alors H - {max(H)} est min-homogéne pour ¢.

Preuve:
Dans les deux cas, on prend la fonction ¢’ : (X1,. ,Xaa) > @ (X1,.. ,Xn) .
Pour tout X ¢ H - {max(H)} on a ¢@(x1,..,%X) = ¢’ (X1,..,Xn,max(H)) ce

qui montre que ¢’ simule ¢.

Lemme 4.2: Soient deux fonctions fi:[N]” - ¢ et f2:[N] —» 4, il

existe une fonction f£:[N]" - cd qui simule fi et fa.

Preuve: On prend f£:(xi,...,%X) P (f2(x1,...,%),f2(x1,...,%)). On
voit directement que si H est homogéne pour f alors H est homogéne

pour fi1 et f».
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Lemme 4.3: Soit une fonction régressive £:[N]” - N. H cC N est
min-homogéne pour f si et seulement si tous les sous-ensembles

U € H de cardinalité n+l sont min-homogénes pour f.

Preuve:

(=) 8i H est min-homogéne alors il est évident que chagque sous-
ensemble de H est aussi min-homogéne.

(<) Supposons maintenant que H ne soit pas min-homogéne. Il existe
donc deux séquences Xo,Xi,...,¥n1 €t Xo,Vi,...,¥n1 d’éléments de H
telles que f£(xo,%1,...,Xn1)#f(x0,¥1,...,¥n-1). Supposons maintenant

que ces séquences soient ordonnées selon 1l’ordre lexicographique.

Nous allons utiliser le principe du bon-ordre a trois reprises.

Premierement Xo,X:i,...,Xn1 est la premiere séquence pour laquelle il
existe vyi,...,¥n1 satisfaisant cette inégalité. Deuxiémement parmi
ces séquences Vi,...,¥n1 choisissons la premiére. Finalement, soit

1 le plus petit indice tel que Xizyi. On doit avoir:

Xi< Yi =  (Xo, ... ,Xi,¥i,;Yitl,e .. ,¥n-2) < (Xo0,¥i,...,¥Yn-1)
= £xo,%X1,...,%n1) = £(Xo,...,%X1,Vi,Vitl, ++ « ;¥Yn-2)
= £(x%0,¥Y1,e0-/¥Yn12) # E(Xo, ..., X1,¥i,Vis1s .« ,Yo-2)
= fixXo, %1, ..., %X-1,¥i,...,¥n1) # £(Xo,...,%Xi,Yi,¥Yit1, - - ;¥Yn-2)

Cette derniére inégalité indique que 1'’ensemble U={xXo,.. ,Xi,¥Yi,

Yi+i,..,¥Yo-1} N’est pas min-homogéne pour la fonction f.
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Définition: On définit la fonction “le plus petit entier supérieur

ou égal au logarithme de x en base 2” de la fag¢on suivante:

log(x) = le plus petit d ¢ N tel que x < 2°
Lemme 4.4: Si x > 7 alors 2log(x)+1 < x

Preuve: On remarque que 2log{7)+1l < 7. Il1 suffit donc de vérifier

que pour tout x > 7, la croissance de la fonction 2log(x) + 1 est

inférieure a celle de x.

d
i(Zlog(x) +1) < —(2(loga(x) + 1) + 1)

d
< gb; (2logz2(x) + 3)

2 1og,(e)

x
4
<__.
X
<1 pour tout x > 7

d()
= —(x
dx

Le lemme suivant est utilisé pour minimiser les valeurs d/une

fonction régressive.
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lemme 4.5: Soit f:[N]n —> N une fonction régressive. Il existe une
fonction régressive £ :[N]n+1 — N telle que:
a) £ (s) < 2log(min(s)) + 1

b) S8i H est min-homogéne pour E, alors H = H - (7 U {max(ﬁ)})

est min-homogéne pour f£.

Preuve: Premiérement remarquons que lorsqu’on écrit un nombre n en

notation binaire alors cette notation contient au plus log(n+l)
chiffres binaires. Comme f(s) + 1 < min(s), on peut donc écrire
f(s) dans la notation suivante: f£f(s) = (yo,...,Yiogmin(s))-1}2, oOU

chaque y: est un chiffre binaire’. Ensuite, on définit la fonction

£:[N* 5 N de la fagon suivante:

Si %X < 7 ou si {*X0,...,%a} est min-homogéne pour £, alors on
pose f (Xo,...,%Xa) = 0.

Sinon on pose t_'(xo,...,xn) = 21 + vi(X0,...,Xn1) + 1, o1l i <«
log(xo) est le plus petit indice pour lequel {Xo0,...,%X} n'est

pas min-homogéne pour V.

Montrons que f satisfait a):

' (ag,wsan)z = @ + 2a; + .. +2"a, ot a; e {0 ,1} (i=0,..,n)



f(s) =2i + yi + 1
<21+ 1+ 1

i+i+ 2

< log{(min(s)) + i + 2

donc,

f£(s) < log(min(s)) + i + 1

< log(min(s)) + log(min(s)) + 1

= 2log(min(s)) + 1

Maintenant, 1le fait que f socit régressive est une simple

conséquence du lemme précédent.

Montrons que f satisfait b). Soit H un ensemble min-homogéne

pour f£ . Nous allons montrer dque £ I[H]

1 .
™! est la fonction constante

0. Ceci montrera que tous les sous-ensembles de H de cardinalité
n+l sont min-homogénes pour f et donc par le lemme 4.3 que H est

min-homogene pour f£. Supposons gqu’au contraire il existe une

séquence X0 < X1 < .. < Xn dans H telle que E(XO,...,Xn) = 2i +
Yi{Xo,..,Xa1) + 1. Soient s, t € [{xo,...,xn}]n avec min(s) = min(t) =

Xo. Comme H est un ensemble min-homogéne pour f on doit avoir

fs U {max (@} = £(x, ..., x) = £t U {max (H)}). Mais ceci prouve que
vi(s) = wyi(t) et donc que {xo,...,xn} est min-homogéne pour yi. Ce
qui contredit le fait que f (X0,...,%n) = 2i+yi(Xo,...,Xn-1)+1.
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Par le méme type de preuve qu’on a donnée pour le lemme 4.4,

on peut montrer que pour tout e € N, a partir d’un certain x ¢ N,

e+l

on a (2log(x) + 1) < x. Ceci, nous permet de définir la fonction

suivante:

Définition: La fonction g: N —» Nest définie par:

e+l

@ (e) = le plus petit x tel que (2log(x) + 1) < x

Proposition 4.6:

Soit un ensemble de fonctions régressives { fi:[N]n > N|]ix<e }

n+l

il existe une fonction régressive p:[N] — N telle que si H est

min-homogéne pour p, alors H = H - (p(e)u{max(ﬁ)}) est min-

homogéne pour chaque fi.

Preuve: Supposons que l1’on ait wun ensemble de fonctions

régressives { fi:[N]'" 5> N | i < e }. Pour tout k ¢ N, on définit une

fonction:
(Xy,...,x,) étant le (n + 1)**
f:k*t > Ni(x,,...,x.) > in élément de k°** en ordre
lexicographique

(Par exemple: £:(0,0) = 0, £2(0,1) = 1, £2(1,0) = 2 et f2(1,1) = 3)
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Evidemment, pour tout (Xo,...,%s) e k%, on a: fix(xo,...,xe) < k.

n+1

Finalement, on définit la fonction p:[N]'" —» N de la fagon

suivante:

£, wnmrin ol s o B (8)) sis, > ple)
p(s) = .
0 sinon
ol s¢ = min(s) et les fonctions f, sont obtenues & l’aide du lemme

4.5. Maintenant si so > p(e), on doit avoir:
P(S) = £ 10g0yaflBls) , ..., £ul8)) < ( 2log(se) + 1 )7 < so

donc la fonction p est régressive. Finalement, si H est min-

homogéne pour p alors min(H) > p(e) et donc:

P |1 = £ 109(30)+1(E(S) EERTE AP

Ceci montre que H doit é&tre min-homogéne pour chaque £, car

£, 109tsy+1 ©St défini a 1’aide de 1’ordre lexicographique et donc par

le lemme précédent, H est min-homogéne pour chaque fi.

Définition: Une fonction f :[N]n —> N est dite min-croissante sur un

ensemble X ¢ N, si pour tous S, t e [X]°, min(S) < min(t)

implique £(8) < £(t).
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La notion de fonction min-croissante joue un réle important dans la
méthode de Ketonen-Solovay, c¢’est pourquoi dans 1la prochaine
proposition nous allons montrer comment on procéde pour rendre une

fonction régressive min-croissante.

Proposition 4.7:

Pour toute fonction régressive f:ﬁﬂ“ —-> N, il existe une fonction
régressive c1:[N]"™ - N et une fonction gz:[NJ"" — 2 telle que si H
c N convient a o1 et a o2, alors f est min-homogéne et min-

croissante sur l’ensemble H = H - {max(H)}.

Preuve

n+l

On définit les fonctions o1:[N"" - N et o2:[N" — 2 par:

Gl(xo,...,xn) = min(f(xol'"lxﬂ—l)lf(xll"'lxn))
0 si filx,,...,x ) < f(x,...,x)
GZ(XO,...,Xn) = 1 sin on

Supposons que czl[H]“+1 est la fonction constante 1. Si on prend
une séquence x¢ < ... < Xns1 dans H on doit donc avoir:
f(%X0,...,Xn1) > E(x1,...,x) > £{x2,...,Xnn)

Ceci nous donne:
o1{Xo,...,Xn) = £(x1,...,%Xn) et G1({Xo,X2,...,Xne1) = £(X2,...,Xn+1)

Ce qui contredit le fait que H soit min-homogéne pour g:. cszl[H]n+1

doit donc étre la fonction constante 0. Ceci prouve que

f(xo,..,%n-1) = 61(X0,...,Xn-1,max(H))
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est min-homogéne pour H. De plus, pour tous sous-ensembles
{Xo,%1,...,%Xn1},{¥0,¥Y1,...,¥a1} ¢ H avec %o < yo on doit avoir:
f(XD,Xl,X2,...,Xn—1) = f(Xo,yo,¥1,.. «1¥n-2) < f(Yo,Y1,Y2,.--,Yn—1) C

Donc pour tous §,t e [H]", min(s) < min(t) = £(5) < £(t).

Lemme 4.8: Soit n > 8. Il existe une fonction régressive G.:N° 3 N
telle que si S = {si1,.. . +Sm} est min-homogéne pour G, et que S| = n

alors s;s > n.

Preuve: On prend la fonction suivante:

0 six, = Ooux, =1

1 six, =2

n
Gt {x,, x,) & 10 six, > 2etquex, < [Ejl

n
1 six1>2etque[5}3x2<n

| ix, >2etquen < x,

~

n n
ou [E] dénote E arrondit a l’entier supérieur.

Cette fonction est clairement régressive. Premiérement,

remarquons que:
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8<n->n-+18<2n

on a donc:

=

Définition: On définit

o
+
@
===t
IA
)

U
el
+
=9
IA
=

Gn(sz,ss) > 2

Sa > n

la notation Em(n) de la fagon suivante:

_ 2
E (n) = 2

m copies de 2

A l’aide de cette définition , on peut généraliser certains

résultats concernant les fonctions régressives a d’autres types de

fonctions. Par exemple, le prochain théoréme est une généralisation

du lemme 4.5.
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Théoréme 4.9: Soient ¢ > 1 et h:[N]° » N une fonction telle que

h(xo,...,%Xn1) < Em(x°). Il existe une fonction régressive

£ :[]N]anml — N, telle que si S convient a f alors h est min-homogéne

sur 1l’ensemble 8’ = S — (g (c) U {max(S)}).

Preuve: Par induction sur m:

Cas m = 0 et ¢ = 1: On doit avoir h(xo,...,Xn1) < Eo(Xc') = X, il

suffit donc de prendre f(xo,...,Xu)= h(Xo,...,Xn1).

Cas m =0 et ¢ > 1: On doit avoir h(xo,...,¥n1) < Eo(x°) = xo°. Pour

tout 1 < i < ¢, on définit la fonction hi(xo,...,X%s1) comme étant le

. iéme

i chiffre du nombre h(xo,...,Xn-1) écrit en base X. On a

hi{Xo,...,%Xa1) < x0. Donc par la proposition 4.6 , il existe une

n+l

fonction régressive f:[p] —> o telle que si S convient a f alors

sur 8/ = S - (p(c) U {max(S)}) toutes les fonctions hi sont min-

homogeénes et donc h aussi.

On suppose le résultat pour m: On doit avoir h(xO,_~.‘~..,xn-1) <
Em1(X0") . Nous allons utiliser le méme raisonnement que dans la
preuve du lemme 4.5. Lorsqu’on écrit le nombre h(xo,...,Xn1) <
Em1(%°) en notation binaire alors cette notation contient au plus

En(X0") chiffres binaires. On peut donc écrire h(xX) dans la

notation suivante: h(s) = (yo,...,yz (xq)_l)z, ou chaque vyi est un
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chiffre binaire. Ensuite, on définit la fonction h:[NJ*' 5 N de 1la

facon suivante:

Si Em(xc°) < 7 ou si {Xo,...,Xa} est min-homogéne pour h alors
on pose h (Xo,...,%s) = O.
Sinon on pose h (Xo,...,Xs) = 2i + vi(Xo,...,%n1) + 1 ol i <«

Ex(x0°) est le plus petit indice pour lequel {xo,...,%} n’'est

pas min-homogéne pour yi.

Si h (Xo,...,%X)) # O, alors on obtient:
h(X) =2i +yi + 1

<2i + 1+ 1

i+4i+2

< Em(Xo") + 1 + 2

donc, h(X) < En(xc®) + 1 + 1
< 2En(xo%) + 1

< En(%0°) (par le lemme 4.4).

Donc par 1’hypothése d’induction, il existe une fonction régressive
£:[N]"™? 5 N telle que si S convient & f alors h est min-homogéne

sur l’ensemble S'= S - (g (c) u {max(S)}).
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Soit S un ensemble qui convient a f. Nous allons montrer que
h |[S'T"" est la fonction constante 0. Par le lemme 4.3, ceci

montrera que S8’ est min-homogene pour £. Supposons qu’au contraire

il existe une séquence xo < x1 < ... < X, dans 8’ telle que
h(xXo,...,Xa) = 2i + vi(Xo,...,Xs1) + 1. Soient s, t ¢ [{xo,...,xn}]
avec min(s) = min(t) = x. Comme S est un ensemble min-homogéne

pour h, on doit avoir h(s U {max(89)p = hix,,., x_) = hit U {max(s)}.
Mais ceci prouve yi(s) = yi(t) et donc que {Xo,...,%} est min-

homogéne pour yi. Ce qui contredit le fait que h (x0,...,Xa) = 21 +

vi{Xo,...,Xn1) + 1.
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CHAPITRE 5: La hiérarchie de fonctions de Wainer

Nous allons maintenant définir la hiérarchie de fonctions de
Wainer. Cette hiérarchie est utilisée pour étudier les fonctions
récursives et dans le prochain chapitre elle va nous permettre de
démontrer 1’/indépendance de 1’énoncé de Kanamori-McAloon dans PA.

~

A partir de maintenant, nous allons devoir travailler avec des
ordinaux. Pour cette raison, nous allons utiliser la notation o

pour représenter 1l’ensemble des nombres naturels au lieu de 1la

notation N. De plus, g, représente le plus petit ordinal o tel

a

que o0 = 0.

Premierement, faisons un rappel sur la forme normale de
Cantor. Si A est un ordinal tel que 0 < A < g, alors A posséde

une représentation unique dans la forme:

A=o0o%n, +...+ ©™n,
ol ni,...,nx sont des entiers positifs et o;, 2, ..., Ok sont des
ordinaux tels que g > o3 > 2 > ... > 0ox. De plus, oy peut étre

caractérisé comme étant le seul ordinal a pour lequel il existe

un ordinal B tel que A = o”(B+1).



Maintenant pour chaque ordinal limite A < g,, nous allons
définir par induction une suite {A}(n) qui croit de fagon

strictement monotone vers A.

Cas 1: S8Si A = 0, on prend {0}(n) = 0

Cas 2: 8i A= + 1, on prend {pf + 1}(n) = B

Cas 3: Si A est un ordinal limite de la forme A = o™ (B+1l), on

a.

prend {A}(n) = o®'p + 0’n

Cas 4: Si A est un ordinal limite de la forme A = o' (B+1) ol y

est ordinal limite, on prend {A}(n) = o'f + o™

Cas 5: Si A = g, on prend {&}(0) = 0 et {g}(n+l) = o Ll

De cette fagon, on a {A}(n) < a si 0 < A < g et {A}(n) < A si

Ongﬁo.

A l’aide de la suite {A}(n), on peut maintenant définir les

fonctions de Wainer.
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Définition: La hiérarchie de fonctions de Wainer F,:0 — o est

définie par induction sur les ordinaux Y < g
suivante:

FQ(X) =x + 1

Frpu(x) = Ff7'(x) (ol Fp(x) = F(E(...(F(x))...)) )

m itérations de F, (x)

Si Yy est un ordinal limite alors Fy(n) = Fgym (n)

A titre d’exemple montrons que: F,(x) = 2x+1 et F,(x)

Fi(x) = F'(x)

= F(R(...(5)...)

(x+1) fois

= x+1)+1+1+...+1

J

(x+1) fois
=x + (x + 1)

=2x + 1

F(x) = F7(x)

= B(F(...(F&)...)

{x+1) fois

=22(...C2x+ 1 +1...)+1D+1

i
(x+1) fois

= 2%y + 2 + 2% 4+ ., + 22 + 2 + 1
= 2X+1x + 2x+1 - 1
= 2% (x + 1) ~ 1

46
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De la méme fagon on peut montrer que F,(x) = 22': }‘(x + 1) copies de 2.

Les autres fonctions Fy(x) ont une croissance trop rapide pour étre
exprimées a l’aide des opérations arithmétiques élémentaires. Pour
n < o, F, est une fonction primitive récursive. La fonction F, est
la premiére fonction de la hiérarchie qui n’est pas primitive

récursive et a 1l’aide de la définition de la suite {y}(n) on

obtient que F,(n) = F,(n).
Définitions:
1) Une fonction f(x) est PA-récursive si f(X) = y est une

formule X; et que PA F Vxdy £f(X) = v.
2) Pour deux fonctions G:® - ® et H:o — o, on dit que H domine

G s’'il existe n € ®, tel que pour tout m > n, H(m) > G(m).

Nous allons maintenant énoncer le résultat fondamental pour
la hiérarchie des fonctions F,. La preuve de ce résultat est

donnée dans 1l’article de Wainer [14].

Théoréme: (Wainer) La fonction F, n’est pas PA-récursive et elle

domine toutes les fonctions PA-récursives.
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e restant de ce chapitre va é&tre consacré a démontrer
d’autres résultats concernant la hiérarchie de Wainer. En

particulier, nous allons montrer que ces fonctions sont strictement

monotones croissantes et que si a < B alors F,(x) < Fp(x).

Notation: Soient deux ordinaux a et B tels que a < f < g. On

note B — a s’il existe une séquence d’ordinaux Yo, Yi, ..., ¥r
n

telle que Yo = B, Yis1 = {yi}(n) pour tout i < r et y, = a.

Lemme 5.1 Socient a, P et y des ordinaux tels que a > B > v.

a) si a > B et a —)y alors § — v

b) Sia > Betpp —> yalorsa — vy

La preuve de ce dernier lemme est une application directe de la

définition de —

Définition: Soient a et B deux ordinaux ayant les formes

normales de Cantor suivantes:

— o [e 1
a = 0"'n+...+0 "n,
B = oPm+.. . +0"%m

P

on dit que o est normalement supérieure & B si ox > ;.
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Lemme 5.2: o est normalement supérieur a B si et seulement s’il

existe deux ordinaux 0 et & tel que o = 0% et B < 0.

Preuve: Scoient le formes normales de Cantor
=N o [+
a = o' 'n+...+0 *n,

=B B
B=o0"m+...+0"m,

(=) Par la remarque sur la forme Cantor, il existe & tel que a

= ®©*® + 1) de plus on doit avoir B < of™ < @™+,

(<) a=0% = 0 <axet Bp<o®™ = B, <0.

Lemme 5.3: Soient deux ordinaux a, B < g. Si o est normalement

supérieur a B alors {a+f}(n) = a + {B}(n).

Preuve: De l’inégalité ox = B, on obtient deux choses.

Premiérement, cela implique que si B est un ordinal limite

alors a est un ordinal limite et donc o + B est aussi un ordinal

limite.
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Deuxiémement, cela implique que la forme normale de Cantor
de a + P est 1’une des expressions suivantes:

Bs

o+ B =o0%n+..+0%n+ ofm+. . +oPm,

ou

o+ B =o0%n+.+0%M0, + mMH. .. +0m

On peut donc écrire o, P et a + P dans les formes suivantes:
=03, +1) ,p=0%,+1) eta+p=o0( + 1)

Maintenant, on dénote par ox-f, le plus petit ordinal y tel que

Y + Bp = o,

= o+ B=0"%B +1) + o (5, + 1)

= o (0™ P (5, + 1) + &, + 1)

= 83 = 0™ P (5, + 1) + 8, (car la représentation est unique)

Maintenant il y a trois possibilités:
Cas 1: Si P est un ordinal limite et que B, est un ordinal
successeur alors on dénote l’ordinal qui précéde B, par B-1.

{o + B}(n) = 05, + 0™ 'n

o (@™ )G, + 1) +8,)+0>'n

0@, ++0%, + 0 *n

a + {B}(n)
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Cas 2: Si B est un ordinal limite et que B; est un ordinal

limite.
{o + B}(n) = a5, + oo
= o™ (@>P) @, +1 +38,)+ o Pin

= 0@, +1) +05, + otln

=a + {B}(n)

Cas 3: Si P est un ordinal successeur alors o + P est aussi un
ordinal successeur, soit a+f-1 1l’ordinal qui précéde a + B. On

a {a+PB}(n) =a+Pp-1=a+ {B}(n)

Lemme 5.4: Soient deux ordinaux o, P < g tels que o est

normalement supérieur a B, si § — k alors (a + B) — (o + k).
n n

Preuve:
I1 existe une séquence d’ordinaux Yo, Yi,.-., Y tels que Y, = B,
Yier = {yi}(n) pour tout i < r et y, = x. A l’aide du lemme

précédent on obtient les égalités suivantes:
o+ Y =a+ B, o+ Vi = a+{yi}(n) = {a+y:}(n) et o+ v, = a+k

donc (o + B) — (a + x).
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Lemme 5.5: S8i 0 < a £ g alors a — 0.

Preuve: On procede par induction sur o.

oo =1 Si on prend Yo = 1 et y1 = 0, on a {1}(n)=0. Donc 1 — O.

a =B + 1 Par la transitivité de — (lemme 5.1), il suffit de

montrer que fB+1 — p. Pour cela, il suffit de prendre 1la

séquence Yo, = B+l et y1 = B.

o est un ordinal limite Comme a > 0 , on a {a}(n) < a donc par

1’hypothése d’induction on a {a}(n) —» 0. Finalement, par 1la
transitivité de —» il suffit de montrer que o — {a}(n). Pour
n n

cela, on prend la séquence y, = a et 7. = {a}(n).

Lemme 5.6: Si k et p sont deux nombres naturels tels que k < p et

o est un ordinal inférieur a g,, alors o°p —> o%k.
n

Preuve: Par le lemme 5.5, on a: o"(p-k) — 0. Ensuite, on

utilise le lemme 5.4 pour obtenir: % — ofk.
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Lemme 5.7: Si & est un ordinal inférieur a g,, alors o' — o°.

n

Preuve: 0> — o°n (car {0**'}(n) = 0°n). De plus, par le lemme

n

5.6 on a ®°n = ©°, donc par la transitivité o’ — o°.

n n

Lemme 5.8: Si o est inférieur a g et que a—f, alors o — of
n n

Preuve: Par hypotheése, il existe une séquence d’ordinaux Y,
Yi,---, Ye tels que Yo = a, Y = {Yi}(n) pour tout i < r et vy, = B.
On considére la séquence donnée par 6; = 0 pour 0 < i < r. On

doit montrer que 08;+.1 = {0i}(n) pour tout i < r.

Cas 1: Si y; est un ordinal limite alors:

{8:3(n) = {0™}(n) = m{n}(n) = @T= 8.,

Cas 2: Si y; = A + 1 alors:

{6:3(n) = {0} (n) = o*'n = o™ = graz 5.,

Théoréme 5.9: Soient i, j deux nombres naturels et A un ordinal

limite. Si i < j et A < g alors {A}(3) — {A}(i).
1
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Preuve: On procede par induction sur 1l’ordinal limite A.

Cas 1: Si A = o' (en particulier si A = ®) alors par le lemme

5.6

A} (3) = {03 (3) = 0% - o’i = {m5+1}(i) = {A} (1)
1

Cas 2: Si A = ®® ol & est un ordinal limite. Alors par

1’hypothése d’induction {8} (Jj) = {6} (i) et donc par le lemme

5.8, on a {A}(3) = {0} (3) > {’}() = {A}(1)

Cas 3: Si A=0°(B+1) avec B >0 (ici & peut &tre un ordinal limite
ou successeur).Alors ®° doit é&tre un ordinal limite. Donc par

1’hypothése d’induction, on doit avoir : {0°}(j) — {e0’}(i) donc
1

par le lemme 5.4

M) = 0B+ {0’} > 0B + {07} (1) = {A}(D)

Cas 4: 8i A = g alors

{0} (3) = m“”'m} (3 +1 fois) et {e}(i) = o:o"’} (i + 1 fois)

n fois n—1fois

On montre facilement par induction que {mm"‘}(l) = 0%
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Maintenant, on considére la séquence {v : 0 <k < j - i } donnée

par
T = m""'u} (3 — k fois)
On a Yo = {0} (J), ¥5-1» = {€0} (i) et pour tout k < j - i

{’Yk} (1) = {(D v }(1) = [0 o = (0] o™ = Y+

j~k £fois j-k-1 fois j—{k+1) £fois

donc {&o} (3) —1—) {eo} (1) .

Corollaire 5.10 Soient Pf<a<g et i < n. Si a d B alors a — B.

Preuve: On procéde par induction sur l’ordinal a.

=1 8i a =1 alors B = 0. Par le lemme 5.5, on a o« — O.

n

¢ =6+10n a 6+1~;>Bet8+1—i>6
= & e B (par le lemme 5.1)
= & - B (par 1’hypothése d’induction)
= 6+ 1 o B(car 6 + 1 ~> 0 et par la transitivité)

o est un ordinal limite A 1’aide du théoréme 5.9, on obtient

{a} (n) g fa} (i) . En appliquant 1’hypothése d’induction pour {a}(n)

<a et i =1, on obtient {a}(n) > {a}(i). Aussi, par hypothése on
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a o > B, ceci implique que {a} (i) = B (ou {a}(i) = B). En

appliquant 1’hypothése d’induction pour {a}(i) < o, on obtient

{a}(i) — B.on a donec : a - {a}(n) — {a}(i) — Pet donc par

la transitivité a — B.

Proposition 5,11 Soit a < gg.

a) Fo(n) > n
b) Si n > m, alors Fq(n) > F,(m)

c) Si aa = B + 1, alors Fu(n) 2>2Fg(n) et si de plus n>1, alors
Fo(n) >FB(D)

d) Si a — 9, alors Fy,{(n) = Fs;(n)

Preuve : On proceéde par induction sur 1l’ordinal a.

o =0 et a = 1 I1 suffit d’utiliser Fo(x)=x + 1 et F;(x)= 2x +1.

a B + 1 En utilisant 1’hypothése d’induction pour f on

obtient : Fa(n) = Fy''(n) > Fp(n) > n et Fu(n) = Fj'’(n) > Fp(n) si

n 2>1. Ce qui prouve a) et ¢c). Pour d), ona : a > B et a —> &

n n
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ce qui implique B — & par le lemme 5.1. Finalement par c) et

par 1’hypothése d’induction on obtient : Fy(n) = Fg(n) = Fs(n).

Pour b), 1l’hypothése d’induction nous donne Fq(n) = F;“(n) >

F,;‘“(m) = Fq(m).

o _est un ordinal limite Pour a), on a {a}(n) < o donc par

1’hypothése d’induction, on a Fg{n) = Figm(n) = n. Pour d), a —
d implique {a}(n) — B (ou {a}(n) = B) donc par 1’hypothése

d’induction, Fa(n) = Fgym(n) = Fg(n). Pour b), a 1l’aide du

théoreme 5.9 et du corollaire 5.10, on obtient {a}(n) — {a}(m).

Donc par 1l’hypothése d’induction sur b) et d), on obtient F,(n) =

Fiayim) (N) 2 Fiym (N) 2 Fiagym (M) = Fg(m).

Lemme 5.12 Soient f < a < g, il existe un nombre naturel n € o,

tel que a — B.

Preuve: Par induction sur a. Les cas de a = 1 et de a =B+ 1 sont
triviaux. Supposons que o soit un ordinal 1limite. par la
définition de la suite {{a}(k) : k¥ € o}, il existe m; € o tel

que B < {a}(m) < a. Par 1'hypothése d’induction, il existe
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m € o tel que {a}(m) —> P. Soit n = max{m,, m, }. Par le
corollaire 5.10, on a : o —> {a}(m) —> B donc par la

transitivité on a : a — B.
n

Lemme 5.13:

Soient n>1 et g > a > f+1. Si a — B,alors a — P+1.
n

n+1

Preuve : On procéde par induction sur o. Comme o — f, on doit
avoir {a}(n) = P. Maintenant si {a}(n) 2 B + 1, on a a > {a}(n)

- B donc par 1l’hypothése d’induction et le corollaire 5.10

n

a — {a}(n) =% B. On peut donc supposer que {a}(n) = B. De plus
n+

n+1

par lemme 5.4, on peut supposer que o = o° pour & > 1.

Cas 1 : 6 = x+1

Dans ce cas fB=0'n. Par le lemme 5.5 on a : o = 0, ce qui nous
n

donne : ®° — 1 par 1’hypothése d’induction. Finalement comme
n+1

o"n est normalement supérieur a %, par le lemme 5.4, on

obtient : {a}(n+l) = 0"(n+l) = eo'n + 0* > 0 n + 1 =p + 1

n+1l
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Cas 2 : 0 est un ordinal limite inférieur a g,

A 1l’aide de 1’'hypothése d’induction on obtient : § - {0} (n)+1.
n+
Ensuite, comme 6 — {8} (n+1l) et {8} (n+1l) > {6}(n)+1 le lemme 5.1
n+l

nous donne {0} (n+1) A {0} (n)+1. Finalement, le lemme 5.8 nous
n+

Bin+1)  _y,  Hi83m) + 1

n+1l

donne o

Le lemme 5.7 nous donne o™+ 5 @™ ot donc par

n

1’hypothése d’induction o®®™+ 5 @ 4 9

n+1

Pour terminer, par la transitivité de —» on obtient :

n

a - f{a}(n+l) =P o @™ 4 3 =g 4+ 1
n+1

n+1l

> a—> B+ 1.

n+l

Cas 3 : O = g

Par le théoréme 5.9, on obtient {&} (m) — {go}(n) pour tout m >n
1
= {80} (n+1) - {so} (n)
= {&o} (n+1) > {eo} (n) + 1 (par 1’hypothése d’induction)

= {&o} (n+1) =3 {eo}(n) + 1 =B + 1 (par n >1)
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Proposition 5.14: Soient B < a < €. Si a —» B et n>1, alors

Fao(m) > Fg(m) pour tout m > n.

Preuve: Si o = B + 1 alors par la proposition 5.11 c), Fg(m) >
Fp(m) pour tout m > n. Autrement, a > B + 1 et alors par le lemme

5.13, on a a - B + 1 et donc o > B + 1 pour tout m > n.

n+1l m

Finalement, a 1l’aide de la proposition 5.11 ¢) et d), on obtient

Fo(m) > Fpii(m) > Fp(m) pour tout m > n.

Proposition 5.15: Si B < a < &, alors F, domine Fj.

Preuve: Par le lemme 5.12 et la proposition 5.14.
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CHAPITRE 6: Preuve de 1’indépendance par

méthode de Ketonen-Solovay

la

Dans ce chapitre, nous allons rassembler les résultats

développer dans les deux derniers chapitres afin de démontrer que

la fonction
v(n) = le plus petit y tel que y — (4n)>*¢

reg

domine la fonction F, (n).

Nous allons commencer par étudier la fonction F,. Pour cette

partie nous n’avons pas besoin de la théorie sur les ordinaux

développée dans le chapitre 5.

Théoréme 6.1: Il existe trois fonctions:

o1:[0f — o© régressive
oz:[0] — ® régressive
os:[0]? - 2
telles que si H c o convient a o;, G, 03 et que ©; est

croissante sur H, alors pour tout x,y € H

x <y => Fo(X) < vy

min-~



Preuve: On prend:

si F,(x) <y

0
0.lx, y) - {e -1 sinon, e étant le plus petit nombre tel que y < F,(x)

0 siF,(x) < vy

k+1

C,(x, ¥) > {k —1 sinon, k étant le nombre tel que F:1 wnX) £ Y < Fg X

0 siF (x) <y

C.(x, ) — {1 sinon

Supposons que y < F,(x) :

X<y = F(x) =x+1

IA

Y

=> e>0
donc o:(x,y) est bien-définie. De plus:
Y < Fe(X) < Fo(x) = Fo(x) > 0< e < x
= ou(x,y) =e - 1<x
done o.(x,y) est régressive. A 1l'aide de 1la définition des

- fonctions F,, on vérifie que 0 < k < x et donc que O, est aussi une

fonction régressive bien définie.
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Soient H qui satisfait 1'hypothése du théoréme et x < v < z

des éléments de H. Afin d'obtenir une contradiction, nous allons,

supposer que Gz prend la valeur 1 dans H.

8i oi(x,y) = e-1 et o.(x,y) = k-1, alors par la min-
homogenéité de 1l’ensemble H on a: 6:(x,z) = e-1 et G2(x,z) = k-1 et

donc:

Fea(x) < y < z < Ffi(x).

L'inégalité de gauche nous donne F:i!{(x) < F..;(y) et par

1'hypothése du théoréme on a: e-1 < 0;(y,z). En combinant tout ceci

on obtient:

Z < er% (x) < Fe-1 (Y) —= FG’].(Y:Z) (y) < Z

Ce qui est contradictoire. Donc pour tout x < y dans H, on a

o3(x,y) = 0. Ce qui prouve le théoréme.
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Le prochain théoréme n’est pas nécessaire pour démontrer le
résultat final de ce mémoire. Cependant, il permet d’/illustrer la

méthode de Ketonen-Solovay dans un contexte plus simple.

Théoréme 6.2: La fonction:

v/ (n}) = le plus petit y tel que v —

domine la fonction F,(n).

Dans la preuve de ce théoréme, nous allons utiliser les théorémes
que nous avons démontrés dans le chapitre 4. Lorsqu’on passe d’un
ensemble de fonctions a un autre ensemble de fonctions, on doit
faire attention a ce que les ensembles homogénes et min-homogénes
soient suffisament grands pour qu’‘on puisse enlever les é&léments
max (H) et l’ensemble @ (e) énoncé dans la proposition 4.6. Plus
précisement, nous allons wutiliser 1la proposition 4.6, la
proposition 4.7 et le lemme 4.1 & trois reprises. Pour cela on
devra enlever 5 éléments maximums. De plus, la proposition 4.6 est
utilisée pour regrouper 3 fonctions régressives, pour cette raison
on doit pouvoir retrancher 1l’ensemble @ (3), ou @ (3) est le plus

petit nombre naturel x tel que (2log(x) + 1)* < x. On vérifie

facilement que 2% < g (3) < 2%,
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Preuve: Scient
c::[0]) > o© régressive
c2:[0]° > ® régressive
ca:[@)? — 2
les 3 fonctions du théoréme 6.1. Par le théoréme de Ramsey fini,

il existe r suffisament grand pour que r — (4);:’. Nous allons

montrer que pour tout d > 2%r, on a F,(d) < v(d). Soient d > 2%r et

Gq:®® — o régressive

la fonction obtenue a l’aide du lemme 4.8. A l’aide de 1la

proposition 4.7, on obtient 2 fonctions:

1:.:[@) - ® régressive

2:[@]® = 2
qui simulent o©,. Maintenant par le lemme 4.1, il existe 3
fonctions:

1s:[@]> > © régressive

15:[@]° > © régressive

ts:[0]® > 2

qui simulent G,(x), G4 et o3(x).
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Par la proposition 4.6, on obtient une fonction:
¢:[o]* > ® régressive
qui simule T, Tz et T74. Par le lemme 4.2, il existe une fonction:
y:[eo] — 4

qui simule 1, et 7s. On considere la fonction:

ol[v (D] > o

Par définition, il existe 8 = {si,...S2a} C Vv’ (d) min-homogéne pour
®. On considére l’ensemble S’ = {s4,...Sas}-§ (3) .Par la remarque
qui précede la preuve, cet ensemble convient aux 4 fonctions
initiales ©;, G., ©3 et Gg. On doit uniquemement s’assurer que la

cardinalité de S8’ est suffisament grande.

87| > 2d - 222 - 8

> 2d - 2%

d + 4 -2%

d + 28y - 22

i\

d + 22 (r-1)

2d (car r 2 1)
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On consideére maintenant la fonction:
y:[s'P - 4

le nombre r < d a été choisit de maniére & ce qu’il existe
H={h; h, ,hs h,} < S’ homogéne pour Y. Comme H C S’ et que 8’
convient a Gy on a:
d<s; =>d< h

> d < h;

= Fo(d) £ Fa{hy) £ h; < hy (car 8’ convient & o;,, 0, et 0s.)

= Feld) < v {d) ( car h, € v/ (d) )

Nous allons maintenant passer a l’étude de la fonction F, (n).

Définition: Soient k, ¢ € . On définit la notation %y. par

°

— m-
'Yk,c o o
k copies de ©

En particulier on doit donc avoir Yo,c = € et Yri,e = @'%°.

Dans le prochain lemme, on voit déja comment la hiérarchie

de fonctions v, . peut étre utilisée pour é&tudier la fonction

F, (n).
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Lemme 6.3: Pour tout n € o, F, (n) = F, (n).

Preuve:
Premiérement, montrons par induction sur n que {&}(n) = Yn41,1.
Cas n = 0 {&}(0) =0 = v11

On suppose le résultat pour n

{80} (n+1) - (D{so}(n) — m7n+1,1 — 'Yn+2,1°
Deuxiemement on montre par induction sur k, que pour tout k, n €
®,on a {'Yk+1,1} (n) = Yi,n.

Cas k = 0 {v1,2:}3(n) = {0}(n) = n = y5,,.

On suppose le résultat pour k-1

{'Yk+1,1} (n) = m{yk,l}(n) = mYk——l,n = Yen-
En utilisant ces résultats, on obtient

(n) = F

Fau (n) = F{ {Yn+1’1}(n) n

£ J(n)

Définition: Soient k, ¢, n € o. On définit la notation Ty,cn

par :Txen=§{ O : Yx,c —;) o }.

Le fait de savoir qu’un ordinal A est un élément de Ty,

nous donne de l/’information sur la forme normale de Cantor de A.
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Lemme 6.4: Soient k, n >2 1 et

A=o0"n +...+ 0%n,
un ordinal différent de 0, écrit dans sa forme normale de Cantor.
8i A € Tiii,en, alors :

1. Pour tout 1 <1 <k, ona : 0i € Tg,e,n-

2. Pour tout 1 i £k, ona: n; <n
Preuve: Soit A € Tkui,en = { @ ¢ Yxi1,c — A }. Par définition, il
existe une suite Ao, A1, ... , A telle que Ay = TYrei,er Aivn =

{A:i} (n) et A, = A. Montrons par induction sur i que pour tous 0 <

i £ r, tous les exposants de la forme normale de Cantor de A;

sont des éléments de Ty,.n.n et que les coefficients de la forme

normale de Cantor de A; sont inférieures ou égales & n.

i = 0 Trivial, car Ay = Yxe1,c = ®'*° et Yx,c € Tk,en-

On suppose le résultat pour i Il y a deux possibilités

Cas 1 : La forme normale de Cantor de As est
®“n, +...+ 0" n_ . On a alors:

M= 0%, +...+ 0" n =0 B+ D=0""p + oW
donc o' = o%n, +...+ 0" Hn_ - 1)

P
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et done Ain = fAs}(n) = 0B + 0%

CLP+1

= 0%n, +...+0" (n, -1+

Par 1’hypothése d’induction on a: ®i, ... ,0p+1 € Ty,c,n, il
suffit donc de remarquer que:

(lp+1 € Tk,c,n = Ap € Tk,c,n

Cas 2 : La forme normale de Cantor de A; est

®*n, +...+ 0%n, ol ap est un ordinal limite. On a alors:
M= 0%n +...+0"n,=0"B+=0"p + o0

donc o“B = e™n, +...+0%Mn, - 1)

et donc Ais1 = {Ll} (n) = mapB S m{mp}(n)

= o0%n +...+0%Mm, - 1)+ o (=)

Cette fois ci, par 1l’hypothése d’induction on a: ai, ... ,04

€ Tk,e,n, 1l suffit donc de remarquer que:

Op € Tx,een = {0p }(D) € Tyoon
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Lemme 6.5: Soient A=0%n, +...+ 0*n_ et A’=0Pm, +...+ mﬂ*’mP

deux ordinaux tels que A > A’. Il existe 1 < i £ k tel que
1) Pour tous j < i ona oy =f; et my = ny4
2) oy 2 Bi ou bien PB; n’est pas défini (c’est & dire p = i-1) et
si a3 = B; alors n; > my.
La preuve de ce lemme est évidente.

Lemme 6.6 Soit ¢ 2 1. La cardinalité de Ty,.,, est inférieure ou

égale a:
An+1)®

(n + =Y

k copi:de n+i

Preuve: On procéde par induction sur k.

Cas k =0

Toen=f{aa:e>a}= {01,2,...,¢6-11}

n

On suppose le résultat pour k

On considére 1l’ensemble:

§ = {a=0"n, +..+ ©™n,: Pour tout 1<i<k, on a n,< n et oz € Tk cn}
Par le lemme 6.4, on doit avoir {yx,.}(n) € S. De plus, en
utilisant le méme argument que dans la preuve du lemme 6.4, on
montre facilement que a € S = {a}(n) € S. A 1l’aide de ces deux

remarques, on obtient que Tx,.,n € S et donc:

LAn+1y®
ITx + 1,e,n] £ 18] £ (n + I=nl = (n + 1)ty

v
k+1 copie de n+1
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Proposition 6.7: Soient ¢ 2 1 et n 2 2. La cardinalité de Tx,cn

est inférieure ou égale & Ex-1(n®).

Preuve: Par le lemme 6.6, il suffit de montrer que:

Ant1)® on

1) 2
(n + 1) = B
L. - J ;_V._J
k copiesde n+1 k—1copies 2

Afin de faciliter les explications, nous allons introduire la

E.(c,m)

notation suivante: Eyj(c,m) = c et Exuai{c,m) = m Ceci revient
a dire que 1l’on doit démontrer que:

Ex(c,n+l) < Ex1(n®%)
De plus, dans cette preuve log(x) dénote le logarithme de x en

base 2 et log“(x) dénote le logarithme en base 2 de x itéré k

fois. Nous allons commencer par montrer par induction sur r, que

pour tout 2 < r <k et m > 3 on a:
r-2 )
(1) log*Ex(c,m) < Exr(c,m)log(m) + log(log™(), 2 ™))
i=0

Cas r = 2

log?(Ex(c,m)) = log(Ex.(c,m)log(m))

log(Ex-1(c,m)) + log®(m)

I

Ex-z2(c,m)log(m) + log®(m)

On suppose le résultat pour r — 1 ou r > 3

On a

r—3
log”™* (Ex(c,m)) < Exrn(c,m)log(m) + log(log™( Y, 27™))

i=0
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En prenant le logaritme en base 2 de chaque coté et en faisant

une mise en évidence a droite, on obtient:

log”(Ex(c,m)) < log(Ex.:1(c,m)log(m)[1l
+ (log(log (D, 27 )) / (Exrs (c,m) log (m) ) ])
i=0Q

Et ensuite,

log® (Ex(c,m)) < Exr(c,m)log(m) + log(log(m))
r—-3
+ logll + (log(log™( ). 27™))/ (Exru(c,m)log (m)) ]

i=o0

< Ex-r1(c,m)log(m)+ log(log(m))
r—3

+ log[l + (log(log(m))/log(e))2™), 27 ]

i=0
r—2

< Exr{c,m)log(m) + lOg(log‘“(Z 2-1,,,)) ’

i=0
ou la premiére inégalité est obtenue en utilisant les propriétés
du logarithme sur la partie de droite, la deuxiéme inégalité est
obtenue en wutilisant 1le fait que m > e, r < k et que
Ex-rs1{c,m) > 2%, et finalement la troisiéme inégalité est obtenue
en utilisant le fait que log(l+x) = ln(l+x)log(e) < xlog(e).

Maintenant, on pose r = k -~ 1 dans (I), et on obtient:

k-3
log"'Ex(c,m) < E;(c,m)log(m) + log(logm(z:z_m'))

i=0
Ensuite on prend le logarithme en base 2 de chaque cdté de
l’inéquation, on fait une mise en évidence dans la partie de

droite et quelques simplifications, pour obtenir:
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k-3
log*Ex (c,m) < clog(m) + (1 + m"c(ZZ’“‘ })log(log(m))
i=0

IA

c(log(m) + 2log(log(m))),

ou la deuxiéme inégalité est obtenue en wutilisant le fait que

k-3
m = 3, ¢ =2 1 et que 22_“ < 2. En posant m = n + 1 dans la
i=0

derniére inéquations, on obtient:
(IT) log*Ex(c,n+1) < c(log(n+l) + 2log(log(n+l)))
Maintenant pour en arriver au résultat final, on doit faire les
deux remarques suivantes:
n>2 = nf>n+1 = 2log(n) > log(n+l)
n>0 = log(nt+tl) = log(log(n+l))
On a donc
logxEx (e, n+l) < c(log(n+l) + 2log{log(n+l})))
< c{log(n+l) + 2log(n+l))
= 3c(log(n+l))
< 6c(log(n))
= log(n®°)

= logxEx-1 (n°°)

Finalement, cette derniére inégalité démontre que:

Ex(c,n+1) < Ex(n°)
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Lemme 6.8: Soit g:[o]" — &, une fonction telle que g(xo,...,Xn1) €

pour tout X € [0]*. Il existe une fonction régressive

k,¢,Rq
f:[o]™ — o© telle que si S convient & f alors g est min-homogéne

sur S’ = 8 —(g@(6c) U {max(S)}).

Preuve: C’est une application directe du théoreme 4.9 et de 1la

proposition 6.7.

Les deux prochains théorémes, sont des adaptations du lemme
3.4 et du théoreme 3.5 de l’article [5] de Ketonen et Solovay a

1’ énoncé de Kanomori-McAloon.

Théoréme 6.9: Soient k 2 1, ¢ =2 2 et g : [0]" — & une fonction

telle que g(0,X;,.. ,Xp-1) € T..o et que pour tout x, =2 1 on

a g(xo,.. ,%Xn-1) € Ty, 0,x,~1 Il existe une fonction régressive

7 . Dt2k n+l

g’ :o — 0 et une fonction g” : @™ —» 2°*?! telles que si S
est un ensemble qui convient a g’ et a g” et tel que min(S) >
¢ (6c) alors sur l’ensemble 8' =S - { x | x est un des 2k plus

grands éléments de S }, g est min-homogéne et min-croissante.
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Preuve : On procede par induction sur k.

Cas k = 1 Par les lemme 6.4, on a g(X) = 0 'g:(X) + ... +
©°g.(X). De plus, pour tout x, >0, on a g(X) € Tyx -1 et donc
gi(X) < Xo — 1 < x0 pour tout 1 < i £ c. Ceci implique que
toutes les fonctions g;(xX) sont régressives. Par la proposition

4.7, pour chaque 1 < i £ ¢, il existe une fonction régressive

’ n+l n+l

g, : o — ® et une fonction g : o —>2 telles que si 8§

convient a g et a g alors g; est min-homogéne et min-
croissante sur S - {max(S8)}. Par le lemme 4.2, il existe une

n+l

fonction g” : ® — 2° qui simule chaque g} . De plus, par la
proposition 4.6, il existeune fonction régressive g’ : 0" - o

telle que si S convient a g’ alors S - (p(c) v {max(S)})

convient a chagque gj.

On suppose le résultat pour k-1 Soient les fonctions

(e g, v oop®y 1) S glK; o)

sinon, le plus grand exposant de la
ha:[0I™ > g0t (X0, s Xa) 1 forme normale de Cantor de g(x,, ..., X _,)
pour lequel les coefficients de

glx, ..., X%X,_,) et glx,,...,x)

ksont différents.
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rO, si h,(x) nest pas un exposant de la
forme normale de Cantor de g(xy, ..., X%, ,).

hz:[0]**" = ®: (Xo,..,%Xa) > {Sinon, le coeficient de 0™® dans
la forme normale de Cantor de

= b SOSEPEh. | JRF) UN

fi :[0]™ — ® la fonction régressive donné par le lemme 6.8
telle que si S convient a £; alors g est min-homogéne sur S’ = S

- (P (6c) U {max(S)}).

Par le lemme 6.4, on a : hi(Xo,.,%) € T.,,,_,- Donc, par
1’ hypothése d’induction, il existe une fonction régressive
hs:0™™ ' 5 ® et une fonction hy:e™ * 2 - 2° telles que si S

convient a h; et a2 hy et que min(S) > @ (c), alors sur l/’ensemble
S — {x | x est un des 2k - 2 plus grands éléments de S }, h;
est min-homogéne et min-croissante. De plus, par le lemme 6.4,
ha(xXo,..,%Xn) < %X — 1 < %o, donc la fonction h, est régressive. Par
la proposition 4.7, il existe une fonction régressive

n + 2

hs:o — ® et une fonction hg:0® * 2 -5 2 telle que si S
convient a hs et a h¢ alors h, est min-homogéne et min-croissante

sur S - {max(S)}. A l’aide du lemme 4.1, on obtient deux

fonctionx régressives h;:0” * "' 5 @ et £, :[0]**! 5 o telles
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que si S convient a h; et a £, alors l’ensemble S moins ses
2k - 3 plus grands éléments convient a hs et 1l’ensemble S moins

ses 2k - 2 plus grands éléments convient a f£f;. Par la proposition

n + 2k

4.6, on obtient une fonction régressive hg:o — o telle que

si S convient a hg alors S8 - (@ (3) U {max(S)}) convient a hi;, h;
et a f,. Une autre utilisation du lemme 4.1, nous donne une

n+ 2k + 1

fonction régressive g’ :o - ® telle que si S convient a g’

alors 8 - {max(S)} convient a hy. Finalement par le lemme 4.2, il

” n+2

existe une fonction g”:0™® - 2! qui simule h, et hs.

Soit S un ensemble qui convient a g’ et a g” et tel que
min(S) > @ (6c). On vérifie facilement que l’ensemble S’ = S - {x
| x est un des 2k plus grands éléments de S } convient a h;, h, et
a f; et que g est min-homogéne sur S’. Par exemple, pour passer
de h; a g’ on doit enlever les 2k - 2 plus grands é&léments de
1’hypothése d’induction et deux fois 1’élément maximum, ce qui
correspond précisément a enlever les 2k plus grands éléments de
S. De plus comme S convient a g', |S|] > n + 2k + 1 donc

Is'l >n + 1.

Soient x¢ < x; < X € .. € Xp des éléments de S'. Supposons

que h;|[8']™ est la fonction constante 0. Soient Xy pow 1 X i Vs 1 ¥
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€8’ avec x; < yi1. Par la définition de h; et le fait que g est
min-homogéne sur S’, on obtient :

g(X1,Xz2,..,Xa) = g(¥1,X2,..,%Xa) < g(¥1,Y2,..,¥n)
donc g est aussi min-croissante sur S' et la preuve du théoréme

est terminée.

Maintenant, supposons que h;"**[[8'] soit 1la fonction
constante 1. Nous allons montrer que cela entraine une
contradiction. On suppose ici, que tous les ordinaux sont écrits

dans leur forme normale de Cantor.

hi(xo, X1, .., X;) est le plus grand exposant de g(Xo, . ,Xn1)

pour lequel les coefficients de g(Xo,.. ,Xn-1) et de
g(xi, ..,%X,) sont différents.
hi{Xo, X2,.., Xpu) est le plus grand exposant de g(x,, Xz,.. ;1 Xn)

pour lequel les coefficients de g(x0, =x2,.,%X,) et de

g(xz, .. ,Xp+1) sont différents.

hi(X1, X2,.., Xns1) est le plus grand exposant de g(x;, X2,. ,Xq)

pour lequel les coefficients de gi({xi, X2,. ,Xy) et

g{x,, . ,Xm+1) sont différents.
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Par la min-homogénéité, on a hi(xXo, X1, ., Xa) = hi(Xo, Xz, .., Xoei)
et g(xXo,X1,.. ,Xn1) = g(Xo,X2,..,Xn). Donc, pour tous les exposants
supérieurs a hi(Xe, X1, .., Xa), g(xXi1, .,X)) et g(Xz, ., X.i) sont
identiques. Ceci implique que h;(x;, Xs,. ,Xnu1) < hi(Xo, Xi,., Xi).

Mais par la min-croissance de h;, on doit également avoir

h1 (X1 r X2, .., xn+1) = h1 (XQ r X1s g X%,) donc h1 (x1 r X2, ... xn+1) =
hi(xo, X1, ., %x). Par le lemme 6.5, cette derniére égalité
implique que hy(xe, Xi, .., XZn) > ha(x:, %2, .., Xui), ce qui

contredit la min-croissance de h,.

Théoreme 6.10: Socient k > 1 et ¢ > 5, il existe une fonction

régressive h; : 0®™ *® -5 o et une fonction h, : @ — 3(@2°%) telle

que si S convient a h; et a h,, alors pour tous x, y € 8 = 8§ -
{x : x est un des 2k + 3 plus grand éléments de S ¥, % £ vy

implique F, (x) <v.

Preuve: Soient les fonctions :

Le plus petit & €T, _, tel que F (0) 2 x,,8ix, = 0.

,c,0 ]

h: o] — e,:(x, x,) - {Le plus petit{ e Tyo,x-2 tel que F,(x,) 2 x,, si x, > 1.

0, s'il n'existe pas de tel &.

80



o

- 2 2
.[(D] —> © -(Xol x1) = {0, si h(xolxl) #06 + 1.

h est une fonction bien définie car dans la définition de Fy(x)
on doit avoir k > 1. De plus h est une fonction régressive, car
si h(Xo,%;) =8 + 1 et h(x,x;) = k — 1 alors
x; < Fsa(xo) et Fy(x) < x, < Fyri(x,) @ Fr(x,) < Fy ,(x,)= Fr*(x,)

= k < xo+1

= h(x,x1) =k - 1 < %

2k+2

Soient g’ :o —> ® régressive et g” :0° — 2°', les fonctions

obtenues a 1’aide du théoréme 6.9 pour la fonction h.

Soit g; : ®® — ®, la fonction obtenue & l’aide du lemme 4.8,

telle que si S = { so, Si1,..,Sn } convient a g; alors ss > @ (c).

Soient 6;:0° —»> © régressive, G,:0° - ® régressive et Gs;:0° — 2,

les trois fonctions du théoréme 6.1.

Soient 64 : ®® — ® régressive et o5 : 0 — 2, deux fonctions

obtenues a 1l’aide de la proposition 4.7, telles que si S convient
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a o4 et & o5 alors sur S — {max(S)}, ©: est min-homogéne et min-

croissante. Et finalement posons:

0,siF, (x,)< x,.
g,: 0% = 2t (x,, x,) B = '
1, sinon.

Maintenant, on utilise le lemme 4.1, pour obtenir quatre

2k + 2

fonctions régressives h': o - e, gi: o*™*?

> o, o : 0**?

2k + 2 !

- o et o):0 — @ telles que si S convient a h’, g, o, et

6, alors S - { x | x est un des 2k plus grand éléments de S }

convient a h, g, 0 et a o,. De méme, par le lemme 4.1, il

2C+1

existe quatre fonctions g’ :0®> — , oh:e® > 2 et gL:0® > 3

telles que si S convient a g, o; et g, alors S - {max(S)}
convient a g”, os; et g,.

2k + 3

Par la proposition 4.6, il existe h; : © —> ® régressive telle

que si S convient a h; alors S—(@(5)u {max(S)}) convient a g’,

4

h', g;, o, et o;. Finalement, par le lemme 4.2, il existe

!

h, : 0 > 2°* qui simule g", o., g, et os.
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Soit S un ensemble qui convient & h; et & h,. Si g,[s1® est 1la
fonction constante 0, alors la preuve est terminée. Autrement,
h;""*{[s8'] doit étre la fonction constante 1. Nous allons montrer
que ceci entrainerait une contradiction. Soient sy, s; € S’ et &

= {Yr,o}(Sc). On a s, > @lc) > 2, & € Troe-2 ©t 81 < F,__(8) =

Fe (so) , donc h(so,s1) est le plus petit ordinal & € T, tel

,C 8g—1
que F, (so) = si1.
h(sy,s1) # 0 car comme S’ convient a o;, G, et 65 on a

X1 = Fp(xo) = F,. (%) = Fi(x0) > Fo(xe) Vxo > 2
h(sy,s;) n’est pas un ordinal limite car sinon seoit &, =
{h(se¢,s1)}(so— 1), on a : €, < h(se,s:), &, € Tre,s,-1 St S1 < F,;Z(so)
= Fu,,,.,(8,), ce qui contredit le fait que h(so,s:) soit le plus

petit ordinal vy € T,., ; tel que Fy(so) = s:.

Donc h(so,s1) est un ordinal de la forme & + 1. Comme h est min-
homogéne et min-croissante sur 8/, on peut utiliser la notation

h(xo,x1) = 8(x;) + 1 ol 0(x¢) est une fonction croissante sur S'.

Soient x < y < z trois éléments de S8/. On a h(x,y) = h(x,z) =

d(x) + 1 et donc la fonction h nous donne un nombre k tel que
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Fim(®) <y < z < Fril(x)

Par 1’inégalité de gauche, on obtient Fii'(x) < Fsm(y). En
combinant tout ceci on obtient :
z < Fp(X) < Fom(¥) < Fayly) < Fo?'y) < z

Ce qui est contradictoire. Donc pour tout x < y dans S’, on a

gz:(x,y) = 0. Ce qui prouve le théoréme.

Théoréme 6.11: La fonction

v(n) = le plus petit y tel que y — (4n)2*°

Ireg

domine la fonction F, (n).

Preuve : En posant ¢ = 5, on obtient 2°** = 512 . Par le théoréme

de Ramsey fini dans N, il existe n € N tel que n — (4),.
Nous allons montrer que pour tout r 2> max{n, @(2)},on a F, (r) <
v(r). Soit r > max{n, ©(2)}, en prenant ¢ = 5 et k = r + 1 le
théoréme 6.10, nous donne une fonction régressive h; : e *% 5 @
et une fonction h, : ®° > 512 telle que si S convient a h; et a h,
alors pour tout x, y € 8 =8 - {x : x est un des 2r + 4 plus
grand éléments de S }, x < y implique F, (x) <y. Soit G::0® > o

la fonction régressive obtenue a l1l’aide du lemme 4.8, telle que
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si 8§ = { s1, S2, -.. , Sz } convient a G, et que m > r alors s; >

r. Par le lemme 4.1, il existe une fonction régressive
ha:0®* *® 5 © qui simule G.. Finalement, la proposition 4.6 nous
donne une fonction régressive hy; : @ * ® 5 @ telle que si 8
convient a h,; alors S8’ =S - ( ©(2) U {max(S)} ) convient & h;

N

et 4 hs. On considére la fonction

he | WIO)TE*® > o

Soit 8 = {si, sz, . ,s&}un ensemble qui convient a h,.

L’ensemble S’ = {s,4,Ss,..,S2r-5§ convient aux fonctions h; et G,. On

considere la fonction
h, |[s']? > 512
Comme IS’I > r, il existe un ensemble H = { h;, h,, hs, hy } ¢ s’
homogéne pour la fonction h,. Comme S’ convient a G, on a
r < s, = r < h;
= r < h;

= F. () = F, () < F,_(h,) < F_ (h) < hs < hy < v(r)

Corollaire 6.12: v(n) n’est pas une fonction PA-récursive.

Preuve: Par le théoréme 6.11 et le théoréme de Wainer.
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Corollaire 6.13: PA [k (KM)

Preuve: En effet, supposons que PA F (KM)

= PA F Vn Jy (y > @n)*®°)

reg

> PAFVn Iy (y » UNZ° AVz <y =(z > @n™F))

reg
= PAFVn dy ( v(n) =y )
= v(n) est PA-récursive

Ce qui contredit le corollaire 6.12.
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CONCLUSION

En terminant, on peut effectuer une comparaison avec les
preuves d’indépendance pour le théoréme de Paris-Harrington.
Premiérement, mentionnons que les notions de fonction régressive
et d’ensemble min-homogéne sont également utilisées dans les
preuves pour le théoreme de Paris-Harrington. Cependant, é&tant
donné que ces notions ne sont pas directement reliées & leur
théoréme, elles doivent introduire des lemmes supplémentaires.
Deuxieémement, les notions d’ ensembles min-homogénes et
d’indiscernables diagonaux sont trés similaires. Ceci simplifie
énormément le travail pour construire le modéle non-standard de

la premiére preuve.

On peut également mentionner que la notion de fonction

régressive Jjoue un rdle important en théorie des ensembles.
Akihiro Kanamori utilise cette notion dans son article [2] pour

étudier des énoncés concernant les cardinaux.
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