
Université de Montréal 

L'indépendance du théorème de 
Kanamori-McAloon relative à 
l'arithmétique de Peano 

par 

Philippe Delage 

Département de mathématiques et de statistiques 

Faculté des arts et sciences 

Mémoire présenté à la Faculté des études supérieures 

en vue de l'obtention du grade de 

Maître ès sciences (M.Sc.) 
en mathématiques 

mars 2000 

C Philippe Delage, 2000 





Université de Montréal 

Faculté des études supérieures 

Ce mémoire intitulé 

L'indépendance du théorème de 

Kanamori-McAloon relative à 

l'arithmétique de Peano 

présenté par 

Philippe Delage 

a été évalué par un jury composé des personnes suivantes : 

Gonzalo Reyes 
(président-rapporteur) 

Hidemitsu Sayeki  
(directeur de recherche) 

Pierre Berthiaume 
(membre du jury) 

Mémoire accepté le : 

24 mai 2000 



SOMMAIRE 

Dans ce mémoire, nous allons étudier l'incomplétude de la 

théorie de l'arithmétique de Peano. Cette théorie de la logique 

du premier ordre donne une axiomatisation de l'arithmétique des 

nombres naturels. On sait, cependant, par les travaux de Kurt 

Gödel, que cette théorie possède des énoncés indécidables. 

Pour ce faire, nous allons utiliser l'énoncé de Kanamori-

McALoon. L'objectif est de montrer que cet énoncé ne peut pas 

être démontré à l'aide des axiomes de Peano. 

L'essentiel de ce travail sera donc de donner deux preuves 

de l'indépendance de l'énoncé de Kanamori-McAloon. Dans la 

première, nous allons construire un modèle de l'arithmétique de 

Peano qui ne satisfait pas l'énoncé. Dans la deuxième, nous 

allons associer une fonction à l'énoncé, pour ensuite montrer que 

cette fonction a une croissance trop rapide pour être bien 

définie à l'intérieur de l'arithmétique de Peano. 
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INTRODUCT ION 

L'objectif de ce mémoire est de présenter deux preuves de 

l'indépendance de l'énoncé de Kànamori-McAloon. Afin d'introduire 

ce sujet, nous allons faire un bref rappel de l'histoire des 

résultats d'indépendance en arithmétique. 

Guiseppe Peano a donné en 1889 une axiomatisation de 

l'arithmétique. En gros, cet ensemble d'axiomes permet de définir 

les opérations d'addition et de multiplication, ainsi que le 

principe d'induction sur un ensemble infini muni d'un plus petit 

élément "0". 

L'arithmétique de Peano a pris une importance considérable 

avec les résultats de Kurt Gödel. Suite à la découverte du 

paradoxe de Russell, plusieurs mathématiciens ont tenté de créer 

des systèmes qui pourraient servir de fondement aux mathématiques 

en espérant pouvoir ensuite démontrer la consistance de ce 

système. Les difficultés rencontrées par ces différentes 

approches ont finalement conduit Gödel aux résultats suivants. 

Premièrement, que l'arithmétique n'est pas une théorie complète. 

Ceci a pour conséquence qu'il existe des énoncés vrais concernant 

l'arithmétique qui ne sont pas démontrables à partir des axiomes 
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de Peano. Deuxièmement, que pour démontrer la consistance de 

l'arithmétique de Peano on doit utiliser une théorie capable de 

reproduire l'arithmétique de Peano. 

Dans la preuve d'un de ses théorème, Gôdel donne le premier 

exemple d'énoncé qui est indépendant des axiomes de Peano. 

Cependant, en dehors de la preuve de Gödel cet énoncé ne possède 

pas d'utilisation en mathématiques. La question était, donc, de 

savoir s'il existe des énoncés indépendants qui sont utilisés en 

arithmétique, ou du moins au niveau de la recherche en 

arithmétique. 

Le premier exemple de ce type d'énoncé fut le théorème de 

Paris-Harrington M. Cet énoncé est une variation du théorème de 

Ramsey fini. Une des premières méthodes qui a été utilisée pour 

démontrer l'indépendance de l'énoncé est la méthode des 

indicatrices. Cette méthode permet de construire un modèle de 

l'arithmétique de Peano qui ne satisfait pas un énoncé donné. Les 

principaux dévelopements de cette méthode ainsi que différentes 

applications sont présentés dans les articles de L. Eirby et J. 

Paris [6],[7],[10] et [11]. 
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Une autre méthode a été ensuite développée par Jussi Ketonen 

et Robert Solovay [5]. Dans cette méthode, on associe une 

fonction à l'énoncé. On étudie ensuite la croissance de la 

fonction pour finalement conclure que sa croissance est trop 

rapide pour que l'énoncé soit démontrable dans l'arithmétique de 

Peano. 

Dans ce mémoire, nous allons étudier le théorème de 

Kanamori-McAloon. Nous allons montrer que cet énoncé est une 

conséquence d'un théorème de Paul Erdos et R. Rado. Ceci signifie 

que le théorème de Kanamori-McAloon est un énoncé vrai de 

l'arithmétique. Cependant, nous allons montrer qu'aucune preuve 

de ce théorème ne peut être reproduite à l'intérieur de 

l'arithmétique de Peano. 

Dans leur article, Akihiro Kanamori et Kenneth McAloon [3] 

ont d'abord établi la preuve de l'indépendance en construisant un 

modèle de l'arithmétique de Peano qui ne satisfait pas l'énoncé. 

Ensuite, ils ont expliqué comment adapter la méthode de Ketonen-

Solovay à leur énoncé et ont donné la première moitié de la 

preuve. 
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Ce mémoire sera donc divisé de la façon suivante: Le 

chapitre 1 présente l'arithmétique de Peano. Entre autres, nous 

démontrons que les axiomes de Peano sont capables de démontrer 

tous les énoncés El  qui sont vrais pour l'arithmétique. Le 

chapitre 2 présente l'énoncé de Kanamori-McAloon ainsi que 

quelques notions de combinatoire. Dans le chapitre 3, nous 

donnons la première preuve de l'indépendance en utilisant les 

modèles non-standards et faisons le lien avec les indicatrices. 

Le chapitre 4 est constitué en majeure partie des résultats 

provenant de l'article d'Akihiro Kanamori et Kenneth McAloon [3] 

pour adapter la méthode de Ketonen-Solovay à leur énoncé. Dans le 

chapitre 5, nous définissons une variante de la hiérarchie de 

Wainer et démontrons une série de propriétés. Finalement, dans le 

chapitre 6, nous complètons la preuve de l'indépendance par la 

méthode de Ketonen-Solovay. 

Dans ce mémoire, les résultats auxquels nous sommes nous-

mêmes parvenus sont: les lemmes 4.8 et 6.4, les théorèmes 6.2 et 

6.11 ainsi que le corollaire 3.6. De plus, nous avons obtenu les 

théorèmes 4.9, 6.9 et 6.10 en adaptant les résultats 1.8, 3.4 et 

3.5 de l'article de Jussi Ketonen et Robert Solovay à l'énoncé de 

Kanamori-McAloon. 
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CHAPITRE 1: L'arithmétique de Peano 

On note PA, l'arithmétique de Peano. Cette théorie de la 

logique du premier ordre donne une formalisation de l'arithmétique 

des nombres naturels. Elle est constituée du langage: 

L = ( 0, 1, <, +, 	} 

des axiomes suivants: 

1) Vx -1(x + 1 = 0) 

2)Vx,y(x+1=y+1—>x=y 

3)Vx(x+0=xnx-0=0) 

4) Vx, y ( x +(y+ 1) = (x + 	+ 1 A x • (y +1) = x•y+x) 

5) Vx, y ( x < y ÷÷ z (x + z = y A -1(Z = 0))) 

et du schéma d'induction: 

(PI) Pour toute L-formule cp(x) (possiblement avec paramètres): 

(q)(0) A ei(9(5) -› (p(X A-  1)) -* Vw(x) 

On note PA-, la L-théorie constituée des axiomes 1 à 5 

seulement. Le principe du bon-ordre est donné par le schéma 

d'axiome: 

(BO) Pour toute L-formule 9(x) : 

]w(x) -› z((p(z) A VW(W < z -› --p(w))) 

Nous allons maintenant montrer que l'on peut remplacer PI par 
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BO dans l'arithmétique de Peano. 

Proposition 1.1: PAT FPI ÷÷ BO 

Preuve: 

1) PA 1-130 -* PI 

Soit M une L-structure telle que M k= PA , Mk= BO et 

M P= 9( 0 ) A VX MX) —› (p(X A-  1) ) 	( ee) 

Si on avait M k= 3x-9(x), alors par le principe du bon-ordre dans 

M, il existerait un plus petit z 	M tel que M k= 3z-,9(z). Par * on 

obtient z0 et donc il existe y tel que y + 1 = z et que M k= 9(y). 

À l'aide de * on obtient M k= 9(z), ce qui est contradictoire. Donc 

M l Vx (p(x) . 

2) PA 	BO 

Soit M une L-structure telle que M k= PK, M k= PI et M k= 

]x(p(x). Supposons que M P-az(p(z) A VW(W<Z 	—(p('W)) alors 

M Pez(9(z) —> 3w(w < z A (p(w)) ) 

Pour obtenir une contradiction, nous allons utiliser la formule 

auxiliaire O(x) définie par: "Vz(z < x -* -19(z))". À l'aide des 

axiomes 1 et 5, on obtient que 0 est le plus petit élément de M et 

donc M P=0(0). Supposons que M k=0(x). Nous allons montrer que M k= 

0(x + 1). Si z < x+1 alors z < x ou z = x. 

Si z < x alors par 0(x) on a M P=-p(z) 
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Si z = x alors par ** on a Mk=--op(z) 

Donc M k=O(x + 1) et par PI dans M, M k= Vx0(x) donc M l Vx.-19(x), 

ce qui contredit le fait M k= ax9(x). 

Les symboles 2, 3, 4, 5, ... ne font pas partie du langage L. 

On peut cependant les utiliser en posant la convention que n est 

une abréviation de 1+1+1+...+1 ( n fois ). 

Le modèle standard de l'arithmétique de Peano est l'ensemble 

des nombres naturels N. On montre facilement en utilisant le 

théorème de compacité que cette théorie possède également des 

modèles non-isomorphes à N, ces modèles sont donc non-standards. Si 

M est un modèle non-standard de PA alors la fonction 

n H3 nm  est un homomorphisme injectif (où nm  = lm  +m  lm  +m  lm  

+ ...+14 1m  (n fois)). On peut donc identifier N avec l'image de h dans 

M et considérer N comme une sous-structure de tous les modèles de 

PA. Pour cette raison, on écrit n au lieu de nr, < au lieu de <14, + 

au lieu de +m, etc. 

À partir des axiomes, on peut montrer que < est un ordre 

linéaire sur M, que 0 est le plus petit élément de M et que pour 

tout k e N: 

MVx(x<k—>(x=Ovx=1vx=2v...vx=k-1)) 
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Cette dernière propriété nous dit qu'aucun nouvel élément n'a été 

ajouté entre les nombres naturels, i.e. que tous les nombres non-

standards sont infinis. Pour cette raison, on utilise les notations 

suivantes: M > N signifie que M est un modèle non-standard et a > N 

signifie que a est un nombre non-standard. 

Ces dernières considérations nous amènent à nous poser la 

question suivante: "Existe-t-il une formule qui permet de définir 

dans M, le sous-enseMble N ?". La réponse est "non", car s'il 

existait une L-formule 9(x) (possiblement avec des paramètres 

a G Mn) telle que: 

N =tbEMIMP=9 (b) 

alors Mk= (i)(0) 	(car 0 E N) 

et 	• M k= 	Vx (cp(x) —* 9(x + 1)) (car x e N => x+1 e N) 

•donc Mk= Vx q(x) ( car M P=PI) 

et donc N = M, ce qui contredit le fait que M est non-standard. 

Le prochain théorème est simplement une reformulation de ceci. 

Théorème 1.2: (Principe de débordement) 

Si M est un modèle non-standard de PA, a G Mk  et M l (p(n, a) pouf 

tout n 	N, alors il existe c > N dans M tel que M l 9(c, à). 
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Définition: Soient M PA et I une sous-structure de M, on dit que 

I est un segment initial de M ( on note I Ç  M ) si pour tout x E 

I et y E M: M 1 y < x implique y e I. 

Par exemple, par une remarque précédente si M l PA alors 

c e 	M. Nous allons également étudier les segments initiaux 

I ce  M qui se situent entre N et M. 

{0, 1, 2, _} = N ce  I ce  M 

Notations: 

1) Soit 9(x, -D une L-formule. V E<Mx-7) est une abréviation de 

Vx (x < z 	(p(x, ÿ)) et 3 x<z9( x ., ÿ) est une abréviation de 

3x (x < z A (p(x,ÿ)).   Les quantificateursV„. et 3.‹. sont appelés 

quantificateurs bornés. 

2) Ao  dénote la classe des L-formules dont tous les quantificateurs 

sont bornés. 

3) El dénote la classe des L-formules de la forme: 3x - e(x, y) où 

e(x, y) e Ao . 

4) n, dénote la classe des L-formules de la forme: Vx - e(x, y) où 

e(x, y) e Ao  . 

5) On note 	M2 si Mi est une sous-structure élémentaire de M2, 

i.e. si M1 C M2 et que pour tout a e M in et pour toute L-

formule p(iE) on a: M1 p(a) si et seulement si M2 9(a). 
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6) On note N --<A0  M si N est une sous-structure A0-élémentaire de 

M, i.e. si N c M et que pour tout a e N T' et pour toute L-

formule 9(x) e Ao  on a: N (p(a) ssi M 1 (p(a). 

Nous allons maintenant démontrer un résultat positif 

concernant l'arithmétique de Peano. C'est-à-dire que PA est capable 

de démontrer tous les énoncés vrais de l'arithmétique de la classe 

El . 

Lemme 1.2: N C M 	=> N .-<A0  M 

Preuve: On procède par induction sur la complexité des A0 -

formules, i.e sur le nombre de symboles -1, A et vz<t. dans la 

formule. Les cas de 	et A sont des conséquences de N c M. Pour 

le cas de V..(t., il suffit de remarquer que si N Ç M et t G N 

alors: 

z<t}={zEMIMP=z<t} 

Corollaire 1.3: Si N ç M et 9(x) e El, alors pour tout a e N on 

a: N l 9(a) 	M l (p(a) . 

Corollaire 1 . 4 : PA F- 	TH(N) 
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CHAPITRE 2: Le théorème de Kanamori-McAloon 

Dans ce chapitre, nous allons énoncer la proposition de 

Kanamori-McAloon. Pour ce faire, nous devons développer quelques 

notions de combinatoire. Premièrement, nous allons adopter les 

notations suivantes: 

N dénote l'ensemble des nombres naturels ou un ensemble de la même 

cardinalité. 

[m,n] dénote l'ensemble {m,m3-1,m+2,...,n-1,n}. 

Les constantes comme "n" peuvent être utilisées pour représenter le 

nombre n ou un ensemble de cardinalité n. 

Si M k= PA et X cjjj  M alors [X]n  dénote la classe des sous-ensembles 

de X de cardinalité n, de plus si {x1,x2,...,x.} G [X]n  on suppose 

toujours que xi < x2 < 	< x.. 

Soient X,Y c N et f: [X] 	Y. Pour simplifier les démonstrations, 

nous allons utiliser la notation suivante: 

f(xi,x2,...,x.) signifie f({xi,x2,...,x.}) 

De plus nous allons utiliser la notation vectorielle k pour 

denoter 
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Définition: Soit X,Y c  N. On dit qu'un sous-ensemble H c X est 

homogène pour une fonction f: [X] -* Y si la restriction de f à pqn  

est une fonction constante. 

La notation suivante est utile pour énoncer les théorèmes de 

Ramsey: 

Soit C G N. X -› 00: signifie que pour toute fonction f: [X] -÷ c, 

il existe H Œ X homogène pour f tel que IHl = k. 

Ramsey à démontré en 1930 les deux théorèmes suivants [12]: 

Théorème de Ramsey infini: V n,c e N N 

Théorème de Ramsey fini: V n,c,k e N im e N m 	(k) 

La version finie du théorème peut être exprimée dans le langage L. 

Ce n'est, cependant, pas le cas pour la version infinie qui est un 

théorème du deuxième-ordre. Il s'avère que le théorème de Ramsey 

fini est démontrable dans PA; nous allons donc considérer un 

renforcement de ce théorème qui n'est pas démontrable dans PA. 

Dans leur article, Erdôs et Rado [1] ont donné une 

généralisation du théorème de Ramsey infini. Cette généralisation 
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permet de remplacer le nombre c par un ensemble infini. Pour 

énoncer ce théorème, nous aurons besoin de la définition suivante. 

Définition: 

Soit une fonction f:pqn-± N, un sous-ensemble H c X est canonique 

pour f, s'il existe v c n tel que pour tous , C pqn  : 

f(X0r—fXr1-1) = f(Y0,-,Y11-1.) 	xi = yi pour tout i E  v 

Théorème: (Erdôs et Rado) 

Pour tous n e N et f:pqn -± N, il existe un ensemble infini H c N 

qui est canonique pour f. 

On voit facilement que le théorème de Ramsey infini peut être 

démontré à partir de ce théorème, car si l'image de la fonction f 

est un ensemble fini, alors on doit avoir v = 0 et donc H est un 

ensemble homogène pour f. 

Nous allons maintenant énoncer des définitions qui sont 

reliées au théorème de Kanamori-McAloon. 

Définitions: 

1) Une fonction f: [X ]fl 	N est dite régressive si pour tous xo < xi 

< _ < 	provenant de X avec xo 	0, on a f(x0,x1,...,x„-i) ( xo. 

2) Un sous-ensemble S c X est min-homogène pour f si pour tous 
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xo < xi  < 	< xn-i et xo < yi < 	< yn-i provenant de S, on a 

f (xo , 	. • .,xi-i) 	= f (xo ,yi,  . • • ,Yn-i) 	(i.e. 	dans S, 	f dépend 

uniquement de la première variable). 

La notation suivante sera utilisée pour énoncer le théorème de 

Kanamori-McAloon. 

X —> (k)%, signifie que pour toute fonction régressive f:per—>N 

il existe S c X min-homogène pour f tel que ISI = k. 

Le prochain théorème est une conséquence du théorème de Erdôs 

et Rado. 

Théorème: Pour tout n N, N -* 

Preuve: Le cas de n = 1 est trivial. On suppose donc que n > 1. 

Soit f: [N] -> N une fonction régressive, par le théorème de Erdôs 

et Rado, il existe un ensemble infini H c N et un ensemble v ç n 

tel que pour tous 	Pqn  : 

f(x0,...,xn-i) = f(yo,_,yn-i) e>x1 = Yi pour tout i c  v 

Nous allons montrer que v = Ø ou v = {0}. Supposons le 

contraire, i.e. que v contient un élément i 	O. Soit h le plus 
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petit élément non-nul de H. On peut former une infinité de n-tuples 

qui ont h comme premier élément et qui sont différents pour les 

indices i E v. Les images de ces n-tuples doivent être à la fois 

toutes différentes et inférieures à h. Ce qui est contradictoire. 

Ceci montre donc que v = Ø ou v = /01. Dans le cas où v = (D, 

f doit être homogène sur Fir et donc par conséquence min-homogène. 

Dans le cas où v = /01, cela signifie précisément que f est min-

homogène sur pin. 

Nous allons maintenant démontrer le théorème de Kanamori-

McAloon. On peut voir ce théorème comme une variation du théorème 

de Ramsey fini. 

Théorème de Kanamori-McAloon: Vn,kGN]meNm—> (k)1.1,, 

Preuve: 

Les cas de n = 1, de n = k et de n = k + 1 sont triviaux. On 

suppose donc que n > 2 et que k > n + 1. Nous allons procéder par 

contradiction. Si le théorème du Kanamori-McAloon est faux, alors 

pour tout m G N, il existe une fonction fm:pqn  -› N qui ne possède 

pas d'ensemble min-homogène de cardinalité k. On considère la 

fonction suivante: 

f: [N] n+1  —> N : (x0,... ,x.) Hf 	(x0,... 
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Par le théorème précèdent, il existe un ensemble infini H ç N qui 

est min-homogène pour f. Soit S E pif et h un élément de H 

supérieur au plus grand élément de S. Comme S ne peut pas être min-

homogène pour f a , il doit y avoir so,s1,...,s. e S et tl f ••• f tn-1 ES tel 

que: f(so,si,...,sn)=fs.  (so , 	, , sn-i) fsn  (S0,tr1-1) 

Mais ceci contredit le fait que H soit 	-homogène pour f. 

Cette proposition peut être exprimée dans le langage L, nous 

allons la noter (KM). On vient de démontrer que (KM) est une 

conséquence du théorème de Erdôs et Rado et donc que (10) est un 

énoncé vrai de l'arithmétique. Cependant, cet argument ne peut pas 

être reproduit à l'intérieur de PA, car le théorème de Erdôs et 

Rado est un théorème deuxième ordre et ne peut pas être exprimé 

dans langage L. L'objet de ce mémoire est de montrer qu'aucune 

preuve de (KM) ne peut être reproduite à l'intérieur de PA. 

On termine ce chapitre avec les propriétés suivantes: 

Propriétés: 

1) Si m --> (k 	rriT> m, 	k, n'< n et c'< c alors m —> (k' ). 

2) Si m ---> (k )r'eg , MT > m, k'< k et n'< n alors m' —> (k'). 

La preuve de ces propriétés est évidente. 
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CHAPITRE 3: Preuve de l'indépendance par la 

méthode des modèles non-standards 

Dans ce chapitre nous allons construire un modèle de 

l'arithmétique de Peano qui ne satisfait pas l'énoncé de Kanamori-

McAloon. En théorie des modèles, un des outils de base pour 

construire un modèle ayant une certaine propriété est la notion 

d'indiscernables. De plus, pour démontrer qu'il existe un modèle 

muni d'un ensemble d'indiscernables on doit utiliser le théorème de 

Ramsey infini. Nous, nous allons utiliser une notion légèrement 

différente qui est reliée à l'énoncé de Kanamori-McAloon. 

Définition: Soit M k. PA et Inx0,...,x.) une L-formule. L'ensemble H 

ci M est un ensemble d'indiscernables diagonaux pour la formule mv 

dans M si pour toutes suites co < ci < 	< cn et 

d'éléments de H et pour tout p < co dans M on a: 

M 	(p,ci,... ,Cn) 	cp , 	, • . • dn 

Dans le lemme suivant, nous allons montrer comment on peut 

obtenir un ensemble d'indiscernables diagonaux. 

Lemme 3.1: Soit M un modèle non-standard de PA. S'il existe a, w 

M et b, e c M-N tels que M satisfasse: 

[a, b] reg 	et w 	(3e + i 2e+1 

CO( 
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1 
Alors, il existe un ensemble infini H e [[a., hl]

2.+1 
 d'indiscernables 

diagonaux pour les Ao-formules. 

Preuve: On doit utiliser un codage de Gödel pour les A0 -formules, 

i.e. une énumération 411, Y2,...} qui peut être 

définie à l'intérieur de PA. Sans perte de généralité, on peut 

supposer que k possède au plus k + 1 variables libres. Comme le 

codage est défini à l'intérieur de PA, la fonction k H3 Ific est 

également définie pour les nombres non-standards m E  M - N. 

Nous allons définir deux fonctions f et i. Soit donnés a < xo 

‹...< X2e < b. Sil existe i < e et p < xo tels que Wi  (p, X1 f • • • Xe) 

et Wi  (p, xe+i, • x2e) aient des valeurs de vérité différentes dans 

M, alors f (xo, 	,x20) est ce plus petit p et (x0, ...,x2e) ce plus 

petit i. Sinon, on pose f (x0, ...,x2e) = 0 et i (x0, ...,x2e) = e+1. On 

remarque que f est une fonction régressive de [[a, 
12e+1 

dans N et 

donc par hypothèse il existe Ho  E [[a, bi]w  min-homogène pour f. 

Maintenant, la restriction de i à Ho  est une fonction de r 12e+1 
 dans 

e+2 et donc, il existe H1  = 	c Ho  et i < e+1 

tels que i=i(x0,...,x2e) pour tout {xo,...,x2.} E [Hel  

Nous allons montrer que l'on doit avoir i = e+1. Supposons que l'on 
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ait i e. Par la min-homogénéité de Ho, il existe p < xo tel que: 

P = f(zo,zir  . . . ,Z2e) = f (ZO Z1 f • • • Ze Z2e+1 . . f Z3e) = f (ZO f Ze+lf • • • f Z3e) 

Mais, 

f(zo,zi,... Z2e) 	= 	p 	signifie 	que 	Yi  (p, , 	, ze) 	et 

(P, ze+i, 	, z2e) ont des valeurs de vérité différentes. 

f (ZO f Z1 • • • fZeiZ2e+1, • • • ,Z3e) = p signifie que yi  (p, zi, 	, ze) et 

Wi(plz2e+1,...,z3e) ont des valeurs de vérité différentes. 

f (zo , ze+i, 	, z3e) 	= p signifie que 	Wi  (p, ze+i, 	, z2e) 	et 

111,. (Pl Z2e +1 	 z3.) ont des valeurs de vérité différentes. 

Ce qui est imposible, car au moins deux de ces formules doivent 

avoir la même valeur de vérité. On a donc i = e+1. 

Montrons que H = {zo,...,z2e} est un enseffible d'indiscernables 

diagonaux pour les Ao-formules. Soit Ific une Ao-formule. Comme e est 

un nombre non-standard, on doit avoir k < e. Supposons que co < cl < 

	

< c. et co < di < 	< de- soient des éléments de H, alors pour 

tout p < co, on a: 

et 

M 	(ID, Cl • - 1 Ce) <—> 	Wk (ID, 	, • • • , ze) 

m 	Nik  (p, 	, 	, de) 	4-> 	(p, 	, ze) 

donc M l Wk  (p, Ci, 	, ce) 	<---> 	"Iljk (P r 	•• • • d.) • 
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Dans le lemme précédent, la raison pour laquelle on s'est 

limité aux Ao-formules, est pour s'assurer que l'on puisse 

reproduire la preuve à l'intérieur de PA. En effet, par 	un 

théorème de Tarski [u] on ne peut pas définir la relation de 

satisfaction M 	N./(.) à l'intérieur de PA et donc on ne peut pas 

exprimer la notion d'indiscernable pour une formule quelconque 

On peut, cependant, définir la relation de satisfaction si 

on se limite aux Ao-formules. 

Théorème 3.2: Soit M un modèle non-standard de PA, a G M et b,c e 

M - N tel que M satisfasse: 

[a, b] -* (2c 	. 

Alors, il existe I c M tel que a E I < b et I k= PA. 

Preuve: Par le théorème de Ramsey fini dans N, pour chaque 

G N, il existe w. e N tel que N k= wn  —› (3n + 1) 1.,4.21  donc M k= 

w. —÷ (3n 	1)14-+21  (car N Ce  M et wn 	(3n + 1)2j;.+21  est une El - 

formule). Comme 2n+1 < wn  < c, on obtient que pour tout n e N: 

M 	l=3 wn (([a, b] ---> (wr, Cg+1) A ( Wn 	( 3 n + 1 )2.n+ +21) ) 

On utilise maintenant le principe de débordement pour obtenir 
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ecM-Ntel que: 

M 	3 we ( ([a, b] --> (we  ):g÷1) A ( We  —> (3e + 1 )2:++21) ) 

Par lemme 3.1, ceci signifie qu'il existe une suite infinie 

a < co < ci < c2 < 	< c2e < b 

d'indiscernables diagonaux pour les Ako-formules. Nous allons 

prendre le segment initial I = {x c M : x < ci pour un i c N}. On 

commence par montrer que I est une sous-structure de M. 

I est fermé pour l'addition: 

Il suffit de montrer que io < il < i2 	implique 

cia  + ci, < cia. Supposons io < il < i2, si on avait 

p + cil  = cia 	pour 	un 	p < ci4„, 	alors 	par 

l'indiscernabilité diagonale on aurait p + 	ci  pour tout 

j > i2. Ce qui contredit que les ci soient distincts, donc 

I est fermé pour la multiplication: 

Il suffit de montrer que io < il < i2 implique cia . Cil  < 

Soit 	io 	< 	ii 	< 	i2. 	Supposons 	que 
	

l'on 	ait 

P • ci, 	(p + 1)• ci, pour un p < 	cia , nous allons 

déduire une contradiction. 

De 	p• 	< 	ci2  on obtient (p + 1) ci, < 	c11  + cia . De 
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plus, par le dernier paragraphe on a ci, 	c;  pour tout 

j > i2, donc (p + 1) ci, 	< c;  pour tout j > i2. 

De ci2 	(p + 1) cil  et de l'indiscernabilité diagonale on 

obtient 	c; 	(p + 1) ci, pour tout j > i2  . 	Ceci 	est 

contradictoire et donc cio - 

I 	PA-  : 

On sait maintenant que I est une sous-structure de M et donc que 

I -‹A„ M. Du fait que M P= PA-  et que tous les axiomes de PAT soient 

de la forme:"V—x t(x) " avec t(x) sans quantificateur on obtient I P= 

PA 

P= PI: 

Nous allons procéder en trois étapes. Tout d'abord, nous 

montrerons que dans I toute L-formule avec un paramètre p peut être 

remplacée par une 40 -formule. 

Toute L - formule avec une variable libre y peut être écrite 

dans la forme: 3 x1  V x2  . . . Q xr, y(y, x1 , ... , xn) où y est une 

formule sans quantificateur et Q dénote le quantificateur ] ou V. 

Soit p < c 0 , on a: 

I 	3 xi  \/X2... QXn  

22 



<=> 

V X2 • • • Q Xn Ni(p, 	, • • • , Xn) 

o t7]-2>i 	Qi.>±.-1 I 	a‹Kcii  ex2<ci.2 	Qx.<ci.„ w(p, x11 . • . , x.) 

e> 

3i1>io v12>ii 	 1,4 	vx2<ci, • • Qxxx<ci„ Ni(pf x1 , • • • 

1 
<=> 

1,4 	EI x1 < cio +, V X2 < Ci0+2 • • • Q Xn < Cio+n iji(p,x1  , • • 

<1> 

I l= EI x1  < Ci0+1 V X2 < ci0+2 . . . Q x. < 	(p , x1 , . • • , x.) 

Ensuite, nous allons montrer que I satisfait BO pour toutes les L-

formules avec un paramètre p. Supposons que: 

P= 3xy(p,x) (où w(P,x) G Ao) 

I 	±cy(p, X) A X<C 10  pour un certain c 1  

M 	3xy(p, x) A x<c io  (car I -‹ Ao  

Soit x ce plus petit x dans M, on a: 

I l= v(p, x') A x< 	cio  

10n considère la formule 	donnée par 

3 x, < ci, V x2  < ci, . . Qxn  < cin  111(p,x1,...,x.).Par l'indiscernabi-

lité diagonale on a M (1)(p, ci„ ..., ci.) ÷÷ ep,cio+1 • • • c10+ 
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I 	w(p, x') A x 	 ( car I 	M et x E I ) 

M 	w(p, x') 

De plus x' doit être ce plus petit x dans I, car sinon il 

existerait x" tel que : 

I 	lif(p, x") A x" < x' 

M 	x") A X" < 

Ce qui contredit la minimalité de x' dans M. 

Enfin, Il reste à montrer que I satisfait BO pour les autres 

L - formules. Si la formule ne possède pas de paramètre p, alors il 

suffit de la remplacer par la formule équivalente w(x) A P = P• 

Dans le cas où la formule possède plusieurs paramètres 	on 

peut définir une fonction (x1, ..., x.):Nn -> N et montrer que cette 

fonction est une bijection en utilisant uniquement les axiomes de 

PA-  et le schéma d'induction pour les L - formules sans paramètre. 

Supposons donc que 	(p, x) soit la formule: 

1V(P1 I • • • Pn  , x) 

On a: I P. N./(pl  , 	, pn  , x) 	÷÷ y'(12, x). 

Donc I satisfait BO pour la formule w(pi  , 	, p , x) 

Nous allons maintenant donner la première preuve de 
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l'indépendance de l'énoncé de Kanamori-McAloon. 

Corollaire 3.3: PA .44. (KM) 

Preuve: 

On doit montrer que PA Y. ex,n,k 3y pc,/ -+ (k)eg . Soit M k= PA un 

modèle non-standard et a G M - N. On peut supposer qu'il existe 

b G M tel que: 

M P= [a,b] 	C2-an0g  

car sinon la preuve du corollaire est terminée. Par le principe du 

bon-ordre, on peut également supposer que b est le plus petit 

élément de M ayant cette propriété. Par le théorème 3.2, il existe 

donc I c 	Mtel queael<betIP= PA. Maintenant, Ine peut 

pas satisfaire (KM), car sinon il existerait y E  I tel que: 

I P= [a,/ -* (2a) eg . 

Finalement, comme I C M et que [a,y] -* (2a) eg  est une El-

formule, par le corollaire 1.3 on obtient: 

M k= [afï] -* C2ane, A y < b 

ce qui contredit le fait que b soit le plus petit élément de M tel 

que: 

M t [a,b1 	(2a):eg  
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Pour terminer ce chapitre, nous allons faire le lien avec la 

méthode des indicatrices. Cette méthode permet de savoir si un 

segment initial I est un modèle de PA. 

Définition: Soit M un modèle non-standard de PA. Une fonction 

Y:142->M est une indicatrice pour la propriété P d'un segment 

initial de M si: 

i) Y(x,y) = z est une El-formule 

ii) Y(a,b) >Nsi et seulement s'il existeIce Maveca el< b 

tel que I k= P. 

y - x si y x 
Par 	exemple, la fonction Y(x, y) = 	 est une 0   

sinon 

indicatrice pour la propriété "être fermé pour la fonction 

successeur x H3 x+11T, car si Y(a,b) > N alors b - a est infini. 

On a donc b - a > n pour tout n N et b > a + n pour tout n EN. 

On peut donc prendre le segment initial I = {x e M : x < a+n pour 

un n e N}. 

Une indicatrice de PA est une indicatrice pour la propriété 

"satisfaire tous les axiomes de PA". Les prochains théorèmes 

montrent comment les indicatrices sont reliées aux résultats 

d'indépendance. 
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Théorème 3.4:  Si Y(x,y) est une indicatrice de PA, alors: 

PA J Vx, z 3y Y (x, y) 

Preuve:  Soit M un modèle non-standard de PA et a,c E M - N tels 

que c < a. On peut supposer que M k= 3y Y(a, y) 	c, car sinon la 

preuve est terminée. On utilise le principe du bon-ordre dans M. 

Soit b le plus petit élément de M tel que M k= Y(a, b) 	c. Comme 

c > N, il existeI ce  MavecacI<btel queIk= PA. Il reste 

donc à montrer que I k= -,13y Y(a,y) 	c. S'il existait d E I 

avec I k= Y(a, d) 	c alors on aurait d < b ( car I < b ) et Mk= 

Y(a, d) 	c ( car I ce  M et Y(a, d) 	c est une El-formule). 

Mais ceci contredit le fait que b est le plus petit élément de M 

tel que M k= Y(a, b) 	c. 

Le prochain théorème à été démontré par MàcDowell et Specker 

en 1961 pq. 

Théorème (MacDowell-Specker):  Pour tout M k= PA, il existe M tel 

que 
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Théorème 3.5: Soit Y(x,y) une indicatrice de PA alors 

N 	Vx, z y Y(x, y) 	z 

Preuve: Soit M un modèle non-standard de PA. Par le théorème de 

MacDowell-Specker, M possède une extension élémentaire M', telle 

que M ce  M . Pour tous a e M et b c M'- M, on a donc Y(a, b) > 

N et pour tout nombre naturel n: 

M l= y Y(a, y) 	n 	M 1 	ìy Y(a, y) 	n (car M 	M') 

M 	Vx 3y Y (x, y) n 

PA t-  Vx 3y Y (x, y) 	n 

IN 	Vx 3y Y(x, y) 	n 

N 	Vx, z 3y Y (x, y) 	z 

Corollaire 3.6: La fonction: 

Y(a,b) = le plus petit e tel que: [a,b] —> (2e):eg  

est une indicatrice de PA. 

Preuve: On doit montrer que Y(a,b) > N si et seulement s'il existe 

ce  M tel que a €1<b et I 	PA. 

() Cette partie est une conséquence directe du théorème 3.2. 

() Si Y(a,b) = e E  N et qu'il existe I c. M tel que a EI<b 

alors par le théorème de Kanamori-McAloon dans N il existe un plus 
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petit m G N tel que: 

In 	(.2e) eg  

=> b - a < m 

=> b < a + m 

=> a + m e N 

=> I n'est pas fermé pour l'addition 

=> I n'est pas un modèle de PA 
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CHAPITRE 4: Les fonctions régressives 

Dans ce chapitre, nous allons démontrer plusieurs résultats 

concernant les fonctions régressives. La majeure partie des 

théorèmes de ce chapitre sont des adaptations des résultats du 

premier chapitre de l'article de Ketonen-Solovay aux fonctions 

régressives. 

Dans certains théorèmes, on doit utiliser plusieurs fonctions 

régressives et plusieurs fonctions non-régressives simultanément. 

Pour cette raison, il est utile d'avoir les définitions suivantes: 

Définitions: 

1) L'ensemble H c X convient à la fonction f:[X]n 	c si H 

est homogène pour f. 

2) Pour une fonction régressive f:[X]n  -* N on dit que H 
	

X 

convient à f si H est min-homogène pour f. 

3) On dit que l'ensemble de fonctions fl,...fn simule l'ensemble 

de fonctions gi,...,gn si chaque ensemble qui convient à 

fl,...f. convient aussi à 	( Dans cette définition 

certaines fonctions fi et gi peuvent être régressives) 



Nous allons maintenant démontrer plusieurs lemmes et théorèmes 

qui permettent d'obtenir un ensemble de fonctions gi,...,gn qui 

simule un autre enseMble de fonctions fl,...,fn. 

Lemme 4.1: 

, 	+1 a) Soit une fonction 9:pqn  -* c, il existe une fonction (p  [N]_> c  

telle que si H est homogène pour 9, alors H - Imax(H)1 est 

homogène pour 9. 

b) Soit une fonction régressive 9:pq 1  4N, il existe une fonction 

régressive 	EN-n+1 -* N telle que si H est min-homogène pour 9, 

alors H - {max(H)} est min-homogène pour 9. 

Preuve: 

Dans les deux cas, on prend la fonction 9' : (xi,...,xn+i) 

Pour tout 	H - {max(H)} on a 9(xl,...,141) = 9'(xi,...,xii,max(H)) ce 

qui montre que 9 simule 9. 

Lemme 4.2: Soient deux fonctions fl:pqn  -* c et f2:pqn  -* d, il 

existe une fonction f:pqn  -* cd qui simule fl et f2. 

Preuve: On prend 	1-5(fi(xi,...,xn),f2(xi,...,xn)). On 

voit directement que si H est homogène pour f alors H est homogène 

pour fl et f2. 
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Lemme 4.3: Soit une fonction régressive f:[N] -› N. H c N est 

min-homogène pour f si et seulement si tous les sous-ensembles 

U c H de cardinalité n+1 sont min-homogènes pour f. 

Preuve: 

(=>) Si H est min-homogène alors il est évident que chaque sous-

ensemble de H est aussi min-homogène. 

(e) Supposons maintenant que H ne soit pas min-homogène. Il existe 

donc deux séquences xo,x1,...,xn-i et xo,y1,...,yn-1 d'éléments de H 

telles que 	 . Supposons maintenant 

que ces séquences soient ordonnées selon l'ordre lexicographique. 

Nous allons utiliser le principe du bon-ordre à trois reprises. 

Premièrement xo,xi, 	est la première séquence pour laquelle il 

existe 	satisfaisant cette inégalité. Deuxièmement parmi 

ces séquences yi,...,y/1-1 choisissons la première. Finalement, soit 

i le plus petit indice tel que xi9e-Yi.  On doit avoir: 

xi< Yi 2 	(xo, 	 ,yn-2) < 

= f (X01 . 	Xi 'Yi, Yi+1 f • • • Y n-2) 

f(xo,yi, 	f (xo, • • • 	• • • fYn-2) 

f(xo,.• • ,xifYifYi+i, 

Cette dernière inégalité indique que l'enseMble 

i+i f • • • f Yn-1} n'est pas min-homogène pour la fonction f. 
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Définition: On définit la fonction wle plus petit entier supérieur 

ou égal au logarithme de x en base 2" de la façon suivante: 

log(x) = le plus petit d E N tel que x < 2d  

Lemme 4.4: Si x > 7 alors 2log(x)+1 < x 

Preuve: On remarque que 2log(7)+1 < 7. Il suffit donc de vérifier 

que pour tout x > 7, la croissance de la fonction 2log(x) + 1 est 

inférieure à celle de x. 

d 	d 
(2log(x) + 1) < 	(2(log2(x) + 1) + 1) 

dx 	dx 

d 
< (210g2(x) + 3) 
dx 

2 log2  (e) 

4 
< — 

x 

< 1 	pour tout x > 7 

d 
• (x) 

dx 

Le lemme suivant est utilisé pour minimiser les valeurs d'une 

fonction régressive. 
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Lemme 4.5: Soit f:pqn  -* N une fonction régressive. Il existe une 

fonction régressive f :{Nr1 -* N telle que: 

a) f(s) < 2log(min(s)) + 1 

b) Si 171 est min-homogène pour É. , alors H = H - (7 u {max(i1)}) 

est min-homogène pour f. 

Preuve: Premièrement remarquons que lorsqu'on écrit un nombre n en 

notation binaire alors cette notation contient au plus log(n+1) 

chiffres binaires. Comme f(s) + 1 < min (s), on peut donc écrire 

f(s) dans la notation suivante: f(s) = (_,o, • • • rYlog(min (s) ) -1 ) 2 f 	où 

chaque yi est un chiffre bdnairel. Ensuite, on définit la fonction 

f:ENri —> N de la façon suivante: 

Si xo < 7 ou Si {x0, . ,xn} est min-homogène pour f, alors on 

pose f(x0,...,x,i) = O. 

Sinon on pose f(x0,...,xn) = 2i + 	+ 1, où i < 

log(xb) est le plus petit indice pour lequel {xo,...,xn} n'est 

pas min-homogène pour yi. 

Montrons que f satisfait a): 

= ao + 2a1  + 	+2%, où ai e {0 ,1} (i=0,...,n) 
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f (s) = 2i + Yi  + 1 

< 2i + 1 + 1 

=i + i + 2 

< log(min(s)) + i + 2 

donc, 

f(s) 	log(min(s)) + i + 1 

< log(min(s)) + log(min(s)) + 1 

= 2log(min(s)) + 1 

Maintenant, le fait que f soit régressive est une simple 

conséquence du lemme précédent. 

Montrons que f satisfait b). Soit H un ensemble min-homogène 

n+1 pour f .- Nous allons montrer que 	est la fonction constante 

O. Ceci montrera que tous les sous-ensembles de H de cardinalité 

n+1 sont min-homogènes pour f et donc par le lemme 4.3 que H est 

min-homogène pour 	f. 	Supposons 	qu'au 	contraire 	il 	existe 	une 

séquence xo < xi < 	_ 	< 	xn 	dans 	H 	telle 	que 	f(xo,...,xn) 	= 	21 	+ 

1. Soient s,t E P0,...,41 avec min(s) = min(t) = 

xo. 	Comme H est un ensemble min-homogène pour 1: 	on doit avoir 

, 	 , 
f(s 	tmax(H)) = f(x0, 	xn ) = f(t l.J {max(H)i). Mais ceci prouve que 

yi(s) = y±(t) et donc que tx0,...,x4 est min-homogène pour Yi. Ce 

qui contredit le fait que 	= 
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Par le même type de preuve qu'on a donnée pour le lemme 4.4, 

on peut montrer que pour tout e G N, à partir d'un certain x E  N, 

on a (2log(x) + 1)'1  < x. Ceci, nous permet de définir la fonction 

suivante: 

Définition: La fonction p: N -* Nest définie par: 

p(e) = le plus petit x tel que (2log(x) + 1)e-n  < x 

Proposition 4.6: 

Soit un ensemble de fonctions régressives 	f1:EN1n  -* N i 	e ), 

il existe une fonction régressive p:[N] +1  -* N telle que si H est 

min-homogène pour p, alors H = H - (p(e)u(max(H))) est min-

homogène pour chaque fl. 

Preuve: Supposons que l'on ait un ensemble de fonctions 

régressives ( fiqe -*Nli<e). Pour toutkEN, on définit une 

fonction: 

fk: k e+1  ---> N: (x0, • • • Xe ) 1-> 

{n  

(xo, 	, xii) étant le (n + 1)ieme  

élément de ke+1  en ordre 

lexicographique 

(Par exemple: f2(0,0) = 0, f2(0,1) = 1, f2(1,0) = 2 et f2(1,1) = 3) 
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Évidemment, pour tout (x0,...,xe) G el, on a: fk(co,...,xe) < ke+1 . 

Finalement, on définit la fonction per+1  -* N de la façon 

suivante: 

p (s) = 
I

f2 log(..),.(fo (s) , . • • r f e  (s) ) 

0 

si so 	p(e) 
sinon 

OÙ so = min(s) et les fonctions 	sont obtenues à l'aide du lemme 

4.5. Maintenant si so > p(e), on doit avoir: 

p (s ) = f2 log  	(s) 	(s) ) < ( 2log (so) + 1 )e+1  < so 

donc la fonction p est régressive. Finalement, si 	est min- 

homogène pour p alors min(H) > p(e) et donc: 

P I H = f2 log (zo  )+1 (f,(s) , • , Ée(s) ) 

Ceci montre que H doit être min-homogène pour chaque fi  car 

est défini à l'aide de l'ordre lexicographique et donc par f2 log (zo ) +1 

le lemme précèdent, H est min-homogène pour chaque fi. 

Définition: Une fonction fer -* N est dite min-croissante sur un 

ensemble X c N, si pour tous š, t G pqn, min() < min(t) 

implique f(š) 	f(t). 
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La notion de fonction min-croissante joue un rôle important dans la 

méthode de Ketonen-Solovay, c'est pourquoi dans la prochaine 

proposition nous allons montrer comment on procède pour rendre une 

fonction régressive min-croissante. 

Proposition 4.7: 

Pour toute fonction régressive fer -* N, il existe une fonction 

régressive ai:[N] +1 —> N et une fonction a2:ENr+1  -* 2 telle que si H 

c N convient à al et à a2, alors f est min-homogène et min-

croissante sur l'ensemble É = H - {max(H)). 

Preuve : 

On définit les fonctions cri  [N] +1 -* N et a2:[N] +1  -* 2 par: 

cu(x0,...,xn) = min(f 	,f (xi, .. 

G2 (X0 • • • f Xn) = 
{° 1 

si f(xo, . 	, xn _1) 	f(xi, 	xn ) 
sin on 

Supposons que 4521[H] +1  est la fonction constante 1. Si on prend 

une séquence x.0 < 	< xn+1. dans H on doit donc avoir: 

f (xo ,. . .,xn-i) > f (xi , 	. , xn) > f (x2 , 	, xn+i) 

Ceci nous donne: 

cyi(xo, . . . , xn) = f(Xi, . . . , xn) et cyi (xo , x2 , . . . ,Xn+i) = f (x2, 	,xn+i) 

Ce qui contredit le fait que H soit min-homogène pour ai. 4521[Hri  

doit donc être la fonction constante O. Ceci prouve que 

= 	(xo , . . , xn-i,rnax (H) ) 
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est min-homogène pour ii. De plus, pour tous sous-ensembles 

c H avec xo < yo on doit avoir: 

f (xo , , x2 , . • . 	= f (xo ,yo 	f • • • , Yn-2) 	f (yo 	r Y2 • • • rYn-1) • 

Donc pour tous 	t 	Efir, min() < min(E) t ) 	f(š) < f(i). 

Lemme 4.8: Soit n > 8. Il existe une fonction régressive Gii:N2 	N 

telle que si S = {s1,...,s} est min-homogène pour C.,/i et que ISI > n 

alors s4 > n. 

Preuve: On prend la fonction suivante: 

(x„, x2) H>0 	si x, > 2 et que x2  < J- 
2 

1 	si x, > 2 et que — 	x2  < n 
2 

2 	si x, > 2 et que n x2  

	

[n 

	n 
— dénote — arrondi où 	t à l'entier supérieur. 

	

2 	2 

Cette fonction est clairement régressive. Premièrement, 

remarquons que: 
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8 < n => n + 8 < 2n 

+ 8]  
2 

< n 

on a donc: 

s[n 	 >>.[—] 	Gn(s3, 	) 	1 
—]+1 2 	sH+]  2 	 2 

Gn(S3,S4) > 1  

S9 

S 	> [— 	2 + s4 > -12  > n 

	

4+[— 2 	2 - 
112 ] 

Gn(s3, s [1) > 2 
4+ —2 

Gn(s3,s4) > 2 

Définition: On définit la notation E(n) de la façon suivante: 

.2 " 
Em(n) = 	22  

m copies de 2 

À l'aide de cette définition , on peut généraliser certains 

résultats concernant les fonctions régressives à d'autres types de 

fonctions. Par exemple, le prochain théorème est une généralisation 

du lemme 4.5. 
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Théorème 4.9: Soient c > 1 et hein  N une fonction telle que 

h (xo , 	, 

fer t+1  

) 

N, 

< 	(xoc) . 	Il 	existe 	une 	fonction 	régressive 

telle que si S convient à f alors h est min-homogène 

sur l'ensemble S = S - (p (c) u tmax(S)1). 

Preuve: Par induction sur m: 

Cas m = 0 et c = 1: On doit avoir h(xo, ...,xn-i) < Eo(xol) = xo, il 

suffit donc de prendre f(x0,...,x.)= h(x0,- -,xn-i) 

Cas m = 0 et c > 1: On doit avoir h(xà,...,x,1-1) < E0(x0c) = xoc. Pour 

tout 1 < i < c, on définit la fonction hi(xo,...,xn-i) comme étant le 

• ièrne chiffre du nombre h(xo,...,xn-i) écrit en base xo. On a 

< xo. Donc par la proposition 4.6 , il existe une 

+1 fonction régressive f:[coi  nco 
telle que si S convient à f alors 

sur S' = S - (Oc) L...) imax(S)1) toutes les fonctions hi sont min-

homogènes et donc h aussi. 

On suppose le résultat pour m: On doit avoir h(x0,-..-..,x11-1) < 

Ein+i(xoc). Nous allons utiliser le même raisonnement que dans la 

preuve du lemme 4.5. Lorsqu'on écrit le nombre h(x0,...,x11-1) < 

Em+i(xoc) en notation binaire alors cette notation contient au plus 

Em(xc,c) chiffres binaires. On peut donc écrire h(k) dans la 

notation suivante: h(s) = (y0  , . 	 où chaque yi est un 
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chiffre binaire. Ensuite, on définit la fonction É :[Nr+1  ---> N de la 

façon suivante: 

Si Ent(x00) < 7 ou si {x0,...,xn} est min-homogène pour h alors 

on pose h (x0,...,xn) = O. 

Sinon on pose É (x0,...,xn) = 2i + yi(x0,...,xn-i) + 1. où i < 

Em(x0c) est le plus petit indice pour lequel {x0,...,xn} n'est 

pas min-homogène pour yi. 

Si É (x0,...,xn) ± 0, alors on obtient: 

h (k) = 2i + Yi  + 1 

< 2i + 1 + 1 

=i. + i + 2 

< 

 

E(x0) + i + 2 

donc, É () < E(x) + i + 1 

< 2E.(x0G) + 1 

< Em(x0c) (par le lemme 4.4). 

Donc par l'hypothèse d'induction, il existe une fonction régressive 
f ENin+ra+2 ->N telle que si S convient à f alors É est min-homogène 

sur l'ensemble S'= S - (,(c) u imax(S)1). 
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Soit S un ensemble qui convient à f. Nous allons montrer que 

hi[Sf] 	est la fonction constante O. Par le lemme 4.3, ceci 

montrera que S est min-homogène pour f. Supposons qu'au contraire 

il existe une séquence xo < xi < . 	< xn dans S' telle que 

= 2i + 	(xo , 	, xn-i) + 1. Soient s, t e [{x„ 	, x.}] 

avec min(s) = min(t) = xo. Comme S est un ensemble min-homogène 

pour h, on doit avoir h(sl)WX(S)1) = 	= Ei(t tmax(S)b. 

Mais ceci prouve yi(s) = yi(t) et donc que lace,. ,xn} est min- 

homogène pour Yi.  Ce qui contredit le fait que h (xo,...,xn) = 2i + 

yi (x0 , . , xn-i )  + L. 
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CHAPITRE 5: La hiérarchie de fonctions de Wainer 

Nous allons maintenant définir la hiérarchie de fonctions de 

Wainer. Cette hiérarchie est utilisée pour étudier les fonctions 

récursives et dans le prochain chapitre elle va nous permettre de 

démontrer l'indépendance de l'énoncé de Kanamori-McAloon dans PA. 

À partir de maintenant, nous allons devoir travailler avec des 

ordinaux. Pour cette raison, nous allons utiliser la notation co 

pour représenter l'ensemble des nombres naturels au lieu de la 

notation N. De plus, 60  représente le plus petit ordinal a tel 

que x = wœ. 

Premièrement, faisons un rappel sur la forme normale de 

Cantor. Si k est un ordinal tel que 0 < A. < so, alors X possède 

une représentation unique dans la forme: 

A. = 	œl ni  +... + (O fl  

où n11...,nk  sont des entiers positifs et al, a2, 	ak  sont des 

ordinaux tels que so  > ai > a2  > 	> Œk. De plus, ak  peut être 

caractérisé comme étant le seul ordinal a pour lequel il existe 

un ordinal 13 tel que X = wa(04-1). 



Maintenant pour chaque ordinal limite 1 	Eo, nous allons 

définir par induction une suite 	{X}(n) qui croit de façon 

strictement monotone vers X. 

Cas 1: Si 1 = 0, on prend {0j(n) = 0 

Cas 2: Si 	= 0 + 1, on prend 10 + 1)(n) = 0 

Cas 3: Si X est un ordinal limite de la forme X = co'1(0+1), on 

prend {X) (n) = coal3 + en 

Cas 4: Si X est un ordinal limite de la forme X = e(0+1) où y 

est ordinal limite, on prend {X)(n) = co70 + cobl(n)  

Cas 5: Si X = so, on prend {4}(0) = cl) et {e0) (n+1) = 0144  

De cette façon, on a (X)(n) < a si 0 < X 	so  et {1}(n) :5_ X si 

0 	c0. 

À l'aide de la suite {X}(n), on peut maintenant définir les 

fonctions de Wainer. 
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Définition:  La hiérarchie de fonctions de Wainer Fy :co --> (i) est 

définie par induction sur les ordinaux y 	go  de la façon 

suivante: 

Fo (x) = x + 1 

F7+1  (x) = Fç+1  (x) ( où F77 (x) = F7  (F), ( . . . (F7  (x) ) • • • ) ) ) 
m itérations de rr  (x) 

Si y est un ordinal limite alors F7 (n) = F{7}() (n) 

À titre d'exemple montrons que: Fi (x) = 2x+1 et F2 (x) = 2x+1 (x+1)-1 

FI. (x) = F(x) 

= F0(F0(...(F0(x))...) 
(.1-1.)foi5 

= (x + 1) + 1 + 1+ ... +1 
,—._._..._..-_,,,_____--, 

(x+1) fois 

= x + (x + 1) 

= 2x + 1 

F2 (x) = F(x) 

= Fi(Fi( . . .(F1(x)).. . ) 
(x+1) fois 

= 2(2(... (2(2x + 1) + 1... ) + 1) + 1 
(x+1) fois 

= 2x+1x + 2x  + 2x-1  + ... +22 +21 .1 

= 2x+lx + 2x+1  - 1 

= 2x+1 (x + 1) - 1 
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De la même façon on peut montrer que F3  (X) r-z"-; 22•••2 (X ± 1) copies de 2. 

Les autres fonctions F7(x) ont une croissance trop rapide pour être 

exprimées à l'aide des opérations arithmétiques élémentaires. Pour 

n < a, F. est une fonction primitive récursive. La fonction F. est 

la première fonction de la hiérarchie qui n'est pas primitive 

récursive et à l'aide de la définition de la suite {y}(n) on 

obtient que F.(n) = F.(n). 

Définitions: 

1) Une fonction f(3) est PA-récursive si f(3E) = y est une 

formule El  et que PA I-  Viayf(k) = y. 

2) Pour deux fonctions G:œ -› co et H:œ -* co, on dit que H domine 

G s'il existe n 	co, tel que pour tout m > n, H(m) > G(m). 

Nous allons maintenant énoncer le résultat fondamental pour 

la hiérarchie des fonctions Fy. La preuve de ce résultat est 

donnée dans l'article de Wainer [14]. 

Théorème: (Wainer) La fonction F n'est pas PA-récursive et elle 

domine toutes les fonctions PA-récursives. 
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Le restant de ce chapitre va être consacré à démontrer 

d'autres résultats concernant la hiérarchie de Wainer. En 

particulier, nous allons montrer que ces fonctions sont strictement 

monotones croissantes et que si a 0 alors Fa(x) 	Fp(x). 

Notation: Soient deux ordinaux a et 0 tels que a < 0 	go . On 

note 0 -H> a s'il existe une séquence d'ordinaux yo, 	yr 

telle que yo = 13, yi+i = {Yi} (n) pour tout i < r et yr  = (X. 

Lemme 5.1 Soient a, 0 et y des ordinaux tels que a > 0 > y. 

a) Si a -H> p et a -H> y alors 0 --> y 

b) Si a --> 0 et 0 -H> y alors a ---> y 

La preuve de ce dernier lemme est une application directe de la 

définition de -H> . 

Définition: Soient a et 0 deux ordinaux ayant les formes 

normales de Cantor suivantes: 

	

Œ = 	.+ceknk  

	

= 	M +. A-0)13P M • 

on dit que a est normalement supérieure à 5 si Œk 01. 
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Lemme 5.2: a est normalement supérieur à p si et seulement s'il 

existe deux ordinaux 9 et ö tel que o = co°,5 et f3 < 

Preuve: Soient le formes normales de Cantor : 

a = 	ni+. . .+co nic  

pi p = 	m +. .+0){3Prn • 

Par la remarque sur la forme Cantor, il existe ö tel que a. 

= coc4(5 + 1) de plus on doit avoir f3 < a 1  < Œk ÷1  

) 	= co°5 > 0 	ak  et [3 < ce+1 	f3i  < 0 . 

Lemme 5.3: Soient deux ordinaux a, 5 < so. Si a est normalement 

supérieur à 5 alors ta+5)(n) = a + {5)(n). 

Preuve: De l'inégalité Œk 51, on obtient deux choses. 

Premièrement, cela implique que si p est un ordinal limite 

alors a est un ordinal limite et donc a + 5 est aussi un ordinal 

limite. 
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Deuxièmement, cela implique que la forme normale de Cantor 

de a + p est l'une des expressions suivantes: 

a + f3 = tel•. 1 n + coP1m1+...+coPPmP  

ou 

a + f3 = co au n1 +. . .4-0) (nk  + m1)+. .+o) ePmp  

On peut donc écrire a, 0 et a + 0 dans les formes suivantes: 

	

Œ = co 	(51 + 1) 	= co l3P (52  + 1) et 	+ f3 = co PP (53  + 1) 

Maintenant, on dénote par Œld3p  le plus petit ordinal y tel que 

Y 	Op = Œk, 

+ 13 = co Œk (5, + 1) + co PP (62  + 1) 

	

= 	I3P  ( ak  -13P  (51 + 1) 4". 52 1-  1) 

53  = coŒk (Si + 1) + 52 (car la représentation est unique) 

Maintenant il y a trois possibilités: 

Cas 1: Si 0 est un ordinal limite et que Op est un ordinal 

successeur alors on dénote l'ordinal qui précède Op  par Op-1. 

+ 	(n) = co P'P53  + co PP -ln 

= co PP((co œk -PP) (51  +1) + 52) + 

= co (51  + 1) + co PP 52  + co PP in 

= Œ + 101(n) 
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Cas 2:  Si 0 est un ordinal limite et que 0/, est un ordinal 

limite. 

toc + 0} (n) = co  13p8 3 	(» Kin  

= 	(co 	PP ) 	+ 	+ 82 ) + co frPin 

= (0 ak 	+ 	+ eP8 2  + co IPPIn 

= a + (0)(n) 

Cas 3:  Si 0 est un ordinal successeur alors a + 0 est aussi un 

ordinal successeur, soit a+0-1 l'ordinal qui précède a + 0. On 

a {a + 0}(n) = a + 0 - 1 = a + {0}(n) 

Lemme 5.4:  Soient deux ordinaux a, 0 < so  tels que a est 

normalement supérieur à 0, si 0 	K alors (a + 0) -› 	+ K). 

Preuve:  

Il existe une séquence d'ordinaux yo, yl,..., y, tels que yo = 0, 

Yi.i = {yi}(n) pour tout i < r et yr  = K. À l'aide du lemme 

précédent on obtient les égalités suivantes: 

a + yo = cc + f3, a  + 	= 	(n) = {a+yi} (n) et a+ 7r = 0C+1C 

donc (a + 0) -* (a + K). 
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Lemme 5.5: Si 0 < a so  alors a -* O. 

Preuve: On procède par induction sur a. 

a = 1 Si on prend yo  = 1 et yi  = 0, on a (1)(n)=0. Donc 1 -› O. 

a = 0 + 1 Par la transitivité de -› (lemme 5.1), il suffit de 

montrer que 0+1 -* 0. Pour cela, il suffit de prendre la 

séquence yo = 0+1 et yi = p. 

a est un ordinal limite Comme a > 0 , on a {a) (n) < a donc par 

l'hypothèse d'induction on a {Œ)(n) -* O. Finalement, par la 

transitivité de -* il suffit de montrer que a -* {a) (n). Pour 

cela, on prend la séquence yo  = a et yi  = {a} (n). 

Lemme 5.6: Si k et p sont deux nombres naturels tels que k < p et 

a est un ordinal inférieur à so, alors cep -* œck. 

Preuve: Par le lemme 5.5, on a: ma(p-k) -› O. Ensuite, on 

utilise le lemme 5.4 pour obtenir: cep -* cek. 
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Lemme 5.7: Si ö est un ordinal inférieur à sa, alors (1)8+1  -* ce. 

Preuve: e+1  -› en (car {(D} (n) = en). De plus, par le lemme 

- 5.6 on a o -* cos, donc par la transitivité co 	-*s. 

Lemme 5.8: Si a est inférieur à so  et que a-÷0, alors (Da  -* ce. 

Preuve: Par hypothèse, il existe une séquence d'ordinaux yo, 

yr  tels que Yo = a, Yi+1 = tyil(n) pour tout i < r et Yr = 5. 

On considère la séquence donnée par Si = oi Yi pour 0 	i 	r. On 

doit montrer que Si+, = 011(n) pour tout i < r. 

Cas 1: Si yi  est un ordinal limite alors: 

töd (n) = tœ/i (n) =colYi}(n)  = co7'1 = 81.+1 

Cas 2: Si yi  = X + 1 alors: 

{61,} (n) =-- {01+11 (n) = coln = 	17.1(n) - 

	

- 	= 

Théorème 5.9: Soient i, j deux nombres naturels et X un ordinal 

limite. Si i < j et X 	so  alors {X1(j) 
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Preuve: On procède par induction sur l'ordinal limite X. 

Cas 1: Si X = co8+1  (en particulier si X = co) alors par le lemme 

5 . 6 : 

{X} (j) = tœ8+1)- (j) = 08 j ---> co81. = {cel(i) = {X} (i) 

Cas 2: Si X = cos où ö est un ordinal limite. Alors par 

l'hypothèse d'induction {S}(j) —> {5)(i) et donc par le lemme 

5.8, on a {X}(j) = {(06}(j) 	(0)8}(i) = M(i) 

Cas 3: Si 1=65(f3+1) avec f3 > 0 (ici ö peut être un ordinal limite 

ou successeur).Alors (08  doit être un ordinal limite. Donc par 

l'hypothèse d'induction, on doit avoir : {co5)(j) --> {œ8}(i) donc 

par le lemme 5.4 : 

{X} (j) = 0)513 + {o)8 } (i) 	co80 + {0)5 } (i) = {X} (i) 

Cas 4: Si X = so  alors : 

{so}(j) = w e' oe l( + 1 fois) et {so}(i) = (o c') "1 (i + 1 fois) 

{.-. 
On montre facilement par induction que co w-  (1) =  ,_...,._., 

nfois 	11-1fois 
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Maintenant, on considère la séquence {yk  : 0 k j - i } donnée 

par : 

	

Yk = 	(j k fois) 

On a yo  = {c} (j) , yi _i  = {go} (i) et pour tout k < j - i : 

{1k} (1) = 
	co' 
	

(1) = (e. 	= 	)) c°. 	= Yk+1 
j-k fois 	j- k -1 fois 	j-(k+1) fois 

donc {cc)} (j) 	(e0} (i) 

	

Corollaire 5.10  Soient í3 <z 	60  et i < n. Si a -> 13 alors a -> f3. 
i 	 11 

Preuve:  On procède par induction sur l'ordinal a. 

a = 1  Si a = 1 alors 0 = 0. Par le lemme 5.5, on a a -9 0. 

a =5+1  On a ö + 1 -> 0 et + 1 —> 

—> [3 (par le lemme 5.1) 

-> [3 (par l'hypothèse d'induction) 

=, Ô+ 1 -> 13 (car ö + 1 -> ö et par la transitivité) 

a est un ordinal limite  À l'aide du théorème 5.9, on obtient 

{a} (n) ->tal (i) . En appliquant l'hypothèse d'induction pour {Œ}(n) 

< a et i = 1, on obtient {a} (n) ->{a} (i) . Aussi, par hypothèse on 
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a a -* p, ceci implique que {a} (i) -› 	(ou laj(i) = 13). En 

appliquant l'hypothèse d'induction pour {a}(i) < a, on obtient 

{a} (i) -* 0.0n a donc : a -› {a} (n) -* {Œ}(i) -* f3 et donc par D 

la transitivité a -* P. 

Proposition 5.11 Soit a go. 

a) Fa(n) > n 

b) Si n > m, alors Fa(n) > F(m) 

c) Si a = [3 + 1, alors F., (n) 	F(n) et si de plus n 1, alors 

(n) >F(n) 

d) Si a 	Ô, alors FŒ(n) 	F8(n) 

Preuve  : On procède par induction sur l'ordinal a. 

a = 0 et a = 1 11 suffit d'utiliser Fo(x)= x + 1 et Fi(x)= 2x +1. 

a . 	1 En utilisant l'hypothèse d'induction pour 0 on 

obtient : Fa(n) = F(n) 	F(n) > n et Fa(n) = Fpn+1(n) > F(n) si 

n 	1. Ce qui prouve a) et c). Pour d), on a : a -* 0 et a 
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ce qui implique 0 -* 6 par le lemme 5.1. Finalement par c) et 

par l'hypothèse d'induction on obtient : Fa(n) 	Fp(n) 	F8(n) . 

Pour b), l'hypothèse d'induction nous donne Fa(n) = F(n) 

F 1(m) = Fn(m) - P 

a est un ordinal limite Pour a), on a {a}(n) < a donc par 

l'hypothèse d'induction, on a Fa(n) = F(„ )(n) >2 n. Pour d), a -* 

implique {a}(n) -* p (ou 14(n) = 0) donc par l'hypothèse 

d'induction, Fa(n) = F{a}(n)(n) 	Fp(n). Pour b), à l'aide du 

théorème 5.9 et du corollaire 5.10, on obtient {a}(n) -* la)(m). 

Donc par l'hypothèse d'induction sur b) et d), on obtient Fa(n) = 

F{n} (n) (n) 	F{„}(m)(n) 	F{a} (ni) (m) = Fu(m). 

Lemme 5.12 Soient p < a co, il existe un nombre naturel n e 0, 

tel que a -› 0. 

Preuve: Par induction sur a. Les cas de a = 1 et de a =0+ 1 sont 

triviaux. Supposons que a soit un ordinal limite. par la 

définition de la suite {{Œ)(k) : k e col, il existe ml  e co tel 

que 0 < ta) (m1) < a. Par l'hypothèse d'induction, il existe 
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m2 E cl) tel que {al(mi) -› 0. Soit n = max{mi, M2 . Par le 
In2 

corollaire 5.10, on a : 	{al(mi) -› p donc par 	la 

transitivité on a : a -* p. 

Lemme 5.13: 

Soient n-1 et co  > a > p+1. Si a -* 0,alors a ->0+1. 
n+1 

Preuve : On procède par induction sur a. Comme a -› p, on doit 

avoir {al(n) 	0. Maintenant si {a}(n) 	0 + 1, on a a -› (a)(n) 

—› 0 donc par l'hypothèse d'induction et le corollaire 5.10 

a -* {a}(n) -› 0.0n peut donc supposer que {Œ}(n) = 0. De plus 
n+1 	 n+1 

par lemme 5.4, on peut supposer que a = ce pour 	1. 

Cas 1 : ö = 	1  

Dans ce cas p=cien. Par le lemme 5.5 on a : 	0, ce qui nous 

donne : e -› 1 par l'hypothèse d'induction. Finalement comme 
n+1 

en est normalement supérieur à e, par le lemme 5.4, on 

obtient : tal(n+1) = coe(n+1) = en + œ —* en + 1 = p + 1 
n+1 
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Cas 2 : ô est un ordinal limite inférieur à so  

À l'aide de l'hypothèse d'induction on obtient : ö -> {8}(n)-1-1. 
n+1 

Ensuite, comme ô --> {S}(n+1) et {S}(n+1) > {5}(n)+1 le lemme 5.1 
n+1 

nous donne {S}(n+1) -> {8}(n)+1. Finalement, le lemme 5.8 nous 
n+1 

donne co{ô) (n+1) 
---> o){8} (n) +  1. 
n+1 

Le 	lemme 5.7 nous donne 0){5} (n)+1 	Ct){8} (n) et donc par 

l'hypothèse d'induction co{8}(n)+1  --> co{5} (n)  + 1 . 
a+1 

Pour terminer, par la transitivité de -* on obtient : 

cc 	--> {cc}(n+1) =co{b}(n+1) -> co""n)  + 1 = f3 + 1 
n+1 	 n+1 

=> 	0 
n+1 

Cas 3 : cc = E0 

Par le théorème 5.9, on obtient {co} (m) --> teo )(n) pour tout m >n 

{so} (n+1) 	{sa (n) 

te0j(n+1) --2> {60} (n) + 1 (par l'hypothèse d'induction) 

{c0}(n+1) -> {so} (n) + 1 = r3 + 1 (par n 	1) 
n+1 
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Proposition 5.14: Soient p < a 	so. Si a -› p et n 1, alors 

Fa(m) > F(  m) pour tout m > n. 

Preuve: Si a = 0 + 1 alors par la proposition 5.11 c), Fa(m) > 

Fp(m) pour tout m > n. Autrement, a > p + 1 et alors par le lemme 

5.13, on a a -* p + 1 et donc a -* 5 + 1 pour tout m > n. 
n+1 

Finalement, à l'aide de la proposition 5.11 c) et d), on obtient 

FmUO 	Ff3+1(m) >Fp(m) pour tout m > n. 

Proposition 5.15: Si 0 < 	60, alors Fa  domine Fp. 

Preuve: Par le lemme 5.12 et la proposition 5.14. 
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CHAPITRE 6: Preuve de l'indépendance par la 

méthode de Ketonen-Solovay 

Dans ce chapitre, nous allons rassembler les résultats 

développer dans les deux derniers chapitres afin de démontrer que 

la fonction : 

v(n) = le plus petit y tel que y -* 011=6  

domine la fonction Fgo(n). 

Nous allons commencer par étudier la fonction F. Pour cette 

partie nous n'avons pas besoin de la théorie sur les ordinaux 

développée dans le chapitre 5. 

Théorème 6.1: Il existe trois fonctions: 

al:Wr -* w régressive 

G2de w régressive 

c5.3:Ecor -› 2 

telles que si H c w convient à ai, a2, a3 et que ai est min- 

croissante sur H, alors pour tout x,y e H 

x < y Y 



Preuve: On prend: 

{ 0 	si F(x) 	y 
e - 1 	sinon, e étant le plus petit nombre tel que y < Fe(X) 

a2  (x, y) —> 

G, (X, y) --> 

	

10 	si F(x) 	y 

k 1 
alIxal 

sinon, k étant le nombre tel que ei(x,y)  (x) < y < Fk+1  (x) 

	

{

0 	si F(x) _<_ y 

	

1 	sinon 

Supposons que y < F0  (x): 

x < y => Fo(x) = x + 1 y 

=> e > 0 

donc aax,Y) est bien-définie. De plus: 

y < Fe(x) 	F0(x) = F(x) == O< e 	x 

ai(x,Y) = e - 1 < x 

donc al(x,y) est régressive. À laide de la définition des 

fonctions F., on vérifie que 0 < k x et donc que a2  est aussi une 

fonction régressive bien définie. 
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Soient H qui satisfait l'hypothèse du théorème et x < y < z 

des éléments de H. Afin d'obtenir une contradiction, nous allons, 

supposer que as  prend la valeur 1 dans H. 

Si al(x,y) = e-1 et a2 Cx,y1 = k-1, alors par la min- 

homogènéité de l'ensemble H on a: al(x,z) = e-1 et a2(x,z) = k-1 et 

donc: 

	

F 1  (x) 	y < z (x) . 

L'inégalité de gauche nous donne el(x) 	Fe-i(y) et par 

l'hypothèse du théorème on a: e-1 a1  (y, 	En combinant tout ceci 

on obtient: 

	

< (x) 	Fe-1 (Y) 
	

Fcri(Yrz) (y) 

Ce qui est contradictoire. Donc pour tout x < y dans H, on a 

as(x,y) = O. Ce qui prouve le théorème. 
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Le prochain théorème n'est pas nécessaire pour démontrer le 

résultat final de ce mémoire. Cependant, il permet d'illustrer la 

méthode de Ketonen-Solovay dans un contexte plus simple. 

Théorème 6.2: La fonction: 

v'(n) = le plus petit y tel que y 

domine la fonction F.(n). 

Dans la preuve de ce théorème, nous allons utiliser les théorèmes 

que nous avons démontrés dans le chapitre 4. Lorsqu'on passe d'un 

ensemble de fonctions à un autre enseMble de fonctions, on doit 

faire attention à ce que les enseffibles homogènes et min-homogènes 

soient suffisament grands pour qu'on puisse enlever les éléments 

max(H) et l'enseMble p(e) énoncé dans la proposition 4.6. Plus 

précisement, nous allons utiliser la proposition 4.6, la 

proposition 4.7 et le lemme 4.1 à trois reprises. Pour cela on 

devra enlever 5 éléments maximums. De plus, la proposition 4.6 est 

utilisée pour regrouper 3 fonctions régressives, pour cette raison 

on doit pouvoir retrancher l'ensemble p (3), où g (3) est le plus 

petit nombre naturel x tel que (2log(x) + 1)4 	x. On vérifie 

facilement que 221  < 0(3) < 222 . 
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Preuve: Soient 

Gide -› a régressive 

(12:M2  -* a régressive 

a•[a]2  -* 2 

les 3 fonctions du théorème 6.1. Par le théorème de Ramsey fini, 

il existe r suffisament grand pour que r -› (4):. Nous allons 

montrer que pour tout d 223r, on a F.(d) < v(d). Soient d > 223r et 

Grd: CO2  --> CO régressive 

la fonction obtenue à l'aide du lemme 4.8. À l'aide de la 

proposition 4.7, on obtient 2 fonctions: 

T1q43 -› CO régressive 

T2:[43 -› 2 

qui simulent al. Maintenant par le lemme 4.1, il existe 3 

fonctions: 

T3:[4
3 
-* a régressive 

T4:[43  -› a régressive 

T5:1[43 	2 

qui simulent a2(x), Gd et a3(x). 
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Par la proposition 4.6, on obtient une fonction: 

ode -* o régressive 

(Pi simule TI, T3 et T4. Par le lemme 4.2, il existe une fonction: 

mr:Wr -* 4 

quí simule T2 et Ts. On considère la fonction: 

[vf (d)14  --> co 

Par définition, il existe S = {s11...s2cd c vf(d) min-homogène pour 

o. On considère l'ensemble S = {s4,...s2d_.5}-e)(3) .Par la remarque 

qui précède la preuve, cet ensemble convient aux 4 fonctions 

initiales al, G2I G3 et Gd. On doit uniquemement s'assurer que la 

cardinalité de S' est suffisament grande. 

IS' I 	2d - 222  - 8 

2d - 223  

= d + d -223  

d + 223r - 223  

= d + 223(r-1) 

d (car r 	1) 

66 



On considère maintenant la fonction: 

1in[S]3  ---> 4 

Le nombre r < d a été choisit de manière à ce qu'il existe 

H={h1,h21h3,h4} c SI homogène pour 1v. Comme H ç S et que S' 

convient à Gd on a: 

d s4  => d 	hl 

=> d < h2  

=> F(d) 	F(h2) 	112  < h4  (car S' convient à ai, ch et 453.) 

=> F(d) < vi (d) ( car h4  E v'(d) ) 

Nous allons maintenant passer à l'étude de la fonction F60(n). 

Définition: Soient k, c e co. On définit la notation yk,, par : 

lek,c == 
k copies de (,) 

En particulier on doit donc avoir yo,, = c et 	= œ'krc. 

Dans le prochain lemme, on voit déjà comment la hiérarchie 

de fonctions y„,, peut être utilisée pour étudier la fonction 

F,o(n). 

67 



Lemme 6.3: Pour tout n e co, FOn) = F, (n). 

Preuve: 

Premièrement, montrons par induction sur n que {60}(n) = 7r14-14.- 

Cas n = 0 1601(0) = 	= 71,1 

On suppose le résultat pour n  

{so} (n+1) = 	{c°}(11) = w 	= 7n+2 , 1 • 

Deuxièmement on montre par induction sur k, que pour tout k, n e 

w, on a {7k+1,1} (n) = 

Cas k = 0 11,1,11(n) = {œ} (n) = n = v 

On suppose le résultat pour k-1  

	

{7k+1,1} (n) = 	bk,11(n)  = 0)  7k-1,n 
= Yk,n • 

En utilisant ces résultats, on obtient : 

F, (n) = 5.0(xo)(n) = F 4(n) = F. ,,,  (n) 

Définition: Soient k, c, n e w. On définit la notation Tlc,c,r1 

par 	= 	a : yk,c  -* Œ 1. 

Le fait de savoir qu'un ordinal X est un élément de TIt,c,z1 

nous donne de l'information sur la forme normale de Cantor de X. 
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Lemme 6.4: Soient k, n 	1 et 

	

Ä. = 	+. . . + aknk  

un ordinal différent de 0, écrit dans sa forme normale de Cantor. 

Si X. e Tk+i,c,n, alors : 

L. Pour tout 1 	i 	k, on a : Œj  e 

2. Pour tout 1 	i 	k, on a : ni 	n. 

	

Preuve: Soit X c Tk+1,c,n = 	 Yk+1., c 	 }. Par définition, il 

existe une suite Io, XI., 	Xr telle que Xo = 	XJ.+1 = 

{X}(n) et X, = X. Montrons par induction sur i que pour tous 0 

i 	r, tous les exposants de la forme normale de Cantor de Xi  

sont des éléments de Tk,c,fl  et que les coefficients de la forme 

normale de Cantor de X sont inférieures ou égales à n. 

i = 0 Trivial, car X0  = 1/1,n,c  = co Yk'' et ykrc  G 

On suppose le résultat pour i II y a deux possibilités : 

Cas 1 : La forme normale de Cantor de X 	est 

co aln1  + 	+ co œ P +1n . On a alors: 

Xi. = on1  + ...+ co a P +in p = 	ceP+1(13 ± 	,---- 	c4P+10 	(.0 °4+1  

donc 	CO aP+15 = 	al  ni  + 	+ co œP +1(np  - 1) 
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et donc Ii4.1  = {xi} (n) = ceP+10 + co œP 

= o)Œini  + . . . + co œP +1(n p  — 1) + co 

Par l'hypothèse d'induction on a: al, 	,a,p+1 	il 

suffit donc de remarquer que: 

(4+1 e 	=> ap  

Cas 2 : La forme normale de Cantor de ki  est 

co aln1  +...+ coaPnp  où ap  est un ordinal limite. On a alors: 

= o 	n +...+ co œPnp = oaP (13 + 1) = o œPf3 + co c̀ P 

donc 	03 °40 = celn, + . . . + co OEP (n — 1) 

et donc 	Xi+1  = {xi} (n) = co 'PO + œ {a }(n) 

= co 	+ . . . + co œF (n p  — 1) + 	1OE
P
1(n) 

Cette fois ci, par l'hypothèse d'induction on a: Œl, • 	.104 

TIc r edi, il suffit donc de remarquer que: 

Ctp G Tk,c,n 	{Ctp (n) G Tk,c,fl  
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Lemme 6.5: Soient =co Œlni  +...+ (o aknk  et X'=co elmi  + . . . + 	PmP  

deux ordinaux tels que X > X'. Il existe 1 i k tel que : 

1) Pour tous j < i on a ai  = Oi  et mi  = ni  

2) ai  pi  ou bien Oi  n'est pas défini (c'est à dire = i-1) et 

si ai  = Oi  alors ni  > mi. 

La preuve de ce lemme est évidente. 

Lemme 6.6 Soit c 1. La cardinalité de Tk,c,n  est inférieure ou 

égale à: 
An+lic  

(n + 1)(n+1) 
k copie de n+1 

Preuve: On procède par induction sur k. 

Cas k = 0  

= { a : c 	} = { 0,1,2,...,c - 1 } 

On suppose le résultat pour k  

On considère l'ensemble: 

S = {a=felni  +...+ co aknk: Pour tout 	on a ni< n et ct E irk,c,n} 

Par le lemme 6.4, on doit avoir {lik,c}(n) e S. De plus, en 

utilisant le même argument que dans la preuve du lemme 6.4, on 

montre facilement que a e S => {a}(n) e S. À l'aide de ces deux 

remarques, on obtient que Tk,c,„ c S et donc: 

I Irk + 1,c,n 	I S I 	+ 	= (n + 1) 
k+1 copie de 11+1 
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Proposition 6.7: Soient c 	1 et n 	2. La cardinalité de Tic,cdi 

est inférieure ou égale à Ek_i  (n6e ) . 

Preuve: Par le lemme 6.6, il suffit de montrer que: 

.(n-1-1)° 	 ..2^6° 

(n + 1)(n+1). 	< 	22.  
k copies de 11+1 	k-1 copies 2 

Afin de faciliter les explications, nous allons introduire la 

notation suivante: Eo(c,m) = c et Ekfi(c,m) = m Ek("°. Ceci revient 

à dire que l'on doit démontrer que: 

Ek(c,n+1) 	Ek_i  (n6c ) 

De plus, dans cette preuve log(x) dénote le logarithme de x en 

base 2 et loe(x) dénote le logarithme en base 2 de x itéré k 

fois. Nous allons commencer par montrer par induction sur r, que 

pour tout 2 r < k et m 3 on a: 

r - 2 
(I) 
	

logkEk  (c ,m) 	Ek-r  (c,m) log (m) + log (logra( 	) ) 
i=0 

Cas r = 2  

log2  (Ek  (c,m) ) = log (Ek_i  (c ,m) log (m) ) 

= log (Ek_l  (c,m) ) + log2  (m) 

= Ek-2 (C ,M) log (m) + log2  (m) 

On suppose le résultat pour r - 1 où r 3 

On a : 

r - 3 

	

1Ogr-1  (Ek (C ,M) ) 	Ek-r+1 (C,M) log (m) + log (logm  ( 	) ) 
i=0 
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En prenant le logaritme en base 2 de chaque coté et en faisant 

une mise en évidence à droite, on obtient: 

logr alk(c,m)) 	log (Ek„+1  (c,m) log (m) [1 

r-3 
+ (log (log ( 	(c,m) log (m) )1) 

1=0 

Et ensuite, 

logr  (Ek(c,/0) 	Ek-r+i(c,m)log(m) + log(log(m)) 
r-3 

+ log [1 + (log (logm(E 2 	) ) (Ek-r+1. C In) log (m) ) ] 
i=0 

< Ek-r+1  (C r in) log (m) + log(log(m)) 
r-3 

logil + (1og(1og(m))/1og(e))2-m 	] 
i=0 

r-2 
Ek,(c,m)log(m) + log(logm( E 2 )), 

où la première inégalité est obtenue en utilisant les propriétés 

du logarithme sur la partie de droite, la deuxième inégalité est 

obtenue en utilisant le fait que m > e, r < k et que 

Ek-r+1 (CfM) > 2m, et finalement la troisième inégalité est obtenue 

en utilisant le fait que log(l+x) = ln(l+x)log(e) < xlog(e). 

Maintenant, on pose r = k - 1 dans (I), et on obtient: 

k-3 
lOgk-lEk (C f M) 	El (c,m) log (m) + log (logm( 	)) 

i=0 

Ensuite on prend le logarithme en base 2 de chaque côté de 

l'inéquation, on fait une mise en évidence dans la partie de 

droite et quelques simplifications, pour obtenir: 
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k 3 

logkEk(c,m) 	clog(m) + (1 + rr 	))log(log(m)) 
i 

c(log(m) + 2log(log(m))), 

où la deuxième inégalité est obtenue en utilisant le fait que 
k-3 

m > 3, c 	1 et que E 	< 2. En posant m = n + 1 dans la 

dernière inéquations, on obtient: 

(il) 	1ogkEk(c,n+1) 	c(log(n+1) + 2log(log(n+1))) 

Maintenant pour en arriver au résultat final, on doit faire les 

deux remarques suivantes: 

n > 2 => n2  > n + 1 => 2log(n) 	log(n+1) 

n > 0 => log(n+1) 	log(log(n+1)) 

On a donc : 

logkEk(c,n+1) 	c(log(n+1) + 2log(log(n+1))) 

c(log(n+1) + 2log(n+1)) 

= 3c(log(n+1)) 

6c(log(n)) 

= log (n6c) 

= logkEk-i (n6c) 

Finalement, cette dernière inégalité démontre que: 

Ek (c,n+1) 	E(n) 
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Lemme 6.8: Soit gdel 	so  une fonction telle que g(x0 ,...,x) e 

pour tout 3--c E mn. Il existe une fonction régressive 

f:kork  -* co telle que si S convient à f alors g est min-homogène 

sur S = S -(p (6c) u {max(S)}) . 

Preuve: C'est une application directe du théorème 4.9 et de la 

proposition 6.7. 

Les deux prochains théorèmes, sont des adaptations du lemme 

3.4 et du théorème 3.5 de l'article pq de Ketonen et Solovay à 

l'énoncé de Kanomori-McAloon. 

Théorème 6.9: Soient k 	1, c 	2 et g : 	-* 60  une fonction 

telle que TL.A  et que pour tout xo 	1 on 

a g(x0 ,...,x,..1) E T14,,,c0 _1. Il existe 	une 	fonction 	régressive 

g r :con+2k —> 0.) et une fonction g" : con+i  --> 2c  + i  telles que si S 

est un ensemble qui convient à g' et à g" et tel que min(S) > 

p(6c) alors sur l'ensemble S' =S- {x1xest un des 2k plus 

grands éléments de S }, g est min-homogène et min-croissante. 
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Preuve : On procède par induction sur k. 

Cas k = 1 Par les lemme 6.4, on a g(-5) = 	+ 	+ 

(Doge  ( -x ) . De plus, pour tout xo > 0 , on a g ( ) e 	et donc 

gi(k) 	xo — 1 < xo pour tout 1 	i 	c. Ceci implique que 

toutes les fonctions gi(k) sont régressives. Par la proposition 

4.7, pour chaque 1 	i 	c, il existe une fonction régressive 

: 	-› co et une fonction g : cel  -÷2 telles que si S 

convient à g et à e alors gi  est min-homogène et min-

croissante sur S - imax(S)). Par le lemme 4.2, il existe une 

fonction g" : œT1 -› 2c  qui simule chaque g7. De plus, par la 

proposition 4.6, il existeune fonction régressive g : 

telle que si S convient à g' alors 	S - (e)(c) 	tmax(S)I) 

convient à chaque gl. 

On suppose le résultat pour k-1 Soient les fonctions : 

si g(xo,..., xn_1) 	g(xi, 	xn) . 

sinon,le plus grand exposant de la 
h1: [cor' —* Eo: (x0 , ,xn ) 

forme normale de Cantor de g(x0,.  

pour lequel les coefficients de 

g(x0,...,x,_1) et g(xi,...,x.) 

sont différents. 
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C), si h1. (3E) nbst pas un exposant de la 
forme normale de Cantor de g(x0,...,xn _1) 

h2  [oin+1 —> 	(x01 ...,x)1-› sinon, le coeficient de (.0111(ie)  dans 
la forme normale de Cantor de 
g(x0,..., xn _1) . 

   

f, 	
0.) la fonction régressive donné par le lemme 6.8 

telle que si S convient à f l  alors g est min-homogène sur S = S 

- (p(6c) i {max(S)D. 

Par le lemme 6 . 4 , on a : hl  (xo  , , xr,) G 	 . Donc, par 

l'hypothèse d'induction, il existe une fonction régressive 

h3 : (011+2k-1  ---> (D et une fonction h4 :COn + 2 —> 2c telles que si S 

convient à h3  et à h4  et que min(S) > go (c) , alors sur l'ensemble 

S - x j x est un des 2k - 2 plus grands éléments de S 1, hl  

est min-homogène et min-croissante. De plus, par le lemme 6.4, 

h2 (x01...,xn) 	xo  - 1 < xo , donc la fonction h2  est régressive. Par 

la proposition 4.7, il existe une fonction régressive 

h5 :con  + 2  —) (0 et une fonction h6 :0)n + 2 ---> 2 	telle que si S 

convient à h5  et à h6  alors h2  est min-homogène et min-croissante 

sur S - Imax(S)1. À l'aide du lemme 4.1, on obtient deux 

fonctionx régressives h7 :COn + 2k - 1 ---> co et f 2 	—> o telles 
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que si S convient à h7  et à f2  alors l'ensemble S moins ses 

2k - 3 plus grands éléments convient à Fis  et l'ensemble S moins 

ses 2k - 2 plus grands éléments convient à fi. Par la proposition 

4.6, on obtient une fonction régressive 118:On +2k -› 0 telle que 

si S convient à 118  alors S - (e)(3) 	{max(S)}) convient à h3, h7  

et à f2. Une autre utilisation du lemme 4.1, nous donne une 

fonction régressive g, :con + 2k + 1 	0 telle que si S convient à g' 

alors S - {max(S)} convient à 118. Finalement par le lemme 4.2, il 

existe une fonction g" :coril+2  -› 2c+1  qui simule h4  et 116. 

Soit S un ensemble qui convient à g et à g" et tel que 

min(S) > e)(6c). On vérifie facilement que l'ensemble S' = S - tx 

I x est un des 2k plus grands éléments de S convient à hl, h2  et 

à fl  et que g est min-homogène sur S. Par exemple, pour passer 

de hl  à g' on doit enlever les 2k - 2 plus grands éléments de 

l'hypothèse d'induction et deux fois l'élément maximum, ce qui 

correspond précisément à enlever les 2k plus grands éléments de 

S. De plus comme S convient à g', ISI > n + 2k + 1 donc 

IS'I > n + 1. 

Soient x0 < xl  < x2  < 	< xn+i des éléments de S. Supposons 

que h1ds,r-1 est la fonction constante O. Soient x1,...,xn,Yir-tYn 
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G S avec xl  < Yi- Par la définition de hl  et le fait que g est 

min-homogène sur S', on obtient : 

= 	g(YirY2,-,yri) 

donc g est aussi min-croissante sur S' et la preuve du théorème 

est terminée. 

Maintenant, supposons que hi'll[e] soit la fonction 

constante 1. Nous allons montrer que cela entraine une 

contradiction. On suppose ici, que tous les ordinaux sont écrits 

dans leur forme normale de Cantor. 

hi(xo, xl, ..., x,i ) est le plus grand exposant de g(xo, ...,x,_.1 ) 

pour lequel les 	coefficients 	de 	g(xo,... ,x,..1 ) 	et 	de 

g(xl, ...,xn ) sont différents. 

hl (X0 , X2 r 	Xn+1) est le plus grand exposant de g(xo, x2 ,... ,x) 

pour lequel 	les 	coefficients 	de g(xo, x2,... ,x) et de 

g(x2, ...,xn+i) sont différents. 

hi (xi, x2 , - , xn+i) est le plus grand exposant de g(xa, x21_,xn) 

pour lequel les coefficients de g(xl, 	et 

g(x2, ...,xn+1) sont différents. 
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Par la min-homogénéité, on a hi  (x0 , xi, - , xn) = h1(xo, x2, -1 Xn+1) 

et g (xo , xi,- ,x1 ..1 ) = g (xo , x2,... , xn) . 	Donc, pour tous les exposants 

supérieurs à hi  (xo, xl, - , x) , g (xi , - , xn) et g (x2  , ... , x„2.) sont 

identiques. ceci implique que hi (x1, x2,-. , Xn+1) -- hl (x0 ,  X1 t — r Xn) • 

Mais par la min-croissance de hi, on doit également avoir 

hi  (xi , x2 , ••• f Xn+1) 	hl (X0 f x1 , — r xn) donc hi  (xi, x2, - , xn+1) = 

h1  (x0, xi, ... , xi,) . Par le lemme 6.5, cette dernière égalité 

implique que h2 (xo , xi, — t xn) 
	

> h2 (XI f x2 , — r Xn+1) 1 ce qui 

contredit la min-croissance de h2. 

Théorème 6.10: Soient k __ 1 et c __ 5, il existe une fonction 

régressive hi : co2k + 3 —> co et une fonction h2  : co3  --> 3(2'4 ) telle 

que si S convient à hi  et à h2 , alors pour tous x, y e S - S - 

{ x : x est un des 2k + 3 plus grand éléments de S }, x<y 

implique F (x) 	y. 

Preuve: Soient les fonctions : 

{Le plus petit E Tkrc,0  tel que F(0) .. xl, si xo  =-- 0. 
h: [co]2  --> co : (xo, x1) H> Le plus petit e Tir,c,x0 _1  tel que F(x0 ) __ xl, si xo 	1. 

0, sil n1  existe pas de tel . 
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1

k - 1, si h(xo, x1) = Ô + 1 et que e(x0) < x1 	Fri(x0) . 
0, si h(xo , x1) 	ö + 1. 

fu [cor --> 	: 	xi) 1-> 

E est une fonction bien définie car dans la définition de e(x) 

on doit avoir k 	1. De plus E est une fonction régressive, car 

si h(x0,x1) = 8 + 1 et E(x0,x1) = k - 1 alors : 

F8.,1(xo) et e(x0) < 	e+1(x0) = e(x0) < F8,1(x0)= e3+1(x0) 

k < x0+1 

h (xo,x1) = k - 1 < xo 

Soient 	co  2k+2 -->o) régressive et g" :o 	> 2'n, les fonctions 

obtenues à l'aide du théorème 6.9 pour la fonction h. 

Soit gl  : co2 	(D, la fonction obtenue à l'aide du lemme 4.8, 

telle que si S = 	so, si,...,sm }convient à g1  alors s3 	(c) . 

Soient al:o2  --> o régressive, a2:02  -* o régressive et a3:co 2  -* 2, 

les trois fonctions du théorème 6.1. 

Soient a4  : o3 	co régressive et as : 3 	2, deux fonctions 

obtenues à l'aide de la proposition 4.7, telles que si S convient 
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à a4  et à as  alors sur S - tmax(S)j, ai est min-homogène et min-

croissante. Et finalement posons: 

0, Si Fur.  (X0 	X1. 
g2: w 2  -> 2: (xo, xi) 1-) 

1, sinon. 

Maintenant, on utilise le lemme 4.1, pour obtenir quatre 

_> fonctions régressives h': 02k+2 	(0, 	02k + 2 	 02k + 2  

-* o et a'. 02k + 2 
-* (D telles que si S convient à h', g;., a' et 2 

alorsS-{x1xest un des 2k plus grand éléments deS1 

convient à ii, gl, a2  et à a4. De même, par le lemme 4.1, il 

existe quatre fonctions g"':o3  -* 2c + 
	1, 	-> 2 et g; :o3  ---> 3 

telles que si S convient à gm, a; et g; alors S - (max(S)) 

convient à g", a3  et g2. 

Par la proposition 4.6, il existe hl  : 02k+3  -› co régressive telle 

que si S convient à hl  alors s—(p(s)L.) (max(S)j) convient à g', 

h', gl, a; et a'4. Finalement, par le lemme 4.2, il existe 

h2  : o3  -> 2c+4  qui simule g"' , a;, g; et a5. 
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Soit S un ensemble qui convient à hi et à h2 . Si g2[Sel
2 est la 

fonction constante 0, alors la preuve est terminée. Autrement, 

hl[ s ] doit être la fonction constante 1. Nous allons montrer 

que ceci entrainerait une contradiction. Soient so , si  e S et 

= trk,al(s0). On a so  > 	(c) > 2, oe 	et si  < F yk,c (so ) = 

(so), donc h(so,si) est le plus petit ordinal 	G Tsp-1 tel 

que F0s0) 	si. 

h(so ,si) 	0 car comme S' convient à ai , a2  et a3  on a : 

xi 	FCO 	) = Fxo  (x0) 	F1(x0) > Fo(x0) Vxo 	2 

h (so  , si) n' est pas un ordinal limite car sinon soit 2 = 

{h (So Si) } (So - 1) 	on a : 	< h (S0 S1) f 	2 	Tjc,c,s, 	et si 	F(s0 ) 

= Fh( ..,si) (so ) , ce qui contredit le fait que h(so ,si) soit le plus 

petit ordinal y e 	tel que Fy(so) 	Si. 

Donc h(sorsi) est un ordinal de la forme ô + 1. Comme h est min-

homogène et min-croissante sur S' , on peut utiliser la notation 

h(x0 ,x1) = ô(x0) + 1 où ô(x0 ) est une fonction croissante sur S. . 

Soient x < y < z trois éléments de S. On a h(x,y) = h(x,z) = 

ô(x) + 1. et donc la fonction i nous donne un nombre k tel que 
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F8(x)k (x)<y<z..5..Fk.(x) 8(  + 

k-1-1 Par l'inégalité de gauche, on obtient E(x) < F800  (y). En 

combinant tout ceci on obtient : 

cy,z Z 	F L(x) < FS (x) (y) 	F8 (y) (y) 	F 	)+  1(y) < Z Mx) 	 MY) 

Ce qui est contradictoire. Donc pour tout x < y dans S', on a 

g2(xiy) = O. Ce qui prouve le théorème. 

Théorème 6.11: La fonction : 

v(n) = le plus petit y tel que y -* «UO2:6  

domine la fonction F(n). 

Preuve  : En posant c = 5, on obtient 2'1-1  = 512 . Par le théorème 

de Ramsey fini dans N, il existe n E N tel que n -* 

Nous allons montrer que pour tout r maxin, p(2)ton a F4(r) < 

v(r). Soit r 	max{n, 0(2)}, en prenant c = 5 et k = r + 1 le 

théorème 6.10, nous donne une fonction régressive hl  : er" 

et une fonction h2  :co3
-÷ 512 telle que si S convient à hl  et à h2 

alors pour tout x,yeS =S-{x:xest un des 2r + 4 plus 

grand éléments de S I, x < y implique F7  (x) 	y. Soit Gr:02  -› w 

la fonction régressive obtenue à l'aide du lemme 4.8, telle que 
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si S = { sl S2 • 	, Sm } convient à Gr  et que m 	r alors s4  

r. Par le lemme 4.1, il existe une fonction régressive 

h3:al2r + 5 -* co qui simule Gr. Finalement, la proposition 4.6 nous 

donne une fonction régressive h4 	cer + 6 -* CO telle que si S 

convient à h4  alors S = S - ( e)(2) 	Imax(S)j ) convient à hl 

et à h3. On considère la fonction : 

h4 l [v(r)]2r + 6 

Soit S = {si, s2, ...,s4r} un ensemble qui convient à h4. 

L'ensemble S' = {s4,s5,-,s2r-5} convient aux fonctions hl  et Gr. On 

considère la fonction : 

h2  I [S]3 --> 512 

Comme I S' I > r, il existe un ensemble H = 	hl, h2, h3, h4  c S' 

homogène pour la fonction h2. Comme S' convient à Gr  on a : 

r s4 	r hl  

r < h2  

Fco  (r) = F7r„  (r) 	F.yr,=  (h2 ) 	(h2 ) 	h3 < h4 < V ( r) 

Corollaire 6.12: v(n) n'est pas une fonction PA-récursive. 

Preuve: Par le théorème 6.11 et le théorème de Wainer. 
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Corollaire 6.13:  PA ie.  (KM) 

Preuve:  En effet, supposons que PA H (KM) 

PA I-  Vn 3y (y —> (4n)222g+6 ) 

PA H Vn 3y (y --> (4n)2n;6  A Vz < y --,( z —> (4n):g+6 )) 

PA H Vn 3y ( v(n) = y ) 

v(n) est PA-récursive 

Ce qui contredit le corollaire 6.12. 



CONCLUSION 

En terminant, on peut effectuer une comparaison avec les 

preuves d'indépendance pour le théorème de Paris-Harrington. 

Premièrement, mentionnons que les notions de fonction régressive 

et d'ensemble min-homogène sont également utilisées dans les 

preuves pour le théorème de Paris-Harrington. Cependant, étant 

donné que ces notions ne sont pas directement reliées à leur 

théorème, elles doivent introduire des lemmes supplémentaires. 

Deuxièmement, les notions d'ensembles min-homogènes et 

d'indiscernables diagonaux sont très similaires. Ceci simplifie 

énormément le travail pour construire le modèle non-standard de 

la première preuve. 

On peut également mentionner que la notion de fonction 

régressive joue un rôle important en théorie des ensembles. 

Akihiro Kanamori utilise cette notion dans son article Ul pour 

étudier des énoncés concernant les cardinaux. 
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