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SOMMAIRE 

Le but de ce mémoire est de généraliser le théorème du col de la montagne 

invariant, présenté par Canino et Degiovanni [7], pour pouvoir l'appliquer aux 

fonctions multivoques. Nous montrerons donc un théorème de type minimax et 

nous obtiendrons une suite infinie de valeurs critiques pour une fonctionnelle 

multivoque invariante. 

Au chapitre 2, nous présenterons la notion de pente faible éguivariante qui 

nous permet d'étendre la notion de dérivée aux fonctionnelles multivoques à 

graphe fermé. Nous introduirons également un théorème de déformation qui nous 

permettra d'établir notre résultat principal. 

Par la suite, au chapitre 3, nous présenterons la notion de genre qui nous 

permettra de classer les ensembles invariants et de former plus tard la suite de 

points critiques. 

Au chapitre 4, nous énoncerons et prouverons le résultat principal de ce mé-

moire à savoir le théorème du col de la montagne généralisé et nous obtiendrons 

que, sous certaines conditions, la fonctionnelle invariante possède une suite non 

bornée de valeurs critiques. 

Finalement, au chapitre 5, nous présenterons une application du théorème 

du col de la montagne généralisé à une inclusion aux dérivées partielles et nous 

obtiendrons un résultat d'existence et de multiplicité. 
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INTRODUCTION 

La théorie des points critiques a connu un essor considérable depuis la pa-

rution de l'article d'Ambrosetti et de Rabinowitz, en 1973, établissant le bien 

connu théorème du col de la montagne (voir [1]). Au départ, l'étude se penchait 

sur l'existence de points critiques pour une fonctionnelle continûment différen-

fiable. Rappelons qu'un point critique de f : E —> IR est un point de l'espace 

de Banach E tel que la dérivée de f en est nulle. Le point critique peut être un 

maximum, un minimum ou un point de selle. 

La technique utilisée est celle des minimax. Cette technique consiste à ca-

ractériser une valeur critique c d'une fonctionnelle f comme le minimax sur une 

classe d'ensembles S bien choisie : 

c = inf max f (u). 	 (0.1) 
AES uEA 

On arrive dans les preuves à une suite en  —> c et une suite (un) telle que 

f (un ) =- cn  et f' (un) —> O. Pour conclure à l'existence d'un point critique, il faut 

s'assurer que la suite (un) possède une sous-suite convergente. À cet effet, on 

impose une condition de compacité connue sous le nom de condition de Palais-

Srnale. Cette condition revient systématiquement au cours de l'étude des points 

critiques. Nous dirons que f satisfait la condition de Palais-Smale (que nous note-

rons (PS)) si toute suite (urn) c E pour laquelle f (um ) est bornée et num ) —› 0 

quand m —> oo, possède une sous-suite convergente. On remarque que, par cette 

condition, l'ensemble K, 	{u E El f (u) = c et f(u) = 0} est compact pour 
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tout c e R. Comme nous le disions, le théorème du col de la montagne est un des 

pilliers de la théorie des points critiques. Rappelons-le. 

Supposons que Or  dénote la boule ouverte de rayon r autour de 0 dans E et 

supposons que 00, représente sa frontière. 

Théorème 0.1 (Col de la montagne). Soit E un espace de Banach réel et 

f e Cl(E,R). Supposons que f satisfait (PS), f (0) = 0, 

(1) il existe des constantes p, a > 0 telles que f l ao, > a et 

(2) il existe e e E \O p  tel que f (e) < O. 

Alors f possède une valeur critique c > a qui peut être caractérisée par 

c = inf max f(u), 
gEF 11E0,1] 

où 

Il = fg E C([0, 1], E) 1 g(0) = 0, g(1) = el. 

Les auteurs remarquent également qu'on peut appliquer le théorème du col de 

la montagne aux problèmes aux limites pour des équations aux dérivées partielles 

semi-linéaires elliptiques : 

{

— A u = p(x,u), 

u = 0, 	x E ae, 

où Q C Rn  est un ouvert borné avec une frontière lisse. En effet, l'obtention 

d'un point critique d'une fonctionnelle appropriée définie sur l'espace de Sobolev 

1/01(Q) conduit à l'existence d'une solution de (P). D'autre part, ils montrent 

que sous certaines conditions de croissance, la fonctionnelle associée vérifie les 

hypothèses du théorème du col de la montagne et conséquemment, le problème 

(P) possède une solution non triviale. 

(P) 
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En considérant par la suite des fonctionnelles dotées de symétries, Ambrosetti 

et Rabinowitz [1] ont réussi à obtenir un résultat de multiplicité qui est une va-

riante du théorème du col de la montagne pour les fonctionnelles invariantes sous 

l'action de Z2. Ce théorème établit l'existence d'une suite croissante non-bornée 

de valeurs critiques. Pour classer les ensembles invariants, ils utilisent la notion de 

genre d'un ensemble A, noté -y(A) qui a été introduite par Krasnoselski [15]. Ainsi, 

les points critiques obtenus sont les minimax sur une famille d'ensembles qui sont 

caractérisés par leur genre. Plusieurs autres résultats de multiplicité ont par la 

suite été obtenus. Le lecteur intéressé pourra consulter le livre de Rabinowitz [20]. 

Parallèlement à la théorie des points critiques, l'analyse non lisse s'est aussi 

développée considérablement. La notion de dérivée a été généralisée à celle de 

sous-différentielle [9]. Dans ce contexte, les fonctions semi-continues inférieure-

ment ont fait l'objet d'une étude particulière notamment parce qu'elles appa-

raissent naturellement dans les problèmes avec contraintes. Il était donc naturel 

que plusieurs auteurs veuillent étendre la théorie des points critiques à divers 

contextes non-lisses [8, 10, 11, 22]. 

Nous retenons, entre autres, la notion de pente faible (notée 1 1 df (u)11) intro-

duite par Degiovanni et Marzocchi [11]. La pente faible coïncide avec la dérivée 

dans le cas des fonctions C1  et permet d'étendre la notion de dérivée aux fonctions 

continues et à certaines classes de fonctions semi-continues inférieurement. Grâce 

à cette notion, la condition de Palais-Smale a pu également être étendue. À l'aide 

de ces nouvelles notions, Corvellec, Degiovanni et Marzocchi [10] ont pu présen-

ter une généralisation du théorème de déformation pour des fonctionnelles qui ne 

sont pas différentiables. Ce théorème fut le fer de lance qui permit de présenter 

plusieurs résultats dont un équivalent du théorème du col pour les fonctionnelles 

non différentiables. 
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Par la suite, Canino et Degiovanni [7] ont considéré les fonctionnelles inva-

riantes sous l'action d'un groupe de Lie compact et ont introduit la notion de 

pente faible équivariante de f au point u (notée IdG  fl(u)) pour établir un théo-

rème de déformation équivariant ainsi qu'un équivalent du théorème du col de la 

montagne invariant pour une fonction continue et invariante sous l'action de 7Z2. 

Pour définir la pente faible d'une fonctionnelle semi-continue inférieurement, 

les auteurs précédents utilisent la pente faible de la fonction 

g f  : epi(f) —› IR définie par g f  (u,) = 

où 

epi(f) = {(u, e) E X x llIlf (u) 

Plus précisement, ils posent 

Idfl(u) = 

{ 	Idgfl(u,f(u)) 
)1/2 

(1--Idgf(u,f(u))2  

-Poo 

si ldg f l(u, f (u)) < 1, 

si Idg f l(u , f (u)) = 1. 

Par ailleurs, le développement de l'analyse non lisse est lié à celui de l'analyse 

multivoque. Cette dernière s'est avérée être particulièrement utile dans l'étude des 

problèmes de contrôle et des inclusions différentielles. Considérant l'importante 

contribution de la théorie des points critiques au domaine des équations aux 

dérivées partielles, on comprend l'intérêt de développer une théorie des points 

critiques pour des fonctionnelles multivoques. Une telle théorie pourrait conduire 

à des développements importants en théorie du contrôle et des inclusions diffé-

rentielles. 

En 1997, Frigon [121 a commencé à développer une théorie des points cri-

tiques pour des fonctionnelles multivoques à graphe fermé. Pour ce faire, elle a 

introduit une notion de pente faible dans ce contexte, qui coïncide avec la pente 
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faible de Degiovanni et Marzocchi lorsque la fonction est univoque et continue. De 

plus, celle-ci est définie sans avoir recours à la pente faible de la fonction graphe 

comme c'est le cas pour les fonctions semi-continues inférieurement. Elle obtient 

un résultat de type minimax avec une condition d'enlacement. Ce résultat est en-

suite appliqué à un problème elliptique pour une inclusion aux dérivées partielles. 

À cet effet, elle montre que les points critiques d'une fonctionnelle bien choisie 

correspondent aux solutions faibles du problème. 

Pour notre part , dans ce mémoire nous généralisons le théorème du col de 

la montagne invariant pour les fonctionnelles multivoques. Pour ce faire, nous 

introduisons une notion de pente faible équivariante pour les fonctionnelles mul-

tivoques à graphe fermé. Les fonctionnelles étudiées seront donc invariantes sous 

l'action d'un groupe de Lie compact, en particulier Z2. Afin d'établir des résultats 

d'existence et surtout de multiplicité des points critiques de nos fonctionnelles, 

nous prouvons également un théorème de déformation pour les fonctionnelles in-

variantes multivoques et nous étendons la notion de genre pour pouvoir choisir 

la famille d'ensembles sur laquelle nous effectuons le procédé de minimax. Étant 

donné que les ensembles que nous considérons sont dans le graphe de la fonction-

nelle, nous avons dû utiliser une action sur E x R en gardant l'invariance de la 

composante en R. Cela a nécessité une modification assez importante du genre. 

Au chapitre 4, nous établissons le résultat principal de ce mémoire à savoir 

le théorème du col de la montagne invariant généralisé. Nous optons pour une 

formulation avec une alternative qui conduit soit à l'existence d'une suite non 

bornée de valeurs critiques, soit à l'existence d'une valeur critique en O. 

Finalement, dans le chapitre 5, nous appliquons notre théorème pour trouver 

un résultat d'existence pour l'inclusion aux dérivées partielles 
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{

— A y(t) G G(y(t)) 	p.p. t E Q, 

y(t) = 0 	pour tout t e as2, 

où G est impaire. Une fonctionnelle multivoque F : Hð (S2) —> IR telle que les 

points critiques de F sont les solutions de (P) est introduite. En imposant cer-

taines conditions de croissance sur G, on montre que 0 n'est pas un point critique 

de F avec valeur critique positive. Ainsi, nous obtenons l'existence d'une infinité 

de solutions distinctes. 

(P) 



Chapitre 1 

PRÉLIMINAIRES 

1.1. NOTATIONS ET RÉSULTATS PRÉLIMINAIRES 

Soit E un espace de Banach. Pour x EEx R, nous noterons zE (x) la pro-

jection de x sur E. Tout au long du mémoire, Bp  (respectivement Op) dénotera 

la boule fermée (respectivement ouverte) de rayon p centrée en 0 et B(y) (res-

pectivement O p(y)) la boule fermée (respectivement ouverte) de rayon p centrée 

en y. 

Nous énonçons maintenant quelques théorèmes qui nous serviront plus tard, 

mais qui sont indépendants de ceux des autres sections du chapitre. 

Le premier de ces théorèmes donne une propriété fondamentale des fonc-

tions KKM dont nous rappelons la définition. Ce résultat est dû à Granas et 

Lassonde [14]. 

Définition 1.1. Nous dirons qu'une fonction K:X c E —> E est KKM si pour 

E X on a conv(xi 	xn) C U K(xi) tous xl , 	, xn 	, 	 , 	, 	 avec 
i=1 

n 	 n 

conv(xi, ... , xn ) = {x I il existe Ai, ... ,Àn  e [0,1], E Ai  = 1 et x = E Aixi  . 
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Théorème 1.2 (Principe KKM élémentaire). Soit E un espace de Hilbert, 

X un sous-ensemble non vide de E et G : X —› E, une fonction KKM à va-

leurs convexes et fermées. Supposons de plus qu'une des conditions suivantes est 

vérifée : 

(1) X est borné ; 

(2) tous les Gx sont bornés ; 

(3) Gxo  est borné pour un xo  E X. 

Alors l'intersection n{Gx 1 x E X} est non-vide. 

Théorème 1.3 (Théorème de Borsuk-Ulam). Soit U c e, ouvert borné, 

symétrique et contenant O. Alors, pour toute fonction continue f : OU —› en 

avec m < Tb , on peut trouver x E OU tel que f (x) = f(—x). 

Théorème 1.4 (Théorème de Tietze). Soit X un espace normal et soit A un 

sous-ensemble fermé de X. 

(1) Toute fonction continue de A dans l'intervalle fermé [a, b] c R peut être 

étendue à une fonction continue définie sur tout X vers [a,b] ; 

(2) toute fonction continue de A vers R peut être étendue à une fonction 

continue définie sur tout X vers R. 

On peut trouver une preuve de ce théorème dans 1181. 

1.2. ESPACE DE SOBOLEV 14 (52) 

Nous introduisons maintenant l'espace de Sobolev 14(Q). Pour plus de dé-

tails, consultez [4]. 

Soit S2 C RN,  un ouvert. Nous noterons H,,- (Q) la complétion de Cr (Q) 

l'espace des fonctions infiniment différentiables à support compact muni de la 



norme 

I 11 = 	Ul 2  ) 1  / 2  

L'espace H(Q) est un espace de Hilbert avec (u, v) =f vu • V v dt comme 

produit scalaire. 

Théorème 1.5. Soit Q un ouvert borné de RN  avec une frontière lisse et N > 3. 

Notons 2* = N2 	N2  . On a alors que 14(52) 	L(52),  avec l'injection compacte pour 

tout q < 2* et continue pour q < 2*. 

Théorème 1.6. Il existe une base hilbertienne (en)n>1  de L2(Q) et il existe une 

suite croissante (vn)n>i de réels avec un  > 0 et vn  --> po tels que 

en E 14(0) n c-(s2), 

— A e = Vn e n sur Q. 

On dit que les (vn ) sont les valeurs propres de —A (avec condition de Dirichlet) 

et que les (en ) sont les fonctions propres associées. 

Lemme 1.7. Soit g E LL(R). Pour yo  fixé dans R, on pose 

v(x) = je  g (t) dt, x ER. 

Alors v E C(R). 

Lemme 1.8. Soit Ifn l une suite convergente dans LP(S2),1 < p < oo. Alors il 

existe h E L1) (S2) et une sous-suite {fn,} telles que 

(1) fnk (t) --> f (t) presque partout dans Q, 

(2) (t) < h(t) presque partout dans Q et pour tout k e N. 

Ce lemme est prouvé dans 116]. 

9 



1.3. FONCTIONS MULTIVOQUES 

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques définitions et résultats sur les 

fonctions multivoques qui nous seront utiles au chapitre 5. Le lecteur pourra 

consulter [2] pour plus de détails. Soit G : R --> R, une fonction multivoque à 

valeurs fermées, non vides. 

Définition 1.9. Nous dirons que G : R —> IR est semi-continue supérieurement 

si 

{te RIG(t)nBO} 

est fermé pour tout B c R fermé. 

Lemme 1.10. Si G : R —> R est sem,i-continue supérieurement à valeurs convexes 

compactes non vides, alors G(x) = [g(x),F(x)] mig:R —> R est univoque semi-

continue inférieurement et -g:R—>R est univoque semi-continue supérieurement. 

Soit A c RN  un ensemble mesurable et G : A —> R une fonction multivoque 

à valeur fermées, non-vides. 

Définition 1.11. Nous dirons que G : A —> R est mesurable si 1x E A1G(x) n 
B 	01 est mesurable pour tout B c R fermé. 

Nous avons de plus le théorème de sélection suivant qui fut présenté dans [17] : 

Théorème 1.12 (Théorème de sélection mesurable de Ryll-Nardzewski). 

Un fonction multivoque mesurable G : A —> R admet une sélection mesurable g, 

c'est-à-dire une fonction mesurable g : A —> R telle que g(x) E G(x) presque 

partout dans A. 

10 
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Théorème 1.13. Si G est semi-continue supérieurement à valeurs convexes com-

pactes, Q c le un ensemble mesurable et y : S2 —>IR est univoque mesurable, alors 

il existe h : ç 2 —> R univoque mesurable telle que h(t) E G(y(t)) p.p. t E Q. 

Définition 1.14. Soit G : A ---> R, une fonction multivoque mesurable. L'inté-

grale de G est définie par 

1A G (t) dt = max {1 g (t) dt 1 g est une sélection intégrable de c}. 
A 

1.4. THÉORÈME DE DÉFORMATION POUR f E C(X) INVARIANTE 

Voici un théorème de déformation applicable sur des fonctions univoques in-

variantes, qui a été présenté dans [7]. Nous aurons besoin au préalable de quelques 

définitions pour pouvoir énoncer le théorème. 

Soit X un espace métrique sur lequel agit un groupe de Lie compact G par 

une transformation isométrique et soit d la métrique de X. Soit f : X —> R une 

fonction continue invariante, c'est-à-dire que f (gx) = f (x) pour tout g E G et 
pour tout x E X. Nous dirons que F : X --> X est équivariante si F(gx) = gF(x) 

pour tout g E G et pour tout x E X. Nous dirons que A c X est invariant si 
g(A) c A pour tout g E G. 

Définition 1.15. Pour tout u E X , la pente faible équivariante de f en u, notée 
1 dG  f 1(u) , est le suprémum des a E [0, 1-oo[ tels qu'il existe un voisinage invariant 



U de u, d > 0 et une fonction continue 9-1 :U x [0, (5] —› X telle que 

Vv E U, Vt E [0, b] : d(7-t(v, t), v) 5_ t; 

Vv E U, Vt E [0,8] : f (g-1(v , t)) 5._ f (v) —c-t; 

et telle que W(., t) est équivariante pour tout t E [0,8]. 
Nous noterons G-K, l'ensemble des éléments de X de niveau c où la pente 

faible s'annule, c'est-à-dire G-K, = lu E X 1 f (u) = c et 1dd 1 (u) = 01. 

Définition 1.16. Nous dirons qu'une fonction f satisfait la condition de Palais-
Srnale équivariante au niveau c (notée G-(PS),) si pour toute suite (xn ) telle que 

f (xn ) —› c avec IdG  f 1(xn ) —› 0, on a une sous-suite convergente. 

Théorème 1.17 (Théorème de déformation). Soit c E 111. Supposons que X 
est complet et que f satisfait G-(PS),. Alors, pour 60  > 0 , U un voisinage 
invariant de G-K, (U peut-être vide si G-K, est vide) et > 0 donnés, il existe 
0 < E < E0 et une fonction continue ri : X x [0,1]—> X tels que pour tous u E X 
et t E [0,1], on a: 

(1) d(77(u, t)) < t; 

(2) f (71(u, t)) < f (u) ; 

(3) f (u) « ]c — Eo , c + Eo [ == ri(u,t) = u; 

(4) 'gaz E XI f(x) 5_ c + El \ U, 1) g tx E x l f(x) < c — 
(5) ii(., t) est équivariante. 

12 



Chapitre 2 

DÉFINITIONS DE PENTE FAIBLE ET DE 

POINT CRITIQUE 

Soit X un espace métrique sur lequel un groupe de Lie compact G agit par une 

transformation isométrique et soit dx  la métrique de X. Soit F : X —› R U lool 

une fonctionnelle multivoque. Le graphe de F est défini par 

graphF = {(u,b)lb E F (u)} C X x IR. 

Introduisons une métrique d sur graphF en posant 

d((u, c), (v, b)) = -V (dx  (u, v))2  + ilc — bil 2  . 

Dans le cas où F est une fonction à graphe fermé, l'espace métrique graphF est 

complet avec cette métrique. Définissons une action du groupe G sur graphF par 

g(u,c) = (gu,c). 

Définition 2.1. Nous dirons qu'une fonctionnelle multivoque F : X —› RU {oc} 

est invariante (sous l'action de G) si pour tout (u, b) e graphF et pour tout 

g e G, on a g(u,b) e graphF. 
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Définition 2.2. Soit 0 : graphF —> Y où Y est un espace sur lequel G agit avec 

une action *. Nous dirons que 0 est équivariante si 0(g x, c) = g * .0(x, c) pour 

tout g E G. 

Définition 2.3. Soit F : X —> IR U {04 une fonctionnelle multivoque à graphe 

fermé, invariante sous l'action de G et soit (u, c) E graphF. La pente faible 

équivariante de F au point (u, c), notée IdGF1(u, c), est le supremum des o-  dans 

[0, +oo) tel qu'il existe un voisinage invariant U de (u, c) (dans graphF), 6 > 0 

et une fonction continue 'H = (9-11, 9-i2) : U x [0, (5] —> graphF telle que pour tout 

(v, b) E U et pour tout t E [0, 5], on a 

(1) d(n((v,b),t),(v,b)) < W1+ a2 ; 
(2) 7-12((v,b),t) < b — ut ; 

(3) 9-t(., t) est équivariante pour tout t E [0, 6]. 

Définition 2.4. On dira que u est un G-point critique de F au niveau c si 

c E F(u) et IdG FI(u, c) -= O. 

Nous noterons G-K, l'ensemble des G-points critiques de F au niveau c. Nous 

dirons que c est une G-valeur critique de F si G-K, O. 

Définition 2.5. Soit F : X —H18 U lool , une fonctionnelle multivoque à graphe 

fermé et soit c G R La fonction F satisfait la condition de Palais-Smale équiva-

riante au niveau c (G-(PS),) si toute suite (un) dans X pour laquelle il existe 

cn  E F(un ) avec cn  --> c et IdGF1(un, cn ) —> 0, possède une sous-suite convergente. 
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Présentons maintenant un théorème de déformation qui sera un des élément 

clés de la démonstration du théorème 4.1. 

Théorème 2.6 (Théorème de déformation). Soient X un espace métrique 

complet, G un groupe de Lie compact, F : X ---> RU lool une fonctionnelle 

multivoque à graphe fermé invariante sous l'action de G et soit c E R. Supposons 

que F satisfait G-(PS),. Alors, pour 8-0  >0 ,UcExR un voisinage invariant 

de K, X {C} (-1,1 peut être vide si Ke  est vide) et A > 0 donnés, il existe 0 < e < e0  

et une fonction continue 77 = (n1,772) : graphF x [0,1] ---> graphF tels que 

(1) d(7)((v,b),t), (v,b)) 	At; 

(2) 7i2((v, b), t) _<_ b; 

(3) si (v,b) E graphF \ (X x (c — E0 ,c+ E0 )), alors 77((v,b),t) = (v,b); 

(4) q((graphF n x x (-00,c+ ED \u, 1) c X X (-00, C — el; 

(5) 77(., t) est équivariante. 

DÉMONSTRATION. Considérons la fonction gp,  : graphF --> R définie par 

gF(v, b) = b. 

Cette fonction univoque est invariante sous l'action de G. En effet, pour tout 

g E G et pour tout (v,b) E graphF, on a 

gF(g(v,b))= gF (gv,b)=b=gF (v,b). 

Tout d'abord, rappelons qu'en vertu de la définition 1.15 la pente faible de 

gFI IdGgFI(V,b), est le suprémum des a E [0, +c>o[ tel qu'il existe un voisinage 

invariant U de (v, b) dans graphF, S> 0 et une fonction continue 7-1 : U x [0, 6] —› 

graphF telle que pour tout (w, c) E U et pour tout t E [O, J], On. a 

(1) d(R((w,c), t), (w, c)) < t; 

(2) 7-12((w, c), t) < c — o-t. 
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On a que IdGF1(v, b) = 0 si et seulement si Id,g,l(v,b) , O. En effet, nous 

allons montrer que 
IdG F1(v,b)  

IdGFI(v,b)> IdG gF1(v,b)>  	(2.1) 
— -V1 + (IdGF1(v, b))2  

Premièrement, par la définition 2.3, on a clairement que 

IdGF1(v,b)> IdG gF1(v,b). 

D'autre part, si IdGFi(v, b) = 0, l'équation (2.1) est clairement vérifiée. Sup- 

posons donc que IdGF1(v,b) 	O. Nous aurons l'existence de o-  < IdGF1(v,b), 

å > 0, d'un voisinage invariant V et d'une fonction 'H comme dans la défini-

tion 2.3. Considérons maintenant K :V x [0, 8]-4 graphF définie par 

K((u, c), t) = 7-/((u, c), v1  t+ 0.2  ) 

Premièrement, nous avons 
t  

d(K((u, c),t), (u, c)) 5. 	-V1 + o-2  = t. 

a- Ensuite, on a bien que K 2((u,c), t) < c .viat et donc IdG gF1(v,b) > — -vi-1-0-2' 
D'où 

IdG F1(v,b)  

	

IdG g,l(v,b)>  	
•V1+IdGFI(v,b)2 

Donc, idGFI(v, b) = 0 si et seulement si IdG gF i(v,b)= O. 

On a donc que U est un voisinage de l'ensemble G-K, pour la fonction Ç. 

Puisque gF (x, c) est une fonction univoque, on peut appliquer le théorème 1.17 

avec U comme voisinage et avec A et 60  donnés dans l'énoncé. Nous obtenons un 

E el, Ed et une déformation ri : graphF x [0,1] —> graphF. Les conclusions (1)- 

(5) impliquent directement les conclusions du théorème. 	 E 



Chapitre 3 

LA NOTION DE GENRE POUR UN 

ENSEMBLE DE E x R 

Soit E un espace de Banach. Dans ce qui suit, nous considérons une famille 

d'ensembles invariants sur lequel un indice topologique y sera défini. Nous notons 

e= {A E E \ 101 x IR 1 A fermé tel que (x,b) E A 	(—x,b) E A.}. 

Définition 3.1. Soit A E E. Le genre de A, noté y(A), est l'infimum des n E N 

tels qu'il existe une application continue q: A —› le \ 101 vérifiant 

0( — x, c) = —0(x, c), 	 (3.1) 

c'est-à-dire que 

y(A) = inf{n 1 3 0 : A —> Rn  \ {0} continue 

et vérifiant l'équation (3.1), V(x, c) e Al. 

Par convention, 7(0) = O. 

Proposition 3.2. Le genre -y vérifie, pour tous A, B E E, les propriétés sui-

vantes: 

(1) -y({(x, c)} U {(—x, c)}) = 1; 

(2) s'il existe une fonction f E C(A,B) équivariante, alors 7(A) < 7(B) ; 

(3) si A C B, alors 7(A) < 7(B), 



(4) 7(A U B) ...-y(A)+ 7(B) ; 

(5) si A est compact, alors -y(A) = s < oo et il existe d > 0 tel que 

7(B6(A)) = s. 

DÉMONSTRATION. (1) Considérons 

{ 1, si v = (x, c); 
0(v) = 

On a donc que 7({x, cl U { —x, c}) = 1. 

(2) Supposons que 7(B) = n. Alors il existe une fonction continue ç: B --> 

Ir \{O} telle que 0(—x,c)= —0(x, c). On a donc que 00 f : A --> Rn \{O} vérifie 

0(f(—x, c)) = ç5(—Mx,c), f2(x,c)) = —0(f(x,c)). 

D'où 7(A) < n. 

(3) Soient A, B E £ tels que A C B. L'inclusion t : A —> B est équivariante. 

Par (2), on obtient que -y(A) < -y(B). 

(4) Supposons que -y(A) = m et 7(B) = ri. Il existe donc deux fonctions 

continues 

0 : A —› Ilen \ 101 et ( : B —> Rn \ {0} 

vérifiant (3.1) pour tout (x, c) E A et pour tout (x, c) e B respectivement. 

Puisque A et B sont fermés, on peut étendre 0 et ( sur E x R par le théorème 

de Tietze (voir théorème 1.4), c'est-à-dire qu'il existe '0 E C(E x R, Rn) et G 

C(E x R, Rn) telles que 

18 

—1, 	si v = (—x, c). 

=ç 	et 	"s1/3 = (. 
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On peut supposer que (3.1) est vérifiée pour tout (x, 	G E x R. Sinon, on 

remplace 0" par 

'0(x, c) — 	c) 
2 

qui vérifie (3.1) et coïncide avec 0 sur A. De même pour 	Soit f = ( s›)1Au,61 

alors f E C(AU B, Rin+n  {0}) et f(—x,c)= — f (x,c); d'où 

ty(A U B) < m + n 	+ 

(5) Soit A E E, un ensemble compact. Pour u =- (x, c) G A, posons r(u) = 

DxliE et 

Vu  = Or(u)  (x, c) U 0 r(u)(— x , c), 

où 0 (x , c) est la boule ouverte de rayon r centrée en (x, c). Puisque Vu  est 

composé de deux ensembles disjoints, -y(Vu ) = 1 pour tout u E A. 

Clairement, on a A C UueA  V. Puisque A est compact, il existe un sous-

recouvrement fini de A. On a donc 

A C UVui  C 
i=1 	i=1 

Par (4), on a -y (A) < E -y (Vui ) = k < cc. Notons s = -y(A). Il existe donc 

une fonction continue 0 : A —› R \ 101 vérifiant (3.1) pour tout (x, c) E A. De 

nouveau, par le théorème de Tietze (voir théorème 1.4), 0 peut être prolongée par 

une fonction continue 0 : E x R —› le vérifiant (3.1) pour tout (x,c)EEx R. 

Puisque A est compact, il existe un 8 > 0 tel que 0 0 sur ./38(A). 

Sinon, il existe une suite (8i) de nombres positifs convergeant vers 0 et pour 

chaque i e N, il existe u e B5i  (A) tel que q3(ui) = O. Pour tout i, il existe vi  e A 

tel que 	—Vj < 8. Puisque A est compact, la suite (vi) possède une sous-suite 
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convergeant vers un point v E A. Par conséquent, !lui, — v11 —› 0 et donc ui, —› v. 

Par continuité de -0, on a 

0 = lim i4(Uik  ) = 'qs1( 11111 Uik) = 
k-->oo 	 k —› oo 

Il existe donc v e A tel que çb(v) = 0. C'est une contradiction. On a donc 

ry(B5(A)) < s. Puisque A C B5 (A), par (3), on déduit que -y(B5(A)) = s. 	Cl 

Remarque 3.3. Si 7(B) < c>o, alors -y(A \ B) > -y(A) — 7(B). En effet, A C 

A\BUB et donc par (3) et (4) de la proposition 3.2, -y(A) < ry(A \ B) + -y(B). 

Puisque -y(B) < oo, on a la conclusion. 

La proposition suivante nous permet d'évaluer le genre d'une famille d'en-

sembles qui nous seront utiles plus tard. 

Proposition 3.4. Soient A E E et S2 un voisinage symétrique borné de 0 dans 

Rk . Supposons qu'il existe h e C(A, OS2), un homéomorphisme vérifiant 

—h(x, d) = h(—x, d). 

Alors, 7(A) = k. 

DÉMONSTRATION. Clairement, on a -y(A) < k. Supposons que -y(A) = j < k. 

Par la définition du genre, il existe une fonction 0 e C(A, 	\ {O}) vérifiant (3.1). 

On a alors 0 o 11-1  E C(OS2, R \ Op. De plus, pour x E 

= 0( —y, d) = —0(y d) = 	° 11-1(x), 

où x = h(y, d). On a donc une fonction continue impaire 

0 0 h-1  : OS2 c Rk  --> Ri \ {0} 
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avec St symétrique borné et j < k . On a une contradiction, car le théorème de 

Borsuk-Ulam (voir théorème L3) garantit qu'une telle fonction s'annule. On peut 

donc conclure que -y(A) = k. 

D 

Théorème 3.5. Soient X c E, un sous-espace de co-dimension k et A E e avec 

-y(A) > k et soit Q C IR tel que R-R  (A) C Q. Alors A n (x-  x Q) O. 

DÉMONSTRATION. Soit V un complément de dimension k de X dans E et soit 71-v  

la projection de E sur V. Considérons h :V —> IRk une fonction linéaire bijective. 

Si A n (x• x Q) = 0, alors la fonction 

0 : A —> Rk  \ {0} définie par (x, c) 1—> h(7„(x)) 

est bien définie et continue. De plus, elle vérifie l'égalité (3.1) pour tout (x, c) E A. 

Par la définition du genre, ry(A) < k; ce qui est contradictoire. 

D 



Chapitre 4 

THÉORÈME DU COL DE LA MONTAGNE 

GÉNÉRALISÉ 

Dans ce chapitre, nous présenterons le résultat principal de ce mémoire. Il 

s'agit d'une généralisation du théorème du col de la montagne pour les fonctions 

invariantes sous l'action du groupe Z2 (voir 171) aux fonctionnelles multivoques à 

graphe fermé et invariantes. 

Théorème 4.1. Soit E un espace de Banach de dimension infinie et soit 

F : E —>R , une fonction multivoque à graphe fermé invariante sous l'action de 

Z2. Supposons que E=VEDX, où V est de dimension finie. Supposons également 

que F soit telle que les conditions suivantes soient vérifiées: 

(II) il existe a, p> 0 tels que inf F(OB p  n X) > a; 

(I2) il existe une famille d'homéomorphismes {em } où em  : Rn' ---> Ein  

'orne) c graphF satisfaisant 

(i) en ,(arr) g (E \ B p ) x ] — oo , 0] ; 

(ii) 7rE (Om(—x)) = —7rE(Om(x)), zR('Om(x)) = 7 R(Om(-4) ; 
où Br est la boule fermée de rayon 1, centrée en 0 dans IR "1  . 

Supposons finalement que F satisfasse 7L2-(PS), pour tout c > a. Alors il y a une 

des deux alternatives suivantes qui est vérifiée: 

(a) il existe c> a tel que 0 e 



(b) F possède une suite non bornée de Z 2 —valeurs critiques. 

La démonstration de ce théorème est une conséquence directe des cinq résul-

tats suivants. Introduisons d'abord quelques notations. 

Notons k = dim V. Nous avons, pour chaque m E N, un homéomorphisme 

associé ern  et nous noterons par la suite 

= 0,(B7); 

Sm = em(Sin ); 

où, nous le rappelons, Bln est la boule fermée de rayon 1, centrée en 0, dans ilrn 

et ST est le bord de Br dans le. Posons 

Am  = th E C(Dm, graphF) h est équivariante, hls„, = id et h2(x, < cl; 

F j  = th(D, 	\Y) h E Am, m > j, Y E E, ry(Y) < m — j}. 

Proposition 4.2. La famille IF iEN  définie plus haut possède les propriétés sui-

vantes : 

(1) ri  0, pour tout j G N; 

(2) Pi+1 C Fi; 

(3) si çb : graphF —> graphF est continue et équivariante, Sm = id pour 

tout m > j et 02(x, c) < c, alors 0 : ri  —› 

(4) si P e Fi, Z E ,y(Z) < s < j, alors P \ Z E 

DÉMONSTRATION. (1) Clairement, Ai 	Ø. En effet, id E Ai et ce pour tout 

j G N. De plus, on a toujours 0 E E et -y(0) = O. On a donc ri O. 

(2) Si P = h(Dm \Y) G Fi+i, alors m > j + 1 > j, h E Am , Y E E et 

ry(Y) < m — (j + 1) < m — j. On a donc P E ri. 
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(3) Soit P e Fi  avec P = h(D,7,\Y) et soit ç e C(graphF, graphF) vérifiant 

les hypothèses de (3). Alors 0oh E C(Dm , graphF) est équivariante. De plus 

hI sm  = id et (0 0 h)2(x, < h2(x, c) < c. D'où qoh E Am  et qb. h(D, Y) = 

0(P) E Fi . Ce qui veut dire que çb : Fi  —› F. 

(4) Soit P = h(Dm \Y). Supposons tout d'abord que 

P \ Z = h(Dn.,\ (Y U h-1(Z))). 	 (4.1) 

L'ensemble h-1(Z) G E. En effet, soit (x, e 11-1(Z). On a h(x,c) C Z, d'où 

(-hi  (x, c), h2 (x, c)) E Z puisque Z G E. Puisque h est équivariante, h(-x, c) G Z, 

c'est-à-dire que (-x, c) G h-1(Z). Par la continuité de h et puisque Z est fermé, 

on a évidemment h-1(Z) fermé. D'autre part, puisque Z C (E\{0}) x R et que h 

est équivariante, h-1(Z) c (E\ {O}) x R. On a donc h-1(Z) e E. Puisque Y E E, 

on a Y Uh-1(Z) e E. Par la proposition 3.2, on a 

7(Y U h-1(4) < 7(Y) ± 7(h-1(Z)) 

<m-j+s=m-(j-s). 

Ce résultat, combiné à l'équation (4.1), nous donne 

P \ Z G ri_s. 

Il ne reste plus qu'à montrer que l'équation (4.1) est juste. On a 

h(Dn, \ (Y U h-1(Z))) = h(Dif ,\Y)\ Z. 	 (4.2) 

Donc 
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h(D,-,,\(Y U h-1(Z))) = P\Z C P\Z 	 (4.3) 



et 

P \Z C h(Dm \ (Y U h-1(Z))). 	 (4.4) 

Puisque Dm  est compact, on a que h(Dm  \ (Y U h-1(Z))) est compact. On a donc 

P\ Z C h(Dm \ (Y U h-1(Z))) = h(Dm \ (Y U h-1(Z))). 	(4.5) 

D'autre part, on peut déduire de l'équation (4.3) 

P\ Z D h(Dm  \ (Y U h-1(Z))) = h(Dm \ (Y U h-1(Z))) 	(4.6) 

par la continuité de h et la compacité de Dm. On déduit finalement des équa-

tions (4.5) et (4.6) l'équation (4.1). 

Nous avons le théorème d'intersection suivant qui nous permettra entre autre 

de borner inférieuremement les valeurs critiques trouvées. 

Proposition 4.3. Pour tout P G Fi, avec j > k, on a P n ( (aB p  n X) x 	O. 

DÉMONSTRATION. Soit P E F. L'ensemble P s'écrit alors comme h(D,, \ Y) 

pour un m > j et un Y E E tel que -y(Y) < m — j. Posons 

Ô = {(X,C) E Dmih(X,C) G B p  xR}. 

Par (I2)(ii) et les propriétés de h, il existe b<cER tels que (0, c) E Dm  et 

h(0, c) = (0, b) E Bp  x R; d'où Ô O. Soit Ô = em-1(Ô) et soit 0 la composante 

de Ô qui contient O. Puisque l'ensemble Dm  est borné, que /Pm  est un homéomor-

phisme et qu'il satisfait (12) (ii), on a que 0 est un voisinage dans IR', symétrique 

et borné. De plus, A = 	(ao) E E. Par la proposition 3.4, on trouve 7(A) = m. 

Supposons que 
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h(A) c OBp  x R 	 (4.7) 
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et posons W = {(x, c) E 	c) e Ori p  x 	E e. L'équation (4.7) nous 

donne A c W. Par (3) de la proposition 3.2, on a 7(W) > m. De plus, puisque 

0,7,1  : W 	lErn \ {0} vérifie (3.1), par définition, 7(W) < m et donc 7(W) = m. 

Par la remarque 3.3, 

y(W \ Y) > 7(W) — 7(Y) = m — (m — j) = j > k. 

Par la proposition 3.2(2), on a -y(h(W \Y)) > k et donc, par le théorème 3.5, 

h(W \Y) n (x x 

Puisque h(TV \ Y) c (P n (0Bp  x R)), on a 

P n ((.9.13 p  n X) x 	O. 

Il reste l'équation (4.7) à montrer. Par l'hypothèse (I2)(i), on a 

11x11 > p pour tout x tel que (x, c) E Sm. 	 (4.8) 

Supposons qu'il existe (x, c) E A tel que h(x, EBp  xR. Si '/P77,1(x, Eein , 

il existe un voisinage N dezp,,7,1(x, c) tel que h(0,,,(N)) cBp  xR. On a donc N CO 

et, par conséquent, (x, c) « A = 0,(e30). Donc nécessairement 0,7,1(x, c) E S,m, 

c'est-à-dire que (x, c) e Sm,. Sur Sm, h(x,c) -= (x, c). Puisque (x, c) E Sm  et 

h(x , 	Ehp  xR, on a 1141 = 	< p, ce qui contredit l'équation (4.8). 

L'équation (4.7) est donc vérifiée. 

Pour chaque j E N, posons 

ic • = nf max R-R(P) E R U 
PF 

(4.9) 

Nous allons montrer que si 0 ç Z2-K pour tout c > a, on a que les ci  ainsi 

définis sont des Z2-valeurs critiques de F et que cette suite n'est pas bornée 
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supérieurement. Du théorème d'intersection précédent, on obtient aisément une 

borne inférieure pour les ci  avec j > k. 

Corollaire 4.4. Si j > k, alors ci  > a > O. 

DÉMONSTRATION. Pour tout P E ri, avec j > k, on a P n ((a.B p  n X) x 	0, 

par la proposition précédente. D'où, par (I1), 

max7R(P) > 7R(((aBp n X) x R) n > a. 

On a donc cj  = inf max7r3z (P) > a > O. 	 D 
PEri  

Proposition 4.5. Si j > k, c = 	= ci +p  = c et 0 « Z2-K,, alors 

7(z2-Kc x {c}) > p +1. 

DÉMONSTRATION. Par hypothèse, 0 « Z2-K. Par 7Z2-(PS)e, Z2-K, est compact. 

Par (5) de la proposition 3.2, on a que ry(Z2-K, x {c}) est fini. Supposons que 

x {c}) < p. Il existe 8 > 0 tel que -y(Bd (7Z2-K, x {c})) < p. Posons 

0 = int(Bj(Z2-K, x Id)) et eo  = 	Par le théorème 2.6, nous obtenons un 

E E (0, eo) et une fonction 77 : graphF X [0,1] --> graphF telle que 7)(., 1) est 

équivariante et rh((x, c),1) < c. Choisissons P E Fi+p  tel que 

max 7rR  (P) < c+E.  

Puisque P E Fi±p  et que -y(Bb(7L2-Ke  x {c})) < p < p + j, par (4) de la propo- 

sition 4.2, on a P \ 0 E F. Par hypothèse, 7r (Sni ) < 0 et c — 60  = c— > O. 

Par (3) du théorème 2.6, on a ri((x,b),1) = (x, b) pour tout (x, b) G Sm . 

La fonction 77(., 1) vérifie donc les hypothèses de la proposition 4.2(3) et donc, 

ri(P\0,1) e F. D'où, par la définition de ci , 

c = ci  < max zuz(n(P 	1)). 
	 (4.10) 



D'autre part, par (4) du théorème 2.6, on a 

7)(P \ 0,1) c 77(graphF n (E x (—oo,c+ Ell\0),1) c E x (—oc, c — 

ce qui contredit (4.10). On a donc -y(7Z2-K, x {c}) > p + 1. 

Si 0 « 7Z2-K, pour tout c> a, nous obtenons une suite de valeurs critiques. De 

plus, en vertu de la proposition précédente, nous obtenons également l'existence 

d'une infinité de points critiques. Il ne reste plus qu'à montrer que cette suite est 

non bornée. 

Proposition 4.6. Si 0 « 7Z2-K, pour tout c > a, la suite (ci ) obtenue tend vers 

l'infini lorsque j tend vers l'infini. 

DÉMONSTRATION. Par la proposition 4.2, ri+„ c F. Puisque 

= inf max7nR(P), Per;  

on a clairement ci±i  > ci . Supposons que la suite soit bornée supérieurement. Elle 

est convergente, c'est-à-dire ci  • 	 é e [a, oo[. Si ci  = -é à partir d'un certain 
i-400 

j assez grand, -y(Z2-K) = oo par la proposition 4.5. Or, en vertu de Z2-(PS)é, 

Z2-K est compact et donc ry(Z2-KE  x {E}) < oo, contradiction. Par conséquent, 

on doit avoir ci  < é pour tout j E N. Posons 

= {(u, b) E graphF c k+i  < b ê,ld z ,F1(u,b) =- 

La condition de 7Z2-(PS), implique que K est compact. Par hypothèse, K C 

E \{O} x ilR, donc K e S. Par la compacité de K, -y(1C) < œ. De plus, il existe 

un 8 > 0 tel que 7(135(K)) = y(K) q. Posons 
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s 	max fq, k + 1}. 
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Si on pose 0 = 136 (1C), nous pouvons appliquer le théorème 2.6 avec l'ouvert Ô, 

eo  = é— c, et c = é. De la même façon que dans la preuve de la proposition 4.5, 

il existe une déformation n telle que 

n(graphF n E x (—oo, é + e]\0,1) C E x (—oo, é— El. 

Soit j E N tel que ci  > é— E et soit P e Fi+, tel que max rilz (P) < é+ E. Puisque 

P E Fi+s  et que 7(0)=q<s<j+s, on a de nouveau P \ O E ri+s_s  = F. 

Encore une fois, puisque — eo  = c, > ck+i  > a > 0 et que zR(S,i) < 0, on 

a que la déformation 7/(., 1) = id sur Sm  et donc n(P \ 0,1) e ri  par (3) de la 

proposition 4.2. On a donc 

ci  < max 7nR(77(P \ 0, 1)) < 	E < Ci 

qui est une contradiction. D'où ci  —› oo. 	 D 

Avec les hypothèses du théorème 4.1, soit il existe c > a tel que 0 E Z2--K 

ou alors, par les propositions 4.5 et 4.6, il existe une suite non bornée de valeurs 

critiques. Le théorème 4.1 est ainsi démontré. 



Chapitre 5 

APPLICATION 

Dans ce chapitre, nous montrerons une application du théorème 4.1 aux in-

clusions aux dérivées partielles. Nous établirons un résultat d'existence pour le 

problème 

{

— A y(t) e G(y(t)) 	p.p. t e Q, 

y(t) = 0 	pour tout t G as2, 
où Q est un domaine borné de ur avec une frontière De lisse, n > 3 et G : R —› R 

est une fonction multivoque. 

Pour Tt -= 1 ou 2, on pourrait affaiblir la condition (1) du théorème 5.1 (voir 

Rabinowitz [20] pour plus de détails). 

Nous dirons que y est une solution faible de (P) s'il existe une fonction 

mesurable h telle que h(t) E G(y(t)) p.p. t E Q et 

In VyVw — hw dt = 0 

pour tout w E Hc1- (Q). 

(P) 



Voici le résultat principal de ce chapitre. 

Théorème 5.1. Soit G : IR —› R, une fonction multivoque, semi-continue supé-

rieurement à valeurs non-vides, compactes et convexes. Supposons que 

(1) il existe 1 < il < (n + 2)/(n — 2) et des constantes a,b tels que 

1G(x)1= max{lz1 : z E G(x)} _<_ a + ble pour tout x E R; 

(2) il existe 0 > 2 et R> 0 tels que pour tout x tel que lx1 > R, 

0 < 0 f x  G(y) dy < min(xG(x)) = min {xz : z E G(x)} ; 

(3) la fonction G est équivariante sous l'action de 7Z2. 

Alors le problème (P) possède une infinité de solutions distinctes. 

Pour arriver à faire la preuve de ce théorème, nous aurons besoin de plusieurs 

lemmes. Tout d'abord, nous introduirons les notations et définitions suivantes qui 

seront utilisées tout au long du chapitre : 

S(G) = Ig : R —› RIg équivariante sous l'action de Z21 

mesurable et g(x) E G(x) p.p. xl; 

S(y) = {h: Q —› R 1 h mesurable et h(t) E G(y(t)) p.p. tl. 

Les lemmes 1.12 et 1.13 impliquent que S(G) et S(y) sont non vides. 

g(x) = min{G(x)} et y(x) = max{G(x)}, 

J 9(y) = .1_[ 1v  2Y12  f o  Y  g (x)dx] dt. 

Considérons la fonction F : H(1(52) ---> R définie par 

F(y) = {cl il existe g E S(G) tel que J9(y) < cl. 
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o 



Lemme 5.2. La fonction Jg  : ni (Q) -› R est continue pour tout g e S (G). 

DÉMONSTRATION. Premièrement, Jg  est bien définie. En effet, on a que 

j9(y)=  I1Y2M2  f f Y  g (x) dx dt. 

On a bien que HO E R. Par l'hypothèse (1), on a 

32 

fi. Y 
Ig(x)1dx dt < f blyri  + â dt. 	 (5.1) 

n 

Puisque p, + 1 < (2n)/(n — 2), on a que Hð (Q) <—> L 1(Q) et donc 

/2  610'1  ± â dt < oo. 

En combinant le tout avec l'équation (5.1), on obtient que J9 (y) e R. 

De plus, si g E S(G), on a g e L(111) . En effet, soit K un compact. Par 

l'hypothèse (1), on a 

f K 1.9(x)Idz 5. f a + blx111  dx < oo. 
K 

Par le théorème 1.7, on a que la fonction v : R —> R définie par 

v(") = .1 g(x) dx 
o 

est continue. 

Soit (yn), une suite convergeant dans 14 (Q) vers y. L'inclusion continue de 

Hd(Q) dans L/1+1(Q) implique que yn  —> y dans L4+1(Q) et nous pouvons sup-

poser, sans perte de généralité, que y(t) ---> y(t) presque partout dans Q et qu'il 

existe h E /l'H-  tel que lyn(t)1 < h(t) presque partout dans Q. 

Par l'hypothèse (1), on a 11,(yn(t))1 < â + blyn (t)le+1 	â + blh(t)14+1  presque 

partout dans Q. 
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Par la continuité de v, v(y(t)) —› v(y(t)) presque partout. Par le théorème 

de la convergence dominée de Lebesgue implique que 

12  v(y(t)) dt --> f v(y(t)) dt 
n 

et donc J9(y) --> Jg(y). 
III 

Lemme 5.3. La fonction F est à graphe fermé et 7Z2-invariante. 

DÉMONSTRATION. Premièrement, la fonction F est invariante sous l'action de 

7Z2. En effet, soit c E F(y). Nous devons montrer que c E F(—y). Si c E F(y), 

c'est qu'il existe g E S(G) tel que 

On a aussi 

Jg(Y)= f n[ 12  

J9(-y) = fnre 

= f.['''' 
= f.[ 1' 12  

fo Y  g(x)dx]dt c. 

fo -Y  g(x)dxidt 

I: -g(-x)dx]dt 

fo Y  g (x)dx] dt 

par l'équivariance de g et donc J9(—y) < c, c'est-à-dire que c E F(—y). 

Soit {(yn, cn)} e graphF, une suite convergeant vers (y, c). Il existe donc 

{gn} dans S(G) telle que J9  (y)< cn. 
Puisque G est semi-continue supérieurement à valeurs compactes, on a que 

G[— k , k] est compact pour tout k > O. Fixons r E (1, oo). Puisque (g,2 ) est borné 

dans L([—k, k]) pour tout k > 0, nous déduisons l'existence de g E LL(1R) 
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telle qu'il existe une sous-suite que nous continuerons à noter (gri ) qui converge 

faiblement vers g G 17([—k, k]) pour tout k > O. De plus, nous avons 

g(x) E conv{g,,,(x),g,H4(x), ...} p.p. x E R 

Ceci avec le fait que gn  E S(G) et que G est semi-continue supérieurement avec 

des valeurs compactes et convexes implique que g(x) G G(x) p.p. x E R 

Sans perte de généralité, supposons que y(t) —> y(t) pour presque tout t e Q. 

On a 
fo  yri(t) 	 y(t) 

g ,i (x) dx —› f g (x) dx p.p. t E SI 
o 

Le théorème de convergence dominée de Lebesgue implique que 

L.Lyti(t) 	 y(t) 
gn(x) dx dt ---> f f g (x) dx dt. 

5-2 0 

D'où 

J9(y) 5_  lim J9 (y) < lim c„ = c, 
n-->oo 	 n—*co 

c'est-à-dire que F est à graphe fermé. 

III 

Pour y G 14(e), on définit 

A(y) = { a G H-1(Q) 1 h E S(y) tel que 

(a, w) = f VyVw — h(t)w dt Vw  
n 

où I-1-1(Q) = (1-4(S2))* est le dual topologique de 11(1(52) et (a, w) est le produit 

de dualité. Remarquons que y est une solution de (P) si 0 G .A(y). De plus, on a 

toujours A(y) O. En effet, soit h E S(y). Alors L(w) = ji, VyVw — h(t)w dt est 
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une application linéaire qui est bien définie. On a donc que L(w) = (a, w) pour 
a E  

Lemme 5.4. Soit y E Hð().  Alors il existe a E A(y) et w e I-10i(Q) avec 

1411 < 1 tels que 

= (ce,w) 	w) 

pour tout à G A(y). 

DÉMONSTRATION. Tout d'abord, par l'hypothèse (1), on a que .4(y) est borné. 

De plus, puisque G est à valeurs convexes, A(y) est convexe. En effet, supposons 

a1, a2  E ,4(y). On a alors que 

(Aai  + (1— Ma2 ,w) = vyVw dt — (Albi  ± (1 — A)h2 )w dt 

pour À E [0,1]. Puisque Àh1  + (1— A)h2  E S(y), on déduit que .,4(y) est convexe. 

Définissons K: A(y) x B1  —› A(y) x B1  par 

K ("ri, zi)) = {(a, w) e A(y) x B1  : (à, w) — (a, î) > 01, 

où B1  est la boule fermée de rayon 1, centrée en 0 dans 14(Q). Pour tout 

(à,rii)) E .4(y) x B1, l'ensemble K(à,z7;) est fermé et convexe. En effet, soit 

une suite (am, wm) G K(à, fi)) convergeant vers (a, w). Par la continuité de à, 

(à, w) — (a, fi)) = lim (à, wm) — lim (am, (v) > 0. Pour la convexité, soient 
771-4CO 

wi), (a2, w2) E K(à,W") et ÀG [0,1]. On a alors 

(à, Awi  + (1 — A)w2) — (Aai + (1 — A)a2, JI) = 

A((à, w1) — 	(v)) + (1 — A)((à, w2) — (a201))) O. 



n 
pour j = 1, 	,n. 

i=1 	
K 

i=1 

Ceci implique que 

E [(j=1 	i=1 
ifrui) —  

i=1 
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La fonction K est KKM. En effet, sinon, il existe (c i , '651), • • • ,(c,1 , Jin ) tels 

que 

conv{(61, 	(cin, trin)} e 
i=1 

ce qui veut dire qu'il existe Al , • • • , À, E [0,1] tels que EÀ = 1 et 

pour j 	1, 	,n. 

D'où 

ce qui est une contradiction. 

Par le principe KKM élémentaire (voir lemme 1.2), il existe (a, w) E K(à, 'Cu) 

pour tout (à, fi)) E A(y) x B1. On a donc 

(à, w) > (a, ib) pour tout (à, 	E À(y) x Bl • 

D'où 

(â,w) (a, 	= Mak-1. 

Le lemme suivant montre que les points critiques de F correspondent aux 

solutions faibles de (P). 

Lemme 5.5. Soient y E Hd(Q) et c E F(y). Alors il existe a e A(y) tel que 

11a11 11-1 5_ Idz2F1(y , c). 



37 

DÉMONSTRATION. Si Idz2F1(y, c) = oo ou si 0 E ,4(y), c'est clair. Supposons 

donc que idz2F1(y, c) 	oo et 0 « ..,4(y). Par le lemme 5.4, il existe a E .4(y) et 

1-/J- (Q) avec iltd 	1 tels que 

lcII = (a,1:/ ) ) 5- (,?î)V -6  C A(Y). 

Soit E < ila11211-1  . 11 existe w E C(P), lwlI < 1 et IP — w suffisamment petit tel 

que 

— e < (à, w) = f  VyVw — 	dt 	Vét-  e .4(y). 	(5.2) 

De plus, il existe 61  > 0 tel que pour tout (v, b) E 	51 (y , c)ngraphF) et s E [O, (51], 

on a 

s 	VvVw dt — f 
v

g(x)dxdt > 8(11a11H-1 —e) Vg S (G) avec J g(v) < b. 
st 	 -sw 

(5.3) 

En effet, sinon il existe (vn , bn) 	(y c), Sn -4 O, g, e s(G) tels que J g„(vn) 5_ bn 

et 

— E> 
1 
-- 

f vn 

V vnv w dt — 
Sn IQ vn-snw 

dxdt. 

Sur It w(t) > 01, on a 

f vn(t) vn(t) 

J gn(x) dx < 	g(x) dx. 

	

un(t)-snw(t) 	 Ivn(t)-snw(t) 

Sur {t I w(t) < 0}, on a 

f vn(t) 	 v„(t)-snw(t) 	 nri (t) 

	

gn(x) dx = — 	 gn(x) dx 	 g(x) dx. 
vn(t)-.9nw(t) 	 fvn(t) 	 14,(t)-snw(t) 

En combinant les trois dernières équations et (5.2), on obtient 
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1 	 fvn 

11(11111-1 — E > f VV TLVW dt — — 	 y(x) dx dt 
n 	 Sn f{t1w(t)>Olivn -sn w 

1 f 	ri 
g(x) dx dt 

Sn J {t1w(t)<0} Jun -snw - 

-> 
 f

VyVw dt — 	7g 	 g(y)wdt 
n 	 fi 	

(y)w dt —
t,w(t).?.01 	f{t1w(t)<0}- 

,  f VyVw dt — f ît(t)wdt 
n 	P 

> liall - E 

Où 

(t) = 	
(y(t)), si t E {w(t) > 0}; 

si t e {w(t) < 0}; 

ce qui est clairement une contradiction. 

Soit (5 = 	147,1. Définissons 

H: B((y, c), (5) n graphF x [0, 8] —> graphF 

par 

H ((v, b), s) = — sw, b — s(Mak-1 — 2E)). 

La fonction H est bien définie. En effet, soit g G S(G) tel que Jg(v) < b. 

Alors, par (5.3), 

Jg (v — sw) = Jg(v) — [s f vvvw dt — 	g dxdt] + f 
2 	

1Vw12dt 

< b — s(liall n--1—E)+ SE. 

On a donc H((v, b), s) e graphF. 
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Par la définition de la pente faible, on a donc que Hozi1H-1 — 2E < Idz2F1(y, c) 

pour e> 0 aussi petit qu'on veut. D'où 

11011H-1í dz2FI(Y, c). 

D 

Lemme 5.6. La fonctionnelle F satisfait Z2-(PS), pour tout c E R. 

DÉMONSTRATION. Soient (yn ) G H01(S2) et cn  E F (yn ) tels que 

cn —> c et Idz2F1(Yri, c.) --> O. 

Nous devons montrer qu'il existe une sous-suite (ynk ) qui converge dans 

Par le lemme 5.5, il existe an  E A(y) avec Ilan k-1 < Idz2F1(y„, cn ) et 

(a, w) = Vyn Vw dt — fhnwdt pour tout w E 14(Q)• 

Montrons tout d'abord que notre suite (yn ) est bornée. En effet, 

IVYn12  
2 	In LYn 

	 , 	, 

	

gn(x) dxdt — — (an, Yn) 	Yn) 
i3  

Yn 

n 	 n = 	— 	Yn 1 2  dt —(an  yn ) — f h y dt — f f g n(x)dxdt 
2 fi 	 nn 

52  0 

0 

( han  , 1 	1, 	, 	, 	1 gn(x)dx) dt ) f IV Ynl" 	c it + (an Yn) 2 	/(3 	S.2 	 f{t1 lyn(t)l<R} 	/3   

+ 	
hnyn 	fYn gn(x)dx) dt. 

ftllYn(t)1>R} 

Les deux derniers membres de l'addition sont bornés inférieurement. En effet, 

pour le premier terme, en vertu de l'hypothèse (1), G est borné sur [—R, R]. D'où 



(ha 
1 IY(t)l 	

n 	g n(x)dx) dt > — K 
1[ n< 	13 Jo 

D'autre part, en vertu de l'hypothèse (2), 

Or, 

hn Yn  g n(x) dx) dt 
lyn(t)1> 

> 	 (hnYn 
J{ti lyr,(t)1>R1 	/(3  

minlynG(yn)}  dx) 
dt . (5.5) 

{ min{ynG(yn)} = Yn1(Yn)  
YnF(Yn) Si yn < 0. 

Puisque hn  E S(Yn), on a g(Yn) 5_ hn g (Yn) et donc 

Yn (hn — min G(yn)) > 0. 

En combinant les équations (5.4), (5.5) et (5.6), on déduit que 

1 1 2  (0 
n5 	

y
n 

 ) 
73 )11Y + 0  

et donc, 

cn 	(-2 — — )11Y7d21 	
• 

1 

Puisque cn  converge vers c et que an  tend vers 0, on a que la suite (yn) est 

bornée dans 	(S-2) et donc, relativement compacte dans Di+1(Q), car p,+1 < 2*. 

On a donc une sous-suite convergente dans /l'El  (52) que nous noterons encore 

(Yn). Posons q l'exposant conjugué de p+1, c'est-à-dire que q = 	. On remarque 

qu'il existe une constante M telle que II hnIlLq 

l'hypothèse (1), on a que 

Ihn lqdt 5_ f -îqYnr +adt = bly nr 1  â dt < M < co 
st 
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(5,4) 

Si yr, > 0; 

(5.6) 

< M pour tout n. En effet, par 



pour tout n puisque (yn) converge dans Le'+1. 

Montrons maintenant que cette sous-suite converge dans 1-1(1-  (S2). 

lYn — Ym112  = f VYn(VYn VYm) f VYrn(7Yrn 7Yn) 

= (an, Yn Yrri) f hn(Yn Yrn) 

± (am, Yrn Yn) 	hrn(Ym — Y n) 

II ce.1111-1 II Yn — Y.II + I la.11H-1 IlYn — YmM 

+ My — Y.IlLy+1 + My n  — ym11 L , 

5_ 	+ 	+ 2MMy — 	--> O. 

Nous pouvons maintenant prouver le théorème 5.1. 

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 5.1. Pour pouvoir appliquer le théorème 4.1, 

il nous faut vérifier les conditions (I1) et (I2) ainsi que la condition Z2-(PS),. 

Pour cette dernière, le lemme 5.6 nous donne le résultat. Il reste les conditions 

(I1) et (I2) à vérifier. 

Par le théorème 1.6, il existe une base hilbertienne (e) >i  de L2 (Q) et il existe 

une suite croissante (vi)i>1  de réels avec vi  > 0 et vi 	oo tels que 

ei  E Hcl(S-2) n C"(Q) 

et 

— 	ei  = viei 	sur 5-2. 

Pour (I2), prenons les homéomorphismes lPrn  : Rm --> em (Rm) c graphF 

définis par 

empq.,• • • ,Am) 	cum(Aiei + • • • + Amem), Jg* (iirn(Alei + • • • ± Amem))) 
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D 



où 

{ 7g-(x) si x > 0 ; 

g(x)  

et /Lm  est une constante à déterminer. Montrons que ce sont bien des homéo- 

morphismes. Pour la bijectivité, il n'y a qu'à montrer l'injectivité, la surjectivité 

allant de soi. Puisque (ei) est une base hilbertienne de L2 (Q) et que H2)- (Q) c 

L2(Q), il existe une représentation de chaque élément de H2-, (S2) de la forme 

Aiei + • • • + 4ei, + • • • et cette représentation est unique. Par conséquent, si 

Soit maintenant (y, c) E En , = 0„,(Rm). On aura alors que y s'écrit de façon 

unique comme Alei  + ... Amem. On a donc clairement la continuité de la fonction 

inverse de Om . 
D'un autre côté, par le lemme 5.2, on a que Jg.(x) est continue. On a donc 

clairement la continuité de Orn . 

Montrons d'abord que (I2)(ii) est vérifiée. Prenons x = (À1,... , Am) G R.m. 

On aura alors 

= pm( —Àiei— • —Amem) = 	 • .+Amem) =  

Par la suite, 

1V(-2x)12 	g*(z) dz dt 
o 

L IV 42  = 	2 	f x  —g * (— z) dz dt 

L2 17 42  = 	2 	lx  g*  (z) dz dt 

= 7r1R (Oni (x)) 
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g* (x) = 

par l'équivariance de g*. 
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Montrons maintenant que (12)(i) est vérifiée. Soit p > 0 qui sera déterminé 

plus loin et posons 

= {y G ./1°. (S-2) 	y = E Aiei  avec (Ai , 	,.m) E aBn. 

On remarque que l'hypothèse (2) implique qu'il existe des constantes k,l > 0 

telles que pour tout y E R et pour tout g E S(G), 

il  g(x) > 	— /. 	 (5.7) 

En effet, si y> R, 

0 
 < f

Y 
G(x)dx < min(yG(y)) = y min(G(y)). 

On a donc 
min(G(y))  

< y . 

y — fo  mm(G(x))dx •  

En intégrant de R à y, on obtient 

(f min(G(x))dx 
log ( -É) < log 

foR  min(G(x))dx) 

On a donc 

R 
4)3  = (?) fo  min(G(x))dx 

< 1Y  min(G(x))dx 

<  f
Y 

g(x)dx. 

De la même façon, si y < —R, 

Y 
ilYie  5.. 	g(x)dx. 
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De l'équation (5.7), nous pouvons déduire que pour y ellj- (52) et pour g E S(G), 

Jg(t9Y) < f 02 1 °Y(t)12  
ist 	2 	

(klOy(t) — Odt ---> —oo 

	

quand 101—> cc. On peut donc choisir 	de façon à ce que 

JitrnyM > p et Jg.(12,,y) < 0 

pour tout y E 4,, car £7, est compact. 

	

Pour (11), choisissons V = eng{ el, 	, ek}, où k sera déterminé plus loin, et 

X = V I . Par l'hypothèse (1), pour tout y E1-4(S2), 

Jg(Y) n  	dx — 	101+1dx — 	 (5.8) 2 

Par l'inégalité de Wilder, on a 
a/2 

lyr-1 dt (f Y 2  dt) 	(f 12*  dt 
(p+1—a)/2* 

(5.9) 

où a > 0 est défini par 

	

(a 	it + 1 — a) 

	

—
2 	

+ = 1 
2* 

et 2* = 2n 
n-2 • 

Par la continuité de l'inclusion Ild (S2) (—> L2* (5-2), on obtient 

fçz 

a/2 
101+1  dt 	(I ly12  dt) 	 (5.10) 

De plus, puisque y e (eng(ei , 	, ek , on aura 

Y2dx v 	 vedx. 	 (5.11) 

En combinant les équations (5.8), (5.9), (5.10) et (5.11), nous obtenons que 

J9 (y) 	yj 12 	(3vcif-2111Y11114-1 ) — 
	 (5.12) 
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pour y E X. Ainsi, 

Jg(y) ?_ p2  G— (3Pk—,a, 2  p4—') — 
	 (5.13) 

pour tout y e 0.13g  n X. On peut choisir p = p(k) de façon à avoir le coefficient 

de p2  dans (5.13) égal à 1. On obtient donc 

1 
J9(y) -4 P`

„  (5.14) 

pour y E aB p  n X. Puisque vk  -› oo quand k ---> oo, on a que p(k) -› oo quand 

k -> oo. Choisissons donc k de façon à ce que 1p2  - (4  > O. Par conséquent, 

1 
Jg (y) > -

4
p2  - (4  c> 0 pour tout y E 5B n X 

et donc (11). 

Si nous parvenons à montrer que pour tout c> a, 0 « Z2-K, nous aurons le 

résultat. 

Tout d'abord, nous avons Jg(0) = 0 pour tout g E S(G) d'où (0, c) e graphF. 

Fixons g E S(G), puisque J9  est continue, on a qu'il existe e> 0 et un voisinage U 

de 0 dans Hi, (S.2) tel que Jg (U) < E G a. On a donc que U x c - () , c + () [ 

est un voisinage de (0, c) dans graphF, où c > a. Considérons la déformation 

C-E
,c+ 

C-E 
7-1: (Ux Je   	[) x [0, 1] _> graphF 

2 	2 

définie par 

	

= (v,b 	(c  2  	. 

c-E On a bien que c 	(C--E) =  E et donc (v, b (c-2E)t ) est bien dans graphF. 2 	2 

On a de plus que 7-12 ((v, b), t) = b c"-P et d((v, b), '1-/((v, b), t)) = 1111. On 
a donc ldz2F1(0, > 	> O. D'où 0 « Z2-.K pour tout c> a. 
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On a donc que la deuxième alternative du théorème 4.1 est vérifiée et donc 

il existe une suite non-bornée de valeurs critiques. Par conséquent, il existe une 

infinité de solutions distinctes. 	 0 



CONCLUSION 

Au cours de ce mémoire, nous avons présenté une généralisation du théo-

rème du col de la montagne invariant aux fonctions multivoques. L'application 

aux inclusions aux dérivées partielles ainsi que le théorème principal sont cepen-

dant restreints à une action de Z2 sur notre espace. Nous pourrions pour l'avenir 

pousser plus loin l'étude pour étendre le théorème avec une action d'un groupe 

de Lie compact quelconque. La mise en place d'une telle étude nous permettrait 

d'avoir différentes symétries et d'obtenir probablement plus d'informations sur 

les fonctionnelles et leurs points critiques. 

Nous avons choisi également de présenter une application relativement simple 

qui nous permettait de mettre en évidence l'application de la théorie. Cependant, 

nous pourrions développer également de ce côté et obtenir des résultats d'exis-

tence plus profonds. 

De plus, nous pourrions également étudier l'effet d'une perturbation qui dé-

truirait la symétrie de nos fonctionnelles dans une certaine mesure. Dans le cas 

univoque, certains théorèmes d'existence nous garantissent quand même l'exis-

tence d'une suite non bornée de valeurs critiques. 

En ce qui a trait à la notion de genre introduite au chapitre 3, son utilisation 

est évidemment limitée aux actions de 7Z2. Le développement d'outils nous per-

mettant de classer les ensembles dans E x IR pour une action plus générale reste 

encore ouvert. 
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