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SOMMAIRE 

Ce mémoire se veut une introduction à l'indice de Conley, un indice associé 

aux ensembles invariants d'un système dynamique. Nous désirons donner au lec-

teur une intuition géométrique de l'indice de Conley. Nous présentons l'indice de 

Conley d'homotopie et l'indice de Conley d'homologie. Ce dernier nous permet 

d'utiliser la théorie de l'homologie pour détecter les orbites connectant les diverses 

composantes d'un ensemble invariant isolé, comme les points stationnaires et les 

cycles. 
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INTRODUCTION 

La plupart des phénomènes naturels peuvent se modéliser par des systèmes 

dynamiques. Les systèmes dynamiques sont régis par une application continue 

qu'on appelle un flot. L'indice de Conley contribue à décrire ce flot. Par exemple, 

l'indice de Conley peut détecter les ensembles invariants associés au flot, tels les 

points stationnaires et les cycles. Plus précisément, un ensemble invariant est un 

ensemble contenant toute la trajectoire de ses éléments. Charles Conley avait la 

profonde conviction que les ensembles invariants sont essentiels à la compréhen-

sion des phénomènes naturels. 

Ce fut Ura et Kimura [23, 241 qui introduirent pour la première fois, en 1960, 

le concept d'ensemble invariant. Par la suite, cette idée a été reprise par Conley. 

C'est en 1967 que l'on put lire la première publication sur le sujet associée à 

Conley. En effet, cette année là, un étudiant de Conley, Robert Easton, déposa 

sa thèse de doctorat traitant des ensembles invariants. Dès lors et jusqu'à sa 

mort, en 1984, Conley travailla très étroitement avec ses étudiants sur ce sujet. 

Chacun d'eux apporta sa contribution à un moment ou à un autre à l'élaboration 

de la théorie de l'indice de Conley. Citons, en addition à Robert Easton, John 

Montgomery, Henry Kurland, Robert Franzosa et Konstantin Mischaikow. 

En 1978, Conley 121 publia un ouvrage basé sur une conférence donnée en 

1976 à Boulder au Colorado. Selon Mischaikow, ce document décrirait le plus 

fidèlement la vision des systèmes dynamiques de Charles Conley. 11 est à noter que 
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les preuves de certains théorèmes centraux, bien que sommairement présentées 

dans ce document, n'y ont pas été produites formellement. Les preuves complètes 

ne furent disponibles qu'en 1983 dans Kurland [11, 12, 13] et en 1984 dans 

Conley et Zehnder [4] et Franzosa [6]. 

En 1985, Salomon [221, avec une toute nouvelle approche, simplifia les dé-

monstrations de certains théorèmes jusque-là laborieusement démontrés. Le lec-

teur pourra trouver une comparaison des deux approches dans Kurland [14]. Puis, 

autour des années 90, Rybakowski [21] et Benci [11 introduirent la généralisation 

de l'indice de Conley aux espaces non-compacts. 

Ce mémoire se veut une introduction à l'indice de Conley. Dans son élabo-

ration, nous avons opté pour la simplicité. Nous désirons donner au lecteur une 

idée intuitive de l'indice de Conley, sans pour autant le perdre dans les détails 

d'une présentation plus approfondie. La théorie de l'indice de Conley nous amène 

à des résultats élégants et très visuels. C'est sur cet aspect que nous avons voulu 

mettre l'accent. Par conséquent, plusieurs graphiques sont présentés dans le but 

de donner au lecteur une intuition géométrique de l'indice de Conley et de ses 

applications. 

Par ailleurs, on ne peut trouver dans la littérature un texte regroupant tous 

les résultats présentés dans ce mémoire. Ainsi, nous avons réuni ces résultats 

dans le but de présenter la théorie de l'indice de Conley d'une manière claire et 

consistante. 

Ce mémoire se divise en six chapitres. Le premier chapitre introduit les no-

tions de base de la topologie générale et de l'homologie, des outils indispensables 

à la présentation de l'indice de Conley. Puis, la définition d'un flot est donnée. 
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Le deuxième chapitre nous amène à la définition de l'indice de Conley. L'indice 

de Conley étant un indice associé aux ensembles invariants, nous donnons la défi-

nitions de ces ensembles. Nous devons ensuite introduire les paires-indices, objet 

servant à définir l'indice de Conley. 

Les troisième et quatrième chapitres établissent l'existence et l'unicité de 

l'indice de Conley. L'existence de l'indice de Conley découle de l'existence d'une 

paire-indice pour tout ensemble invariant. On démontre l'unicité de l'indice de 

Conley par l'indépendance du choix des paires-indices. Pour ce faire, nous mon-

trons qu'à deux paires-indices correspondant à un même ensemble invariant, on 

associe le même indice de Conley. 

Finalement, les cinquième et sixième chapitres présentent la décomposition 

d'un ensemble invariant en sous-ensembles invariants qui ont eux-même un indice 

de Conley. À l'aide d'outils homologiques, nous obtenons des informations concer-

nant la structure d'un ensemble invariant, comme l'existence d'orbites connec-

tant les divers sous-ensembles invariants de la décomposition. Le cinquième cha-

pitre présente une décomposition simple, la décomposition en paire répulseur-

attracteur, tandis que le sixième chapitre donne une généralisation de cette dé-

composition, la décomposition de Morse. 



Chapitre 1 

PRÉLIMINAIRES 

Dans ce chapitre, nous ferons un survol des notations, définitions et théorèmes 

utilisés dans ce mémoire. 

1. QUELQUES NOTIONS DE TOPOLOGIE GÉNÉRALE 

Tout d'abord précisons le concept de voisinage. Soit X un espace topologique. 

Bien qu'habituellement un voisinage soit un ensemble ouvert, nous entendrons par 

voisinage de E c X un ensemble V C X tel que E c int V. Les voisinages seront 

tantôt ouverts, tantôt compacts. 

Lorsque nous parlerons d'une paire d'espaces topologiques (X, Y), nous sup-

poserons que Y est un sous-espace de X et pour un triplet d'espaces topologiques 

(X, Y, Z) nous supposerons aussi que Z est un sous-espace de Y. Rappelons qu'un 

espace pointé est une paire d'espaces (X, Y) avec Y = Ixol. Nous désignerons 

par f : (X, Y) —› (E, F) une application f : X —› E telle que f (Y) C F et 

similairement pour une application entre les triplets (X, Y, Z) et (E,F,G). 

Rappelons maintenant la définition d'un espace de Hausdorff. 
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Définition 1.1. Un espace topologique X est appelé un espace de Hausdorff si 

pour toute paire de points xi , x2  dans X tels que x1  0 x2, il existe des voisinages 

ouverts U1  et U2 de xi et x2  respectivement tels que U1  n U2 = O. 

Théorème 1.2. Soit r un espace compact de Hausdorff. Si A c F est un en-

semble fermé et U un voisinage ouvert de A, alors il existe un ouvert V tel que 

AcV cV c U. 

Théorème 1.3. Soit f : X —› Y une fonction bijective et continue. Si X et Y 

sont des espaces topologiques compacts alors f est un homéomorphisme. 

Tout au long de ce mémoire, ces deux propriétés seront primordiales, d'où la 

nécessité de travailler dans F, un espace topologique compact de Hausdorff. Pour 

la démonstration de ces résultats, nous référons le lecteur à Munkres [19]. 

Un autre concept important sera celui du quotient de deux espaces. Le lecteur 

pourra consulter Conley [2] pour plus de détails. 

Définition 1.4. Soit (X, Y) une paire d'espaces et soit 

X = { {x} : x e X\Y} U {Y}. 

Un ensemble B c X' est ouvert si la réunion de tous ses membres est un ouvert 

dans X. Le quotient des espaces X et Y noté X/Y est l'espace pointé (X', Ix0 1) 

où {xo} = Y. 

Définition 1.5. On définit l'application quotient q : X ----> X' par 

q(x) = [x] = 
{{x}, si x e Y; 

Y, 	sixEY. 
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On remarque que la fonction q est continue. De plus, si il est un ouvert dans 

X alors q(U) =U est un ouvert dans X. Notons que le quotient de deux espaces 

compacts est compact. 

Les derniers concepts discutés dans cette section sont ceux d'homotopie et 

d'équivalence homotopique. 

Définition 1.6. On dit de deux fonctions continues 

f: (X ,Y) —3. (E , F) et g: (X , Y) --> (E , F) 

qu'elles sont homotopes s'il existe une fonction continue 

H: (X x [0,1],Y x [0,1]) —› (E, F) 

telle que H(x, 0) = f(x) et H(x,1) = g(x) pour tout x dans E. La fonction H 

est alors appelée une homotopie. 

Définition 1.7. On dit que la paire d'espaces (X, Y) est homotopiquement équi-

valente à la paire (E, F), et on écrit (X ,Y) ,-, (E, F), s'il existe deux fonctions 

f : (X ,Y) —› (E , F) et g : (E , F) --> (X ,Y) 

telles que g o f est homotope à idl(xy)  et que f o g est homotope à idl(E,F), les 

applications identité sur (X, Y) et (E, F) respectivement. Les fonctions f et g sont 

alors des équivalences homotopiques et chacune d'elles est l'inverse homotopique 

de l'autre. On dit aussi que (X, Y) et (E, F) sont du même type d'homotopie. 

Il est possible de montrer que la relation , est une relation d'équivalence. 

Puisque certains types d'homopotie seront utilisés à quelques reprises dans ce 

mémoire, nous utilisons des notations particulières pour y faire référence. Le type 

d'homotopie du cercle pointé est noté El et celui de la sphère pointée est noté E2. 
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Nous énonçons maintenant un résutat concernant les équivalences homotopiques. 

Pour plus de détails, consulter Conley [2]. 

Lemme 1.8. Soient (Xi , 	i = 1,2,3,4 des paires d'espaces. Soit la suite 

(X1 , A1) 	(x2, A2)  13_24 (x3, A3)  144 (x4, A4)  

telle que f 32 ° f21 et f 43  0 f 32  sont des équivalences homotopiques. Alors f 21, f32 

et f43 en sont aussi. 

Démonstration. Soit 

: (X3, A3) —> (Xi, Ai) et f24 : (X4, A4) —÷ (X2, A2) 

les inverses homotopiques de f32  0 f21  et f43  0 f32  respectivement. Ainsi 

(fia ° f32) ° f21 = f13 ° (f32 0 f21) 

est homotope à idi(x1,A1), l'application identité sur (X1, A1). Aussi, 

f21 0 (f13 o f32) 

est homotope à 

(f24 ° f43 ° f32) ° (f21 ° f13 ° f32) 

(f24 ° f43) ° (f32 ° f21 ° f13) ° f32 

qui est homotope à idi(x2,A2), l'application identité sur (X2, A2). Donc f21  est une 

équivalence homotopique. La démonstration pour f32  et f43  est similaire. 

D 



2. QUELQUES NOTIONS D'HOMOLOGIE 

Un outil très utilisé dans l'étude de l'indice de Conley est l'homologie. Pour 

simplifier cette section, nous opterons pour une présentation axiomatique. Nous 

ne rappellerons que les définitions et les résultats dont nous aurons besoin. On 

pourra trouver une définition plus complète de l'homologie ainsi que les preuves 

des différents résultats de cette section dans Wallace [251. 

Soit (E, F) une paire d'espaces topologiques. On lui associe, pour chaque 

entier p > 0, un groupe abélien Hp(E, F), le groupe d'homologie, et à chaque 

application continue 

f (E, F) --> (r, F'), 

un homomorphisme 

: H p(E , F) —›  

l'homomorphisme induit. La suite {H p(E, F)} 0  est appelée le groupe d'homo-

logie gradué. 

Remarque. Les groupes d'homologie gradués H p(E, F) et H p(E I F) sont iso-

morphes. 

Définition 1.9. Soit 
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• • • °'«=. G i ±.> Gi+1 

une suite de groupes et d'homomorphismes telle que le noyau de q5,,;  est égal à 

l'image de Oi_ i  pour tous les i. On dit alors que cette suite est exacte. 



Définition 1.10. Le diagramme 

A 	B 

ik 	Ih 

D 

est dit commutatif si hoi=jo k. 

Voici quelques unes des propriétés importantes de l'homologie. 

Proposition 1.11. Soit f o g la composition d'applications continues. Alors 

(f o g). 	 f,, o g.. 

Proposition 1.12. Soit f l'application identité sur (E, F). Alors f, est l'homo-

morphisme identité sur Hp(E, F). 

Proposition 1.13. Soient Gc Fc E et soient i et j,, les homomorphismes 

induits par les inclusions 

i : (F, G) c---> (E, G) et j : (E, G) 	(E, F) respectivement. 

Alors il existe un homomorphisme 

: Hp(E , F) --+ H p_i(F, G), 

appelé l'homomorphisme de bord, tel que la suite 

--> H p(F, G) 2-1+ H p(E , G) 	H p(E , F) 	H p_i(F, G) ----> 

soit exacte. 

Proposition 1.14. Soient (X, Y, Z) et (E, F, G) deux triplets d'espaces et soit 

f : (X, Y, Z) 	(E,F,G) une application continue. Soient 8,, et Ô les homomor- 

phismes de bord associés aux triplets (X, Y, Z) et (E,F,G) respectivement, et soit 

15 



l'homomorphisme induit. Alors le diagramme 

a. H p(X , Y) 	Hp-i(Y, Z) 

If« 

H p(E , F) 	- H p_i(F, G) 

est commutatif. 

Proposition 1.15 (Propriété d'excision). Soient A et B deux sous-espaces 
de X. L'application 

i:(A,AnB)c-> (AUB,B) 

induit un isomorphisme 

: Hp(A, A n B) -+ H p(A U B , B). 

Proposition 1.16. Soient (X1 , Y1) et (X2, Y2) deux paires d'espaces disjoints. 
Alors 

Hp(Xi  U X2, Yi U Y2) = Hp(X1,Y1) Hp(X2, Y2)• 

Proposition 1.17. Si deux paires d'espaces (X, Y) et (E, F) sont homotopique-

ment équivalentes alors 
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H p(X,Y) = Hp(E,F) pour tout entier p > O. 

Nous énonçons maintenant quelques résultats concernant le calcul des groupes 

d'homologie que nous pouvons retrouver dans Conley [21. 



{z, si p = 0, 

0, sinon; 
= Hp({*}, tel) = 0 pour tout 

H(l) _ 
{ z 

0, 

si 	p = 1, 

sinon; 
H(E2)  _ p   

	

Z , 	si 	p = 2, 

	

l 0, 	sinon; 
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3. DÉFINITION D'UN FLOT 

Les systèmes dynamiques sont régis par une fonction continue, appelée flot, 

dont voici la définition. 

Définition 1.18. soit r un espace topologique compact de Hausdorff. On appelle 

un flot une application continue de F x IR dans F qui sera notée 0(7 , t) où -y • t 

est telle que 

(i) 0(-y , 0) = -y (ou -y • 0 = -y), 

(ii) 0(-y,t + s) = 0(0( - y , t), s) (ou 7 • (t+ s) = (-y • t) • s). 

Énonçons un résultat d'existence et d'unicité de solutions pour un système 

d'équations différentielles. Tout d'abord donnons la définition d'une fonction lip-

schitzienne. Le lecteur pourra consulter Rouché et Mawhin [20] pour plus de 

détails. 

Définition 1.19. On dit que la fonction e :Rn xR --> le est lipschitzienne dans 

Rn x R par rapport à la première variable s'il existe un nombre réel positif k tel 



que pour chaque (xi ,t) et (x2 ,t) dans e 

	

11P(xi, t) — '0(x2, t)I 	lek'  — x21. 

Théorème 1.20. Soit e(x,t) une fonction continue et lipschitzienne dans 

Rn x R par rapport à la première variable. Alors le problème 

	

x1(t) = '0(x(t), t), 	x(to) =--- xo 	 (1.1) 

a une unique solution x(t) = ri(t,to , x0 ) sur R. . 

Remarquons que 0(-y,t) = n(t, 0,-y) où 77 est la solution du problème (1.1), 

les conditions du théorème 1.20 étant vérifiées, est un exemple de flot. En effet, 

la solution est continue et les propriétés (i) et (ii) de la définition 1.18 découlent 

de l'unicité de la solution. 

Exemple 1.21. 

y' = —y, 

x(0) = xo, 

y(0) = Yo- 

La solution de ce système, 77(t, 0, (xo, yo)) : = (x0  et, yo  e-t) = (x(t, xo), Y(t, Yo)), 
est un flot. 

Nous supposerons dès maintenant et pour l'ensemble de ce mémoire qu'un 

flot 0 nous a été donné. De plus, nous conviendrons que R+ = [0, +co) et que 

18 

- = (—oo, 0]. r 



Chapitre 2 

DÉFINITION DE L'INDICE DE CONLEY 

Lors de l'étude de systèmes dynamiques, il est naturel de s'intéresser aux en-

sembles invariants, c'est-à dire, les ensembles qui contiennent toute la trajectoire 

de leurs éléments. Nous tâcherons donc de qualifier ces ensembles. 

Pour un système dynamique arbitraire, il est en général impossible de connaître 

précisément ses ensembles invariants. Nous associerons un indice à ces ensembles 

invariants afin d'obtenir des renseignements sur leur nature topologique. Nous 

appellerons cet indice, l'indice de Conley. 

À la section 1, nous nous familiariserons avec les ensembles invariants. Nous 

introduirons ensuite, à la section 2, la notion de paire-indice, qui conduira à la 

définition de l'indice de Conley. Finalement, à la section 3, nous définirons l'indice 

de Conley d'homotopie et l'indice de Conley d'homologie. Pour plus de détails, 

le lecteur pourra consulter Salomon [22] et Mischaikow [17]. 

1. LES ENSEMBLES INVARIANTS 

Nous définissons les ensembles invariants ainsi que quelques uns des termes 

relatifs à ces ensembles. Ces définitions reposent sur le concept de flot. 



Définition 2.1. Un ensemble S c F est invariant si S l = S. 

La figure 2.1 donne quelques exemples d'ensembles invariants. 

o 
(a) 	 (b) 

FIG. 2.1. 

Définition 2.2. Soit N c F. L'ensemble /(N) --= {7er:7•RcN1 est le 

sous-ensemble invariant maximal contenu dans N. 

Définition 2.3. Un voisinage isolant est un ensemble compact N cr tel que 

/(N) C int(N). Un ensemble S cr est un ensemble invariant isolé si S = I(N) 

pour N un voisinage isolant. 

N 

J , s 

A  r 
FIG. 2.2. 

Exemple 2.4. La figure 2.2 représente le portrait de phase de la solution du 

système d'équations différentielles de l'exemple 1.21. On peut voir que N est un 

voisinage isolant et S = I(N) est un ensemble invariant isolé. 

20 
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La proposition suivante découle directement des définitions. 

Proposition 2.5. Soient Ni. et N2  deux voisinages isolants inclus dans F tels 

que I(N1 ) = Si. et I(N2) = 82 . Alors 

(i) i(Ni  n N2) = Si n S2; 
(ii) si Ni. et N2  sont disjoints, alors I(Ni. U N2) = S1 U S2. 

La figure 2.3 illustre la seconde partie de cette proposition. En (a), 

/(Ni  U N2) = 51  U S2. Par contre, en (b), la condition N1  n N2  = 0 est vio-

lée et /(Ni  U N2) D Si U S2. 

(a) 	 (b) 

FIG. 2.3. 

2. LES PAIRES-INDICES 

Présentons d'abord deux notions essentielles à la définition de paire-indice. 

Définition 2.6. Soit N un sous-ensemble compact de F. Un ensemble K C N 

est dit positivement invariant relativement à N si on a 

-y e K, t > 0, -y • [0, t] c N 	-y • [0,1 c K. 

21 

En fait, cette définition signifie que si 7 est dans l'ensemble K alors sa tra-

jectoire ne peut sortir de l'ensemble K tout en demeurant dans l'ensemble N. La 
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figure 2.4 illustre ce concept. En (a), K est positivement invariant relativement 

à N. Par contre, en (h) il ne l'est pas. 

N 

/ / 

‹ ‹ 
(a) 	 (b) 

FIG. 2.4. 

Définition 2.7. Soient N1  et N2 deux sous-ensembles compacts de I' tels que 

N2 C N1. L'ensemble N2 est un ensemble de sortie pour N1  si on a: 

-y E Ni, -y • [0, +oo) ¢ Ni 	3t > 0 tel que -y • [0,1 C Ni et -y • t E N2. 

En d'autres termes, si -y a une trajectoire qui sort de l'ensemble N1, elle doit 

nécessairement passer par l'ensemble N2. En (a) de la figure 2.4, l'ensemble K 

est un ensemble de sortie pour N. 

Nous sommes maintenant prêts à définir une paire-indice. 

Définition 2.8. Soit S c 11  un ensemble invariant isolé. Une paire de sous-

ensembles compacts (N1, N2) de F est dite une paire-indice pour S si 

(0 Ni  \N2  est un voisinage de S dans r et S = /(cl(NAN2)), 

(ii) N2 est positivement invariant relativement à NI, 
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(iii) N2 est un ensemble de sortie pour NI. 

Exemple 2.9. À la figure 2.5, on retrouve le portrait de phase du système de 

l'exemple 1.21. En (a), (N1, N2) est une paire-indice pour l'ensemble invariant isolé 

S. Mais, en (b), (N1, N2) n'est pas une paire-indice pour S puisque N2 n'est pas 

positivement invariant relativement à N1. En effet, -y E N2 et 710, +oo[C N1\N2. 

N1 

J V  
/ 
/ A  r  / 

/ 
Na Na 

N1 

/ 

)7v 

/ 
N2 

A / 
N2 

(a) 
	

(b) 

FIG. 2.5. 

3. DÉFINITION DE L'INDICE DE CONLEY 

Nous définissons maintenant l'indice de Conley. Nous pouvons le définir de 

deux façons: l'indice de Conley d'homotopie et l'indice de Conley d'homologie. Le 

premier, le plus simple, nous aidera à visualiser ce que représente cet indice. Le 
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deuxième nous permettra, dans les derniers chapitres de ce mémoire, d'appliquer 

différents concepts de l'homologie à la théorie de l'indice de Conley. 

Définition 2.10. Soit S c r un ensemble invariant isolé. L'indice de Conley 

d'homotopie de S, noté h(S), est défini par: 

h(S) = [N1/N2] 

où (N1, N2) est une paire-indice pour S et [N1 /N2 ] est le type d'homotopie de 

N1/N2  le quotient des espaces N1  et N2. 

Afin d'établir la validité de la définition précédente, nous établirons au cha-

pitre 3 l'existence d'une paire-indice pour S. Ensuite, nous verrons au chapitre 4 

que si (N1, N2) et (Ns1, N2) sont deux paires-indices pour S, elles définissent le 

même indice de Conley d'homotopie de S. Donnons quelques exemples de l'indice 

de Conley d'homotopie. 

Exemple 2.11. A la figure 2.6, nous obtenons l'indice de Conley d'homotopie de 

S, l'ensemble invariant isolé de la figure 2.5(a). L'indice de Conley d'homotopie 

est alors celui du cercle pointé El . 

/ 7 7 7 7 7 7 7 

7 7 7 7 7 
7 7 7 

-- ...... CD - 

 

..............,.. o 

 

       

FIG. 2.6. 

Exemple 2.12. Considérons (N1, N2) une paire-indice pour le système dyna-

mique de la figure 2.7. On peut voir à la figure 2.8, qu'en identifiant N2 à un 
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point, il s'ensuit que l'indice de Conley d'homotopie est celui de la sphère pointée 
E2.  

N1 

..0 • Dr 

FIG. 2.7. 

FIG. 2.8. 

Définissons maintenant l'indice de Conley d'homologie. 

Définition 2.13. Soit S C F un ensemble invariant isolé. L'indice de Conley 

d'homologie de S, noté H(S), est défini par: 

H (S) = {Hp(Ni, N2)}cpe=0 

le groupe d'homologie gradué de (N1, N2) une paire-indice pour S. 



{z 	si p = 2; 
Hp(Ni, N2)P.-' lip(N1/N2) = H(E2 ) = 

0, sinon. 
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Remarque. Remarquons qu'il y a cohérence entre les deux définitions de l'indice 

de Conley puisque les groupes d'homologie de paires d'espaces homotopiquement 

équivalentes sont les mêmes. 

Exemple 2.14. Donnons l'indice de Conley d'homologie des exemples 2.11 et 

2.12. Dans l'exemple 2.11, nous avons H(S) = {Hp(Ari , N2 )}7=0  où 

{Z, si p = 1; 

0, sinon. 

Dans l'exemple 2.12 nous avons H(S) = Ilip(Ni , N2)1Z0  où 

Hp(Ni, N2)D'-, Hp(Ni/N2) = H( l) = 

Comme nous l'avons déjà mentionné, nous possédons souvent peu d'informa-

tions sur les ensembles invariants d'un système dynamique. Par conséquent, nous 

désirons obtenir des résultats concernant l'existence de ces derniers. Énonçons un 

résultat important qu'on appelle la propriété de Wazewski. 

Théorème 2.15. Si H(S) 0 0 alors S O. 

L'indice de Conley nous renseigne non seulement sur l'existence mais aussi 

sur la robustesse de l'ensemble invariant. En effet, comme le montre l'exemple 

suivant, il est possible que H(S) = 0 et que S 0 O. 

Exemple 2.16. À la figure 2.9, (N1, N2) est une paire-indice pour les ensembles 

invariants isolés S (fig. 2.9(a)) et Š = 0 (fig. 2.9(b)). Puisque (Ni., N2) est 

homotopiquement équivalente à (*, *), H(S) = H(Š) =- {Hp(Ari, N2)};°-0  = 

{Hp(*, *)}Z-o = O. 



N1 

>,  

> 

> 	 

>, 

/ 

/  
/ 
/  
/ 
/ 
/  

(a) 

N2 

N1 

> 	 

> . - 

/ 

/ 

/ 

/  
./ 
/ 

/  
> 

>. 

> 

>. 

> 

N2 

(b) 

27 

FIG. 2.9. 



Chapitre 3 

EXISTENCE DE PAIRES-INDICES 

Dans ce chapitre, nous établissons l'existence de paires-indices pour les en-

sembles invariants isolés et ainsi l'existence de l'indice de Conley. Le lecteur pourra 

trouver les preuves du théorème et des différents lemmes dans Conley [2]. 

Théorème 3.1. Soient N un voisinage isolant pour S un ensemble invariant 

isolé, et W un voisinage ouvert de S. Alors il existe (N1 , N2 ) une paire-indice pour 

S telle que Ni. et N2 sont inclus dans N et positivement invariant relativement à 

N. De plus, on a cl(Ni\N2 ) c W. 

Pour en faire la démonstration, nous devrons tout d'abord introduire quelques 

notations. 

Notation: A+ (N) = {y: 7 • le c N} et A-  (N) = {y: 7 • Et-  c N}. 

Remarque. Si on note 7 • t = (y,0 t) = Ot(7) alors 

A+ (N) = n  ,( N ). 
t E [0,+00) 

Donc A.±(N) est un ensemble fermé inclus dans N un ensemble compact. Ainsi, 

A+ (N) est compact. De la même manière, A-  (N) est compact. Le sous-ensemble 
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invariant maximal de N étant l'intersection des ensembles A-E(N) et AIN), il 

est alors lui-même compact. 

Lemme 3.2. Si K est un ensemble compact inclus dans N un voisinage isolant 

et s'il est disjoint de l'ensemble A(N) (respectivement AIN)) alors il existe 

"f E R+ tel que 

E K 	7 • [0,t] N (respectivement 7 • [—f, e N). 

Démonstration. Prenons 7 E K. Puisque K n A(N) = 0, il existe t,y  G e 

tel que 7 • t.), E \N, qui est un ouvert. Nous pouvons alors choisir un voisinage 

ouvert U.-y de 7 tel que U.7  • c r\N, par continuité du flot. 

À l'aide de ces voisinages, nous pouvons former un recouvrement ouvert 

{U.1, : y e K} de l'ensemble K. Puisque K est un ensemble compact, il existe 

un sous-recouvrement fini U. U.7„ • • • , U. Soit 

= max 
i=1,... ,n ' 

Nous pouvons alors dire que -y • [0, e N. La démonstration de l'autre cas se fait 

de manière similaire. 

D 

Soit Z un ensemble compact inclu dans N un voisinage isolant. Nous noterons 

P(Z, N) l'intersection de tous les ensembles compacts inclus dans N, contenant 

Z et positivement invariants relativement à N. L'ensemble P(Z, N) sera crucial 
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dans la démonstration du théorème 3.1. Les résultats suivants établissent quelques 

propriétés de P(Z, N). 

Lemme 3.3. Si Z c N est un ensemble non vide, alors P(Z, N) est compact, 

contient Z et est positivement invariant relativement à N. De plus, c'est le plus 

petit ensemble compact ayant ces propriétés. 

Démonstration. L'ensemble N est compact, contient Z et est positivement in-

variant relativement à N. Ceci implique que P(Z, N) contient Z. Ainsi, P(Z, N) 

est un ensemble fermé inclu dans N un ensemble compact. Il est donc lui-même 

un ensemble compact. 

Il ne reste qu'à démontrer que P(Z, N) est positivement invariant relative-

ment à N. Prenons y dans P(Z, N) tel que -y • [0, t] c N. Nous savons que 

P (Z , N) = n  Ki, 
77E, 

où 1(77  est positivement invariant relativement à N. Nous avons alors la suite 

d'implications suivantes: 

-y E K,„ V77 e / = y • [0, t] c KT, Vi7 e / = y • [0, t] c P(Z, N). 

Ainsi, P(Z, N) est positivement invariant relativement à N. 

Soit Z un sous-ensemble compact de N. Notons 

Q(Z, N) = {-y E N : 3t1  > 0 tel que y • [--e, 0] c N et y • —ti  E Z}. 
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Lemme 3.4. Soit Z un ensemble compact inclus dans N. Si pour tout p, e 
N\Q(Z,N) on a 

sup{ t : p, • [—t, 01 c N et 3ot e Z tel que a • [0, t] C N} < +po, 

alors Q(Z, N) = P(Z, N). 

Démonstration. Montrons que Q(Z, N) est positivement invariant relativement 

à N. Soit 7 e Q(Z, N) tel que y • [0, t] C N et soit e > 0 tel que 7 • [—e, 0] C N 

et 7 • —t E Z. En prenant un s quelconque dans l'intervalle [0, tl, nous pouvons 

écrire 

(-y . s) • [—e — s, 01 = y • [—e, 0] U 7 • [0,81 C N. 

D'où 7. s E Q(Z, N). Il s'ensuit que 7 • [0, t] C Q(Z, N) et donc que Q(Z, N) est 

positivement invariant relativement à N. 

Montrons que Q(Z, N) C P(Z, N). Supposons le contraire c'est-à-dire qu'il 

existe 7 E Q(Z, N)\P(Z,N). Ainsi il existe e > 0 tel que 

,•Y = y • —e c z et 71  • [0, 1.1, • [—e, 01 c N. 

Or, yle Z c P(Z, N). Nous pouvons alors conclure que 7' • [0, t] c P(Z, N) 

puisque que P(Z, N) est positivement invariant relativement à N. Nous obtenons 

alors une contradiction puisque ^y' • e .,), doit alors appartenir à P(Z, N). 

Montrons maintenant que Q(Z, N) est fermé. Soit p E N\Q(Z,N) et notons 

t(p) = supl t : p • [—t, 0] C N et 3a e Z tel que a • [0, t] c N} < +co. 
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Puisque N est fermé, y • [—t(p), 0] c N. Or, p e Q( z,N), ce qui implique 

que 

ii • [-t(P), 0] n z = O. 

Puisque l'ensemble N\Z est ouvert relativement à N, nous pouvons choisir W 

un voisinage ouvert de p • [—t(p), 0] (théorème 1.2) tel que 

p • [—t(p), 0] cWcWc N\Z 

et donc W n Z = 0. Il est alors possible de trouver -i > t(p) et U1  un voisinage 

ouvert de p tel que U1  • [—ri, 0] c W (le flot étant une fonction continue) et donc 

(II-HOnZ=0. 	 (3.1) 

Par définition de t(p), p • [—i, 0]  e N ou a • [0, i]  e N pour tout a e Z. Nous 

traiterons ces deux cas séparément. 

1" cas: p•[—i, 0] e N. Il est alors possible de trouver t e ]t(µ), -i] tel que p•—t « N. 

On peut alors choisir U2  un voisinage ouvert de p tel que U2  • —t nN = 0 

(théorème 1.2). Maintenant, posons U .U1  n U2  ce qui implique que 

U • [—i, o] n z 0 et U • —t nN=0. 	 (3.2) 

Nous pouvons voir que U n Q(z,N) = 0. En effet, supposons qu'il existe 7 e 

U n Q(Z,N), et soit e > 0 tel que 7 • [—t1 , 0] c N et 7 • —e E Z. De (3.2) on 

déduit que t> e > i ce qui est contradictoire. 

2ième cas: a • [0, i] çt N pour tout a E Z. Dans ce cas, U1  n Q(z,N) = O. En effet, 

supposons qu'il existe 7 e ui nQ(z, N), alors il existe e > 0 tel que 7.[—e, 0] c N 

et 7 • —e e Z. D'où e < i, ce qui contredit (3.1). 
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Nous pouvons alors conclure que Q(Z, N) est un ensemble fermé dans N et 

donc compact. Nous avions déjà montré qu'il était positivement invariant relati-

vement à N. D'où P(Z, N) c Q(Z, N) et donc P(Z, N) = Q(Z, N). 

El 

Proposition 3.5. Soient Z un ensemble compact et N un voisinage isolant tel 
que Z c N. Si Z n A+ (N) = 0 alors P(Z,N) n A+(N) =-- 0. 

Démonstration. En vertu du lemme 3.2 il existe 

te i 	tel que y • [0, t] e N pour tout 7 E Z. 	(3.3) 

Ceci implique que pour tout it E N, 

sup{ t: p • [—t, 0] c N et 3 a E Z tel que a • [0, t] C N} < +oc) 

et donc que 

P(Z, N) = Q(Z, N) 

par le lemme précédent. 

Conséquemment, si 7 E P(Z, N), alors il existe e > 0 tel que 7 • [—e, 0] c N 
et y • —e E Z. De (3.3) on déduit que 7. —e • [0, il = -y • [—t, Í— e] çt N. Puisque 

7 • [—e, 0] c N et e < i alors 7 • [0,i-- e] e N. Donc, -y e A+ (N). Nous pouvons 

alors conclure que P(Z, N) n A±(N) = O. 

El 

Proposition 3.6. Soient N un voisinage isolant et V un voisinage ouvert de 
AIN) dans r. On peut choisir un voisinage compact Z de AIN) dans N tel 
que P(Z, N) C V. 
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Démonstration. Considérons N\V un ensemble compact inclu dans N. Par 

hypothèse nous avons 

N\V n A-  (N) = O. 

Le lemme 3.2 nous permet de trouver un -i E R+ tel que 

-y E N\V = y • [-i, 0] e  N. 	 (3.4) 

Prenons 7 e A(N). Nous traiterons deux cas. 

ler cas:  ,), • [0, t  ] C A(N) c V. Nous pouvons alors trouver U7  un voisinage 

ouvert de 7 tel que Ul, • [0,f] C V. 

2ième cas: 7 • [0, t] e  A- ( N ) . Ceci implique qu'il existe s dans l'intervalle [0, t] tel 

que -y • s « A.-  (N) et 7 • [0, s] C V. Nous pouvons ainsi trouver t G [0, .9] tel que 

(-y • s) • -t = -y • (s - t) e  N. 

Notons 4 = s - t. Nous avons 

4 E [0,i], y • [0, ty] c V et 7 • 4 e  N. 

Nous pouvons choisir U7  un voisinage ouvert de 7 tel que 

U-7  • [0, 4] C V et U.7  • 4 n N - O. 	 (3.5) 

De nouveau, pour tout 7 E A-(N), nous pouvons choisir V-y  un voisinage 

ouvert de 7 tel que V7  C V7  C U7  (théorème 1.2). Nous constatons alors que 

A ( N) c  U VI- 
-y E A- - (INT) 
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Puisque 21— (N) est compact, nous pouvons alors trouver un sous-recouvrement 

fini. Ainsi 

(N) c Vyi  C 
i=1 	i=1 

Puisque A(N) est inclus dans l'ensemble N, nous avons 

A— (N)cUV-yi nN=UK,),,:=Z. 

Nous avons bien que Z est un voisinage compact de A(N) dans N. 

D'autre part, si p E N\Q(Z, N) alors 

e A ( N ) , c'est-à-dire 	• (—oo, 0] 	N. 

Nous pouvons alors dire que 

supl t l p, • [—t, 0] C N et 	E Z tel que a • [0, C N} < +oc 

et ainsi, par le lemme 3.4, affirmer que Q(Z, N) = P(Z , N). 

Montrons maintenant que l'ensemble Q(Z, N) est inclus dans V. Soit y E 

Q(Z, N) et soit e > 0 tel que 

	

y • [—e, 0] c N et y • —e E Z. 	 (3.6) 

Nous traiterons deux cas. 

1" cas: si e > i, par (3.4), y E V. 

2i"ne cas: si e < t, par définition de Z, il existe i E {1,. , n} tel que 

—e e V7  c U. 	 (3.7) 
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Si 'yi  • [0, t] c A-  (N) C V alors Uyi  • [0, i] C V, et puisque nous avons e < 
E V. Si par contre 7i  • [0, i]  e A(N), alors en combinant (3.5), (3.6) et (3.7), 

on déduit que e < tyi . Il s'ensuit que 

= (7 • -e) • e e (Lit  • [O, t7 ] c V. 

Donc P(Z, N) = Q(Z, N) C V. 

D 

Nous sommes maintenant prêts à démontrer le théorème 3.1. 

Démonstration du théorème 3.1. Par hypothèse, l'ensemble S est inclus dans 

l'ouvert W n int N. D'autre part, par le théorème 1.2, nous pouvons trouver 0 
un ouvert tel que 

Sc0c0cWnintN. 

Soient u+ un voisinage ouvert de AIN) et V-  un voisinage ouvert de A(N). 
Prenons V1  un ouvert tel que 

C Vi  c V-\A(N) et A-  (N) c V1 u 0. 

L'ensemble U±\Vi  est alors un ouvert contenant AIN). Notons U = U-F\Vi et 

V=V1 u o. Ainsi, UnV c O. 

Conséquemment, U et V sont des voisinages ouverts de AIN) et A(N) 
respectivement tels que 

cl (U n V) COCWn int N. 
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La proposition 3.6 nous permet de choisir Z un voisinage compact de AIN) 

tel que P(Z,N) c V. 

Posons No  = P(Z, N), N2 = P(N\U, N) et N1  = No  U N2. Nous avons donc 

que N2 C N1 C N et que N1  et N2 sont des ensembles compacts positivement 

invariant relativement à N. 

Vérifions que (N1, N2) est une paire-indice. D'une part, nous avons que 

No  c V No  \N2  C V. 

D'autre part, nous avons que 

N\U C N2 N \ N2 C U No \ N2 C U. 

Ceci implique donc que 

N0\N2 =N1\N2 cUnV. 

Il s'ensuit que 

cl(Ni  \N2) c cl(U n V) c W n int N c W. 

Puisque N\U est un ensemble compact inclus dans N et que 

N\U n A+ (N) = 0, 

nous pouvons appliquer la proposition 3.5. Ainsi P(N\U, N) n A(N) = Ø. D'où 

A+(N) C N\N2. 

Par ailleurs, AIN) C Z C No C Ni.. Nous avons alors que 

S = A+ (N) n A-  (N) C N\N2 n N1 = N1\N2 c cl(Ni\N2) c int N c N, 



et donc que 

1.(cl(NAN2)) = S. 

La condition (i) de la définition 2.8 est alors vérifiée. 

Vérifions maintenant que N2  est positivement invariant relativement à N1. 

Nous savons que l'ensemble N2  est positivement invariant relativement à N. 

Puisque N1  C N, l'ensemble N2  est aussi positivement invariant relativement 

à Ni.. 

Finalement, vérifions que N2  est un ensemble de sortie pour Ni.. Prenons 

y e Ni. et t> 0 tels que -y • t e Ni. On définit 

i= supl s I 'y • [0, s] c N1\N2}. 

Par définition de i, et puisque cl(Ni\N2) C int N, il existe e > î tel que 

-Y • [0, t'] C N et -y • t' e Ni\N2. 

Mais Ni. =-- No  U N2  est positivement invariant relativement à N, ce qui implique 

que -y • [0, el c Ni, et donc que 'y • e C N2. Le théorème est ainsi démontré. 

13 

Considérons le système dynamique représenté à la figure 3.1. Les figures 3.2 

à 3.5 illustrent la construction d'une paire-indice pour l'ensemble invariant isolé 

S de ce système. Nous pouvons situer sur la figure 3.2 les ensembles A+ (N) 

et AiN) ainsi que les voisinages ouverts U et V. Nous voyons à la figure 3.3, 

l'ensemble No  = P(Z, N) C V pour Z un voisinage compact de A(N) et à 

la figure 3.4, l'ensemble N2  = P(N\U, N). Finalement, à la figure 3.5, nous 

38 
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obtenons, avec N1  = No U N2, une paire-indice (N1 , N2) pour l'ensemble invariant 

isolé S. 

J 

 

s  

»— 

  

   

FIG. 3.1. 

FIG. 3.2. 



FIG. 3.4. 

FIG. 3.5. 
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Chapitre 4 

INDÉPENDANCE DU CHOIX DES 
PAIRES-INDICES 

Dans ce chapitre nous verrons que l'indice de Conley d'homotopie d'un en-

semble invariant isolé S est bien défini. En d'autres mots, nous montrerons que 

deux paires-indices différentes d'un même ensemble invariant isolé ont le même 

indice de Conley. Pour ce faire, nous montrons que deux paires-indices pour un 

même ensemble invariant isolé S sont homotopiquement équivalentes. 

De plus, les groupes d'homologie de deux paires d'espaces homotopiquement 

équivalentes sont les mêmes. Par conséquent, l'indice de Conley d'homologie sera 

également bien défini. Le lecteur pourra retrouver l'ensemble des démonstrations 

de ce chapitre dans Conley [2] et dans Kurland [14]. 

Théorème 4.1. Soient (N1 , N2 ) et (ISI1 , .N.2 ) deux paires-indices pour l'ensemble 

invariant isolé S. Alors N1 IN2  est homotopiquement équivalent à Ñ1 /Ñ2. 

Pour faire la démonstration de ce théorème nous devrons introduire certaines 

notations ainsi que différents lemmes. 
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Notation. Soit (N1, N2) une paire-indice pour S un ensemble invariant isolé. 

Pour t e R+, 

.1\g.  ,-- {7 : -yi € Ni  tel que 7' • [0 ,t] C Ni  et -y' • t = -y} et 

./\r"t  = ty : 3 -y' E N2 et t e [0,t] tel que -y' • [-t' , 0] c Ni.  et -y' • -e...- 1,1. 

Lemme 4.2. Soit (Ni , N2 ) une paire-indice et soit t e R. Alors l'inclusion 

i : Nfl N2  c-> N11N2  est une équivalence homotopique et son inverse homotopique 

est donné par: 

f : N1 IN2  ---> NI/N2  

{[Y ' t], si 7 • [0, t] C Ni; 
bil 1---> 

Démonstration. On définit la fonction suivante: 

F: Ni / N2  x [0, 1] ---> Ni  /N2  

{

[-y • ut], si -y • [0, ut] c Ni. ; 

[N2], 	sinon. 

Montrons que la fonction F est bien définie. Si -y e N2 et -y • [0, ut] c N1  alors 

'Y • [0, ut] C N2 puisque N2 est positivement invariant relativement à Ni.. Ainsi, 

F([N2 ], a- ) = F([], a) = [N2]. 

Montrons que la fonction F est une fonction continue. Soit U un ouvert dans 

N1/N2. Montrons que F-1(U) est un ensemble ouvert dans N1/N2  x [0,1]. Posons 

Û = q-1(U) un ouvert. Nous traiterons deux cas. 

[N2 ], 	sinon. 

([7], a) 1--> 
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ler  cas: [N2] e U. Prenons ([-y], a) E F-1(U) ce qui veut dire que F([7],0- ) E U 

et donc que F([y], a) [N2]. Ceci implique que 

y• [0, at] C N1  et 7 • [0, at] n N2  = O. 

En effet, soit s E [0, ut] et 7 • s E N2. Si 'y • [0, 01] C N1  alors 

'Y ° [s, ut] C N2 et F([7],a) = [N2] 

et on a alors une contradiction. 

On choisit V C N1  un voisinage de 7 et el  > 0 tels que 

-V • [0, (o-  + ei)t] c Ni  et -V • [0, (o- + ei)t] n N2 = 0. 

Par choix, 

F ([7], cr) = [-y • (ft] E U et donc 7 • o-t E -Û. 

Puisque le flot est une fonction continue, on peut choisir Ô un voisinage de 7 et 

€2 > 0 tels que 

Ô • [(a - f 2)t, (a + E2 )t] C Ù. 

Alors, avec —MT = V n Ô et E = min{ ci , e2} on obtient 

-1/1-7 • [0, (o-  + e)t] C N1  et fe • [(a - e)t, (c,  + e)t] C Ù. 

Ainsi, W = q(W) est un voisinage ouvert de [-y] et F(W x (a - e, a + e)) C U. 

D'où F-1  (U) est un ensemble ouvert. 

2iènle cas: [N2] E U. Considérons 

fe = f(y, a) E NI X [0, 1] : -y • [0, at] n i\T 	0 ou -y • at e Cil. 
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Montrons que cet ensemble est ouvert. Si y• [0, a-t]n/V I'.  * 0 alors il existe s E (0, o-t] 

telle que 7 • 8 G N. Nous pouvons ainsi choisir Ô un voisinage de 7 et e > 0 tels 

que s — ei > 0 et 
_ 
0 • (s — e', s + e') C N. 

Choisissons e > 0 tel que s — e < (0- — e)t ce qui assure que si 0 E (a — E, a + e) 

alors 

ô • [o, ot] n Nic. 	0. 

Si, par contre, 7 • o-t E CT, on choisit comme dans le premier cas Ô un voisinage 

de y et e > 0 tel que 

Ô • [(a — e)t, (a + e)t] C U. 

Montrons maintenant que 

F([y], o- ) G U <4. (-y , o- ) E W. 

Supposons que F([7], or) E U. Si -y • [0, o-t] C N1  alors 7.o-t E Ù et donc (y, a) G W. 

Si y • [0, o-t] ¢ N1  alors 

7 • [0, o-t] n fvf 0 et (7, o- ) E W. 

Supposons maintenant que (y, a) E W. Si -y • [0, o-t] C Ni. alors -y • o-t e ii et ainsi 

F({-y], a) = [-y • o-t] E U. 

Si y • [0, ut] e N1  alors F([], 0") = [N2] E U. 

Ainsi, nous pouvons affirmer que F-1  (U) = W = q( W.) est un ouvert, d'où 

la continuité de F. 
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Maintenant, remarquons que la fonction F est une homotopie entre 

F0(.) = F (. , 0) = idiNi/N2 et F1(.) = F (. , 1), où iclINI /N, est l'application identité 

sur N1/N2. Aussi, remarquons que 

F(M/N2  x [0, 1]) C M/N2. 

En effet, soit ([7], 	e Nit /N2  x [0,1]. Si -y • [0, ut] C Ni  alors 

F([Y], u) = ['y • ut] E NUN2 

car -y E M implique 

7 • o-t • [—t, 0] = -y • [—t + ut, ut] C N1. 

Si -y • [0, cm e Ni  alors F([], u) = [N2] G NUN2. Ainsi, 

FINI/N2 x[o,1] Ni/N2 x [0,1] 	Al/N2 

est une homotopie entre idiNt/N2 , l'application identité sur M/N2, et F1iNUN2• 

D'autre part, remarquons que 

F1(N1/N2) C Nit./N2. 

En effet, soit [-y] E NI/N2. Si FI([]) = [N2] alors Fi(H) E NUN2. 
Si F1([7]) 	[N2] alors 

'Y • [0, C N1\N2  et F1([7]) = [. t]. 

Alors, puisque -y E Ni, on a -y • t E M et ainsi F1([7])  e  Ni/N2. 

Nous pouvons maintenant considérer la suite 

M/N2  N1/N2  4 M/N2  4 N1/N2 
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et remarquer que f 0i = Fl l isruN, est homotope à idl I NUN2  et i o f = F1  est homo-

tope à iclI NI/N2. Ainsi, par définition, i et f sont des équivalences homotopiques 

et chacune d'elles est l'inverse homotopique de l'autre, ce qui termine la preuve 

de ce lemme. 

E 

Lemme 4.3. Soit (N1 ,N2 ) une paire-indice et soit t E R. Alors l'inclusion 

j : N1 IN2  (—> N,/Nt  est une équivalence homotopique et son inverse homoto- 

pique est donné par io g, où i : 	N1 IN2  et 

g : NilAV --> MIN2 

{['Y ' t], sil( • [O,t] C NAN2; 
hl 1-> 

Démonstration. Montrons tout d'abord que la fonction g est bien définie. Si 

7 • [0, t] C N1\N2 , nous avons 'y • t e M.  et alors g([7]) = [7 • t] e NUN2. Si 

e Nt, nous avons 7 • e E N2 pour e E [0, t] et ainsi 

1,  • [O,t] e N1\N2 et g([7]) = [N2]. 

Si g([]) = [N2], alors 7 • [0,1 çt N1\N2 et -y • [0, n N2 	Ø. Ceci implique qu'il 

existe e E [0,1 tel que 

-y • e = 'y' pour 1/' E N2 et 'y • [0, e] C N et donc 	E 

D'où g([N21) = [N2] et [e] = .9-1([N2]). 

De plus, g est injective car si [71] = [N2][72] alors 

.9([71]) = [N2] 	9([72]) 

[N2], sinon. 
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et si [711, [72] 	[Nt]  et [71] 	[72] alors 

'Yi • [0, t] et 72  • [0, 	C N1\N2 

et ainsi 

g([711) = [71 • 	[72 • 	= g([Y21). 

D'autre part, si 'y E NI\N2 il existe 71E N1  tel que 

y' • [0,1 C N1\N2  et 71  • t = 7 donc g([71) = [7 • t] = [71, 

ce qui nous permet de conclure que la fonction g est surjective, et donc bijective. 

On montre que la fonction g est continue de la même manière que nous l'avons 

fait pour la fonction f définie au lemme 4.2. 

Enfin, puisque que N1/N2-t  et NUN2  sont des espaces compacts et que g est 

une fonction bijective et continue, g est un homéomorphisme. 

Considérons la suite 

N1/N2  4 N1 /N2-t 2+ Nf/N2  N1/N2. 

Nous avons go j=f et donc foi = go joi est homotope à idl Art /N2  (lemme 4.2). 

Ceci et le fait que g soit un homéomorphisme nous permet de conclure que 

joiog=g-logojoiog=g-l ofoiog 

est homotope à idl Ni/Ni-t. D'autre part, 

iogoj=iof 

est homotope à idlNi/N2  (lemme 4.2). Donc, par définition, i o g et j sont des 

équivalences homotopiques et chacune d'elles est l'inverse homotopique de l'autre. 

Cl 
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Lemme 4.4. Soit (N1 , N2 ) une paire-indice de S. Alors pour tout t E 	, N1 , Nt) 

et (M, N2 ) sont aussi des paires-indices de S. 

Démonstration. Puisque S = /(cl(Ni\N2)) et S c int(Ni\N2), si 7 E S alors 

'Y • [0,00[C int(Ni\N2) et donc -y e Nt. 

D'où S c int(Ni. \Ni-1 et S = 1(c1(Ni\Nn). 

D'autre part, il est évident que e est positivement invariant relativement 

à Ni. et que e est un ensemble de sortie pour Ni. car N2 jouit de ces deux 

propriétés. D'où (Ni., N;-t) est une paire-indice pour S. 

De même, on montre que (N, N2 ) est une paire-indice de S. 

Cl 

Lemme 4.5. Soient (N1 , N2 ) et (Ñ1 , Ñ2 ) deux paires-indices de S un ensemble 

invariant isolé. Alors il existe t> 0 tel que 

7 • [—t, t] C Ni. \ N2  =7 E .N.' i. \./ç/.2  et 

-y • [—t,t] C 1S‘r1\lçI2  =-y e N1\N2. 

Démonstration. Soit -y E K = N1\N2  Vint( -Ni. \5/2)). Puisque S c ine \/%), 

il existe tl  > 0 tel que 

-y • t y  E r\N1\N2  ou 7 • --ty  E r\N1\N2, 

sinon 

7 • [0,00[C N1\N2  et 7.] — oo, 0] C N1\N2, 

c'est-à-dire -y E S, ce qui est contradictoire. 



Par continuité du flot et puisque r\N1\N2  est ouvert, il existe un voisinage 

U7  de 7 tel que 

U7  • t7  C r\N1\N2 Ou U7  • —t7  C r\NM2 

et donc U7  • [-t7 , t7 ] e N1\N2. Ainsi, {U47E1(  forme un recouvrement ouvert de 

K dont on peut extraire un sous-recouvrement fini {U71 , 	, tf-rn}. Posons 

i= max{t7„ 	, t.,(„} > O. 

On a donc que si 7 • [—t,i] C Ar1\N2, y E /St1VV2. Similairement, on trouve t > 0 

tel que si 

-y • 	C 51M2 on a 'y E NAN2. 

Finalement, t = max{i, 	est le t cherché. 

D 

Nous sommes maintenant prêts à démontrer le théorème 4.1. 

Démonstration du théorème 4.1. Remarquons d'abord que 7 G Nt\Nit  si 

et seulement si 7 • [—t, t] C N1\N2. 

D'autre part, en vertu du lemme 4.5, il existe t > 0 tel que 

-y • [—t, c Ni\N2 	e /S.rs iVV2  et 

7 • [—t, C ./S‘T1\Ñ2  = 7 G N1\ N2. 

Nous avons donc les inclusions 

il  : 	---> /SV/Sr'2  et 

i2 	1S-if 1%-t  -÷ N1/ N2. 
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Nit iN2-t 	N1/Nt 

1,  

.1 
N1/N2 

i2 

 

Des lemmes 4.2, 4.3 et 4.4, on a les équivalences homotopiques suivantes: 

ft N1/N2-t  ---> Ni/N2-t , 	ft : /N" -› iVf/ 

gt  : Nt/N2-t  --> Nt/N2  et"jt  : Me2-t 	5/12. t/./Sr.'2. 

Considérons le diagramme commutatif 

N t  /N2  
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içie2 

  

ft 

   

IST-  12.  tilçr2  

Montrons que il  0 ft  o j est une équivalence homotopique. Considérons la suite 

Arf././S4-4 	N1/N2 	/ST1e2 22 >.‘e5 N1/N2. 

Remarquons que 

il 0 ft 0 0 i2 = î 0 jt 

est une équivalence homotopique. D'autre part, 

i2 oft ojoil 0ft 0j =iogt of t oj 

est aussi une équivalence homotopique. La conclusion découle du lemme 1.8. 



Chapitre 5 

PAIRE RÉPULSEUR-ATTRACTEUR 

Dans ce chapitre et le chapitre suivant, nous étudierons la structure d'un 

ensemble invariant. Un ensemble invariant peut contenir des points stationnaires 

ou des cycles. Ces derniers peuvent être reliés par des orbites appelées orbites 

connectantes. Nous voudrons les détecter. 

Nous verrons à la section 1, la décomposition d'un ensemble invariant isolé 

en paire répulseur-attracteur. Puis, à la section 2, nous verrons l'homomorphisme 

de connection pour une paire répulseur-attracteur. Cet homomorphisme nous 

permettra de détecter les orbites connectantes. Le lecteur pourra consulter Mi-

schaikow [17] et Franzosa [7] pour l'ensemble des définitions et démonstrations 

de ce chapitre. 

1. DÉCOMPOSITION EN PAIRE RÉPULSEUR-ATTRACTEUR 

Tout d'abord, nous introduisons certains concepts permettant de qualifier le 

comportement d'un ensemble à l'infini. 

Définition 5.1. L'ensemble w-limite d'un ensemble Y c r est 

w(Y) = /(c1(Y • [0, +oo))) = n  cl(Y • [t, +oo)). 
t>o 



52 

De manière similaire, l'ensemble co* -limite ou a-limite d'un ensemble Y C F est 

w*(Y) = /(c1(Y • (—oo, 0])) = n  cl(Y • (—oo, —t]). 
t>o 

Des exemples de ces ensembles sont donnés à la figure 5.1. En (a), w(Y) = B 

et w*(Y) = A, alors qu'en (b), w(Y) = Y et w*(Y) = Y. 

B 	• 

(a) 
	

(b) 

FIG. 5.1. 

Définition 5.2. Soit S c r un ensemble compact invariant et soit A C S. S'il 

existe U un voisinage ouvert de A dans S tel que A = w(U) alors A est un 

attracteur de S. 

Définition 5.3. Soit S c F un ensemble compact invariant et soit R C S. S'il 

existe V un voisinage ouvert de R dans S tel que R = w*(V) alors R est un 

répulseur de S. 

Il est utile de visualiser graphiquement ces concepts à l'aide de la figure 5.2, 

où S est le segment RA. 

Définition 5.4. Soit S C F un ensemble compact invariant et A un attracteur 

de S. On définit 

A* = {y E S : w(-y) n A = Ob 

le répulseur complémentaire de A dans S. 



FIG. 5.2. 

Définition 5.5. Soit S C F un ensemble compact invariant, A un attracteur de 

S et A* le répulseur complémentaire de A dans S. Alors {A*, A} est une paire 

répulseur-attracteur pour S et 

C {A* , Al = SVA* UA) 

est appelé l' ensemble des orbites connectantes de la paire {A*, A}. 

Nous pouvons nous convaincre aisément que si S est un ensemble invariant 

isolé, alors A* et A le seront également. On a donc obtenu une partition simple 

d'un ensemble invariant isolé S en sous-ensembles invariants isolés. La paire 

{R, A} de la figure 5.2 est un exemple d'une paire répulseur-attracteur. 

Définition 5.6. Soit {R, A} une décomposition en paire répulseur-attracteur de 

S un ensemble invariant isolé. Un triplet d'ensembles compacts (No, N1, N2) est 

appelé triplet-indice pour {R, A} si 

a) (N1, N2) est une paire-indice pour A, 

h) (No, N1) est une paire-indice pour R, 

c) (No , N2) est une paire-indice pour S. 
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Exemple 5.7. La figure 5.3 montre un exemple d'un triplet-indice, où S est le 

segment RA. 

No 	 N1 
	N2 

R A 

 

+ 	 

 

   

FIG. 5.3. 

La proposition suivante établit l'existence d'un triplet-indice pour une dé-

composition en paire répulseur-attracteur d'un ensemble invariant isolé. 

Théorème 5.8. Si {R, A} est une paire répulseur-attracteur de S, un ensemble 

invariant isolé, alors il existe un triplet-indice (No , N1 , N2 ) pour cette décomposi-

tion. 

Démonstration. Par le théorème 3.1, il existe (No, N2) une paire-indice pour 

l'ensemble invariant isolé S. En se basant sur une construction, que le lecteur 

pourra trouver dans Kurland [12], il est possible de trouver N1  tel que (N1, N2) 

soit une paire-indice pour l'ensemble invariant isolé A. De plus, nous pouvons 

choisir No  et N1  tels que N1  C No. Nous montrons que (No , N1 ) est une paire-

indice pour R. 

Vérifions que N1  est positivement invariant relativement à No. Prenons 7 G 

N1  tel que 7 • [0, t] c No . Si 7 • [0, 1 n N2 = 0 alors, puisque (N1, N2) est une 

paire-indice, on a 

'Y • [0, t] C Ni. 



Si par contre, -y • [0, t] n N2  0, nous posons 

e = min{ s > 0 : -y • 8 E N2}. 

Or, (N1, N2) est une paire-indice et donc 

-y • [0, tl] c Ni.. 

D'autre part, (No, N2) est aussi une paire-indice. Ainsi, le fait que 

-y • ti  E N2  et 7 • [t', t] c No, 

implique que 

-y • [t', t] C N2  C N1, et donc 7 • [0, t] C Ni.. 

D'où, N1  est positivement invariant relativement à No. 

Vérifions que N1  est un ensemble de sortie pour No. Prenons -y E No  tel que 

7 • [0, +oo) e No. Puisque (No, N2) est une paire-indice, il existe t > 0 tel que 

-y • [0, t] C No  et -y • t E N2 C Ni 

et donc Ni.  est un ensemble de sortie pour No. 

Finalement, vérifions la condition (i) de la définition 2.8. Remarquons que 

R n Ni. = O. En effet, si nous supposons le contraire et prenons -y E R n Ni.  nous 

obtenons 

-y • [0, +oo) CRC SC No. 

Or, Ni.  est positivement invariant relativement à No  et donc 7 • [0, +oo) c Ni.. 

Ainsi 

'Y • [0,+00) C R n N1  et w(y) c R n N1. 
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Mais S n N2 = 0 et donc R n N2 = O. Conséquemment, 

co(7) n N2 = Ø et w(y) c N1\N2. 

Mais A est l'ensemble invariant maximal dans N1\N2  et o.)(7) n A = O. Nous 

avons alors une contradiction, et ainsi R n N1  = O. Nous avons alors R C No\N1 

et donc que N0  \N1  est un voisinage de R. De plus A c int Ni. implique 

A n ci(No\Ni ) = O. 

Donc, puisque R C No\Ni., nous avons que R = /(cl(No  \Ni )) et la proposition 

est ainsi démontrée. 

2. HOMOMORPHISME DE CONNECTION 

Nous avons vu à la section précédente la décomposition d'un ensemble in-

variant en paire répulseur-attracteur. Nous voulons maintenant définir des outils 

permettant l'étude des orbites connectantes de cette décomposition. 

Nous savons, grâce à la proposition 1.13, qu'il existe une longue suite exacte 

associée au triplet-indice (No, NI., N2), 

Hp(Ni, N2) 224 Hp(ND , N2 ) 	Hp(No, N1) 	H9-1(N11 N2) -› 

Dans ce cadre, on appelle a* Phomornorphisme de conneetion pour la paire {R, A}. 

Étudions le cas où l'ensemble invariant isolé S = AU R, {R, A} étant une 

décomposition en paire répulseur-attracteur de S. Soit N un voisinage isolant tel 

que /(N) = S. Soient U C N un voisinage isolant de A et V c N un voisinage 

isolant de R tels que U n V = 0, i(u) = A et /(V) = R. Par le théorème 3.1, il 
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existe une paire-indice (Ne, Ne) pour A telle que Ne c Are c U et une paire-

indice (Ne, Ne) pour R telle que Ne c N c V. La proposition suivante nous 

permet de choisir un triplet-indice particulier. 

Proposition 5.9. Si {R, A} est une paire répulseur-attracteur pour un ensemble 

invariant isolé S = AU R alors 

(No, Ni, N2 ) = (Ne u , 	u Ne, N'24  U Ne) 

est un triplet-indice pour la paire répulseur-attracteur {R, A}. 

Démonstration. Tout d'abord, remarquons que 

NUN c Ne u e c Ne u e. 

Montrons que (Ne U N01 , N U Ne) est une paire-indice pour S. Vérifions la 

condition (i) de la définition 2.12. Nous avons 

1\1'14  u Ne \ N u Ne = NMIVe u NÔR\Ne. 

Puisque NMIVe est un voisinage de A et que .1\e\Ne est un voisinage de R, 

1\ri U N \ N U Ne est un voisinage de S = A U R. De plus, ci(ive\M n 

cl(Ne\Ne) = 0, et ainsi, par la proposition 2.1 (ii), 

1.(cl(Ne U N \ Ne U Ne)) = /(cl(Ne\Ne U Nj\Ne)) 

= /(c1(./VMAre)) U I (c1(.1eN)) 

= AUR= S. 

Vérifions que Ne U Ne est positivement invariant relativement à Ne U N. 

Soit 7 E N'21 U Ne et t > 0 tel que 7 • [0, C Ne U N. Puisque Ni4  et Ne sont 



disjoints, -y • [0, t] c Ne ou 7 • [0, t] c Ne et donc 

-y • [0, t] C Ne ou 'y • [0, t] c Ne. 

Vérifions que Ne U Ne est un ensemble de sortie pour Ne U N. Soit -y E 

Ne U Ne tel que 7 • [0, +oo) e Ne uNji. Puisque Ne et Ne sont disjoints et que 

Ne et Ne sont des ensembles de sortie pour Ne et Ne respectivement, il existe 

t> 0 tel que -y • t E Ne ou -y • t E Ne. 

De même, on montre que ( Ne u Ne, N,4 u Ne )  et (Ne U Ne, Ne U Ne) sont 

des paires-indices pour A et R respectivement. 

D 

Le théorème suivant donne une relation entre l'homomorphisme de connection 

et les orbites connectantes. 

Théorème 5.10. Soit {R, A} une décomposition en paire répulseur-attracteur 

d'un ensemble invariant isolé S. Si S = AU R alors l'hornomorphisme de connec-

tion a* associé est l'homomorphisme nul. 

Démonstration. Par la proposition 5.9, nous savons qu'il existe un triplet-indice 

(No, N1, N2) pour {R, A} de la forme 
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(No , N1 , N2 ) = (Ne U Ne, Ne U Ne, 1\44 u Ne). 



Dans ce cas, la longue suite exacte associée sera 

H p(Nri  U Ne, u Ne) 	H p(Ne U Ne U MR ) 

H p(Ne U 	u Ne) 	H p_1(Ne u Ne, u Ne) _› 

Les propositions 1.15 et 1.16 permettent d'obtenir les isomorphismes suivants, 

pour tout entier p > 0: 

H p(Ne u Ne, Ne u Ne) H (Nj4 , Ne); 

H p(Nj4 U NJ, Ne u Ne) Here, Ne); 

H p(Ne u N, Ne u Ne) H p(Ni , Ne) e H p(i e, Ne). 

Ainsi, la suite exacte est équivalente à 

—› H p(N A  , Ne) 	Mei", Ne) ED p  (N,R  , Ne) 

H p(e, Ne) 	, 

Remarquons que l'homomorphisme induit j*  est la projection de 

H p(Ni , Ne) ED H p(Ne, Ne) sur H p(N,e, Ne). 

Ceci implique alors que 

imj = H p(NJ , Ne) = ker 0* , 

par exactitude. Ainsi nous obtenons que l'homomorphisme a* est l'homomor-

phisme nul. 
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Le corollaire suivant illustre l'importance de l'homomorphisme de connection. 
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Corollaire 5.11. Soit IR, Al une décomposition en paire répulseur-attracteur 

d'un ensemble invariant isolé S. Si l'hornomorphisme de connection a* associé 

n'est pas l'hornornorphisme nul alors S AU R. 

En d'autres termes, ceci signifie que si l'homomorphisme de connection n'est 

pas nul, l'ensemble des orbites connectantes CIR, Al n'est pas vide. 



Chapitre 6 

DÉCOMPOSITION DE MORSE 

Comme dans le cas d'une paire répulseur-attracteur, nous serons intéressés à 

étudier la structure d'un ensemble invariant via cette fois une décomposition plus 

fine de notre ensemble invariant, la décomposition de Morse. Nous pouvons voir 

la décomposition de Morse comme une généralisation de la décomposition d'un 

ensemble invariant en paire répulseur-attracteur. 

Nous verrons à la première section, la décomposition de Morse. Par la suite, 

nous verrons à la section 2 les homomorphismes de connection associés à une 

décomposition de Morse et nous représentons les relations entre ces homomor-

phismes à l'aide d'un diagramme appelé tresse-indice. 

1. DÉCOMPOSITION DE MORSE 

Introduisons tout d'abord quelques définitions et notations concernant la dé-

composition de Morse. On pourra consulter Franzosa [7] pour plus de détails 

concernant cette section. 

Définition 6.1. Soit S c r un ensemble compact invariant. Alors une suite finie 

{ M(r) : r E Pl 



62 

d'ensembles compacts invariants dans S est une décomposition de Morse de S s'il 

existe une sélection ordonnée /ri, 	, 7„ de P telle que 

V-y G S\ U  M(7) 	i,j E {1, 2, ... , 	tels que i < j, 
rEP 

w*(7) C M(7r) et w(y) C M(ir). 

Toute sélection ordonnée de P avec cette propriété est dite admissible. Les en-

sembles M(r) sont appelés ensembles de Morse. 

Remarquons que chaque ensemble de Morse est lui-même un ensemble com-

pact invariant. Voici quelques exemples de décomposition de Morse d'un ensemble 

invariant isolé. 

Exemple 6.2. Soit S l'ensemble invariant isolé de la figure 6.1. L'ensemble 

IM(k) : k = 1, 	, 

est une décomposition de Morse de S. 

FIG. 6.1. 
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Exemple 6.3. Soit S c r un ensemble compact invariant. Soit A un attrac-

teur de S et A* son répulseur complémentaire dans S. Alors {A*, A} est une 

décomposition de Morse. 

Soit S c r un ensemble invariant isolé et supposons qu'une décomposition 

de Morse de S 

M = { M(7r) : 7r E Pl 

avec sélection ordonnée ri , 7r2 , 	,7rn  nous a été donnée. 

Notation. Si i < j alors 

M(7ri • • • ei) = 	E S w(7) w*(-Y) 	m(nk)}. 
1c=i. 

Remarquons que M(ri  ...ri) est un ensemble invariant isolé. 

Définition 6.4. On définit l'ensemble des orbites connectantes de la paire 

IM(7ri), M(zi )}, noté Cl/V1(7ri), M(ri)}, par 

C{M(7ri), M(7r5)} = M(7ri 	7r3 ) \ (M(7ri) U M(74). 

Définition 6.5. Une filtration-indice pour la décomposition de Morse de S 

M = {M(r) : r E Pl 

avec sélection ordonnée ri , 7r2 , 	, 7rn  est une suite d'ensembles compacts, notée 

N 	INklik1=0 , telle que (No, Nn) est une paire-indice pour S et (Ni_1, Ni ) est une 

paire-indice pour M(7ri  ...7ri) pour chaque i, j tels que 1 < i < j < n. 

Remarquons qu'un triplet-indice pour une décomposition en paire répulseur-

attracteur est un cas particulier de filtration-indice. Nous énonçons maintenant 
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un théorème d'existence de filtration-indice. Ce théorème est une généralisation 

du théorème 5.8. Les démonstrations de ces deux théorèmes montrant plusieurs 

similitudes nous omettrons la démonstration de ce dernier; nous réferrons plutôt 

le lecteur à Franzosa 171. 

Théorème 6.6. Soit une décomposition de Morse M de S c r un ensemble 

invariant isolé. Alors il existe une filtration-indice pour cette décomposition. 

Exemple 6.7. La figure 6.2 montre un exemple d'une filtration-indice. 

No 	N1 
	 N2 
	 N3 	 N4 

	N5 

M(1) M(2) a. M (3) • ).- M(4) • > 
M(5) 

- a a- - a • 

FIG. 6.2. 

Exemple 6.8. Soit S l'ensemble invariant isolé de la figure 6.3 et 

M = {M (k); k = 1, . . . , 4} une décomposition de Morse de S. Alors la suite 

d'ensembles compacts N = {Nk}Lo  illustrée à la figure 6.4 est une filtration-

indice pour la décomposition de Morse M. 
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Fia. 6.3. 

• M(3) 

. M(4) • M(4) 

• M(2) 	• M(3) 

• M(4) 

No 
	 N2 

	 N3 	 N4 

FIG. 6.4. 

2. TRESSE-INDICE 

Nous introduisons maintenant un outil fort utile pour synthétiser les infor-

mations contenues dans une décompositon de Morse. 

Définition 6.9. Soient S c r un ensemble invariant isolé et 

M = { M(7r) : 7r E PI 

une décomposition de Morse de S avec sélection ordonnée 7ri , 7r2 , 	,7r7,. Soit 

N = INe0  une filtration-indice pour cette décomposition. On appelle une 
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tresse-indice d'homologie pour la décomposition M un ensemble de groupes d'ho-

mologie gradués et d'applications entre ces groupes d'homologie ayant comme 

propriétés: 

(i) à tout intervalle / = ir... ir, 1 < i < j < n, on associe un groupe d'homo-

logie gradué H(I)= {Hp(/)}p+1, 

(ii) pour tous intervalles 

/ = 7ri  ... 	 J 	 K = 	• • • 7/ 

avec 1<i<j<k<l< n, il existe des applications i., j, et a, telles que 

le diagramme 
H +1(I) 	 H(K) 

H p(JK) 

H(J) 	 H p(IJK) 

(D) 	a. 	H p(IJ) 	 3* 

H 1  (K) 	 H(I) 

H p_i (JK) 	a. 

H p_i (IJK) 

commute et que les suites 
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• • • Hp(J) ±'› H p(I J) 4 H(I) -94 H_1(J) 	Hp_i(I J) 4 H_(I) —› • • • 

• • • —› H(K) 4 H p(JK) 4 H(J) H 1(K) Hp_1(JK) H_(J) ---> • • • 

• • • —› H(K) 4 H p(IJK) Hp(I J) H_1(K) 4 H p_i(I JK) H_(u) -› • • • 

• • • -9 H p(JK) Hp(I JK) —+ H p(I) H p_i(JK) 4 H p_i(I JK) H_1(I) • • • 

issues du diagramme (D) soient des suites exactes, 

où, pour tout intervalle L = 	avec m < n, 

H(L) = H p(M(L)) = H p(Nm_i , N72 ). 

Énonçons maintenant un théorème d'existence et d'unicité d'une tresse-indice 

d'homologie. 

Théorème 6.10. Soit M une décomposition de Morse d'un ensemble invariant 

isolé S C T. Alors il existe une tresse-indice d'homologie pour cette décomposition 

et elle ne dépend pas de la filtration-indice choisie. 

Démonstration. Soit M = { M(n) : r E PI une décomposition de Morse de S 

avec sélection ordonnée 71-1, 7r2, 	, 7rn  . Par le théorème 6.6, il existe N = 

une filtration-indice pour M, et donc à tout intervalle / = 7ri . ri  on associe 

H(i) = {Hp(/)}7,.0  =  

Posons E = 	F = Ni  et G = Nk . En vertu de la proposition 1.13, la première 

des suites écrites à la définition 6.9 est exacte. De la même manière, les autres 

suites le seront aussi. 
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Vérifions que le diagramme (D) est commutatif. Si nous considérons le dia-

gramme commutatif 

(,N1 ) 

(Ni , Nk ) 	 (N_1, N1) 

Nk) 

nous pouvons déduire par la proposition 1.11 que le diagramme suivant le sera 

aussi: 

H p(Ni , N1 ) = H p(J K) 

Hp(N , Nk) = H(J) 
	

Hp(Ni-i, 	= H p(I JK) 

Hp(Ni-11 Nk 
	H p(IJ) 

D'autre part, en considérant l'inclusion 

i : (1Vi_1 , Nk, N1) c--> (Ni-1, Ni, N1) 



nous pouvons conclure, grâce à la proposition 1.14 que le diagramme 

Hp(Ni-i, Nk) = H p(I J) 
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H p_i(Nk , Ni ) = H_1(K) 
	

Hp(Ni-i, Ni) = H(I) 

H p_i(Ni, 	= H p_i(JK) 

est commutatif où a et & sont les homomorphisme de connection associés à 

chacun des deux triplets d'espaces. 

De la même manière, l'inclusion (Ni_1, N , N1 ) 	(Ni_1 , N, Nk ) conduit au 

diagramme commutatif 

Hp-i(JK) 	a. 

H p_i(J). 

La démonstration de la commutativité des autres parties du diagramme (D) 

est similaire aux preuves déjà faites. 

Finalement, par le théorème 4.1, H(/) est indépendant de la paire-indice et 

donc de la filtration-indice. 
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Nous avons l'équivalent du corollaire 5.11 pour la décomposition de Morse. Pour 

la démonstration du théorème suivant, le lecteur pourra consulter Franzosa [9]. 

Théorème 6.11. Si l'homomorphisme de connection a*  : H(I) —› H_1(J) du 

diagramme de la tresse-indice n'est pas nul alors 

C{M(I), M(J)} O. 

M(2) 
	

M(3) 	MW 



M(1) 
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M(1) - 

M(3) M(2) M(2) M(3) M(3) 

(a) 	 (b) 

(c) 

Fia. 6.6. 

Nous sommes maintenant prêts à étudier un exemple pratique où nous ten-

terons de determiner les orbites connectantes d'une décomposition de Morse. 

Exemple 6.12. Considérons la famille de systèmes d'équations différentielles 

suivante paramétrisée par O > O. 

{x = —y, 

y' = —Oy + x(x — 1/3)(1 — x). 

La figure 6.5 donne le portrait de phase de ce système pour différentes valeurs 

de O. La suite {M(k)}Li  est une décomposition de Morse pour l'ensemble inva-

riant isolé de chacun des trois systèmes dynamiques. De manière équivalente, ces 
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portraits de phase sont représentés à la figure 6.6. Ainsi, les ensembles représentés 

à la figure 6.7 forment une filtration-indice pour cette décomposition. Notons que 

cette filtration-indice est valable pour chacun des portraits de phase (a), (h) et 

(c). 

  

 

.M(3) 

   

No  

.M(2) 	.M(3) 

N1  

- 

eM(3) 

N2 
	 N3 

FIG. 6.7. 

Nous considérons les intervalles I = 1, J = 2 et K = 3. Ainsi, à l'aide de la 

filtration-indice nous obtenons 



H2 (I) 111(K) 

a* Hi(JK) 

111(J) Hi(IJK) 

a* 

O. 

a* 
a,77 

Ho(K) 	 Hi(I) 

t. 	Ho(JK) 

Ho(IJK) 	 Ho(J) 

i* 	devient 
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H(I) = flip(E1)}=0, 	H(I J) = {Hp(E1  

II(J) = {1-1p(E1)}Z0, 	II(JK) = {1-4({*}, {*})};3=0, 

H(K) = {11„({*}, [O])}Zo, H(I JK) = {H p(E1 )}7=0 . 

Condensons maintenant ces informations dans un tableau. 

H(I) H(J) II(K) H (I J) H(JK) H(I JK) 

p = 0 0 0 Z 0 0 0 

P=1  Z Z 0 Z ED Z 0 Z 

P> 1  0 0 0 0 0 0 

Ainsi le diagramme 
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Nous pouvons alors conclure que les deux seuls homomorphismes de connec-

tions non nuls sont 

Hi(J) --> Ho(K) et a*  : Hi(iJ) ---> Ho(K) 

et donc l'ensemble des orbites connectantes CIM(2), M(3)} et C{M(1, 2), M(3)} 

ne sont pas vides. 

Remarque. Il est impossible de conclure à l'aide des homomorphismes de 

connections que C{M(1), M(2)} dans le cas 0 = 0* et C{M(1), M(3)} dans 

le cas 0 > 0* ne sont pas vides. Ceci vient du fait que les seules orbites connec-

tantes que nous pouvons détecter de cette manière sont celles qui subsistent aux 

perturbations. 



CONCLUSION 

En 1973, le principe de continuation est introduit par Montgomery [18]. Ce 

principe énonce que même si l'ensemble invariant d'un système dynamique change 

lorsque le système est soumis à de petites perturbations, les paires-indices asso-

ciées ne changent pas. L'indice de Conley est donc stable aux petites perturba-

tions du système. Kurland [131 et Franzosa [8J généralisent ce principe à une 

paire répulseur-attracteur et à une décomposition de Morse. 

Remarquons que la filtration-indice choisie dans l'exemple 6.12 est valable 

pour chaque système dynamique associé à chaque valeur de 0 > O. La tresse-indice 

est donc la même pour toutes ces valeurs. Ceci est un exemple de la stabilité de 

l'indice de Conley aux petites perturbations du système. Ainsi, l'orbite connectant 

M(2) à M(3), détectée à l'aide de la tresse-indice, demeure dans chacun des trois 

cas (a), (b) et (c). 

Ainsi donc, comme l'explique McGehee [15], ce que nous pouvons déduire sur 

la structure d'un ensemble invariant à l'aide de l'indice de Conley demeure après 

perturbation. De plus, ce que nous ne pouvons pas déduire ne demeure pas forcé-

ment après perturbation. C'est pourquoi, dans l'exemple 6.12, nous ne pouvons 

pas détecter l'orbite connectant M(1) à M(2) pour 0 = 0* ni celle connectant 

M(1) à M(3) pour 0 > 0*. Nous détectons seulement l'orbite connectant M(2) à 

M(3) puisque cette orbite est la seule à subsister après perturbation. 
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En 1984, les matrices de connection sont introduites par Franzosa [6]. Une 

matrice de connection, associée à une décomposition de Morse, est un simple ré-

sumé des informations incluses dans la tresse-indice. Les éléments de cette matrice 

sont les applications entre les groupes d'homologie associés à chaque ensemble de 

Morse. De la même manière que l'homomorphisme de connection détecte les or-

bites connectant le répulseur et l'attracteur d'une paire répulseur-attracteur, une 

matrice de connection détecte les orbites connectant chacun des ensembles de 

Morse d'une décomposition de Morse. Ainsi, la matrice de connection généralise 

l'homomorphisme de connection. 

Une matrice de connection associée à une décomposition de Morse est donc 

obtenue à partir des informations inclues dans une tresse-indice. Ainsi, puis-

qu'une tresse-indice est stable aux petites perturbations du système, la matrice 

de connection le sera aussi. Par conséquent, le principe de continuation s'applique 

aussi aux matrices de connection. Ce principe permet d'affirmer, dans l'exemple 

6.12, qu'il existe 0* > 0 tel que CIM(1), M(2)} n'est pas vide, c'est-à-dire qu'il 

existe une orbite connectant M(1) à M(2). Le lecteur pourra trouver les détails 

de ce résultat dans Franzosa [8, 9]. 

Il est à noter que l'indice de point fixe et l'indice de Conley partagent cer-

taines caractéristiques. L'un détecte les points fixes tandis que l'autre détecte les 

ensembles invariants. Si l'indice de point fixe est non nul alors l'application a au 

moins un point fixe. Si l'indice de Conley est non nul, l'ensemble invariant n'est 

pas vide: c'est la propriété de Wazewski. 

Aussi, l'indice de point fixe est associé à une application définie sur un ouvert 

borné S-2 inclu dans un espace de Banach, tel que l'application n'a pas de points 
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fixes sur la frontière de St. Pour sa part, l'indice de Conley est associé à un en-

semble invariant qui est isolé, c'est-à-dire qui est inclu à l'intérieur d'un voisinage 

isolant. 

Finalement, on sait que si une application varie continuement en fonction 

d'un paramètre, l'indice de point fixe est constant: c'est la propriété d'homoto-

pie. Parallèlement, le principe de continuation garantit la stabilité de l'indice de 

Conley aux petites perturbations du système dynamique auquel il est associé. 

L'indice de point fixe est un des outils les plus utiles en analyse non linéaire. 

L'indice de Conley, ayant plusieurs similitudes avec l'indice de point fixe, pourrait 

être aussi utile dans l'étude des systèmes dynamiques. C'est ce que Mischaikow 

a démontré dans [17], par exemple. 

Comme nous l'avons vu dans l'exemple 2.16, il est possible qu'un système 

ayant un ensemble invariant ait le même indice de Conley qu'un système n'ayant 

pas d'ensemble invariant. On peut se demander s'il serait possible de préciser 

l'indice de Conley de manière à discerner cette différence. 
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