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SOMMAIRE

Nous abordons dans la présente thése deux constructions analogues de
logique catégorique. Nous étudions tout d’abord ces constructions dans le
contexte de doctrines propositionnelles.

La premiére que nous étudions portes dans le contexte propositionnel, le
nom de : “double dual”. Nous la retrouvons principalement exposée dans l'ar-
ticle de Makkai et Reyes [25]. La deuxiéme construction qui nous intéresse
est celle du locale des filtres; étudiée par Pitts dans [29]. Ces deux construc-
tions ont, déja au niveau propositionnel, des propriétés remarquables. Nous
explorons, dans les deux premiers chapitres, le portrait global a propos de ces
deux constructions propositionnelles. Nous les regardons individuellement
en étalant leurs propriétés de base ; dont leur(s) propriété(s) universelle(s) ou
quasi-universelle. Puis, nous les comparons et donnons des conditions pour
quelles coincident. Finalement, nous démontrons que les foncteurs de ces deux
constructions réfléchissent les isomorphismes et nous donnons une applica-
tion intéressante du double dual. Pour arriver a nos fins, nous utilisons la
théorie des treillis, la théorie des locales, la théorie des catégories et méme
la théorie des monades comme outils d’exploration.

La deuxiéme facette de cette thése, quant a elle, est une exploration d'un
niveau de complexité supérieur. Nous y retrouvons encore une fois les deux
mémes constructions mais, cette fois-ci, dans le contexte de la logique du pre-
mier ordre. Nous généralisons les résultats importants des premiers chapitres
a ce nouveau contexte. Dans le chapitre 3 nous étudions la catégorie des filtres
et construisons avec cette notion le topos des filtres (en suivant [31]). Nous
démontrons une propriété quasi-universelle du topos des filtres parmis les f-
modeles (notion analogue & la notion de p-modele) dans un topos complete-
ment distributif. Dans le chapitre 4 nous étudions le topos des types. Nous dé-
montrons une propriété universelle pour cette construction plus générale que
celle originalement donnée dans Makkai dans [23]. Dans le chapitre 5 nous
comparons le topos des types et le topos des filtres et généralisons ainsi des
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résultats du chapitre 2. Puis, nous comparons le topos des filtres au topos clas-
sifiant et donnons des conditions pour que ces deux coincident. Finalement,
nous démontrons que les foncteurs sous-jacents au topos des types et au topos
des filtres réfléchissent les isomorphismes commme dans le cas proposition-
nel. Nous utilisons principalement les outils de la théorie des topos et de la
théorie des faisceaux pour accomplir notre exploration.
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AVANT-PROPOS

LA LOGIQUE CATEGORIQUE : UNE INTRODUCTION

Derriere la toile que tisse les résultats de la présente thése ; nous retrouvons
une structure organisatrice a laquelle la toile vient s’arrimer : c’est la logique
catégorique. Cette théorie origine d’idées de Lawvere, qui remarqua le premier
que les opérateurs logiques de base peuvent étre vus comme étant adjoints a
des foncteurs connus. La notion de foncteur adjoint est en effet centrale en
logique catégorique.

La définition de foncteur adjoint semble souvent ardue pour le (la) novice
en la matiére. Le corps de cette thése assume une familiarité implacable avec
cette notion. Le concept derriére cette définition peut pourtant étre illustré par
des exemples simples et accessibles. Pour le soin de cet avant-propos, je vais
ainsi essayer de maintenir la discussion a un niveau plutét informel; en es-
sayant de créer des images mentales du concept chez le lecteur. La précision
de cette image dépendra simplement de l'effort que le lecteur investira dans sa
compréhension de l'exposé. De cette fagon, je vais donner a tous le gotit de lire
un peu plus loin et d’en tirer une petite méditation intellectuelle personnelle.

Essayons tout d’abord de comprendre la notion de foncteur adjoint dans
un contexte simple. Considérons une feuille de papier qui est couverte d'une
grille. Nous allons représenter graphiquement des portions de la feuille en les
coloriant comme le montre la figure suivante :
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Nous notons par P(R?) 'ensemble de toutes les parties possibles de la feuille.
Considérons maintenant une sous-classe de parties bien particuliére : les par-

ties formées de blocs pleins dans le quadrillé. La figure suivante montre un
exemple d'une telle partie :

Nous noterons par Pa(R?) les parties ainsi formées de blocs et nous les nomme-
rons les parties granulaires. Les parties granulaires se plongent dans I'ensemble
de toutes les parties de notre feuille P(R?). Nous avons donc une fonction in-
clusion :

fp.([R2);i“_d_“_5E_> P(R?)

qui prend une partie granulaire et la regarde simplement comme une partie
quelconque ; en faisant abstraction du fait qu’elle est granulaire. La probléma-
tique qui engendre la notion de foncteur adjoint se pose trés simplement dans
le contexte que nous venons de déployer.

En effet, une question naturelle qu’on peut se demander est la suivante. 5i
on se donne une partie quelconque de la feuille, est-ce qu’on peut lui associer
une partie granulaire de fagon évidente ? Autrement dit, est-ce que l'inclusion
décrite ci-dessus posséde une espece de pseudo-inverse ; qui prend une partie
quelconque et lui associe une partie granulaire :

2

P(R?) : Pa(R?)
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Donnons-nous par exemple la partie A C R? suivante :

—
h
N

P,

11

Comment pouvons-nous lui associer une partie granulaire ? Le lecteur remar-
quera peut-étre avec surprise qu'un périphérique bien connu des ordinateurs
modernes donne une solution a ce probléme. En effet, les numériseurs d'images
sont des appareils qui prennent en entrée une image sur une feuille de papier
et I'approximent avec des pixels rectangulaires qui couvrent la feuille en un
quadrillage trés fin. Sans entrer dans les détails du procédé de numérisation
d’image, nous voyons facilement qu'il y a deux fagons canoniques d’associer a
une partie quelconque de notre feuille une partie granulaire. Nous pouvons as-
socier a la partie la partie A la partie granulaire formée des granules suivants :

L On prend tous les granules couverts par A (qui contiennent au moins
un point de A). Mathématiquement, on écrit cela comme :

L(A) = ){g € Pa(R®) | A C g}

C’est la plus petite partie granulaire qui contient A.

R On prend tous les granules qui sont complétement couverts par A.
Mathématiquement, on écrit cela comme :

R(A) = | J{g € Pa(R®) | g C 4}

C’est la plus grande partie granulaire contenue dans A.

La figure suivante illustre ces deux méthodes de granulation pour le A que
nous avons dessiné plus haut (Je laisse d’ailleurs ce A en fantéme pour qu’on
voit bien le processus) :
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Ces deux fonctions L et R sont deux solutions canoniques au probléme de

trouver un inverse a I'inclusion. Nous avons donc obtenu deux pseudo-inverses
pour l'inclusion :

L

/’i\
7;_(@);‘“&‘&0“_., p([R2)
\_/

R

Nous appelons L 'adjoint a gauche. Il satisfait la régle suivante : A est contenu
dans une partie granulaire g € Pu(R?) si et seulement si la partie granulaire
L(A) est contenue dans g. La fonction R, 1'adjoint & droite, satisfait une régle
symétrique a la précédente : une partie granulaire g est contenue dans A si et
seulement si elle est contenue dans R(A). Nous utiliserons la notation suivante
pour décrire ces propriétés (ici nous écrivons ¢ pour l'inclusion) :

A C i(g) i(g) S A

L(A)Cg g CR(4)

C’est justement dans cette notation que nous voyons clairement pourquoi L
est 'adjoint “a gauche” et R celui “a droite”. Pour le lecteur, le but de cet
exemple est de saisir la notion de pseudo-inverse & gauche et a droite a travers
ces dessins et de s’en former une image mentale. Imaginez diverses régions A
et calculez les parties granulées associées L(A) et R(A) dans chaque cas. Une
fois que vous vous sentez a 1'aise avec ce processus, continuez votre lecture.

Voyons maintenant comment Lawvere a appliqué le concept des foncteurs
adjoints a la logique. Dans notre exemple précédent, nous avons considéré les
adjoints de la fonction inclusion. Cette fonction agit entre deux ensembles sur
lesquels il y a une relation d’ordre : I'inclusion des parties. Nous appelons ce
genre d’ensembles : ensembles partiellements ordonnés. Pour étudier la lo-
gique, au lieu de considérer 'ensemble des parties d"une feuille, nous allons
considérer l'ensemble des propositions dans un langage donné; une théorie.
Pour rester & un niveau informel, nous allons considérer par exemple la théorie
des propositions en zoologie. Voici quelques exemples de propositions dans ce
langage :
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@ = “Un pinson est un oiseau.”
v ="Un chien est un mammifére.”

La relation d’ordre qui nous intéresse entre les formules est la relation de dé-
ductibilité. Nous considérerons qu'une proposition ¢ est “plus petite ou égale”
a une proposition 1 si nous pouvons dans la théorie en question déduire la
proposition 1) comme conséquence de la proposition ¢ dans la zoologie. Dans
ce cas, nous noterons ce fait comme suit : ¢ I 9. Par exemple si on pose

@ ="Fido est un chien”
Y ="Fido est un mammifere.”

On a bien ¢ F 9 car si Fido est un chien, alors on peut déduire par la zoologie
que Fido est un mammifere donc, ¢ est bien une conséquence de ¢ ie. ¢ F
1. Voyons maintenant comment nous pouvons construire tous les opérateurs
logiques de base avec la notion d"adjoints.

Donnons nous une théorie quelconque pour laquelle on désignera par
L V'ensemble partiellement ordonné des formules de la théorie. Imaginons
d’autre part une théorie spéciale : la théorie qui ne parle de rien . Cette théorie n’a
qu’une seule formule : la formule qui ne dit rien €. Notons par 1 = {¢} l'en-
semble partiellement ordonné de(s) formule(s) de cette théorie. Nous avons

clairement une (unique) fonction
'

L—1

Cette fonction envoie simplement toutes les formules de L sur la formule qui
ne dit rien (qui est I'unique formule de 1). On peut voir cette fonction comme
une traduction d'une théorie dans une autre théorie. Cette traduction est la tri-
vialisation de la théorie L. En effet, dans la théorie 1 la logique est triviale : le
faux et le vrai coincident i.e. 1 est une théorie contradictoire. Qu’on puisse in-
terpréter toute théorie dans une théorie contradictoire ne cause aucun probléme
épistémologique car dans ces derniéres tout est vrai et tout est faux! Mais pour-
quoi est-ce que je vous parle de cette trivialité ? C’est que de cette trivialité
émergent les deux pdles fondamentaux de la logique : T ="le vrai” et L ="le
faux”. En effet, accepter ces formules spéciales dans la théorie équivaut a ac-
cepter l'existence d’adjoints a gauche et & droite pour la fonction ! que nous
avons décrite ci-dessus. Nous avons que L, est adjoint & gauche de ! et T est
adjoint a droite comme le montre le diagramme suivant :
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En effet, ces adjonctions veulent dire la méme chose que les équivalences lo-
giques suivantes qui résument les propriétés déductives du vrai et du faux :

Li(e) ko prr Ti(e)
ebl(p) =€ e=I(p) 1€
On voit facilement que les deux lignes du bas sont des tautologies donc les
deux lignes du haut sont toujours vraies quelle que soit la proposition ¢ que
nous considérons dans la théorie L. Celle en haut & gauche dit que la formule
11 (e) a comme conséquence logique toutes les formules de L. Nous reconnais-
sons bien la propriété fondamentale du faux en logique classique qui se trouve
ici a jaillir de I'existence d"un adjoint a gauche pour l'interprétation triviale de
L dans la théorie triviale 1. Nous avons clairement le méme phénomene qui
se produit avec T(e) qui est une conséquence logique de toutes les formules
¢ € L.C’estbien la propriété du “vrai” en logique classique. Voila donc devant
nous 1’1dee fondamentale de la logique catégorique : poser comme essence du
“vrai” et du “faux” l'existence respective de ces adjoints pour L—51. La lo-
gique catégorique vient donc donner des réponses éclairantes a des questions
fondamentales que la logique mathématique classique avait évacuées : Qu’est-
ce que le vrai et le faux?

Avec ce genre de considérations, nous pouvons clairement construire les
deux opérateurs les plus élémentaires de la logique propositionelle classique :
la disjonction ‘v’ et la conjonction ‘A’. La disjonction “V’ est le ou logique cou-
rant comme dans

“Toto est menteur.” ou “Il pleut dehors.”

La conjonction ‘A’ est le et logique courant. Comment pouvons-nous voir ces
opérateurs comme des adjoints a une fonction évidente? Il faut clairement
considérer une théorie produit L x L dont les propositions sont des paires
de propositions de L : (i, 1), ol ¢, € L. La relation de conséquence logique
sera celle qui est induite par celle dans L sur chaque composante (c’est 1'ordre
ponctuel sur L x L). Il y a un morphisme canonique bien connu qui se présente
inévitablement : c’est le morphisme diagonal

L Y S

qui envoie simplement une formule ¢ € L sur la paire de formules (g, ¢). Il
est encore une fois facile de voir que Ay posséde un adjoint a gauche (resp. a
droite) si et seulement si L posséde des disjonctions (resp. des conjontions) de
formules binaires. Nous exprimons ces résultats par le diagramme suivant et
les regles d’adjonctions correspondantes :
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el P
= LxL
\A—/
o1V pabp YL 1 Aws
VL((Pl, {102) I—L '¢ w I—L /\L((pla (P2)
(1, 02) Frxr Ac(¥) Ap() Frxr (o1, 92)
(1, 02) Frxr (¥,9) (¥, ¥) Frxr (91, @2)
o1 vetpatp v v pretd

On voit encore ici clairement que ces regles d’adjonction caractérisent entiere-
ment les notions logiques correspondantes de disjonction et de conjonction de
propositions.

Nous voyons que la logique catégorique nous permet de donner un sens
trés précis a des concepts aussi généraux que la notion disjonction et de conjonc-
tion de propositions. Encore mieux, la logique catégorique nous présente ces
concepts de base comme des solutions a des probléemes universels naturels.
Ceci constitue une différence marquante avec la logique classique dans cet as-
pect particulier. En effet, en logique classique, ces notions de “vrai”, “faux”,
“conjonction” et “disjonction” sont introduites de facon ad hoc comme faisant
parties des connecteurs de base intéressants & étudier. La logique catégorique
vient donc combler agilement cette lacune conceptuelle. La logique catégorique
nous force effectivement & expliquer ce que nous entendons par ces concepts
en nous obligeant & suivre ses regles de construction strictes.

A mesure que nous découvrons I'existence de nouveaux adjoints pour une
théorie L nous pouvons utiliser ces nouvelles fonctions pour définir d’autres
adjoints et ainsi créer une théorie encore plus riche en complexité. Cette hié-
rarchie est celle des doctrines logiques (voir [17]). Dans la présente these nous
considérons comme doctrine la plus élémentaire la doctrine propositionnelle
que nous venons de décrire plus haut : la doctrine propositionnelle cohérente,
que nous noterons briévement par CPL (pour Coherent propositionnal logic).
C’est tout simplement I'ensemble des théories propositionnelles exprimables
dans le langage ayant les connecteurs logiques suivants :

1, T,V et A

avec les lois de déduction évidentes (dont la distributivité du A sur le V).
C’est le fragment cohérent de la logique classique. Dans la présente theése, ces
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théories seront représentées par des treillis distributifs bornés. Au niveau des
doctrines du premier ordre, I'équivalent sera les catégories cohérentes.

Sur cette derniére doctrine, nous pouvons bétir une doctrine ayant un
connecteur logique ‘—’ qui est classiquement un opérateur trés étudié. En effet,
pour une théorie L donnée, on considere pour chaque ¢ € L l'interprétation
A L

(Ine

bge————=uni

(")

pour laquelle on note l'adjoint a droite ¢ — (-) lorsqu'il existe. Cet adjoint doit
satisfaire la régle suivante :

Vb o =9
VApbL Y

qu’on peut voir comme une forme du théoréme de déduction de Herbrand.
Sans entrer dans les détails, ce connecteur est tout simplement l'implication
intuitionniste. Ainsi, la premiére instance d’un connecteur de type “implica-
tion” nous donne le connecteur intuitionniste et non le connecteur classique.
Ceci ne limite pourtant pas la logique catégorique aux logiques constructives.
Nous rencontrerons ces doctrines en tant qu’algébres de Heyting dans cette
these. Au niveau du premier ordre ces doctrines prendront la forme de catégories
de Heyting.

Pour terminer, nous introduisons une derniére doctrine qui est duale a la
derniére que nous avons introduite. Au lieu de demander I'existence d"un ad-
joint a droite pour (-) A ¢ ; nous demanderons l'existence d"un ajoint a gauche
pour ¢ V () comme on le note dans le diagramme suivant :

(N
Y R
L———1L

ev()
Cet adjoint & gauche donne un connecteur qui satisfait la régle :

Pp\pkrd
YLV

Nous recontrerons ces doctrines propositionnelles sous I'aspect d’algébres de
co-Heyting dans la présente theése.



Xix

OU EN APPRENDRE PLUS

Que ce soit pour le lecteur dont la curiosité a été piquée dans cette premiere
section et qui désire en savoir plus au sujet de ces idées ou, pour celui qui
désire étudier la these dans ses moindres détails. La présente section a été
créée en guise de guide vers la littérature sur le sujet. Elle complete efficace-
ment la tiche de cet avant-propos. En effet, la premiere section nous a servi a
situer la problématique de la thése dans le domaine de recherche quil’englobe.
La présente section nous servira a son tour pour décrire les préalables & une
compréhension détaillée de ce travail.

La principale difficulté qui se présente pour un(e) étudiant(e) qui désire se
plonger dans le domaine de la logique catégorique, est que ce domaine requiert
d’avance une bonne perception globale des mathématiques. Ceci peut difficile-
ment se faire hors du cadre tres serré d"un baccalauréat en mathématiques. En
effet, les impératifs du sujet demandent une certaine maturité mathématique.
Malgré cela, et c’est la la beauté des mathématiques, tout penseur ayant un
intérét quelconque envers ce domaine peut se mettre a travailler et atteindre,
dans un temps relatif a chacun, la bulle conceptuelle dans laquelle nous vou-
lons voyager dans la présente these. L'étape 1 est déja annoncée : faire I'équi-
valent d"un baccalauréat en mathématiques pour se familiariser avec la pensée
mathématique ; plus particulierement avec les concepts de preuve et de systéme
axiomatique. A partir de ce point, un chemin minimal dans la littérature se
dessine.

Pour combler ses lacunes en théorie des ensembles, langage & la base méme
de (presque) tout le discours mathématique moderne, je conseille au lecteur
de lire I'excellent condensé [11]. Ensuite, pour appendre la base de la logique
algébrique, je dirige le lecteur vers [34] et [35]. Pour comprendre ces derniers, le
lecteur devra stirement se familiariser avec la théorie des treillis. Je lui conseille
I'approche moderne développée dans [5] pour les informaticiens ainsi que le
plus classique : [10].

Ensuite, le gros du travail est de s’introduire a la pensée catégorique. Il y
a heureusement plusieurs sources de disponibles pour diriger le lecteur dans
cet apprentissage. Je me contente de mentionner [22] et [9] dont le premier est
destiné a un public non formé de mathématiciens. Ces deux livres introduisent
les techniques de théorie des catégories qui seront omniprésentes dans cette



thése. La barre doit étre montée un peu plus haute pour une compréhension
complete.

Pour passer a l'autre cran, il y a heureusement l'excellent [19] qui intro-
duit le lecteur & la notion de topos de pré-faisceaux; notion centrale dans
notre étude. Ce dernier livre unique prépare admirablement a la lecture de
[21] qui présente la théorie des topos de faisceaux sur des sites ainsi que ses
applications a la logique catégorique. Ces deux volumes sont en effet, venus
récemment combler un réel manque dans la pédagogie du domaine qui nous
intéresse.

Avec cette base assez solide, le lecteur peut certainement suivre sans dif-
ficulté la présente thése ainsi que la littérature I'entourant directement. Pour
terminer cette section, je mentionnerai simplement les sources documentaires
sur lesquelles se fonde la problématique exacte de la thése. Il y a premiérement
“la bible” de la logique catégorique : [27]. Ensuite, il y a I'article de Makkai et
Reyes [25] qui développe toutes les idées entourant la construction du double
dual et sa version dans la logique du premier ordre. Ce dernier a comme
préalable inévitable 1'article de Makkai [23] qui donne pour la premiere fois
la construction du topos des types; construction centrale dans la theése. Fina-
lement, il y a les aricles de Pitts [29], [31], [30] et [28] qui introduisent 1'autre
grande construction qui nous tiendra en haleine tout au long de notre étude
ainsi que d’autres résultats trés intéressants de logique catégorique.



Chapitre 1

LE DOUBLE DUAL ET LE LOCALE DES FILTRES
POUR LES TREILLIS DISTRIBUTIFS

1.1. INTRODUCTION

Le présent chapitre a pour but d’introduire, dans le contexte des treillis dis-
tributifs, la construction du double dual de Makkai/Reyes (voir [25]) et celle
du locale des filtres de Pitts (voir [29]). Nous y étudions les versions proposi-
tionnelles des constructions qui nous suivront tout au long de la thése. Le lec-
teur pourra ainsi se familiariser avec ces concepts & un niveau plus élémentaire
avant de passer au niveau des topos. Nous allons donc d’abord étudier la
construction du double dual et en décrire les principales propriétés. Ensuite,
nous regarderons la construction de Pitts en essayant d’exposer ses propriétés
analogues a celles du double dual.

Beaucoup de résultats du présent chapitre ont étés démontrés ou du moins
énoncés dans [25] et [29]. J'ai pourtant décidé de regrouper et démontrer ces
résultats dans le présent chapitre pour rendre 1'exposé plus complet. Ceci a
I’avantage de donner une base solide pour les développements des chapitres
ultérieurs et de rendre le tout plus accessible aux lecteurs qui ne sont pas assez
familiers avec le domaine pour plonger directement dans les articles phares;
plus particulierement pour [25] qui est un article monumental trés dense. Le
désagrément causé par l’alongement de la these se verra rapidement com-
pensé par ces qualités. En effet, la modernité du sujet nous impose une re-
structuration continuelle de ses éléments qui se doit de converger vers une
présentation optimale du sujet. Franchissons ensembles, des maintenant, les
premieres étapes de ces constructions.



1.2. LA CONSTRUCTION DU DOUBLE DUAL : ELEMENTS DE BASE

Considérons, étape par étape, la construction du double dual de Mak-
kai et Reyes telle qu’on la retrouve dans [25]. La structure algébrique la plus
élémentaire que nous allons adopter comme témoin rend compte de la logique
cohérente dans sa version propositionnelle. C’est la notion de treillis distri-
butif borné. Nous notons par DI la catégorie des treillis distributifs bornés.
Ses morphismes sont des morphismes de treillis préservant le plus petit et le
plus grand élément. De fagon concise, on dit simplement que les morphismes
doivent préserver les supréma et infima finis. Comme l'ensemble vide fait par-
tie des sous-ensembles finis d'un ensemble donné, on a bien préservation des
bornes.

Une autre catégorie qui nous sera indipensable est la catégorie des en-
sembles partiellement ordonnés que nous notrerons par Po. Les morphismes
de cette catégorie sont des fonctions préservant I’ordre.

L origine de la construction du double dual émerge d"une dualité entre ces
deux catégories. L'objet dualisant est 2, qui existe en tant qu’ensemble partiel-
lement ordonné (c’est 'ensemble partiellement ordonné a deux éléments {0, 1}
avec la relation d’ordre naturelle : 0 < 1) et auquel on peut adjoindre la struc-
ture d’un treillis distributif de fagon évidente. C’est un objet schizophréne qui
vit dans nos deux catégories et sa “maladie” lui permet d’induire la dualité
cherchée.

Pour un treillis distributif borné D € |DI| nous pouvons définir une struc-
ture naturelle d’ensemble partiellement ordonné sur Homp (D, 2) en prenant
tout simplement l'ordre défini ponctuellement i.e. si p,q € Homp(D, 2), on
pose

p<q &% Vde D p(d) <z q(D)

et clairement, avec cette relation, Homp(D, 2) devient un ensemble patielle-
ment ordonné. De plus, si on a un morphisme de treillis bornés D—=+I, alors
on obtient par composition avec o un morphisme d’ensembles partiellement
ordonnés

Homp(D', 2) —222*?) | Homp(D, 2)
& ~pouw




PROPOSITION
1.2

Il est aisé de montrer que Homp(—, 2) est avec ces définitions un foncteur
contravariant de Dl dans Po i.e. on a un foncteur covariant :

Homp(—,2) : DI — Po®?

f

Ak

En procédant de la méme fagon, donné un ensemble partiellement ordonné
P, Yensemble Homp, (P, 2) peut étre muni d"une structure de treillis distributif
borné en utilisant celle de 2 ponctuellement. De plus, Homg,(—, 2) peut agir
par composition sur les morphismes d’ensembles partiellement ordonnés de
facon a nous donner un foncteur (covariant) :

Homg,(—,2) : Po®® — DI

La proposition suivante énonce enfin la dualité annoncée.

(Dualité entre Dl et Po) Nous avons la dualité suivante entre la catégorie des treillis
distributifs et la catégorie des ensembles partiellement ordonnés :

Homgp(—,2)
T

Po°P L , Dl
Homp,(—,2)

PREUVE: Un résultat beaucoup plus général aurait pa étre formulé et le
présent résultat n’en serait qu'un cas particulier. J'ai toutefois cri bon de don-
ner une preuve explicite pour ce cas, car il est le point de départ de tout ce
qui suivra dans cette thése. Commengons par décrire la correspondance des
morphismes par 1’adjonction. Supposons que D € |Dl| et P € |Po|. On définit
premiérement la correspondance suivante :

Homp (D, 2)L>P € Po?
P-LyHomp(D,2) € Po
D-L3Homg,(P,2) € DI

en posant pourd € D

() =7()d): P —2
Il est clair que f(d) est un morphisme d’ensembles partiellement ordonnés, car
sip,p € Petp <p p,ona f(p) <Homp(p,2) f(P'), d’olt en particulier on a

f(0)(d) <2 FP)(d) ie. F(d)(p) <2 F(A) (V).

De la méme fagon, nous définissons 'autre correspondance qui entre en
jeu:



D-"sHompg,(P,2) € DI
P—&—>H0mm(D, 2) € Po
Homm(D, Z)LLP € Po

en posant cette fois pourp € P:

a(p)(-)=a()(p): D —2

Il est facile de voir que &(p) ainsi défini est un morphisme de treillis bornés.
Montrons par exemple que G(p) préserve les infima binaires :

&(p)(di Ap d2) = a(d1 Ap ds)(p)

[O’(dl) NHomp,(P,2) a(dz)] (p)
= a(d1)(p) Az a(d2)(p)

= &(p)(d1) N2 &(p)(d2)

On démontre aussi facilement que &(p) préserve les supréma binaires et les
bornes.

Montrons mamtenant la naturahte a droite. On suppose que D € |DI|,
Homp(D, 2)——+P € Po® et P-25Q € Po® de telle sorte que



P
/
HomDu(D, 2) o g € Po°P
gof -
Q
P
\
g o HomDu(D, 2) € Po
fog
< !
Homgp, (P, 2)
/
D ? Hompe(g,2) € DI
k
Hom[F‘o (Q’ 2)

Nous devons donc démontrer la commutativité du dernier triangle. Soitd € D,
ona

[Homg,(g,2) o f] (d) = Homp,(g,2) (f(d))
= f(d)oyg
= Fog(d)

et, pour justifier cette derniére égalité entre deux morphismes d’ensembles par-
tiellement ordonnés de type @ — 2, on prend ¢ € () quelconque et on calcule :

[F(d) o g] (q) = F(d) (9(0))
= [f (9(2))] (d)
=[(fo9)(9)](d)
= [fog(d)] (q)

La naturalité a gauche se démontre de facon similaire. Maintenant que la con-
struction est explicite, je laisse au lecteur le soin de vérifier les détails man-
quants. ]

Essayons dés maintenant d’interpréter I'action de ces deux foncteurs en
des termes plus familiers. Rappelons nous quelques définitions de base de la



théorie des treillis qui jouent un rdle fondamental dans le cas qui se présente
devant nous.

pernimion  (Filtre, filtre propre, filtre premier) Soit L un treillis
1.21 o Un filtre sur L est un sous-ensemble non-vide f C L tel queVz,y € Lona
TAYEf
ze fetye f

Un filtre est dit propre si f C L.
o Un filtre propre p C L est dit premier s'il satisfait en plus :
zVyep :
z€ fouyef
Nous noterons par P:(L) l'ensemble des filtres premiers sur L partiellement ordonné
par Uinclusion. Nous allons également utiliser la notation trés concise : L* pour cet
ensemble partiellement ordonné.

La proposition suivante identifie la construction (—)* avec le foncteur
HomDu(—, 2)

que nous avons défini précédemment.

ProrosiTioN  (Représentation pour Hompi(—, 2)) L'application (—)* est un foncteur de Dl dans
122 pp% naturellement isomorphe & Hompy(—, 2).

PREUVE: Je me contenterai de donner 'isomorphisme d’ensembles par-
tiellements ordonnés en question. Donné un morphisme de treillis D—+2, nous
pouvons lui associer le sous-ensemble p = a7'(1) € D

p={d€D]|ald)=1}
Il est facile de vérifier que p est un filtre premier sur D. Inversement, donné un

filtre premier p € D*, nous pouvons facilement construire un morphisme de
treillis o : D — 2 en posant :

) = {1 sTdEp
0 sinon

Il est clair que ces deux traductions sont inverses 'une de l'autre. En posant
poura: D — D' € DI

D™* T D*

P—s a7~ (p)



DEFINITION
1.2.2

PROPOSITION |
1.2.3

(qui est clairement un morphisme d’ensembles partiellement ordonnés), nous
pouvons voir que (—)* est un foncteur DI — Po. Avec les isomorphismes
décrits plus haut il est facile de montrer que (—)* est naturellement isomorphe
éHom[Du(—,2). [ |

Regardons maintenant & quoi correspond 1’autre foncteur qui entre en jeu
dans la dualité.

(Sous-ensembles fermés supériéurement d’un Po) Soit P € Po un ensemble
partiellement ordonné. Un sous-ensemble X C P est dit fermé supérieurement si

Ve,y € P (z<y,r€e€X =yecX)

En ordonnant ces sous-ensembles avec I'inclusion nous obtenons un en-
semble partiellement ordonné sur lequel on peut facilement définir des opéra-
teurs pour les infima et suprema binaires (qui sont simplement l'intersection
et la réunion binaire). Nous noterons par P4+(P) le treillis distributif (et borné)
des parties fermées supérieurement de l'ensemble partiellement ordonné P.
La notation P# sera aussi utilisée pour ce treillis distributif.

(Représentation pour.HompD(—, 2)) (=)* est un foncteur, de Po°® dans DI, natu-
rellement isomorphe a Homp,(—, 2).

PREUVE: La correspondance est la méme que celle du résultat précédent.
La preuve est un sous-ensemble de cette preuve. i

Les treillis de la forme P#, pour un ensemble partiellement ordonné P €
|Pol, sont représentatifs pour une classe intéressante de treillis : les treillis en-
gendrés par leurs éléments premiers. La proposition suivante en témoigne,
mais rappelons tout d’abord ce qu’on entend par treillis engendré par ses
éléments premiers.



Dérnmon  (Treillis engendrés par leurs éléments premiers : Pg) Soit L un treillis complet.
123 Un élément p € L est dit completement premier s'il est completement \/-irréductible
i.e. pour toute famille {x;}ic1 C Lona
ps\/xizbflief D
iel
Un treillis complet L est dit engendré par ses éléments premiers si l'ensemble des ses

éléments completement premiers est \/-dense dans L i.e. si tout élément de L est le
suprémum des éléments premiers sous cet élément :

T= \/ {p | p < = et p est completement premier}

Nous noterons I’ensemble partiellement ordonné des éléments complétement
premiers de L par Jrr(L). De plus, nous noterons par Pg la catégorie des treillis
complets engendrés par leurs éléments complétement premiers. Les morphismes
de cette catégorie sont des morphismes de treillis complets : préservant les su-
prema et infima quelconques.

ProrosiTion (Représentation pour Pg) Un treillis complet L est engendré par ses éléments pre-
124 miers si et seulement si il est de la forme P* pour un certain ensemble partiellement
ordonné P. De plus, si P10 € Po, alors Q#L5 P# est un morphisme de treillis

complets. En fait, le foncteur (-)* se restreint a une équivalence de catégories :

3#
IP0°PQ-)H:’Q

PREUVE: Supposons que L est engendré par ses éléments premiers. On
pose pour P l'ensemble partiellement ordonné des éléments complétements
premiers de L, ordonnés par l'ordre inverse a celui induit par L. On obtient
clairement un isomorphisme de treillis complets :

ptV,r

dont I'inverse associe & z € L quelconque 1’ensemble des éléments compléte-
ment premiers de L qui sont plus petits ou égal au sens de I'ordre dans L, a z
(qui est clairement un sous-ensemble fermé supérieurement de P, car 'ordre
dans P est I'ordre opposée a celui de L).

Inversement, il est clair qu'un treillis de la forme L = P# est engendré par
ses éléments premiers. En effet, P# est complet car la réunion et I'intersection
de parties fermées supérieurement donnent des parties fermées supérieure-
ment et ces deux opérateurs sont des opérateurs de suprema et d'infima pour
I'inclusion. De plus, pour un p € |P| quelconque on a que

tp={qeP|p<pq}eP*



est complétement premier et cette famille est suffisante pour engendrer P#
avec la réunion. Donc L est engendré par ses éléments premiers. Il est aussi
trés facile de voir que dans P#, les éléments complétement premiers sont exac-
tement de la forme tp pour p € P, car si X est complétement premier, alors

xclJtr

peX
d’ot1il doit exister un p € X tel que X C tpie X = 1p.

#
Si P-15Q € Po, alors Q# L5 P# estun morphisme de treillis complets. Ceci
est clair, car f# se calcule comme une image inverse le long de f.On a:

pE S (UY) = f(p)e| ¥
iel el
«— Jiel flp)eY;
— Jiel pe fHY))
= pelJ )
i€l

et clairement, on peut faire le méme type de raisonnement pour les intersec-
tions ; donc f¥ € Pg.

Pour montrer que (-)* est plein, on se donne pour P, Q € Po un morphisme
Q#—0>P# € Pg
Nous cherchons ainsi un P-2%+ € Po tel que f#* = f. Comme 6 est un mor-
phisme de treillis complets, il préserve les infima. Il posséde donc un adjoint a
gauche 6, 6
pt oo
Cet adjoint a gauche envoie les éléments complétement premiers de P#

sur des éléments completement premiers de Q%, carsip € P et {Y;}ie; C QF,
alors
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6.(tp) C | Vi
iel
WQH(UK)
i€l
tpc | Jo(v:)
icl
ST 1p CO(Yy)
Jiel 6(tp) CY;
Comme nous l'avons vu plus haut, puisque 8,(1p) est complétement pre-
mier, il est de la forme ¢ pour un certain ¢ € . Nous avons ainsi construit
une application f : P — () qui envoieun p € P sur

f(p) = min 6,(1p)

On voit facilement que f préserve l'ordre car :

p<p =10 Ctp
= 6,(1p") C 6:(tp)
= min 6,(1p) < min 6(1p')

Finalement, on a bien que f# = § comme voulu, car

p € f#(Y)
flpeyY
min 6, (tp) € Y
6(tp) CY
Tp C (Y)
peOY)

Les treillis engendrés par leurs éléments premiers sont intéressants au point
de vue logique, car ils sont des algebres de bi-Heyting complétes comme le
témoigne la proposition suivante.

ProposiTion (Les Pg sont des algébres de i;i‘-rl-ieytihg cydvlﬁplléfes)u Soit P un ensemble ,;,m,r_
125 tiellement ordonné. P# est une algébre de bi-Heyting complete. Ainsi, tout ensemble
~ engendré par ses éléments premiers est une algebre de bi-Heyting compléte.

PREUVE: Nous savons que P# est un treillis complet engendré par ses
éléments premiers. Pour le lecteur non-familier avec les algébres de bi-Heyting,
définissons d'abord une algébre de Heyting comme étant un treillis dans lequel
on peut définir un opérateur d'implication — qui satisfait la régle suivante :
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2L —Y

zAz <y
Dualement, un treillis est une algebre de co-Heyting si on peut y définir un
opérateur de différence (ou co-implication) \ qui satisfait la régle d’adjonction
duale a celle énoncée ci-dessus soit :

z\y<z

r<yVz
Une algebre de bi-Heyting est simplement un treillis qui est a la fois une algebre
de Heyting et de co-Heyting.

Pour montrer que P# est une algebre de bi-Heyting, je me contenterai de
définir 'implication et la co-implication dans ce contexte. Soient X,Y € P# on
pose :

X—>Y={peP|Vg>pgeX=qecVY}
X\Y={peP|3g<p ge Xmaisq¢Y}
qui satisfont clairement les regles d’adjonction :
ZEX oY X\Yecz
LAAE Ry XCYuz

Les treillis engendrés par leurs éléments premiers ont la particularité de
nous permettre dy raisonner avec des éléments comme si les éléments de L
étaient des sous-ensembles d"un ensemble donné.C’est pour cette raison que
les propriétés de ces treillis sont analogues a celles des treillis engendrés par
leurs éléments premiers “classiques” :

(P, <N V)

des parties d'un ensemble X quelconque. En effet, dans un treillis engendré
par ses éléments premiers, il nous suffit toujours de vérifier les inégalités &
démontrer au niveau des éléments complétement premiers. Ceci équivaut, par
la proposition 1.2.4, a étudier les éléments des ensembles partiellement or-
donnés des premiers inférieurs & chaque membre de 1'inégalité et, a les com-
parer en termes d’éléments.

Maintenant que nous avons traduit la dualité construite en des termes bien
connus, essayons d’en exploiter les bénéfices qui en découlent gratuitement.
Commengons par réécrire la dualité de la proposition 1.2.1 dans notre nouvelle
notation.
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CoroLLAaRE (Dualité pour (-)* et (1)) La dualité de la F;Fﬁfoﬁbéitio“n‘l.Z.l peut se pféééﬁfér
121 comme:
S
Po® ~——T—— DI (1.2.1)

L’'adjonction de la dualité donnée au corollaire précédent possede une unité
et une co-unité. A quoi ressemble I'unité dans le contexte que nous venons de
définir ? La proposition suivante répond a cette question. Pour alléger le texte,
nous donnons une définition préalable.

Dermnmion  (Définition de Vévaluation ep) Soit D un treillis. On definit Ia fonction suivante :
1.24

€p

D D#
d—{pe D" |dep}
On appelle ep U'évaluation pour D dans son double dual.
PROPOSITION (Natuféilitéwd-e é_;;). ‘Soit D un trezllzsdzstrzbutzf borné. La fbndion ep donne un
12.6 morphisme de treillis bornés. De plus, e(_y est une transformation naturelle de

1= () #
entre ces deux endofoncteurs de DI.
PREUVE: Si on considére I'adjonction 1.2.1, on sait qu’elle possede une

unité. Est-ce que cette unité agit exactement comme le ep de la définition 1.2.4?
Oui; donné d € |D|, si on revient a la preuve de la proposition 1.2.1, on se
rapelle que la correspondance naturelle se faisait comme suit :
Homp (D, 2)—1>Homm(D, 2) € PoP
Homp (D, 2)——+Homgy (D, 2) € Po
D"™5 Homp, (Homp(D, 2),2) € DI

ot 1p(d) : Homp (D, 2) — 2 envoie a sur 1{a)(d) = a(d). Si on regarde np(d)
comme un élément de D*#, alors il correspond a I’ensemble des filtres premiers
p € D* pour lequels la fonction caratéristique donne 1 lorsqu’on l'applique a d
i.e. on prend :

[p(d)] (@) = {p € D" | xp(d) = 1}
={pe D*|dep}



PROPOSITION
1.2.7
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L’évaluation est donc l'unité de I'adjonction énoncée au corollaire 1.2.1. C'est
donc trivialement un morphisme de treillis bornés et e_y définit une trans-
formation naturelle de 1p; vers le foncteur double-dual (-)** comme c’est en
général le cas pour I'unité d’une adjonction. |

Comme nous l’avons vu dans la preuve du résultat précédent, I'évaluation
ep est 'unité pour 'adjonction 1.2.1. Toute unité d’adjonction satisfait une pro-
priété universelle. Regardons & quoi elle correspond pour ep.

(Propnete universelle du double dual) Soit D un trezllzs dzstrzbutzf borné, L un
treillis complet engendre par ses éléments premiers et DL un morphisme de treillis
bornés. Il existe un unique morphisme de treillis complets h : D** — L tel que le
diagramme suivant commute :

D—:&D*#

‘R
XV

L

On dit ainsi que ep est universel parmis les morphisme de D dans un treillis engendré
par ses éléments premiers.

PREUVE: Nous avons vu que ep est 1'unité de ’adjonction de la ligne 1.2.1.
Ainsi, ep est universel parmis les morphismes de treillis de D dans P# pour un
ensemble partiellement ordonné P € |Po|. Plus précisément, cela veut dire que
quel que soit P € |Po| et quel que soit le morphisme de treillis » : D — P¥,1a
transposée de h :

prtsp
est I'unique morphisme auquel on peut appliquer (-)# pour faire commuter :

D —2 p#

e
X %’h

P#

Comme nous l'avons vu dans la proposition 1.2.4, un treillis est engendré par
ses éléments premiers si et seulement si il est de la forme P# pour un certain
P. Ainsi, on voit clairement apparaitre la propriété universelle voulue. Il suf-
fit donc de poser & = h# qui est un morphisme de treillis complets (voir la
proposition 1.2.4). B
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Nous avons donc obtenu une propriété universelle pour le double-dual.
Nous verrons plus loin comment nous pouvons rafiner ce résultat pour le
rendre optimal. Essayons maintenant de voir d’autres propriétés fondamen-
tales de cette construction.

1.3. DOUBLE DUAL : PROPRIETES ELEMENTAIRES

Une de ces propriétés qui est centrale pour les applications a la logique
nous dit que le morphisme évaluation : ep est un monomorphisme. Cette pro-
priété est équivalente au théoréeme de complétude pour la logique cohérente
propositionnelle. La preuve du résultat est non-constructive et utilise le théo-
réme d’existence des filtres premiers. Formulons tour d’abord ce résultat pré-
liminaire bien connu. Notons qu'un idéal sur un treillis D est un filtre sur D°?
(i.e. la notion d’idéal est duale a celle de filtre).

(Théoréme d’existence des‘ ﬁltrespremlers) SoztD un ti‘eillis distributif borné,
f un filtre sur D et I un idéal sur D. Si f NI = §, alors il existe un filtre premier p
sur D tel que f CpetpnI =0,

Le lecteur trouvera une preuve de ce résultat (formulé différemment mais
trivialement équivalent) a la page 188 de [5]. Contentons-nous de rappeler que
cette preuve utilise le lemme de Zorn (i.e. 'axiome du choix) et qu’elle n’est
pas constructive. Remarquons que le théoréme d’existence des filtres premiers
est un énoncé plus faible que I'axiome du choix.

Donnons dés maintenant une application directe du théoréme d’existence
des filtres premiers & la construction du double dual. Nous désignons ce résultat
comme étant le “théoréme de complétude pour la logique cohérente proposi-
tionelle” (Coherent PropositionaiLiogic)- Ce résultat est en effet équivalent & un théore-
me de complétude pour cette logique lorsqu’on le formule dans la théorie des
modeles.

(Théoréme de complétude pour CPL) Soit D un treillis distributif borné.
L'évaluation D »= D*# pour le double-dual est un monomorphisme de treillis. |

PREUVE: Nous savons déja que ep est un morphisme de treillis. Montrons
qu’il est mono. Pour cela, il suffit de montrer que ep réfléchit 1'ordre de D*#
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dans l'ordre de D i.e.
Vz,y € D (ep(z) <p-# ep(y) =z <p y)

Nous montrons la contraposée de cette derniére. Supposons que z £p y. On
pose f = tz et I = |y. Clairement, f est un filtre sur D et I est un idéal sur
D.Deplus, fNI =0Qcary ¢ f (siy € f, alors, par définition, on aurait
z <p y; une contradiction) et z € I veut dire la méme chose que z <p y et
donc z & f (car sinon z € f et z <p y nous donnerait y € f). Ainsi par le
théoréme d’existence des filtre premiers, il existe un filtre premier p € D* pour
lequel f CpetpNI = 0. Puisque f C p,onaz € pdolip € ep(z). D'autre
part, p N I = @ nous donne que y & p d'otr p ¢ ep(y). On voit ainsi clairement
que ep(z) € ep(y) (p en témoigne). B

Nous voyons maintenant avec une perspective plus claire la contruction
du double-dual. Elle prend un treillis distributif borné D et le plonge dans un
treillis engendré par ses éléments premiers de facon universelle. Le double-
dual de D est donc l’'enveloppe de D (comme l'enveloppe convexe d'un sous-
ensemble d’un espace vectoriel) dans les treillis engendrés par leurs éléments
premiers.

La liste des bonnes propriétés de cette construction est loin de s’arréter
ici. En fait, il se produit un phénomeéne assez étrange avec ce double dual. A
mesure qu’on enrichit la structure de treillis distributif en ajoutant de nou-
veaux opérateurs satisfaisant certaines regles, alors ces opérateurs se voient
matérialisés dans le double dual et 1'évaluation les préserve. Nous ne connais-
sons pas de résultat général décrivant le phénomeéne, mais plusieurs cas par-
ticuliers sont remarquables. On retrouve une collection impressionnante de
résultats de ce type dans [8]. Le résultat suivant en est un exemple. I dit que ep
préserve toutes les implications (l’opérateur spécifique aux algeébres de Hey-
ting) qui existent dans D. Nous savons par la proposition 1.2.5 que le double
dual D*# est toujours une algebre de bi-Heyting. Il est donc naturel de se de-
mander si ep préserve les implications lorsqu’elles existent dans D.

Dérmimon  (Conditionnellement Heyting) Soit D—2+D' un morphisme de treillis. On dit que
1.3.1 o est conditionnellement Heyting si pour chaque & — y qui existe dans D on a que
afz) — aly) existe dans D' et en fait

o(0) = a(y) = a(z 1)
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La proposition a été démontrée dans sa version du premier ordre par Joyal.
Nous lui attribuons tout de méme cette version élémentaire.

(Théorame de ]oyal) Le morphisme ep est conditionnellement Heyting.

PREUVE: Soient z,y € D tels que z — y € D existe. Nous voulons montrer
que ep(z — y) satisfait la régle d’adjonction pour ep(z) — ep(y) dans D*#.
Comme c’est souvent le cas, une des deux inégalités est triviale :

en(z — y) C ep(z) = en(y)
en(z = y)Nep(z) C ep(y)
ep ((z 7> y) Az) Cen(y)
(z—oy)Az <y
T—=yY<zT—=Y

Remarquons que l'équivalence entre la troisieme et la quatrieme ligne est due
au fait que ep préserve I'ordre et la réfléchit (étant un mono).
Montrons maintenant ’autre inégalité :

?

en(z) — ep(y) Ceplz = y)
Nous avons pour W € D*# quelconque

W C ep(z) = ep(y)
Wﬂep(a:) g E’,D(y)
W Cep(z — y) H*)

Pour montrer () nous passons par la contraposée. On a en effet

Weep(z—y)=3geW g&eplz—y)
=dgeW g¢ep(y) cary<z —y
= dgeW ydgq

Pour arriver a notre but, nous cherchons un filtre p € W Nep(z) tel que p &
ep(y). Le filtre g est dans W et satisfait la deuxiéme condition, mais n’est pas
nécessairement dans ep(z). Pour construire le p en question nous allons utiliser
le théoréme d’existence des filtre premiers. Considérons

f={qu{z})={deD|3ceq cAz <d}
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qui est le filtre engendré par ¢ et {z}. C’est une extension de g qui contient z.
Notons que y ¢ f. En effet,

yef=3dc€qchz <y
=>3Jdc€qcLr—y
== I —+YyEq

C’est impossible car dans cette situation ¢ € ep(z — y) et nous avons supposé
que ce n’est pas le cas. On pose ainsi naturellement I = |y et on a clairement
f NI =0etdong, par le théoréeme d’existence des filtre premiers, il existe un
filtre premier p € D* tel que f C pet pN I = (). Nous avons bien trouvé en p
le candidat cherché. En effet, p € W (car ¢ C f C p et W est une partie fermée
supérieurement de D*), p € ep(z) (carz € f C p), maisp € ep(y) (cary € I et
pNI=0doluy ¢ p). il

Nous avons également que 1’évaluation est conditionnellement co-Heyting.
Nous pouvons obtenir ce résulat par dualité en utilisant le résultat précédent
et le lemme suivant :

_ (Isomorphisme entre (D°P)*# et D*#) Soit D un treillis distributif. Il existe un_
unique isomorphisme de treillis completement distributifs I : D°**%* = D*#*" faisant
commuter :

Dog...?ii Dop*#
\. ll
5
: D*#OP
PREUVE: Je me contente de dire que cet isomorphisme découle directe-

ment du fait que 2°? ~ 2; que l'on considére 2 comme un treillis ou comme
un ordre partiel. En effet, en composant un morphisme de treillisp : D — 2
avec cet isomorphisme on obtient un morphisme D — 2°° dont la fonction
sous-jacente peut étre aussi vue comme un morphisme de treillis D? — 2.
Cette association est un isomorphisme d’ensembles partiellement ordonnés de
D*°P dans D°P*. Avec l'interprétation en termes de filtres premiers, on obtient
une description simple de cet isomorphisme. En effet, en posant :

D*Op Dop*
P——»D\p
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on prend un filtre premier p € D* et on l'envoie sur son complément (vu
comme sous-ensemble de D) qui est naturellement un idéal premier sur D
et donc un filtre premier sur D°° comme voulu. Cette application est claire-
ment une bijection. De plus, c’est un morphisme d’ensembles partiellement
ordonnés car

P<prrq — qCp
< D\pCD\gq
— D\pSDop* D\q

De la méme fagon, donné un ensemble partiellement ordonné P, il est facile de
construire un isomorphisme

p#P_=, por#
En appliquant (-)# au premier isomorphisme et en composant avec ce deuxiéme
isomorphisme nous obtenons facilement I'isomorphisme recherché. [

Nous obtenons donc le résultat annoncé soit que 1'évaluation préserve
aussi les co-implications.

(L"évaluation ep est co-Heyting) Soit D un treillis distributif borné. L’évaluation
D2y D*# est conditionellement co-Heyting.

PREUVE: Le lemme précédent nous a donné un isomorphisme de treillis
complets : I (qui est donc en particulier un isomorphisme d’algébres de Hey-
ting). Ainsi, puisque eper est conditionellement Heyting, on obtient que

e} =Ioepw

est conditionellement Heyting donc ep est conditionellement co-Heyting.

Les résultats de la présente section nous indiquent un peu comment le
double dual peut servir pour démontrer des théoremes de complétude pour
certaines logiques propositionnelles. Nous ne désirons pas nous attarder a ce
genre d’applications du double dual car elles sont traitées en détail dans des
articles comme [8]. Contentons nous de terminer cette section en mentionnant
les remarques suivantes. Le résultat de base pour ce genre de considérations
est la proposition 1.3.2, qui donne le théoréme de complétude pour la logique
cohérente propositionnelle. Le théoréeme de Joyal (la proposition 1.3.3), quant a
lui, donne un théoréme de complétude pour la logique propositionnelle intui-
tionniste. Cette logique a en effet un opérateur de plus que la logique cohérente
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propositionnelle : I'implication. Le simple fait que I"évaluation préserve cet
opérateur (c’est en effet ’essentiel du contenu du théoréme de Joyal) nous
permet d’étendre le théoréme de complétude de la logique cohérente a la lo-
gique intuitionniste. De la méme fagon, le théoréme de complétude pour la
logique co-intuitionniste se démontre en montrant que ep préserve les co-
implications qui existent dans D (voir corollaire 1.3.1). Nous appercevons donc
(vaguement) pourquoi les propriétés sémantiques de plusieurs théories propo-
sitionnelles cohérentes peuvent se déduire a partir de propriétés algébriques
du morphisme ep dans le double dual.

1.4. PROPRIETES DE FONCTORIALITE DU DOUBLE DUAL

Nous avons vu a la proposition 1.2.6 que e(_y : 1p — (-)** est une trans-
formation naturelle. Ceci veut dire que quel que soit le morphisme de treillis
bornés C—=D € DI, le diagramme suivant commute :

1}& D*:#:

&—ec—?c*#

Mais o** est un morphisme de treillis complets et posséde donc des adjoints
a droite et a gauche que nous noterons respectivement R, et L,. Une question
naturelle que nous pouvons nous demander est la suivante. Si « a un adjoint
a droite p est-ce que cet adjoint a droite commute avec R, comme dans le dia-
gramme suivant :

Z}—CA D*#

| e
(}_ec> C*#
De la méme fagon, si @ a un adjoint & gauche A ; commute-t-il avec L, ? Nous

allons montrer dans la présente section que nous pouvons répondre par 1’af-
firmative a ces deux questions.

La proposition suivante nous indique comment on peut calculer L, et R,
au niveau des filtres premiers.
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ProposiTion (Calcul des adjoints de o) Soit C-2+D € Dl un morphisme de treillis bornés.
141 pour peC*etY € D*# quelconques, ona

p € Ro(Y) <= Vg€ D" (a*(9) 2p=>q€Y)
pEL(Y) < gD (a*(¢9) Cp & g€Y)

PREUVE: Nous utilisons les formules bien connues pour les adjoints a
gauche et & droite d’un morphisme de treillis complets. Soient Y € D*# et
p € C* quelconques. On a,

pE€ R)Y
pe|J{XeCc*|a#(X)CY}
IX € C* [0*(X)CY & pe X]
IX eC#* [Vge D* (gea#(X)=>qeY) & pe X]|
dX € C*#* Vge D* (a*(g) e X =>qg€Y) & pe X]
Vge D* [o*(g) 2 p=>qE€Y]

(*)

et (*) se démontre comme suit. Pour la direction (), on prend ¢ € D* tel que
a*(g) 2 p. Par hypothese, on a que p € X donc a*(q) € X car X est fermée
supérieurement. Ainsi, notre hypothése nous permet de conclure que ¢ € Y
comme voulu. Pour la direction (1), on pose X = 1p et on voit que le reste suit
sans peine.

Démontrons maintenant la deuxiéme formule. En procédant de facon ana-
logue, on a:

p€ LY
pe[{XeC*|Y Ca#(X)}

VX € C* [Y Ca#(X) > pe X]
VX e C* [Vge D*(geY = g€ a*#(X)) = pe X|
VX € C*# [ﬂVqED*(qEY:>an*# )VpEX]
VX e C*# [EqED*—:(quVan*# )VpEX]
VXeC#* [3geD* (qeY & q¢ a#(X)) Vp e X]
VX eC¥ [3geD* (qeY & a*(q) € X)Vp e X]

JgeD* [o*(q) Cp & g€Y]

(%)




PROPOSITION
14.2

21

Montrons (xx). Pour (}) on pose

X={deC|p Zp}

Clairement, X est une partie fermée supérieurement de C*. De plus, comme on
a évidemment p € X on peut conclure par hypothese qu'il existe ¢ € D* tel que
g € Yeta*(q) ¢ X ie. a*(g) C p; comme voulu. Pour (1) on prend X € C*#
quelconque. Sip € X on a terminé. Sip € X, alors nous devons montrer

JgeD* [geY & o(q) ¢ X]

Prenons le ¢ € D* qui nous est donné par hypothése. On a bien ¢ € Y et,
comme o*(g) C petp ¢ X, on doit avoir a*(¢) € X comme espéré. i

Maintenant que nous savons comment calculer les adjoints de o** nous
sommes préts & démontrer les propriétés de fonctorialité annoncées plus haut.
Nous allons tout d"abord démontrer le résultat pour les adjoints a droite puis,
nous allons utiliser un argument de symétrie pour déduire le résultat pour les
adjoints a gauche.

(Fonctorialité des adjoints a droite pour D*#) Soit C—D € DI un morphisme
de treillis bornés ayant un adjoint a droite D-£5C. Alors les deux rectangles évidents
du diagramme suivant commutent :

€D

(PSR U ol

awp o wtln

T i

PREUVE: Une des deux commutativités a déja été démontrée comme nous
I’avons indiqué au début de la présente section. La nouvelle commutativité qui
est démontrée ici est celle faisant intervenir p et R,. J'ai quand méme décidé
de mettre a et o** dans le diagramme pour bien montrer les relations d’ad-
jonction. Soit d € D quelconque. Comme il en est coutume, un des deux sens
est évident. En effet,
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ol I'avant dernier passage se justifie par le fait que ep est un monomorphisme
et donc réfléchit 'ordre.

Pour l'autre direction, nous procéderons comme suit. Pour p € C* quel-
congue on a, en utilisant la formule de la proposition 1.4.1, que

p € R, (ep(d))
Vge D" [a*(q) 2 p=q € ep(d)]
Vge D" [o*(g) 2p=d € g
p € ec(pd)

et nous montrons (*) par contraposition. Supposons que pd ¢ p. Nous cher-
chons un ¢ € D* tel que a*(g) 2 p, mais avec d ¢ ¢. Considérons le filtre
engendré par 'image de plelong de a i.e.

f = {alp))
On remarque que d ¢ f car

de f «—dcep ac<d
< dcepc<Lpd
== pdE€Dp

Ce qui n’est pas le cas par hypothese. Ainsi on a bien d ¢ f. En utilisant le
théoréme d’existence des filtres premiers on peut trouver ¢ € D* tel que f C ¢
et d ¢ g. Pour vérifier que ce ¢ est bien le candidat recherché, il ne nous reste
qu’a voir que a*(g) 2 p. Ceci est clair car :

ceEp=aceapC fCyq
—aceq
= c € a*(q)

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat analogue pour les ad-
joints a gauche.
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ProposiTion  (Fonctorialité des adjoints & gauche pour D*#) Soit C—=+D € Dlun morphisme
143 de treillis bornés ayant un adjoint & gauche D-24C. Alors les deux rectangles évidents
du diagramme suivant commutent :

e

1}.—9__3. D*#

A H o o (4] ek

e O

PREUVE: Comme dans le cas de la proposition précédente nous ne nous
intéressons qu’a la commutativité faisant intervenir A et L, ; l'autre ayant déja
été démontrée. Nous utiliserons 1'isomorphisme décrit au lemme 1.3.1. Nous
ajouterons respectivement les indices I¢ et Ip pour différencier les deux iso-
morphismes. Le lecteur expérimenté verra que le résultat suit immédiatement
de la commutativité du diagramme suivant :

ap
€p

e Ty
Dop D

e — Dop*# D*#Op

a°P T—D aop 00 QOP"#T—Q R,op o0 a*#opT—r) LaP

CoPr————> Oop*# C*#OP

U

eq

En effet, le rectangle gauche commute car o®® 4 A°? et cela nous ramene au
cas de la proposition précédente : le cas des adjoints & droite. Le rectangle de
droite, quant & lui, commute car Ip et I sont des isomorphismes et par les
relations d’adjonctions existantes. Finalement, on en déduit que l'extérieur de
ce diagramme commute. En enlevant les (-)°° on retombe sur le diagramme
dont on voulait originalement démontrer la commutativité. |

Les résultats de la présente section servent aussi a étudier certaines lo-
giques propositionnelles : les logiques modales pré-S4 et bi-S4 (voir [25]). Ces
résultats sont tout simplement des résultats de préservations de certains opé-
rateurs modaux définissables dans notre contexte.

1.5. UNE CARACTERISATION DU DOUBLE DUAL

La proposition suivante donne encore quelques propriétés de I'évaluation.
Le lecteur remarquera probablement que nous y répétons des propriétés déja
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connues. Nous verrons plus loin que ces propriétés caractérisent I'évaluation
4 isomorphisme pres. C’est pour cette raison que nous allons les énoncer en-
sembles.

ProrosiTion (Propriétés caféévtérvistique’sy ‘de ep) Soit D un treillis distributif borné.
1.5.1  1'6vgluation ep satisfait les propriétés suivantes :

1. D' ¢ |Pg|
2. ep € Lok
VX eD* [Xem(DH)=X= N en(d)]
{deD | X<ep(d)}
4. ¥d € DV{d;}ic; €D [/\ ep(d;) < ep(d) = 3L, C I /\ d; < d]
el i€l’
5. Soit X € D*# tel que

X = Aep()
iel
pour une certaine famille d'éléments de D : {z;}ier. Si X satisfait la propriété

suivante :
b1
Vn € NV{d;}iL, €D [X <\Vepld) =T <jo<n X< ED(djo):l
e
alors X est completement premier dans D*¥ i.e. X € Jrx (D*#),

PREUVE: Les énoncés 1 et 2 ont été démontrés préalablement. Démontrons
l’énoncé 3. Nous avons vu dans la preuve de la proposition 1.2.4 que les éléments
completement premiers de P# (pour un certain P € |Pol|) sont de la forme 1p
(p € P). Ainsi, X € Jre (D*#) si et seulement si il existe un p € D* tel que
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X =1p.Onaainsi:
/\{eD Y|de D et X <ep(d)}
=(\{ep(d) |de D et tpC {ge D* |d € g¢}}
=({ep(d) |de€ D et d € p}
:ﬂ{qu*lqu}

dep
={geD"|pCyq}
=1p
=X

Démontrons 'énoncé 4. Soit {d;};c; une famille d’éléments de D etd € D

tels que
/\ eD < eD

iel
Supposons le contraire de la conclusion cherchée c’est a dire

Vi €I N\diZd
el’

On pose alors

f= {dED |3I{gmg1 /\szd} =<{dz}zeI)
ier
On voit que par hypothése d ¢ f d’ot, par le théoréme d’existence des filtres
premiers,
dpeD fCpetddgp
On a ainsi trouvé p € D* tel que p ¢ ep(d) mais pourtant

Viel d;ep

d’ott p € (;¢; en(di). Nous obtenons donc une contradiction avec notre pre-
miere hypotheése.

Démontrons maintenant 1’énoncé 5. Supposons que nous ayons affaire a
un X dans D*# de la forme X = (,; ep(z:) qui satisfait la condition énoncée.
Nous désirons montrer qu’il existe un p € D* pour lequel X = 1p. Posons

f = ({zi}ier)
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On a ainsi :
geX < qeﬂep(a:i)
iel
< Viel q€ep(z)
— Viel z;€q
< fCyq

On voit ainsi que
X=tf={geD"|fCq}

11 suffit donc de montrer que f est un filtre premier. Soient d;,d; € D on a

dVdy € f=VqeD* [f Cq=qe€ep(dVds) =ep(di)Vep(ds)]
= 1f =X < ep(di) Vep(ds)
=+ X <ep(d;) ou X <ep(ds)
== 1f <ep(d1) ou 1f < ep(ds)
=VYgeD'[f Cq=>q€ep(d)] ou VgeD'[fCq=q€Eep(d)
=VgeD*[fCqg=>d€q] ou YgeD*[f Cg=ds €]
= d€foudy€f

ot la derniére ligne se justifie en notant que f peut toujours s’écrire comme l'in-
tersection de tous les filtres premiers qui le contiennent. Lorsque tous les filtres
premiers qui contiennent f ont d; comme élément, on est contraint d’avoir
d, € f (méme chose pour ds). Nous avons donc bien montré que f est un filtre
premier. |

Le lecteur remarquera que la propriété 4 de la proposition précédente est
une généralisation de la proposition 1.3.2 (i.e. la proposition 1.3.2 est un con-
séquence immédiate de 4). De plus, nous avons le corollaire suivant qui nous
donne une représentation canonique pour les éléments de D*# en termes d’é-
léments provenant de D.

CoroLLaire (Représentation des éléments de D*#) Soit D un treillis distributif borné et
151 X € D*¥ quelconque. On a la représentation suivante de X en termes des éléments

provenant de D : ‘
X =\/ Aen(d)

pEX dep
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PREUVE: Comme D*# est engendré par ses éléments premiers (qui sont
tous de la forme tp pour p € D*), on peut écrire X comme le suprema des
éléments complétement premiers qui lui sont inférieurs. Toutefois,

<X —= fpCX <= pc X
de telle sorte que

x=\ 1=V 1p= Aeo@

Tp<X pEX pEX dep

o1 cette derniére égalité a été démontrée lors de la preuve de I'énoncé 3 de la
proposition précédente. I

Comme nous l'avons déja mentionné, les cing propriétés de la proposition
1.5.1 n’ont pas été énoncées ensembles par hasard. Ces propriétés caractérisent
'évaluation de Makkai/Reyes a isomorphisme prés. Nous verrons en effet
dans la proposition suivante que si un morphisme - : D — D satisfait les
mémes propriétés que 1'évaluation dans la proposition 1.5.1 i.e.:

1. D € |Pg|

2. () € Lat
3.vX eD [XE?W(D)L—}X: A

{deD | x<d}
4VdeDV{diir CD [A\di<d= 3 €T Ndi< d]

el icel’
5. Soit X € D tel que
X =\
el

pour une certaine famille d’éléments de D : {z;};e;. Si X satisfait la pro-
priété suivante :

Vn € NVY{d;}2, C D [X_<_\/dj:>31§j0§n ng'jo}
j=1
alors X est complétement premier dans D i.e. X € Jre (f)) :

alors ‘" est essentiellement "évaluation. Ces propriétés nous donnent donc
une sorte d’axiomatique pour déduire des propriétés de 1'évaluation. Cette
caractérisation de 1’évaluation se trouve originalement dans [25] (p.36). Une



PROPOSITION
1.5.2

COROLLAIRE
1.5.2

28

légere erreur de formulation y est cachée dans la derniére propriété. Ellenous a
été 51gnalee par Makkai avec les ajustements nécessaires. Voici donc le résultat

annoncé.

(Conditions suffisantes pourl’universalité) Soit D un treillis dzstrzbutzf borné et
D un treillis complet. Si une application - : D — D satisfait les condztwns de la page
27, alors () satisfait la propriété universelle de D** i.e. si L € IPg| et D-25L € Lot,
alors il existe un unique morphisme de treillis complets : DL qui fait commuter

(T

DD
i
1h
A
L
PREUVE: Le lecteur trouvera cette preuve dans I'article original de Mak-
kai/Reyes [25] qui est juste malgré le fait qu'une hypothése manquait. Nous
voyons dans cette preuve que cette hypothese est vérifiée. I

(Caractérisation de 'évaluation) Si-: D — D satisfait les propriétés 1 a5 de I
page 27 alors il existe un unique isomorphisme ep : D —» D*¥ tel que le diagramme
suivant commute :

PREUVE: 11 suffit d’appliquer les deux propriétés universelles tour a tour.
Pour voir que les deux morphismes qu’elles induisent sont inverses 1'un par
rapport a l'autre, il suffit de voir que 'identité peut jouer le role de leur com-
position dans un diagramme adéquat. i

Ainsi, non seulement nous avons donné des propriétés de ep, mais nous en
avons assez données pour que ep soit essentiellement uniquement déterminé

par ces propriétés.
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1.6. RAFINEMENT DE LA PROPRIETE UNIVERSELLE DU DOUBLE
DUAL

Nous avons jusqu’a maintenant établi une propriété universelle pour la
construction du double dual et nous avons méme donné des propriétés ca-
ractérisant cette propriété universelle & isomorphisme pres. Il est naturel de
se demander & ce moment si cette propriété universelle est optimale. Expli-
quons ce que nous voulons dire par “optimale”. L'évaluation allant de D dans
le double dual D*#, comme nous l'avons vu, est universelle parmis les mor-
phismes ayant D comme domaine et des treillis engendrés par leurs éléments
premiers L € Pg. Pouvons-nous étendre cette classe Pg a une classe plus grande
de treillis ? Une propriété universelle sera optimale si elle est décrite dans la
plus grande classe possible de treillis pour laquelle on a l'universalité. Dans
notre cas particulier, Pg est déja une classe trés vaste de treillis, mais nous pou-
vons faire mieux. Voici une classe de treillis encore plus grande pour laquelle
on a 'universalité de 1'évaluation.

pernimion  (Treillis complatement distributifs) Soit L un treillis complet.” On dit que L est
1.8.1  completement distributif s'il satisfait 'une des deux lois équivalentes de distributivité
infinie suivantes. Pour une famille quelconque d'éléments {x;; }icr ,jes, € L

NV Azi= A Ve :

el jed; jellJ; i€l
i€l
e AV =V Asug
el je; jellJ; i€l
i€l

~ Les morphismes entre des treillis complétement distributifs sont les morphismes de
treillis complets (préservant les suprema et infima quelcongues). On note par Cd la
catégorie des treillis completement distributifs.

Pour obtenir plus de détails sur cette notion je référe le lecteur aux articles
de Raney dont [32] et [33] ol on trouvera la preuve de I'équivalence entre
ces deux lois duales de distributivité infinie. Cette preuve utilise ’axiome du
choix et ne peut donc pas se reproduire dans tous les topos. L'étude des treillis
compléetement distributifs avec une approche constructive a été faite de fagon
exhaustive par Wood et al dans une longue série d’articles voir par exemple
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[7] pour une introduction. Leur approche a la distributivité compléte dans les
topos définis sur des topos de base arbitraires est trés intéressante et simplifie
grandement le traitement de certains résultats classiques dont le théoreme de
Raney. Il serait trés intéressant de trouver une ou plusieurs versions construc-
tives de la construction du double dual de Makkai/Reyes. Bien sfir, ces ver-
sions devraient s’écraser en une seule lorsque le topos de base est booléen
comme c’est le cas dans le cadre de cette thése.

La catégorie des treillis complétement distributifs contient une sous-caté-
gorie pleine bien connue que nous avons abordée soit : la catégorie Pg des
treillis engendrés par leurs éléments complétement premiers. En effet, nous
avons vu a la proposition 1.2.4 que cette derniére catégorie est équivalente a
la catégorie Po® via le foncteur (-)#. Cependant, si P € |Po|, alors P# est un
treillis complétement distributif car c’est un sous-treillis complet de l'algebre
de Boole complete des sous-ensembles de |P| : P(P) (qui est bien connue
comme étant completement distributive dans la théorie des ensembles avec
'axiome du choix). Comme tous les objets de Pg sont de cette forme, on a
démontré que :

ProposiTioN (Cd est une sous-catégorie pieiné de Pg) La catégorie des treillis engendrés pdr
1.6.1 Jeurs éléments complétement premiers Pg est une sous-catégorie pleine de ln catégorie.
des treillis completement distributifs Cd.

Les treillis engendrés par leurs éléments premiers sont des treillis dans les-
quels nous pouvons raisonner avec des éléments (les premiers) comme dans
les anneaux d’ensembles (les sous-treillis complets de P(X) pour un ensemble
X). 1 n’est donc pas du tout étonnant que ces treillis soient complétement dis-
tributifs, car les suprema et infima dans ces structures sont essentiellement la
réunion et I'intersection.

La proposition suivante élargit la portée de la propriété universelle du
double dual a la classe des treillis completement distributifs comme nous l'av-
ons annoncé plus haut.
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ProposiTion (Propriété universelle étendue du double dual) Soit D un treillis distribu-
162 tif borné, L un treillis completement distributif et D25 un morphzsme de treillis
bornés. I existe un unique morphisme de treillis complets D# 5L tel que le dia-

gramme suivant commute :

D —= p#

'
0

L

On dit ainsi que ep est universel parmis les morphismes de D dans les treillis
completement distributifs.

PREUVE: Je donne ici une preuve due a Ghilardi et Meloni qui nest pas
publiée. Comme nous l'avons vu au corollaire 1.5.1, un élément X € D*# peut
toujours s’écrire comme :

X =\ Aeod

peX dep

On a ainsi directement 1'unicité de A, car puisque h doit préserver tous les
suprema et infima et doit faire commuter le diagramme dessiné plus haut; on
a

]

- h (\/ /\ep(d))

peEX dep

Ainsi, I'unicité de h est assurée par les propriétés que nous lui imposons. Il
ne nous reste donc qu’a montrer que h préserve les suprema et infima quel-
conques. La préservation des suprema est facile & démontrer. Commengons
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par cela. On suppose qu’on a une famille {X;};e; d’éléments de D*#. Ainsi,

r(vx) =2 (yx)

=V A

pE U X; dép
iel

SAVAYNC)

i€l peX,; dep

= \/ h(X;)

i€l

ou () se justifie facilement en notant les deux évidences suivantes :

©  welUx Ard<VV An@

i€l dep i€l peX; dep
(>) VieIVpeX; Nhd< \/ Ahr@
dep pe U X; dep

i€l

Nous devrons étre plus délicats avec la préservation des infima. Notons
tout d’abord que, puisque h préserve les suprema quelconques, il préserve au-
tomatiquement I’ordre (i.e. A est monotone). En effet, tout morphisme préservant
les suprema binaires préserve automatiquement 'ordre ; c’est déja suffisant a
ce niveau. Ceci nous permet de démontrer une des deux inégalités requises.
En effet, on a alors :

h /\Xj) < /\H(Xi)

1]
Viel h (ﬂ Xj) < h(X))
JjeI
viel []X;CX;

jel

T

Pour démontrer 1'autre direction, nous appliquons les deux lois de distributi-
vité infinie, une pour chaque coté de l'inégalité :
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/\B(Xi) < h /\Xj
el

1 jel
AV Ar@ < V Ah@
iel peX,; dep pejQIXj dep
VAN AV #(dw)
pe [1X; i€l depl(i) _‘E Il » P€ NX;
i€l pEﬂ X; JjeI
vie [[Xxivde Hp/\/\h <V h(”(p))
iel pEJQIX i€l dep(i) pejQIXj

Prenons

ﬁEHXi JG H P

i€l pE N X;
jer

quelconques. Pour démontrer cette derniére ligne, on considere

f= <Uﬁ(i)> B <{‘f<p>},,enx,.>

ott les crochets veulent dire respectivement “filtre engendré par” et “idéal en-
gendré par”. On a que f et I ont une intersection non-vide. En effet si on avait
au contraire que f N I = §, alors, par le théoréeme d’existence des filtres pre-
miers, on aurait I'existence d'un filtre premier g € D* telquegNI =0et f C q
Mais puisque pour chaque i ona p(i) € X;etf(i) C f C g onaqueq € [, X
Ceci est impossible, car dans ce cas

d(g) el et dlg) eq

et ceci entre en contradiction avec le fait que g et I soient disjoints. Ainsi, nous
avons montré que f et I sont non-disjoints. Soit dy € f N I. Par définition de f
et I on a qu'il existe i, ... ,i, € I avec des

dil = ﬁ(’&l), . 7din c ﬁ('Ln)
associés et il doit exister
D1y Pm € ﬂXz

i€l
tels que
dy Ao Ndi, < do < dlpr) V-V d{pm)
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En appliquant A a ces inégalités on obtient :

A N\ Ad) <h(di) A--- AR(ds,)

i€l dep(s)
< h(dy)
<h ( (Pl)V h( (pm)>
<V »(dw)
NX;
et c’est justement ce que nous voulions démontrer. [

Nous savons maintenant que 1’évaluation dans le double dual est univer-
selle parmis les morphismes de treillis dans un treillis complétement distribu-
tif. Avons-nous vraiment fait un pas en avant ? Connaissons-nous un exemple
de treillis completement distributif qui n’est pas engendré par ses éléments
complétement premiers ? La réponse est oui et cet exemple est bien plus proche
de notre intuition qu’on le croit :

L = ([0,1], <, inf, sup)

est I’ensemble des nombres réels entre 0 et 1 (bornes incluses) ordonnés avec

'ordre linéaire habituel. La propriété de complétude des nombres réels nous
assure l’existence du suprema et de l'infima de tout sous-ensemble non-vide
de® # A C [0,1]. De plus, on a trivialement sup § = O etinf @ = 1. Donc L est un
treillis complet. De plus, il est facile de voir que tout ordre complet linéaire est
un treillis complétement distributif (voir [7]). Notre L est donc compleétement
distributif. Pour montrer que L n’est pas engendré par ses éléments premiers
on montre que L ne posséde aucun élément complétement premier. En effet,
donné z € [0, 1] quelconque on a toujours

z <sup{a€[0,1]|a <z}
C’est en fait toujours une égalité ! Mais pourtant,
Vo€ {a€[0,1]|a<z} zLa

d’ol z n’est pas complétement \/-irréductible (z n’est pas complétement pre-
mier). Donc L n’est pas engendré par ses éléments premiers.

Nous voyons que la propriété universelle du double dual s’applique main-
tenant a une classe plus grande de treillis : la classe des treillis compléte-
ment distributifs. Comment pouvons-nous nous assurer que cette classe est
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la meilleure possible ? La théorie des monades vient ici & notre rescousse pour
résoudre cette question.

Avant de s’attaquer au résultat principal de cette section nous devons définir
un foncteur qui est une version covariante du foncteur contravariant préalable-

ment défini (-)#.

- (Le foncteur P1(-)) On définit le foncteur

Pi(-) : Po — Po

en posant pour L € |Po| :

'PT(L) = L#
et pour L-L3M € Po on définit Pi(f) : Py(L) — Py(M) en posant

PN)X)={meM |3 eX f(l)<m}

pour X € P4(L). De plus, nous avons un (mono)morphisme d’ensembles partielle-
ment ordonnés "
L-—£>'PT(L)
qui envoie un élément de L sur l'ensemble des éléments de L qui sont plus grand ou
égal a cet élément i.e. pourly € Lona

th={leLLh<h}

Clairement, P4 (-) est un foncteur. On remarque immédiatement que les en-
sembles partiellement ordonnés de la forme P4+(L) sont complets et que pour
un morphisme L% € Poon aPy(f) 4 f#. Ce foncteur posséde de bonnes pro-
priétés que nous résumons dans le lemme suivant. La preuve est élémentaire.
Je laisse au lecteur le soin d’en vérifier la validité.
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Lemme  (Propriétés de ’PT()) bs

1.6.1

1. Soit L € |Po|. On a que L est complet si et seulement si Li%PT(L) posséde
un adjoint a gauche. Cet adjoint @ gauche sera noté

PrL)DBL
et se calcule en prenant Vinfimum.

2. Pour L, M € |Po| deux ordres partiels complets et LM e Poona que f
préserve les infima si et seulement si le diagramme suivant commute dans Po :

Pr(f)
Pi(L) —> Py(M)

Ao l ® ’ lAM
L L
3. L'application 1, est une transformation naturelle
T(,) o 11]39 — PT

Remarquons que 1'on peut voir la derniére définition et le lemme qui la
suit sous une forme duale. En effet, en appliquant I'endofoncteur () (qui
renverse l'ordre d’un ensemble partiellement ordonné) avant d’appliquer Py,
on obtient un foncteur

P, :Po — Po
et une transformation naturelle

J,() H 1|]=0 E— 'PJ,

ayant des propriétés duales. Ainsi, L € |Po| sera complet si et seulement si
bz : L — Py(L) posséde un adjoint & gauche \/, . Un morphisme LM € Po
entre deux ensembles partiellement ordonnés complets préservera les infima
si et seulement si le diagramme suivant commute dans Po :

PN
Py(L) —= P (M)
VLl 9 lVM
L 7 M

Le lemme suivant nous donne une propriété des co-égalisateurs dans Po.
C’est un résultat formulé en termes de théorie des catégories enrichies. Sans
entrer dans les détails, nous pouvons simplement remarquer que la théorie
des catégories enrichies étudie des catégories sur lequelles les ensembles de
morphismes entre deux objets Hom(C, D) peuvent étre munis de structures.
Par exemple, une Po-catégorie est une catégorie pour laquelle Hom(C, D) est
un ensemble partiellement ordonné. Il y a aussi des notions de Po-limites et
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Po-co-limites. Comme ces notions ne jouent qu'un réle trés mineur dans la
présente these, je n'y définirai pas ces concepts en me contentant de référer le
lecteur a [28]. Enongons maintenant le lemme mentionné.

Les co-égalisateurs dans Po sont aussi des Po-co-égalisateurs.

Nous avons maintenant tous les outils pour formuler et démontrer le résultat
principal qui nous a été signalé par Anders Kock.

(Monadicité du double dual) Le foncteur oubliant U : Cd —» Dl est monadique.

PREUVE: Cette preuve nous a été transmise par Richard Wood. Nous uti-
lisons le théoréme de Beck pour la monadicité. Le lecteur trouvera ce théoréeme
dans tout livre discutant de la théorie des monades (la terminologie “triples”
est aussi utilisée pour les monades). Voir par exemple : [1], [20] ou [21]. Le
théoreme de monadicité de Beck dit qu'un foncteur U : B — C est mona-
dique si et seulement les conditions suivantes sont satisfaites :

1. U a un adjoint a gauche,
2. U réfléchit les isomorphismes et

3. Siune paire parallele de B est U-contractile et réflexive, alors cette paire
posseéde un co-égalisateur dans B et U préserve ce co-égalisateur.

Dans notre cas particulier, U possede bien un adjoint a gauche : c’est le fonc-
teur double-dual (-)*#. Il est aussi clair que U réfléchit les isomorphismes, car
un morphisme dans Cd qui est un isomorphisme de treillis est automatique-
ment un isomorphisme de treillis compléetement distributifs (en fait un isomor-
phisme d’ensembles partiellement ordonnés entre deux treillis complétement
distributifs est déja un isomorphisme dans Cd). La seule propriété non-triviale
est la derniére. Pour la démontrer il suffit de montrer que si on prend une
paire parallele dans Cd qui posséde un co-égalisateur absolu quand on la trans-
porte dans DI, alors ce co-égalisateur est aussi un co-égalisateur dans Cd. En
effet, par définition, une paire paralléle est U-contractile si U 'envoie sur une
paire dans DI qui posséde un co-égalisateur contractile et donc en particulier
un co-égalisateur absolu. 5i on montre que ce co-égalisateur absolu dans DI
vit réellement dans la catégorie Cd, alors la paire originale aura bien son co-
égalisateur et trivialement U le préservera. Montrons donc qu'un co-égalisateur
absolu dans DI d"une paire provenant de Cd est un co-égalisateur dans Cd.

Supposons qu’on ait une paire parallele
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L __)-f—> M € Cd
g
qui possede un co-égalisateur absolu dans la catégorie des treillis distributifs
DI. Supposons que g soit ce co-égalisateur comme dans le diagramme suivant :

f
L—ZM~—>Q
En appliquant le foncteur oubliant qui va de DI dans Po on obtient un co-
égalisateur absolu dans la catégorie des ensembles partiellements ordonnés
et; comme l'indique le lemme 1.6.2, ces co-égalisateurs sont aussi des Po-co-
égalisateurs. Considérons maintenant le diagramme suivant :

P P (a)
Py(L) P(M) PUQ) (1.6.1)
P (9) .
Vi (|4 Var (] dar 5 )
f B
L M . Q
9

dans lequel nous avons appliqué le foncteur P (-) & notre co-égalisateur absolu
(nous obtenons donc encore un co-égalisateur). De plus, nous avons ajouté les
plongements naturels de chaque ensemble partiellement ordonné dans I’en-
semble de ses parties fermées supérieurement : | s +ur et Lo ainsi que les ad-
joints & gauche pour |, et |, qui existent car L et M sont complets (voir le
commentaire suivant le lemme 1.6.1). Le s qui apparait dans le diagramme est
quant & lui donné par la propriété universelle du co-égalisateur P, (g) commé
étant I'unique morphisme allant de P} (Q) vers Q tel que soPy(g) = goV/,,. On
remarque également que tous les rectangles intéressants de la partie de gauche
commutent. Plus précisément, on a :

PJ,(f)OJfL:JfMOf et 'P,L(Q)OJfL:iMOQ

par la naturalité de |, énoncée apreés le lemme 1.6.1. De plus, la méme chose
se produit avecles \/ :

foVr=Vy oP(f) et go Vi =VuoPg)

car f,g,P|(f) et P (g) sont tous des morphismes de treillis complets et donc
préservent les suprema.
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Montrons que s est adjoint & gauche pour |, ceci montrera que () est com-
plet. En suivant dans le diagramme on remarque que
s0lgogq=s0Py() oy
=qoVyolu
— q O 1M
=gq
=1lgogq
et comme g est épi (et donc simplifiable & droite), on en conclut que
ERe *LQ = 1Q
Pour démontrer qu’on a bien la relation d’adjonction annoncée, il ne nous reste
qu’a vérifier que
™
lp@ Sdqos

On remarque premiérement que comme la ligne supérieure du diagramme
1.6.1 est un Po-co-égalisateur, on a que le diagramme suivant est un égalisa-
teur dans Po :

()aP, (g) ()oP | (f)

Homz, (P}(Q), P,(@) j—> Hom, (PL(40),Py(@) — Hom, (D), P(@)
SR
etonaque
VXeP (M)VmeX m<V, X
VX e P, (M) Vm € X q(m) <q(VyX) i
VX € P, (M) Vm € X P (9)(X) C g (@ (Vi X))

PL(Q) < ~LQ ©cgo VM
Plg) <lgosoPyq)

(1P¢(Q)) oP(q) < ({gos)oPy(a)
lp @ <igos

et1’équivalence de la derniere ligne se justifie justement par le fait que (-)oP,(q)
est un monomorphisme. On a donc montré que s - |5, donc Q) est completet s
se calcule en prenant le suprema de la partie fermée supérieurement. Comme
le diagramme de droite avec s et \/,, commute, on a que g préserve les su-
prema.

Nous pouvons répéter les mémes étapes que ci-dessus avec le foncteur
P;(-) et nous pourrions montrer que g préseve aussi les infima. Je laisse ces
détails au lecteur car ils sont tout & fait symétriques a ceux présentés ci-dessus.
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Nous voyons donc que @ est I'image par ¢ (un morphisme de Po préser-
vant tous les infima et suprema) de M € |Cd|; on en conclut que @ € |Cd|
(voir le théoréme 13 dans [7]) d’ott M —23Q € Cd. Dirigeons maintenant nos
efforts vers la propriété universelle de ¢ en tant que co-égalisateur dans Cd.
Supposons qu’on ait affaire a M 2,7 € Cdtel que ho f = hog.Sion transporte
le tout dans Po on obtient encore une fois 1'existence d'un unique Q-5+T € Po
tel que k o ¢ = h; comme dans le diagramme suivant :

f q
L'_’_9>M-—-»Q
N‘ik
i U]
4

Nous désirons montrer que k préserve les suprema et infima arbitraires. Nous
utiliserons encore la méme technique. Appliquons le foncteur P (-) au triangle
de droite de facon a obtenir le diagramme suivant :

P(a)

P (M) PUQ)
2%
Vo Pi(h) |PL(R)
s
M— Q Py(T)
Vi
k
h br
ol

dans lequel on remarque que toutes les faces commutent pour des raisons déja
mentionnées sauf le rectangle de droite formé avec les \/ dont la commutati-
vité est équivalente a la préservation des suprema par h. Comme nous voulons
précisément montrer que h préserve les supréma, nous montrons que ce rec-
tangle commute :

VroPy(k) o Py(q) = \/ 0Py (h)

T

=hoVy
=k°Q°VM
:koVQﬁ%@)
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Ainsi, on peut conclure que
VT Opi(k) =ko VQ

car P, (q) est épi et donc simplifiable a droite. Donc, toujours par le commen-
taire suivant le lemme 1.6.1, ceci veut dire que k préserve les suprema et en
répétant le raisonnement avec le foncteur P4(-), on obtient que k préserve les
infima. Nous avons donc démontré la propriété universelle de ¢ dans Cd. Ainsi
q est le co-égalisateur de f et g dans Cd. B

La monadicité du foncteur oubliant U : Cd — DI nous assure I'optimalité
de la propriété universelle du double dual associée. En effet, nous avons jus-
qu’a maintenant rencontré deux propriétés universelles pour le double dual.
Ces propriétés universelles correspondent respectivement aux paires de fonc-
teurs adjoints suivantes :

()y# ()#

Pg__ 1 DI Cd-__1 DI
U U

Ces deux paires d’adjoints donnent lieu au méme monade. Si on considere la
catégorie des paires d’adjoints donnant lieu a ce monade : dont les objets sont
des paires de foncteurs adjoints

Le¢

C 1 Dl
Ue

tels que Ug o F' = (-)** et les morphismes sont des triangles du type :
C

D

o FloLc = LpetUpoF = Ug. Il est bien connu que si C est la catégorie de
Eilenberg-Moore et Ug est le foncteur oubliant canonique pour cette catégorie,
alors on obtient un objet terminal dans cette catégorie. Le fait que notre fonc-
teur oubliant de Cd dans DI soit monadique dit simplement que I'unique mozr-
phisme dans 1’objet terminal est une équivalence de catégories. Donc notre
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adjonction est optimale et nous pouvons en dire autant de la propriété univer-
selle correspondante.

Au point ott nous en sommes, le double dual est cerné de toute part. En
effet, nous en avons donné une construction a partir de principes généraux et
avons obtenus une premiére propriété universelle. L'unité de cette propriété
universelle est ep. Nous avons ensuite trouvé des propriétés de ep qui la ca-
ractérisent a isomorphisme prés. Finalement, nous avons étendu a la classe
la plus large possible le domaine du foncteur oubliant dont (-)*# est l'ad-
joint a gauche. Ainsi, les propriétés algébriques essentielles et les propriétés
catégoriques optimales ont été présentées. Loin de nous est I'idée que nous
ayons épuisé la source. Mais du moins, I'essentiel de ce que nous allons utiliser
ultérieurement pour le soin de notre discussion a été présenté. Nous sommes
maintenant préts a regarder la construction analogue du locale des filtres d'un
treillis distributif.

1.7. LE LOCALE DES IDEAUX DE FILTRES

Dans son article sur I'amalgamation dans la catégorie des algébres de Hey-
ting [29], Pitts fait une construction similaire a celle du double dual sur plu-
sieurs points. Il utilise cette construction pour démontrer une propriété d’amal-
gamation forte dans la catégorie des algebres de Heyting et en déduit le théoréme
d’interpolation de Craig pour la logique intuitionniste. Nous verrons plus loin
comment nous pouvons aussi utiliser le double dual pour démontrer ce méme
résultat d’amalgamation forte (et plus). Nous survolerons dans cette section
les détails de la construction de Pitts au niveau propositionnel.

Dérmmion  (Les treillis (D) et S(D)) Sozt D un treillis dzstrzbutzf On note -par B(D) le treillis
171 des idéaux de D (ordonné par Vinclusion) et par §(D) le treillis des filtres sur D
(ordonné par Uinclusion inversée). Ces deux treillis sont distributifs et complets. Nous
définissons également deux applications : :
lp:D—3(D) 1p:D—FD)

envoyant respectivement un élément d € D vers le filtre principal ou l'idéal principal
engendré par {d}. : |

Nous avons les propositions suivantes concernant les notions que nous
venons d’introduire. Une preuve de la proposition 1.7.1 peut étre trouvée dans
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[13]. Les autres preuves sont élémentaires et leur démonstration est laissée a la
discrétion du lecteur.

(Les idéaux forment un cadre/locale) Pour tout treillis distributif D, 3(D) est un
cadre.

Notons que J(D) n’est pas un co-cadre en général. On remarque par-contre
que cette derniére proposition entraine que §(D) est un co-cadre (mais pas un
cadre en général) car F(D) ~ (J(D?))*.

Donnons justement un exemple de treillis distributif D pour lequel §(D)
n’est pas un cadre. Cet exemple est dii a Butz [2]. On prend pour D le treillis
distributif (qui est en fait une algebre de Boole) :

D = (PN, C,n,U)
et on considére :
m={A€ePN|ne A} (neN)
f={A€PN|N\A estfini}

Clairement, les f, et f sont des filtres sur D. De plus,

V=) fa={N}

nEN neN
et ce filtre est I’élément le plus grand de F(D) (car 'ordre dans les filtres est
opposée a l'inclusion). Ainsi,

FAN fa=FA{N}=F

neN

D’autre part, pour chaque n € Nona
FAfR={(fUfa)={AePN|3dBe fICe f, BNC C A} =PN
car N\ {n} € f, {n} € fo et N\ {n} N {n} = 0 donc n'importe quel élément de
PN est dans f A f,. Ainsi,
\ £ A fa=PN

neN
Nous voyons bien que
FAN f# N FNfa
neN neN
donc §(D) n’est pas un cadre.
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ProposiTIoN (Propriétés de | et 1) L’applz’cation dp estun morphzsme de treillis conditionnelle-
V7.2 ment Heyting qui préserve les infima arbitraires. L'application tp, est un morphis
v , ; D pRALagle
de treillis conditionnellement Heyting qui préserve les supréma arbitraires.

La proposition précédente nous permet de donner la définition suivante,
finalisant la construction du locale des filtres.

Dernmion  (Le locale des filtres de D : ¢(D)) Nous notons ng(‘DI) =J(3(D)) etip = gy ©
1.7.2 4 ginsi on a défini un morphisme de treillis conditionnellement Heyting :

D——2 > §(D)

On remarque que ip est conservatif (i.e. c’est un monomorphisme) car clai-
rement |z py et Tp le sont. De plus ¢(D) est un cadre car J transforme tout
treillis distributif en cadre.

ProrosiTion (Représentation des éléments de ¢(D)) Soit J € ¢(D). Alors,

1.7.3 3 \/ /\ Z’D(d)

fedJdef

De plus, ¢(-) peut étre considéré comme un foncteur ¢(-) : DI — Frm. En
effet,si h : A — B € DI, alors on pose pour I € J(A)

IR ={beB|3acl b<ha)}€IB)

et il est facile de vérifier que J(h) : J(A) — J(B) est un morphisme de cadres.
On pose également pour f € F(A)

$(h)(f) ={b€B|Ja€cf h(a) <b} € F(B)

qui est un morphisme de co-cadres (par dualité) et donc en particulier un mor-
phisme de treillis distributifs.

ProposiTion  (Naturalité de iy) L'assignation ip : D — ¢(D) pour un treillis distributif D est
174 naturelle en D i.e. elle définit une transformation naturelle iy « Id — ¢. Autrement
 dit, quel que soit le morphisme de treillis distributifs f : A — B le diagramme
suivant commute : :
A—23(4)
I j l¢(f )
B—>¢(B)
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(Adjoint a droite naturel de J (@)) Si D'-%sD € Dl un morphisme de treillis
distributifs alors 3(«) posséde un adjoint & droite o1,

PREUVE:

o) () < I

{deD|3deJd<a(d)}CI
AdeJd<ald)=del (%)
deJ=a(d")el
JC{d"eD |a(d)el}

J = pi )
Le passage (*) se justifie facilement comme suit. ({}) Soit @” € J. Par hypothese,
puisqu’il existe un &' = d” € J tel que a(d") < a(d') = a(d”), on peut conclure
que d = d” est dans I comme il est requis. (ft) Supposons qu'il existe d' € J
pour lequel d < a(d'). Par hypotheése, tous les éléments de J sont envoyés dans
I par «; en particulier d'. Mais comme d < a(d’) et que a(d’) € I, on doit avoir
d € I car I estun idéal. |

(Adjoint a gauche conditionnel de 3(a)) Si D'—=+D € Dl posséde un adjoint a
gauche A : D — D' (\ - ), alors 3(c) possede lui aussi un adjoint & gauche et en
fait 3(X) 4 3(c)

PREUVE:
M) <J
{[deD[ddeld<Ad)}CJ
ecl=3d" € Je< a(d)
IC{eeD|3d" e Je<a(d)}
I<3(e)(J)
Le passage (*x) se justifie comme suit. ({}) Soit e € I quelconque. On cherche
d" € J pour lequel e < «a(d"). Mais e < «(d") revient a dire que y(e) < d".
Ainsi, on pose d” = «y(e). Par hypothese, puisque trivialement d” = y(e) < 7y(e)
et e € I, on peut conclure que d” € J. De plus,
e < a(d")
e < a(v(e))
y(e) < 7(e)
(ft) Soitd’ € D' tel que 3d € I d' < v(d). Nous voulons montrer que d' € J.
Mais par hypothese, pour tout élément e € I,ona 3d" € J e < «(d”). En
particulier, pourd € I, ona3d" € J d < a(d") i.e. y(d) < d". Nous pouvons
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ainsi conclure comme voulu que d' € J,card < y(d) < d" € J et J est un
idéal. |

(Adjoints naturels de ¢(c) Si D'-25D € DI est un morphisme de treillis dis-
tributifs, alors ¢(a) : $(D') —> ¢(D) a un adjoint a gauche et a droite. En fait,
Iat) 4 pla) A F (@)

PREUVE: Soit D'—>+D € DI un morpshisme de treillis quelconque. Par le
lemme 1.7.1, puisque F() est un morphisme de treillis distributifs, on a que
J(F(a)) = ¢(a) possede un adjoint a droite qui est F(f) "

Ensuite, par dualité nous pouvons conclure que §(c) posséde un adjoint &
gauche o~ 1. En effet,

F(0) = J(aP)°P : J(D'°P)°P —s (D)

eton avu au lemme 1.7.1 que 3(a?) - (a°?) " et lorsqu’on applique le foncteur
(-)°P aux morphismes dans cette derniére adjonction, le réle des adjoints se
trouve inversé (1’adjoint & gauche devient adjoint a droite et vice versa). Ainsi,

a~l 4 F(a).

Finalement, par le lemme 1.7.2, ¢(«) posséde donc lui aussi un adjoint a
gauche qui est J(a™1). 0

La proposition suivante n’a pas été étudiée dans 'article de Pitts. Elle s'ins-
pire des propositions 1.4.2 et 1.4.3.

(Fonctorialité a géﬁche et & droite pour ¢) Soit f : A —» Bun morphistme de
treillis distributifs. Si f a un adjoint & gauche X et un adjoint @ droite p, alors tous les

 rectangles (sensés) du diagramme suivant commutent

B—2 - 4(B)

) -y

A>—1EA__> B(A)

ot r et | sont respectivement les adjoints & droite et & gauche de ¢(f) comme nous les

 avons définis dans la proposition 1.7.5.
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PREUVE: Commencgons par regarder le rectangle formé par p et A (et les ¢).
En utilisant la proposition 1.7.4, on a par simple jeu d’adjoints :

q € r(ip(b))
g € 5(f) " (in(b)
F(N(g) € (D)
S(f)(q) € I1b
S(H)(g) < 1b
1b C 3(f)(q)
b€ F(f)g)
be{tl e Bl|da€gq fla) <V}
daeqfla)<b
Ja € qa < p(b)
p(b) € ¢
To(b) € g
g < Tp(b)
q € 11p(b)
g € 14(p(b))

Regardons maintenant la commutativité du rectangle formé par A et [.

pEiA()\b)
p € TAb
p < TAb
TAb C p
AbEp
YVoe ANM<a=—a€P
Voc AbL fa=a€P
YVoe Afaetb=a€ P
Jheg(B)behet {acA|fla)eh}Cyp
dheig(d) {acA|fla) eh}Cp
Jheig(d) f7H(R)Cp
3h €ip(b) p< f1(A)
pe{geF(A)[3necip(h) g < (A}
p € 3(f (s (b))
p € {(i5(b))

Finalement, nous regardons la propriété principale du locale des filtres
pour les applications que Pitts en fait. Nous démontrerons que le double dual
a exactement la méme propriété a la fin du chapitre 2.
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ProrosiTion (Action de ¢(-) sur les morphlsmesd’algébre de Heyting) Soit h : H —
7.7 K ¢ Ho un morphisme d’algebres de Heyting. Alors ¢(h) : ¢(H) — ¢(K) est un
morphisme de locales ouvert.

Cette derniére proposition devient beaucoup plus claire si on note que dire
que le morphisme de locale ¢(h) est ouvert équivaut a dire que l'adjoint a
gauche de ¢(h) : ¢(h): satisfait la condition de Frobenius :

¢(h): (y A ¢(h)(2)) = ¢(h)(y) Az
pour z € H ety € K quelconques. On voit aussi assez aisément que cette
derniére condition équivaut & dire que ¢(h) préserve les implications ‘—’. Donc
la derniére proposition ne disait simplement que ¢(-) envoie les morphismes
d’algebre de Heyting sur les morphismes de locales qui sont Heyting.

1.8. CONCLUSION

Au point ot nous en sommes, nous avons présenté assez de résultats sur le
double dual pour en sentir I'importance dans la théorie. De plus, nous sommes
maintenant conscients de l’existence d"une construction parrallele ; utilisée dans
la théorie a des fins simillaires : le locale des filtres. La source cognitive de cette
thése se trouve ici : dans 'espace des questions et problemes pertinents qui
se posent naturellement dans ce contexte mathématique bien défini que nous
avons déployé. Cette source origine a son tour de 'unique question : “Qu’est-
ce que l'analogue exact du double dual pour la logique des prédicats ?” que
Gonzalo Reyes m’a demandée au tout début de mes études supérieures. Puis,
a 'automne 1997, alors que je présentais l'article de Pitts dans un séminaire &
"Université de Montréal ; nous avons abordé cette bréche qui allait se montrer
fructifiante pour notre compréhension de la théorie.



Chapitre 2

COMPARAISON ENTRE LE DOUBLE DUAL ET
LE LOCALE DES FILTRES ET AUTRES

PROPRIETES

2.1. INTRODUCTION

Nous avons, dans le premier chapitre, étalé plusieurs propriétés du double
dual et nous avons été introduits au locale des filtres avec ses propriétés de
base. Du moment o1 ’on est exposé a cette construction de Pitts, nous sommes

amenés inévitablement a faire le paralléle suivant :

0 double dual locale des filtres
D2 D+ D 2 ¢(D)
D*# € Pg #(D) € Frm
ep cond. ip cond.
bi-Heyting Heyting
D* 5(D)
(filtres premiers) (filtres)
non-constructif constructif
X =\ Aen(d) I=\/ \ipn(d)
pEX dep feldef
.D’ih D*# ‘B>$> ¢(B)
A(Ta)ﬂ oco L< TQ*ER ,\(fI)p 000 l< T¢f>r
e A———— (A)

14
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Nous voyons ainsi que les rapprochements entre les deux constructions sont
remarquables et certaines différences semblent déja marquantes. Dans le pré-
sent chapitre, nous allons approfondir cette étude.

En tout premier lieu, nous allons nous intéresser a trouver des conditions
nécessaires et suffisantes pour que le locale des filtres soit engendré par ses
éléments premiers comme le double dual. Nous verrons entre autres que c’est
la seule propriété manquant & ¢(D) pour qu'il coincide avec D**. Nous al-
lons ensuite démontrer dans la section 3 une propriété quasi-universelle pour
le locale des filtres qui ressemble & s’y méprendre a celle que nous avons
donné pour le double dual au chapitre précédent. Nous utiliserons ensuite
cette propriété quasi-universelle pour construire des morphismes de compa-
raison entre les deux constructions et en déduire que le double dual est un
sous-locale ouvert dense du locale des filtres. Nous y donnons aussi une liste
de conditions équivalentes pour que les deux constructions coincident. Dans
la section 4, nous démontrerons une version propositionnelle du théoreme
de complétude conceptuelle et nous utiliserons ce résultat pour montrer que
nos deux constructions réfléchissent les isomorphismes. Finalement, dans la
derniére section, nous donnons une application jolie du double dual pour
démontrer des propriétés d’amalgamation forte dans certaines catégories d’al-
gebres.

2.2. DISTINCTIONS ENTRE LE DOUBLE DUAL ET LE LOCALE DES
FILTRES

On se rappelle que la construction du double dual nous donne un cadre
engendré par ses éléments premiers libre (ou le treillis completement distribu-
tif libre) sur un treillis distributif donné. La construction du locale des filtres
nous donne aussi un cadre ¢(D) mais ce cadre n’est en général pas engendré
par ses éléments premiers. Nous montrons cela dans le présente section et
nous donnons aussi une condition nécessaire et suffisante pour qu’il le soit.
Commengcons par voir que sont les éléments premiers de ¢(D). Les lemmes
suivants nous aideront & calculer les supréma de certains éléments de ¢(D).

L|52M2M$ (Rep:ésentatioﬁ poﬁr’ les éléments de ¢(D)) SiJ € ¢(D) alors
J=\/{f

fes
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PREUVE: Soit f € F(D) quelconque. On a ainsi,
Atd = \/{aeFD)|Vief a<d}
def

= (MoeFD)|Vde f tdCa}
= ({eedD)|fCa}
= f

Mais puisque | préserve les infima arbitraires on a:

=1 (/\*rd) = Atd=Nio(d)

def def def

Ainsi, par la proposition 1.7.3 on a le résultat. Remarquons qu’avec le calcul
précédent on peut facilement redémontrer la proposition 1.7.3. En effet,

Vif = (M{I€3@D) | Ve ifcl}

fed

= ﬂ{IeJ y | reR

Lemme (Calcul des supréma d’idéaux principaux dans ¢( )) Soient f; € %(D) avec
222 jeI1.0na

V~Lfi=~L{fi1Vfi2V---Vfin ] neN 2,is,... ,inEI}

i€l
PREUVE: Clairement, quel que soit j € I ona
i < Vs
i€l
de telle sorte que
fie\
iel
Ainsi, pour tout n € N et pour tous les 4y, 4,... ,i, € I ona

fuV fu V..V fi, €\ U

iel
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car \/,¢; Lfi est un idéal. Mais puisque \/,; | fi, comme tout idéal, est fermé
inférieurement, on a que

WY fo VeV )Y E N K
el
et finalement

WAV oV Vi, | n€N iy, . i, eI} C\/Ifi

el

Pour l'inclusion inverse on remarque que
JIJ,{fiIVfizv...Vfin | n €N i1,i9,...,0, EI}

est clairement un idéal et que quel que soiti € I ona f; € J. En utilisant ce fait
ona:

feVifi < fe(UeIBD) |Viel fiet}
i€l
— Viel fieJ = felJ
= feJ

La proposition suivante décrit les éléments premiers (complétement pre-
miers) du cadre ¢(D). On se rappelle que P, (D) représente les filtres premiers
sur D.

PHOPOSIZTIOI_\IJ (Caractérisation de Jrt (¢(D))) Soit D un treillis distributif. Pour J € ¢(D)
J est completement premier <= J =|p o p€ P (D)

PREUVE: (=) Soit J € ¢(D) un idéal. Si J est completement premier,
alors par lelemme 2.2.10ona

J=\ s

fed
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donc il doit exister un f € J tel que J < |f. Ainsi, J = | f pour ce filtre f.Il ne
reste qu’a montrer que ce f est un filtre premier. Ceci est clair car:
diVds € f MdiVdy) Cf
tdy V1dy C f
f<1diVTde
1f <41di Vv {tdy
Lf £41dy ou Lf < 11d;
f<td ou f<1dy
Tdi C f ou My C f
defoudef

[ O A

(<=) Soit p € P,(D) un filtre premier sur D. On veut montrer que |p est
un idéal complétement premier. Supposons donc que

p < \/ Ji
i€l
par le lemme 2.2.1, on peut écrire chaque J; comme
Ji = \/ Lfij
fijr€Ji
Ainsi, si on pose (afin de transformer le double suprémum
\/ Ji = \/ \/ Hij
iel i€l fel;

en un suprémum simple)
J=Ju
icl
et que nous utilisons la notation f; = f;; (car pourtout f € Jilyauni € I et
un f;; € J; tel que fi; = f), alors

‘LpSVJz: \/\ijz*l’{fjlvfhv"'vfjn I neEN j1,52,... ,Ja € J}
iel jet
et cette derniere égalité nous est donnée par le lemme 2.2.2. Ceci implique qu’il
yaunn € N et des indices j1, j2,... ,jn € J tels que

pSijijzv...ijn={d1Vd2V...Vdn l diEfji i=1,2,...,n}
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ie.
{ledQV...Vdn | diEfji i:1,2,...,n}gp

Nous pouvons conclure de cette derniére affirmation quundes f;, (i = 1,...n)
est inclus dans p. En effet, si au contraire il existait un b; € f;, qui n’est pas
dans p pour chaque i = 1,...n, alors le suprémum des b; serait dans p par ce
que nous avons calculé ci-dessus. Mais ceci est impossible car puisque p est
premier, a chaque fois qu'un suprémum fini d’éléments tombe dans p, alors il
doit y avoir au moins un de ces élément déja dans p. Mais on a supposé que
b; ¢ p ce qui nous donne une contradiction. Ainsi, il doit exister un f;; C pi.e.
p < fj, d’ott finalement on tire

i<\ ifi=J

JeJi

Dong, |p est bien completement premier. |

Nous sommes maintenant préts a8 comparer le locale des filtres avec le
double dual. Rappelons nous tout d’abord que le double dual possede une
propriété universelle. En effet, si D est un treillis distributif, le double dual
D*# est le treillis engendré par ses éléments premiers libre sur D. En fait, nous
avons vu au corollaire 1.5.2 une caractérisation de 1'évaluation en terme de cinq
propriétés. Si une application - : D — D satisfait ces cinq propriétés, alors le
morphisme donné par la propriété universelle de D*# citée plus haut doit étre
un isomorphisme. Autrement dit, tout morphisme ayant D comme domaine
satisfaisant ces cinq propriétés est essentiellement identique a ep. Dans 1'es-
prit de cette caractérisation, il semble légitime de se demander si I'évaluation
de Pitts ip : D — ¢(D) satisfait aussi ces quatre propriétés. Si ¢’était le cas,
le locale des filtres serait isomorphe au double dual via un isomorphisme de
treillis complets canonique. La proposition suivante nous montre que presque
toutes ces conditions sont satisfaites par le locale des filtres. En fait, une seule
est fausse en général : (D) n’est pas engendré par ses éléments premiers.

Cette proposition nous a été présentée par Bill Boschuck. A 1'époque, il
croyait avoir trouvé une preuve que ¢(D) était isomorphe a D*#, car il croyait
avoir vérifié toutes les proprétés caractéristiques du double dual. La seule par-
tie qui était fausse était la preuve que ¢(D) est engendré par ses éléments pre-
miers. Nous verrons plus loin ot était la faille et comment Bill et moi sommes
revenus la semaine suivante avec la méme condition nécessaire sur D pour
que la magie ait lieu.
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ProposiTion (Propriétés caractéristiques du locale des filtres) Le morphi’énie o I =
222 (D) satisfait les propriétés suivantes :
1. ip : D —> ¢(D) est un morphisme de treillis.

2. Tout élément premier J de ¢(D) peut s'écrire
J = Alip(z) | £ € D, J < ip(2)}
3. Sipourz;,z € Dona
/\’l‘.D(iE’i) S %D(ﬂf)
iel
alors

/\ T
i€l
pour un certain sous-ensemble fini I' C I.

4. Si J € ¢(D) peut s'écrire de la forme J = [\ ip(m) et satisfait
VI fini J <\[ip(z:)=>3i €l J <ip(z:)
iel
alors J est (completement) premier.

PREUVE: La premiére propriété est déja démontrée. Pour la seconde, on
se rappelle que par la proposition 2.2.1 un élément J € ¢(D) est complétement
premier si et seulement si il est de la forme J = |p ot p est un filtre premier
sur D. De plus, dans ces conditions,

J <ip(x) Ip <ip(x)
pe ZD(:L‘)
pelfz
p< Tz
TzCp
rTEp

ttgune

En traduisant la propriété 2 a 'aide du calcul précédent nous voyons que le
résultat que nous voulons démontrer devient :

lp= /\ ip(z)

TEP

Nous le démontrons comme suit :
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K < N\in(e)
TEP
Vzep K <ip(z)
Vzep K<z
VzepVge K g<tz
VzepVge K 1Cg
ViepVge K z€g
VgeK pCyg
VgeK g<p
K<lp

La troisiéme propriété se démontre comme suit :
i€l

Atz < 1te
iel

i (/\ Ta:i) < (tz)
iel

/\Txi <%

iel

tz C /\Tﬂli
T € /\T.’IJ,

icl
:cET{xill\xiz/\.../\:cin|neN il,...,inEI}
Jne NFiq,...,in €1 mil/\miz/\.../\mingm
3r C I fini /\xigx
el

Remarquons que nous avons utilisé une formule pour I'infimum de filtres prin-
cipaux vers la fin de cette série de déductions. Le dual de cette formule a déja
été démontrée pour les idéaux dans le lemme 2.2.2 et la démonstration pour
les filtres découle immédiatement si on se rappelle que § (D) ~ (J(D))*.

Regardons maintenant la derniere propriété. On suppose que J peut s'é-
crire sous la forme

J = /\iD(fﬂz) = /\l«(Tml) =1 (/\ Til?z)
leL leL 137

Ainsi, J est un idéal principal. Si on note f = Ajer T2 alors J = |f. Nous
désirons montrer que J est complétement premier sous les hypotheses données.
Comme les éléments completement premiers de ¢(D) sont tous de la forme |p
ot p est un filtre premier sur D, il nous suffit de montrer que f est un filtre
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premier sur D.

divdy € f Mdyvdy) Cf
f<td Vv 1de
W £41di v itd,
J <ip(di) Vip(da)
J <ip(dy) ou J <ip(da)
If <ip(dy) ou Lf <ip(da)
L <4(1dy) ou Lf < I(1de)
f<1d; ou f<1dy
td1C f ou td; C f
diefoudyef

pogoouennnt

Nous voyons bien que le locale des filtres est tombé bien pres d’étre iso-
morphe au double dual. Si ¢’était le cas le double dual perdrait beaucoup de
valeur a nos yeux. En effet, la nature constructive du locale des filtres serait un
avantage déloyal de ce dernier. Lorsque j'ai réalisé, en méme temps que Bill
Boschuck, que ce n’était pas le cas, j’ai bien senti que ca ne s'arréterait pas la.
En effet, la semaine suivante, nous arrivdmes avec une méme condition sur D
pour que le locale des filtres soit engendré par ses éléments premiers. Regar-
dons dés maintenant quelle est cette condition.

(Condltmnpour qﬁé qB(D) € Pg) Lecadre (D) est engéhdféﬁar ses éléments pre-
miers si et seulement si tous les filtres f sur D peuvent s'écrire comme une intersection

 finie de filtres premiers sur D.

PREUVE: On remarque tout d’abord que
<\
p<f
W< {pVp2V.. . Vp, [ n€N p; premieret p; < f}
In€NIpi,ps,.  Pa2f mVPV... VP C f

In eNIp,pa,...,2n €EP(D) f=p1V...VD,
IneNIp,py...,0n€EP(D) f=pmN...N0DPy

(=) Soit f un filtre quelconque sur D. Puisque ¢(D) est engendré par ses
éléments premiers on a que pour une famille de filtres premiers sur D, disons




o8

{p:i}ier,ona: Lf =V, {pi car les éléments premiers de D sont de la forme |p;.
De plus, puisque le suprémum des |p; est en particulier inférieur ou égal a | f;
pour chaque i € J onap; < f. Avec ceci, nous pouvons réécrire le suprémum

comme :
W=\Vim=\1p
i€l p<f
(ot1 les p sont des filtres premiers sur D). En effet, en prenant le suprémum sur
tous les p < f on croirait obtenir quelque chose de plus grand qu’en prenant
seulement les p; (qui sont aussi inférieurs ou égal 4 f) mais en fait :

ViesVip=lf <= W< f lp<if

p<f el

La remarque faite au début de la preuve nous donne précisément la conclusion
voulue.

(«) Soit J un élément quelconque de ¢(D). Nous savons par le lemme
2.2.1 que J peut s’écrire comme
J=\{f

feJ

En utilisant la remarque faite au début de la preuve et I'hypothése, on ob-
tient que chaque | f peut s’écrire comme un suprémum de filtres premiers car
cette remarque nous dit que si f peut s’écrire comme un suprémum fini de
filtres premiers, alors |f < \/p< 7 {p mais clairement on a aussi Vp< ip < Uf
Ainsi, tous les idéaux principaux |f peuvent s’écrire comme un suprémum
d’éléments premiers de ¢(D). Comme nous ’avons vu plus haut tout élément
J de ¢(D) est décomposable en un suprémum d’idéaux principaux, donc tous
les éléments de ¢(D) peuvent s’écrire comme un suprémum d’éléments pre-
miers. Ainsi, ¢(D) est engendré par ses éléments premiers. |

Nous savons par le théoreme d’existence des filtres premiers que tout filtre
f sur D peut s’écrire comme l'intersection de tous les filtres premiers qui le
contiennent. En général, cette intersection n’est pas finie. Ainsi, le cadre ¢(D)
n’est pas engendré par ses éléments premiers. Dans le cas ot D est une algébre
de Boole, on peut en dire un peu plus comme le montre la proposition sui-
vante :

ProposiTion  {Condition restreinte éﬁx‘algébres de Boole) Soit B une algebre de Boole. Le
224 cqdre §(B) est engendré par ses éléments premiers si et seulement si B est finie.
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PREUVE: La direction (<) est évidente en vertu du théoreme d’existence
des filtres premiers. En effet, puisque B est finie on a un nombre fini de filtres
premiers sur B et comme tout filtre peut s’écrire comme l'intersection des
filtres premiers le contenant, cette intersection sera toujours finie ; d’ot1 ¢(B) est
engendré par ses éléments premiers (en vertu de la proposition précédente).

Regardons l'autre direction. Soit f un filtre sur B. Puisque par hypothese
¢(B) est engendré par ses éléments premiers, supposons donc (selon la propo-
sition 2.2.3) que f = p Vp2 V... Vp, avec les p; des ultrafiltres (c’est ainsi qu’on
appelle les filtres premiers sur une algebre de Boole) sur B. Soit p un ultrafiltre
quelconque sur B.Sip < f < pp V...V p, on peut déduire qu’il existe un
i € {1,...,n} tel que p < p; (C'est en effet un raisonnement que nous avons
déja fait dans la preuve de la proposition 2.2.1). Mais comme les utrafiltres
d’une alggbre de Boole sont ordonnés de facon discréte, on obtient que p = p;.
Ainsi, on a montré que ’ensemble des utrafiltres p < f (qui équivauta f C p)
est fini car il est inclus dans {pi, . .. , P, } Ainsi, tout filtre n’a qu'un nombre fini
d’ultrafiltres qui le contiennent. En particulier, si on considere le filtre f = 11
on peut dire qu’il n’y a qu'un nombre fini d'ultrafiltres qui le contiennent. Mais
tous les ultrafiltres sur B le contiennent donc il n'y a qu'un nombre fini d'ul-
trafiltres sur B. Puisque eg : B —» 2/"l est un monomorphisme et que comme

nous venons de le voir B* est fini ; nous sommes forcés de conclure que B est
finie. B

Nous sommes maintenant en mesure de donner un exemple explicite de
treillis distributif D pour lequel ¢(D) n’est pas engendré par ses éléments pre-
miers. Ainsi, en prenant D = P(N) et f = 1{[n,00) | n € N} (le filtre de
Fréchet) on obtient un exemple de filtre ayant une infinité de filtres premiers
sous lui. La proposition suivante nous montre que dans ce contexte f ne peut
pas étre décomposé en un suprémunm fini de filtres premiers et donc (par ce qui
a été fait plus haut) ¢(D) n’est pas engendré par ses éléments premier pour ce
D particulier.

Comme la proposition précédente nous 1'indique, la condition donnée par
la proposition 2.2.3 n’est vérifiée que pour les alggbres de Boole finies. Pour
un treillis distributif quelconque, on ne peut pas réduire cette condition a la
simple finitude. Il existe des treillis distributifs D qui sont infinis et dans les-
quels tout filtre peut s’écrire comme une intersection finie de filtres premiers.
Un exemple trivial est une chaine infinie comme |D| = {1} U{l - 1/n | n =
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1,2,...} ordonnée avec l'ordre habituel dans les réels. Dans ce treillis distri-
butif, tout filtre est principal et premier. On peut donc trivialement écrire tout
filtre comme une intersection finie (triviale car elle ne contient que le filtre lui-
méme) de filtres premiers. Nous ne possédons encore aucune caractérisation
de la classe des treillis distributifs satisfaisant cette condition.

2.3. MORPHISMES DE COMPARAISON ENTRE LES DEUX CONSTRUC-
TIONS

Maintenant que nous avons exprimé une différence fondamentale entre
les contructions de Pitts et Makkai/Reyes, nous allons donner certains liens
les unissant.

Nous ne connaissons pas de propriété universelle pour la construction de
Pitts comme c’est le cas pour la construction du double dual. Nous pouvons
toutefois donner une propriété qui est presque identique a celle du double
dual. En fait, chaque étape de la construction de Pitts satisfait une propriété
universelle et méme plusieurs propriétés universelles. Ces résultats classiques
(voir proposition 2.3.1, 2.3.2 et leurs corollaires 2.3.1,2.3.2) nous ont étés si-
gnalés par Carsten Butz et feront 1’objet des quatre prochains résultats.

Nous allons premierement étudier les deux étapes individuellement. Le
fait qu’elles soient dualement opposées nous simplifiera la tiche grandement,
car chaque résultat concernant la construction des filtres aura son corollaire
mirroir au niveau de la contruction des idéaux. Ensuite, nous allons unifier
ces propriétés de facon a créer une propriété quasi-universelle pour le locale
des filtres. Mais avant d’entrer dans le cceur du sujet, fixons la notation pour
certaines catégories d’ensembles partiellement ordonnés.
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Dernmion (A — SI, A =S, vV — 8l \/ -8, Frm et co — Frm) Nous noterons par
2.3.1 o A—Sl: La catégorie des A-semi-treillis avec les morphismes qui préservent les infima
binaires.
o A\ —S\: La catégorie des \-semi-treillis avec les morphismes qui préservent tous les
infima.
o vV — 5l : La catégorie des \/-semi-treillis avec les morphismes qui préservent les su-
prema binaires.
o \/ —Sl: La catégorie des \/-semi-treillis avec les morphismes qui préservent tous les
suprema.
o Frm : La catégorie des cadres avec les morphismes de cadres (qui préservent tous les
suprema et les infima binaires).
e co— Frm : La catégorie des co-cadres avec les morphismes de co-cadres (qui
préservent tous les infima et les suprema binaires).

Regardons dés maintenant quelle propriété universelle posséde le treillis
des filtres.

ProposiTioN (Propriété universelle de §(D) panhis les A —Sl) Nous avons In propriété uni-
verselle suivante pour la construction du treillis des filtres. YD € | A =Sl| VL €
IN=8|Va: D — LeA-S13a: FD) — Le A\-Sltel que le diagramme

suivant commute :
To()
D25 %D
S
L
PREUVE: Clairement, chaque filtre f € §D peut s’écrire comme :

A tola) = <U TD(a)> =f

aEf acf

Ainsi, pour que & préserve les infima quelconques on est forcé de poser :

&(f)=a ( A TD(a))

a€f

= /\&(TD(G’))

acf

=\ e

aEf
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De cette fagon, nous voyons que l'unicité de & est assurée. De plus, @ fait claire-
ment commuter le diagramme comme voulu. Il ne nous reste donc qu’a mon-
trer que & préserve les infima arbitraires. Soit {f;}ic; une famille quelconque
d’éléments de §D.On a:

() =+((u)

a({deD|IneNTiy,... i el

S € S5 0o Tm, E i, d22, Koo NELY)
NAla(d) |In e NFiy, ... i e 1
Jny € Fo---Fog, € Ji, @ 22 N Ady}

)
AN @)
)

(x)

*

iel def;
Nl
i

Il ne nous reste qu'a montrer I'égalité (x). Claiment, si d € f; pour un certain
i € I, alors d satisfait trivialement la condition pour étre dans le filtre engendré
par la réunion des f;. Inversement, si pour un certain d € D il existe une famille

finie z;, € fiy,... ,z;, € fiptellequed > z;; A--- Ax;, alors on aura
a(d) > a(zy, A+ ANzy,) = alzy) A Aa(z) > /\ /\ a(d)
i€l def;
Ce qui montre bien I'autre direction. ]

Nous obtenons gratuitement la propriété pour la construction duale du
treillis des idéaux.

CoroLLaRe  (Propriété universelle de J(D) parmis les \/ —Sl) Nous avons la propriété uni-
231 verselle suivante pour la construction du treillis des idéaux. YD € |V —SI| YL €
IV=Sl|Vo: D — L eV-8l3la: ID) — L e\ -9l tel que le diagramme

suivant commute :

3 ip(‘) BD

B

¥
L
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PREUVE: 11 suffit de considérer la proposition précédente avec des (-)°P
partout. [ |

La construction des filtres (dualement, la construction des idéaux) satisfait
une propriété universelle & un autre niveau. En effet, si D est un treillis et si L
est un co-cadre, alors, lorsque « préserve aussi les suprema binaires, on a que
é@ les préserve lui aussi.

(Propriété universelle de (D) parmis les co — Frm) Nous avons la propriété
universelle suivante pour la construction du treillis des filtres. YD € |Lat| VL €
fco — Frm| Va : D — L € Lat 3la : §D — L € co — Frm tel que le diagramme
sutvant commute :

To() &D

La
X v

L

PREUVE: Comme tout treillis est en particulier un A-semi-treillis et tout
co-cadre est en particulier un A-semi-treillis 1'existence et 'unicité de & sont
assurées. Il nous reste donc tout simplement a vérifier que & préserve les su-
prema binaires. Soient fi, fo € §D,ona:

a(f)va(fs) = N ad)v A ald)

diefi da€f2
== /\ I:O{(dl) V A a(dz)]
di1Ef1 d2€f2

/\ /\ d]_ VCM dz)]

di1€f1 d2€ f2

A N\ aldivdy)

dicfr d2€f2

ARIC)

de finfa
&(fi N fa)
=a&(faV f2)

—~
*
~—
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Il ne nous reste donc qu’a vérifier (x). Supposons que d,; € f; etd; € f,. Comme
di <diVdyetdy; <diVdy,onaqued Vd; € fi N fo. Ainsi, on a que

/\ ad) < ald Vv dy)

definfz

Finalement, nous avons donc

/\ a(d) < /\ /\ a(d; V dy)

defings di1€f1 d2€fo

L'autre direction est triviale. En effet,

A N edvd)< A el

di€f1 dzEf2 defrNfo

Vde finf /\ /\a(led2)Sa(d)

di€f1 da€fa

On voit facilement ce fait en remarquant que nous sommes libres de prendre
trivialement d; = dy = d. i

On a encore ici un corollaire immédiat.

CoroLLARE (Propriété universelle de I(D) parniis les Frm) Nous avons la propriété univer-
232 selle suivante pour la construction du treillis des idéaux. VD e |Lat| VL € |Frm| Vo
D — L € Let Jla : ID — L € Frm tel que le diagramme suivant commute :

) +n() 3D

xﬁd
N ¥

L

Avec ces deux outils, nous sommes préts a discuter I'existence d’une pro-
priété universelle pour la construction du locale des filtres. Supposons qu’on
ait un treillis D € |Let|. Si L est un co-cadre et D —+ L un morphisme de
treillis, nous avons vu & la proposition 2.3.2 que I'on peut factoriser o par
le plongement canonique 1,D — FD et un certain morphisme de co-cadres
uniquement déterminé &. Il est alors naturel de se demander sous quelles
conditions nous pouvons & son tour factoriser & par la deuxiéme partie de
la construction de Pitts ; comme l'indique le diagramme suivant :
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TD() ~L3D(')

D20 5D 55D
x Va,s.c:t
L

Pour pouvoir utiliser la propriété universelle de la construction du treillis des
idéaux, nous devons avoir que L est un cadre et & un morphisme de treillis.
Ainsi, si L est a la fois un cadre et un co-cadre et si o est un morphisme de
treillis, alors & : §D — L sera un morphime de co-cadres donc en particulier
un morphisme de treillis et donc par la proposition 2.3.2, on obtient un mor-
phisme de cadres : & : 3§D — L faisant commuter la partie de droite du dia-
gramme présenté ci-dessus. La commutativité des deux triangles nous donne
bien stir la commutativité du grand triangle extérieur. Nous avons donc réussi
a factoriser de facon canonique tout morphisme de D dans un cadre/co-cadre.
Pouvons-nous en demander plus ? Il est naturel de se demander si on peut,
en imposant une condition additionnelle sur L, obtenir que & préserve non-
seulement les suprema quelconques (c’est un morphisme de cadres comme
nous l'avons vu) mais aussi les infima quelconques. Nous avons vu dans la
proposition 2.3.2 que, pour que & préserve les suprema binaires, il fallait de-
mander & L d’étre un co-cadre i.e. il fallait demander que ces suprema fini se
distribuent sur les infima quelconques que la construction des filtres ajoute a
D. Dualement, pour que le & du corollaire 2.3.2 préserve les infima binaires, il
fallait imposer a L d’étre un cadre i.e. imposer a L la distributivité des infima
binaires sur ses suprema quelconques.

Il est donc naturel de penser que pour exiger que & préserve les infima
quelconques on doit s’attendre & devoir imposer a L une loi de distributivité
d’ordre supérieur. Le théoréme suivant clarifie ce point.

(Prbpriété quasi-universelle de #(C)) Nous avons la propriété quasi—ﬁniverselle
sutvante pour la construction de Pitts. YD € |Lat| VL € |€d| Va : D — L €
Lot Sla : ¢D — L € Cd tel que le dingramme suivant commute :

ip ¢D

v
L

[+ 3
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PREUVE: Nous avons vu dans la discussion préliminaire qu'en posant
@ = & on obtient bien un morphisme de cadres ¢D — L adéquat. Il ne nous
reste qu’a vérifier que sous I’hypothése additionnelle que L est complétement
distributif on a bien que & préserve les infima quelconques. Il suffit de remar-
quer que si {I;}c; est une famille d’éléments de ¢ D, alors

a /\Ij) =& (ﬂ@)
V ooaw)

fe/\je.f I;
=V &
feNjes 1
D’autre part:
/\ 5‘(]1) == /\ &(Ij)
jeJ j€d
= a(f)
JjeJ fel;

car L est completement distributif et & préserve les infima quelconques.

Pour voir que ces deux suprema donnent lieu au méme élément de L nous
montrons que

feNL <= 3Fe[[L =N 70)
jed jeJ i€t
Supposons en effet que f € (,, I; alors il suffit de poser f(j) = f pourj € J

quelconque. Inversement, si f = Njes f(j) pour un certain f € [1,cs L, alors
quel que s0it j; € J on a clairement

ﬂf(]) Sf(]ﬂ) teo

jedJ
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et comme un idéal est en particulier une partie fermée inférieurement on a que

—

f =;es f(4) est dans I;,. Comme j, est quelconque on a bien que
F=FfeNi
jer i€t
comme voulu. n
Remarquons que la démonstration précédente s’applique en fait a un résultat

plus général concernant la construction des idéaux. Nous avons en fait montré
le corollaire suivant :

Soit D € |DI| un treillis distributif borné ayant des infima arbitraires. Si L € |Cd] est
un treillis completement distributif et D~ L est un morphisme de treillis préservant
les infima quelconques, alors I'unique morphisme de cadres & faisant commuter :

{p() 5D

x;é

L
donné par le corollaire 2.3.2 préserve également les infima arbitraires.

La proposition 2.3.1 parle d'une propriété quasi-universelle pour la cons-
truction de Pitts. Nous utilisons cette terminologie dans le sens suivant. La
construction de Pitts ¢(D) ne donne pas un treillis complétement distributif.
Nous avons vu en effet que ce n'est en général méme pas un co-cadre en
général. Ainsi, le morphisme & ne vit pas réellement dans la catégorie des
treillis completement distributifs, car son domaine ne s’y trouve pas. C'est
pour cette raison que le dernier théoréme n’est pas vraiment une propriété
universelle. Nous pouvons toutefois utiliser cette propriété pour construire
des morphismes de comparaison entre le locale des filtres et le double dual.
En effet, il est naturel de prendre pour « 1'évaluation D22 D*# car D*# est
toujours complétement distributif, comme nous I’avons vu précédemment. En
utilisant la proposition 2.3.1 nous obtenons ainsi un morphisme de treillis com-
pletement distributifs uniquement déterminé g5 faisant commuter :

D—"2> ¢D

D#
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Calculons laction de €p sur un idéal de filtres J € ¢D. On se rappelle que
@ : §D — L se calcule comme l'infima des a(d) pour les d dans le filtre
donné. Dualement, & : JD — L se calcule comme un supremum. Ainsi,

=|J{peD |Vie f dep}

feJ

=|JfpeD | fcp)

feJ

=UfpeD"p<f)

feJ
={peD"|pe J}

Cette derniére égalité se justifie facilement comme suit. Si p € D* est dans J,
alors p < p et on peut donc prendre f = p pour obtenir que

pel{pe D |p< £}

feJ

Inversement, sip € |J f € J{p € D* | p < f}, alors il existe un f € J tel que
p < f. Mais comme J est un idéal on doit avoit p € I.

Le morphisme de treillis complétement distributifs €5 a donc une action
trés simple. II prend un idéal de filtres et en extrait les filtres premiers. On
obtient bien une partie fermée supérieurement de I'ensemble partiellement or-
donné des filtres premiers car J est un idéal de filtres ; donc en particulier un
sous-ensemble fermé inférieurement du treillis des filtres sur D et les filtres
sont ordonnés par inclusion inverse dans le treillis des filtres donc les filtres
premiers de ce sous-ensemble forment une partie fermée supérieurement dans
D* (car dans D* I'ordre est l'inclusion). Fixons dés maitenant la notation pour
ep et ses adjoints.
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Derinmion  (Morphismes de compaféiison)
S 1. (-)p: ¢(D) — D*# prend un idéal J € ¢(D) et 'envoie sur
(V)p=JnP(D)={pe D |pe J}
2. () : D** —s ¢(D) prend une partie fermée supérieurement de D*, disons
X € D*#, et 'envoie sur

o= R

pEX

3. ()7 : D** —s (D) prend une partie fermée supérieurement de D*, disons
X € D*¥, et l'envoie sur

x*=\/{J | (NpC X}

ProposiTioN (Morphismes de comparaison) Nous avons les adjoints suivants entre les deux

233  (ontructions :
oD
m
qﬁ(D)‘\j*#

(03

o (Vi () = ()*

PREUVE: Soient X € D**,J € ¢(D)ona:

X*< J
XoG
X CJnNnP.(D)
X <(J)p

(1)
(2)

olt le passage (1) se justifie par le fait que J est un idéal et que X n’est qu'une
partie fermée inférieurement. Le passage (2) se justifie en remarquant que X C
P.(D). Ainsi, nous avons montré que (-)* 4 (-)gp.

Pour vérifier 'autre adjonction, il suffit de montrer que (-)p préserve les
supréma arbitraires.
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)

fe\/Ln?P.(D)
el

feP (D) et fe\/J
fe®P(D) et Lf SZE\I/JZ- V (4i)p < (\/ )
p <

iel (1) ic]

ffeef};;fg))) e; aazieeflif ESJJ Viel (\E/I J)? o
VW <\ Lin®.(D)
fe \77,- N P.(D)
fzeelv (J:)

el

Dans cette preuve, 1’étape (1) se justifie par le fait que lorsque f est un filtre
premier, | f est un élément complétement premier de ¢(D) tandis que 1'étape
(2) se justifie par le fait que (-)p préserve clairement la relation d’ordre.

L’adjonction suit ainsi facilement :

I<X*
1<\ {J]Jp <X} Ip< X !
< (Vi1 < X)), BVIESS
Ip < \/{Jp| Jp < X} S
Ip < X

La proposition suivante nous donne un peu plus de détails liant les deux
constructions.

Théorime (Relation fondamentale entre (D) et D*#) Soit D un treillis distributif. D est
232 yn sous-locale ouvert dense de (D).

PREUVE: On remarque tout d’abord que (-)p o (-)* = Id. En effet, par I'ad-
jonction on a
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(XY)p< X
X<X

De plus,

&) = (VU1Jpcxl),

= V{JplJpc X}
< X

car (-)p préserve les supréma arbitraires. Ainsi, (-)* est un monomorphisme
d’ordre car il posséde un inverse a gauche. On remarque aussi que j = (-)o()p
est un noyau sur ¢(D) car clairement j préserve les infima binaires, I < j(I)

et j(j(I)) = I (par ce que nous venons de démontrer). Donc D*# est un sous
locale de ¢(D).

Pour montrer que D*# est dense, il suffit de prendre J € ¢(D) non-vide et
pour f € J quelconque on peut trouver, par le théoréme d’existence des filtres
premiers, p < f € J d’olt Jp # 0. Nous avons bien montré que D*# est dense
selon [13] (p.50). En effet, nous avons montré que

Jp=0=J=0

Montrons finalement que c’est un sous-locale ouvert. Pour cela nous de-
vons montrer la loi de Frobenius qui dit dans le contexte que X*AJ = (X N Jp)"

(XNnJp)" < XAAJ
XNJp < (X*AJ)p
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JpCX = Jpn{UH)pCXN{Sf)p
JpCX = (JALf)p CXN({f)p .
Jp CX = JANIf <V{K[Kp CXN{Sf)p}

XAALF < (X0 ({h)p)
VX Al <V (X0 dh)g)

feJ feJ

!

XTANLf < (XA (VU) )
fedJ feJ P

Xop T <X nidp)”

On se rappelle que le double dual (-)** peut étre considéré comme un
foncteur (-)*# : DI — Cd allant de la catégorie des treillis distributifs dans
la catégorie des treillis complétement distributifs. De la méme fagon, ¢(-) peut
étre considéré comme un foncteur ¢(-) : DI — Frm comme nous I"avons Mais
sion aggrandit la catégorie d’arrivée du foncteur (-)** a la catégorie des cadres,
on aura affaire a deux foncteurs allant de la catégorie des treillis distributifs a la
catégorie des cadres. De plus, pour chaque treillis distributif D on a un unique
morphisme de cadres ()3 : ¢(D) — D*¥. La question que nous pouvons
nous demander dans cette optique est : Est-ce que (-)p nous donne une trans-
formation naturelle entre les deux foncteurs ? La proposition suivante répond
par l'affirmative a cette question. Mais avant, nous avons besoin d'un lemme
qui nous aidera a calculer avec ¢(:).

(Calcul de ¢(h)) Soit A-*>B € DL Si I € ¢(A), alors
$(M)I) ={f€F(B) | JgeIWeB [Jacyg h(a) <b=>be f]}

PREUVE: Selon les définitions données dans la section 1.7, on a que pour
Ie¢(A):
¢(R)(I) = TJ(3(h) )
= {fe¥(B) | Igel f<3(h)(9)}
= {fe¥B) | 3gel 3(h)(g) C f}
{f€8(B) | 3gel {peB|Iaeg ha) <b} C f)
{fedB) | 3geIVvbe B [Facg h(a) <b=be f]} € ¢(B)
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ProposiTion (Naturalité de (-)p) L'association () pour un treillis distribiiizf D donne une trans-
454 formation naturelle de ¢(-) vers (-}** i.e.si h : A — B € DI, alors le diagramme
suivant dans la catégorie des cadres Frm

()4
A $(A) — Ar#

e 4

B ¢(B) —> B#
{’)(p

- commulte.

PREUVE: Soient I € ¢(A),q € P,(B).Ona

q € i*# (Ip)
g € K# (INDP(A))
h*(q) € INP.(A)
JyeIheB Facg h@ <b=>bE
q € $(A)(I)

ve (o)D)

La preuve de (*) se fera en deux étapes.

({) Posons g = h*(q) € I. Soit b € B quelconque. On suppose qu'il existe
a € g = h*(q) tel que h(a) < b. Mais a € h*(g) veut dire que h(a) € g et puisque
h(a) < bet que g est un filtre, on doit avoir b € ¢ comme il fallait.

(1) Supposons maintenant qu'il existe un g € I pour lequel
VoeB [3aeg h(a) <b=beq

Nous voulons montrer que h*(q) € I.Pour cela, il suffit de montrer que A*(g) <
g (car g € I et I est un idéal). Mais comme 'ordre dans §(A) est l'inclusion
inversée, ceci revient a dire que g C h*(g). Cette derniere inclusion est vraie
car, quel que soit z € g, on a h(z) € B et trivialement h(z) < h(z);d’ottJa € g
tel que h(a) < h(r) ce qui entraine par hypothese que h(z) € gie. = € h*(q). §

Nous terminons la présente section en donnant des conditions nécessaires
et suffisantes pour que le morphisme de comparaison entre le double dual et
le locale des filtres donne un isomorphisme. Nous atteignons donc un point
culminant dans notre compréhension de la relation qui existe entre ces deux
constructions propositionnelles.
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THEOREME (Conditioh"éna’équivaleﬁéé'entre (D) et D*#) Soit D € |DV| un treillis distri-
2.3.3 butif. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. Le morphisme de comparaison (-)p : ¢(D) — D*# est un isomorphisme de
treillis complets.

2. Il y a un isomorphisme de cadres ¢(D) ~ D*¥,

3. Tous les filtres f sur D peuvent s'écrire comme une intersection finie de filtres
premiers sur D,

4. ¢(D) est engendré par ses éléments premiers.
5. ¢(D) est completement distributif.

PREUVE: Clairement, 1 = 2. Si ¢(D) ~ D*#, alors ¢(D) est engendré par
ses éléments premiers et ainsi, par la proposition 2.2.3, on obtient la conclusion
voulue ; donc 2 = 3. On a aussi démontré que 3 = 4 et 4 = 5.

Finalement, si on suppose 5, alors nous pouvons appliquer la propriété
universelle étendue du double dual au modeéle canonique du locale des filtres,
et réciproquement, nous pouvons appliquer la propriété quasi-universelle du
locale des filtres (qui est ici une vraie propriété universelle ici car ¢(D) € |Cd|).
Nous obtenons donc les diagrammes suivants :

D*# oD
€p Gl D ()?i
T oD 1pest = D*#* |lp
€p ( )?i D Z_D—l
D 4D

Donc on a bien montré que ip, est un inverse pour le morphisme de comparai-
son. |

Cette section nous a permis de comprendre de fagon détaillée la relation
entre les deux constructions que nous avons étudiées jusqu’a maintenant. Nous
avons de plus obtenu une propriété quasi-universelle pour la construction de
Pitts qui ressemble en tout point & celle du double-dual. Ce sont surtout ces
résultats que nous chercherons plus tard & relever en traitant le cas de la lo-
gique du premier ordre.
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2.4. REFLEXION DES ISOMORPHISMES ET COMPLETUDE CONCEP-
TUELLE

Nous allons donner dans la présente section la réponse a des questions
naturelles qui concernent & la fois le double dual et la construction des filtres.
Supposons qu’on ait affaire & deux treillis distributifs C, D € |DI|. Si on a un
isomorphisme de treillis complets C*# ~ D*#, peut-on conclure que C ~ D?
Malheureusement, hormis le cas ou C et D sont finis, la réponse a cette ques-
tion est négative. En effet, on se rappelle que dans une algebre de Boole B,
les filtres premiers (ou ultrafiltres) sont ordonnés de fagon discreéte (la relation
d’ordre est I’égalité). Ainsi, pour construire un contre-exemple, il suffit d’ima-
giner deux algébres de boole non-isomorphes infinies ayant le méme nombre
d’ultrafiltres (ayant la méme cardinalité pour les ensembles d’ultrafiltres as-
sociés). Cet obstacle ne nous laisse pourtant pas sans recours. En effet, nous
retrouvons dans Makkai/Reyes [27] un théoreme de complétude conceptuelle
pour la logique cohérente du premier ordre. Si nous spécialisons ce résultat a
la logique cohérente propositionnelle il prend la forme suivante.

(Théoréme de complétude conceptuelle : version prop051t10nne11e) Soit
C—D € Dl un morphisme de treillis distributifs bornés tel que D*25C* est un
isomorphisme d’ensembles partzellement ordonnés, alors a est un zsomorphzsme

La preuve sera décomposée en deux lemmes plus élémentaires. Nous ap-
pellerons morphisme conservatif un morphisme qui réfléchit I'ordre.

Soit C—+D € Dlun morphzsme de treillis distributifs bornés. Alors o est conservatzf
si et seulement si b ————)C’* est sur]ectzf

PREUVE: (=) On montre que o* est surjectif. Soit p € C*. On pose :

g={deD|3cep alc)<d}
J={deD|3ceC\p d<alc)}

Clairement, g est un filtre et J est un idéal. De plus, gNJ = @ carsid € gnNJ
on a par définition qu‘il existe c € pet ¢ € C'\ p tels que

I

a(e) < d < a(d)
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mais comme « réfléchit1’ordre ; on en déduit que ¢ < ¢'. Ceci est clairement une
contradiction carc € petc’ ¢ p. Mais p doit pourtant étre fermé supérieurement,
car c’est un filtre. Ainsi, par le théoréme d’existence des filtre premiers, il existe
g € D* tel que g C get gn J = §. Vérifions que g est le candidat recherché i.e.
que a*(g) = p.Sic € p,alors a(c) € g C ¢, donc ¢ € a*(g). Si ¢ € a*(g), alors
a(c) € g;d’olt afc) ¢ J (car ¢ et J sont disjoints) donc ¢ € p, carsi ¢ ¢ p alors
a(c) € J.

(«) On montre que « réfléchit 1'ordre. Supposons au contraire qu'il y ait
c1, ¢z € C tels que ¢; £ ¢2. On consideére alors

f =T
IEJ,CQ

Clairement, f N I = () donc, par le théoréme d’existence des filtres premiers,
il existe p € C* tel que f C pet pN I = ). Mais, puisque par hypothése o*
est épi, on peut trouver ¢ € D* tel que a*(g) = p. On a donc a(c;) € ¢ (car
a1 € p=a*(g)) mais a(c;) € g (carsinon ¢; € a*(q) = pmaisc, € TetpnI = ().
Ainsi, on en conclut que a(c;) £ a(c:) comme voulu. Nous avons ainsi montré
la contraposée de la formule qui dit que o réfléchit 1'ordre. i

Soit C-2+D € DU un morphisme de treillis distributifs bornés. Alors o est un
épimorphisme si et seulement si D*—>-C* est conservatif,

PREUVE: (=) On suppose que o est épi. Soient g1, g, € D* tels que a*(g;) C
a*(g2). Nous voulons montrer que g1 C go. Soitd € ¢;. Comme « est épi, il existe
c € Ctel que a(c) = d. On aen conséquence que ¢ € a*(q;), car ac) = d € qy, et
donc ¢ € a*(g2) par hypotheése. On en conclut que d = a(c) € ¢, comme voulu.

(<) Supposons au contraire qu’il existe dy € D tel que, quel que soit ¢ € C,
on a toujours a(c) # dy. On considere alors

g ="Tdo
J={deD|3ceC d<al)<dy}
Clairement, g est un filtre. Montrons que J est un idéal.
d,deJ
JeeC3eC d<alc)<dy d<ald)<d;

I e C dvd <alc") <d
dvd elJ
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Le passage de la deuxiéme ligne & la troisiéme se fait en posant ¢’ = c V ¢.
Commed < a(c)etd < a(d)ona

dvd <ale)Vald)=alcvd)

et comme a(c), a(c’) < dg on a bien, a(c V ¢) < dy. Le chemin inverse se fait
évidemment en posant ¢ = ¢ = ¢”. Donc J est bien un idéal.

Montrons maintenant que gNJ = §.Sid € gn J alors il existe ¢ € C tel que
dy < d < afc) < dy d’oit 'on aurait que afc) = dy; une contradiction. Ainsi,
par le théoréme d’existence des filtres premiers, il existe ¢ € D* tel que g C ¢
et ¢ N J = . Considérons maintenant :

g={deD|3cea*(q) al)<d}
J’E¢d0

Clairement, J' est un idéal. Montrons que ¢’ est un filtre.
d, d e gl
de€a*(g) 3 €a*(q) alc) <d a(d)<d
dc" € a*(q) a(d") <dAd
dnd € g
ou le passage de la deuxieéme ligne a la troisiéme se fait naturellement en po-
sant ¢ = c A ¢’ (comme o*(g) est un filtre, on a précisément que c A ¢’ € a*(q)
si et seulement si ¢, ¢ € a*(qg)).

On a encore une fois que g’ N J' = §. En effet, si au contraire on pouvait
trouver d € g’ N J', alors il existerait un ¢ € a*(q) tel que a(c) < d < dy. Mais
dans ce cas, on aurait a(c) € ¢NJ ; ce qui est impossible. Ainsi, par le théoreme
d’existence des filtres premiers, il existe ¢' € D* tel que ¢’ C ¢’ et ¢’ N J' = 0.

Nous avons enfin atteint notre but car a*(q) C o*(¢'). En effet,
c € o*(q)
alc) € g’
alc) eq +
c € o*(q)
mais on a pourtant que ¢ ¢ ¢’ car dy € ¢, mais dy & ¢/, car dy € J' et J' est
disjoint de ¢'. Ainsi, on a montré que o* n’est pas conservatif. B

Nous sommes maintenant préts a regarder le résultat principal de la présente
section. En effet, le théoréme de complétude conceptuelle va nous permettre de
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démontrer que nos deux constructions réfléchissent les isomorphismes. Nous
obtenons méme plus :

Théortme  (Réflexion des isomorphismes) Soit C—25D € Dl un morphisme de treillis distri-
241 butifs bornés. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. C*Z5 D*# est un isomorphisme de treillis completement distributifs.
2. ¢(O)M¢(D) est un isomorphisme de treillis complets.

3. D*-25C est un isomorphisme d’ensembles partiellement ordonnés.

4. C-=5D est un isomorphisme de treillis distributifs.

PREUVE: Cette preuve élégante m’a été communiquée par Gonzalo E. Re-
yes. Le théoréme de complétude conceptuelle énoncé a la proposition 2.4.1
nous donne que 3 = 4. Deplus, 4 = 1,4 = 2,4 = 3 et 3 = 1 car tout foncteur
préserve les isomorphismes. Il ne nous reste qu'a démontrer que 1 = 3 et
2 = 3. Ces deux preuves se font de fagon identique. Elles utilisent la propriété
(quasi-)universelle de la construction qui entre en jeu.

(1 = 3) Nous avons une chaine d’isomorphismes :

X()

D* Homp (D, 2) Homgey(D*#,2)
ot l(-)oa*#

Y
G = HomDU(C, 2) HomCd (C*#, 2)

¢y

(-)oec
et nous pouvons vérifier facilement que la composition de tous ces isomor-

phismes donne o* en prenant ¢ € D* et en observant le diagramme commutatif
suivant :

&_L. C*#

a\ <] ~ | gt
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Ainsi, on voit que X 0 a** o ec = x, o v et
(Xgoa)(c) =1 = o) €q
< c€a’(q)
donc on a bien le résultat voulu soit :
(g © & o ec)™H(1) = o*(q)
Ceci termine la preuve de 3 = 1.

La preuve pour le cas de la construction des filtres (i.e. 3 = 2) est identique
car nous avons dans ce cas une propriété quasi-universelle. I

Le résultat suivant est aussi dfi 8 Gonzalo E. Reyes. Il dit que si on a un
isomorphisme entre deux doubles duaux ou deux locales de filtres alors on a
un isomorphisme entre les deux ensembles partiellement ordonnés des filtres
premiers des treillis distributifs de départ. On a vu au début de la présente
section qu’on ne peut pas en dire beaucoup plus.

Tuéontme  (Réflexion faible des isomorphismes) Soient C, D € |DI| des treillis distributife.
242 Tes conditions suivantes sont équivalentes :
1. Iy a un isomorphisme de treillis complets C*# ~ D*#,
2. Il'y a un isomorphisme de cadres ¢{C) = ¢(D).
3. Il y a un isomorphisme d’ensembles partiellement ordonnés C* ~ D*

PREUVE: Il suffit de regarder le diagramme suivant :
HomCd(C*#, 2) U HomCd (D*#, 2)

Homm(D, 2)

HOI‘n]Du(C, 2)

HomCd (@C, 2) HomCd (¢D, 2)

dans lequel tous les morphismes verticaux sont des isomorphismes (ils sont
donnés par les propriétés universelles respectives des deux constructions). No-
tons que nous avons utilisé la notation “Homeq(¢C, 2)” dans ce diagramme
pour parler de l'ensemble partiellement ordonné des morphismes de treillis
complets de ¢C dans 2 (méme chose pour D). Ceci est bien stir un abus de
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notation car ¢C ¢ |Cd| en général. Nous voyons que chaque condition de
I"énoncé correspond a déclarer qu'un certain morphisme horizontal est un iso-
morphisme. Il est clair que dés qu’on a un tel isomorphisme, nous pouvons,
par composition, définir les deux autres morphismes horizontaux de fagon a ce
qu’ils soient iso et fassent commuter le diagramme. Ceci implique clairement
le résultat. B

La réflexion des isomorphismes est une propriété structurelle trés souhai-
table. Elle est un indice de la fidélité du modéle. Par exemple, la construction
du groupe fondamental en topologie algébrique ne jouit pas de cette propriété.
Il est en effet possible que le foncteur “groupe fondamental” (7) envoie une
fonction continue entre deux espaces topologiques sur un isomorphisme de
groupes sans pour autant que les espaces soient homéomorphes. La théorie
des groupes, en ce sens, ne s’adapte en effet pas aussi bien a la topologie que
ce que fait la théorie des treillis avec la logique.

2.5. AMALGAMATION FORTE ET DOUBLE DUAL

Dans la présente section, nous allons étudier une application jolie du double
dual. Elle établit des propriétés d’amalgamation forte dans la catégorie des
algebres de Heyting (Ho), de co-Heyting (coHa) et de bi-Heyting (biHa). Con-
crétement, cela veut dire que la somme amalgamée (push-out) d'un mono-
morphisme le long d"un morphisme quelconque de ces catégories donne tou-
jours un monomorphisme. Dans le cas particulier des algeébres de Heyting, ce
résultat est équivalent au fameux théoréme d’interpolation de Craig qui a certai-
nement sa place dans la thése d"un étudiant d'un étudiant de Craig!

La preuve de la stabilité des monos par somme amalgamée reproduit le
raisonnement de [24] et 'adapte au cas des algebres de co-Heyting et de bi-
Heyting. Nous commengons par donner une série de lemmes qui seront utiles
a la preuve.

1. Si f : A— B est Heyting alors f* : B* — A* est surjectif vers le haut.
2. 5i f : A — B est co-Heyting alors f* : B* — A* est surjectif vers le bas.
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PREUVE: Soit p € A* tel que 3¢ € B* f*(q) < p. On cherche un ¢’ € B* tel
que ¢ < ¢' et f*(¢') = p. Soient

F=(qU3sp)={beB|W €qgdacpb>tAfla)}

I'=({f(a)|agpl)={beB|3a' € Ab< f(d), d ¢p}
Ona FNI =0.Eneffet,si b € F NI alors par définition de F et I on aurait :

I €qlaecpida’ e Ad €p, VA fla) <b< f(d)

Doud’ < f(a) = f(a') = f(a — a') (car f est Heyting) et, puisque b’ € ¢, on
en déduit que f(a = a') € gie.a > d € f*(q) C p. Ainsi,a € peta — a’ € p,
doncaAa — a' € p;ce qui est impossible cara Aa — o’ < d, etad’ ¢ p par
hypothése. Ainsi, F' et I sont bien disjoints. Donc, par le théoréme d’existence
des filtres premiers, il existe un filtre premier ¢’ € B* contenant F et tel que
q'NI = {. Vérifions que ce ¢ est bien le candidat recherché. On a premiérement
que ¢ C F' C ¢’ donc ¢’ étend bien ¢. De plus, si a € p, alors par définition de F
ona f(a) € F C ¢.D'olia € f*(¢') et on en conclut que p C f*(¢'). Mais en fait
p=f*(¢) carsia ¢ palors f(a) ¢ ¢' car sinon on aurait f(a) € ¢' NI (ce qui est
impossible). D’'oti a € f*(¢'). On en conclut que f*(¢') C p. On a ainsi montré
que f* est surjective vers le haut.

Montrons maintenant que pour un f co-Heyting le morphisme f* est sur-
jectif vers le bas. Soit p € A* tel que 3¢ € B* p < f*(g). On cherche un ¢’ € B*
tel que ¢’ < g et f*(¢') = p. Soient

F=(Ep)={beB|3acpb> f(a)}
I={{f(a)|agplUq)={b€B |3 c AT c¢Bb< f(a)VV ,d' &p, V' ¢&q}
Ona F'NI=0.Eneffet,sib € F NI alors par définition de F et I on aurait :

'€ Blacpdd e Ad €p, b dq, fla) <b<L f(@) VY

Dot f(a\ @) = f(a) \ f(a') < ¥ (car f est co-Heyting) et puisque ¥ ¢ g, on
en déduit que f(a\a') € gie.a\a & f*(g) eta\a' € pcarp C F*(q). Ainsi,
o ¢peta\a ¢p,donca' Va\a ¢p(carpest premier); ce qui est impossible
cara < a'Va\ d/, maisa € p par hypothese. Ainsi, F' et I sont bien disjoints.
Dong, par le théoréme d’existence des filtres premiers, il existe un filtre premier
¢’ € B* contenant F et tel que ¢’ NI = (). Vérifions que ce ¢’ est bien le candidat
recherché. On a premiérement que ¢’ C ¢q. Carsib ¢ g, alorsb € I d’oitb ¢ ¢
car ¢ NI = . De plus, si a € p, alors par définition de F ona f(a) € F C ¢
d'otta € f*(¢’) et on en conclut que p C f*(¢'). Mais en fait p = f*(¢) car si
a & p, alors f(a) € ¢', car sinon on aurait f(a) € ¢’ N I (ce qui est impossible).
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D'otta ¢ f*(¢'). On en conclut que f*(¢') C p. On a ainsi montré que f* est
surjective vers le bas. |

Lemve Considérons le diagramme suivant dans les treillis distributifs :
2.5.2
A

|1
B—g>0

Si on pose P = {(a,b) € A x B | f(a) = g(b)} considéré comme un sous-treillis de
A X B, ma(a,b) = a et np(a,b) = b, alors le dingramme suivant est un produit fibré
(pull-back) dans la catégorie des treillis distributifs :

B )

]

B—g—>C

PREUVE: La preuve est évidente et est laissée au lecteur. ]
Lemve Considérons le produit fibré suivant dans la categorzedestrezllzs diétrz’butffs g
253 :
JEsatha g
.
B e c

Si f est surjective vers le haut, alors ng l'est aussi. Si f est surjective vers le bas, alors
g Vest aussi.

PREUVE: Supposons que pour b € B il existeun p € P pour lequel np(p) <
b. On cherche un p’ € P tel que p < p' et 75(p’) = b. Mais

m8(p) <b = g(ma(p)) < 9(b)
= f(ma(p)) < g(b)
= Ja€Ama(p) <a, f(a) =g(b)
Notez que cette derniere implication provient du fait que f est surjective vers

le haut. Si on choisit la forme donnée dans le lemme 2.5.2 pour P, 74 et 75 ; on
peut poser p' = (a,b) € P. Vérifions que ce p’ est bien le candidat recherché.
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Puisque p = (7a(p),78(p)) < (a,b) = p' et m5(p') = 7p(a,b) = b c'est bien le
cas.

Regardons maintenant le deuxiéme résultat. Supposons que pour b € B il
existe un p € P pour lequel b < mp(p). On cherche unp' € Ptel que p’ < pet
np(p’) = b. Mais

b<mp(p) = ¢(b) < g(rs(p))
= g(b) < f(ma(p))
= Ja€ Aa<malp), fla)=g(b)

et cette derniére implication provient du fait que f est surjective vers le bas.
Si on choisit la forme donnée dans le lemme 2.5.2 pour P, 74 et 75 ; on peut
poser p’ = (a,b) € P. Vérifions que ce p’ est bien le candidat recherché. Puisque
p= (ma(p),78(p)) > (a,b) = p' et m5(p') = mp(a,b) = b 'est bien le cas. B

Lemve Soient P et () des ordres partielset f : P — Q) un morphisme d’ordres, alors
1. Si f : P — Q est surjectif vers le haut, alors f* : 29 — 2F est Heyting.
2. Si f : P —s Q est surjectif vers le bas, alors f# : 29 —s 2P est co-Heyting.

PREUVE: Nous utilisons dans ce qui suit les formules données dans 1.4.1
pour l'implication et la co-implication dans des treillis de la forme 2°.

Clairement, f#(X — Y) < f#(X) — f#(Y). Pour l'autre direction,

p € fH(X) = f#(Y)
Vo' > pp € f7(X) = p € fF(Y)
VW 2>pflp)eX = fp)eY
Vg2 fp)geEX=q€Y |1
fpleEX =Y
pefA(X =Y)

Pour justifier 'étape (x) on prend un ¢ > f(p) quelconque. Puisque f est sur-
jective vers le haut, il existe un p’ > p pour lequel f(p') = g. Mais pour tous les
p' > ponaqueg= f(p') € X implique que ¢ = f(p') € Y.

Regardons maintenant la deuxieéme partie. Clairement, f#(X\Y) > f#(X)\
f#(Y). Pour 'autre direction,
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p € FAX)\FF V)
I <pw € FF(X) ;0 & FTY)
¥ <pflp)eX, fP)EY

dg< flp)geX, q&Y (%)
()eX\Y
pE fAHXNY)

Pour justifier 'étape (**) on considere ¢ < f(p) et puisque f est surjective

vers le bas, il existe un p’ < p pour lequel f(p') = ¢. Mais f(p) = ¢ € X et

fp)=q¢Y. |
Lemme (Le foncteur (-)* préserve les produits fibrés) Si

255 A
sl

.

O3
est une somme amalgamée (push-out) dans la catégorie des treillis distributifs alors

A*‘:LP*

1 b

(e
9
est un produit fibré dans la catégorie des ordres partiels.

ProposiTion (Amalgamation forte pour [Ha:, coHa et biHo) Les monoﬁibrphiéinés sont stables
251 yar somme amalgamée (push-out) dans les catégories suivantes : Ha, coHa et biHo.

PREUVE: Nous allons traiter les trois cas en méme temps, en spécifiant
chaque fois ol1 c’est nécessaire quelles propriétés sont requises pour la catégorie
spécifique. Prenons tout d’abord un diagramme dans une de ces trois catégories
(que nous nommerons catégorie de départ dans ce qui suit) :

A
f
C-?B

On commence par prendre sa somme amalgamée dans la catégorie des treillis
distributifs :
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A—tsp

f h
C—?B

Par le lemme 2.5.5, on a que le diagramme suivant est un produit fibré dans la
catégorie des ordres partiels :

A*LP*

1k

Crss—B"
De plus, nous savons en vertu du lemme 2.5.1 que

1. si f est Heyting, alors h* est surjectif vers le haut et donc h*# est Heyting
(par le lemme 2.5.4).

2. si f est co-Heyting, alors h* est surjectif vers le bas et donc A*# est co-
Heyting (par le lemme 2.5.4).

3. si f est bi-Heyting, alors h* est bidirectionellement surjectif et donc h*#
est bi-Heyting (par le lemme 2.5.4).

Ainsi, dans les trois cas h*# est dans la catégorie de départ.

Maintenant, si on considére le diagramme suivant

B*# .L#) P*#

eBL o ‘I;:P

h

qui commute par la naturalité de l’évaluation (voir proposition 1.2.6), on re-
marque que ep o h est Heyting, co-Heyting ou bi-Heyting selon la catégorie
de départ. En effet, ep o h = h*# o ep ol ep est conditionellement bi-Heyting
(voir proposition 1.3.3 et corollaire 1.3.1) et h*# est soit Heyting, co-Heyting ou
bi-Heyting selon la catégorie de départ. Prenons maintenant la somme amal-
gamée de notre diagramme original dans sa catégorie de départ :

A—2spf

1

C—y—>B
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Plagons maintenant dans ce dernier diagramme la somme amalgamée du début
de la preuve (prise dans la catégorie des treillis distributifs) ainsi que l'évalua-
tion pour P :

pr#

Comme nous I'avons vu, ep o h est dans la catégorie de départ. Il est de méme
pour ep o k par symétrie. De plus, puisque (ep o h)og = (epok)o f on a,
par la propriété universelle de la somme amalgamée P’, qu'il existe un unique
morphisme ¢ : P — P*# de la catégorie de départ faisant commuter :

EPOk

Maintenant, si on suppose que f est mono, alors 4 doit I'étre aussi car h est le
push-out de f dans la catégorie des treillis distributifs et, dans cette catégorie,
les monomorphismes sont stables par push-out. Ainsi nous pouvons en conclure
que f’ est mono cari o f' = ep o h et ep est aussi mono. B

Voici donc un exemple d’application des propriétés catégoriques du double
dual comme outil pour démontrer des propriétés algébriques de certaines ca-
tégories d’algebres. De plus, cette application nous donne par extension une
propriété de la logique intuitionniste propositionnelle : le théoréme d’interpo-
lation de Craig. Cet exemple montre aussi que le double dual peut jouer le role
du locale des filtres pour démontrer, comme Pitts le fait dans [29], des résultats
d’amalgamation. Il joue en effet mieux son réle qu’on ne pourrait 'espérer : il
montre le résultat pour d’autres catégories que les algebres de Heyting.
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2.6. CONCLUSION

Nous avons maintenant en téte des images bien précises & propos de ces
deux constructions qui nous ont intéressées jusqu’a présent. La structure du
locale des filtres s’est avérée étre moins subtile que celle du double dual. En
effet, la brutalité avec laquelle le locale des filtres compléte le treillis distributif
de base se fait en deux étapes symétriques dans lesquelles a chaque étape on
obtient “un peu trop” de richesse. On n’obtient pas les lois de distributivité
completes précisément en raison de ce déséquilibre. Le locale des filtres est
trop orienté “cadre” pour qu’on puisse en dégager les propriétés duales a ses
propriétés naturelles. Ces étapes sont constructives et par le fait méme pas
assez coriaces, pour supporter toute la subtilité de notre topos de base : la
catégorie des ensembles &ns. Le double dual comble ce manque de finesse
avec brio en nous donnant un sous-locale ouvert dense du locale des filtres.
Remémorons nous en effet le diagramme suivant :

()"
m
¢(DU*#
()
dans lequel tout s'écrase dés que ¢(D) est engendré par ses éléments premiers
ou est completement distributif. Nous avons aussi déterminé une condition
précise sur D pour que ¢(D) soit engendré par ses éléments premiers. Finale-

ment, si on regarde la propriété quasi-universelle du locale des filtres, on voit
que double dual vient combler la lacune ‘quasi’ de fagon optimale.

Nous constatons donc qu’avec 1'aide de la subtilité de 'axiome du choix
qui lui est implanté de facon interne, le double dual nous donne le quotient
parfait du locale des filtres. Le double dual crée, par identification (ou quo-
tient), les liens logiques qui manquaient dans le cadre ¢(D) pour qu’il devienne
completement distributif. Toute la puissance de l'outil vient bien sfir de la na-
ture des filtres premiers et de leur existence.

Dans les prochains chapitres, nous grimpons une marche dans la com-
plexité. Nous étudions les constructions vues jusqu’ici dans le contexte des
théories du premier ordre.



Chapitre 3

LE TOPOS DES FILTRES

3.1. INTRODUCTION

Avec l'intérét suscité par les deux premiers chapitres autour de ces deux
constructions de nature propositionnelles, nous sommes forcément tentés d’ex-
plorer la ramification des théories du premier ordre et y découvrir sil’analogue
du double dual et I'analogue du locale des filtres y existent. Abordons deés
maintenant cette question aussi doucement qu’il nous l'est possible dans notre
cadre.

Les structures les plus élémentaires que nous allons aborder, qui représentent
I’analogue des treillis distributifs bornés seront les catégories cohérentes. Résumons
les propriétés d'une catégorie cohérente C :

1. € possede des limites finies : 1¢ + produits fibrés.
2. C posséde des supréma finis dans ses treillis de sous-objets.

3. Ces supréma finis sont stables par produits fibrésie.sia: C — D € C,
le morphisme “image inverse le long de o” :

a* : S¢(D) — Sc(0)
préserve les suprema finis.
4. Pour chaque o : C — D € C le morphisme de treillis :
a® : 8¢(D) — Sc(C)
possede un ajoint a gauche :
o : S¢(C) — Se(D)

ie. 3, 1 a*. On appelle naturellement cet adjoint a gauche : “'image le
long de o”.
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5. Ces morphismes image 3, doivent satisfaire la condition de Beck-Che-
valley qui dit que les images sont stables par produit fibré. Plus précisément,
si le diagramme suivant est un produit fibré dans C :

A—>B

ol e 1o

A8,
alors le diagramme suivant commute :

Sc(4) —2> S¢(B)

A

SC (AI) 3—I> Sc(B,)

(>4

Nous voyons que nous pouvons facilement déduire des propriétés précédentes
que I'ensemble partiellement ordonné des sous-objets d'un objet X € |C] :
Sc(X) est un treillis distributif borné. Ainsi, la structure de base que nous
étudions dans les premiers chapitres se voit réflétée dans le treillis des sous-
objets de chaque objet de C.

Le présent chapitre introduit la construction du topos des filtres de Pitts
(voir [30] et [31]) sur les catégories cohérentes. Ainsi, 'équivalent du locale
des filtre, pour la logique des prédicats, est un topos.

Comme vous le constatez, j’ai décidé de traiter le cas du topos des filtres
en premier. En effet, sa construction est plus simple mais comme dans le cas
propositionnel, elle est plus grossiére et ne permet pas autant de souplesses
que le double dual.

Dans les sections qui suivent, nous allons construire une catégorie AC des
filtres de C et nous allons trouver les principales propriétés de cette construc-
tion. Ensuite, nous allons regarder la définition du topos des filtres et en décou-
vrir les principales propriétés de fonctorialité. Finalement, nous démontrons
une propriété quasi universelle pour le topos des filtres qui est clairement la
généralisation de la situation propositionnelle préalablement établie.
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3.2. LA CATEGORIE DES FILTRES AC

Le topos de Pitts peut étre vu sous 1’angle de deux constructions différentes.
Dans l'article [30], Pitts construit son topos comme une catégorie de faisceaux
internes dans une catégorie donnée. Nous suivrons plutét 'autre voie, qui
s’apparente plus avec le topos de Makkai soit comme un topos de Grothen-
dieck sur un site donné et qui est donnée dans Pitts [31]. Ce chemin aura
I’avantage de faciliter la tdche de la comparaison entre les deux topos. En ef-
fet, les comparaisons aux niveaux de descriptions topologiques des topos nous
offrent des techniques avancées pour décrire des topos en termes de faisceaux
sur des sites.

Donnons nous une catégorie cohérente C. Le site que nous allons construire
a l'aide de C a comme catégorie de base une catégorie des filtres sur C. La
catégorie des filtres est une construction naturelle qui permet de plonger de
facon canonique une catégorie donnée dans une catégorie possédant des in-
tersections quelconques au niveau des sous-objets. Regardons dés maintenant
comment nous la construisons.

Dérnimion (La catégorie des filtres) Soit C une catégorie cohérente (on pourrait supposer
321 simplement que C est réguliere). La catégorie des filtres : AC a comme objets des
paires (X, f) on X € |C| et f est un filtre sur Sc(X). Donnons-nous maintenant
deux objets dans AC : (X, f) et (Y, g) et définissons ce qu’est un morphisme de
(X, ) — (Y, g) dans la catégorie AC. Premiement, pour A € f nous dirons gu'un
morphisme o : A — Y de C est admissible comme morphisme de (X, f) vers (Y, g)
si
VBeSe(Y) Beg=>a*(B)e f

- on * est simplement le pull-back le long de o. Soient A, A’ € f,a: A — Yet
o' : A — Y deux morphismes admissibles de (X, f) vers (Y, g). On dit que acet of
- sont équivalents si il existe un A" € f tel que A" < AN A' et a]A” = o'|A". Un
morphisme de AC est un classe d’équivalence de morphismes admissibles. Si A € f et

o : A — Y est admissible de (X, f) vers (Y, g), nous noterons par

o] : (X, /) — (¥, 9)
la classe d’équivalence de c.

Pour compléter la construction, nous devons définir les morphismes iden-
tité et la loi de composition des morphismes. Si (X, f) € |AC|, on définit le



PROPOSITION
3.2.1

91

morphisme identité sur (X, f) comme étant :

x, /' x, £

ie. 1oy = [Lx] : (X, f) — (X, f). Soient (X, f)-Lh(¥,g) et (¥, 9)-L(2, )
des morphismes de AC. Disonsque k: A — Y (ol A € f)etl : B — Z (ol
B € g). On définit la composition {{] o [k] comme étant la classe d’équivalence
du morphisme [ o £’ dans le diagramme suivant :

ou k*B est le produit fibré de B le long de k.

Vérifions des maintenant que cette définition a du sens; que AC jouit bien
de la propriété d’étre une catégorie, malgré la définition de ses morphismes
qui peut paraitre inhabituelle au premier coup d’ceil.

(AC est une catégorie) La catégo}'ie des ﬁltres AC d’une catégorie cohérente C, iélle
que définie ci-dessus, est effectivement une catégorie.

PREUVE: Montrons tout d’abord que la composition des morphismes, telle
que définie, a du sens. Nous devons montrer que le représentant définissant la
composition est admissible et que la composition est indépendante du choix
des représentants. Montrons tout d’abord que le morphisme ! o k¥’ est admis-
sible comme morphisme allant de (X, f) vers (Z, ). On voit bien ce fait en
observant le diagramme suivant :
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B () s ro L
Ly
kB —~ L 5
¥ b
e 4
X

En effet, si on considére que C—Z € h, alors, POTRNE: [ est admissible, nous

pouvons prendre le produit f1bre @ et on a que [*C RAY € g- Nous devons
ensuite prendre la fibre de I*C %Y le long de k. Mais ceci est équivalent, par le
lemme des prodult—flbres a prendre le produit fibré[c|suivi du[a] On sait que

aoo

la fibre de I*CX5Y le long de &, soit k*(I*C) — 'X, est dans f. Finalement, on
voit que le rectangle [a] — [b] est également un produit fibré car [a]en est un et
@ aussi.

Montrons maintenant que la composition est mdependante du choix des
représentants. Supposons que [£] soit représenté par A, ALY et 4,y . Ona
ki ~ ky doncilexiste C' € ftelque C < A; A Ay et k1|C = ky|C. Supposons
également que [{| soit représenté par B;—Z et B, 2,7 Onaly ~ Il doncil
existe D € gtel que D < By A By et [1|D = [;|D. On a alors le diagramme
suivant :



k*D

kY
d, I \
KBi D

i1 k)
GII \ dx

iz

az Lj / d2
k
k3B
d’zI %

2
kD
Dans lequel on montre que

liokiod, =lyokhod,oiy

Premierement, on remarque que
liokiodi=liodiok{oi; et lhokiod,=1lyodyok} oiy
De plus, k{ o iy = ki o4, car

blodloki'oz'l:kloalod'loil
=kjoci04,
=k20620ic cark1[C’=k2|C
=kyoazod,oiy

=byodyokloiy

e
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Mais by o d; = by o dy (car D < B; A B;) et est un monomorphisme donc
ki o iy = kY o i. Finalement, puisque [;|D = [;|Dona:

l10d10k/1’07;1’—‘l20d20k,1,0’l:1

=l20d20k12,0’é2

Ainsi, la définition de composition donnée est indépendante du choix des
repésentants. Vérifions maintenant les régles ayant rapport aux morphismes
identité. Clairement, 1 x est admissible de (X, f) vers lui-méme donc la défini-
tion du morphisme identité pour un objet donné a du sens. On voit bien avec
le diagramme suivant que 1(y,g) o [k] = [£] :

ly

—k> —Y
]-AT O le

De la méme facon, on montre avec le diagramme suivant :

1a k

_— —Y
a a a
1x X
1x

X

que [k] o 1(x,5) = [K]-

Il ne nous reste qu’a vérifier que la composition est associative. Il est aisé
de voir ce fait en observant le diagramme suivant :
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La catégorie que nous venons de définir joue un réle central dans la suite
de cette thése. Nous allons donc porter une attention particuliére aux pro-
priétés de cette construction. Nous découvrons dans la prochaine section quelle
est la généralisation de la construction du treillis des filtres des deux premiers
chapitres.

3.3. PROPRIETES DE BASE DE AC

La proposition suivante va grandement nous simplifier la tache en ce qui
concerne la notation.

(Choix de représentants totaux) Soient (X, f) € |[AC|et A — X tel que A€ f.
Si on pose

ngs{B»imB’fo’xef}

alors (A, f I_A)i’—n];(X , f)est un isomorphisme dans AC.

PREUVE: Clairement f|A est un filtre. Le morphisme A 5 X est admis-
sible de (4, f|A) vers (X, f). En effet, si A’ ~ X € f, alors onale produit fibré

suivant :
!
A A'>ﬂ—> /
n'/] Q n

A X
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On voit que A A A’ S Acf |A car, par la propriété de fermeture sous les
intersections finies des filtres, A A A’ = e 1.

Montrons maintenant que [m] a un inverse a gauche :

Lx.n

065 L (4, 114 S (x, )

On voit dans le diagramme suivant le calcul du représentant pour le mor-
phisme composé :

1a m
A—fp——X

1Al llA
T ’ A

X
Mais m o 14 = m ~ lx comme morphisme de (X, f) vers lui-méme car
f2A=AAX et 1x|[A=m=m|A

De la méme fagon, on montre que [14] est aussi inverse a droite pour [m] :

Lea,r14)

4 A4 e x, 1) B, 1)

En effet, le diagramme suivant montre le calcul du représentant pour le mor-
phisme composé :

A—2- 42 x

l m

A— A

1a l
X
et par définition, [14] est 'identité sur (4, f|A). B

On voit qu’a l'aide de cette[‘ erniére proposition nous allons pouvoir sup-
poser quun morphisme (Y, g)—(X, f) est représenté par un morphisme ayant
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Y en entier comme domaine au lieu d"un sous-objet de Y. En effet, si o n’est
qu’un morphisme partiel, alors nous pouvons précomposer [a] avec I’isomor-
phisme décrit dans la proposition précédente de fagon a obtenir un morphisme
total. Ainsi, nous n"aurons plus besoin (ou presque) de spécifier le domaine des
représentants des morphismes. Nous pouvons méme faire ce genre de sup-
position dans des situations plus générales, ot plusieurs morphismes ont le
méme domaine, comme l'exprime la proposition suivante :

(Représentants totaux simultanés pour une famille finie) Si on a une famille
finie de morphismes [a;] : (X, f) — Vi, ¢:) aveci = 1,2,. .. ,n, alors nous pouvons
supposer que les représentants o; de ces morphismes ont tous le méme domaine : X en
entier i.e. X =+Y;.

PREUVE: Si les représentants sont A;25Y; ot A; € f, alorson a N, A €
f et par la proposition 3.3.1 on a que

(/\ Ai,f|A¢=1Ai) ~ (X, ])
i=1

En précomposant chacun des morphismes originaux avec cet isomorphisme,
nous obtenons des morphismes de AC représentés par des morphismes de C
ayant tous le méme domaine. On voit facilement que tout fonctionne comme
prévu. |

Définissons maintenant un foncteur allant de C vers AC. Il nous permettra
de plonger C dans sa catégorie des filtres.

(Plongement canonique pour AC) On définit Z’applicdtz’on :
chac
en posant pour un objet X € |C|:
[X] = (X, {1x})
et pour un morphisme X Ly econ pose
X -L¥] = (X, {1x) 5% {1r})

(Fonctori_av'litéy de [-D L'application |-] telle que définie ci-dessus est un fonvctreur.
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PREUVE: Clairement f est admissible de [X] vers [Y] car f*(1y) = 1x. De
plus, [1x] = 1x,(1x1) = Lixy et [g o f] = [g] o [f] est aussi trivialement vérifié ici.
|

La catégorie AC possede des limites finies. Les deux propositions qui sui-
vent donnent des constructions de ces limites. Il est suffisant de construire dans
AC un objet terminal ainsi que tous les produits fibrés de paires de morphismes
ayant un co-domaine commun. Regardons comment les objets terminaux se
manifestent dans AC.

ProposiTion (Objets terminaux de AC) Si 1 est un objet terminal dans C, alors [1¢] est un objet
334 terminal de AC.

PREUVE: Soit (X, f) € |C|. L'unique morphisme X —>+1¢ est clairement
admissible de (X, f) vers [1¢] = (1¢, {11.})- De plus, si [8] : (X, f) — [1¢] o1
B : A — 1¢, alors la commutativité forcée de

— il

dans AC nous donne que §|A = a|d ie. a ~ 8. B

Voyons maintenant si on peut faire aussi bien avec les produits fibrés.



PROPOSITION
335

ve

(Caratérisation des produits fibrés dans AC) Soient [o] : (Y,9) — (X, f) et
[8] : (Z,h) — (X, f) des morphismes de AC ayant le méme co-domaine et tels que

 leurs représentants o et @ sont fotaux (nous pouvons toujours supposer cela comme

 nous l'avons vu auparavant). Si le diagramme suivant est un produit fibré dans C :

Doty

e

ZTX

et si on pose

r=F () (W) AT (8 (9)

~(on “N” est l'infimum dans le treillis des filtres sur P), alors

(Pym) 2> (¥, 9)

[of] 1 = i fed

(7,1 —> (%,5)

est un produit fibré dans AC.

PREUVE: On se rappelle que dans le treillis des filtres sur P 1'ordre est I'in-
clusion inverse. Ainsi, l'infimum de deux filtres donnés se calcule en prenant
le filtre engendré par la réunion des deux filtres donnés. Ainsi,

r=F () (h) AT () (9) = (5 (&) (B UF (87) (9)

On voit bien que, par la construction méme de 7, o/ est un morphisme admis-
sible de (P, ) vers (Z, h). En effet, si C € h on a clairement :

o*(C) € F () () € (F (&™) (W) UT(B7) (9)) =
De fagon symétrique, 3’ est admissible. Maintenant, la commutativité de

(P,m) 2> (v, 9)

a o e

est automatique par la commutativité des représentants sous-jacents dans C. Il
nous reste a véfifier la propriété universelle du produit fibré. Donnons-nous le
diagramme suivant dans AC
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(W, 4) N

[ﬁ’]

t (P,m) — (Y, 9)
. [a']l l[a]
(Z,h) — (X, f)

(8]

Par la proposition 3.3.2 on peut supposer que s et ¢ sont totaux et ont tous deux
W comme domaine. Ainsi, par la propriété universelle du produit fibré dans
C, on obtient l'existence d’un unique morphisme W -+ P faisant commuter :

|l
zZ X
Montrons que u est admissible de (W, 6) vers (P, 7). On a
= (§ (") (WUF(87) (9))
={DeSc(P)|3C" €F (") (h)IC" € F(B)(9) D>C"A c"}

car le filtre engendre par une réunion de deux filtres est formé précisément
des éléments supérieurs a des infima d’éléments provenant respectivement de
chacun des deux filtres donnés.

__..9

Sionsedonne C € 7,on a
IC' eF (@) (h)IC" €F (8*)(g) D>C'AC"
Ainsi, par définition de § (/") (k) et F(8") (g) :
dD'e h3ID" €g C > ™ (D')A B (D"
Donc ,
u*(C) > u* (o (D) A B (D"))
=u* (" (D)) Au* (B™(D"))
= ¢*(D') A s*(D")
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et comme s et ¢ sont admissibles on a que t*(D’) € et s*(D”) € § (car D' € h
et D" € g) d’'ott u*(C) € 4.

Nous avons ainsi la commutativité de

Examinons mamtenﬁﬁ\t 'unicité de [u]. Supposons qu’on ait affaire a un
autre morphisme (W, §)— (P, 7) faisant lui aussi commuter le dlagramme comme

[u]. Ceci veut dire, en supposant que le domaine de v’ est — W € 4, ie.
E——>P que

i.e. qu'il existe E', E" € ¢ tels que
E\E“’Pﬁy E'\E"'P“'Y
= / = _/
commutent. En prenant l'infimum de E et E’ on obtient la commutativité de :

! /\i E ! P o Y E; /\i‘ E ' P g Y
7 o’/ 4t o—/
114 . W t

De plus, on remarque que l'extérieur de
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commute, car
ao(soj)=ao(f ou oj)
=(aoﬂ')ou’oj
:ﬂo(a'ou'oj)
:lBO(tOj,)

Ainsi, par la propriété universelle du produit fibré dans C, on a qu'il existe un
unique morphisme ¢ faisant commuter :

El /\ -E..‘"

Mais rappelons-nous notre objectif. Nous voulons montrer que u ~ u'.
Pour cela, il nous suffit de montrer que u|p gy = ¥/ |pagr i€. uocioj =1 oj.
On remarque simplement que ces deux morphismes peuvent jouer le role de ¢

car ils font commuter :
E'ANE" soj’
‘W\
k 8

P—Y
el |
Z X

d’ott nous pouvons conclure qu’ils sont égaux par "unicité de 6. N

—_—

B
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Cette description des produits fibrés dans AC est simple et nous nous en
servirons énormément dans le reste de cette these. Elle est toutefois peu pra-
tique pour étudier le transfert des propriétés de C dans AC (dans certains cas
précis) car le filtre 7 n'y est pas décrit avec des générateurs assez précis. Par
exemple, pour caractériser les monomorphismes de AC, nous avons besoin de
trouver des générateurs plus fins pour . La proposition suivante nous donne
un tel résultat mais nous devons préalablement fixer la notation.

Donnons-nous une paire de morphismes dans AC ayant un co-domaine
commun (on suppose comme toujours qu’ils sont totaux) :

o] (8

(X, )57, 9)¢2-(2, )

Sionprend Be€ g, A€ fetD € htels que A < o*(B) et D < 3*(B), alors nous
avons les produits fibrés suivants :

A a’IB T ﬁ*jB<—<D
b X Y e D

Nous allons noter le morphisme allant de A vers B par a|5 et celui de D vers B
par 8|8. Clairement, si on prend le produit fibré de ces deux morphismes dans
C on obtient un sous-objet du produit fibré de a et §: X xy Z. Nous noterons
ce sous-objet par A x g D. La proposition suivante nous dit que ces sous-objets
A x g D engendrent le 7 de la proposition précédente.

Proposimion (Base de filtre pour les produits fibrés) Soit C une catégorie cohérente. On
336 considére dans AC la paire de morphismes suivants :

(X, /)5, 92 (2, 1)

~ dont on suppose que les représentants o et 3 sont des morphismes totaux. La famzlle
. sutvante de sous-objets de X Xy Z :

mo={AXxgD|IBegidAe f3Dech A< a'B et DL D}
- est une base pour Ie filtre i
m = () (h) AS(B7)(F)
 donné par la propositz’orz 3.3.5.

PREUVE: Soient A € f, B € get D € h quelconques. On considere le
diagramme suivant :



104

A - X Y
Pl B ol
B A P %7
ﬂ'*A/ ﬂ’*(?“{ ﬁ*/
BAR D a’lD === D
A

Pour simplifier le diagramme, nous avons posé
A=AANa*Bef etDD=DAB*Beh

On voit clairement que tous les rectangles appropriés de ce diagramme sont
des produits fibrés. Il suffit en effet d’appliquer le lemme des produits fibrés
autant de fois qu’on en a besoin.

Ce diagramme nous montre ainsi que
A'xg D' =p"A'ANa" D'
Ainsi,si A € fetD € hsonttelsque A < a*BetD < *B,alors A’ = Aet
D' = D.On en conclut que
AxgD=p8"AANd"Den

car A € fetD € h(c’est précisément un générateur dans la définition originale
de 7).

D’autre part, les générateurs dans 7, sont de la forme A’ x5 D' ol

fo>A' <o*B et h>D <fB*B

pour un certain B € g. Mais donné A € f etDeh quelconques on a défini
plus haut pour chaque B € g:

A=ANa*B<a*B et DD=DAB*BLf(*B
Dot A’ xg D' € 7y et on voit bien dans le diagramme plus haut que
A xgD <sc(P) B*ANdD
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donc "7 A A ¢/* D est dans le filtre engendré par 7. i

Nous sommes maintenant préts a étudier les treillis de sous-objets dans
AC. Nous allons procéder en deux étapes : premiérement nous étudierons le
treillis des sous-objets d’objets provenant de C via le foncteur [-] et deuxie-
mement, nous allons étudier le treillis des sous-objets d’un objet quelconque.
Nous devons toutefois commencer par donner une caractérisation des mono-
morphismes dans AC. On peut retrouver cette preuve dans [18], mais elle n’est
pas constructive. Voici une preuve constructive qui nous a été présentée par
Bill Boshuck.

ProposiTioN (Caractérisation des monos dans AC) Soit C une catégorie cohérente. Un mor-
3.3.7 phz’sme :

(X, F)*5(¥, ) € AC

est un monomorphisme si et seulement si il existe un A € f tel que a4 est un mono-

morphisme dans C.

PREUVE: On peut supposer que « est total comme a 'habitude. Suppo-
sons que [a] est mono. Alors si on consideére sa paire noyau :

[m1]
(X.0) 3 (1) —[—T (X, fr—S1 s (¥,9)

on a [m;] = [m3], donc par le lemme précédeﬁt, il existe B € g, A, A’ € f tels que
AA <ao*Bet

7r1|A><BA’ =T IAxBA’
Clairement, nous pouvons prendre A = A/, car sinon il suffit de considérer
ANA € fetonabien AA A’ < o*B et comme
ANA xg ANA < Axg A

on aura aussi la méme conclusion : 7; et 7, coincident aussi sur ce voisinage
plus petit.

Nous avons vu dans la preuve de la proposition précédente qu’on avait le
diagramme suivant dans C (nous avons simplement réduit le gros diagramme
de la preuve précédente) :
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X Y
AN
2
a|g
B @
e
P2 P'——'—m>X
AXBA A/

Ainsi nous voyons que
QOpP, =M OL=T0i=a0pPg

mais, comme a est mono, on a que p; = p,. Mais la paire (p;, p2) est la paire
noyau de «|5, donc a|§ est mono. Finalement, comme aoca = bo a|f on en
conclut que a|A = a o a est mono.

L’autre direction est triviale. |

Regardons maintenant de quoi a I'air la structure des treillis de sous-objets
dans AC en relation avec la structure de ces treillis dans C. Nous regardons
premiérement le treillis des sous-objets de [X] pour X € |C|.

Lemme  (Structure des sous-ob]ets dans AC) Si (X, 1) e [AC[ alors (X f)——; X] est un
331 monomorphisme. Si on dénote par Ax (f) le sous-objet de | X| correspondant, alors on
- a défini une application ; ]

AX 3 3 Sc(X)) ST SAC ([ ])

 qui envoie un filtre f sur le sous-objet /\X (f). Cette application est un 1somorphzsme§
 d'ordres-partiels naturel en X ie. si X—=3Y € C, alors le diagramme suivant com-
- mute :

§ (Se(30)) > S (1X])

Fla*) I T [a]*

§ (Sc(Y)) o SAc ([ D

PREUVE: Clairement, 1x estadmissible de (X, f) vers [X]. De plus, (X, f) D—Xl[X ]
est un monomorphisme car si on a un diagramme du type
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(%, 1

i
Y, 9)

dans lequel [1x] o [a] = [1x] o [4], alors, en supposant que « et § sont totaux, on
a

a=lxoa=I1xo0f=0
d’out [@] = [3]. Dong, [1x] est mono.

Montrons maintenant que Ax est un morphisme d’ordres-partiels. Si f et
g sont deux filtres sur X, on se rappelle que l'ordre sur le treillis des filtres
prescrit que f < g si et seulement si g C f. Ainsi, si f < g, on a que 1y est
admissible de (X, f) vers (Y, g) et fait commuter :

(X, f)> Ax (F)=[1x] [X]
m A)=1x
(X,9)

Donc, Ax(f) < Ax(g), comme voulu.

Inversement, pour montrer que Ax est mono, on suppose que Ax(f) <
Ax (g) ce qui nous donne l'existence d'un [¢] faisant commuter :

(X, f)- Ax(f)=[1x] X]

k /X(;)=1X
(X, 9)

Mais si on suppose que A—X ot1 A — X, alors on obtient que a ~ jie. il
existe un A" € f tel que A’ < A et aly = i|4. On voit facilement que cela
implique que 1x|4 = au d’ol1 1x ~ . Ainsi, 1x est admissible de (X, f) dans
(X,g)d'ogC fie f<g.
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Pour montrer que Ax est un épimorphisme on suppose qu’on a un sous-
objet de [X] représenté par le monomorphisme suivant :

(¥,9) = [X]
et on pose
a(g) = {A € Sc(X) | a*(4) € g}

et on voit facilement que a est admissible de (Y, g) vers (X, a(g)) et fait com-
muter :

[o]
(Y, gy [X]

lo] A

(X, a(9))

D’autre part 1y est admissible de (X, a(g)) vers (Y, g) (car si B Lye g, alors

aoh
13-(b) = b et vu comme sous-objet de X il devient B — X et ce dernier est bien
dans a(g) car a*(a o b) = b € g) et fait commuter :

(¥, 9y = - [X]

(X,a(9))

Ainsi, on voit que Ax (a(g)) est équivalent au sous-objet représenté par (Y, g) — 2

[X]-

Regardons maintenant la naturalité de A. Soit g € F(Sc(Y)). Nous voulons
montrer que

Ax (F(a)(9)) = [a]” (v (9)) (3.3.1)

Mais par la proposition 3.3.5, on a que le diagramme suivant est un produit

fibré dans AC:
(X, § () () P [X]

o e

( ,g)>—_>[

Ay (9)=[ty]
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car le 7 intervenant dans cette proposition se calcule comme suit :

T = F(a)(g) AF(13)({1x})
=F(a")(9) A {1x}
=5(e")(9)

Ainsi nous avons bien montré I'équation 3.3.1. ]
Nous pouvons clairement poursuivre notre étude pour I'étendre a une

représentation concréte pour le treillis des sous-objets d"un objet quelconque
de AC. C’est ce que fait le lemme suivant.

(Réprésentatidn .générélevpour les treillis dans AC) Soit (X, f) € |AC]. La

o Ax(f) g :
composition avec (X, f) = [X] induit un monomorphisme

Sae(X, f) = Sac ([X])

 dont Vimage est ln méme que cellede |f = {g | g < f} via l’f f)morphisme Ax I
~y a donc un isomorphisme Sac(X, f) ~ | f. De plus, si (X, f)—=(Y,g) € AC avec
- X-25Y un morphisme total de C, alors

Sae(Y; 0258 c(X, £)

- peut étre considéré comme allant de g vers L f et envoie un filtre g’ < g sur

[o]'(¢) = §(@) (@) A f

PREUVE: Clairement le morphisme induit par la composition avec Ax(f)
est un monomorphisme car Ax(f) = [1x]. Prenons f' € |fie f' < f.Ona
que 1x est admissible de (X, f') vers (X, f) et donc le sous-objet représenté
par Ax(f') peut étre vu comme une composition avec Ax(f) soit :

Mx(f) o [1x] = Ax(f)

D’autre part, si on a un sous-objet de (Y, g)[i])(X , [) représenté par Y’ —
X, alors, comme nous I'avons vu auparavant (au cours de la preuve du lemme

précédent), a(g) est un filtre sur X pour lequel (X, a(g)) hat [X]et(Y,g) il [X]
donnent lieux au méme sous-objet de [X]. De plus, a(g) < f car A € f implique
que a*(A) € g (par I'admissibilité de o) d’oi1t A € a(g). Ainsi, nous avons bien
montré que le sous-objet de [X] obtenu par composition avec Ax(f) peut étre
vu comme provenant de | f via Ax.
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Donnons-nous maintenant (X, f )ﬂ)(Y, g) € AC et ¢’ < g. Si on suppose
que « est total i.e. X —+Y, alors on a que le diagramme suivant est un produit

fibré dans AC :
[l
[bj J (1]
lorsque
m=3(1%)(F) AF(*)(g)
= f A3()(g)
donc on a bien la formule annoncée pour [o]*. [l

Ce lemme nous permet donc de voir la structure interne de la catégorie
des filtres. Ainsi, les sous-objets d'un objet (X, f) € |AC| forment un treillis
isomorphe au treillis | f C F(S¢X). A T'aide de cette caractérisation nous pou-
vons facilement démontrer que la structure de la catégorie des filtres est trés
intéressante.

(AC est cohérente) Si C est une cat'égé}z;é cohérente, alors AC en est aussi une.
PREUVE: Nous devons vérifier que AC a des limites finies, des supréma

finis au niveau des sous-objets qui sont stables par produit-fibré et qu’on a un
ajoint a gauche pour [o]* : Jj4) qui satisfait la condition de Beck-Chevalley.

Nous avons vu auparavant que AC est compléte pour les limites finies.
De plus, nous avons vu que 1'ensemble partiellement ordonné des sous-objets
d’un objet (X, f) est isomorphe a | f ainsi, les supréma se calculent comme des
intersections i.e. si f; < fet fo < f, alors

(X, f1) (X )(X fo) = (X, fi 0 fa)
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La stabilité des supréma finis découle immeédiatement de cette définition. En
effet, si g1, g, < get (X, f)—(Y, g) € AC,
[a]* (g1 V g2) = [0]"(g1 N g2)
=F(@) g Ng) A f
= (§(@")(g) NF(e)
= (§(e")(g1) v §(a”)
= (@) (g) A )V (
= [o]"(g1) V [e]"(92)
ot le passage de la ligne (x) se justifie comme suit :
A € §(o")(g1 N g2)
JBeging o’ (B)< A
IBcg *(B)<A et 3Bcg, F(B) <A ¥
A € §(e*)(g1) NT(e*)(g2)

(g2)) A *)
(g2)) A
(e *)(92) A f)

A € §(a*)(g1) N F(e")(g2)
dBeg, a*(B)<A et 3B’ €g, a*(B)< A
dBeg,dB'€g, BVB' <A
SB'=BVB cgng B’ <A +
A€ F(a*)(Ng)

Définissons maintenant I'adjoint a gauche 3}, pour [o]*. Si f' < f, on pose

Jei(f) = o f') ={B € Se(Y) | "B € [}

Clairement, comme ¢ est admissible de (X, f) vers (Y,g) on a bien a(f') < g
(car g C of) € a(f')). De plus, on a bien I'adjonction désirée : 3o 1 [a]* car si
ff<fetg' <g,ona:

ou le passage entre la troisieme et la quatriéme ligne se justifie en montrant
que

@) Cf <= ¢ Calf)
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(=) Soit B € ¢, alors o*(B) € §(a*)(¢') d'ot a*(B) € f' (car §(a*)(¢') C f' par
hypothese). Mais on a donc B € a(f).

(<) Soit A € F(a*)(¢'). Ona qu'il existe B € ¢ tel que o*(B) < A. Mais comme
g C a(f') on peut supposer que B € «(f’) et donc que o*(B) € f' et on est
forcé de conclure que A € f' (car A > a*(B)).

I ne nous reste qu'a vérifier la condition de Beck-Chevalley dans AC. Sup-
posons que

soit un produit fibré dans AC. Ainsi,

ﬁl

—_—

P ¥
a'l ] la
Z

__>X

g

est un produit fibré dans C et 7 = F(a'™)(h) A F(6"")(g). Nous voulons montrer
que le diagramme suivant commute :

31
Sac(P,m) — Sxc(Y, 9)

[a’]'T ° A T[a]*

Sac(Z, h) a_w]’SAC(X’ £)

Nous procéderons comme nous I’avons fait jusqu’a maintenant, soit en calcu-
lant tout au niveau des filtres a 1'aide de l'isomorphisme Sjc (X, f) =~ |f.
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Soith' € Jh.Ona:

[o]" (B(R))

) (o] (3(E5)(R))
= §(a") (3Es) (W) A g

2 3@3)) (B(e) (W) A )
= §(Es) (T (1))

< 3 (T (1)

o] (Bia())

—
—

Preuve de (1) : On montre qu'en général, si (X, f)ﬂ)(Y, g) € ACet f' <
f, alors 3 (f) L F(3.)(f"). En effet, si B € Jiu(f'), alors B € aff') d’ou
a*(B) € f'. Mais on a donc J,a*B € F(3,)(f’) d’olt 'on tire finalement que
B € §(3.)(f') car 3,0*B < B.

D’autre part, si B € §(3a)(f'), alors il existe un A € f' tel que 3,4 < B,
mais alors A < a*Betdonc o*B € f'ie. B € a(f') = 3y(f')-

Preuve de (2) : On montre les deux inclusions séparément :

B e F(e*) (8(3p) (W) A g
JAcg3IAe33)(R) B> AraA
JdJAegdCeh A'>33C B>AANCA
SAcgI0EN B> AAa(3:0)
JdJAeg3C el B> AATFp(a"0)
dAegdCehn B> ds (,Bl*A) A g (Ot’*C)
JAcgICEN B> (T AAQ0)
B30, G@ WA

e

et cette derniére étape se justifie par le fait que o’*C € F(o* (') et f*(A) €
3(87)(g) € .
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B € §(3p) (§(a”(A) A )
dF € 3(0[”(]?,’) Am B> Elﬂ' (E)
JCechaDer B>3, (@ CAD)
SCeRID € 5B A g) B>y (@CAD)
JCeWN3C ehC 3D €g B> 35 (@ CATC AR D)
IC"=CAC eR3D cg BS 35 (" C"A D)

0" e AD €g B> D A3y (a”C")
dC" e h'dD" € g B > D’ A a*(35C")

Be ) GE) R Ag

-

ProposiTioN  Le foncteur C— C AC est plein, fidele et cohérent.
3.3.9"°

PREUVE: Sion aun morphlsme [X ]—>[Y] alors, pour que ﬁy soit admis-
sible, il doit étre total, d’ott X —+Y est bien envoyé sur [X ]—> Y] eton a
montré que [-] est plein. La fidélité de [-] suit aussi trivialement car si

X1y

alors on a vu que o et § sont totaux et on doit donc avoir « ~ 8, d'ota =
car le seul élément du filtre sur [X] est 1x.

Il est clair que [-] préserve les objets terminaux car c’est précisément de
cette fagon que nous avons construit les objets terminaux dans AC. De plus, si
on a le produit fibré suivant dans C :

p- ey

a’l [m] la
Z—ﬂ>X

alors le diagramme suivant est un produit fibré dans AC :

P, {1p}) L (v, (1))

@ e

(Z, {12}) W (Xa {1X})
En effet, le filtre = devient trivial ici car :
T =" (12) AF(B”" (1y)
= {1rp} A {1p}
= {1p}
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Pour montrer que [-] préserve les supréma finis et les images, nous devons
tout d’abord étudier l'action de [-] au niveau des sous-objets. Soit X € |C|. Le
morphisme d’ordres partiels

Sc(X) 258 ¢ ((X]) = F (Se(X))

doit envoyer A — X sur [A] e [X], mais ce dernier, comme sous-objet de [X],
est équivalent a

[1x]

(X,14) = [X]
(o1 1A signifie le filtre principal engendré par A). Ainsi, si on considére que le
codomaine de []x est § (S¢(X)), alorson a [A — X]x = 1A.

Montrons maintenant que [-] préserve les supréma finis. Soit X € |C| et
A% X B X deux sous-objets de X.On a alors :
[AV B]lx =1(AV B)
=tANtB
—+AV1B
= [Alx V [B]x

Finalement, pour montrer que -] préserve les images, on prend X —Y €
C et on vérifie la commutativité de :

Sc(X) Sc(Y)

[']xl ° l[']y

Sac ([X]) vy Sac ([Y])

Ja

Soit A m X , alors
[FeA]ly =1 (F.4)
 3(3.)(14)
= a[a] ([A]X)

et ’étape (*) se justifie comme suit. Si B > 3,4, alors o*B > Adonc o*B € 14,
mais dans ce cas B € a(t4) = §F(3.)(1A). Inversement, si B € a(tA), alors
a*(B) > A,d’ou B > 3, A. i
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Etudions maintenant les propriétés de fonctorialité de la consctruction de
la catégorie des filtres. La définition suivante nous indique comment étendre
un foncteur cohérent C—-D & un foncteur AC25AD.

pérmimon  (Action de A sur les foncteurs) Soit €D un foncteur cohérent et (X, f) € |AC|.
3.32 Op pose
F(f)={BeSp(FX)|34ef B> FA}
On a que F(f) ainsi défini est un filtre sur FX. On peut ainsi définir une application
AF : AC — AD telle que

et si (X, )Y, ) € AC, on pose
AF([o]) = [Fo]

La définition précédente a du sens car F'a est admissible de (F X, F f) vers
(FY, Fg). En effet,

B eFg—3Beg B'>FB
=3B e g (Fa)*B' > (Fa)*'FB
=3B eg (Fa)*B' > F(«'B)
= JdJA=o*'Bef (Fa)*B'> FA
= (Fa)*B' € Ff

De plus, il est aisé de voir que cette définition est indépendante du choix
des représentants a et que 1'application AF' définit un foncteur. La proposition
suivante résume les propriétés de fonctorialité de la consruction A que nous
venons de compléter.
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(Fonctorialité de A) 5i C-EsD est un foncteur cohérent, alors

1. ACALAD est un foncteur cohérent qui préserve les infima arbitraires de sous-
objets d'un objet donné.

2. Le diagramme suivant commute :

c 2% Ac
r| o ar
D e AD
3. A(le) = 1ac
4. A(Go F) = AGo AF.
PREUVE: Clairement, AF préserve les objets terminaux. Montons qu'il pré-

serve également les produits fibrés. Supposons qu’on ait le produit fibré sui-
vant dans AC:

P, m) 2L (v, g)

(o] l o l o]

(2,n) —> (X, 1)

ol le diagramme suivant est un produit fibré dans C :

,B’
——

P g
I
Z—ﬂ>X

et m est défini comme d’habitude. Comme F' est cohérent, on a que le dia-
gramme suivant est un produit fibré dans D :

FPX% pgz

Fﬁ’l 0 lFﬁ
Yo X
Ainsi, pour voir que AF préserve les produits fibrés, il suffit de montrer que
Fr = ((Fo!)") (Fh) A (FB)") (Fg)

Nous démontrons ce fait en deux étapes.
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BeFr
dJAer B>FA
JA € (5@ )(R)UTBE () B>FA
JCehiDeg B> Fa CAR D) +
SCEh3Dcg B> F@O)AF(F D)
SCechiDeyg B> FJ)EFC)AEFFV(FD)
B € S((FV)(FR) AS(EFY)(FY) v

B € §((Fa

))(EFR) AS((FB)*)(Fg)
JCehdDeg B

> (F/)EC A (FF) (FD) ¥
BeFr \

Montrons maintenant que AF préserve les supréma binaires. En effet, on a

AFx.p (f'V ") = AFx,p (F O F")
= F(f'n ")
(N F()
= F(f)V F(f")
= AFx,n(f') V AFx,p (")

ot (*) se justifie comme suit. Si B € F(f'N f"), alors cela veut dire qu'il existe
un A € f'N f" tel que B > F(A), mais dans ce cas on a évidemment B € F(f)
et B € F(f"). Inversement, si B € F(f')NF(f"),alorsilexiste A € f'et A’ € f"
tels que B > F'(A) et B > F(A'),d’olt

B>F(A)VFA)=F(AV A

et on peut conclure que B € F(f'N f"),car Av A" € f'n f".

Pour montrer que AF préserve les images, on prend (X, f )ﬂ)(Y, g) € AC
et on montre que le diagramme suivant commute :

=
Sac(X, f) e Sac(Y, g)

AFx,5) l s lAF(Y,w

Sap(Fz, Ff) T San(FY, Fg)
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En effet,

AFyg) (F(f)) = APy (8(3a) ()

= F (5(3)())

) % (3ra) (FF)

= Jra)(Ff')
= 3(pa) (A0 (1)
ol I'égalité (xx) se justifie comme suit :
B e F(FE)) .
JAE [ B> FE,A)
JAE 7 B > 3ro(FA)
Be3@ra)(F))  *

Be S(BFa)(Ff,)
JAC€ ] B2 3ra(FA) = F(3,A)

B € F(3(E3.)()

—

Vérifions que AF préserve les infima quelconques de sous-objets :

(%)= ()

= N\Ffi

i€l
ot I'égalité (x * *) se justifie comme su1t Si B € F ((U;e; f:)) alors il existe
i1,... ,in € I etil existe A;, € f;,.. . € fi, tels que

Bzﬂmm~wAm-me L AF(4;)

donc B € {J;.; Ffi)- L'inclusion dans l'autre sens se fait aussi facilement.
Les autres propriétés sont trés faciles a démontrer. B

Nous avons clairement réussi a extraire de la construction de la catégorie
des filtres tous les ingrédients dont on a besoin pour compléter I’analogie avec
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la partie propositionnelle. Elle nous donne un plongement dans une catégorie
dans laquelle les treillis des sous-objets S¢(X) sont devenus F(S¢X). La caté-
gorie des filtres a comme treillis de sous-objets des co-cadres. Nous sommes
préts & regarder la deuxiéme partie de la construction du topos des filtres.

3.4. LE TOPOS DES FILTRES

Les idéaux sur un treillis distributif forment le locale classifiant de la théo-
rie propositionnelle cohérente du treillis distributif. C’est un représentant uni-
versel pour les modeles de D. On se rappelle que dans le cas propositionnel,
la deuxiéme étape de la construction du locale des filtres est de prendre les
idéaux du résultat de la premiére étape : les filtres de D. La généralisation na-
turelle pour cette étape est donc le topos classifiant de la catégorie des filtres.

(Le topos des filtres) La topologie de Pitts sur la catégorie des filtres est Ia topologie
pré-canonique. Cette topologie bien répandue est celle qui est engendrée par les familles

- épimorphiques finies. Plus précisément, on dit que la famille

{(Xi7 AL=b'¢ f)}

el

 est un recouvrement basique (i.e. {{c;) yicr € Tpo) si I est fini et

V Jea(xapy) = (X, 5)

iel

- La topologie engendrée par cette base est Ia topologie pré-canonique sur la catégorie des
filtres et nous noterons {AC, Tp) le site en question. Le topos de Pitts est simplement
 le topos des faisceaux sur ce site i.e.

20 2500 1o s

Nous désirons maintenant étudier les propriétés de fonctorialité de cette
construction. Premiérement nous allons montrer la fonctorialité pour les fonc-
teurs cohérents entre des catégories cohérentes. Ensuite, nous allons étudier le
cas des foncteurs Heyting. Mais avant de commencer, regardons comment la
catégorie de base C se plonge dans son topos des filtres @(C).
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Dérmmon  (Le plongement Ic) Soit C une catégorie cohérente. Le foncteur
3.4.2
IQ C— @(C)
se décompose commme suit :
cH8 AC 22 €ns®* 22,6(C) = Sh(AC, Tr)

PROPOS:IBTI‘;)I;J ~ (Propriétés de I¢) Le foncteur‘ :

PREUVE: Nous savons que [-]c et Ve sont pleins, fidéles et cohérents. De
plus, la topologie sur AC est sous-canonique (voir [27]), donc les représentables
sont des faisceaux, donc ac ne joue absolument aucun réle dans le calcul de I¢.
Ainsi, I¢ est plein fidele et cohérent. Montrons maintenant que /¢ est condi-
tionnellement Heyting. Ceci est clair car [-]c est conditionellement Heyting
(exercice) et Yuc l'est aussi; clairement. |

On remarque que si C est une catégorie de Heyting, alors AC nen est pas
une en général mais possédera des ¥ pour tous les morphismes dans l'image de
C par []c. On peut donc conclure que dans ce cas, Ic est un foncteur Heyting.

Donnons-nous maintenant un foncteur cohérent F : C — D. Nous désirons
construire un morphisme géométrique

3(F) : (D) — &(C)

Il suffit de remarquer que apo Ypo A(F) : AC — ®(D) est lex et continu. Le
fait qu’il soit lex est bien connu et la continuité ne dépend que de la continuité
de A(F), qui est équivalente au fait que A(F') est cohérent. La continuité et
I’exactitude de ce foncteur nous assure 1’existence du morphisme géométrique
®(F) cherché. Plus précisément, nous avons par la propriété universelle de
eac = ac o V¢ que ce morphisme géométrique est I'unique a faire commuter :

AG—"—>3(C)

WO\

EAD
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sur C € |C|, alors
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de telle sorte que le diagramme suivant commute :

Ic

Nous voyons donc clairement la fonctorialité de la construction de Pitts. Ainsi
nous pouvons considérer la construction de Pitts comme un foncteur

® : Coh — Top°?

allant de la catégorie des (petites) catégories cohérentes vers la catégorie op-
posée des topos de Grothendieck avec morphismes géométriques.

Essayons maintenant de rendre explicite le lien entre la construction de
Pitts au niveau de la logique propositionelle et celle de la logique du premier
ordre. Nous allons en effet utiliser tous les résultats de la partie proposition-
nelle et les relever a la logique du premier ordre a l'aide du pont que nous
allons construire dés maintenant.

Avant d’étudier notre cas particulier, nous avons besoin d"un résultat général
concernant le topos classifiant d"une catégorie cohérente. Pitts énonce ce résultat
dans [31], mais ne le démontre pas. Comme je n’ai trouvé aucune démonstration
dans la littérature, j’ai décidé d’en donner une. Nous avons toutefois besoin
d’un lemme préliminaire.

(Fermeture de T¢ sous la formation des imagéé) Soit € une “caté'gorie cohérente

vD-Lsces 3;p 5 Ces

_ ie. S est fermé sous la formation des images.

PREUVE: La preuve est triviale mais j’en profite tout de méme pour rap-
peler les techniques de base avec les topologies de Grothendieck. On montre
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que 3;D > C est couvert par S ie. que m*(S) € T¢(3;D). Considérons la

factorisation épi-mono de f :
p—-1 c
X ° /
del

Commemog = f € Sonaque

gem*(S)={D'-53;D | moge S}

mais g est épi, donc m*(S) € T¢(3;D). On a ainsi que S couvre m et comme S
est un cribble fermé, ceci implique que m € S comme voulu. |

La proposition suivante démontre que, dans que le topos classifiant, le
treillis des sous-objets de représentables est isomorphe au treillis des idéaux
des sous-objets (dans C) de I'objet représenté. Ainsi les sous-objets d"un objet
représentable Y¢(X) dans le topos classifiant est le locale classifiant du treillis
distributif S¢(X).

ProposiTion  (Représentation des sous-objets de représentableé') ~ Soit C une categorze
342 cohérente sur laquelle on considere la topologie pré-canonique Te, Soit £ = Sh(C,T¢),
~ C'est le topos classifiant de C. Le plongement canonique de C dans & par Yoneda :

Y
C—= &
nous donne pour chaque C € |C| une action au niveau des sous-objets :

SC(O)»?EZ Se(¥cC)

v
qui induit par la proposition 2.3.2 un morphisme de cadres Y¢ de T (S¢(C))
vers S¢(YcC) qui fait commuter

Se(Cy—3(5c(0))
Yeo Jygc

¥
Se(YeC)

v ; "
En fait, Yeo est un isomorphisme de cadres,




124

PREUVE: D’abord formulons deux remarques évidentes sur1’énoncé. Com-
me nous l'avons déja mentionné, la topologie pré-canonique est une topologie
sous-canonique, donc les représentables sont des faisceaux pour cette topolo-
gie. Ainsi, Y¢ a bien £ comme co-domaine.

On se rappelle la correspondance bien connue
Ae Sg (HcC)

el e
SA < Qg (C)

entre les sous-objets de Y¢ C et les cribbles T¢-fermés sur C : Q¢ (C'). En fait, si on
munit I’ensemble des cribbles fermés sur C de l'ordre ensembliste (de l'inclu-
sion ‘C’), on obtient un cadre dans lequel les infima se calculent comme des in-
tersections et les suprema comme des fermetures de réunions. Cette structure
de cadre sur Q¢(C) est isomorphe au cadre des sous-objets de YcC : S¢(YcC).

Nous allons montrer dans ce qui suit que
(2(C), €) =3 (8¢(C))
11 nous suffit de construire une bijection :

Iy
Qe(C) __~ 3(S¢0)
Sy

Concrétement, donné un cribble sur C € |C| qui est T¢-fermé S € Qg(C), on
pose

Is={3;D | D-L5¢C € 85} C S¢(C)
Inversement, donné un idéal sur C': I € J (S¢C), on pose

Si={p-5c|34eI 3D < 4}

Vérifions que ces définitions sont sensées. Montrons que Ig est un idéal sur
C. On peut voir que Ig est fermé sou les supréma binaires en considérant les
images respectives pour D-—C,D'—C € §:

;D C, 3 DC 5 Cels

qui sont les éléments typiques de Is. Mais par le lemme précédent, m,m' € S
car S est Te-fermé. Ainsi, puisque le diagramme suivant commute :
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;D

m

8 -]

HfDVEI_(JD C

34D

dans lequel on peut voir que {s, s'} C n*(S) carnos =m € Setnos' =m' € S.
Mais comme {s, s'} est une famille épimorphique, on en conclut que S couvre
netdoncn € Setonabien3;DV IpD' € Is.

L’autre propriété que nous devons vérifier pour montrer que /s est un idéal

b
est la suivante. Si A ~— C, B — C € S¢(C) sont tels que AV B — C € Ig, alors
nous devons montrer que A € Ig et B € Is. Mais puisque AV B € [sona

qu’il existe un D-L5¢C € Stel que 3;D " C et AV B v~ C sont dans la méme
classe d’équivalence comme sous-objets de C' donc nous pouvons trouver un
diagramme commutatif de la forme suivante :

a

AVB":Hfl)r C

b

qui exhibe le fait que a, b € S en les décomposant comme un morphisme m € S
précomposé avec s4 et sp. Les cribbles ont justement cette propriété de ferme-
ture par rapport a la précomposition. On a donc montré que Is est un idéal.

Montrons mamtenant que Sy est un cribble sur C. Si p-Lic € S;, alors
quel que soit D'23D € € nous devons montrer que f' = f o h € Sr. Ceci est
clair car comme f € S; il existe par définitionun A € I telque 3;D < Aeton
a alors :

34D’ = 3jop D’
=35 (D)
<3,D
<A
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Dong, on a bien f’ € S; comme voulu.

Montrons maintenant que Sy est un cribble T¢-fermé :

St couvre D—f—>C
f*(S1) € Te(D)

I{E5DYE, {m}, S F(S) & \/ImEi=D

=1

I{E5DYy, fohie Sy & \/InEi=D

i=1

I{ED), Vie{1,2,... ,n}34; €T Fpon(B) < A & \/InEi=D

i=1

Ainsi,

LLt
-,
S
l
L
-
. < 3
L
i
=
N———

It
<:
LU
\
P
M
F
15
p

-,
1
o

= \/Hfoh,Ez
i=1
< \n/Az =8

-,
I|
—_

car I est un idéal. Donc f € S; et on a bien montré que Sy est un cribble Te-
fermé.

Montrons maintenant que les applications sont inverses. On a Sy, = S car
trivialement S C Sj¢ et d’autre parf donné pLioe Sr,, alors il existe A € I
tel que 3;D < A d’otr il existe D’ L5C e Stel que 3;D < 3p D' et nous avons
donc le diagramme commutatif suivant :

D ! O D
q\\ / ° ‘N /
af = IJD,
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dans lequel m’ € S (car f’ € S et on utilise le lemme). Ainsi,
f=monoges$S

car m’ € S et S est un cribble.

On a aussi que Is, = I. En effet, soit I € 3(S¢C).Ona:
A€ IS;
ap-Lces 3;p< A

3p-LsceCaA el J4D<A & F(D)=A
Ael

Nous avons donc la bijection annoncée. De plus, les deux applications que
nous avons définies préservent I’ordre car

IcJ=vVD-L5CceC@Ael 3;D<A=>3AeJ ;D < A)
=% 8, C-8y

et
SCR—s {3;D| D10 € 5} c {3;D | D-5C e R}
= Is CIg

donc on a bien construit un isomorphisme d’ensembles partiellement ordonnés
(en particulier un isomorphisme de cadres).

Pour terminer la preuve de la proposition nous devons montrer que 1'iso-
morphiﬁme que nous avons construit peut jouer le role de (Yc¢)¥ dans énoncé.
Soit D—C € Ye(C)(D) ona

f€ ‘a‘::lc([)
JE (\/ 1dd:CA) (D)

Acl
{E—=D[3A eI Yc(C)(9)(f) € Yc(A)(E)} € Te(D)
{E—=DJ3A€l fogeYc(A)(E)} € Tc(D)
{E—y+D 1345 CelIEAec fog:aoh} € Te(D)
[E=D 34T 3,.,E < Af € Ta(D)
{EF—=D|foge Si}eTe(D)
f*(S1) € Te(D)
St couvre f
fE€SI
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Ceci termine la démontration de la proposition. i

A l'aide de cette caractérisation, que nous pouvons combiner avec nos
connaissances de la catégorie des filtres, nous sommes en mesure de caractériser
les sous-objets d’objets dans ®(C) qui proviennent de C par I¢.

ProrosiTioN (Représentation des sous-objets de Ic(X)) Soit Cune catégorie cohérenteet X €
3.4.3 |C|. Nous définissons la fonction yx : ¢ (Sc(X)) — Ss(e) (Ic(X)) en posant pour I

un idéal de filtres sur X :
1x(I) =\ N Ie(4)
FeI Acf

Auvec cette définition yx est un isomorphisme de cadres.

PREUVE: Clairement, yx est la composition de deux isomorphismes bien
connus. En effet, la proposition précédente nous indique que le treillis des
sous-objets d’un représentable dans le topos des faisceaux sur un site muni
de la topologie pré-canonique est isomorphe au treillis des idéaux du treillis
des sous-objets de I'objet correspondant & ce représentable. Plus précisément,
nous avons vu que ’on a un isomorphisme de cadres :

F(Sac([X]) — Sa(c)(Yac((X]))

JE——— \/ HAC(Xa f)
Fel

De plus, nous avons vu dans le lemme 3.3.1 qu’on a un isomorphisme de co-

cadres :
 (ScX) 8ac ([X])

mais comme tout filtre f € §F(ScX) peut s’écrire comme un infima de filtres
principaux :

f=N\1A

Aef
on voit facilement qu'on peut décrire cet isomorphisme comme suit

F(Sc(X)) == Sac([X])

f— /\ [A]
Aef

11 suffit en effet de voir que notre isomorphisme fait commuter :
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U F(ScX)
[x lz
Sac([X])

Ainsi, en appliquant J a ce dernier en en composant avec l'isomorphisme vu
plus haut on obtient I'isomorphisme recherché :

$(Sc(X)) =T (8 (8c(X))) =T (Sac([X])) —Se(c) (Yac ([X))) = Sae) (Ie(X))
|

Se(X

Nous nous appercevons ainsi clairement que le topos des filtres est une
généralisation du locale des filtres. En effet, nous avons vu dans la proposi-
tion précédente que l'essence de cette construction est de transformer chaque
treillis de sous-objets S¢(X) dans € dans le locale des filtres ¢(Sc¢X) de ce
treillis et de compléter I'ensemble de cette structure en harmonie de facon a
ce qu’elle forme un topos.

3.5. PROPRIETES DE FONCTORIALITE POUR LES CATEGORIES DE
HEYTING

Le résultat fondamental de Pitts dans son article [30] sur le topos des filtres
est que si on a un foncteur Heyting

C-D
alors le morphisme géométrique induit par @ :

B(F)"

3(C) (D)

~1 ~

B(F).
est ouvert. Nous démontrons ce résultat dans la présente section. Nous allons
du méme coup progresser dans notre apprentissage du transfert des propriétés
propositionnelles aux constructions du premier ordre. En effet, nous verrons
comment les propriétés d"une certaine classe d’objets de ®(C) peut s’étendre &
tous les autres objets.

Notons qu'une catégorie est de Heyting si elle est cohérente et posséde en
plus les propriétés suivantes.
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1. Sia: C — D € C, alors le morphisme de treillis
ot s Sc(D) — Sc(C)

possede aussi un adjoint a droite V,. Ainsi, ona 3, 4 a* -1 V,.

2. Ces ajoints a droite doivent satisfaire une condition identique a celle
donnée pour les adjoints & gauche 3,. C’est la condition de Beck-Cheval-
ley pour les V,,.

11 est facile de montrer que la condition de Beck-Chevalley pour les V,, est une
conséquence de celle pour 3,. Donc cette deuxiéme condition est superflue.
La notion de foncteur Heyting est aussi évidente. On demandera simplement
que le foncteur préserve les V,. Les catégories de Heyting sont clairement les
modeles canoniques pour les théories intuitionnistes du premier ordre.

Nous allons & partir de maintenant adopter 'abus de notation suivant.
Pour dénoter un objet dans ®(C) provenant d'un objet X € |C| nous allons
ometre d’écrire le foncteur I¢. Ceci ne causera pas de confusion car nous note-
rons les objets provenant de C par X,Y, Z, ... et ceux qui ne proviennent pas
necessairement ce C par E, F, G, H, . ... Nous allons ainsi alléger la notation de
facon significative.

La proposition suivante reléve la situation de la partie propositionnelle aux
objets provenant de € en nous donnant une fagon simple de nous représenter
I'action de ®(F')* sur les treillis de sous-objets d’objets provenant de C.
ProposiTion (Action de @‘(F)* au niveau des soué-objefs) Soit F : C —+ D un foncteur
351 cohérent et X € |C|. On a que le diagramme suivant commute :

D{F}%
Se(0)(%) —2% Sgy0(FX)

vxT ; Tm

$(Sc(X)) ——>8(Sp(F X))

#(Fx)

PREUVE: Ceci est évident en vertu de la proposition 3.4.3 et du lemme
3.3.1. Je laisse au lecteur l'exercice de démontrer le résultat en observant le
diagramme suivant :
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(®F)3
SQ,C(X) = ; SCI,D(FX)
X 1] 2
A(F)
Sac([X]) . San([FX)) ~ | ex
>~ Arx
ax = $(ScX) i 9(SoF X)
/msc;r) /@VX)
F(ScX) F(SpFX)

S(FX)

dans lequel nous voulons démontrer que la face du fond commute. Pour cela,
il suffit de montrer que les autres faces commutent. Nous avons déja vu tous
les éléments qui montrent cela. 0

Nous avons maintenant tous les ingrédients nécessaires pour s’attaquer
a la tiche de montrer que les foncteurs Heyting F donnent lieu & des mor-
phismes géomériques ®(F’) qui sont ouverts. La preuve utilisera deux lemmes
qui réduiront le résultat au cas propositionnel. Ces deux lemmes sont tirés de
[2] et [3]. Le premier lemme réduit le probléme aux représentables.

Lemve (Réduction du probléme aux représentables) Soit (C, T¢) un site F un topos et
351 F . C — F un foncteur continu et plat. Si on note par € = Sh(C, T¢), alors on sait
que F induit un morphisme géométrique
f:F—€&
Ce morphisme est ouvert si et seulement si

@) VX € |C| f%:Se(X) — Sx(FX) posséde un adjoint & gauche fx:.
b) Ces adjoints sont naturels en X i.e. quel que soit o : X — Y € C le diagramme

suivant commute :
Se(X) 2L 5,(FX)
a* T I {(Fa)*
PREUVE: Si f est ouvert, alors il satisfait les deux conditions pour tous les

objets dans E € & par définition (voir [21]), donc en particulier pour les objets
X provenant de C.
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Regardons maintenant la direction non-triviale. Pour cela il suffit de se
rappeler la définition interne de morphisme géométrique ouvert (voir [21]) qui
stipule que f est ouvert si et seulement si le morphisme de cadres internes

Qe f.Qr

posséde un adjoint & gauche interne. Nous devons donc construire une trans-
formation naturelle

f*Q.'FAQS

qui formera un adjoint interne a gauche pour 7. Mais rappelons nous qu’a
I'étage X

et le diagramme suivant commute :

Qe(X) —= (£.0)(X)

:T T:

Se(X) TS;(FX)

i.e. T agit comme f*. L’hypothése qui nous est donnée en premier lieu nous dit
que les morphismes de treillis 3 ont des adjoints & gauche fx. Transportons
ces adjoints a gauche via les isomorphismes décrits plus haut et nous obtenons
une famille de fonctions

{(£:97) (X)259(X)} yqe,

qui font individuellement commuter

Qe (X) <% (£.05)(X)

:T E

Se(X) ~—S#(FX)

X!

Soit XY € C et considérons maintenant le diagramme suivant :
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1 D — (L)
Qe (X) I = (f*ﬂfxx')/ ]
R

Se(¥) ~— SF(FY)
Sg(X/ Sr(FX) e

Il est clair que la face gauche de ce diagramme commute; en effet ’action de
Q¢(a) se calcule comme I'image inverse le long de . Pour la méme raison la
face de droite commute. Nous avons vu plus haut que les faces de devant et
de derriere commutent. Finalement, la deuxiéme hypothése nous garantit la
commutativité de la base. Comme toutes les fleches verticales sont des isomoz-
phismes nous pouvons conclure que la face du dessus commute. Mais cette
derniére commutativité dit précisément que A est une transformation natu-
relle. On a ainsi une tranformation naturelle A qui est a chaque étage adjoint
a gauche de 7 i.e. nous avons un adjoint & gauche interne pour 7 d’ot1 f est
ouvert. |

Le second lemme, quant a lui, réduit le probléme de montrer la naturalité
pour les représentables au cas particulier des représentable provenant de la
catégorie de base C.
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Lemme  (Reduction du problémé au cas des bbjyetsk qui Aprm?iennent deC) Onse place
352 dans le méme contexte que le lemme 3.5.1. Si € g une sous-catégorie D telle que
1.¥Ce|ClaDep|3C S DeC
2. YO-25C' € C3AD-5D € D tel que

D% p

mgl' o imct
et
[

- alors il est suffisant de démontrer la naturalité des ajoints a gauche pour les objets et
- morphismes de D i.e. f est ouvert si et seulement si

a) YD € [D| f5 1 Se(D) — Sx(FD) posséde un adjoint & gauche fp,.

b) Ces adjoints sont naturels en D i.e. quel que soit @ : D — D' € D, Ie
diagramme sutvant commute :

Se(D) <2 S.(FD)

a*I T(Fa‘)*
Sg(D') KT S_;:'(FD!)
fon

c) Ces ajoints & gauche satisfont la loi de Frobenius i.e. pour chaque D € |D| et
pour tous les ¢ € Sg(D), 9 € Sx(FD)ona

foi(®) Ao = fi (8 A f1(0))

PREUVE: Seule une direction est non-triviale. Supposons qu’on ait les ad-
joints mentionnés pour les objets de D et qu'ils sont naturels pour les mor-
phismes de D. Par le lemme 3.5.1, il nous sulffit de construire des adjoints a
gauche fo pour les objets de C et de montrer que ces adjoints sont naturels
pour les morphismes de C.

Soit C € |C|. Par hypothése, nous pouvons trouver D € |D| et un mono-

morphisme C > D. L’idée naturelle pour construire fcr est de restreindre le
fp1 donné par hypothése en suivant :
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i.e. on pose pour ¢ € Sx(FC):
fe(p) =m* fpi3pme

Vérifions que nous avons bien défini un adjoint a gauche pour f¢. Pour
cela, on prend ¢ € Sx(FC)etf € Sg(C)etona:

fer(o) <sqc) ¥
m’ fp13Fm <sec) ¥
fp13rme <sq(p) Ym?
Irmp <sr#FD) fpYm?
¢ Ssz(rc) Fm)” (fpVm?) |
¢ <sy(Foc) f& (M"VpY) (2)
¢ <syrc) f&0 @)
Le résultat (1) provient du fait que f* préserve les produits fibrés. En effet, en
utilisant toujours 1'abus de notation qui consiste a ometre les ¢ qui envoient
les objets de C sur leur réflexion dans £, on considere dans £ le produit fibré
suivant :

Vnb——— D

T o |m

mv,—— l’

auquel on applique f* (en utilisant le fait que f*oe ~ F’) pour obtenir le produit
fibré suivant :

f* (Vmp——">F

fr (m[Vm0)>—> JJC m

qui montre explicitement que
(Fm)” (fpVm?) = f& (m*Vmd)

Le résultat (2), quant a lui, vient du fait que dans tout topos; si m est un
mono, alors m*V,,¥ ~ 9 pour tout 9.

Nous avons donc construit les adjoints en question. I ne nous reste qu’a
montrer qu’ils sont naturels. Pour cela, nous considérons le diagramme sui-
vant:
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S¢(C) L2 S£(FC")
(Fa)*
/1 T / (Fme)®
8¢(C) o sA(FC)
meg ‘ (Fme)*
Se(D - Sz(FD')
/ (Fa)*
Se(D) Sr(FD)

dans lequel nous désirons montrer que la face du dessus commute. Par hy-
pothése, la base commute. On voit facilement que la face de gauche commute
en appliquant (-)* au diagramme de I'hypotheése 2. De la méme fagon, la face
de droite commute ; cette fois, il faut appliquer (-)* o F' au diagramme de I'hy-
pothése 2. Montrons maintenant que la face de devant commute. Pour cela,
nous considérons le diagramme suivant :

Se(D) <2~ S(FD)

Bmc HFmCL
C) <1 8 -(FC)| (are

Tm‘c (ch)*T

S¢(D) <— S(FD)

(nC| Sg

La commutativité de I'extérieur de ce dernier diagramme est ce qu’on appelle
la condition de Frobenius et est assurée par I’hypothése c. Le rectangle du haut
commute car si on prend tous les adjoints & droite des morphismes qui y inter-
viennent on obtient un diagramme dont nous avons déja montré la commuta-
tivité :

Se(D) <22 S(FD) Se(D) —2 8£(FD)
amc JIjF‘mc = m?}l i(FmC)*
Se(C) < S#(FC) Sa(C')—f&*Sf(FC)

En effet, le diagramme de droite commute car f* préserve les produits fibrés.
Ainsi, si on retourne au diagramme précédent, on voit que 'extérieur et le
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rectangle du haut commutent. Mais comme les deux fleches verticales du haut
sont des monomorphismes cela implique que le rectangle du bas commute.

On a donc finalement montré que la face de devant du parralélépipede
commute. Par symétrie la face de derriere commute. Nous avons ainsi montré
la commutativité de toutes les faces de ce parralélépipede sauf la base qui est
le but de tous ces calculs. Le fait que toutes les fleches verticales dans ce par-
ralélépipéde soient des épimorphismes nous permet d’obtenir cette conclusion
a partir des commutativités déja démontrées. Ceci termine la preuve de la na-
turalité pour les C' € |C| et dong, la preuve du théoréme. o

Nous sommes préts & démontrer le résultat principal de la présente sec-
tion. Vérifions que nous avons bien réussi & réduire ce probleme de logique de
ler ordre au cas propositionnel.

(Résultat de 1’ apphcatmn de (IJ() sur les foncteurs Heyting) Si F : C — Dest
un foncteur Heyting entre des catégories de Heyting, alors le morphisme géométrique
O(F) : ®(D) — ®(C) induit est ouvert.

PREUVE: Nous appliquons le lemme 3.5.2 & notre situation particuliere.
Ici, le site est basé sur la catégorie des filtres AC muni de la topologie pré-
canonique. Attention, il ne faut pas confondre le C donné dans les hypothéses
du présent résultat avec le C du lemme 3.5.2 qui est AC ici. La sous-catégorie D
du lemme 3.5.2 sera C elle-méme (ou plutét la copie de C dans AC transportée
par le foncteur [-|¢). Nous avons vu en effet que tout ob]et g{( f € |AC]| est
un sous-objet de [X]. De plus, si on a un morphisme (X, f)—(Y, g) dans AC,
alors le diagramme suivant commute :

Nous sommes donc bien dans le contexte du lemme 3.5.2. Ainsi, il nous suf-
fit de construire pour chaque X € |C| des adjoints a gauche pour ®(F)%, de
montrer ensuite que ces adjoints & gauche sont naturels pour les morphismes
qui proviennent de C et finalement, de montrer que ces adjoints satisfont la
condition de Frobenius.
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Nous avons vu dans la proposition 3.5.1 que le diagramme suivant com-
mute :

O(F)}
Se(c)(X) — Sem)(FX)

PYXT Tm

#(Se(X)) 55 (So(F X))
Ainsi, ®(F')% se calcule comme la construction de Pitts au niveau proposition-
nel ¢(Fx). Mais ce dernier morphisme de treillis a toujours un adjoint a gauche
(voir la proposition 1.7.5)

J(Fx') 4 ¢(Fx)

Donc l'existence des adjoints a gauche ®(F)x: est assurée pour les objets qui
proviennent de C. De plus, la partie propositionnelle (voir proposition 1.7.7)
nous apprend que ces adjoints satisfont la condition de Frobenius. Il ne nous
reste donc qu’a vérifier la naturalité de ces adjoints pour les morphismes qui
proviennent de C. Cette naturalité découle directement du fait que F' est un
foncteur Heyting. En effet, un foncteur cohérent F' : C — D est de Heyting si
quel que soit X—+Y € C, le diagramme suivant commute :

SC(X)_E"SD(FX)

Va l 9 lVFa
Sc(Y) —~ So(FY)
Mais en appliquant § (la construction des filtres propositionnelle) a ce dernier

diagramme et en prenant tous les adjoints & gauche, on obtient la paire de
diagrammes commutatifs adjoints suivants :

-1

F(Sc(X)) <X F(Sp(FX)) §(Sc(X)) XX §(sp(F X))
S(a*)T ° Ts«Fa)*) o swa)l ° ls(vp.,)
F(Sc(Y)) FE(SD(FY)) 5(Sc(Y)) WS(SD(FY))

Finalement, on applique J au diagramme de gauche pour obtenir la commu-
tativité de
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B(5c (X)) L (80 (F X))

¢(a')T ° TQS((FO!)*)

¢(Sc(Y)) ;(F—;l)fﬁ(SD(FY))

qui est équivalente a la naturalité cherchée :

Se(X) <28 £(FX)

a* T o T(Fa)‘

Y) <—— Sz (FY
Se(Y) 5= S#(FY)
via les isomorphismes discutés auparavant. B

Nous avons donc montré la propriété fondamentale du topos des filtres.
Notons que la notion de morphisme géométrique ouvert est centrale dans
l’étude de la logique intuitionniste du premier ordre. En effet, les morphismes
géométriques ouverts sont précisément les morphismes géométriques dont la
partie image inverse préserve toute la logique intuitionniste du premier ordre.
Nous pouvons donc les considérer comme des foncteurs ultra-complets ana-
logues aux morphismes de treillis complets des premiers chapitres.

En revisant la technique de la preuve déployée ci-dessus nous remarquons
que nous avons la notre premier exemple fondamental de relevement de la si-
tuation propositionnelle a la logique des prédicats. Nous aurons bien siir l'oc-
casion de faire encore plusieurs raisonnements de ce type pour démontrer a
chaque fois que les morceaux s’emboitent & merveille et que nous pouvons ef-
fectivement réduire la plupart des problémes a leur analogue propositionnel.

3.6. LA PROPRIETE QUASI-UNIVERSELLE DU TOPOS DES FILTRES

Nous relevons dans la présente section le résultat du théoreme 2.3.1 a
sa version toposophique. Pour les besoins de la cause, nous avons besoin de
définir une nouvelle classe de topos. Nous ne croyons pas que cette définition
existe ailleurs dans la littérature.
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(Topos complétement distributif) Un topos & est dit complétement distributif si
pour chaque E € |€| le treillis des sous-objets de E : S¢(E) est complétement distri-
butif.

Nous avons aussi besoin de définir une classe de foncteurs cohérents qui
s’apparente clairement & la notion de p-modeéle introduite par Makkai dans
[23]. Nous comparerons ces notions dans le chapitre 5.

(f-modele) Soit C une categorze cohérente, F une categorle cohérente dans Zaquelle
les treillis de sous-objets possédent des infima arbitraires. Un foncteur cohérent ©5r
est un f-modele si pour chaque C—=D € € et pour chaque filtre f sur S¢(C), on a

a ( A McA) = A T (MoA)

Aef Aef

- que

Notons qu’on pourrait remplacer “cohérente” par “réguliere” dans cette défi-
nition pour ainsi obtenir la notion la plus générale possible.

Le résultat principal de la présente section, le théoréme 3.6.1, nous mon-
trera que le plongement de C dans son topos des filtres est quasi-universel
parmis les f-modeles de C dans un topos complétement distributif. Pour le
démontrer, nous allons nous servir du cas propositionnel pour raisonner au
niveau des représentables pour ensuite relever la situation aux objets quel-
conques. L'essentiel du raisonnement tient dans les trois lemmes suivants dont
le premier est la généralisation de la proposition 2.3.1, le deuxiéme est la géné-
ralisation de 2.3.2 et le troisiéme est la généralisation du corollaire 2.3.3.

Le lemme suivant énonce une propriété universelle pour la construction
des filtres parmis les foncteurs lex dans les catégories A —Lex (catégories lex
dont les treillis des sous-objets sont des A -semi-treillis).
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Lemme (Propriété universelle de AC parmis les A —Lex) Soit C une categorze possedant ’

3.6.1

des limites finies (lex), F € | \ —Lex| une categorze lex dans laquelle les treillis des
sous-objets sont des \-semi-treillis, Si C-5F est lex alors il existe un unigque fonc-
teur lex AC2LF préservant les infima arbitraires de sous-objets tel que le diagramme

suivant commute :
o5 Ac

RN

F

PREUVE: Donné (X, f) € |AC|. On se rappelle qu’il est un sous-objet de
[X] et que

Al

Aef

Ainsi, si on veut que M soit lex, préserve les infima arbitraires et fasse commu-
ter le diagramme ci-dessus ; on est forcé de poser :

M(X,f)=M ( /\[A])

Aef

= /\ M[4]

Aef

=\ MA

Acf

donc laction de M sur les objets est uniquement déterminée.

D’autre part, donné un morphisme (X, f ) (Y g) € AC. Nous pouvons
toujours supposer que « est total et on considére ainsi le produit fibré suivant :

Ma)* (/\ MB) . \MB

Beg beg
O

MX MY

Ma
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Mais comme les infima commutent avec les produits fibrés et que M est lex,
ona:

(Ma)* ( N MB) = A\ (Ma)*(MB)

Beg Beg

= \ M(o"B)

Beg

De plus, rappelons-nous que, par la définition de morphisme dans AC, si B €
g,alors a*(B) € f donc

MA < A M(eB)

Acf S#(MX) peg

et le diagramme suivant nous permet de définir M|[a] :

M]e]

M ()”f 4 M(‘ilf, 9) 3.6.1)

AMA___ AMeB)___/\MB

Acf Beg Beg
\ ] [l I

MX MY

Mo

et ce choix est I'unique possible, car par 'admissibilité de «, on a toujours une
décomposition en un diagramme comme suit dans AC :

X, Fr—L (X, §(0%)(9) —2— (¥,

(¥, 9)
‘R 1[1)(] = T[hf]

[X] =

et 'on voit ainsi clairement que tout foncteur lex préservant les infima de sous-
objets enverra ce dernier diagramme précisément sur le diagramme que nous
avons décrit pour définir I'action de M sur les morphismes. Nous avons donc
prouvé 'unicité de M.
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Montrons que cet unique M est lex. Il est clair que M préserve les objets
terminaux de AC car il sont tous de la forme 1,¢ ~ [1¢] et donc:

car M est lex.

Pour montrer que M préserve les produits fibrés, nous prenons un produit
fibré dans AC :

(P,m) ) (7 1) (3.6.2)

51 l o l (8]

(X’f)W(Y;g)

dans lequel nous savons que nous pouvons supposer que les morphismes sont
totaux, que

>z (3.6.3)

est un produit fibré dans C et que 7 = F(a'*)(h) A F(87)(f).

Observons maintenant le diagramme suivant dans lequel j'affirme que tous
les rectangles possibles sont des produits fibrés :
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cem Dch Deh
| | e
wn| AME D AMEE@B) L AMEB) )4,
AEf Beg 5 Beg "
| S |

M[C!] \\ \* & \*
S MP M"\ MZ
~
\Mﬂ'l @ . lMﬂ
A KL
MX —— MY

Remarquons premierement le rectangle formé des fleches courbes. Nous voy-
ons immédiatement que ce rectangle est I'image dans F par M de notre pro-
duit fibré 3.6.2 dans AC. Comme nous voulons précisément montrer que ce
rectangle arrondi est un produit fibré dans F, nous allons procéder comme
suit. Nous allons montrer que tous les rectangles numérotés sont des produits
fibrés et que les fléches courbes sont formées précisément par composition de
contour du grand rectangle :

0|0
AN

et nous pourrons donc conclure par le lemme des produits fibrés que ce contour
est aussi un produit fibré comme voulu. Voyons donc pourquoi ces rectangles
sont des produits fibrés :

O Ce rectangle est 'image du rectangle 3.6.3 par M et comme M est lex,
on a évidemment que le rectangle résultant est aussi un produit fibré.

® On considére tout d’abord ce rectangle sans les infima. Il est en effet
suffisant de montrer que

M (o (5*B)) — M(8"B)

| o=

M(a*B) — M(B)
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est un produit fibré car l'infima préserve les produits fibrés. Mais ceci est
clair car chaque c6té de ce rectangle est un produit fibré le long d"un c6té
du rectangle @ qui lui est paralléle. Nous pouvons bien voir ces quatre
produits fibrés en trois dimensions dans le grand diagramme (on y voit
les deux rectangles reliés par des piliers en pointillé). On voit bien que le
coin supérieur gauche du rectangle @ pourrait clairement étre remplacé
par M (a’*(8*B)) lorsque cela est plus pratique (car le diagramme 3.6.3
commute).

® Comme nous l'avons vu, le c6té gauche de @ est obtenu par produit
fibré du c6té gauche de @. Ainsi, si nous voulons calculer 'image inverse

de
A\ MA
Aef
le long du c6té gauche de de @, nous pouvons calculer cette image in-
verse au niveau de M j3'. Ainsi, ® est bien un produit fibré.
© La preuve est symétrique a celle de ® sauf qu’on doit voir 'objet supé-
rieur gauche de @ comme étant M (o/*(5*B)).
® Ce produit fibré doit se calculer comme l'intersection des deux sous-
objets formant le coin inférieur droit. Nous devons donc montrer que :

A\ MC= A\ M(B*A) A \ M (" D)
Cenm Acf Deh
Mais ceci est évident car
AM@B YN A\M (@ D)= A M(F*A)AM (D)
Acf Deh (A,D)Efxh
= A\ M(B*Ara™D)
(A,D)Efxh

et on a clairement le résultat en remarquant que
Cen=F™)rR)AFB")f) & FA,D)e fxh f"ANS*DLC
Ceci montre que le grand rectangle est aussi un produit fibré. Suite a cette

discussion, on voit facilement apparaitre le contour de ce rectangle comme
étant M appliqué au produit fibré original. Donc M est lex.

Pour montrer que M préserve les infima arbitraires de sous-objets nous
montrons tout d’abord ce fait pour les objets de AC qui proviennent de C. En
effet, pour ces objets nous pouvons faire apparaitre le diagramme suivant :
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dans lequel la commutativité du tr1angle du haut vient du lemme 3.3.1 et celle
du triangle du bas vient du fait que M o [-]c = M. Ainsi, la composition des
deux morphismes verticaux fait commuter le grand triangle extérieur. Mais par
la propriété universelle de la construction des filtres (voir lemme 2.3.1), comme
My préserve les infima binaires (car M est lex) et Sz(MX) est un A-semi-

treillis, on a qu'il existe un unique morphisme de A-semi-treillis My faisant
commuter le triangle extérieur. Comme Myj, composé avec 1’1somorph1sme

\x, se calcule exactement comme My x,on abien que M[ x] = My x 0\ préserve
les infima.

Pour étendre le résultat aux objets quelconques de AC, il suffit de remar-
quer que par le lemme 3.3.2 on a le diagramme commutatif suivant :

incl.
53 (SCX‘)/;\f\lf
Ax |~ [1x]o(-) =~ Axly
Sase (IX]) — e Sae (X, )
Mixy M([1x])o() Mx, )
= T

S.’F(MX)W Sr (M(X,f))

et donc clairement on obtient le résultat. B

Nous voyons que nous progressons vers la propriété universelle recherchée.
Du moins, nous sommes déja capable de factoriser tout foncteur lex M dans
une catégorie F € | —Lex| par le plongement de C dans sa catégorie des



147

filtres. Si on suppose maintenant que M est un f-modele et que F est un to-
pos completement distributif ; pouvons-nous démontrer que M se factorise par
®(C) ? Le lemme précédent nous donne un chemin évident pour démontrer ce
résultat. Il suffit en effet de montrer que sous nos hypotheéses additionnelles,
le foncteur M induit par M dans le lemme précédent est un foncteur cohérent.
Le lemme suivant démontre ce fait.

LEMME (Propneté universelle de AC parmls le f-modéles) Soit C une categorze
362 conérente, F € | \ —€ob| une catégorie cohérente dans laquelle les treillis des sous-
objets sont des co—cadres. Si on se donne un f-modele C25F, alors il existe un unique
foncteur cohérent ACLF préservant les infima arbitraires de sous-objets tel que le
diagramme suivant commute :

C [e AC

ENC

f

PREUVE: Si M : C — F estun f-modele, alors c’est en particulier un
foncteur lex et commme les treillis de sous-objets de F sont des co-cadres, ils
sont aussi en particulier des A-semi-treillis. Ainsi, nous pouvons appliquer le

lemme précédent pour construire 1'unique foncteur lex M qui préserve les in-
fima arbitraires et qui fait commuter notre diagramme. Il nous reste a montrer

que M est cohérent sous nos hypothéses particuliéres.

Nous savons que M est cohérent si et seulement si il envoie les familles
épimorphiques finies de AC sur des familles épimorphiques de F. Autrement
dit, nous voulons montrer que M est continu pour les topologies pré-canoniques
naturelles sur AC et F.

Supposons donc qu’on a une famille épimorphique finie dans AC :
(X, £) 55X, )Y

En regardant le diagramme 3.6.1 a la page 142 on s’appercoit que l'image d'un
M |a;] se calcule le long le Mo ie.

Fitfes) (M (Xi,fi)) = Iptas ( A MB)

Befi
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Mais puisque M est un f-modeleon a:

Int(ay) (M(Xi7fi)) = IMa; (/\ MB)

Bef;
= A 3ua (MB)

Bef;

= A\ M(3..B)

Bef;
= A M4
AEF(3a)(f1)
et cette derniere égalité se justifie par le fait que, par définition :
A€F(Eu)(fi) &= IBef; 3,B<A

Ainsi, tous les M A qui interviennent dans la derniére ligne sont plus grands
ou égaux a des M (3,5, B) qui interviennent dans la ligne précédente. On en
conclut facilement que ces deux infima sont égaux.

Avec cette formule pour les images des M[a;] nous pouvons montrer que
la famille suivante .
~ Mla:] .~ n
{ox, )™ x, 5y}
est épimorphique dans F. En effet,

1=1

n

Vi (1 ) =\ A M4
i=1 i=1 A€F(Ia;)(fi)
= A V(o)

Ae 11 3Ga () =

= A M( A’(i))
A.Eiljls(aai)(fi) =

T /\MA
Aef

ol nous avons utilisé que les sous-objets d'un objet F forment un co-cadre et
que M préserve les suprema car il est cohérent. L'inégalité de la derniére ligne,
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quant a elle, se voit aisément en remarquant que quel que soit

A’E Hg(am)(‘fz)
on a

\/ n )(fz) =f

i=1 7=1

car les [o;] forment une famille épimorphique dans AC. Ceci termine la dé-
monstration du lemme. r

Notre dernier lemme, quant a lui, démontre que la propriété spécifique

que M a de préserver les infima arbitraires se releve & M*. Il est clairement la
généralisation du corollaire 2.3.3.

LEMME | (Propnete universelle du topos classifiant pour lesC € | /\ Cub[) Soit Cune
363 catégorie cohérente possédant des infima arbiraires de sous-objets i.e. C € | \ —Cob|.
- On note par € le topos classifiant de C (c’est le topos des faisceanx pour la topologie
- pré-canonique sur C). Si F est un topos completement distributif et CE5F est un
foncteur cohérent préservant les infima arbitraires, alors la propriété universelle du
topos classifiant induit un unique morphisme géométrique (F*,F,) : F — & tel

que :

[‘dcg

PN

.7.'
commute. Sous ces conditions particulieres, F* préserve aussi les les infima arbitraires.

PREUVE: Comme nous l'avons vu précédemment, il suffit de montrer que
F” préserve les infima arbitraires au niveau des sous-objets de représentables.
Soit C € |C|, on considére le diagramme commutatif suivant :
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J(Sc0)
hot - | g
o = | Ycc
Y
Sc(CP—"%>S¢(YcC) |1,
Fo F‘;CC
SF(FC)

Le triangle du haut commute par la proposition 3.4.2 et celui du bas par la
propriété universelle du topos classifiant. Ainsi, la composition des deux mor-
phismes verticaux fait commuter le grand triangle extérieur. Mais ce mor-
phisme est doncl'unique (F¢)¥ donné par la propriété universelle de la construc-
tion des idéaux et nous avons vu dans le corollaire 2.3.3 que lorsque le codo-
maine de (F¢)" est complétement distributif et que F; préseverve les infima
arbitraires, alors (F¢)" préserve aussi les infima arbitraires. Ceci implique clai-
rement que Fyj_. préserve les infima arbitraires car

v v \ !
Fj.c=1Fgo (‘écc)
[ |

Avec ces trois lemmes en main, le chemin vers la propriété quasi-universelle
du topos des filtres devrait maintenant nous sembler clair. Passons dés main-
tenant a 'action en démontrant ce résultat.

THEorime (Propriété quasi-universelle du topos des filtres) Soit C une catégorie
3.6.1 cohérente. Soit F un topos completement distributif et M : C — F un f-
modele, alors il existe un unique morphisme géométrigue (& isomorphisme naturel

prés) (M*, M,) : F — D(C) tel que le diagramme suivant commute

c—2 oC

PN

f
De plus, M* préserve les infima arbiraires de sous-objets.

PREUVE: Donné un f-modéle M nous voyons bien que nous nous retrou-
vons dans le contexte du lemme 3.6.3 car un treillis complétement distributif
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est trivialement un co-cadre. Ainsi, par la propriété universelle du topos classi-
fiant, 'unique foncteur cohérent M donné par le lemme induit un morphisme
géométrique (M*, M,) : F — ®C tel que le diagramme suivant commute :

et comme M préserve les infima arbitraires on a par le lemme 3.6.3 que M* les
préserve aussi comme nous le voulions. B

Nous pouvons méme donner une forme plus explicite pour ce dernier
résultat. En effet, si on dénote par A —Geom(F, ®C) la catégorie des morphismes
géométriques de F dans ®(C) dont I'image inverse préserve les infima arbi-
traires et par f — Mod(C, F) la catégorie des f-modeles de C dans F, alors on a
la formulation suivante pour notre propriété quasi-universelle.

(Forme plus explicite pour la propriéié ’quasi-uﬁiverselle de 3C) Soit C une
catégorie cohérente. La composition avec I¢ induit une équivalence de catégories :

\ —Geom(F, 3€) 25 7 — ved(C, F)

PREUVE: La preuve est laissée en exercice au lecteur. On remarque que
la formulation précédente de la propriété quasi-universelle nous donne que
le foncteur de 1'énoncé des essentiellement surjectif. Le reste de la preuve suit
des propriétés générales des éléments intervenant dans la construction de la
propriété universelle dans sa premiére forme. N

Nous avons ainsi généralisé la propriété quasi-universelle que nous avions
démontrée dans le cas propositionnel pour le locale des filtres. Le lecteur re-
marquera que la classe des modeles pour lesquels le topos des filtres est uni-
versel est la classe réduite des f-modéles. Cette restriction n’existe pas dans le
cas propositionnel car cette condition y est trivialement vérifiée pour tous les
modeles. Dans la situation qui nous préoccupe, nous avons besoin de cette res-
triction pour factoriser M par la catégorie des filtres avec un foncteur continu
M qui préserve les infima arbitraires. Nous verrons d’ailleurs dans le chapitre
suivant que cette restriction n’est pas trés contraignante.
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3.7. CONCLUSION

Sion met cOte a cote les résultats des sections 1.7 et 2.3 avec ceux du présent
chapitre nous voyons immédiatement 1’effet mirroir qui se présente :

| logique propositionnelle | logique du 1er ordre |
@(D) : cadre/locale ®(C) : topos de Grothendieck
D2 $(D) ¢ 2 o(C)
conditionellement Heyting conditionellement Heyting
conservatif plein et fidele
A—2 G(A) C—% &(C)
fl lqb(f) Fl l‘I’(F)*
_B"—i); ¢(B) [D>—I—D> (I)([D)
(ci-dessus) Si f € Ha, alors (ci-dessus) Si f € Hey, alors
@(f) est ouvert (®(F)*, ®(F),) est ouvert
To() %D - [le AC
L =
Le|AN-Sl,ae -3l Fe|A\—Lex|, M € Lex
ae -5l M e \ —Lex
Tn() %D [ [lc AC
N RN L
L F
Lé€|co—Frm|,a€lat |Fe|A—Coh|, M e f— Mod(C, F)
& € co — Frm Me A\ —Coh




logique propositionnelle

logique du ler ordre

L e |Frm|,a € Lat

(suite...) (suite...)
l}ﬂl j_D G_‘d;c_)_ B(C)
\ v
L

F € |Top|, M € Coh

L e |Cd|, @ € co— Frm

& € Frm (M*, M,) € Geom(F, B(C))
" 4
BN ; w1
_7:'

F € |Cd—Top|, M € \ —€oh

ae\ \-Lot (M*, M.) € \—&eom(F, B(C))
D—2 4D o—5- ¢
o ¢ M
L F
Le|Cd|,ac Lot F € |Cd — Top|, M € f — Mod(C, F)
ae\ \—Lot (M*, M,) € \ —Geom(F, B(C))
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Il'y a eu en effet un certain processus de généralisation qui semble avoir fonc-
tionné jusqu’a présent avec la construction du topos des filtres. Pourrons-nous
en faire autant avec la généralisation du double dual ? Posons ouvertement la
question : Quelle est la construction analogue au double dual pour la logique
du premier ordre ? La réponse a cette question ne semblait pas évidente avant
que j'essaie de démontrer que le topos des types de Makkai [23] est un sous-
topos ouvert dense du topos des filtres. Par cette raison, ainsi que par diverses
autres que nous observerons dans les chapitres ultérieurs, nous verrons ce qui
nous menat a penser que le candidat idéal pour la généralisation du double
dual est le topos des types T (C). Le prochain chapitre est dédié a son étude.



Chapitre 4

LE TOPOS DES TYPES DE MAKKAI

4.1. INTRODUCTION

Le topos des types, introduit par Makkai dans [23], est un topos de Gro-
thendieck qui est un candidat idéal pour la généralisation de la situation qu’on
retrouve dans le cas de la logique propositionnelle pour le double dual. Dans
ce chapitre, nous allons introduire ce topos en suivant la construction origi-
nale de Makkai et nous nous contenterons de citer les résultats principaux
qu’il démontre dans son article. En effet, contrairement au topos des filtres, les
preuves détaillées de tous ces résultats sont incluses dans l'article [23]. Nous
donnerons ensuite une autre construction pour ce topos qui est aussi suggérée
par Makkai dans son article et que nous utiliserons subséquemment comme
un outil pour raisonner sur le topos des types et en donner de nouvelles pro-
priétés. L'avantage premier de cette autre construction est que le site qui ’en-
gendre se définit sur AC et nous pourrons donc tirer le maximum de notre
expérience avec AC pour raisonner avec le topos des types.

4.2. CONSTRUCTION DU TOPOS DES TYPES

La catégorie sur laquelle on définit le site dont résulte le topos des types
est treés semblable 4 la catégorie des filtres que nous avons utilisée pour définir
le topos des filtres. Au lieu de considérer tous les filtres nous ne tenons compte
que des filtres premiers.
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Dérmimion  (La catégorie des types 7C) Soit C une catégorie cohérente (on pourrait suppo- .
421 ser simplement que C est réguliere). La catégorie des types : C a comme objets des
 paires (X, p) oit X € |C| et p est un filtre premier sur S¢(X). Donnons-nous main-
 tenant deux objets dans 7C : (X, p) et (Y, q) et définissons ce qu'est un morphisme de
(X,p) — (Y, q) dans la catégorie vC. Premiément, pour A € p nous dirons qu’un
morphisme o : A — Y de C est admissible comme morphisme de (X, p) vers (Y, q)
- si
VB € Sc(Y) (B€g= o*(B)cp)
o0t o est simplement le pull-back le long de o. Soient A, A’ € pa: A — Y et
o : A" — YV deux morphismes admissibles de (X, p) vers (Y, g). On dit que et o/
- sont équivalents si il existe un A" € p tel que A" < AN A' et o|A" = /|A". Un
- morphisme de 7C est une classe d’équivalence de morphismes admissibles. Si A € p et
o : A — Y est admissible de (X, p) vers (Y, q), nous noterons par

[o] : (X,p) — (Y, q)
la classe d'équivalence de c.

Notons que dans son article, Makkai note cette derniére catégorie P et la
nomme “the category of prime filters of C”. Nous pouvons voir cette catégorie
comme la catégorie des types de C (c’est justement ce qui justifie la notation
7C). Donné un modele M : C — €ns, X € |C| etz € M(X) on appelle le type
de z pour M I'ensemble de sous-objets de X suivant :

tx(:L‘,M) = {A S Sc(X) l T e Mx(A)}

C’est un filtre premier sur Sc(X). On voit ainsi pourquoi on appelle 7C la
catégorie des types de C.

Sur cette catégorie des types, Makkai définit une base pour une topologie
de Grothendieck. On remarque que la catégorie des types n’a pas de limites
finies comme la catégorie des filtres. Ainsi, la notion de base pour une topolo-
gie de Grothendieck doit étre adaptée en conséquence pour que la topologie
engendrée soit simple & décrire. Donnons dés maintenant cette définition de
base généralisée.



156

Dérnirion  (Base pour les topologies sur les sites sans limites finies) Soit C une catégorie
422 guelconque. Une base K pour une topologie de Grothendieck sur € est la donnée pour
chaque C € |C| d'une famille K(C) de recouvrements de C (qui sont des ensembles de
morphismes ayant comme co-domaine C déclarés comme couvrant) et ces déclarations
doivent satisfaire les propriétés suivantes :

i {1o: C —» C} € K(C)

ii. Si {C?;—f‘i‘}C}iE_{ € K(C)etg : D — C, alors il existe une famille
{Di-%5D}ier € K(D) telle que pour tout i € I il existe un j € I et un
morphisme h : D; — C; tel que le diagramme suivant commute :

Cji:»c

A
i g
i
Di“‘“!j.—"D

fii. Si {O,-—{SO},-E] € K(C) et si quel que soit i € I on a {Dy;25C}ses, €

K(C;), alors e
{Dy=— Clict, jes, € K(C)

Nous pouvons maintenant énoncer la topologie de Makkai sur la catégorie
des types. La base que Makkai décrit est trés simple : elle est formée des single-

tons couvrants. Pour les besoins de cette définition, si [a] : (X,p) — (Y, q) €
7C, nous allons réutiliser la notation pour les images :

a(p) ={B € Sc(Y) | «"(B) € p}

On remarque que si p est un filtre premier, alors a(p) en est aussi un.

DEFINITION (Topoiégie de Makkai sur 7C) Lz topologie de Makkai sur C, par la suite notée
423 Ty, est donnée par la base suivante :
i. § € T, (0.¢) (o1t O.c est U'objet initial de TC).
ii. Sila] : (X,p) — (Y, q) € 7C satisfait o{p) = g, alors {[e]} € Tar,.
- On appelle le site (1C, Tay,) le site des types existentiels de Makkai. De plus, si nous
~ voulons faire explicitement référence & un recouvrement basique, nous notons Tpre la.
 base pour la topologie de Makkai.

Vérifions qu’on a bien défini une base au sens donné ci-dessus a la définition
4.2.2.

ProposTioN (T30 est une base) La topologie de Makkai sur 7C, telle que définie ci-dessus, est
421 " une base pour une topologie de Grothendjeck sur rC.
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PREUVE: On vérifie que T satisfait les propriétés de la définition 4.2.2.

(i) Clairement, puisque 1x(p) = p on a que
{(X.9)2H(X, )} € Tano( X, p)
pour chaque (X, p) € |7C|.
o]

(i) Supposons que {(Y, q)— (X, p)} € Tamo(X,p) (i-e. a(q) C p) et que

(Z,T)ﬂ)(X,p) e 71C

est un morphisme quelconque. On cherche un morphisme couvrant
{(%,9)5(Z,7)} € Tan(X, p)

(i.e. on veut que o/(s) C r) qui se factorise par .. Considérons le produit fibré
suivant dans la catégorie des filtres AC :

(¥, 0) —2= (X, p)

A
cil T[ﬂ]

(P,m) —7 (Z,7)

En effet, on se rappelle que la catégorie AC est cohérente et posseéde donc
des produits fibrés. De plus, les images sont stables par produit fibré : c’est
la condition de Beck-Chevalley. Donc, on a de bonnes raisons de penser que
le [o/] donné dans le diagramme précédent est aussi couvrant, comme voulu.
Rappelons-nous la construction des produits fibrés dans AC. Dans le diagramme,
P=Y xx Zet

™ =F(a")(r) AF(B7)(g)
Montrons que o/(r) C r.
Ced(r)=d*(C)en
= 3JReriQ e q o*(C) > o (R) A B™(Q)
= 3JRerdQeq C>3y (a'*(R) A ﬁ'*(Q))
= 3R€r3IQeq C>RA3y (67Q))
—3JRerIQeq C>RAB (F(Q)) (+)

Remarquons que le passage de la ligne () se justifie avec la condition de Beck-
Chevalley qui prévaut dans C et qui nous donne la commutativité de
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Mais comme @) € gon a 3,(Q) € p (en effet, Q@ < a* P/)] d’ott 3,(Q) €

a(g) C p). Ainsi, f*(3.(Q)) € r car B est admissible de (Z 7)—(X, p). Repre-
nons maintenant le cheminement que nous avions laissé a la ligne (). Nous
avions vu que C' > R A * (3,(Q)). Ainsi, nous avons bien C € r car R € r et
B*(32(Q)) € 7. Donc, o' (7) C 7.

Comme 7 n’est pas premier en général nous allons utiliser le théoréme
d’existence des filtres premiers pour I'étendre a un filtre premier tout en pré-
servant sa propriété de couverture. On pose

I=1{d"(C)|CeS(Z)\r}

I est un idéal sur S(P). En effet, I est clairement fermé inférieurement et
en plus :

E,E' e I=3C€S(Z)\r3C' €8(2)\r E<o”(C),E < do*(C")
= 3C e€S(Z)\r3IC' €S(Z)\r EVE <™(C) V™ ()
=a"(CVvC)
= EVE el

car les supréma sont stables sous les produits fibrés.

On a aussi I N7 = . En effet,
Eelnm <= 3Rer3Qeq " (R)AF"(Q)LE
3C € S(Z)\r E<a™(0)

Mais on a alors :

o (R) A B”(Q) < o (C)
Ju (&7 (R) A B7(Q)
RAJx (687(Q))
RAB*(3(Q)) <

et comme nous I"avons vu précédamment ceci entraine que C € 7, une contra-
diction.

A
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Nous pouvons maintenant appliquer le théoreme d’existence des filtres
premiers qui nous dit qu'il existe un filtre premier s € P,(P) tel que 7 C s et
sNI =0{.De plus,onac/(s) Crcar

et on a donc bien montré que [@/] : (P, s) — (Z,r) est couvrant.

(iii) On suppose maintenant que {(Y, q)ﬂ)(X ,P)} € Tuo(X, p) ainsi que
(2,55 (Y,0)} € Tano(Y; )
Montrons que (ao{f]
{(Z,7) —=(X,p)} € Tuo(X, p)

On suppose que les deux morphismes sont totaux de telle sorte que [a] o [3] =
[a o B]. Nous montrons que (a o §)(r) C p.

Ae(aof)(r) <= (aof)"(A)€Er
= " (0*A) er
<= a*(A) € B(r)

< a*(A) €¢ car 3(r) = ¢
= A € alq)
= Acp cara(q) =p

Nous avons vu que la topologie de Makkai sur la catégorie 7C est en-
gendrée par les singletons couvrants. Nous verrons plus loin que cette topolo-
gie est induite par une topologie plus fine sur la catégorie des filtres en entier.
Mais avant d’aborder cette autre topologie regardons les conséquences que
Makkai tire de ces définitions. Tout d’abord, définissons formellement le topos
des types de Makkai.

(Le topos des types) Soit C une catégorie cohérente. Le topos des types de C : T(C)
est le topos des faisceaux sur le site des types existentiels 7C i.e. T(C) = Sh(rC, Ty,

Nous devons maintenant regarder comment C se plonge dans son topos
des types. Regardons comment Makkai définit ce plongement.
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Dérinmion  (Le plongement canonique' Mgi) Soit C une éufég&rie cohérente. Nous déﬁ'nissons
4.25 e foncteur iy
C—>Ens™
en associant a X € |C| le pré-faisceau :
ME(X): (7€) — &ns
qui envoie (Y, q) sur l'ensemble des germes de morphisme de (Y, q) dans X i.e. :
ME(X)(¥,0) = {(V,0)-X | B5X € C Beg)
et qui envoie (Z, r)—{ﬂé(Y, g) sur la fonction qui associe 4 un germe (Y, q)—I‘ﬂ)X le
~ germe
’ [@]o[B]: (Z,7) — X
- De plus, étant donné X L X" € C nous définissons une transformation naturelle :
C
ME (00 M (X))
-~ en envoyant a I'étage (Y, q) un germe (Y, q) L X sur (Y, q){——;X ;

Notons qu'un germe de morphisme (Y, ¢)-=+X est simplement une classe
d’équivalence de morphismes B—+X € C (ot B € q) pour la relation d’équi-
valence préalablement définie pour les morphismes dans 7C. La seule différence
avec la notion de morphisme est qu’on ne demande pas a o d’étre admissible :
nous prenons tous les a possibles en considération.

Le résultat principal de [23] est la propriété universelle du topos des types
pour les p-modeles dans un topos engendré par ses éléments premiers. La no-
tion de p-modele est la méme que celle de f-modele (voir définition 3.6.2) sauf
que la condition n’est imposée au modéle que pour les filtres premiers. Don-
nons donc cette définition.

Dernimion  (p-modele) Soit C une catégorie cohérente, F une catégorie cohérente dans laquelle ‘
4.26 Jes treillis de sous-objets possédent des infima arbitraires. Un foncteur cohérent C-255F
 est un p-modele si pour chaque C—=+D € C et pour chaque filtre premier p sur S¢(C),

- onagque
: ( A MCA) = A Fua (McA)

Acp Aep

La propriété fondamentale des p-modéles se résume dans la proposition

suivante. Avant de I'énoncer, rappelons-nous le foncteur M des lemmes 3.6.1 et
3.6.2. On restreint ce foncteur a la catégorie 7C. On a alors la propriété suivante.
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>roposiTioN (Propriété fondamentale des p—lﬁ&iéles) Un modele C-25F est un p-modéle"é'i'
4.2.2 ot seylement si

VX-25Y € CVp € Po(X) M ((X,p)2h(Y;0(p))
est un épimorphisme dans F.

PREUVE: Soit X-23Y € C etp € P;(X). Par définition de M, I'image de

I o]

M ((X,p)—(Y,a(p)))

dans F est

e ( A MXA>

Acp

Ainsi, si M est un p-modele on a que

Jnta ( A MXA) = A Ina(MxA)
Aep Aep
= N\ My (3.4)
Aep
= /\ MyB
Bea(p)

car a(p) ne contient que des B > 3, A. Ainsi on a bien montré que M|[a] est épi
dans F.

Inversement, si M|[c] est épi dans F pour tous les choix possibles de a et p,
alors cela veut précisément dire par le calcul précédent que M est un p-modele.

Nous voyons que la notion de p-modele vient jouer le méme réle que la

notion de f-modele a joué dans le chapitre 3 : elle sert 4 rendre le foncteur M
continu.

Le foncteur M§ que nous avons défini plus haut nous donne notre premier
exemple de p-modele. La proposition suivante énonce ce fait.
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(M§ est un p—modéle) Soit C' une categorze cohérente. Le foncteur M§ de la

 définition 4.2.5 envoie les objets de C sur des faisceaux dans €ns™"" pour la topo-
logie T, sur 7C. Ainsi,

ME:C — T(C)

 De plus, M§ est un p-modéle de C.

Connaissons nous d’autres exemples de p-modeles ? Est-ce que cette res-
triction sur la classe des modéles de C est trop exigeante ? Makkai répond a
cette question en considérant les modéles “classiques” de C dans le topos des
ensembles. Il trouve une condition suffisante pour qu'un tel modele soit un
p-modele. Voila la proposition qu’il démontre.

(Les modéles No-ééfﬁfés 's”o‘nt des p-modéles‘)‘ Soit C une catégoffé cohérente Sz
M : C — €ns est un modele Rq-saturé, alors M est un p-modéle.

La notion classique de modeéle Ry-saturé se trouve dans [4]. Un modele
de M : C — €ns est simplement un foncteur cohérent. Mais Makkai/Reyes
nous expliquent dans [27] comment ces modéles correspondent a des modéles
classiques de T¢ : la théorie syntaxique de la catégorie C. Donc, par définition,
unmodele M : C — &ns sera Rp-saturé sile modele correspondant de T¢ l'est.

Nous savons que la notion de modele Ry-saturé n’est pas une notion tres
restrictive car tout modele de C peut étre étendu & un modele Ry-saturé. Ainsi
les notions de p-modele et de f-modéle sont acceptables pour travailler sans
trop de contraintes avec ces outils.

Avant d’énoncer le résultat principal de l’article de Makkai nous avons
besoin de définir une classe de topos qui est analogue a la notion de treillis
engendré par ses éléments complétement premiers : les topos engendrés par
leurs éléments premiers. Donnons tout d’abord une définition d’objet premier
sur un site.

(Ob] et premier dans un site) Soit (C, T¢) un site. Un objet X € |C| est dit premier
si pour toute famille de morphismes

{Xi"‘l"’X } icl
telle que { fiyier € Tc il existe un ¢ € I telle que le le singleton {X,——f‘—>X } e Te

Dans un topos £ nous avons toujours la topologie canonique (formée des
familles épimorphiques). Dans ce contexte, un objet E € |£| est premier si il est
premier pour la topologie canonique. Un topos de Grothendieck est engendré
par ses éléments premiers si il posséde une famille de générateurs premiers.
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Nous connaissons beaucoup d’exemples de topos engendrés par leurs élé-
ments premiers. En particulier, tout topos de pré-faisceaux est engendré par
ses éléments premiers. En effet, les représentables y sont complétement \/-
irréductibles et forment une famille de générateurs (voir [19]). Dans un topos
engendré par ses éléments premiers, le treillis des sous-objets d’un objet est
engendré par ses éléments completement premiers. Le resultat suivant nous
dit que le topos des types est un topos engendré par ses éléments premiers.

(Le topos des types est engendré par ses éléments ptémiefS) Soit C une
catégorie cohérente. Le topos des types de T (C) est engendré par ses éléments premiers.

Enongons maintenant le résultat principal de [23] qui est ’analogue du
résultat propositionnel donné a la proposition 1.2.7.

(Propriété universelle de 7(C) parmis les p-modeles dans un topos engendré

par ses éléments premiers) Soit C une catégorie cohérente, F un topos engendré

par ses éléments premiers. Pour tout p-modele M : C — F il existe un unique

morphisme géométrique =
(M*,M,) : F — T(C)

 préservant les infima arbitraires tel que le diagramme suivant commute

C
c 2 1(¢)
N

S

Nous donnons, comme nous I’avions fait pour la propriété quasi-universelle
du topos des filtres, une forme un peu plus explicite pour ce dernier résultat.

(Forme plus exp11c1te pour la propnété universelle de 7€) Si
-\ —Geom(F, TC) dénote la categorw des morphismes géométrigues pour les-

- quels la partie image inverse préserve les infima arbitraires et p — Mod(C, F) dénote
la catégorie des p-modeles de C dans F, alors lg composition avec Mg donne une
 équivalence de catégories :

/\—Geom(}' TC) 225 P- Mw(c J-‘)
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Dans la prochaine section, nous allons étendre cette propriété universelle
a une classe plus grande de topos, comme nous I'avons fait dans le cas propo-
sitionnel. Le théoréme 4.2.1 deviendra un cas particulier de notre résultat.

4.3. UNE APPROCHE DIFFERENTE AU TOPOS DES TYPES

Nous étudions dans la présente section une autre construction pour le to-
pos des types. Cette approche est suggérée par Makkai dans [23]. Nous allons
dans ce qui suit donner une topologie sur AC qui donne lieu au méme topos
des types, introduit dans la section précédente.

Commencons par remarquer que la catégorie 7C est une sous-catégorie
pleine de AC. En effet, ces deux catégories ont essentiellement les méme mor-
phismes et les objets de 7C sont clairement les objets de AC pour lesquels les
filtres sont premiers. Définissons maintenant la topologie de Makkai sur AC :

Dérnmion  (La topologie T/) Soit C une catégorie cohérente. On déclare qu’uné famille de mor-
431 phismes de AC est couvrante pour la topologie de Makkai sur AC : Ty i.e.
{(Xe £) 25X, £)}ier € Tael X, )
- sielle a la propriété suivante :

A T'aide du théoréme d’existence des filtres premiers, nous pouvons sim-
plifier légérement cette définition comme le montre la proposition suivante.

PROPOSITION (Cafactérisation des récouv}éniéhté de T, Soit C une catégoffé cohérente et
431 {[osl};c; une famille de morphismes de AC. On a alors

{(Xs, 705X, D}ier € Tu(X, )
si et seulement si
WePX) bf=Felp<alf))

PREUVE: (=) Si on suppose que les [04] sont couvrants pour Ty, alors par
définition on a que

Vp< fIiel3q<fi aila)=p
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oti p € P(X) et ¢; € P(X;). Mais comme ¢; < f; on a aussi
p=ai(@) < ailfi)

d’ot1 1a conclusion.

(«) Soit p < f quelconque. Par hypothése on a qu'il existe un i € I pour
lequel p < o;(f;). Considérons le produit fibré suivant dans AC :

(X, £) 2 (X, 1)

[1x,-]I ] JUX]
(Xi,7) o7~ (X;p)
Montrons que a;(7) =p:
A € oy(m)
(A em=F(a))(p) A fi
JA"ep3B e f; of(A) AB < of(A)
JA"epdB e f; d,, (a}(A)AB)< A
JA'cpdBefi ANdy:B<A
Ae€p
Nous avons utilisé la condition de Beck-Chevalley dans C pour le passage
entre la quatriéme et cinquieéme ligne. De plus, le passage de I'avant derniére
ligne a la derniere ligne se démontre en remarquant que si B € f; alors,

aaiB € ai(fi) Cp

car p < o;(f;) par hypothése. On a donc A’ A 3,,B € p et on a clairement la
conclusion.

Ainsi, comme
(X:, m) 2 (X, p)

est couvrant dans AC, nous allons étendre 7 & un filtre premier ¢ tout en préservant
cette propriété de couverture et nous aurons le résultat. Pour arriver a cette fin
posons :

I={Be€Sc(X;)|FJA€Sc(X)\p B<aj4}
clairement, I est un idéal. De plus, # N I = @ car B € = N I si et seulement si
JAep3B' e f; A € Se(X)\p of(A) AB' < B< a}(4)

mais cela est impossible car on aurait :
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af(A) A B' < af (4)
d, (@ -(A)/\B’) <A
AN, B <A
et comme nous l'avons vu plus haut cela impliquerait que A’ € p donc on
obtiendrait une contradiction.

Ainsi, puisque 7 N I = ( on a par le théor2éme d’existence des filtres pre-
miers qu'il existe un filtre premier ¢ € P(X;) telquen C getgnN I = 0.
Ainsi, comme 7 C ¢ on a que [lx,] est admissible de (X;, q) vers (X;, ) et en
composant avec [¢;] on a la situation suivante :

(o]

(X 0¥ (X, m) > (X,p)

De plus, a;(g) = p car comme toujours «o;(q) < p et
A € o4(q)

aif(A) € ¢q
Ta gl 4
 Aep
d’otip < ¢;(g) etdonc o;(q) = p. Onadonctrouveq € P(Xi)telqueg <7 < f;
et a;(¢) = p, comme voulu. W

Avec cette nouvelle caractérisation nous allons démontrer que les familles
que nous avons déclarées couvrantes dans T forment bien une base pour
une topologie de Grothendieck sur AC. Comme la catégorie AC a des produits
fibrés, la définition de base peut étre simplifiée. La définition originale de base
qu’on retrouve dans [26] (p.221) se donne d’ailleurs sur une catégorie ayant
des produits fibrés.

(T est une base) Les recouvements de Ty forment une base | pour une topologie de
- Grothendieck sur AC.

PREUVE: Nous devons montrer les propriétés suivantes des bases sur les
catégories ayant des produits fibrés :

1 (X, )X, 1) € TulX, )
2. Si .
{(Xi, fi)-ﬂ(X, Flier € Tu(X, f)
et (Y, g)—[ﬂ>(X, f) € AC alors

(P ER (Y, )}y € TarlY, 9)
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ot cette derniere famille est obtenue en prenant les produits fibrés des
[e;] le long de [5].
3.8 g
{(Xi, £) 55X, Dier € Tu(X, 1)

et si pour chaquei € Tona
o
{(X5, fij)—;(Xiy fi)}jes € Tu(Xi, fi)

alors —
Q004
{(Xyj, fij) — (X’f)}iel € Tu(X, f)
jed;

La premiére propriété est évidente. La troisiéme propriété est évidente se-
lon la définition de T, Montrons donc la deuxiéme propriété. Comme nous
’avons vu dans 1'énoncé de cette propriété, nous devons considérer les pro-
duits fibrés suivants :

(X, £2) = (%, £)

(4 T a T 8]

(P, m3) —[——> (Y, 9)

a(]
Par hypotheése les [o;] sont dans Tys. Ainsion a
Vo< flel p<ailf)

ol p € P(X). Nous voulons montrer que
Vg<gIiel g<oj(m)

Soit ¢ < g un filtre premier. On consideére §(g) < f(g) < f qui est un filtre
premier sur X inférieur a f, donc par hypotheése il existe i € I pour lequel on

a f(q) < ou(fi)-

Montrons que cela implique que ¢ < aj(7;). En effet,

B € ol(m;)
o (B) € m
3C € fi3B' € g o(B)ABT(C) < o
3C€ /3B € g 3 (@(B)ART(CO) <
ICefidB €g BAT,(BC)<B

Mais puisque C est cohérente, le fait que

“(B)
B
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soit un produit fibré dans C implique, par la condition de Beck-Chevalley, que
le diagramme suivant commute :

Se(X:) . Sc(X)

o P
SC (Pz) ?,—?’ Sc(Y)
donc
=, (ﬁg*C’) =B
mais comme 3,,C € a;(f;) et nous avions vu que 3(g) < o4(f;) on en conclut
que 3,,C € [(g) d’otx

B (BuC) €4q
Finalement, comme B’ A §* (3,,C) < B on est forcé de conclure que B € ¢ (car
B' € getqg < gd’ou B’ € g). Ceci termine la démonstration du résultat. B

Nous aimerions maintenant comparer les topos de faisceaux engendrés
par ces deux sites : le site original sur 7C et le nouveau site sur AC. Notre but
est de démontrer que ces deux topos sont équivalents. Pour arriver a ce résultat
nous devons étudier la topologie induite par T sur la sous-catégorie pleine
7C. Le résultat suivant démontre que cette topologie induite est précisément
T,

PROPOSITION (Topologle induite par T sur 7C) Soit C une categorze cohérente. On considére
43.3 1y topologie induite par le site (AC, Tar) sur ’I’C C AC. Alors cette topalog*ze est
 équivalente d ln topologze Iy

PREUVE: Par définition de la topologie induite sur une sous-catégorie pleine
d’un site nous devons montrer que pour un cribble quelconque

S={(X i,pi)ﬂ (X, P) Yier

on a§ € Ty,(X,p) si et seulement si le cribble engendré par S dans AC est
couvrant pour Ty i.e. (S) € Ty
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(=) SiS € Tu,(X,p), alors il existe 35 € I pour lequel o, (p;,) = p. Ainsi,
on a bien que

Vg<pFiel q<op)

car on peut toujours prendre ¢ = 4y. Donc, on a clairement (S) € Tp(X,p) (par
la proposition précédente) car déja dans S on peut trouver ce qu'il nous faut.

(<) Si (S) € Tu(X, p), alors on a par la proposition précédente que
Vg < p3(Y,0)H(X,p) € (5) ¢< ailp)

en particulier on peut prendre ¢ = p et nous pouvons supposer que le [¢]
correspondant est dans S. En effet, les morphismes de (S) sont les morphismes
de AC qui se factorisent par un morphisme de S, donc leur image est toujours
inférieure ol1 égale a I'image des morphismes dans S. Ainsi, il existe ig € I tel
que p < a;,(ps,) donc a;y(pi,) = p et on en conclut que S € Ty, comme nous le
voulions. |

Le lemme de comparaison (c.f. [21] ou la référence originale [26]) nous
dit précisément que si la topologie T, est sous-canonique, alors le foncteur
restriction :

Sh(AC, Typr) — Sh(7C, Tas,)
est une équivalence. En fait, I’hypothése sur la sous-canonicité de T, n’est
pas nécessaire comme le montrent Kock et Moerdijk dans [16]. Donc, nous
obtenons bien le resultat voulu :
Soit C une catégorie cohérente. Le foncteur de restriction

Sh(AC, Tre) — Sh{7C, Tar,)

 est une équivalence de catégories. Ainsi, les deux présentations pour le topos des types
- sont équivalentes.

PROPOSITION
43.4

Méme sinous n’avons pas eu besoin de 'hypothéese que la topologie T, est
sous-canonique ; elle est tout de méme vraie comme le démontre la proposition
suivante.

(Sbusecaﬁdnicité de‘J'M) LatopolongMestmozns fine que:.la topoi.o.éie. carzomque
1.e. T est sous-canonique.

PREUVE: Selon [26] (p.226) la topologie canonique est la topologie des fa-
milles épimorphiques stables et effectives. Nous savons déja que les familles
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de T, sont stables. Nous devons donc montrer que les familles de la base de
T sont épimorphiques. Ceci est clair car si

{060 AT, Plier € Tl X, D)

alors

V Jea(Xi, £2) =V $Ea) (1)
el el

= V ai(fi)

= oulf)

iel

et clairement

Nei) = () 2> Ne=1

iel 1€] p<a;(fi) p<f

ol 'inégalité () se justifie par le fait que puisque les [a;] sont couvrants pour
Tum, chaque p < f est aussi inférieur & un certain o;(f;). Donc, le suprema
des images des [a;] est (X, f). On a donc montré que les familles de T3, sont
épimorphiques. Je laisse au lecteur le soin de vérifier quelle sont effectives.

Ainsi, par ce dernier résultat, les foncteurs représentables sont des fais-
ceaux dans Sh(AC, Tys). Nous avons donc un foncteur plein et fidele de C dans
la nouvelle présentation du topos des types : Sh(AC, Ty). En effet, ce foncteur
est simplement [-]¢ suivi de Yoneda. Par pure analogie avec le cas proposition-
nel on baptise ce foncteur Eg :

Ec¢

AC- 2 Sh(AC, T )

e AC

11 est donc naturel de ce demander a ce point-ci si ce E¢ se compare avanta-
geusement avec le M§ que Makkai a défini. La proposition suivante répond a
cette question.
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ProposiTion (Comparaison entre E¢ et M{) Soit C une catégorie cohérente, le foncteur restric-
435 tion fait commuter le diagramme suivant :

C—22> Sh(AC, Ta)

ME lm
Sh(rC, 'J‘Mp)

PREUVE: Le foncteur E¢ envoie un objet X € |C| sur
Yac([X]) = Hompe(—, [X])

qui envoie clairement un (Y, g) € |AC| sur les germes de morphismes de (Y, g)
dans [X]. En regardant la définition de M{ on s’appercoit rapidement que la
restriction de Yuc([X]) a la sous-catégorie 7C C AC nous donne le méme fonc-
teur que M (X). De plus, les tranformations naturelles intervenant dans M§
sont clairement des restrictions d’éléments du contexte de Yoneda. M¢ est en
fait clairement un artifice utilisé pour imiter Yoneda et faire comme sil’objet X
faisait partie de la catégorie 7C (comme c’est le cas dans la plus compléte AC).
Cette constatation démontre clairement le résultat. F

Nous avons maintenant assez de connexions de créées entre le topos des
types et les résultats que nous avons démontrés jusqu’a maintenant pour ten-
ter notre chance avec ces techniques et essayer de découvrir une propriété
universelle étendue pour le topos des types. Cette propriété doit jouer le role
de la proposition 1.6.2 dans le contexte de la logique du ler ordre. Nous sa-
vons d’avance que la preuve devra étre considérablement différente de celle du
théoréme 4.2.1 (comme il est démontré dans [23]). En effet, cette preuve utilise
de fagon intensive le fait que F est engendré par ses éléments premiers. Nous
n’aurons malheureusement plus cette hypothése dans nos tentatives d’exten-
sion de la propriété universelle aux topos complétement distributifs. Nous
procéderons donc autrement; en suivant notre intuition du cas du topos des
filtres.

4.4. EXTENSION DE LA PROPRIETE UNIVERSELLE DU TOPOS DES
TYPES

Comme dans le cas du topos des filtres $C, nous sommes clairements inté-
ressés par I'obtention d"une propriété universelle pour le topos des types 7C.
Mais comme la situation propositionnelle nous l'inspire, nous voudrions que
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- X € |C| et tout filtre f sur X l'équation :

4.4.1
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le topos des types soit universel parmis les p-modeles dans les topos complete-
ment distributifs. Il semble que cette classe de modeéles soit trop vaste pour que
le topos des types puisse tous les intégrer. Nous devons imposer, pour obtenir
I'universalité, une condition supplémentaire sur les modéles.

(m-modele) Un modele M : C — F est un m-modele si il statisfdif pour fout

V A\ MxA= AA&A

p<f Aep ; AEf

Dans bien des situations connues, se restreindre aux m-modeéles n’est pas
trop demander. Par exemple, lorsque le topos F est engendré par ses éléments
premiers, cette exigence devient vide comme le démontre la proposition sui-
vante.

(m-modeles dans les topos engendrés par leurs éléments prémiers) Sile to-
- pos F est engendré par ses éléments premzers alors tout modéle

C-5F

 est un m-modéle.

PREUVE: Les topos engendré par leurs éléments premiers sont comme les
treillis engendrés par leurs éléments premiers : nous pouvons y raisonner avec
des éléments (les premiers). Pour X € |C|, considérons pour 7 un objet premier
de F un n-élément de M X :

- MX € F

pour lequel on ait que

Be N\ MxA

Aef

c’est a dire qu'il existe un morphisme de 7 dans ce dernier infima qui fait com-
muter :

B - MX (4.4.1)

34 /

/\ MxA
Acf
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On considére alors I'ensemble de sous-objets de X dans C suivant:

( \

C’est ce qu'on appelle le type de 1'élément 5 de M X. Clairement ¢(5) est un
filtre sur X. En effet,

A, B e t(B)
3577 < MxA 3517 < MxB
Elﬂn < MxANMxB = Mx(A/\B)
AN B € t(p)

De plus,

AV B e t(B)
Elﬂn S Mx(AVB) = MxAVMxB
Jgn < MxAoud;m < MxB __ +
A€ ouB € i(B)

car I'image d’éléments premiers de MX € |F| sont des éléments complete-
ments premiers du treillis des sous-objets de M X et sont donc en particulier
V-irréductibles. On a donc montré que #(5) est un filtre premier sur X.

De plus, ce filtre premier contient f par le diagramme 4.4.1. Donc ¢(8) < f.

Ce filtre premier a la particularité que pour chacun de ses éléments A;
'élément § se factorise par Mx A. Ainsi § se factorise par

MX,4(8)= N\ MxA
A€t(B)

Nous avons ainsi montré que tout 7-élémentde A ,. 5 Mx Aestunn-élément
de

/\ MxA

Acp
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pour un certain filtre premier p < f. Ainsi, tous les 7-éléments de A ,. FMxA
sont des 7-éléments de
V N\ MxA

p<f A€p

L’inclusion inverse est toujours vérifiée, donc nous avons bien montré que M
satisfait la condition d"un m-modele. [

Si le topos F est engendré par ses éléments premiers, alors tout p-modele
est un m-modele, donc cette restriction ne semble pas trop contraignante. En
fait, elle nous permet d’oublier la notion de f-modéle vue dans le chapitre 3
pour la remplacer par la notion de p-modele. La proposition suivante traite de
cela.

Prorosimion (Equivalence entre f-modeles et p-modele sous m) Soit C25F un m-modéle
4.4.2 15rs
M estun p-modéle <= M estun f-modéle

PREUVE: Seule la direction (=) est non-triviale. Soit X € |C|, f un filtre
sur X et X—Y € C.On considére le morphisme

(X, EH(v,a(f)) € AC

Dire que M est un f-modele équivaut a demander que M envoie ce dernier
morphisme sur un épimorphisme dans F. Pour démontrer ce fait on considere
pour un ¢ < a(f) premier le produit fibré suivant :

(X, f) = (Y, a(/))
/J ’1[11']
[a] (Y)q)

dans lequel on a étendu r & un filtre premier p, tout en préservant la propriété
de couverture de [o].

On remarque que par définition de p-modele M envoie le morphisme courbe
du bas sur un épimorphisme dans F. De plus, comme M est un m-modéle, on
a que la famille de tous les morphismes [1y] a droite (pour tous les ¢ < a(f))
est envoyée sur une famille épimorphique dans F.
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Nous avons donc trouvé une famille épimorphique

(w0 S v, 0(e)}

dans F dans laquelle chaque morphisme se factorise a travers
(X, I, off)

donc ce dernier est un épimorphisme. N

La proposition suivante nous indique une propriété trés pertinente dans
notre situation pour les m-modeles. Nous verrons plus loin qu’elle explique la
nécessité de la notion de m-modéle.

(Nécessité de la condition m) Soit C une catégorie cohérente et C25F un p-
modele de C. Alors le foncteur M est continu pour la topologie Ty si et seulement si

M est un m-modele.

PREUVE: («) Soit
(X F)ER(X, ) ier € Tu(X, f) 442)
alors par définition cela veut dire que
Vp< f3¢ < fi culas) =pi
c’est 4 dire qu’on a un diagramme commutatif de la forme :

(X, £) =2 (X, f)

[1X‘.]I o J\[lx]
(Xiy q:) N (X,p)

qui est envoyé par M sur le diagramme suivant :

a Mlo;] -
M(X;, f;) —> M(X, f) (44.3)
M[]-X,‘] o M[]-X]

M(X;, q) T M(X,p)

et le morphisme du bas est demeuré épi car M est un p-modele.
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De plus, comme M est un m-modeéle, on a que la famille suivante est en-
voyée sur une famille épimorphique par M :

{02, N)es

donc, pour chaque p < f on trouve le g; correspondant et la famille obtenue
en composant les morphismes en bas et & droite dans le diagramme 4.4.3 nous
donnera une famille épimorphique. Toujours en regardant le diagramme 4.4.3
on voit que les morphismes de cette deniere famille se factorisent tous par les
morphismes de la famille 4.4.2 transportée dans F par M. Donc M envoie bien
la famille 4.4.2 sur une famille épimorphique dans F i.e. M est continu pour la
topologie Ty

(=) On suppose maintenant que M est continu pour la topologie T . Clai-
rement, on a que la famille suivante est un recouvrement de T :

{060 2 (X, )Y e € Tu(X, £)

Ainsi, puisque M est continu on a par le calcul de la proposition 4.2.2 que

V 3 (M(X,0)) = \/ A\ Mxd= \ Mxa

p<f p<f Aep Aef

ce qui est clairement la définition de m-modéle. |

Comme nous l’avons fait dans le cas du topos des filtres nous sommes
amenés & tenter de relever la situation propositionnelle a notre contexte plus
général de la logique de premier ordre. Pour cela, nous devons caractériser les
treillis des sous-objets d’objets qui proviennent de C. Cette caractérisation ne
se retrouve pas littéralement dans [23]. Nous utiliserons toutefois un lemme
provenant directement de [23] :

LEMME (Proprletes des treillis de sous-objets dans 7 (C )) Soit C une catégorie cohérente,

44.1

C € |C|. On a les propriétés suivantes pour le plongement ME de C dans son topos

- des types :

1. Le treillis S7c(MEC) est engendré par ses éléments completement premiers
qgui sont tous de la forme Y,c(C, p) oit p € P(C). ‘

2.8ipe P,(O) alors Y.¢(C,p) = /\ Acp Mg cA
3.5iAe SC(O) etp € P.(C), alors :
5O < Mioh s Ay
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Nous obtenons un corollaire immédiat de ce lemme.

CoroLLARE  (Transfert de Vordre) Soit C une catégorie cohérente, C € |C|etp, p' € Po(C), alors
441 , : :
bre(O) <YeeCr) = 7 €

PREUVE: (=)

Aep = Yc(C,p) < My A
= Y7c(C,p) < M5 oA
= A€p

(<)

P Cp=Y.c(C,p) = /\ MgoA < /\ M; oA = Y:c(C, 1)

Acp Aep!

Regardons maintenant la caractérisation des treillis de sous-objets d’objets
provenant de C.
PROPOSITION (STc(Mé:C) est 1som0rphe a"s;;'(c):*#) Soit € une catégone cohérente, O € IC|. I
444 existe un isomorphisme de treillis complets uniquement déterminé :
M + S¢(C)* — Sro(MEC)

PREUVE: Comme S7¢ (M C) est engendré par ses éléments complétement
premiers, il existe, par la propriété universelle du double dual, un unique mor-

phisme de treillis complets ME tel que le diagramme suivant commute :

Sc(CP—=L s (0)*
S lM_
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On montre que MY est un isomorphisme de treillis complets. Nous avons vu
dans le chapitre 1 comment M§ , se calcule. Alors, on a

Méc—c(X)= \/ /\M(d):cA

pEX A€p

= \/ HTC (C, p)

peEX

par le lemme précédent.

Notons par Wx — MEC ce sous-objet. Maintenant, donné W — M$C
nous désirons trouver un Xy € Sc(C)** tel que les opérations :
Wi-)
Sc(C)*# Sre(M§C)

[ S—
Xy

soient inverses 'une de l'autre.

On pose bien-stir
Xw = {p € Pr(c) I 1érC(C; p) < W}

Clairement, Xw est une partie fermée supérieurement de Sc(C)*. En effet, si
p € Xw etp < p', alors par le corollaire précédent

ch(C,p’) S HTC(Ci p) S W
donc p' € Xw .
On a bien que Wx,, = W. En effet,
9rc(C,p) W <= p€ Xw
— IPp'eXy pPCp
< I € Xw Y.c(C,p) < Yc(C,p)
= Yc(Cp) <\ Ye(CP)

reXw
— HTC(CJP) S WXW

Comme les Y.¢(C, p) sont les éléments premiers de S¢(MEC) on a le résultat.
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On a aussi que Xy, = X. En effet,
pE XWX — H.,-c(c p) < Wx
— HTC C p \/ ldTC 1p

pEX
<= ' € X Y:c(C,p) < Yre(C, D)
— P eX pCp
+— pe X

De plus, les deux applications préservent clairement 1’ordre, donc on a bien
affaire & un isomorphisme d’ensembles partiellement ordonnés et donc un iso-
morphisme de treillis complets. B

Nous sommes maintenant préts a donner le résultat principal de ce cha-
pitre soit la propriété universelle étendue du topos des types.

ThEoreme (Propriété universelle élargie de.T( C)) Soit C une categorie cohérente, F un topos
441 completement dzstrzbutzf et M : C — F un p-modele de C qui est aussi un m-modele.

- Alors il existe un unique morphisme géométrique (M*, M,) : F — T(C) tel que le.
 diagramme suivant commute ; -

C —5 T(C)
L
j’:

- De plus, M* préserve les infima quelcongues de sous-objets.

PREUVE: Puisque M est un p-modele et un m-modele on a par la proposi-

tion 4.4.3 que M est continu. Comme M est lex on a qu’il induit notre unique
morphisme géométrique (M*, M,) faisant commuter le diagramme suivant :

C B AC- Yac T(C)
f

Nous voulons montrer que M* préserve les infima arbitraires lorsqu’il agit
sur les treillis de sous-objets. Pour montrer cela, il suffit de le faire pour les
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objets qui proviennent de C car tous les représentables sont des sous-objets
d’objets qui proviennent de C. Soit C' € |C| quelconque. Nous avons alors les
actions suivantes des foncteurs entrant en jeu au niveau des sous-objets :

Sc(C)*

y ~lw ME
= (=)Mo ¢

Mg
Sc(C)>—C> STC (Mg:C)

T |

SF(MC)

Nous avons vu que le triangle du haut commute a la proposition 4.4.4 et la
discussion précédente nous montre bien que le triangle du bas commute.

Par la propriété universelle du double dual, puisque le treillis Sz (M C) est
complétement distributif, il y a un unique morphisme de treillis complets qui
peut jouer le role de la composition des deux morphismes verticaux et ainsi
faire commuter le triangle extérieur. Donc, pour montrer que la composée de
ces deux morphismes préserve les infima arbitraires, il suffit de montrer qu’elle
se calcule de la méme fagon que cet unique morphisme : M.
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On a en effet pour X € S¢(C)** que

e (35500) = 4\ J\ o)

peX A€p

=\ M (/\ M(?CA>

pEX Aep

= \/ M, (/\ Yacic ([A]))

peEX Acp

= \/ M&Yaciq) (/\[A])
peX A€p
= \/ MZYcio)(C,p)

peX

peX

=V A Meod

pEX Acp
= Mcc(X)

Ainsi, la composition des deux morphismes verticaux nous donne l'unique
Me dela partie propositionnelle qui préserve les infima quelconques. Comme
le morphisme vertical de la partie du haut est un isomorphisme de treillis com-
plets, on en conclut que M} en est un aussi. |

Remarquons que nous obtenons comme corollaire immédiat de ce résultat
la propriété universelle originale du topos des types. En effet, sous 'hypothése
que F est engendré par ses éléments premiers la condition d’étre un m-modele
devient automatiquement vérifiée. De plus, nous pouvons également formuler
ce dernier résultat en termes d’équivalence de catégories de modeéles ; comme
nous I'avons fait jusqu’ici pour les autres propriétés universelles importantes.
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(Autre formulation de la propriété universelle étendue) Si on dénote jmzf
mp — Mod(C, F) la catégorie des p-modeles qui sont aussi des m-modeles, alors la
composition avec E¢ induit une équivalence de catégories :

A\ —Geom(F, 7€) X mp — tod(C, F)

PREUVE: La précomposition de la partie image inverse d"un morphisme
géométrique M* qui préserve les infima arbitraires avec un p-modéle donne
un p-modeéle. Le méme phénomene se produit pour la notion de m-modele. En
effet, la définition de m-modele fait intervenir des suprema et des infima de
sous-objets et M* préserve justement tous les infima et suprema. De fagon plus
précise, donnons-nous un morphisme géométrique (M*, M,) : F — T(C)
puis prenons X € [C| et f € F(ScX) quelconques. Si on pose M = M* o E¢, on
a alors :

V A Mx(4) =\ A\ (M0 Ec)x(4)

p<f Aep p<f Aep

=V A Miex (Bex(4))

p<f Aep

s (VA Ecxun)

<f Aep

-t et
Aef
= \(M" o E¢)x(A)
Aef

= N\ Mx(A)

Aef

Donc M = M* o E¢ est un m-modéle. Nous avons clairement utilisé que
E¢ est un m-modele (ceci est évident car 7(C) est un topos engendré par ses
éléments premiers).

La propriété universelle énoncée au théoréme précédent nous donne que le
morphisme de précomposition avec E¢ de I'énoncé est essentiellement surjec-
tif. Le fait qu'il est plein et fidéle provient de la correspondance du théoréme de
Diaconescu (voir [21] p.409 ou I'original [6]) qui dit que la précomposition avec
ac ©Y¢ induit une équivalence de catégorie entre les morphismes géométriques
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de

Geom(F, Sh(C, T¢))
et les foncteurs lex et T¢-continus de € — F ot (C, T¢) est un site quelconque.
Les détails sont laissés a la discrétion du lecteur. |

Encore une fois surgit la question suivante : Avons-nous vraiment généra-
lisé la propriété universelle du topos des types ? Autrement dit, connaissons-
nous des exemples de topos complétement distributifs qui ne sont pas en-
gendrés par leurs éléments premiers ? La réponse vient facilement lorsqu’on
reconsidere I'exemple que nous avions donné d'un treillis complétement dis-
tributif L qui n’est pas engendré par ses éléments premiers (voir page 34). Il
suffit en effet de considérer le topos des faisceaux sur ce L. Clairement Sh(L)
n’est pas engendré par ses éléments premiers car le treillis des sous-objets d'un
objet terminal est S(1sy()) ~ L ; et L n’est pas engendré par ses éléments pre-
miers comme nous l'avons choisi. De plus, il est facile de voir que Sh(L) est
un topos complétement distributif. En effet, ce topos est localique, donc il est
engendré par les sous-objets d'un de ses objets terminaux. Nous avons juste-
ment vu que les sous-objets d"un objet terminal dans Sh(L) est isomorphe a L
qui est completement distributif tel que choisi. Cette propriété des générateurs
s’étend naturellement aux autres objets du topos. Nous avons donc bien ex-
hibé un exemple de topos complétement distributif qui n’est pas engendré par
ses éléments premiers. Ainsi, notre propriété universelle s’adresse bien & une
classe plus grande de topos.

4.5. CONCLUSION

Ce chapitre nous a permis de mettre a 'épreuve autant notre intuition que
les techniques de généralisation que nous avons développées jusqu'ici. Le test
s’est passé avec succés. Nous avons réussi a exposer une approche alterna-
tive au topos des types qui nous a permis de raisonner avec ce topos; un
peu comme nous l'avons fait avec le topos des filtres. De cette facon, nous
avons réussi a démontrer une propriété universelle étendue analogue a celle
du double dual. Le topos des types est donc un candidat parfait pour étre ca-
nonisé “généralisation du double dual” pour la logique du premier ordre. Le
prochain chapitre mettra de I'avant plusieurs résultats qui confirmeront ces
intuitions.



Chapitre 5

LIENS ENTRE LE TOPOS DES FILTRES ET LE
TOPOS DES TYPES

5.1. INTRODUCTION

Dans le présent chapitre nous allons généraliser le travail de comparaison
qui a été fait au niveau de la logique propositionnelle dans les sections 2.2,
2.3 et 2.4. On se rappelle que nous avions montré que le double dual est un
sous-locale ouvert et dense du locale des filtres. Ici, nous allons montrer que le
topos des types est un sous-topos ouvert dense du topos des filtres. De plus,
nous allons généraliser le théoréme 2.3.3 qui donne des conditions pour que
le morphisme de comparaison entre le locale des filtres et le double dual soit
un isomorphisme. Nous profitons aussi ce chapitre pour comparer le topos
des filtres avec le topos classifiant. Finalement, nous démontrons que les deux
constructions généralisées réfletent les isomorphismes.

Etant donné que le gros du travail est déja fait. Le présent chapitre est un
déploiement organisé des idées développées jusqu'ici. Le fait que ce chapitre
soit le dernier n'indique nullement que nos possibilités soient arrivées a leurs
limites extrémes. A la fin de ce chapitre, nous devrons nous quitter; et ce sera
justement au moment olt nous seront plus a l'aise que jamais dans ce petit
monde.

5.2. UN MORPHISME GEOMETRIQUE LIANT LES DEUX TOPOS

Dans la présente section nous allons nous intéresser & une comparaison des
deux topos au niveau des sites. Ce ffit la direction de mes premiéres tentatives.
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Je I'ai laissée intacte ici méme si, comme nous le verrons dans la prochaine sec-
tion, nous pouvons utiliser la propriété quasi-universelle du topos des filtres
pour donner immédiatement un foncteur de comparaison. Nous aurons donc
une idée de la puissance de ces propriétés universelles.

(Comparaison des sites) Soit C une catégorie cohérente. La catégorie des types TC
est une sous-catégorie pleine de la catégorie des filtres AC et le foncteur inclusion :

TC—> AC
est continu et co-continu entre les sites (7C, Tys) et (AC, Tp).

PREUVE: Nous savions déja que 7C est une sous-catégorie pleine de AC.
Montrons maintenant que ¢ est continue. Nous montrons que les recouvre-
ments basiques de la topologie de Makkai sont aussi des recouvrements ba-
siques pour la topologie de Pitts. Soit {(V, q)—(X,p)} € Tauo(X,p). Par défi-
nition des recouvrements de base pour la topologie de Makkai, ceci entraine
que a(q) = pie. {(V,q)—(X,p)} € Tro(X,p). Donc i préserve les recouvre-
ments.

Montrons maintenant la co-continuité de i. En observant la définition dans
[21] (p.412) on voit bien notre objectif : prendre un recouvrement S € T (i(X, p))
et le relever & un recouvrement R € Ty, ((X, p)) de telle sorte que i(R) C S.

Ici, i(X, p) = (X, p). Soit
S = {(Xi, £)"HX,D)}ier € To(X,p)
alors il existe I' C I fini tel que
§ = {(Xe, F)EHX,P)}ier € Tro(X, )

Mais par définition de la base pour la topologie de Pitts (qui est la topologie
pré-canonique) ceci veut dire que

\/ EI[Ofi] (I(Xi:fi)) = 1x,p)

i€l
et en se rappelant comment les images et les suprema au niveau des sous-objets
cette derniére équation se rameéne a:

(Neilfs) =p (5.2.1)

el
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Mais rappelons-nous qu’un filtre premier p peut s’écrire comme une intersec-
tion finie de filtres g; si et seulement si un des g; est p (ce résultat a été utilisé
dans la preuve de la proposition 2.2.1). Ainsi, il existe un iy € I' pour lequel
ai,(fi,) = p. Pour trouver le cribble R recherché il nous suffit de trouver un
recouvrement de base de Makkai de (X, p) qui soit contenu danrz ﬁ' Jusqu'a
maintenant, nous avons trouvé un morphisme de S soit (X;,, fi,)—> (X, p) tel
que a;,(fi,) = p. Pour obtenir un recouvrement de base de Makkai nous avons
besoin de trouver dans S un morphisme du type (Y, 7)—(X,p) ot a(q) = p.
L'idée est d’étendre f;, a un filtre premier ¢ tout en préservant sa propriété
fondamentale soit o, (fi,) = P

Pour effectuer cette derniére étape, nous utiliserons le théoréme d’exis-
tence des filtres premiers. Posons :

7=4{a) [ 4€ 500\

Clairement, J est un idéal. En effet, J est clairement une partie fermée infé-
rieurement de S(X,,). De plus, si B < of (A) et B' < of (A'), alors BV B’ <
o (AVA)dou BV B € J(car AV A' € S(X) \ p puisque p est premier et la
propriété distinctive des filtres premiers est que AV A’ € p doit impliquer que
A € pou A’ € p, mais ni un ni l'autre ne tombe dans p). De plus, f;, et J sont
disjoints car si B € f;, N J, alors il existe un A € S(X) \ p tel que B < aj, (A4)
mais ceci veut dire que o}, (A) € f;, (car B € f;,) d’ott A € a(f;,) = p et nous
avions supposé que A ¢ p.

Ainsi, par le théoréme d’existence des filtres premiers : il existe un filtre
premier q tel que f;, C ¢ et ¢ N J = (). Montrons maintenant que a;,(q) = p.
L'inclusion p C «;,(g) se démontre comme suit :

Aep = of(A)€ fi, car a;(fi) =p
= aj(A)eq car fi, Cg
= A€ oy(q)
tandis que l'inclusion inverse comme suit :
Acay(q) = af(A)eq
= a;(A)¢J car qnJ =0
= Ae€p

et cette derniére implication vient du fait que si A ¢ p alors par définition de J
on aurait o (A) € J ce qui nest pas le cas par hypothese.
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Ainsi, en composant les deux morphismes
[a,o]
( 101 q) 4 (-sz f'Lo) ( p) (52.2)

on obtient bien un morphisme qui est en lui-méme un recouvrement de base
pour la topologie de Makkai :

Ro = {(Xi» 0) 23 (X, p)} € Tao( X, p)

Ensuite, nous posons naturellement R = (Ro) (R est donc le cribble engendré
par le singleton Ry). Il ne nous reste qu‘a vérifier que R C S (en effet, i(R) = R).
Pour cela, il suffit de montrer que Ry C S. La composition a la ligne 5.2.2 ci-
dessus et le fait que

(Xign i) 28(X,p) € S

nous donne immédiatement cela car S est un cribble et donc toute composition
(a droite) avec un morphisme de S reste dans S. |

Le résultat suivant est classique. Le lecteur trouvera une preuve dans [21].
Il nous permet de construire facilement un morphisme géométrique entre nos
deux topos.

(Morphisme géométrique induit par un foncteur co-continu) Soient (C, T¢),
(D, Tp) deux sites et 7 : D — € un foncteur co-continu. Alors 7 induif un mor--
phisme géométrique f : Sh(D,Tp) — Sh(C,T¢) dont le foncteur zmuge inverse
satzsfazt FA(E = aD(F o) pour F € Sh(C, T¢).

La preuve de la proposition suivante s’inspire de celle la proposition 1
de [21] (p.509). Comme nous n’avons pas les mémes hypothéses nous devons
adapter cette preuve a notre contexte.

(Morphisme géométﬁéﬁé ouvert de coxhparaison) Lefohcteur inclusion de la.

- proposition 5.2.1 induit un morphisme géométrique ouvert ;
flk
o(C c
©L-7©
£+
PREUVE: La proposition 5.2.1 appliquée en prenant I'inclusion de la pro-

position 5.2.1 pour 7 nous donne le morphisme géométrique annoncé. Le res-
tant de la preuve sera ainsi dédié a vérifier que ce morphisme géométrique est
ouvert. Pour cela, nous devons construire pour chaque E € |®C| un adjoint &



188

gauche pour le foncteur

f& + Sec(E) — St(¢) (f£(E))

qui est simplement f* appliqué au niveau des sous-objets de E. On se rap-
pelle que le treillis des sous-préfaisceaux fermés d’un préfaisceau donné E est
isomorphe au treillis des sous-faisceaux de aF. Ainsi,

S7(c) (f5(E)) = St(c) (arc) (E 04)) = C — Spyereor (B 0 1)

Nous allons montrer dans ce qui suit que si B C E (B est un sous-faisceau
du faisceau E), alors B o i est un sous-préfaiceau fermé de E o i. Ainsi, nous
pouvons calculer ff en deux étapes :

Ssc(E) —— % C — Sgpyeeor (B 0i) ——> Sy(o)(f*E)

Supposons donc que B C F est un sous-faisceau et démontrons que B o
i est un sous-pré-faisceau fermé de E o i. Rappelons-nous la condition pour
qu'un sous-pré-faisceau soit fermé (voir [21] p.509) : Bo ¢ C F o i est fermé si
et seulement si

V(X,p) € 7CVz € (E04)(X,p) (Sz,Bei € Tu(X,p) = z € (Boi)(X,p))
ol1 S; po; est le cribble suivant :
Sz,pei = {[o] : (Y,q) — (X,p) |z -[a] € (Boi)(Y,q)}

Soient (X,p) € TCetz € (E 0i)(X,p) = E(X,p) quelconques, on suppose que
Se,Boi € Tu(X, p). Nous voulons montrer que z € (Boi)(X,p)ie.z € B(X,p).
Comme i est continue on a que (i(S;,poi)) € Tp(X,p). Mais les éléments de
1(Sz,Boi) sont aussi des éléments de

Sep ={[8]: (Z,f) — (X,p) | z-[8] € B(Z, f)}
En effet, si[e] : (Y,q) — (X, p) € i(S;,5.:) alorsona
z-[o] € (Boi)(Y,q) = B(Y,q)

par définition méme.

Et comme S, p contient i(S; p.:) et que ce dernier est un recouvrement
on a que S; p est aussi un cribble couvrant. De plus, comme B est un sous-
faisceau de E c’est un sous-pré-faisceau fermé de E donc dire que S, 5 est
couvrant nous donne que ¢ € B(X, p) par la condition de fermeture au niveau
des cribbles. Ainsi, nous avons bien montré que B o i est un sous-pré-faisceau
fermé de E o1i.



189

Jusqu’a maintenant, nous avons vu que pour étudier le morphisme d’ordres
partiels f5 (et lui trouver un adjoint & gauche) il nous sulffit d’étudier le mor-
phisme d’ordres partiels

() o1: Scpc(E) — C — SEns"°°p (E o ’I,)

Soit Q € C — Sg,rcor (E 014). Soient (X, f) € |AC| etz € E(X, f). On pose :

T, = <{<Y, DX, £) | (Vig) € IrC], o (W] € Q¥, q>}>

et
QX,f)={z € E(X,f) | Tu € To(X, f)}

Le @ que nous venons de définir est (a isomorphisme pres) 'adjoint re-
cherché. Pour montrer cela nous procéderons en plusieurs étapes. Nous allons
premiérement démontrer que () est un sous-préfaisceau de E pour ensuite

démontrer qu’il est fermé comme sous-faisceau. Ensuite, nous allons préciser
la construction de l'adjoint a gauche de f puis nous terminerons en montrant
sa naturalité.
Montrons que @ est un sous-préfaisceau de E. Soient z € Q(X, f) et
o]
(Z’ g)'_—)(Xa f) € AC

Nous voulons montrer que z - [a] € Q(Z,g). Comme z € Q(X, f)ona que
7. = (0060 | (o) € 1, 211 € QY,a} ) € To(X, )
Pour montrer que z - [a] € Q(Z, g) il faut montrer que

To = <{(W, N (Z,g) | Wr) € 7Tl (z-[e]) - [K] € QW 7‘)}> € Tr(Z,9)

Premieérement, on remarque que 7, € Tp(X, f) entraine, par définition de
la topologie de Pitts sur AC, qu’il existe une sous-famille finie

telle que R € Tpy(X, f) (en effet, nous pouvons choisir les [h;] parmis les
générateurs de T,). Considérons maintenant la famille des produits fibrés sui-
vants dans AC :
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P,m;) —(Z,
Essayons d’étendre chaque 7; a un filtre premier r; tout en conservant intacte
I'image de [h}]. Pour cela, on pose

I=1{K'(B)| B €S(2)\ i(m)}

Clairement, I est un idéal et 7; N I = (. Ainsi, par le théoréme d’existence des

filtres premiers il existe un filtre premier r; O 7; tel que r; N I = (. Montrons

que hi(r;) = hi(m;). Comme 7; C r; on a trivialement h}(m;) C hi(r;). De plus,
B e h",;. (’l" i)

h’ (B) €r;

i (B) ¢ 1 L
B € hi(m)
Nous avons donc construit pour chaque i =1,2,... ,n le diagramme commu-

tatif suivant :

el

(Ye, 1) — (X, f)
[anT T[a]
(B, 1) ——(Z,9)

(A3
et comme les [h;] forment un recouvrement de base de (X, f) et que les
(P 1) 5(2,9)
du dernier diagramme ont la méme image que les
(P )+, 9)

I"avant dernier diagramme qui étaient obtenus en prenant le produit fibré des
[h] 1e long de [a] (et le produit fibré d’une famille couvrante donne aussi une
famille couvrante) on a que

[
(Iji: 'ri)—>(Z1 g) € ‘IPO(Zy g)

Dongc, si on réussit 8 montrer que ces [h;] C T;.[o) On a terminé car nous voulions
précisément montrer que T%.[o) € Tp(Z, g). Prenons en effetuni € {1,2,... ,n}
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quelconque. On a:

(z-[a])-[A] = z-([e]o[h])
z « ([hi] o [0f])
(z - [hi]) - [ed]
Mais les [h;] sont dans T, donc z - [h;)] € Q(Y;,¢) et comme @ est un sous-
préfaisceau de E o i (par hypothese) ceci entraine que

( - [hil) - [ed] € Q(Pr,s)
Nous avons donc montré que T;.[q) contient les [h]]. Ceci termine la démons-
tration du fait que @ est un sous-préfaisceau de E.

Passons maintenant 4 la deuxiéme étape annoncée plus haut : Q est fermé.
Nous utiliserons le méme critére de fermeture que nous avons utilisé au début
de la démonstration. Soient (X, f) € |AC| etz € E(X, f). On suppose que

S.a={181: (Z.9) — (X,£) |z (8] € Q(Z,9) } € To(X, f)
et on veut montrer que z € Q(X, f). On se rappelle que

z-18]€Q(Z,g) <= Tuis € Te(Z,9)
Ainsi,
S,5=1{8:(Z.9) — (X, f) | Toys) € Te(Z,9)} € To(X, f) (5.2.3)

Maintenant, considérons
7. = ({05060 | (40 € rtl, ool € ;) )

Nous voulons montrer que T, € Tp(X, f) i.e. z € é(X , [). Pour cela, nous
allons montrer que

Vbl € S, 5 18'(T2) € Tp(Z, 9)
cela suffit car par la propriété de transitivité des topologies de Grothendieck
nous aurons T € Tp(X, f) ie. z € Q(X, f) comme voulu.

5i[6] € S, g onavu (alaligne 5.2.3) que cela veut dire que

T = (P 2520 | (P € el G- 18) - € QENY ) €74(2,0)
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Nous montrons que T.;5 C [8]*(T;) et on aura fini car cela montrera que quel
que soit (3] € S, 5 on a toujours [8]*(T;) € Tp(Z, g) comme voulu.
Soient (8] € S, 5 et [h] € Ty.(5. Ona

z-([B]o[h]) = (z-[8]) - [A] € Q(P,7)
car [h] € T,.5 Ainsi, [#] o [h] € T, (par définition de T}) et ceci veut précisément
dire que [h] € [6]*(T%).

Nous avons donc montré que ) est fermé.

Nous sommes maintenant préts a définir de fagon explicite ’adjoint a gau-
che de f3.Si B € S7(c)(f*E), alors on pose :

fer = axe (I/TFE)

Pour vérifier que nous avons bien défini un adjoint a gauche pour f il est
suffisant de montrer que le morphisme

() 1 0 = Sy o0 (B o) — O =8, svor(iscE)
est adjoint a gauche pour le morphisme
() oi:(C — SEnsACOP (iAcE) —C - SEns"C°p (E o ’L)
En effet, si P € C — Sg acov(incE) et Q € C — S, -cor (E 0 7), alors on montre
que
QcP
QCPoi

en deux étapes.

(4) Soient (Y,q) € |7C et y € Q(Y,g), on veut montrer que y € P(Y,q). Pour
cela, il suffit de montrer que y € Q(Y, ¢) (par hypothése) i.e.

T, = <{(Z7 NIh(Y,q) | (Z,r) € IrCl, y-[h] € Q(Z, T)}> € Tp(Y,q)

Mais c[ ]mme y € Q(Y,q) et Q est un sous-pré-faisceau de E o 4, quel que soit
(Z,7)—>(Y, ¢) on aura toujours y - [h] € Q(Z,r) d’ol1 T}, est le cribble maximal

sur (Y, q) (qul est toujours couvrant). Donc, y € Q(Y,q) C P(Y,q).
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(1) Supposons que @ C P o alors Q C P oi. On montre que Poi C P.Soit
z € E(X, f), Supposons que z € P oi(X, f) i.e.

T, = <{(Y, DX, 1) | (V,q) € Ir€], z-[h] € P(Y, q)}> € To(X, f)

Mais comme P € C —Sg_acor (iacE) on a que P est un sous-pré-faisceau fermé
de iycE et puisque

Sup = <{<Z, M (X, 1) [ (Z,6) €Tl z-[K] € Q2 e>}>

contient T, on a S, p € Tp(X, f) dot z € P(X, f). On a ainsi montré que
Poi CP.

Pour terminer la preuve nous montrons la naturalité en E de fg. Ceci cor-
respond a la commutativité du diagramme suivant dans lequel '+ E est une
transformation naturelle de ®C :

S5(f*E) 2> Sec(E)

(f*(a))'l la*

Sp(f"E') 7 Sac(E)

Dans notre contexte particulier, il nous suffit de montrer la naturalité de I'opé-
rateur (-) i.e. la commutativité de

C - SEnsrcop (E o Z) L)-E—> C - SEnsACOP (E) (524)

a*oil la*

C =T SEnSTC"P (E, o Z) ? C - SEnSACOP (E,)
Jgt

Remarquons que le (f*a)* s’est métamorphosé en «o* o i. En effet, comme f*
est lex (étant 'adjoint & gauche dans le morphisme géométrique) on a pour
A € Sy (f*E):

(fr)"(4) = f*(@"4) = ac(a*A oi)

Ainsi, si on veut calculer au niveau des sous-pré-faisceaux fermés, si ) € C' —
Sgnsrcor (E 0 1) on a affaire au simple morphisme a*Q o i.
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La commutativité de 5.2.4 revient & montrer que
a* (Av) =arAoi
Soit (X, f) € |AC|ona:

T €a’ (X) (X, f)

ax.p(z) € AKX, f)
Ta(xlf)(m),A = TP(X) f)

<{(Y, DX, 1) | epn(@) - 7] € ALY, q>}> € To(X, )

({0 955,1) | B (o (@) € AV,0)} ) € To(X. ) "
({0 B x. 1) oy (B @) € AT, 0} ) € T, /)
{0 n 1 2@ € oy gAtria)} ) € T2(X, 1)
{00121 € o ya¥a)} ) € 72(,)
Tx,a‘Aoi € r-TP(Xa f)
S aa_gi
ol1 le passage (*) se justifie par la commutativité de
B'(X, f) =% E(X, f)
E'[h]l lE[h]
B(Y,q) 5 E(Y,q)
qui est due a la naturalité de a. |

La proposition suivante ajoute deux propriétés & notre morphisme géo-
métrique de comparaison entre les deux topos : c’est un plongement et il est
dense.

Proposion  (T(C) est un sous-topos ouvert dense de &(C)) Le morphisme géométrique de Ia
523 proposition 5.2.2 est un plongement ouvert dense de topos.
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PREUVE: Pour montrer que f est un plongement, nous montrons que f* o
f« = Id. Pour cela, nous utiliserons la formule pour f, quiest:

(G) = colim®® Vs (X,
f(G) (Xo)m)ef G sc(X, p)

Comme f* a un adjoint a droite (f,) il préserve les colimiteseton a:
(.G *| colim®® X, )
Fiae) = f (((X,p),m)ef FoelXop)

= colim”© f* (Vpe(X,
((X’p),z)efcf (Vac (X, p))

2 colim’(©®y X,
golim  PTe )

G
La preuve de 1’étape (x) se fait comme suit :

" (Voc(X,p)) = arc(Vac(X,p)oi)
= a,¢c (Hompe (—, (X, p)) 01)
= a,¢ (HOmTC (_’ (Xa p)))
= a,¢c (Vre(X,p))
Yre(X, p)

et cette derniére égalité vient du fait que la topologie de Makkai est sous-
canonique.

Pour montrer que notre plongement f est dense nous montrons que f.
préserve 'objet initial. Remarquons que 1’objet initial de 7(C) est le foncteur
suivant :

Or) : TC? — Ens
tel que

i (X,p) =0,
Orcy(X,p) = {é*} Zin(onp) =

tandis que l'objet initial de ®C est le foncteur
Og¢c : AC®® — Ens

Osc(X, f) = {{*} i (X, f} = Ose

tel que

0 sinon
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Ainsi, nous devons calculer
(0 X fl= colim®® ¥, ) X,
#Ore)(X, ) = ( colim® Yac(ti0)) (X.1)
Mais cette colimite ne contient qu'un seul élément et on a donc :
«(0 X, = colim®® ) i ) X
FOrRe)X.H) = ( colim® Vac(¥i)) (X.1)
ase (Veoc(07())) (X, f)
YVac(07c) (X, f)
Homy¢ (_a (OCa {100})) (X, f)
Homyc ((X, f), (Oc, {1oc}))

Fﬂm@@:m

R

0  sinon
= Oasc
Ainsi, nous avons également montré que f est dense. |

5.3. CONDITIONS POUR L'EQUIVALENCE DE ®(C) ET 7 (C)

La présente section a pour but de généraliser le théoréme 2.3.3 autant que
possible au contexte du premier ordre. Jusqu'a maintenant nous avons intro-
duit le morphisme de comparaison entre le topos des filtres et le topos des
types comme étant induit par une comparaison des sites sous-jacents. Nous
avons aussi une autre facon de voir ce morphisme de comparaison : il provient
de la propriété quasi-universelle du topos des filtres. En effet, comme le topos
des types est engendré par ses éléments premiers on a qu'il est en particulier
complétement distributif et puisque

cE5T(C)

est un p-modéle c’est aussi un f-modele par les propositions 4.4.1 et 4.4.2.
Ainsi, nous pouvons appliquer la propriété quasi-universelle du topos des
filtres pour obtenir un unique morphisme géométrique

(B¢, Ec.) : T(C) — 2(C)

tel que E¢ préserve les infima arbitraires et fait commuter :
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Cette nouvelle définition du morphisme de comparaison nous permet de
calculer facilement l'action de E¢ sur les sous-objets d’objets qui proviennent
de C. La proposition suivante nous montre comment.

ProposiTioN (Calcul du morphisme de comparaison) Selon les caratérisations des treillis des

331 sous-objets provenant de C dans les topos des filtres et le topos des types. Le foncteur

de comparaison e
®(C)—>T(C)

- agit exactement comme le morphisme de comparaison entre le locale des filtres et le

double dual dans le contexte propositionnel. C'est-a-dire que le diagramme suivant

- commute :
By v
Sa(0)(IeC) —% S7(cy (EcC)
# (ScC) ———=Sc(O)#
(‘)«_‘p
PREUVE: Tout devient clair quand on regarde le diagramme suivant.
(155
& E¢ree .
¢(Sc0) = Sq;c(IcC) = STc(EcC) — SC (C)*#
I
isco - ’E/cg”/r:sl:c
Scl(C
On obtient clairement le résultat en appliquant la propriété universelle de
¢(ScC). n

La proposition précédente est surprenante par les images qu’elle génére
ennous. Le morphisme géométrique de comparaison entre nos deux topos agit
sur les treillis de sous-objets exactement comme le morphisme de comparaison
des versions propositionnelles des contructions. Nous sommes donc encore
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face & un de ces résultats qui fait le pont entre la partie propositionnelle et la
partie du premier ordre.

Avant de nous attaquer au résultat principal de la présente section, nous
avons besoin d"un résultat général qui m’a été signalé par Gonzalo E. Reyes.

LEMME ~ Supposons que nous avons un morphisme géométrique entre deux topos :

5.3.1

f=U%0):FoE
qui est une inclusion de topos. Supposons de plus qu'il y ait une famille de générateurs
&y dans E pour lesquels on a la condition suivante. Pour chaque générateur C € |&|

- Vaction de f* sur les sous-objets de C' :

f& : Se(C)—=8#(f°C)

 est un isomorphisme de cadres. Alors f est une équivalence.

PREUVE: Comme f est une inclusion il suffit de montrer que f est une
surjection et on aura bien que f est une équivalence (voir [12] p.103). Un mor-
phisme géométrique est une surjection lorsque f* est fidele.

Nous allons premiérement montrer que l'isomorphisme induit par f* sur
les treillis de sous-objets de générateurs s’'étend aux autres objets de £. Soit
E € |€] un objet quelconque. On considére le morphisme de cadres

& : Se(E) — S#(f*E)

Nous voulons montrer que fz est une bijection. Pour montrer que f est injec-
tive on suppose qu'on a A4, B € S¢(E) tels que

fe(A) = fz(B)

On peut supposer que A < B (sinon on peut considérer A A B < B et on aura
toujours

fe(A N B) = fp(A) A fp(B) = f5(A) = f5(B)

et on se retrouve avec les mémes conditions en posant A’ = A A B). Pour un
générateur C' € |&| on considere un C-élément de B : C— B et nous prenons
le produit fibré suivant dans £ :

A——> B (5.3.1)
a B
B*A——sC
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auquel on applique f* (qui est lex) pour obtenir :
f* A = f* B

N
148" Ap— f*C
Ainsi on a que f§(5*A) = f*C mais comme par hypothese
15+ 86(C)=8#(fC)

est un isomorphisme de cadres on a que 3*A = C. En retournant au dia-
gramme 5.3.1 on voit que cela implique que 3 est un C-élément de A également.
Ainsi, A et B ont les mémes C-éléments donc ils représentent le méme sous-
objet de Fie. A= B.

Montrons maintenant que f est surjective. Remarquons tout d’abord que
puisque f est une inclusion on a par définition que la counité de 1’adjonction
f* - f, est un isomorphisme. Prenons X € Sx(f*F) nous cherchons un sous-
objet A € Sg(E) pour lequel on ait f;(A4) = X. Considérons pour cela le pro-
duit fibré du sous-objet f. X — f,f*E le long de l'unité de f comme le montre
le diagramme suivant qui définit le sous-objet A :

S Xo— [Lf*E
e
A—F

Ainsi, si on applique f* & ce produit fibré et qu’on ajoute dans le diagramme
résultant des composantes appropriées de la counité on obtient :

X f*E (5.3.2)

EXT:' :Tff*z

f fXo— [*f f*E 1

T o Tf"lf*E

[fA——— f*FE

dans lequel on voit que par la naturalité de I’adjonction on a
Ef-uE o] f*T]f*E == lf*E

car on a la correspondance suivante :
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ff*E— f.f*E
T -

E
FRPELES PR

f*ne T /
fE

Ainsi, la composition des deux morphismes verticaux a droite dans 5.3.2
nous donne le morphisme identité. Mais comme celui du haut est un isomor-
phisme on en déduit que celui du bas aussi est un isomorphisme. Donc f*n+g
est iso. On en déduit, toujours en regardant le diagramme 5.3.2, que le mor-
phisme vertical en bas a gauche est aussi un iso donc f*A ~ X ie. f5(4) = X
comme nous voulions justement montrer. Donc f*E est surjectif.

Nous avons ainsi montré que pour tout objet £ € |£| le morphisme de
cadres

f& : Se(E)—=Sx(f*E)
est un isomorphisme. Montrons que cela implique que f* est fidéle.

Supposons qu’on ait deux morphismes

01

E Fek

d2

tels que f*(4;) = f*(d2). Nous voulons montrer que é; = d,. Pour cela, considérons
les graphes de ces deux morphismes. Ce sont par définition les deux sous-
objets suivants de £ x F':

Tﬂtﬁ Tm?z
1g 01 1 b2
ExF ExF
E F E F
Mais comme f*(d;) = f*(d2) on a que si on applique f* a ces deux dia-
grammes on obtient par la préservation des limites finies de f* que
Fexr(861) = 8(F701) = 9(f"02) = Fxr(92)

mais comme [, » est un isomorphisme de cadres on obtient bien que g(¢é;) =
9(d2) et il est facile de voir que si le graphe de deux morphismes coincident,
alors les deux morphismes sont les mémes (ceci découle directement de la
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définition de graphe donnée ci-dessus) donc §; = J». Nous avons donc bien
montré que f* est fidele. [

Le lemme suivant nous montre comment étendre la propriété que 1'action
d'un foncteur sur le treillis des sous-objets d’un objet qui provient de C soit un
isomorphisme a tous les treillis de sous-objets de représentables Yac(C, f) qui
vivent sous lui.

Lemme (Extension de ’équivalence aux représentables) Soit C une catégorie cohérente,
532 (¢ € |C|. Si Vaction du foncteur de comparaison (entre le topos des filtres et le topos
 des types) sur le treillis des sous-objets de Ic(C) :

E‘EIC(C) : S@C (HAC[CD = S@@ (Icc) i}S’f@ (EE(Icc)) = STC (E@C))

est un isomorphisme de cadres, alors pour tout filtre f € F(ScC) on a que I'action du
morphisme de comparaison sur le treillis des sous-objets de Yuc(C, f) :

E&yreicp  Sec (Bac(C, ) —3S7c (B (Yac(C, £))) = S7c (E/’::(C,f))

est un isomorphisme de cadres.

PREUVE: La preuve se batira autour du diagramme suivant :

Nous y voyons en bas au fond l'isomorphisme ~; quon a par hypotheése.
De plus, puisque (comme nous le verrons) les morphismes en bas de la face
gauche et droite sont des isomorphismes donc nous pouvons déduire que le
deuxiéme isomorphisme noté sur le dessin ~, est effectivement un isomor-
phisme. Ceci est donc devenu une propriété strictement propositionelle de C.
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Nous allons ensuite démontrer que cela implique que ~; est un isomorphisme
et nous aurons donc finalement que ~, est un isomorphisme comme voulu.

Donnons premierement les définitions de tous ces beaux morphismes. La
face de gauche provient du diagramme étudié dans le chapitre 3 :

if@% (8¢0)

:l (INf l:

Sac(C, f)—= Sac([C])
-
(IAC.F)
auquel on applique le foncteur J(-) de fagon a obtenir (en complétant avec des
isomorphismes connus) :

J(incl.)

I "2 55(8cC)= $(ScC)  (53.4)

- >

12
12

3(incl.)
))7’51((')7\(_0,7))‘ =

(QIN(eS )i

J(Sac(C, f 3 (SaclC)

12
12

S =TT T o

S(I>C (yAC (C, f))

b I 4

Sec(Yac[C])= Sac (IcC)

La face de droite, quant-a-elle, se construit en considérant le diagramme sui-
vant dans la catégorie des ensembles partiellement ordonnés :

Sc(C)*s¢ Sc(C)*

:T T:

Jre (S7c(Yac(C, £)))— Tre (Src(EcC))

ou

Sc(C) ={peSc(C)" |p< f}
doit étre considéré comme un sous-ensemble partiellement ordonné de S¢(C)*.
L'inclusion du bas quant a elle est I'inclusion des éléments premiers de

Ste (Yac(C, f))
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dans les éléments premiers de S7¢(EcC) lorsqu’on voit ceux-ci comme étant
inclus dans ceux-la. L'isomorphisme de gauche provient du fait que les éléments
compléetement premiers de S7¢ (Yac(C, f)) sont précisément les éléments com-
pletement premiers de Sy¢(EcC) soient les Yae(C, p) mais qui se factorisent
par Yac(C, f). Ainsi les premiers de St¢ (Yac(C, f)) sont exactement les les
Yac(C, p) avec p < f. C'est ce qui explique I'isomorphisme de gauche. Appli-
quons maintenant le foncteur (-)# a ce dernier diagramme de fagon a ce qu’on
obtienne :

Sc(C)*f#;‘ e e SC(C)*#
Jee(Stc (Yac(C, f)))#: : : : : :> jﬂ(STC(EcC))#
S7e(Yac(C, f)) m—— ~ Sre(BeC)

ol les deux isomorphismes verticaux du bas sont les counité de 1'équivalence
de catégories vue au chapitre 1. Les adjoints en pointillé sont les adjoints natu-
rels des morphismes obtenus en appliquant le foncteur (-)# & un morphisme
d’ensembles partiellement ordonné.

Nous reconnaissons aussi le rectangle du dessous que nous avons étudié a
la proposition 5.3.1. Ainsi, ~; est bien un isomorphisme.

Montrons que nous pouvons déduire que 3 est un isomorphisme. Pour
cela, nous considérons la face de devant de 5.3.3. Il est aisé de voir que ~; est
essentiellement la restriction de (-)p et fait commuter le rectangle formé des
épimorphismes.

Etudions ce que veut dire que le morphisme ~, soit effectivement iso.
Nous connaissons bien les adjoints de (-)p qui associent a X € S¢(C)** :

X=\lp X=\/{JIl(DpcXx}
peX
ot (-) 4 (-)p 4 (-). Nous avons vu que si ¢(ScC) est engendré par ses éléments
premiers, alors ses éléments premiers sont de la forme |p et on voit clairement
que les deux ajoints définis ci-dessus coincident donc on a bien un isomor-

phisme. En fait, nous voyons clairement avec cette remarque que ¢(ScC) est
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engendré par ses éléments premiers si et seulement si ces deux adjoints coin-
cident (et cela est aussi équivalent a dire que ()¢ est un isomorphisme).

On remarque que la situation est la méme avec les trois morphismes ad-
joints du haut de la face de devant de 5.3.3. En effet, comme nous l'avons dit,
'épimorphisme étiqueté ~; envoie un J € J(|f) sur

(Vp={peSec(0) |pe J}
et ses deux adjoints sont donc les morphismes qui envoient X € S¢(C)*/# sur:

XfE\/,Lp XfEV{Jf(J){PgX}

peX

ou () i ()é 4 () ¢+ Ainsi, nous voyons que la situation est identique donc
pour montrer que ~j3 est iso il suffit de montrer que J(| f) est engendré par ses
éléments premiers. Mais ceci est évident si on revient au diagramme 5.3.4 dans
lequel on a les adjoints suivants :

I(incl.)
O
J(f) ¢(ScC)
e~
(AN

ot J(incl. 4 J((-) A f) 4 ((-) A f)". En effet, J(incl.) est l'inclusion pure et
simple car tout idéal sur les filtres inférieurs ou égals 4 f est aussi un idéal sur
tous les filtres. De plus, lorsque p < f on a que {p € J({f) et ces éléments sont
complétement premiers dans J(| f) car si dans J({f) on a

Ip C v J;
iel
alors cette situation se transporte dans ¢(ScC) avec l'inclusion (qui préserve
les suprema car elle a un adjoint & droite) d’ott on a que dans ¢$(ScC) :

Ip C V Ji
iel
et comme |p est un élément complétement premier de ¢(ScC) on en déduit que
4p C J; pour un certain J;. Ceci montre clairement que |p est complétement
premier dans J(|f) car cette dernére inclusion se fait entre des objets dans
¢(ScC) qui proviennent de J(|f) donc elle est déja une inclusion dans J(}f)
car le morphisme inclusion de 3({f) C #(S¢C) est mono. De plus, ces éléments
sont suffisants pour engendrer J({ f) car ils le font dans ¢(ScC).
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Ainsi, les deux adjoints de ()g, doivent coincider et ~3 est bien iso.

Finalement, nous utilisons les isomorphismes latéraux du dessus de 5.3.3
pour déduire enfin que ~, est iso. Nous avons donc suivi 'isomorphisme
~; autour du parralélépipéde 5.3.3 jusqu’a ce qu'il se transporte en ~4. Nous
avons donc atteint le but cherché. B

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer le résultat principal de la
présente section qui généralise le théoreme 2.3.3 du chapitre 2.

Tuéoreme (Conditions '1'9“0111‘ I'équivalence entre &(C) et T (C_)')"Soit C une catégorie
5:3.1 cohérente. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Le foncteur de comparaison E§ : ®(C) — T(C) est une équivalence.

2. Pour tout objet X € |C| on a que tout filtre f € § (Sc(X)) peut s’écrire comme
une intersection finie des filtres premiers sur S¢(X).

3. Le topos ®(C) est engendré par ses éléments premiers.
4. Le topos ®(C) est complétement distributif.

PREUVE: (1 = 2) Si E¢ est une équivalence alors il induit des isophormor-
phismes de cadres au niveau de chaque treillis des sous-objets :

E¢p : Sec(F)—+Src(ELF)

et ce en particulier pour les objets qui proviennent de C. Mais nous avons vu a
la proposition 5.3.1 qu’au niveau d’objets provenant de C, l'action de B¢ est
()"
$(ScC) — Sc(C)**
qui est le morphisme de comparaison entre les constructions du locale des
filtres et du double dual sur le treillis distributif S¢(C). Le théoréme 2.3.3 nous
donne clairement le résultat 2.

(2 = 3) Par la partie propositionelle, on a que pour tout C € |C| le mor-
phisme du bas de la proposition 5.3.1 est iso donc celui du haut ’est aussi. Mais
par le lemme 5.3.2 cette propriété s’étend a tous les représentables Yrc(C, f).
Ainsi nous avons les hypothéses requises par le lemme 5.3.1 en prenant pour
générateurs les représentables. Donc E¢ est une équivalence de catégories.
Ceci implique clairement que ®(C) est engendré par ses éléments premiers car
il est équivalent au topos des types qui est toujours engendré par ses éléments
premiers.
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(3 = 4) est évident. (4 = 2) est aussi évident car lorsque ®(C) est comple-
tement distributif alors

Sq;c(.[cC) = d) (Scc)

sont complétement distributifs et donc toujours par la partie propositionnelle
cela veut dire qu’on a la condition 2.

(3 = 1) Ici, on peut appliquer la propriété universelle du topos des types a
I¢ car @C est engendré par ses éléments premiers. Ainsi, le topos des types et
le topos des filtres se trouvent tous les deux a étre universels par rapport aux
p-modeles (le topos des filtres est universel par rapport aux f-modéles mais le
modele E¢ est toujours un f-modele) donc ils sont équivalents.

Nous avons donc bien construit un chemin (formé de sens-uniques) qui
nous permet d’aller et de revenir entre toutes ces conditions. |

En comparant avec le théoréme 2.3.3 nous voyons que la ressemblance est
frappante. Seule la condition 2 est disparue. Ceci n’est pas étonnant car elle
n’est pas trés catégorique.

5.4. CONDITIONS POUR L'EQUIVALENCE AVEC B(C)

Maintenant que nous avons vus nos outils en action pour nous aider a
comparer le topos des types 7 (C) au topos des filtres ®(C), il semble naturel
d’étudier les conditions d’équivalence des ces deux derniéres constructions
avec une autre construction fondamentale de la logique catégorique : le topos
classifiant de C que nous noterons par B(C).

Remarquons que nous avons souvent mentionné le topos classifiant sans
pourtant en donner une définition. Contentons nous de dire que dans notre
cas particulier, comme nous nous intéressons aux théories cohérentes, le topos
classifiant de ces théories est bien connu et est décrit dans [27]. En effet,

B(C) = Sh(C, T¢)

ol T¢ est la topologie pré-canonique sur C (qui est engendrée par les familles
épimorphiques finies) satisfait une propriété universelle remarquable. En effet,
tout foncteur cohérent (ou modele) M : C — F se factorise par le plongement
canonique de C dans B(C) comme le montre le diagramme suivant :
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La topologie pré-canonique est sous-canonique donc tous les représentables
sont des faisceaux et Yoneda Y¢ nous donne un plongement plein et fidele de
C dans B(C). En fait, la composition avec Yoneda nous donne une équivalence
de catégories :
Geom (F, B(C)) ¥ Coh (C, F)

entre la catégorie des morphismes géométriques d'un topos de Grothendieck
F dans le topos classifiant B(C) et la catégorie des foncteurs cohérents (oi1
modeles) de C dans F.

La notion générale de topos classifiant intervient quand on cherche pour
une catégorie Cy d'une doctrine logique T quelconque un topos By(Cy) pour

lequel on a une équivalence

Geom (F, Br(Cr)) "257T — Mod (Cy, F)

Nous avons donné a la proposition 3.4.2 une représentation des treillis de
sous-objets d’objets représentables dans le topos classifiant. Ce cadre est le lo-
cale classifiant de la théorie propositionnelle des propositions sur C. En vou-
lant comparer le topos classifiant avec le topos de Pitts nous seront amenés
naturellement & comparer le locale classifiant avec le locale des filtres.

Comment pouvons-nous en effet comparer ces deux topos? Par la pro-
priété universelle du topos classifiant, puisque I¢ : C — ®(C) est un foncteur
cohérent il existe un unique morphisme géométrique (p*,p,) : ®(C) — B(C)
tel que le diagramme suivant commute :

c—2°~ B(C)

4
pe it |p
Ic > =

(C)

La proposition suivante nous donne une condition nécessaire et suffisante pour
que ce foncteur de comparaison entre le topos classifiant et le topos des filtres
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soit une équivalence. Enongons d’abord un lemme qui vend la méche sur les
conditions pour qu’on ait équivalence.

(Condition d’ équivalence entre C et AC) Soit C une catégorie cohérente. Le fonc¥
teur de plongement canonique de C dans AC :

cHsac
est une équivalence si et seulement si tous les filtres sur S¢(C) sont principaux pour
tout C € |C].

PREUVE: Nous avons déja montré que [-]¢ est plein et fidele donc c’est une
équivalence si et seulement si il est essentiellement surjectif et ceci est equiva-
lent & dire que tous les filtres sur S¢(C) sont principaux pour tout C € |C|. En
effet, si tous les filtres sont principaux alors [-]c est essentiellement surjectif car
quel que soit C € [C et f € F(ScC), on peut trouver A € f (car tous les filtres
sont principaux) tel que

(C,f) =(C,14) = [4]

donc c’est une équivalence.

D’autre part, si [-]c est une équivalence, alors tous les morphismes du dia-
gramme suivant sont des isomorphismes de treillis :

Tsce
S¢ (Cig(scc)
oo™ l:

Sac([C])

donc tout filtre sur S¢(C) est dans l'image de 1, i.e. tout filtre de S¢(C) est
principal. (]

La proposition suivante permet d’échanger I'équivalence entre les topos et
les sites sous-jacents.
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ProposiTioN  (La comparaison des sites est suffisante) Soit C une catégorie cohérente. Le fonc-
541 teur de comparaison.

. B(€)2-3(C)
 est une équivalence si et seulement si le plongement de C dans la catégories des filtres
CAC: .
c%ac

 est une équivalence de catégories.

PREUVE:

Nous commencons par étudier certains diagrammes pertinents dans notre
contexte. Nous verrons plus tard comment on démontre la proposition & par-
tir de ces considérations. On considére pour chaque C' € |C| le diagramme

suivant :
Sc(C . Spc(9cC)  (54.1)
/ Iseo /
Sc(C) =~ 3(S¢C) Plcc
[']Cc
Pe Yacie :

TiScC SA(;([O'])> Sq;c([@C)

F(ScC) 1 ¢(ScC)

F(ScC)

Sa face gauche est bien connue, le lemme 3.3.1 nous donne I'isomorphisme du
bas et il est clair que cet isomorphisme est donné par la propriété universelle
de la proposition 2.3.2.

La face de droite, quant a elle, contient deux isomorphismes. Celui du haut
est donné par la proposition 3.4.2. Celui du bas par la proposition 3.5.2. Le
morphisme a droite est pj_. et celui de gauche est donné par la propriété uni-
verselle de la construction des idéaux (voir corollaire 2.3.2) lorsqu’on considére
le diagramme suivant :

il
Se(CP—<25 3(S¢C)
Tsec m Vﬁc

F(ScCP— I(F(ScC))= ¢(8cC0)

J’E(SCC)
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On se rapelle que ce morphisme se calcule comme suit. Il prend un idéal J €
J(S¢C) et 'envoie sur

Be(J) = \/ iscc(A) = \/ JrS(SCC)TsccA

AeJ AeJ

Regardons maintenant comment on démontre la proposition. (=) Si le
morphisme géométrique p* est une équivalence, alors chaque Py, Sera un iso-
morphisme de cadres. Ainsi, f¢ est un isomorphisme de cadres. En particulier,
il doit étre surjectif donc quel que soit f € §(ScC) on peut toujours trouver un
J € 3(ScC) pour lequel on ait

W =Bo() =\ isec(d) = V/ lgseertscod

AeJ AeJ

Mais par le lemme 2.2.2 ce dernier suprema se calcule comme :
L{TAIVTA V.. V14, |neN A;ed (i=1,2,...,n)}

Ainsi,

W=\ iscc(4)

AeJ
f=1{tAiv...VTA, [neN A € J}

dneENdA;,... Ao €EJ =14 V... VT4,
In€NdAy,... , A, €J f=1(41V...VA4,)
Donc tout filtre sur S¢(C) est principal. Ainsi, [-]c est plein fidele et essentiel-

lement surjectif donc c’est une équivalence comme nous 'avons vu dans le
lemme précédent.

(<) Si []c est une équivalence alors par le lemme précédent tous les filtres
sur C sont principaux donc les

SC(C)TS—C(;S(SCC)

sont des isomorphismes et en appliquant J(-) & cet isomorphisme on obtient
Bc car ce morphisme est unique a faire commuter la face de devant du dia-
gramme 5.4.1. Donc ¢ est un isomorphisme et on a finalement que pj_ est
un isomorphisme pour chaque C € |C|.

Par ]e lemme 5.3.1 comme le topos classifiant est engendré par les repré-
sentables et que pour ces représentables les pjj_. sont tous des isomorphismes
on a déduit que p* est une équivalence. Nous devons aussi vérifier I'hypothese
que notre morphisme géométrique (p*, p.) est une inclusion de topos. Ceci est
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clair si on remarque que le site pré-canonique (C, T¢) étant un sous-site de
(AC, Tp), alors les faisceaux pour ce premier seront plus nombreux que pour
ce dernier. Autrement dit, le topos des filtres est un sous-topos du topos clas-
sifiant. Les morphismes géométriques induits ainsi par des comparaison de
topologies sur une méme catégorie sont toujours des inclusions de topos. Ceci
démontre clairement notre résultat. |

Ce dernier résultat n’est pas étonnant. En effet, le topos des filtres est le
topos classifiant de la catégorie des filtres AC. En voulant comparer ce dernier
avec le topos classifiant de C on peut s’attendre a ce que cette comparaison
puisse étre étudiée au niveau des sites seulement.

Résumons donc en un seul résultat les deux résultats précédents. Question
de donner un résumé.

Théoreme (Conditions pour 1’équivalence entre B(C) et CD(C)')" Soit C une categorze
541 cohérente. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Le morphisme géométrigue B(C)-2>®(C) est une équivalence.
2. Le plongement CHSAC est une équivalence.
3. Tous les filtres sur S¢(C) sont principaux pour tout C € |C|.

Nous avons donc une caractérisation précise des catégories cohérentes pour
lesquelles le topos classifiant coincide avec le topos des filtres. Nous sommes
clairement intéressés par un tel résultat pour le topos des types. Jusqu’a main-
tenant j'ai réussi a trouver des conditions nécessaires sur C pour que le topos
des types coincide avec le topos classifiant. Ces conditions sont que tout filtre
premier de C est principal et tout filtre principal de C peut s’écrire comme
une intersection finie de filtres premiers (principaux). Pour l'instant, je n’ar-
rive pas a démontrer que ces deux conditions sont suffisantes pour obtenir
I'équivalence. Pour cette raison, j’ai décidé de ne pas traiter ces conditions dans
la présente thése et de laisser cette question ouverte pour le moment.

5.5. REFLEXION DES ISOMORPHISMES

Labut de la présente section est de généraliser le résultat du théoréme 2.4.2
aux constructions du premier ordre. Ce théoréme affirme que le double dual
et le locale des filtres sont des foncteurs qui réfléchissent les isomorphismes.
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Pour faire cela, nous avons évidemment besoin de montrer préalablement
que la construction du topos des types est fonctorielle. Donnons-nous un fonc-
teur cohérent F : C — D. Nous voulons construire un morphisme géométrique
(TF*,TE.): T(D) — T(C) tel que le diagramme suivant commute :

o—=T(€)
Fl o l(TF)*
[D"—K TD

La construction est évidemment la seule qui est naturelle. On commence
en effet par trouver AF qui on sait fait commuter :

On sait que AF est lex. Ainsi, si on montre que AF est continu pour la to-
pologie T sur AC nous pourrons effectivement étendre AF' a un morphisme
géométrique adéquat.
Soit
{(Xi, £) 53X, Dhier € THX, )
nous voulons montrer que

{(FX:, Ff)ES(FX, Ff)},es € TY(FX, Ff)

En effet, cette derniére famille est I'image de la famille originale dans AC par
AF. Supposons que ¢ < Ff oil g est un filtre premier sur FX. Considérons le
morphisme de treillis :

Se(X)Z5Sp(FX)
Alors
Fx(q) ={A e Sc(X)| Fx(A) € ¢}

est clairement un filtre premier sur X. De plus, ce filtre satisfait

Fe(@) < f

car



213

q<Ff

FfCgq
VA€ESe(X) Ae f= Fx(A) €q +
VAeSc(X) Ae f= A€ Fi(q)

f C Fx(q)

Fe(g)<f

Ainsi, par hypothése, puisque les [0;] forment un recouvrement de (X, f)
au sens de T73,(X,, f) on a (par la proposition 4.3.1) qu'il existe i € I pour lequel
on ait

Fx(q) < as(fi)

Mais comme F est un foncteur cohérent on obtient que :

Foi(fi)) = F(as)(F i)

et donc ¢ < F(o;(f;)) car

B € F(ai(fi))
JA € a,-(f,-) Fx(A) S B
JA€ Fx(g) 943 Fx(A) <

Beg
On a donc trouvé un i € I tel que

q < F(a)(Ff;)

Ceci montre que les [Fo;] couvrent (FX, Ff) au sens de TY(FX, Ff). Ainsi,
AF est un foncteur lex et continu entre les sites :

(ACTE) A5 (AD, T2)

donc par le théoréme 2 de [21] (p.411) AF induit un morphisme géométrique
qui fait commuter :

B+

[le Yac

C— AG- T(C)
F‘ AF|  (AF). < . J (AF)*
D- [o = AD- Yap T(ID)

Nous voyons clairement que le morphisme géométrique donné par la paire
((AF)*, (AF),) est précisément le morphisme que nous cherchions. Remar-
quons que nous avons vu au chapitre 3 que AF préserve les infima arbitraires.
I est facile de voir que cette propriété s’étend aux représentables dans 7(C)
dans un sens évident. En effet, le foncteur (AF)* agit sur le treillis des sous-
objets de chaque £ € |T(C)|. Le fait que AF préserve les infima de sous-
objets entraine que (AF)* préserve les infima quelconques de sous-objets de
représentables. Comme les représentables engendrent 7(C) on obtient bien
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que (AF)* préserve les infima quelconque de sous-objets d’'un objet arbitraire
de 7(C). Nous avons ainsi essentiellement montré le résultat suivant.

(Fonctorialité de la construction du topos des types) L'applications associant &
une catégorie cohérente C son topos des types T(C) peut étre étendue a un foncteur
allant de lg catégorie des (petites) catégories cohérentes €oby vers la catégorie des topos
completement distributifs Topg, :

7."
Coh—rTopy

- De plus Eyy définit alors une transformation naturelle :

Ey.
LT

La fonctorialité de la construction du topos des filires, quant a elle, a déja
été étudiée en détail dans le chapitre 3. Considérant le parallele qui existe, il est
naturel de ce demander si ces deux foncteurs ® et 7 réfléchissent les isomor-
phismes comme c’est le cas pour leur version propositionnelle. En regardant la
preuve du théoréme 2.4.2 on s’appercoit que nous avons tous les ingrédients
pour la généraliser aux versions du premier ordre de ces foncteurs. En fait,
la seule difficulté réside dans le théoréme suivant qui se retrouve essentielle-
ment dans [27] comme un théoréme d’une importance capitale. Si C est une
catégorie cohérente nous noterons par

C* = Coh(C, €ns)
la catégorie des foncteurs cohérents de C dans les ensembles (c’est la catégorie
des modeles classiques de C). De plus, si I : C —s D est un foncteur cohérent
alors le foncteur restriction (le long de I) sera noté par
DL
Si on veut se restreindre aux p-modeles, nous noterons par C*» la catégorie

des p-modeles de C et par I* le foncteur restriction décrit ci-dessus pour les
p-modeles.

(Théoréme de complétude conceptuelle pour les p-modeles) Si C est un pré-
topos, D est une catégorie cohérente et I : C — D est un foncteur cohérent tel que
I'» : D —=C*

est une équivalence de catégories. Alors I est une équivalence de catégories.

PREUVE: La preuve est dans [27] dans les pages 193-204. La restriction
aux p-modéles ne cause aucun probléme car en lisant la preuve on s’appercoit
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que l'on y utilise que les théorémes habituels d’existence de modeles dans les-
quels nous pouvons toujours supposer que les modeles sont Ry-saturés i.e. que
ce sont des p-modéles. |

Regardons maintenant comment on généralise le théoréme 2.4.2 & notre
contexte plus général.

Tueoreme (Réflexion des équivalences) Soit C un pré-topos et C—D un foncteur cohérent.
552 Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Le foncteur T(I)* : T(C)——T (D) est une équivalence.
2, Le foncteur ®(I)* : (C)-=> (D) est une équivalence.
3. Le foncteur I* : D*-=>C* est une équivalence.

4. Le foncteur I est une équivalence.

PREUVE: Lapreuvede (1 = 3) et (2 = 3) estidentique a la version propo-
sitionnelle. En effet, si nous appliquons, par exemple, la propriétés universelle
du topos des types (voir la proposition 4.2.1), on obtient le diagramme suivant :

dans lequel on voit bien qu’on a une équivalence entre les p-modeles de D et
les p-modeles de C et que cette équivalence est donnée par la restriction le long
de I. La preuve pour le topos des filtres est identique.

On a aussi clairement que (4 = 1) et (4 = 1) car tout foncteur préserve les
isomorphismes.

Il ne nous reste ainsi qu'a vérifier que (3 = 4). Ceci découle directement
du théoréme de complétude conceptuelle donc on a le résultat. 0
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5.6. CONCLUSION

Avec toutes ces pérégrinations entre les résultats de nature proposition-
nelle et les résultats de premier ordre, nous voyons bien que certains passages
sont des autoroutes inévitables. Le développement de nos connaissances sur le
sujet se doit de passer par une solidification de ces chemins (ou techniques). 11
nous reste encore plusieurs questions a éclaircir dans la théorie. L'étude de ces
questions menera sirement a un niveau de compréhension supérieur ; ouvrant
des possibilités d’abstraction. Ce contexte étant propice aux généralisations et
a I"émergence de résultats nouveaux nous ne pouvons que nous en trouver
ravis.
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Résumons les acquis obtenus dans 1'ensemble de ce travail. Au niveau
des propriétés universelles que les deux constructions possédent, nous avons
démontré trois paires de propriétés universelles comme le montre le tableau

suivant :

| Cas propositionnel |

Cas 1ler ordre T]

D2 p# c—%T(C)
N PN
L F
L € |Pg| F € |Top™|
h € Lat M € p—Vod(C, F)
h € Pg (M*,M,) € \ —Geom(F,TC)
D—53 ps# c —=T(C)
N N
L =3
L € |Cd| F € |Top®™|
h € Lat M € p - Mod(C, F)
h e Cd (M*, M,) € \ —Geom(F,TC)
D—2-¢D — oC
L F
L € |Cd| F € |Top®™|
a € Lat M e f —Mod(C, F)
aec VA -Lat (M*, M,) € \ —Geom(F, ®C)

Ensuite, il y a le morphisme de comparaison propositionnel entre les deux
constructions et son équivalent au ler ordre : le foncteur de comparaison du
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topos des filtres dans le topos des types. Ces deux éléments se comparent avan-
tageusement comme le démontre le diagramme suivant :

Cas propositionnel Cas 1er ordre
prop
on

“~—
/\ Sq,c (IcC) — ST(;(E(:C)
o) — TPt | A} T
\j #(ScC) :*‘;SC(C)*#

D*# sous-locale T C sous-topos
ouvert et dense ouvert et dense
de ¢(D) de ®(C)

Nous y voyons que le morphisme de comparaison propositionnel apparait
comme l'action de E¢ au niveau des sous-objets de IcC pour chaque C € |C|.

De plus nous avons démontré des conditions d’équivalence pour les deux
constructions autant dans le cas propositionnel que dans le cas du premier
ordre. Le tableau suivant compare ces deux résultats :

| Cas propositionnel | Cas ler ordre |
| Les conditions suivantes sont | Les conditions suivantes sont |
équivalentes : équivalentes :

1. ¢(D)=5D*# 1. 3(C)=T(C)

2. Tout filtre sur D peut 2. Pout chaque C € |C|,
s’écrire comme une inter- tout filtre sur S¢(C) peut
section finie de filtres pre- s’écrire comme une inter-
miers. section finie de filtres pre-

miers.

3. ¢(D) € |Pg| 3. ®(C) € |Top™|

4. ¢(D) € |Cd| 4. (C) € |Top®|

Encore une fois, la comparaison est frappante.

Nous avons également montré que les foncteurs ¢ et (-)** réfléchissent
les isomorphismes et, au niveau du premier ordre, que les foncteurs & et 7°
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réfléchissent les isomorphismes lorsque le domaine du foncteur de départ est
un prétopos.

Avec toutes ces considérations que nous avons étalées au long des cha-
pitres de cette thése, il nous semble maintenant clair que la généralisation du
double dual est bien le topos des types; comme nous l’avions toujours sup-
posé dans nos investigations. En écrivant ces lignes, la preuve de nos intui-
tions m’est venue a I'idée. Rappelons-nous la définition originale du topos des

types :
T(C) = Sh(rC, Ty,)

ou Ty, est engendrée par les singletons couvrants.

La théorie des faisceaux sur un site donné par une base, a une réduction
canonique dans le contexte propositionnel. En effet, comme Johnstone 'expose
dans [13], la notion habituelle de base pour une topologie de Grothendieck sur
une catégorie C € |Lex| se réduit a la notion de systéme de recouvrement sur
un A-semi-treillis S. Dans notre cas, la réduction de 7C est clairement D*. Mais
D* n’est qu'un ensemble partiellement ordonné. Ainsi, il faut comme dans le
cas de la logique du premier ordre étendre la notion de systéme de recouvre-
ments & des sites qui ne sont pas nécessairement des A-semi-treillis. Comme
nous avons déja fait le travail pour les topologies de Grothendieck il suffit de
regarder la définition 4.2.2 et de la réduire sous I'hypothese que la catégorie
est un ensemble partiellement ordonné.

Avec cet outil en téte, a quoi correspond la topologie T, dans le contexte
propositionnel en termes de systéme de recouvrement généralisé C ? Claire-
ment, la base des singletons couvrants Ty, qui engendre Ty, se réduit a la
topologie discréte comme systéme de recouvrement pour D*. Les C-idéaux
pour un systéme de recouvrement sont la réduction de la notion de faisceaux
sur un site. Les C-idéaux pour un systéme de recouvrement C sont une famille
spécifique de sous-ensembles fermés inférieurement de D*. Dans notre cas,
puisque la topologie est la topologie discréte, nous voyons que les C-idéaux
nous donnent tous les sous-ensembles fermés inférieurement de D*. En ren-
versant l’ordre sur D*, on obtient bien que

D" ~ C — Idl (D"

ce qui montre que le double dual est bien la réduction du topos des types
lorsqu’on le regarde sous cet angle.
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Je crois qu’avec une petite clarification comme celle-ci pour couronner le
tout, nous pouvons nous quitter tranquillement sur ces idées en gardant tout
de méme en téte que nous avons laissés derriére des problémes non-résolus.

En effet, méme au niveau propositionnel, le double dual reste avec un pro-
priété mystérieuse de préservation automatique de toutes les structures (ou
presque) que nous pouvons imposer sur un treillis distributif. De plus, nous
aimerions comparer le topos des types avec le topos classifiant de facon plus
précise. Finalement, un autre candidat intéressant a étudier est le topos de
Joyal/Reyes qu’on retrouve dans [15]. Je sais que le topos des types est un
sous-topos de ce dernier mais que peut-on dire de plus ? De plus, il est 1égitime
de se demander si le topos des types satisfait la propriété fondamentale du
topos de Joyal/Reyes démontrée dans [15]. De cette fagon, nous pourrions af-
firmer que le topos des types peut jouer le role de toutes ces constructions
pour démontrer les mémes propriétés. Ainsi, le topos des types et le double
dual seraient les constructions fondamentales de la logique catégorique sur les
univers dont le topos de base est booléen. Nous laissons ces résultats pour de
futures recherches.
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