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SOMMAIRE 

Nous abordons dans la présente thèse deux constructions analogues de 
logique catégorique. Nous étudions tout d'abord ces constructions dans le 
contexte de doctrines propositionnelles. 

La première que nous étudions portes dans le contexte propositionnel, le 
nom de : "double dual". Nous la retrouvons principalement exposée dans l'ar-
ticle de Makkai et Reyes [25]. La deuxième construction qui nous intéresse 
est celle du locale des filtres ; étudiée par Pitts dans [29]. Ces deux construc-
tions ont, déjà au niveau propositionnel, des propriétés remarquables. Nous 
explorons, dans les deux premiers chapitres, le portrait global à propos de ces 
deux constructions propositionnelles. Nous les regardons individuellement 
en étalant leurs propriétés de base ; dont leur(s) propriété(s) universelle(s) ou 
quasi-universelle. Puis, nous les comparons et donnons des conditions pour 
quelles coïncident. Finalement, nous démontrons que les foncteurs de ces deux 
constructions réfléchissent les isomorphismes et nous donnons une applica-
tion intéressante du double dual. Pour arriver à nos fins, nous utilisons la 
théorie des treillis, la théorie des locales, la théorie des catégories et même 
la théorie des monades comme outils d'exploration. 

La deuxième facette de cette thèse, quant à elle, est une exploration d'un 
niveau de complexité supérieur. Nous y retrouvons encore une fois les deux 
mêmes constructions mais, cette fois-ci, dans le contexte de la logique du pre-
mier ordre. Nous généralisons les résultats importants des premiers chapitres 
à ce nouveau contexte. Dans le chapitre 3 nous étudions la catégorie des filtres 
et construisons avec cette notion le topos des filtres (en suivant [31]). Nous 
démontrons une propriété quasi-universelle du topos des filtres parmis les f-
modèles (notion analogue à la notion de p-modèle) dans un topos complète-
ment distributif. Dans le chapitre 4 nous étudions le topos des types. Nous dé-
montrons une propriété universelle pour cette construction plus générale que 
celle originalement donnée dans Makkai dans [23]. Dans le chapitre 5 nous 
comparons le topos des types et le topos des filtres et généralisons ainsi des 
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résultats du chapitre 2. Puis, nous comparons le topos des filtres au topos clas-
sifiant et donnons des conditions pour que ces deux coïncident. Finalement, 
nous démontrons que les foncteurs sous-jacents au topos des types et au topos 
des filtres réfléchissent les isomorphismes commme dans le cas proposition-
nel. Nous utilisons principalement les outils de la théorie des topos et de la 
théorie des faisceaux pour accomplir notre exploration. 
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AVANT-PROPOS 

LA LOGIQUE CATÉGORIQUE : UNE INTRODUCTION 

Derrière la toile que tisse les résultats de la présente thèse ; nous retrouvons 
une structure organisatrice à laquelle la toile vient s'arrimer : c'est la logique 
catégorique. Cette théorie origine d'idées de Lawvere, qui remarqua le premier 
que les opérateurs logiques de base peuvent être vus comme étant adjoints à 
des foncteurs connus. La notion de foncteur adjoint est en effet centrale en 
logique catégorique. 

La définition de foncteur adjoint semble souvent ardue pour le (la) novice 
en la matière. Le corps de cette thèse assume une familiarité implacable avec 
cette notion. Le concept derrière cette définition peut pourtant être illustré par 
des exemples simples et accessibles. Pour le soin de cet avant-propos, je vais 
ainsi essayer de maintenir la discussion à un niveau plutôt informel ; en es-
sayant de créer des images mentales du concept chez le lecteur. La précision 
de cette image dépendra simplement de l'effort que le lecteur investira dans sa 
compréhension de l'exposé. De cette façon, je vais donner à tous le goût de lire 
un peu plus loin et d'en tirer une petite méditation intellectuelle personnelle. 

Essayons tout d'abord de comprendre la notion de foncteur adjoint dans 
un contexte simple. Considérons une feuille de papier qui est couverte d'une 
grille. Nous allons représenter graphiquement des portions de la feuille en les 
coloriant comme le montre la figure suivante : 



Nous notons par 'P (R2 ) l'ensemble de toutes les parties possibles de la feuille. 
Considérons maintenant une sous-classe de parties bien particulière : les par-
ties formées de blocs pleins dans le quadrillé. La figure suivante montre un 
exemple d'une telle partie : 

Nous noterons par 7).(022 ) les parties ainsi formées de blocs et nous les nomme-
rons les parties granulaires. Les parties granulaires se plongent dans l'ensemble 
de toutes les parties de notre feuille P(1R2 ). Nous avons donc une fonction in-
clusion: 

( 	) 	inclusion )  p ([R2) 

qui prend une partie granulaire et la regarde simplement comme une partie 
quelconque ; en faisant abstraction du fait qu'elle est granulaire. La probléma-
tique qui engendre la notion de foncteur adjoint se pose très simplement dans 
le contexte que nous venons de déployer. 

En effet, une question naturelle qu'on peut se demander est la suivante. Si 
on se donne une partie quelconque de la feuille, est-ce qu'on peut lui associer 
une partie granulaire de façon évidente ? Autrement dit, est-ce que l'inclusion 
décrite ci-dessus possède une espèce de pseudo-inverse ; qui prend une partie 
quelconque et lui associe une partie granulaire : 

P(R2 ) 	? 	pe2) 

x i i 
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Donnons-nous par exemple la partie A c R2  suivante : 

Comment pouvons-nous lui associer une partie granulaire ? Le lecteur remar-
quera peut-être avec surprise qu'un périphérique bien connu des ordinateurs 
modernes donne une solution à ce problème. En effet, les numériseurs d'images 
sont des appareils qui prennent en entrée une image sur une feuille de papier 
et l'approximent avec des pixels rectangulaires qui couvrent la feuille en un 
quadrillage très fin. Sans entrer dans les détails du procédé de numérisation 
d'image, nous voyons facilement qu'il y a deux façons canoniques d'associer à 
une partie quelconque de notre feuille une partie granulaire. Nous pouvons as-
socier à la partie la partie A la partie granulaire formée des granules suivants : 

Lim,  On prend tous les granules couverts par A (qui contiennent au moins 
un point de A). Mathématiquement, on écrit cela comme : 

L(A) n  {g E P.(R2 ) i A ç g} 

C'est la plus petite partie granulaire qui contient A. 

Rn" On prend tous les granules qui sont complètement couverts par A. 
Mathématiquement, on écrit cela comme : 

R(A) =- U {g E Pa(R2 ) l g g_ A} 

C'est la plus grande partie granulaire contenue dans A. 
La figure suivante illustre ces deux méthodes de granulation pour le A que 
nous avons dessiné plus haut (Je laisse d'ailleurs ce A en fantôme pour qu'on 
voit bien le processus) : 
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Ces deux fonctions L et R sont deux solutions canoniques au problème de 
trouver un inverse à l'inclusion. Nous avons donc obtenu deux pseudo-inverses 
pour l'inclusion : 

[R 2 ) 	 Inclusion )  

Et 

Nous appelons L l'adjoint à gauche. Il satisfait la règle suivante : A est contenu 
dans une partie granulaire g e P.(R2) si et seulement si la partie granulaire 
L (A) est contenue dans g. La fonction R, l'adjoint à droite, satisfait une règle 
symétrique à la précédente : une partie granulaire g est contenue dans A si et 
seulement si elle est contenue dans R(A). Nous utiliserons la notation suivante 
pour décrire ces propriétés (ici nous écrivons i pour l'inclusion) : 

A g_ i(g) 	i(g) g_ A  
L(A) C g 	g C R(A) 

C'est justement dans cette notation que nous voyons clairement pourquoi L 
est l'adjoint "à gauche" et R celui "à droite". Pour le lecteur, le but de cet 
exemple est de saisir la notion de pseudo-inverse à gauche et à droite à travers 
ces dessins et de s'en former une image mentale. Imaginez diverses régions A 
et calculez les parties granulées associées L (A) et R(A) dans chaque cas. Une 
fois que vous vous sentez à l'aise avec ce processus, continuez votre lecture. 

Voyons maintenant comment Lawvere a appliqué le concept des foncteurs 
adjoints à la logique. Dans notre exemple précédent, nous avons considéré les 
adjoints de la fonction inclusion. Cette fonction agit entre deux ensembles sur 
lesquels il y a une relation d'ordre : l'inclusion des parties. Nous appelons ce 
genre d'ensembles : ensembles partiellements ordonnés. Pour étudier la lo-
gique, au lieu de considérer l'ensemble des parties d'une feuille, nous allons 
considérer l'ensemble des propositions dans un langage donné ; une théorie. 
Pour rester à un niveau informel, nous allons considérer par exemple la théorie 
des propositions en zoologie. Voici quelques exemples de propositions dans ce 
langage : 
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(do = "Un pinson est un oiseau." e ==Un chien est un mammifère." 
La relation d'ordre qui nous intéresse entre les formules est la relation de dé-
ductibilité. Nous considérerons qu'une proposition cp est "plus petite ou égale" 
à une proposition e si nous pouvons dans la théorie en question déduire la 
proposition e comme conséquence de la proposition cp dans la zoologie. Dans 
ce cas, nous noterons ce fait comme suit : yo I- 0. Par exemple si on pose 

yo ="Fido est un chien" e ="Fido est un mammifère." 
On a bien v I- e car si Fido est un chien, alors on peut déduire par la zoologie 
que Fido est un mammifère donc, e est bien une conséquence de cp i.e. ça '-
O. Voyons maintenant comment nous pouvons construire tous les opérateurs 
logiques de base avec la notion d'adjoints. 

Donnons nous une théorie quelconque pour laquelle on désignera par 
L l'ensemble partiellement ordonné des formules de la théorie. Imaginons 
d'autre part une théorie spéciale : la théorie qui ne parle de rien . Cette théorie n'a 
qu'une seule formule : la formule qui ne dit rien E. Notons par 1 = {E} l'en-
semble partiellement ordonné de(s) formule(s) de cette théorie. Nous avons 
clairement une (unique) fonction 

L_41 
Cette fonction envoie simplement toutes les formules de L sur la formule qui 
ne dit rien (qui est l'unique formule de 1). On peut voir cette fonction comme 
une traduction d'une théorie dans une autre théorie. Cette traduction est la tri-
vialisation de la théorie L. En effet, dans la théorie 1 la logique est triviale : le 
faux et le vrai coïncident i.e. 1 est une théorie contradictoire. Qu'on puisse in-
terpréter toute théorie dans une théorie contradictoire ne cause aucun problème 
épistémologique car dans ces dernières tout est vrai et tout est faux ! Mais pour-
quoi est-ce que je vous parle de cette trivialité ? C'est que de cette trivialité 
émergent les deux pôles fondamentaux de la logique : T =le vrai et 1 =le 
faux". En effet, accepter ces formules spéciales dans la théorie équivaut à ac-
cepter l'existence d'adjoints à gauche et à droite pour la fonction ! que nous 
avons décrite ci-dessus. Nous avons que IL  est adjoint à gauche de! et TL  est 
adjoint à droite comme le montre le diagramme suivant : 

IL 
4.-----  , -------... 

L 	• 	»1 
TL 
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En effet, ces adjonctions veulent dire la même chose que les équivalences lo-
giques suivantes qui résument les propriétés déductives du vrai et du faux : 

'ME) H L (I) 
	

(P H L T L(E)  

E H1!() = E 
	

E =!((P) h 1 e 
On voit facilement que les deux lignes du bas sont des tautologies donc les 
deux lignes du haut sont toujours vraies quelle que soit la proposition ço que 
nous considérons dans la théorie L. Celle en haut à gauche dit que la formule 
IL (E) a comme conséquence logique toutes les formules de L. Nous reconnais-
sons bien la propriété fondamentale du faux en logique classique qui se trouve 
ici à jaillir de l'existence d'un adjoint à gauche pour l'interprétation triviale de 
L dans la théorie triviale 1. Nous avons clairement le même phénomène qui 
se produit avec T L  (e) qui est une conséquence logique de toutes les formules 
cp E L. C'est bien la propriété du "vrai" en logique classique. Voilà donc devant 
nous l'idée fondamentale de la logique catégorique : poser comme essence du 
"vrai" et du "faux" l'existence respective de ces adjoints pour L-2--->1. La lo-
gique catégorique vient donc donner des réponses éclairantes à des questions 
fondamentales que la logique mathématique classique avait évacuées : Qu'est-
ce que le vrai et le faux? 

Avec ce genre de considérations, nous pouvons clairement construire les 
deux opérateurs les plus élémentaires de la logique propositionelle classique : 
la disjonction 'V' et la conjonction A. La disjonction 'V est le ou logique cou-
rant comme dans 

"Toto est menteur." ou "Il pleut dehors." 
La conjonction 'A' est le et logique courant. Comment pouvons-nous voir ces 
opérateurs comme des adjoints à une fonction évidente ? Il faut clairement 
considérer une théorie produit L x L dont les propositions sont des paires 
de propositions de L: (ço, e), où ço,   11) E L. La relation de conséquence logique 
sera celle qui est induite par celle dans L sur chaque composante (c'est l'ordre 
ponctuel sur Lx L). Il y a un morphisme canonique bien connu qui se présente 
inévitablement : c'est le morphisme diagonal 

L°L>l, x L 

qui envoie simplement une formule ço E L sur la paire de formules (ço, ço). Il 
est encore une fois facile de voir que AL  possède un adjoint à gauche (resp. à 
droite) si et seulement si L possède des disjonctions (resp. des conjontions) de 
formules binaires. Nous exprimons ces résultats par le diagramme suivant et 
les règles d'adjonctions correspondantes : 



v 
À 

I? 	> L x L 

AL 

xvii 

(.,02 HL e  
vL((p1,(p2) F-L  

((pi, (a) F-L.L AL(e)  
((pi, (p2) H.L.L (e,e)  
W1 1-  L 21) et (p2  

'0 hi, (Pi A (P2  
HL Ad(P1, (P2)  

AL(e) F-LxL ((p1,(p2)  
(e,e) FL.L  

ete h (P2 

On voit encore ici clairement que ces règles d'adjonction caractérisent entière-
ment les notions logiques correspondantes de disjonction et de conjonction de 
propositions. 

Nous voyons que la logique catégorique nous permet de donner un sens 
très précis à des concepts aussi généraux que la notion disjonction et de conjonc-
tion de propositions. Encore mieux, la logique catégorique nous présente ces 
concepts de base comme des solutions à des problèmes universels naturels. 
Ceci constitue une différence marquante avec la logique classique dans cet as-
pect particulier. En effet, en logique classique, ces notions de "vrai", "faux", 
"conjonction" et "disjonction" sont introduites de façon ad hoc comme faisant 
parties des connecteurs de base intéressants à étudier. La logique catégorique 
vient donc combler agilement cette lacune conceptuelle. La logique catégorique 
nous force effectivement à expliquer ce que nous entendons par ces concepts 
en nous obligeant à suivre ses règles de construction strictes. 

À mesure que nous découvrons l'existence de nouveaux adjoints pour une 
théorie L nous pouvons utiliser ces nouvelles fonctions pour définir d'autres 
adjoints et ainsi créer une théorie encore plus riche en complexité. Cette hié-
rarchie est celle des doctrines logiques (voir [17]). Dans la présente thèse nous 
considérons comme doctrine la plus élémentaire la doctrine propositionnelle 
que nous venons de décrire plus haut : la doctrine propositionnelle cohérente, 
que nous noterons brièvement par CPL (pour Coherent propositionnal logic). 
C'est tout simplement l'ensemble des théories propositionnelles exprimables 
dans le langage ayant les connecteurs logiques suivants : 

_L, T, V et A 

avec les lois de déduction évidentes (dont la distributivité du A sur le V). 
C'est le fragment cohérent de la logique classique. Dans la présente thèse, ces 



théories seront représentées par des treillis distributifs bornés. Au niveau des 
doctrines du premier ordre, l'équivalent sera les catégories cohérentes. 

Sur cette dernière doctrine, nous pouvons bâtir une doctrine ayant un 
connecteur logique '—>1  qui est classiquement un opérateur très étudié. En effet, 
pour une théorie L donnée, on considère pour chaque y E L l'interprétation 
AL : 

(-)Aço 
L> L 

pour laquelle on note l'adjoint à droite y —› (.) lorsqu'il existe. Cet adjoint doit 
satisfaire la règle suivante : 

/91-i, ça —› e  
eAyl-L 'çb 

qu'on peut voir comme une forme du théorème de déduction de Herbrand. 
Sans entrer dans les détails, ce connecteur est tout simplement l'implication 
intuitionniste. Ainsi, la première instance d'un connecteur de type "implica-
tion" nous donne le connecteur intuitionniste et non le connecteur classique. 
Ceci ne limite pourtant pas la logique catégorique aux logiques constructives. 
Nous rencontrerons ces doctrines en tant qu'algèbres de Heyting dans cette 
thèse. Au niveau du premier ordre ces doctrines prendront la forme de catégories 
de Heyting. 

Pour terminer, nous introduisons une dernière doctrine qui est duale à la 
dernière que nous avons introduite. Au lieu de demander l'existence d'un ad-
joint à droite pour (.) A Ç0; nous demanderons l'existence d'un ajoint à gauche 
pour yo V (-) comme on le note dans le diagramme suivant : 

0\so 
— — 

L L 	 cpv(.) 

Cet adjoint à gauche donne un connecteur qui satisfait la règle : 

rçb \ so HL 19 
'IP HL ço V 19 

Nous recontrerons ces doctrines propositionnelles sous l'aspect d'algèbres de 
co-Heyting dans la présente thèse. 



OÙ EN APPRENDRE PLUS 

Que ce soit pour le lecteur dont la curiosité a été piquée dans cette première 
section et qui désire en savoir plus au sujet de ces idées ou, pour celui qui 
désire étudier la thèse dans ses moindres détails. La présente section a été 
créée en guise de guide vers la littérature sur le sujet. Elle complète efficace-
ment la tâche de cet avant-propos. En effet, la première section nous a servi à 
situer la problématique de la thèse dans le domaine de recherche qui l'englobe. 
La présente section nous servira à son tour pour décrire les préalables à une 
compréhension détaillée de ce travail. 

La principale difficulté qui se présente pour un(e) étudiant(e) qui désire se 
plonger dans le domaine de la logique catégorique, est que ce domaine requiert 
d'avance une bonne perception globale des mathématiques. Ceci peut difficile-
ment se faire hors du cadre très serré d'un baccalauréat en mathématiques. En 
effet, les impératifs du sujet demandent une certaine maturité mathématique. 
Malgré cela, et c'est là la beauté des mathématiques, tout penseur ayant un 
intérêt quelconque envers ce domaine peut se mettre à travailler et atteindre, 
dans un temps relatif à chacun, la bulle conceptuelle dans laquelle nous vou-
lons voyager dans la présente thèse. L'étape 1 est déjà annoncée : faire l'équi-
valent d'un baccalauréat en mathématiques pour se familiariser avec la pensée 
mathématique ; plus particulièrement avec les concepts de preuve et de système 
axiomatique. À partir de ce point, un chemin minimal dans la littérature se 
dessine. 

Pour combler ses lacunes en théorie des ensembles, langage à la base même 
de (presque) tout le discours mathématique moderne, je conseille au lecteur 
de lire l'excellent condensé [11]. Ensuite, pour appendre la base de la logique 
algébrique, je dirige le lecteur vers [34] et [35]. Pour comprendre ces derniers, le 
lecteur devra sûrement se familiariser avec la théorie des treillis. Je lui conseille 
l'approche moderne développée dans [5] pour les informaticiens ainsi que le 
plus classique : [10]. 

Ensuite, le gros du travail est de s'introduire à la pensée catégorique. Il y 
a heureusement plusieurs sources de disponibles pour diriger le lecteur dans 
cet apprentissage. Je me contente de mentionner [22] et [9] dont le premier est 
destiné à un public non formé de mathématiciens. Ces deux livres introduisent 
les techniques de théorie des catégories qui seront omniprésentes dans cette 
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thèse. La barre doit être montée un peu plus haute pour une compréhension 
complète. 

Pour passer à l'autre cran, il y a heureusement l'excellent [19] qui intro-
duit le lecteur à la notion de topos de pré-faisceaux ; notion centrale dans 
notre étude. Ce dernier livre unique prépare admirablement à la lecture de 
[21] qui présente la théorie des topos de faisceaux sur des sites ainsi que ses 
applications à la logique catégorique. Ces deux volumes sont en effet, venus 
récemment combler un réel manque dans la pédagogie du domaine qui nous 
intéresse. 

Avec cette base assez solide, le lecteur peut certainement suivre sans dif-
ficulté la présente thèse ainsi que la littérature l'entourant directement. Pour 
terminer cette section, je mentionnerai simplement les sources documentaires 
sur lesquelles se fonde la problématique exacte de la thèse. Il y a premièrement 
"la bible" de la logique catégorique : [271. Ensuite, il y a l'article de Makkai et 
Reyes [25] qui développe toutes les idées entourant la construction du double 
dual et sa version dans la logique du premier ordre. Ce dernier a comme 
préalable inévitable l'article de Makkai [23] qui donne pour la première fois 
la construction du topos des types ; construction centrale dans la thèse. Fina-
lement, il y a les aricles de Pins [29], [31], [30] et [28] qui introduisent l'autre 
grande construction qui nous tiendra en haleine tout au long de notre étude 
ainsi que d'autres résultats très intéressants de logique catégorique. 



Chapitre 1 

LE DOUBLE DUAL ET LE LOCALE DES FILTRES 
POUR LES TREILLIS DISTRIBUTIFS 

1.1. INTRODUCTION 

Le présent chapitre a pour but d'introduire, dans le contexte des treillis dis-
tributifs, la construction du double dual de Makkai/Reyes (voir [25]) et celle 
du locale des filtres de Pitts (voir [29]). Nous y étudions les versions proposi-
tionnelles des constructions qui nous suivront tout au long de la thèse. Le lec-
teur pourra ainsi se familiariser avec ces concepts à un niveau plus élémentaire 
avant de passer au niveau des topos. Nous allons donc d'abord étudier la 
construction du double dual et en décrire les principales propriétés. Ensuite, 
nous regarderons la construction de Pitts en essayant d'exposer ses propriétés 
analogues à celles du double dual. 

Beaucoup de résultats du présent chapitre ont étés démontrés ou du moins 
énoncés dans [25] et [29]. J'ai pourtant décidé de regrouper et démontrer ces 
résultats dans le présent chapitre pour rendre l'exposé plus complet. Ceci a 
l'avantage de donner une base solide pour les développements des chapitres 
ultérieurs et de rendre le tout plus accessible aux lecteurs qui ne sont pas assez 
familiers avec le domaine pour plonger directement dans les articles phares ; 
plus particulièrement pour [25] qui est un article monumental très dense. Le 
désagrément causé par l'alongement de la thèse se verra rapidement com-
pensé par ces qualités. En effet, la modernité du sujet nous impose une re-
structuration continuelle de ses éléments qui se doit de converger vers une 
présentation optimale du sujet. Franchissons ensembles, dès maintenant, les 
premières étapes de ces constructions. 
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1.2. LA CONSTRUCTION DU DOUBLE DUAL : ÉLÉMENTS DE BASE 

Considérons, étape par étape, la construction du double dual de Mak-
kai et Reyes telle qu'on la retrouve dans [25]. La structure algébrique la plus 
élémentaire que nous allons adopter comme témoin rend compte de la logique 
cohérente dans sa version propositionnelle. C'est la notion de treillis distri-
butif borné. Nous notons par DO la catégorie des treillis distributifs bornés. 
Ses morphismes sont des morphismes de treillis préservant le plus petit et le 
plus grand élément. De façon concise, on dit simplement que les morphismes 
doivent préserver les supréma et infirna finis. Comme l'ensemble vide fait par-
tie des sous-ensembles finis d'un ensemble donné, on a bien préservation des 
bornes. 

Une autre catégorie qui nous sera indipensable est la catégorie des en-
sembles partiellement ordonnés que nous notrerons par Po. Les morphismes 
de cette catégorie sont des fonctions préservant l'ordre. 

L'origine de la construction du double dual émerge d'une dualité entre ces 
deux catégories. L'objet dualisant est 2, qui existe en tant qu'ensemble partiel-
lement ordonné (c'est l'ensemble partiellement ordonné à deux éléments {0, 1} 
avec la relation d'ordre naturelle : 0 < 1) et auquel on peut adjoindre la struc-
ture d'un treillis distributif de façon évidente. C'est un objet schizophrène qui 
vit dans nos deux catégories et sa "maladie" lui permet d'induire la dualité 
cherchée. 

Pour un treillis distributif borné D E IDOI nous pouvons définir une struc-
ture naturelle d'ensemble partiellement ordonné sur Hom (  D, 2) en prenant 
tout simplement l'ordre défini ponctuellement i.e. si p,q e HomEn(D, 2), on 
pose 

p < q <clef>  Vd e D p(d) <2 q(D) 

et clairement, avec cette relation, Homo (  D, 2) devient un ensemble patielle-
ment ordonné. De plus, si on a un morphisme de treillis bornés D '>1)1, alors 
on obtient par composition avec a un morphisme d'ensembles partiellement 
ordonnés 

Homu(a,2) 
HOMDp (Di , 2) 	> Hom (  D, 2) 

P1 	 p 0 a 
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Il est aisé de montrer que Horngm  ( — , 2) est avec ces définitions un foncteur 
contravariant de DO dans Po i.e. on a un foncteur covariant : 

Homm(—, 2) : DI ----> PeP 

En procédant de la même façon, donné un ensemble partiellement ordonné 
P, l'ensemble Hom po  (P, 2) peut être muni d'une structure de treillis distributif 
borné en utilisant celle de 2 ponctuellement. De plus, Hom(—, 2) peut agir 
par composition sur les morphismes d'ensembles partiellement ordonnés de 
façon à nous donner un foncteur (covariant) : 

Hompo  (—, 2) : Po°P —› DO 
La proposition suivante énonce enfin la dualité annoncée. 

PROPOSITION (Dualité entre DU et Po) Nous avons la dualité suivante entre la catégorie des treillis 
1.2.1 distributifs et la catégorie des ensembles partiellement ordonnés : 

Horn0i(—,2) 
PO" e L 	DO 

Homp.(—,2) 

PREUVE: 	Un résultat beaucoup plus général aurait pû être formulé et le 
présent résultat n'en serait qu'un cas particulier. J'ai toutefois crû bon de don-
ner une preuve explicite pour ce cas, car il est le point de départ de tout ce 
qui suivra dans cette thèse. Commençons par décrire la correspondance des 
morphismes par l'adjonction. Supposons que D e 1D01 et P E 'Pol. On définit 
premièrement la correspondance suivante : 

Hompu  (D, 2) '›e P e p)0°P 
P—>Hompu(D,  2) E Po 

D-->Homp.(P, 2) e Da 
en posant pour d E D 

f (d)(.) 	 f (-)(d) : P --+ 2 
Il est clair que J(d) est un morphisme d'ensembles partiellement ordonnés, car 
si p, p' E P et p <p 11, on a f (p) <H,,(D,2) f (p'), d'où en particulier on a 
f (P) (d) 5_2 f (P')(d) i.e.  f (d) (P) 	 f(d)(P1 )* 

De la même façon, nous définissons l'autre correspondance qui entre en 
jeu: 



D-2-->-Homp(P, 2) E 

P.- c HOinpoo(D, 2) E Po  

HomDu (D, 2) 13  E Pop" 

en posant cette fois pour p E P: 

MAO 	a(*)(P) D —› 2  

Il est facile de voir que ã(p) ainsi défini est un morphisme de treillis bornés. 
Montrons par exemple que ã(p) préserve les infima binaires : 

-6(P)(d1 AD d2) = a(d i  AD d2)(P) 

= [a(di) AHomp0(P,2) Ce(d2)] (1)) 
= a(c/1)(P) A2 ck(d2)(P) 
= MP)(di) A2 -6(P)( d2) 

On démontre aussi facilement que ã(p) préserve les supréma binaires et les 
bornes. 

4 

Montrons maintenant la naturalité à droite. On suppose que D E 111)01, 
Hornm(D,2)-1-4P G Po°P et P-2--->Q E Po°P de telle sorte que 
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Homp„(P, 2) 

H 0 m po ( g  ,2 ) E DO 

 

Hompo(Q, 2) 

Nous devons donc démontrer la commutativité du dernier triangle. Soit d e D, 
on a 

[Hompv (g , 2) o J]  (d) = Hompo(g, 2) ( f (d)) 
= f (d) o g 

1 f o 	g(d) 

et, pour justifier cette dernière égalité entre deux morphismes d'ensembles par-
tiellement ordonnés de type Q --> 2, on prend q E Q quelconque et on calcule : 

[J (d) ° g] (g) = J(d) (g (q)) 

= [f (g (g))] (d) 
= R f ° g) (g)] (d) 
= [. r c g (d)] (g) 

La naturalité à gauche se démontre de façon similaire. Maintenant que la con-
struction est explicite, je laisse au lecteur le soin de vérifier les détails man- 
quants. 	 II 

Essayons dès maintenant d'interpréter l'action de ces deux foncteurs en 
des termes plus familiers. Rappelons nous quelques définitions de base de la 



DÉFINITION 
1.2.1 
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théorie des treillis qui jouent un rôle fondamental dans le cas qui se présente 
devant nous. 

(Filtre, filtre propre, filtre premier) Soit L un treillis 
• Un filtre sur L est un sous-ensemble non-vide f C L tel que V x, y E L on a 

xAyEf  
x e f et y e f 

Un filtre est dit propre si f C L. 
• Un filtre propre p C L est dit premier s'il satisfait en plus : 

xYyEp  
x E f ou y E f 

Nous noterons par Pr(L) l'ensemble des filtres premiers sur L partiellement ordonné 
par l'inclusion. Nous allons également utiliser la notation très concise : L* pour cet 
ensemble partiellement ordonné. 

La proposition suivante identifie la construction (—)* avec le foncteur 
Hom(—, 2) 

que nous avons défini précédemment. 

PROPOSITION (Représentation pour Hom(— 2)) L'application (—)* est un fancteur de DU dans 
1.2.2 Po°P naturellement isomorphe à Hom m (—, 2). 

PREUVE: 	Je me contenterai de donner l'isomorphisme d'ensembles par- 
tiellements ordonnés en question. Donné un morphisme de treillis D --2->2, nous 
pouvons lui associer le sous-ensemble p a-1(1) C D 

p 	{d E D ce(d) = 1} 
Il est facile de vérifier que p est un filtre premier sur D. Inversement, donné un 
filtre premier p E D*, nous pouvons facilement construire un morphisme de 
treillis a : D —› 2 en posant : 

{1 sidep a(d) 
0 sinon 

Il est clair que ces deux traductions sont inverses l'une de l'autre. En posant 
pour a: D ---> D E 

.D1* 	D* 
P1 	> c(p) 
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(qui est clairement un morphisme d'ensembles partiellement ordonnés), nous 
pouvons voir que (—)* est un foncteur 	P©°P. Avec les isomorphismes 
décrits plus haut il est facile de montrer que (—)* est naturellement isomorphe 
à Hompu  (—, 2). 

Regardons maintenant à quoi correspond l'autre foncteur qui entre en jeu 
dans la dualité. 

DÉFINITION (Sous-ensembles fermés supérieurement d'un Po) Soit P E Po un ensemble 
1.2.2 partiellement ordonné. Un sous-ensemble X C P est dit fermé supérieurement si 

Vx,yeP (x<y,xEX 	>yeX) 

En ordonnant ces sous-ensembles avec l'inclusion nous obtenons un en-
semble partiellement ordonné sur lequel on peut facilement définir des opéra-
teurs pour les infima et suprema binaires (qui sont simplement l'intersection 
et la réunion binaire). Nous noterons par Pt  (P) le treillis distributif (et borné) 
des parties fermées supérieurement de l'ensemble partiellement ordonné P. 
La notation P# sera aussi utilisée pour ce treillis distributif. 

PROPOSITION (Représentation pour Horn(—, 2)) (—)# est un foncteur, de PeP dans DU, natu-
1'2'3  rellement isomorphe à Hom(—, 2). 

PREUVE: 	La correspondance est la même que celle du résultat précédent. 
La preuve est un sous-ensemble de cette preuve. 

Les treillis de la forme P# , pour un ensemble partiellement ordonné P 
!Pol, sont représentatifs pour une classe intéressante de treillis : les treillis en-
gendrés par leurs éléments premiers. La proposition suivante en témoigne, 
mais rappelons tout d'abord ce qu'on entend par treillis engendré par ses 
éléments premiers. 
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(Treillis engendrés par leurs éléments premiers : Pg) Soit L un treillis complet. 
Un élément p E L est dit complètement premier s'il est complètement V -irréductible 
i.e. pour toute famille Isibei  c L on a 

	

   3i E I p xi  
ier 

Un treillis complet L est dit engendré par ses éléments premiers si l'ensemble des ses 
éléments complètement premiers est V-dense dans L Le. si tout élément de L est le 
suprémum des éléments premiers sous cet élément: 

x =V {p 1 p < x et p est complètement premier} 

Nous noterons l'ensemble partiellement ordonné des éléments complètement 
premiers de L par 3i-r(L). De plus, nous noterons par Pg la catégorie des treillis 
complets engendrés par leurs éléments complètement premiers. Les morphismes 
de cette catégorie sont des morphismes de treillis complets : préservant les su-
prema et infima quelconques. 

PROPOSITION (Représentation pour Pg) Un treillis complet L est engendré par ses éléments pre-
1.2.4 miers si et seulement si il est de la forme P# pour Jin certain ensemble partiellement 

ordonné P. De plus, si P-1-K2 E Po, alors Q#.1-->P# est un morphisme de treillis 
complets. En fait, le foncteur (-)# se restreint à une équivalence de catégories : 

Po" Pg 

PREUVE: 	Supposons que L est engendré par ses éléments premiers. On 
pose pour P l'ensemble partiellement ordonné des éléments complètements 
premiers de L, ordonnés par l'ordre inverse à celui induit par L. On obtient 
clairement un isomorphisme de treillis complets : 

dont l'inverse associe àx EL quelconque l'ensemble des éléments complète-
ment premiers de L qui sont plus petits ou égal au sens de l'ordre dans L, à x 
(qui est clairement un sous-ensemble fermé supérieurement de P, car l'ordre 
dans P est l'ordre opposée à celui de L). 

Inversement, il est clair qu'un treillis de la forme L P# est engendré par 
ses éléments premiers. En effet, P# est complet car la réunion et l'intersection 
de parties fermées supérieurement donnent des parties fermées supérieure-
ment et ces deux opérateurs sont des opérateurs de suprema et d'infima pour 
l'inclusion. De plus, pour un p E 1P1 quelconque on a que 

tp 	 fq EPIp <p q} E P# 

DÉFINITION 
1.2.3 
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est complètement premier et cette famille est suffisante pour engendrer P# 
avec la réunion. Donc L est engendré par ses éléments premiers. Il est aussi 
très facile de voir que dans P#, les éléments complètement premiers sont exac-
tement de la forme tp pour p E P, car si X est complètement premier, alors 

d'où il doit exister un p E X tel que X c tp i.e. X = tp. 

Si P-1-+Q e Po, alors Q# P# est un morphisme de treillis complets. Ceci 
est clair, car f# se calcule comme une image inverse le long de f. On a: 

	

P G f#  (U Yi) < 	> f (p) G UYi  
iEI 	 iEI 

> ai e f(p) E Yi  

	

< 	>E p fle(Yi) 

> P 	f le(11)  
iEI 

et clairement, on peut faire le même type de raisonnement pour les intersec-
tions ; donc f# E P. 

Pour montrer que (•)# est plein, on se donne pour P,Q E Po un morphisme 

Q#2_>.p# c  upg  

Nous cherchons ainsi un 	G Po tel que f# = O. Comme 0 est un mor- 
phisme de treillis complets, il préserve les infima. Il possède donc un adjoint à 
gauche 0!  --I O: 

Cet adjoint à gauche envoie les éléments complètement premiers de P# 
sur des éléments complètement premiers de Q#, car si p E P et {Yi}ici  c Q#, 
alors 
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0! (1p) g U 
ici 

tP ° (U 
1-P 	e( Yi) 

ier 

iEI 

3i E / tp c t9(Yi )  
3i E / 0! (1p) 

Comme nous l'avons vu plus haut, puisque 0!  (tp) est complètement pre-
mier, il est de la forme tg pour un certain q E Q. Nous avons ainsi construit 
une application f : P ----> Q qui envoie un p E P sur 

f (p) 	min 0!(tP) 

On voit facilement que f préserve l'ordre car: 

pp 	>1pÇ1p 
0! (1p') g 0! (1`p) 

> min 0! (tp) í min 0! (tpi) 

Finalement, on a bien que f# = 0 comme voulu, car 

P G MY)  
f (p) E 

min 0! (tp) E Y  
0! (1p) Ç Y 
1p 0(Y) 
p E 0(Y) 

Les treillis engendrés par leurs éléments premiers sont intéressants au point 
de vue logique, car ils sont des algèbres de bi-Heyting complètes comme le 
témoigne la proposition suivante. 

PROPOSITION (Les Pg sont des algèbres de bi-Heyting complètes) Soit P un ensemble par-
1.2.5 tielkment ordonné. P# est une algèbre de bi-Heyting complète. Ainsi, tout ensemble 

engendré par ses éléments premiers est une algèbre de bi-Heyting complète. 

PREUVE: 	Nous savons que P# est un treillis complet engendré par ses 
éléments premiers. Pour le lecteur non-familier avec les algèbres de bi-Heyting, 
définissons d'abord une algèbre de Heyting comme étant un treillis dans lequel 
on peut définir un opérateur d'implication —› qui satisfait la règle suivante : 
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z<x->y 
zAx<y 

Dualement, un treillis est une algèbre de co-Heyting si on peut y définir un 
opérateur de différence (ou co-implication) \ qui satisfait la règle d'adjonction 
duale à celle énoncée ci-dessus soit : 

x \ y<z  
x<yVz 

Une algèbre de bi-Heyting est simplement un treillis qui est à la fois une algèbre 
de Heyting et de co-Heyting. 

Pour montrer que P# est une algèbre de bi-Heyting, je me contenterai de 
définir l'implication et la co-implication dans ce contexte. Soient X, Y E P# on 
pose : 

X —>Y" .{pEPIVq>p qEX 	>qEY} 
X\ -17 {pEPI3q<p qeXmaisq«Y} 

qui satisfont clairement les règles d'adjonction : 
ZCX-->Y 	X  \YCZ  
ZnXCY 	 XCYUZ 

Les treillis engendrés par leurs éléments premiers ont la particularité de 
nous permettre d'y raisonner avec des éléments comme si les éléments de L 
étaient des sous-ensembles d'un ensemble donné.C'est pour cette raison que 
les propriétés de ces treillis sont analogues à celles des treillis engendrés par 
leurs éléments premiers "classiques" : 

(P(x),g,n,u) 
des parties d'un ensemble X quelconque. En effet, dans un treillis engendré 
par ses éléments premiers, il nous suffit toujours de vérifier les inégalités à 
démontrer au niveau des éléments complètement premiers. Ceci équivaut, par 
la proposition 1.2.4, à étudier les éléments des ensembles partiellement or-
donnés des premiers inférieurs à chaque membre de l'inégalité et, à les com-
parer en termes d'éléments. 

Maintenant que nous avons traduit la dualité construite en des termes bien 
connus, essayons d'en exploiter les bénéfices qui en découlent gratuitement. 
Commençons par réécrire la dualité de la proposition 1.2.1 dans notre nouvelle 
notation. 
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COROLLAIRE (Dualité pour (•)* et 0#) La dualité de la proposition 1.2.1 peut se présenter 
1.2.1 comme : 

(--)* 
poo    IDO 	 (1.2.1) 

(-)# 

L'adjonction de la dualité donnée au corollaire précédent possède une unité 
et une co-unité. À quoi ressemble l'unité dans le contexte que nous venons de 
définir ? La proposition suivante répond à cette question. Pour alléger le texte, 
nous donnons une définition préalable. 

DÉFINITION 
1.2.4 

(Définition de l'évaluation eD ) Soit D un treillis. On definit la fonction suivante : 
eD 

D 	 D*# 
d 	fp Œ D* I d E pl 

On appelle eD  l'évaluation pour D dans son double dual. 

PROPOSITION (Naturalité de eD) Soit D un treillis distributif borné. La fonction eD  donne un 
1.2.6 morphisme de treillis bornés. De plus, 	est une transformation naturelle de 

entre ces deux endofoncteurs de DU. 

PREUVE: 	Si on considère l'adjonction 1.2.1, on sait qu'elle possède une 
unité. Est-ce que cette unité agit exactement comme le eD  de la définition 1.2.4? 
Oui; donné d E ID, si on revient à la preuve de la proposition 1.2.1, on se 
rapelle que la correspondance naturelle se faisait comme suit : 

Homm  (D, 2) >Holnupo  (D, 2) E Po°P 
Homno  (D, 2) >Homo:1(D, 2) E Po  

ilE  D 	Homp„ (Hompe  (D , 2) , E DU 

où 77D  (d) : Hompa (D , 2) --> 2 envoie a sur 1 (a) (d) = a(d). Si on regarde 7]D (d) 
comme un élément de D*# , alors il correspond à l'ensemble des filtres premiers 
p E D* pour lequels la fonction caratéristique donne 1 lorsqu'on l'applique à d 
i.e. on prend : 

[7]D(d)1 (a) = 	E D* xp(d) = 1} 
=1p e Dl d e 
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L'évaluation est donc l'unité de l'adjonction énoncée au corollaire 1.2.1. C'est 
donc trivialement un morphisme de treillis bornés et e( _ )  définit une trans-
formation naturelle de kg  vers le foncteur double-dual (•)*# comme c'est en 
général le cas pour l'unité d'une adjonction. 	 • 

Comme nous l'avons vu dans la preuve du résultat précédent, l'évaluation 
eD  est l'unité pour l'adjonction 1.2.1. Toute unité d'adjonction satisfait une pro-
priété universelle. Regardons à quoi elle correspond pour eD . 

PROPOSITION (Propriété universelle du double dual) Soit D un treillis distributif borné, L un 
1.21 treillis complet engendré par ses éléments premiers et D 224 L un morphisme de treillis 

bornés. 11 existe un unique morphisme de treillis complets h : D*# 	L tel que le 
diagramme suivant commute : 

eD 
j:)*# 

.L 
On dit ainsi que CD  est universel parmis les morphisme de D dans un treillis engendré 
par ses éléments premiers. 

PREUVE: 	Nous avons vu que 6D  est l'unité de l'adjonction de la ligne 1.2.1. 
Ainsi, eD  est universel parmis les morphismes de treillis de D dans P# pour un 
ensemble partiellement ordonné P E Oa. Plus précisément, cela veut dire que 
quel que soit P G 1Po l et quel que soit le morphisme de treillis h: D ---> P#,  la 
transposée de h: 

IN y 

P#  

Comme nous l'avons vu dans la proposition 1.2.4, un treillis est engendré par 
ses éléments premiers si et seulement si il est de la forme P# pour un certain 
P. Ainsi,. on voit clairement apparaître la propriété universelle voulue. Il suf- 
fit donc de poser h 	h# qui est un morphisme de treillis complets (voir la 
proposition 1.2.4). 

* ± D › 
est l'unique morphisme auquel on peut appliquer (•)# pour faire commuter : 

D ---5->"e  D*# 
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Nous avons donc obtenu une propriété universelle pour le double-dual. 
Nous verrons plus loin comment nous pouvons rafiner ce résultat pour le 
rendre optimal. Essayons maintenant de voir d'autres propriétés fondamen-
tales de cette construction. 

1.3. DOUBLE DUAL : PROPRIÉTÉS ÉLÉMENTAIRES 

Une de ces propriétés qui est centrale pour les applications à la logique 
nous dit que le morphisme évaluation : eD  est un monomorphisme. Cette pro-
priété est équivalente au théorème de complétude pour la logique cohérente 
propositionnelle. La preuve du résultat est non-constructive et utilise le théo-
rème d'existence des filtres premiers. Formulons tour d'abord ce résultat pré-
liminaire bien connu. Notons qu'un idéal sur un treillis D est un filtre sur D°P 
(i.e. la notion d'idéal est duale à celle de filtre). 

PROPOSITION (Théorème d'existence des filtres premiers) Soit D un treillis distributif borné, 
1.3.1 f un filtre sur D et I un idéal sur D. Si f n I = 0, alors il existe un filtre premier p 

sur D tel que f C p et p n = O. 

Le lecteur trouvera une preuve de ce résultat (formulé différemment mais 
trivialement équivalent) à la page 188 de [5]. Contentons-nous de rappeler que 
cette preuve utilise le lemme de Zorn (i.e. l'axiome du choix) et qu'elle n'est 
pas constructive. Remarquons que le théorème d'existence des filtres premiers 
est un énoncé plus faible que l'axiome du choix. 

Donnons dès maintenant une application directe du théorème d'existence 
des filtres premiers à la construction du double dual. Nous désignons ce résultat 
comme étant le "théorème de complétude pour la logique cohérente proposi-
tionelle" (Coherent PropositionalLogic)• Ce résultat est en effet équivalent à un théorè-
me de complétude pour cette logique lorsqu'on le formule dans la théorie des 
modèles. 

PROPOSMON (Théorème de complétude pour CPL) Soit D un treillis distributif borné. 
1 .3.2 L'évaluation D 1>-4e  eee pour le double-dual est un monomorphisme de treillis. 

PREUVE: 	Nous savons déjà que eD  est un morphisme de treillis. Montrons 
qu'il est mono. Pour cela, il suffit de montrer que eD  réfléchit l'ordre de D*# 



dans l'ordre de D i.e. 

Vx, yE D (eD(x) D.# 6D(Y) 	 X <D y) 

Nous montrons la contraposée de cette dernière. Supposons que X ÉD y. On 
pose f 	tx et I .1,y. Clairement, f est un filtre sur D et I est un idéal sur 
D. De plus, fn/ = 0 car y e f(si y E f, alors, par définition, on aurait 
X <D y; une contradiction) et z G I veut dire la même chose que Z <D y et 
donc z f (car sinon z E f et Z <D y nous donnerait y G f). Ainsi par le 
théorème d'existence des filtre premiers, il existe un filtre premier p E D* pour 
lequel f C p et p n I = 0. Puisque f C p, on ax ci) d'où p E 6 D  (X). D'autre 
part, pnI=0 nous donne que y « p d'où p eD  (y). On voit ainsi clairement 
que eD(x) g e D  (y) (p en témoigne). 	 • 

Nous voyons maintenant avec une perspective plus claire la contruction 
du double-dual. Elle prend un treillis distributif borné D et le plonge dans un 
treillis engendré par ses éléments premiers de façon universelle. Le double-
dual de D est donc l'enveloppe de D (comme l'enveloppe convexe d'un sous-
ensemble d'un espace vectoriel) dans les treillis engendrés par leurs éléments 
premiers. 

15 

DÉFINITION 
1.3.1 

La liste des bonnes propriétés de cette construction est loin de s'arrêter 
ici. En fait, il se produit un phénomène assez étrange avec ce double dual. À 
mesure qu'on enrichit la structure de treillis distributif en ajoutant de nou-
veaux opérateurs satisfaisant certaines règles, alors ces opérateurs se voient 
matérialisés dans le double dual et l'évaluation les préserve. Nous ne connais-
sons pas de résultat général décrivant le phénomène, mais plusieurs cas par-
ticuliers sont remarquables. On retrouve une collection impressionnante de 
résultats de ce type dans [8]. Le résultat suivant en est un exemple. Il dit que eD  
préserve toutes les implications (l'opérateur spécifique aux algèbres de Hey-
ting) qui existent dans D. Nous savons par la proposition 1.2.5 que le double 
dual D*# est toujours une algèbre de bi-Heyting. Il est donc naturel de se de-
mander si eD  préserve les implications lorsqu'elles existent dans D. 

(Conditionnellement Heyting) Soit D---Di un morphisme de treillis. On dit que 
a est conditionnellement Heyting si pour chaque --> y qui existe dans D on a que 
a(x) ---> a(y) existe dans D et en fait 

a(x) a(Y) a(x 
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La proposition a été démontrée dans sa version du premier ordre par Joyal. 
Nous lui attribuons tout de même cette version élémentaire. 

PROPOSITION (Théorème de joyal) Le morphisme e est conditionnellement Heyting. 
1.3.3 

PREUVE: 	Soient x, y e D tels que x —> y e D existe. Nous voulons montrer 
que eD(x —› y) satisfait la règle d'adjonction pour eD(x) --> eD(y) dans D*# . 
Comme c'est souvent le cas, une des deux inégalités est triviale : 

eD (x ----> y)  C eD(x) —› 6D (y)  
eD(x —› y) n eD(x) C eD(Y)  

eD ((x —> Y) A x) g eD(Y)  
-÷ y) A x < y 

x—>y<x-->y 

Remarquons que l'équivalence entre la troisième et la quatrième ligne est due 
au fait que e D  préserve l'ordre et la réfléchit (étant un mono). 

Montrons maintenant l'autre inégalité : 

eD(x) -÷ eD(Y) g eD(x —> y) 

Nous avons pour W E D*# quelconque 

W c eD(x) eD(Y)  
W eD(x) eD(Y)  

W C eD(x —> y) 	-1-(*) 

Pour montrer (*) nous passons par la contraposée. On a en effet 

W 	eD(x —> y) 	3q EW 	eD(x y) 
3q E W q « eD(y) car y < x y 

-3qEW y «q 

Pour arriver à notre but, nous cherchons un filtre peWn eD  (x) tel que 
e D(y). Le filtre q est dans W et satisfait la deuxième condition, mais n'est pas 
nécessairement dans eD(x). Pour construire lep en question nous allons utiliser 
le théorème d'existence des filtre premiers. Considérons 

f 	(q U {x}) 	E D I ac eq eAx < 
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qui est le filtre engendré par q et {x}. C'est une extension de q qui contient x. 
Notons que y f. En effet, 

yE,f 	3cEq cAx< y 
	 3ceq c<x—>y 

>x—>yeq 

C'est impossible car dans cette situation q G eD (x --> y) et nous avons supposé 
que ce n'est pas le cas. On pose ainsi naturellement I ,1,y et on a clairement 
f n./- =0 et donc, par le théorème d'existence des filtre premiers, il existe un 
filtre premier p E D* tel que f C p et p n I = O. Nous avons bien trouvé en p 
le candidat cherché. En effet, p E W (car qc f C p et W est une partie fermée 
supérieurement de D*), p E eD (x) (car xef C p), mais p eD(y) (car y E I et 
pn/=Od'oùyep). 

Nous avons également que l'évaluation est conditionnellement co-Heyting. 
Nous pouvons obtenir ce résulat par dualité en utilisant le résultat précédent 
et le lemme suivant : 

LEMME (Isomorphisme entre (D°P)*# et D*#°P) Soit D un treillis distributif: Il existe un 
1.3.1 unique isomorphisme de treillis complètement distributifs I : D°P*#—':--->D*#' faisant 

PREUVE: 	Je me contente de dire que cet isomorphisme découle directe- 
ment du fait que 2°P 2; que l'on considère 2 comme un treillis ou comme 
un ordre partiel. En effet, en composant un morphisme de treillis p: D —> 2 
avec cet isomorphisme on obtient un morphisme D —> 2°P dont la fonction 
sous-jacente peut être aussi vue comme un morphisme de treillis D°P 	2. 
Cette association est un isomorphisme d'ensembles partiellement ordonnés de 
D*°P dans D°P*. Avec l'interprétation en termes de filtres premiers, on obtient 
une description simple de cet isomorphisme. En effet, en posant : 

	D°P* 
	D \p 
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on prend un filtre premier p e D* et on l'envoie sur son complément (vu 
comme sous-ensemble de D) qui est naturellement un idéal premier sur D 
et donc un filtre premier sur D°P comme voulu. Cette application est claire-
ment une bijection. De plus, c'est un morphisme d'ensembles partiellement 
ordonnés car 

p  	g p 
	 D\p D\q 

> D \ p <pop* D \ q 
De la même façon, donné un ensemble partiellement ordonné P, il est facile de 
construire un isomorphisme 

p#°P pop# 

En appliquant (•)# au premier isomorphisme et en composant avec ce deuxième 
isomorphisme nous obtenons facilement l'isomorphisme recherché. 	• 

Nous obtenons donc le résultat annoncé soit que l'évaluation préserve 
aussi les co-implications. 

COROLLAIRE (L'évaluation eD  est co-Heyting) Soit D un treillis distributif borné. L'évcduation 
1.3.1 D-e-L3)  -D*# est conditionellement co-Heyting. 

PREUVE: 	Le lemme précédent nous a donné un isomorphisme de treillis 
complets : I (qui est donc en particulier un isomorphisme d'algèbres de Hey-
ting). Ainsi, puisque epop est conditionellement Heyting, on obtient que 

= I 0 epop 

est conditionellement Heyting donc eD  est conditionellement co-Heyting. 

Les résultats de la présente section nous indiquent un peu comment le 
double dual peut servir pour démontrer des théorèmes de complétude pour 
certaines logiques propositionnelles. Nous ne désirons pas nous attarder à ce 
genre d'applications du double dual car elles sont traitées en détail dans des 
articles comme [8]. Contentons nous de terminer cette section en mentionnant 
les remarques suivantes. Le résultat de base pour ce genre de considérations 
est la proposition 1.3.2, qui donne le théorème de complétude pour la logique 
cohérente propositionnelle. Le théorème de Joyal (la proposition 1.3.3), quant à 
lui, donne un théorème de complétude pour la logique propositionnelle intui-
tionniste. Cette logique a en effet un opérateur de plus que la logique cohérente 
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propositionnelle : l'implication. Le simple fait que l'évaluation préserve cet 
opérateur (c'est en effet l'essentiel du contenu du théorème de Joyal) nous 
permet d'étendre le théorème de complétude de la logique cohérente à la lo-
gique intuitionniste. De la même façon, le théorème de complétude pour la 
logique co-intuitionniste se démontre en montrant que eD  préserve les co-
implications qui existent dans D (voir corollaire 1.3.1). Nous appercevons donc 
(vaguement) pourquoi les propriétés sémantiques de plusieurs théories propo-
sitionnelles cohérentes peuvent se déduire à partir de propriétés algébriques 
du morphisme eD  dans le double dual. 

1.4. PROPRIÉTÉS DE FONCTORIALITÉ DU DOUBLE DUAL 

Nous avons vu à la proposition 1.2.6 que e( _ )  : 1Du  --> ()*# est une trans-
formation naturelle. Ceci veut dire que quel que soit le morphisme de treillis 
bornés C---D e IDO, le diagramme suivant commute : 

ep 
D> 	D*# 
a I 	o 

1 c'*#  

(>) 	 C*#  ec  

Mais oz*# est un morphisme de treillis complets et possède donc des adjoints 
à droite et à gauche que nous noterons respectivement Ra  et L. Une question 
naturelle que nous pouvons nous demander est la suivante. Si a a un adjoint 
à droite p est-ce que cet adjoint à droite commute avec RQ  comme dans le dia-
gramme suivant : 

ep 
D' 	> D*# 

P ,I, 	0 	1Ra  

(> 	ec, C*#  

De la même façon, si a a un adjoint à gauche A ; commute-t-il avec La ? Nous 
allons montrer dans la présente section que nous pouvons répondre par l'af-
firmative à ces deux questions. 

La proposition suivante nous indique comment on peut calculer La  et Ra  
au niveau des filtres premiers. 
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PROPOSITION (Calcul des adjoints de e#) Soit 	E [D11 un morphisme de treillis bornés. 
1.4.1 Pour p E C* et Y E D*# quelconques, on a 

p E Rc,(Y) < 	> Vq E D* (ce*(q) p = q c Y) 
p E Lc,(Y) <—> 3q E D* (a* (q) p & q E Y) 

PREUVE: 	Nous utilisons les formules bien connues pour les adjoints à 
gauche et à droite d'un morphisme de treillis complets. Soient Y E D*# et 
p E C* quelconques. On a, 

p E Ra  Y 
p e U {X E C*# I a*#(X) C Y} 

3X c C*# [a*#(X) C Y &pc X] 

aX E C*# [Vq c D* (q E a**(X) q E Y) & p E X] 

3X E C*# [dg D* (a*(q) c X 	c Y) & p c X] (*) 

VqE D* [a*(q)Dp = qEY] 

et (*) se démontre comme suit. Pour la direction (.1,), on prend q E D* tel que 
a* (q) D p. Par hypothèse, on a que p E X donc a* (q) E X car X est fermée 
supérieurement. Ainsi, notre hypothèse nous permet de conclure que q c Y 
comme voulu. Pour la direction (t), on pose X tp et on voit que le reste suit 
sans peine. 

Démontrons maintenant la deuxième formule. En procédant de façon ana-
logue, on a: 

pELQY  
p E n  {X C*#  Y C a**(X)} 

VX E C*# [Y C a*#(X)  p e X] 

VXEC*# NED*(qEYqEce*#(X))pcX] 

VX 	C*# Hqc D* (q T q E a*#(X))v p e X] 

VX 	C*# [3q c D* (q leYVqc a*#(X)) V p E X] 

VX e C*# Pq E D* (qGY & qect*#(X)) VpE X] 

VX E C*# [3q E D* (q E Y & a* (q) « X) v p G X] 

aq E D* [a* (q) g_p&qc Y] 
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Montrons (**). Pour (1.) on pose 

X 	E C*  ji g pl 

Clairement, X est une partie fermée supérieurement de C*. De plus, comme on 
a évidemment p « X on peut conclure par hypothèse qu'il existe q E D* tel que 
q e Y et a* (q) « X i.e. a* (q) C p; comme voulu. Pour (t) on prend X E C*# 
quelconque. Si p G X on a terminé. Si p « X, alors nous devons montrer 

3q E D* [q E Y & a* (q) e xi 

Prenons le q G D* qui nous est donné par hypothèse. On a bien q G Y et, 
comme a* (q) C p et p eX, on doit avoir a* (q) e x-  comme espéré. 	• 

Maintenant que nous savons comment calculer les adjoints de a*# nous 
sommes prêts à démontrer les propriétés de fonctorialité annoncées plus haut. 
Nous allons tout d'abord démontrer le résultat pour les adjoints à droite puis, 
nous allons utiliser un argument de symétrie pour déduire le résultat pour les 
adjoints à gauche. 

PROPOSITION (Fonctorialité des adjoints à droite pour D*#) Soit C.2-÷D E EDO un morphisme 
1.4.2 de treillis bornés ayant un adjoint à droite D---12-+C . Alors les deux rectangles 'évidents 

du diagramme suivant commutent 
eD 

00 

ec 

PREUVE: 	Une des deux commutativités a déjà été démontrée comme nous 
l'avons indiqué au début de la présente section. La nouvelle commutativité qui 
est démontrée ici est celle faisant intervenir p et Ra. J'ai quand même décidé 
de mettre a et a*# dans le diagramme pour bien montrer les relations d'ad-
jonction. Soit d E D quelconque. Comme il en est coutume, un des deux sens 
est évident. En effet, 

ec(pd) C R. (eD(d))  
a*#  (ec(Pd)) C eD(d)  
eD (a(Pd)) Ç  eD(d)  

a(pd) < d  
pd < pd 
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où l'avant dernier passage se justifie par le fait que eD  est un monomorphisme 
et donc réfléchit l'ordre. 

Pour l'autre direction, nous procéderons comme suit. Pour p E C* quel-
conque on a, en utilisant la formule de la proposition 1.4.1, que 

p E lic, (eD(d))  
Vq E D* [a*(q)Pp- q E eD(d)]  

VqED*[a*(q)DpdEq]  
pd E p 	*) 

P e ec(Pd) 

et nous montrons (*) par contraposition. Supposons que pd e p. Nous cher-
chons un q E D* tel que a* (q) D p, mais avec d e q. Considérons le filtre 
engendré par limage de p le long de a i.e. 

f -- (ce(P)) 

On remarque que d « f car 

d E f 	 3c E p ac < d 
< 	> 3c e p c < pd 

pd e p 

Ce qui n'est pas le cas par hypothèse. Ainsi on a bien d « f. En utilisant le 
théorème d'existence des filtres premiers on peut trouver q G D* tel que f C q 
et d e q. Pour vérifier que ce q est bien le candidat recherché, il ne nous reste 
qu'à voir que a* (q) D p. Ceci est clair car: 

ce .pcecEcepCfCq 
ac G q 

> c G a*(q) 

II 

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat analogue pour les ad-
joints à gauche. 
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PROPOSITION (Fonctorialité des adjoints à gauche pour D*#) Soit 	e D1 un morphisme 
1 '4'3  de treillis bornés ayant un, adjoint à gauche Di4C . Alors les deux rectangles évidents 

du diagramme suivant commutent : 

PREUVE: 	Comme dans le cas de la proposition précédente nous ne nous 
intéressons qu'à la commutativité faisant intervenir A et La  ; l'autre ayant déjà 
été démontrée. Nous utiliserons l'isomorphisme décrit au lemme 1.3.1. Nous 
ajouterons respectivement les indices /c  et /D  pour différencier les deux iso-
morphismes. Le lecteur expérimenté verra que le résultat suit immédiatement 
de la commutativité du diagramme suivant : 

	

D°P*# 	 D*#°P  

ce°P I --I Aop 	oo 	# I -) R„,op 00 	a .#°P 

C°P> 	 C°P*# 	 C*#°P  eCoP 

En effet, le rectangle gauche commute car aOP  H Am' et cela nous ramène au 
cas de la proposition précédente : le cas des adjoints à droite. Le rectangle de 
droite, quant à lui, commute car /D  et /c  sont des isomorphismes et par les 
relations d'adjonctions existantes. Finalement, on en déduit que l'extérieur de 
ce diagramme commute. En enlevant les (-)OP on retombe sur le diagramme 
dont on voulait originalement démontrer la commutativité. 	 • 

Les résultats de la présente section servent aussi à étudier certaines lo-
giques propositionnelles : les logiques modales pré-S4 et bi-S4 (voir [251). Ces 
résultats sont tout simplement des résultats de préservations de certains opé-
rateurs modaux définissables dans notre contexte. 

D°P, 	 
ejj Op 

 

1.5. UNE CARACTÉRISATION DU DOUBLE DUAL 

La proposition suivante donne encore quelques propriétés de l'évaluation. 
Le lecteur remarquera probablement que nous y répétons des propriétés déjà 
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connues. Nous verrons plus loin que ces propriétés caractérisent l'évaluation 
à isomorphisme près. C'est pour cette raison que nous allons les énoncer en-
sembles. 

PROPOSITION (Propriétés caractéristiques de eD) Soit D un treillis distributif borné. 
1.5.1 L'évaluation eD  satisfait les propriétés suivantes : 

1. D*# E 1[Pgl 
2. eD  E 11_01 

3. VX E D*# [X E At(D) —> X — — A eD(d) 
{dED X5eD(d» 

	 341i 	i  5_ 4. Vd e D V{di}iel C D [AeD(cli) < eD(d) 	C Ad cl]  
iEr 	 iEr 

5. Soit X e D*# tel que 
X . A eD(xi ) 

iE/ 
pour une certaine famille d'éléments de D : {xi }iel. Si X satisfait la propriété 
suivante : 

Vn E N Vtde 	[...1  CD x< V D(di) ----> 31 < jo  < n X < eD(d30 ) 

alors X est complètement premier dans D*# i.e. X E .tr (D*#). 

PREUVE: 	Les énoncés 1 et 2 ont été démontrés préalablement. Démontrons 
l'énoncé 3. Nous avons vu dans la preuve de la proposition 1.2.4 que les éléments 
complètement premiers de P# (pour un certain P E Po ) sont de la forme tp 
(p E P). Ainsi, X E Jtt (D*#) si et seulement si il existe un p e D* tel que 



X = tp. On a ainsi : 
{eD(d) IdED et X < eD(d)} 

= nleD(d) IdED et tp g_ {q E D* I d E q}} 

=r -l{eD(d) HE D et d E 

,n  {q E D* I d E q} 
dEp 

= 	G D* I pç  ql 

= 
=x 

Démontrons l'énoncé 4. Soit { di}ier  une famille d'éléments de D et d E D 
tels que 

A eD(d i ) < eD(d) 
iEI 

Supposons le contraire de la conclusion cherchée c'est à dire 

ViCi A di  É d 
iEI 

On pose alors 

f 	{d e D I 	C I A d i  < d} = (IdiliEI
iEI   

On voit que par hypothèse d e f d'où, par le théorème d'existence des filtres 
premiers, 

3p E D* f C p et d e p 
On a ainsi trouvé p G D* tel que p e D(d) mais pourtant 

ViE/ di Ep 
d'où p E nier  eD(d). Nous obtenons donc une contradiction avec notre pre-
mière hypothèse. 

Démontrons maintenant l'énoncé 5. Supposons que nous ayons affaire à 
un X dans D*# de la forme X = nie , eD(xi ) qui satisfait la condition énoncée. 
Nous désirons montrer qu'il existe un p E D* pour lequel X = tp. Posons 

f (fxdiEI) 
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pEX dEp 
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On a ainsi : 

	

q E X < 	E neD(xi) 
iE/ 

	

< 	> Vi e / e eD(xi) 

	

< 	> Vi e I xi  e q 
	 f c q 

On voit ainsi que 

X =1`f - {qED*Ifc q} 

Il suffit donc de montrer que f est un filtre premier. Soient d1, d2 E D on a 

di  V d2  e f 	V q E D* [f Cq-qE eD(di V d2) = eD(di) V en(d2)] 
> tf = X < eD(di) V eD (d2 ) 
	 X < eD(di ) ou X < eD(d2) 
   tf eD(cli) ou tf eD(d2) 
   Vq E D* [f c q-qE eD(cli)]  ou VqED*[fCqqEeD(d2)] 

.Vq  E D* [f q di e q] ou Vq E D* [f 	d2 E q] 
   d1  E f ou d2  e f 

où la dernière ligne se justifie en notant que f peut toujours s'écrire comme l'in-
tersection de tous les filtres premiers qui le contiennent. Lorsque tous les filtres 
premiers qui contiennent f ont d1  comme élément, on est contraint d'avoir 
d1  E f (même chose pour d2). Nous avons donc bien montré que f est un filtre 
premier. 

Le lecteur remarquera que la propriété 4 de la proposition précédente est 
une généralisation de la proposition 1.3.2 (i.e. la proposition 1.3.2 est un con-
séquence immédiate de 4). De plus, nous avons le corollaire suivant qui nous 
donne une représentation canonique pour les éléments de D*# en termes d'é-
léments provenant de D. 

COROLLAIRE (Représentation des éléments de D*#) Soit D un treillis distributif borné et 
1.5.1 X E D*# quelconque. On a la représentation suivante de X en termes des éléments 

provenant de D : 
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PREUVE: 	Comme D** est engendré par ses éléments premiers (qui sont 
tous de la forme tp pour p E D*), on peut écrire X comme le suprema des 
éléments complètement premiers qui lui sont inférieurs. Toutefois, 

tp<X 	> tpCX < 	> pEX 

de telle sorte que 

X  = V tP = V tP = v A ep(d) 
tp<X 	pEX 	pEX dEp 

où cette dernière égalité a été démontrée lors de la preuve de l'énoncé 3 de la 
proposition précédente. 	 • 

Comme nous l'avons déjà mentionné, les cinq propriétés de la proposition 
1.5.1 n'ont pas été énoncées ensembles par hasard. Ces propriétés caractérisent 
l'évaluation de Makkai /Reyes à isomorphisme près. Nous verrons en effet 
dans la proposition suivante que si un morphisme • : D --> .b satisfait les 
mêmes propriétés que l'évaluation dans la proposition 1.5.1 i.e.: 

1. b e pg1 
2. («) e Loft 

3. VX 	[X e 2-rt(b)  	
{dED l  Xr.1} 

= A d] 

4. Vd E D VIdil iEl  C D  
IEI 

5. Soit X e b tel que 
x=Ax  

A di d] 
iEI 

ier 
pour une certaine famille d'éléments de D: {xi }ier . Si X satisfait la pro-
priété suivante : 

Vn E N V{di  }7_1  C D [X <   1 < j o  < n X < (130  

alors X est complètement premier dans h i.e. X E 2tr (b). 

alors • est essentiellement l'évaluation. Ces propriétés nous donnent donc 
une sorte d'axiomatique pour déduire des propriétés de l'évaluation. Cette 
caractérisation de l'évaluation se trouve originalement dans [25] (p.36). Une 
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légère erreur de formulation y est cachée dans la dernière propriété. Elle nous a 
été signalée par Makkai avec les ajustements nécessaires. Voici donc le résultat 
annoncé. 

PROPOSITION (Conditions suffisantes pour l'universalité) Soit D un treillis distributifborné et 
1.5.2 D un treillis complet. Si une application • : D --+ D satisfait les conditions de la page 

27, alors () satisfait la propriété universelle de D*# i.e. si L e [Pg1 et D-14 L E Lot 
alors il existe un unique morphisme de treillis complets : 	qui fait commuter 

PREUVE: 	Le lecteur trouvera cette preuve dans l'article original de Mak- 
kai/Reyes [25] qui est juste malgré le fait qu'une hypothèse manquait. Nous 
voyons dans cette preuve que cette hypothèse est vérifiée. 

COROLLAIRE (Caractérisation de l'évaluation) Si • : D ---+ D satisfait les propriétés 1 à 5 de la 
1.5.2 page 27 alors il extke un unique isomorphisme —eD  : 	Ð.# tel que le diagramme 

suivant commute : 

PREUVE: 	11 suffit d'appliquer les deux propriétés universelles tour à tour. 
Pour voir que les deux morphismes qu'elles induisent sont inverses l'un par 
rapport à l'autre, il suffit de voir que l'identité peut jouer le rôle de leur com- 
position dans un diagramme adéquat. 	 • 

Ainsi, non seulement nous avons donné des propriétés de eD , mais nous en 
avons assez données pour que eD  soit essentiellement uniquement déterminé 
par ces propriétés. 
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1.6. RAFINEMENT DE LA PROPRIÉTÉ UNIVERSELLE DU DOUBLE 
DUAL 

Nous avons jusqu'à maintenant établi une propriété universelle pour la 
construction du double dual et nous avons même donné des propriétés ca-
ractérisant cette propriété universelle à isomorphisme près. Il est naturel de 
se demander à ce moment si cette propriété universelle est optimale. Expli-
quons ce que nous voulons dire par "optimale". L'évaluation allant de D dans 
le double dual D*# , comme nous l'avons vu, est universelle parmis les mor-
phismes ayant D comme domaine et des treillis engendrés par leurs éléments 
premiers L E Fg. Pouvons-nous étendre cette classe Pg à une classe plus grande 
de treillis ? Une propriété universelle sera optimale si elle est décrite dans la 
plus grande classe possible de treillis pour laquelle on a l'universalité. Dans 
notre cas particulier, Pg est déjà une classe très vaste de treillis, mais nous pou-
vons faire mieux. Voici une classe de treillis encore plus grande pour laquelle 
on a l'universalité de l'évaluation. 

DÉFINITION 
1.6.1 

(Treillis complètement distributifs) Soit L un treillis complet. On dit que L est 
complètement distributif s'il satisfait l'une des deux lois équivalentes de distributivité 
infinie suivantes. Pour une famille quelconque d'éléments 	 C L • 

1.  V A = A V xis(i) 
iEI jEJi 	je [pi iE/ 

iE/ 

.AV = V A 
iEl jEJi 	jeerm zEI 

iEI 

Les morphismes entre des treillis complètement distributifs sont les morphismes de 
treillis complets (préservant les suprema et infima quelconques). On note par Cd la 
catégorie des treillis complètement distributifs. 

Pour obtenir plus de détails sur cette notion je réfère le lecteur aux articles 
de Raney dont [32] et [33] où on trouvera la preuve de l'équivalence entre 
ces deux lois duales de distributivité infinie. Cette preuve utilise l'axiome du 
choix et ne peut donc pas se reproduire dans tous les topos. L'étude des treillis 
complètement distributifs avec une approche constructive a été faite de façon 
exhaustive par Wood et al dans une longue série d'articles voir par exemple 
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[7] pour une introduction. Leur approche à la distributivité complète dans les 
topos définis sur des topos de base arbitraires est très intéressante et simplifie 
grandement le traitement de certains résultats classiques dont le théorème de 
Raney. 11 serait très intéressant de trouver une ou plusieurs versions construc-
tives de la construction du double dual de Makkai/Reyes. Bien sûr, ces ver-
sions devraient s'écraser en une seule lorsque le topos de base est booléen 
comme c'est le cas dans le cadre de cette thèse. 

La catégorie des treillis complètement distributifs contient une sous-caté-
gorie pleine bien connue que nous avons abordée soit : la catégorie Pg des 
treillis engendrés par leurs éléments complètement premiers. En effet, nous 
avons vu à la proposition 1.2.4 que cette dernière catégorie est équivalente à 
la catégorie Po" via le foncteur (•)#. Cependant, si P e 1P01, alors P# est un 
treillis complètement distributif car c'est un sous-treillis complet de l'algèbre 
de Boole complète des sous-ensembles de 1/31 1 : P (P) (qui est bien connue 
comme étant complètement distributive dans la théorie des ensembles avec 
l'axiome du choix). Comme tous les objets de Pg sont de cette forme, on a 
démontré que: 

PROPOSITION (Cd est une sous-catégorie pleine de Pg) La catégorie des treillis engendrés par 
1.6.1 leurs éléments complètement premiers Pg est une sous-catégorie pleine de Ici catégorie 

des treillis complètement distributifs Cd. 

Les treillis engendrés par leurs éléments premiers sont des treillis dans les-
quels nous pouvons raisonner avec des éléments (les premiers) comme dans 
les anneaux d'ensembles (les sous-treillis complets de P(X) pour un ensemble 
X). Il n'est donc pas du tout étonnant que ces treillis soient complètement dis-
tributifs, car les suprema et infima dans ces structures sont essentiellement la 
réunion et l'intersection. 

La proposition suivante élargit la portée de la propriété universelle du 
double dual à la classe des treillis complètement distributifs comme nous l'av-
ons annoncé plus haut. 



31 

PROPOSITION (Propriété universelle étendue du double dual) Soit D un treillis distribu-
1.6.2 tif borné, L un treillis complètement distributif et D-1->i' L un morphisme de treillis 

bornés. 11 existe un unique morphisme de treillis complets .13*# 	tel que le dia- 
gramme suivant commute : 

D D*# 

On dit ainsi que eD  est universel parmis les morphismes de D dans les treillis 
complètement distributifs. 

PREUVE: 	Je donne ici une preuve due a Ghilardi et Meloni qui n'est pas 
publiée. Comme nous l'avons vu au corollaire 1.5.1, un élément X G D*# peut 
toujours s'écrire comme : 

X= v A eD(d) 
pEX dEp 

On a ainsi directement l'unicité de h, car puisque h doit préserver tous les 
suprema et infirna et doit faire commuter le diagramme dessiné plus haut; on 
a 

h(X) = h (V A eD(d)) 
pEX dEp 

— V A h (eD(d)) 
pEX dEp 

= V A h(d) 
pEX dEp 

Ainsi, l'unicité de h est assurée par les propriétés que nous lui imposons. Il 
ne nous reste donc qu'à montrer que h préserve les suprema et infima quel-
conques. La préservation des suprema est facile à démontrer. Commençons 



par cela. On suppose qu'on a une famille {Xi }iE/ d'éléments de D*# . Ainsi, 
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h = 
 h (

U X i ) 
iEr 

= V A h(d)  
PEU xi dEp 

iEl 

(=*"- V V Ah(d) 
iE/ pEXi dEp 

V h( Xi) 
ici 

où (*) se justifie facilement en notant les deux évidences suivantes : 

() 	Vp EU Xi A h(d) I V A h( d ) 
iGI 	dEp 
	 iE/ pEXi dEp 

(?) 
	

Vi e I Vp 
	

A h(d)_ V A h(d) 
dEp 	PEUXi dEP 

iE/ 

Nous devrons être plus délicats avec la préservation des infima. Notons 
tout d'abord que, puisque h, préserve les suprema quelconques, il préserve au-
tomatiquement l'ordre (i.e. h est monotone). En effet, tout morphisme préservant 
les suprema binaires préserve automatiquement l'ordre ; c'est déjà suffisant à 
ce niveau. Ceci nous permet de démontrer une des deux inégalités requises. 
En effet, on a alors : 

h  (A  Xi ) < A h(X i ) 
.E1 	ici  

Vi E I h (n xi ) h(X i ) 

ViEI n c 
jEI 

E I 

Pour démontrer l'autre direction, nous appliquons les deux lois de distributi-
vité infinie, une pour chaque côté de l'inégalité : 
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Ah(Xi ) 5_ h (A 	X i ) 
ier  

A V A h(d) V A h ( d ) 
iEI PEXi dEP 	PE nxi  dEP 

ier  

A A h(d) 	A v h (ci(p)) 

ergi ici de(i) 	dE 1IP PE n Xi 
iEI 	 pen xs 	 jEl 

Y73> E 1-1Xi V ci E 11 p AA h(d) 5_ V h  ( j(P)) 
ici 	pe n xi 	ici dei) 	pEfl Xj  

jEI 	 J E, 

Prenons 
15-• 	 de H p 

ici 	 pE n xi  

quelconques. Pour démontrer cette dernière ligne, on considère 

f 	 je(i)) 
ieI 

I 
pE n 

jEl 

où les crochets veulent dire respectivement "filtre engendré par" et "idéal en-
gendré par". On a que f et I ont une intersection non-vide. En effet, si on avait 
au contraire que f n I = 0, alors, par le théorème d'existence des filtres pre-
miers, on aurait l'existence d'un filtre premier q E D* tel que q n I = 0 et f C q. 
Mais puisque pour chaque i on a e(i) e Xi  et 77(i) C f C q, on a que q E n iiE/ xi. 
Ceci est impossible, car dans ce cas 

cr(q) E I et ci(q) E q 

et ceci entre en contradiction avec le fait que q et I soient disjoints. Ainsi, nous 
avons montré que f et I sont non-disjoints. Soit do E f n I. Par définition de f 
et / on a qu'il existe i l , • • • ,in  E I avec des 

e /Y(i i ), • • • , 	E Kin) 

associés et il doit exister 
Pl, • • • ,Pm E n Xi 

ieI 

tels que 
di, A • • • A din  < do  < ci(pi ) V • • • V cr(pm) 



En appliquant h à ces inégalités on obtient : 

A A h(d) < h(dii ) A • • • A h(d irt ) 
iei de(z) 

< h(do ) 

< h (cr(pi )) V • • • V h (ci(pm )) 

V h  ( Cr(P ) ) 
pE n Xj 

jEl 

et c'est justement ce que nous voulions démontrer. 

Nous savons maintenant que l'évaluation dans le double dual est univer-
selle parmis les morphismes de treillis dans un treillis complètement distribu-
tif. Avons-nous vraiment fait un pas en avant ? Connaissons-nous un exemple 
de treillis complètement distributif qui n'est pas engendré par ses éléments 
complètement premiers ? La réponse est oui et cet exemple est bien plus proche 
de notre intuition qu'on le croit : 

L 	([0,1], (,inf , sup) 
est l'ensemble des nombres réels entre 0 et 1 (bornes incluses) ordonnés avec 
l'ordre linéaire habituel. La propriété de complétude des nombres réels nous 
assure l'existence du suprema et de l'infima de tout sous-ensemble non-vide 
de 0 A c [0, 1]. De plus, on a trivialement sup Ø=- 0 et inf 0 = 1. Donc L est un 
treillis complet. De plus, il est facile de voir que tout ordre complet linéaire est 
un treillis complètement distributif (voir [7]). Notre L est donc complètement 
distributif. Pour montrer que L n'est pas engendré par ses éléments premiers 
on montre que L ne possède aucun élément complètement premier. En effet, 
donné x E [0, 1] quelconque on a toujours 

x < sup {a e [0,1] I a < x} 

C'est en fait toujours une égalité ! Mais pourtant, 
Va E ta E [0, 1] I a < 	x a 

d'où x n'est pas complètement V-irréductible (x n'est pas complètement pre-
mier). Donc L n'est pas engendré par ses éléments premiers. 

Nous voyons que la propriété universelle du double dual s'applique main-
tenant à une classe plus grande de treillis : la classe des treillis complète-
ment distributifs. Comment pouvons-nous nous assurer que cette classe est 
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la meilleure possible ? La théorie des monades vient ici à notre rescousse pour 
résoudre cette question. 

Avant de s'attaquer au résultat principal de cette section nous devons définir 
un foncteur qui est une version covariante du foncteur contravariant préalable-
ment défini (.)#. 

DÉFINITION (Le foncteur Pt (•)) On définit le foncteur 
1.6.2 

Pt(-) : Po 	Po 

L) =L# 
et pour L-1431 E Po on définit Pt (f) : Pt (L) 	Pt (M) en posant 

Pt(f)(X) {m E M I 3/ e X f(l) < ml 
pour X E Pt (L). De plus, nous avons un (mono)morphisme d'ensembles partielle-
ment ordonnés 

L .1.-14L  Pt (L) 
qui envoie un élément de L sur l'ensemble des éléments de L qui sont plus grand ou 
égal à cet élément i.e. pour 10  E L on a 

tL ic a.flEL11 < /1 

Clairement, 'Pt (•) est un foncteur. On remarque immédiatement que les en-
sembles partiellement ordonnés de la forme Pt(L) sont complets et que pour 
un morphisme L-4 E Po on a Pt(f) f#. Ce foncteur possède de bonnes pro-
priétés que nous résumons dans le lemme suivant. La preuve est élémentaire. 
Je laisse au lecteur le soin d'en vérifier la validité. 

en posant pour L E 1Pol : 
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LEMME (Propriétés de Pt (-)) 
1.6.1 

1. Soit L E 10'01. On a que L est complet si et seulement si L-1----1-'›Pt(L) possède 
un adjoint à gauche. Cet adjoint à gauche sera noté 

AL P (  L) L 
et se calcule en prenant rinfimum. 

2. Pour L, M E IPol deux ordres partiels complets et L-4M E Po on a que f 
préserve les infima si et seulement si le diagramme suivant commute dans Po: 

pt(f) 
'Pt  (M) 

	> .111- 

3. L'application t est une transformation naturelle 

t (.) 	----> Pt 

Remarquons que l'on peut voir la dernière définition et le lemme qui la 
suit sous une forme duale. En effet, en appliquant l'endofoncteur (.)OP  (qui 
renverse l'ordre d'un ensemble partiellement ordonné) avant d'appliquer Pt, 
on obtient un foncteur 

: Po —› Po 
et une transformation naturelle 

: 1 p --> 

ayant des propriétés duales. Ainsi, L G 1Pol sera complet si et seulement si 
: L ----> P(L) possède un adjoint à gauche VL. Un morphisme L 	E Po 

entre deux ensembles partiellement ordonnés complets préservera les infima 
si et seulement si le diagramme suivant commute dans Po : 

(L) 	(M) 

V LI 	IV m 

	M 

Le lemme suivant nous donne une propriété des co-égalisateurs dans Po. 
C'est un résultat formulé en termes de théorie des catégories enrichies. Sans 
entrer dans les détails, nous pouvons simplement remarquer que la théorie 
des catégories enrichies étudie des catégories sur lequelles les ensembles de 
morphismes entre deux objets Hom(C, D) peuvent être munis de structures. 
Par exemple, une Po-catégorie est une catégorie pour laquelle Hom(C, D) est 
un ensemble partiellement ordonné. 11 y a aussi des notions de Po-limites et 
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Pd-co-limites. Comme ces notions ne jouent qu'un rôle très mineur dans la 
présente thèse, je n'y définirai pas ces concepts en me contentant de référer le 
lecteur à [28]. Énonçons maintenant le lemme mentionné. 

LEMME Les co-égalisateurs dans Po sont aussi des Po-co-égalisateurs. 
1.6.2 

Nous avons maintenant tous les outils pour formuler et démontrer le résultat 
principal qui nous a été signalé par Anders Kock. 

PROPOSITION (Monadicité du double dual) Le foncteur oubliant U : Cd ---+ DO est monadique. 
1.6.3 

PREUVE: 	Cette preuve nous a été transmise par Richard Wood. Nous uti- 
lisons le théorème de Beck pour la monadicité. Le lecteur trouvera ce théorème 
dans tout livre discutant de la théorie des monades (la terminologie "triples" 
est aussi utilisée pour les monades). Voir par exemple : [1], [20] ou [21]. Le 
théorème de monadicité de Beck dit qu'un foncteur U : B 	C est mona- 
digue si et seulement les conditions suivantes sont satisfaites : 

1. U a un adjoint à gauche, 
2. U réfléchit les isomorphismes et 
3. Si une paire parallèle de 03 est U-contractile et réflexive, alors cette paire 

possède un co-égalisateur dans [13 et U préserve ce co-égalisateur. 
Dans notre cas particulier, U possède bien un adjoint à gauche : c'est le fonc-
teur double-dual (•)*#. Il est aussi clair que U réfléchit les isomorphismes, car 
un morphisme dans Cd qui est un isomorphisme de treillis est automatique-
ment un isomorphisme de treillis complètement distributifs (en fait un isomor-
phisme d'ensembles partiellement ordonnés entre deux treillis complètement 
distributifs est déjà un isomorphisme dans Cd). La seule propriété non-triviale 
est la dernière. Pour la démontrer il suffit de montrer que si on prend une 
paire parallèle dans Cd qui possède un co-égalisateur absolu quand on la trans-
porte dans DO, alors ce co-égalisateur est aussi un co-égalisateur dans Cd. En 
effet, par définition, une paire parallèle est U-contractile si U l'envoie sur une 
paire dans DO qui possède un co-égalisateur contractile et donc en particulier 
un co-égalisateur absolu. Si on montre que ce co-égalisateur absolu dans DO 
vit réellement dans la catégorie Cd, alors la paire originale aura bien son co-
égalisateur et trivialement U le préservera. Montrons donc qu'un co-égalisateur 
absolu dans DO d'une paire provenant de Cd est un co-égalisateur dans Cd. 

Supposons qu'on ait une paire parallèle 



f 
L ---e-  M e Cd g 

qui possède un co-égalisateur absolu dans la catégorie des treillis distributifs 
DO. Supposons que q soit ce co-égalisateur comme dans le diagramme suivant : 

f 
L --e-, M -±1 »- Q g 

En appliquant le foncteur oubliant qui va de DO dans Po on obtient un co-
égalisateur absolu dans la catégorie des ensembles partiellements ordonnés 
et; comme l'indique le lemme 1.6.2, ces co-égalisateurs sont aussi des Po-co-
égalisateurs. Considérons maintenant le diagramme suivant : 
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Pi.(f) 

	

7311-(L) 	),  713',1,(M) 
I 	P.L( g ) 	/ 

	

V L4-1, 	V m -I 1-1,4- 
\ 	 f  
L 	, 	 m 	 

g 

P4.(q) 

"-' 7:)1-(Q) 

g 

(1.6.1) 

dans lequel nous avons appliqué le foncteur /:'1-0 à notre co-égalisateur absolu 
(nous obtenons donc encore un co-égalisateur). De plus, nous avons ajouté les 
plongements naturels de chaque ensemble partiellement ordonné dans l'en-
semble de ses parties fermées supérieurement : L M et .1,Q  ainsi que les ad-
joints à gauche pour 4,1., et .1.m  qui existent car L et M sont complets (voir le 
commentaire suivant le lemme 1.6.1). Le s qui apparait dans le diagramme est 
quant à lui donné par la propriété universelle du co-égalisateur P1-(q) commé 
étant l'unique morphisme allant de P,i,(Q) vers Q tel que s 0 2.1, (q) = q 0 Vm. On 
remarque également que tous les rectangles intéressants de la partie de gauche 
commutent. Plus précisément, on a: 

imf) 0 ,I,L  . 4,m  0 f et P4,(g) o ,I,L  . 4,11,1  o g 

par la naturalité de 11.)  énoncée après le lemme 1.6.1. De plus, la même chose 
se produit avec les V: 

f 0 V L = V m 07'4,(f ) et g 0 \I L  = V m  oPy(g) 
car f ,g ,P,i,(f ) et P1-(g) sont tous des morphismes de treillis complets et donc 
préservent les suprema. 
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Montrons que s est adjoint à gauche pour ceci montrera que Q est com-
plet. En suivant dans le diagramme on remarque que 

s 0 4.Q  q = s p4  (q) 0 
.qoV m  o4.m- 
= q 0 1 m  

= lQ 0 q 

et comme q est épi (et donc simplifiable à droite), on en conclut que 
s 0 	= 1Q  

Pour démontrer qu'on a bien la relation d'adjonction annoncée, il ne nous reste 
qu'à vérifier que 

(?) 
4.Q 0 S 

On remarque premièrement que comme la ligne supérieure du diagramme 
1.6.1 est un Po-co-égalisateur, on a que le diagramme suivant est un égalisa-
teur dans Po : 

001'4,(q) 	 HoP,1,(1) 

Hompo  (24.(Q),P.L(Q)) 	 Hompo  (P4.(M), P,1,(Q)) 	Hompo 	(L), P,i,(Q)) 

et on a que 
VX e (M) VT/1 E X Tri  < V m  X  

VX e 'P4,(M) Vm E X q(m) < q (V m  X)  
VX G 1)4,(1) Vrn E X 2,1,(q)(X) g_ 4.Q  (q (V m  X)) 

P.1.(q) 	4,c2  oqoV m  
P.M) 	° S ° '1) -(q)  

(1p4,(Q)) 0 1,4,(q) < (1,Q o 8) o 194.(q) 

4,(Q) 5_ ,1,Q 0 S 

et l'équivalence de la dernière ligne se justifie justement par le fait que (.)0731 (q) 
est un monomorphisme. On a donc montré que s H .1, Q, donc Q est complet et s 
se calcule en prenant le suprema de la partie fermée supérieurement. Comme 
le diagramme de droite avec s et Vm- commute, on a que q préserve les su-
prema. 

Nous pouvons répéter les mêmes étapes que ci-dessus avec le foncteur 
et nous pourrions montrer que q préseve aussi les infima. Je laisse ces 

détails au lecteur car ils sont tout à fait symétriques à ceux présentés ci-dessus. 
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Nous voyons donc que Q est l'image par q (un morphisme de Po préser-
vant tous les infima et suprema) de M E ICdi ; on en conclut que Q G ICOI 

(voir le théorème 13 dans 117])  d'où M>C2 e Cd. Dirigeons maintenant nos 
efforts vers la propriété universelle de q en tant que co-égalisateur dans Cd. 
Supposons qu'on ait affaire à M />' T E Cd tel que h 0 f = ho g. Si on transporte 
le tout dans Po on obtient encore une fois l'existence d'un unique Q--›T E Po 

tel que k oq =h; comme dans le diagramme suivant : 

f 	q 
L  
S" 

k 

T 

Nous désirons montrer que k préserve les suprema et infima arbitraires. Nous 
utiliserons encore la même technique. Appliquons le foncteur PI, (.) au triangle 
de droite de façon à obtenir le diagramme suivant : 

P 1-(M) -4-  > P(Q) 

T 
dans lequel on remarque que toutes les faces commutent pour des raisons déjà 
mentionnées sauf le rectangle de droite formé avec les V dont la commutati-
vité est équivalente à la préservation des suprema par h. Comme nous voulons 
précisément montrer que h préserve les supréma, nous montrons que ce rec-
tangle commute : 

V T °i'1-( k ) ° ? 4-(q) = V °P -(h) 
T 

=h° VM 

= koq0Vm  
= k 0 VQ  o'P,1,(q) 



Ainsi, on peut conclure que 
V T  0734,(k) = k 0 V Q  

car 73 (g) est épi et donc simplifiable à droite. Donc, toujours par le commen-
taire suivant le lemme 1.6.1, ceci veut dire que k préserve les suprema et en 
répétant le raisonnement avec le foncteur Pt(•), on obtient que k préserve les 
infima. Nous avons donc démontré la propriété universelle de g dans Cd. Ainsi 
g est le co-égalisateur de f et g dans Cd. 	 I 

La monadicité du foncteur oubliant U: Cd —› DO nous assure l'optimalité 
de la propriété universelle du double dual associée. En effet, nous avons jus-
qu'à maintenant rencontré deux propriétés universelles pour le double dual. 
Ces propriétés universelles correspondent respectivement aux paires de fonc-
teurs adjoints suivantes : 

(.)*# 	 (-).# 
Pg  c 	± 	DO 	 Cd 	± 	DO 

u 	 u ' 
Ces deux paires d'adjoints donnent lieu au même monade. Si on considère la 
catégorie des paires d'adjoints donnant lieu à ce monade : dont les objets sont 
des paires de foncteurs adjoints 

Lc 
C 	± ›  DO 

ue  

tels que Uc  o F = (•)*# et les morphismes sont des triangles du type : 

C 

41 

F DO 

D 
où F o Lc  = LD et UD 0 F = Uc . Il est bien connu que si C est la catégorie de 
Eilenberg-Moore et Uc  est le foncteur oubliant canonique pour cette catégorie, 
alors on obtient un objet terminal dans cette catégorie. Le fait que notre fonc-
teur oubliant de Cd dans DO soit monadique dit simplement que l'unique mor-
phisme dans l'objet terminal est une équivalence de catégories. Donc notre 
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adjonction est optimale et nous pouvons en dire autant de la propriété univer-
selle correspondante. 

Au point où nous en sommes, le double dual est cerné de toute part. En 
effet, nous en avons donné une construction à partir de principes généraux et 
avons obtenus une première propriété universelle. L'unité de cette propriété 
universelle est eÐ. Nous avons ensuite trouvé des propriétés de eD  qui la ca-
ractérisent à isomorphisme près. Finalement, nous avons étendu à la classe 
la plus large possible le domaine du foncteur oubliant dont (•)*# est l'ad-
joint à gauche. Ainsi, les propriétés algébriques essentielles et les propriétés 
catégoriques optimales ont été présentées. Loin de nous est l'idée que nous 
ayons épuisé la source. Mais du moins, l'essentiel de ce que nous allons utiliser 
ultérieurement pour le soin de notre discussion a été présenté. Nous sommes 
maintenant prêts à regarder la construction analogue du locale des filtres d'un 
treillis distributif. 

1.7. LE LOCALE DES IDÉAUX DE FILTRES 

Dans son article sur l'amalgamation dans la catégorie des algèbres de Hey-
ting [29], Pitts fait une construction similaire à celle du double dual sur plu-
sieurs points. Il utilise cette construction pour démontrer une propriété d'amal-
gamation forte dans la catégorie des algèbres de Heyting et en déduit le théorème 
d'interpolation de Craig pour la logique intuitionniste. Nous verrons plus loin 
comment nous pouvons aussi utiliser le double dual pour démontrer ce même 
résultat d'amalgamation forte (et plus). Nous survolerons dans cette section 
les détails de la construction de Pitts au niveau propositionnel. 

DÉFINITION (Les treillis r(D) et -(D)) Soit D un treillis distributif'. On note par .(D) le treillis 
1

"7.1  des idéaux de D (ordonné par l'inclusion) et par %'(D) le treillis des filtres sur D 
(ordonné par l'inclusion inversée). Ces deux treillis sont distributifs et complets. Nous 
définissons également deux applications 

:D —+1(D) 	D --+ eD) 
envoyant respectivement un élément d E D vers le filtre principal ou l'idéal principal 
engendré par {d}. 

Nous avons les propositions suivantes concernant les notions que nous 
venons d'introduire. Une preuve de la proposition 1.7.1 peut être trouvée dans 
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[13]. Les autres preuves sont élémentaires et leur démonstration est laissée à la 
discrétion du lecteur. 

PROPOSITION (Les idéaux forment un cadre/locale) Pour tout treillis distributif D, (D) est un 
1'71  cadre. 

Notons que 3'(D) n'est pas un co-cadre en général. On remarque par-contre 
que cette dernière proposition entraîne que elD) est un co-cadre (mais pas un 
cadre en général) car "(D) (J(D°P))' 

Donnons justement un exemple de treillis distributif D pour lequel Ç5(D) 
n'est pas un cadre. Cet exemple est dû à Butz [2]. On prend pour D le treillis 
distributif (qui est en fait une algèbre de Boole) : 

D ('PN, u) 
et on considère : 

fn 	{A E PN ne A} (n E N) 
f 	{A E pN N \ A est fini} 

Clairement, les fn  et f sont des filtres sur D. De plus, 

V fn nfn={N} 
nEN 	nEN 

et ce filtre est l'élément le plus grand de (D) (car l'ordre dans les filtres est 
opposée à l'inclusion). Ainsi, 

f A V = f A {N} = f 
nEN 

D'autre part, pour chaque n E N on a 
fAfn=UUfn)=IAEPNIMEfaCefn BnccAl=PN 

car N \ {n} G f,  {n} G fn  et N \ {n} n {n} = O donc n'importe quel élément de 
PN est dans f A f n . Ainsi, 

V f A = PN 
nEN 

Nous voyons bien que 

f A  Vf71  Vf A fn  
nEN 	nEN 

donc Ç5(D) n'est pas un cadre. 
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PROPOSITION (Propriétés de 4. et t) L'application 4.D est un morphisme de treillis conditionnelle-
1 .7.2 ment Heyting qui préserve les infima arbitraires. L'application tD est un morphisme 

de treillis conditionnellement Heyting qui préserve les suprérna arbitraires. 

La proposition précédente nous permet de donner la définition suivante, 
finalisant la construction du locale des filtres. 

DÉFINITION 
1.7.2 

(Le locale des filtres de D : 0(D)) Nous notons 0(D) -_--,_- J (*(D)) et i D 4(D) ° 
tD  ainsi on a défini un morphisme de treillis conditionnellement Heyting: 

D 	 iD 0(D) 

 

On remarque que iD  est conservatif (i.e. c'est un monomorphisme) car clai-
rement .4(Ð)  et tÐ  le sont. De plus 0(D) est un cadre car 3' transforme tout 
treillis distributif en cadre. 

PROPOSITION (Représentation des éléments de 0(D)) Soit J e 0(D). Alors, 

= V A iD(d) 
fEJ dEf 

De plus, 0(.) peut être considéré comme un foncteur q5(-) : 	---> Fr Œn. En 
effet, si h : A --> B e DO, alors on pose pour / e 23(A) 

(h)(I) lb e B I 3a E I b < h(a)} E (B) 

et il est facile de vérifier que 2(h) : (A) 	(B) est un morphisme de cadres. 
On pose également pour f E T5(A) 

(h)(f) fb E B 3a E f h(a) < bl e (B) 

qui est un morphisme de co-cadres (par dualité) et donc en particulier un mor-
phisme de treillis distributifs. 

PROPOSITION (Naturalité de io) L'assignation iD D ----+ 0(D) pour un treillis distributif D est 
1 .7.4 naturelle en D i.e. elle définit une transformation naturelle ic.) : Id ---> ek. Autrement 

dit, quel que soit le morphisme de treillis distributifs f : A —+ B le diagramrne 
suivant commute : 

	0(A) 
1(.f) 



45 

LEMME (Adjoint à droite naturel de (ce)) Si D-  -*D e DO un morphisme de treillis 
1 -71  distributifs alors (a) possède un adjoint à droite a- 

PREUVE: 
(ice)(J) < I  

Id EDIMEJd< a(d)} C I  
[ad' E J d < a(d')] 	d E I 	(*) 

d" E J 	a(d") E I  

	

J 	{d" e D' I a(d") E  
J 

Le passage (*) se justifie facilement comme suit. (.1J.) Soit dll G J. Par hypothèse, 
puisqu'il existe un d ad E J tel que a(d) < a(d1 ) a(d), on peut conclure 
que d d est dans I comme il est requis. (-(1-) Supposons qu'il existe d E J 
pour lequel d < a(d). Par hypothèse, tous les éléments de J sont envoyés dans 
I par a; en particulier d. Mais comme d < a(d) et que a (d) E I, on doit avoir 
d E / car est un idéal. 	 • 

LEMME (Adjoint à gauche conditionnel de J(a)) Si D--Ð E DU possède un adjoint à 
1 .7.2 gauche )t D 	Di  (A H ce), alors J(a) possède lui aussi un adjoint à gauche et en 

fait 2>(A) H J(a) 

PREUVE: 
(7)(1.) < J  

	

Td 1  E 	I ]d E I d' < -y(d)} J  
e I d' <Z(d)]==dEJ  

e EI==d"  J e < a(d)  
I C {e E D 13d" e J e < a(d")}  

I <í J(a)(J) 
Le passage (**) se justifie comme suit. (.1).) Soit e G I quelconque. On cherche 
dll G J pour lequel e < a(d). Mais e < a(d) revient à dire que 7(e) < d'. 
Ainsi, on pose d" -y (e) . Par hypothèse, puisque trivialement d' -y (e) < 7 (e) 
et e E I, on peut conclure que d E J. De plus, 

e < a(d) 
e a(7(e))  

e) 5 7(e) 
(1-) Soit d E D' tel que 3d e I d < -y (d). Nous voulons montrer que d G J. 
Mais par hypothèse, pour tout élément e E I, on a 3d"E J e < a(d). En 
particulier, pour d E I, on a 30 E J d < a(d) i.e. (d) < d". Nous pouvons 
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ainsi conclure comme voulu que d E J, car d < 7(d) < d E J et J est un 
idéal. 	 • 

PROPOSITION (Adjoints naturels de 0(a)) Si D122÷D e DO est un morphisme de treillis dis-
1-7'5  tributifs, alors 0(a) 0(131 ) —+ 0(1)) a un adjoint à gauche et à droite. En fait, 

3(a-1) H 95(a) H a((/)-1. 

PREUVE: 	Soit D- -*D DO un morpshisme de treillis quelconque. Par le 
lemme 1.7.1, puisque (a) est un morphisme de treillis distributifs, on a que 
(ecie)) = 0(a) possède un adjoint à droite qui est (f)-1. 

Ensuite, par dualité nous pouvons conclure que (a) possède un adjoint à 
gauche a-1. En effet, 

.(a) = 3(a°)°P :  

et on a vu au lemme 1.7.1 que 5(a°P) H (a° -1  et lorsqu'on applique le foncteur 
(13P aux morphismes dans cette dernière adjonction, le rôle des adjoints se 
trouve inversé (l'adjoint à gauche devient adjoint à droite et vice versa). Ainsi, 
a1-H (a). 

Finalement, par le lemme 1.7.2, 0(a) possède donc lui aussi un adjoint à 
gauche qui est (a-1) . 	 • 

La proposition suivante n'a pas été étudiée dans l'article de Pitts. Elle s'ins-
pire des propositions 1.4.2 et 1.4.3. 

PROPOSITION (Fonctorialité à gauche et à droite pour 0) Soit f : A —› B un morphisme de 
1.7.6 treillis distributifs. Si f a un adjoint à gauche ), et un adjoint à droite p, alors tous les 

rectangles (sensés) du diagramme suivant cornrnutent 

	 q5(B) 

a (f )P 000 1( I Of)r 

	) 0(A) 

où r et 1 sont respectivement les adjoints à droite et à gauche de q5(f) comme nous les 
avons définis dans la proposition 1.7.5. 



47 

PREUVE: 	Commençons par regarder le rectangle formé par p et A (et les i). 
En utilisant la proposition 1.7.4, on a par simple jeu d'adjoints : 

g E r(i B(b))  
q e ef)-1(iB(b)) 
.(f)(g) E iB(b) 
ef)(g) e .14-b 
"(f)(g) 5_ tb 

tb g e(f)(q)  
be ef)(q)  

b E {b' E B I 3a E q f (a) < bi}  
3a E g f (a) < b  
3a G g a < p(b)  

p(b) E g  
t p(b) C g  
q 	t P(b) 
q e eio(b) 
g E i A(p(b)) 

Regardons maintenant la commutativité du rectangle formé par A et l. 

p E i A(Ab)  
p E 41-Ab 
p < t Ab 
t Ab C p 
Ab E p 

VaeAAb<aaEP  
Va EAb< fa = aEP  
VaEAfaEtbaEP  

h E eB) b E h et {a E A f (a) e h} C p  
ahei B(b)IcteAlf(a)Elq-cp  

3h E iB(b) f -1(h) g_ p  
h E iB(b) p < f -1(h)  

p G {g G eA) 1 3h E i B(b) g < f -  (h)}  
P E V -1 )(iB(b))  

p e 1(i B(b)) 

II 

Finalement, nous regardons la propriété principale du locale des filtres 
pour les applications que Pitts en fait. Nous démontrerons que le double dual 
a exactement la même propriété à la fin du chapitre 2. 
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PROPOSITION (Action de 0(-) sur les morphismes d'algèbre de Heyting) Soit h : H ----> 
1-7'7  K E Fia un morphisme d'algèbres de Heyting. Alors 0(h) : 0(11) --> q5(K) est un 

morphisme de locales ouvert. 

Cette dernière proposition devient beaucoup plus claire si on note que dire 
que le morphisme de locale 0(h) est ouvert équivaut à dire que l'adjoint à 
gauche de 0(h ) : (b(h) !  satisfait la condition de Frobenius : 

0(h) !  (y A 0(h)(x)) = 0(h)! ( y) A x 

pour x e H et y E K quelconques. On voit aussi assez aisément que cette 
dernière condition équivaut à dire que 0(h) préserve les implications '—>'. Donc 
la dernière proposition ne disait simplement que (.) envoie les morphismes 
d'algèbre de Heyting sur les morphismes de locales qui sont Heyting. 

1.8. CONCLUSION 

Au point où nous en sommes, nous avons présenté assez de résultats sur le 
double dual pour en sentir l'importance dans la théorie. De plus, nous sommes 
maintenant conscients de l'existence d'une construction parrallèle; utilisée dans 
la théorie à des fins simillaires : le locale des filtres. La source cognitive de cette 
thèse se trouve ici : dans l'espace des questions et problèmes pertinents qui 
se posent naturellement dans ce contexte mathématique bien défini que nous 
avons déployé. Cette source origine à son tour de l'unique question : "Qu'est-
ce que l'analogue exact du double dual pour la logique des prédicats ?" que 
Gonzalo Reyes m'a demandée au tout début de mes études supérieures. Puis, 
à l'automne 1997, alors que je présentais l'article de Pitts dans un séminaire à 
l'Université de Montréal ; nous avons abordé cette brèche qui allait se montrer 
fructifiante pour notre compréhension de la théorie. 



Chapitre 2 

COMPARAISON ENTRE LE DOUBLE DUAL ET 
LE LOCALE DES FILTRES ET AUTRES 

PROPRIÉTÉS 

2.1. INTRODUCTION 

Nous avons, dans le premier chapitre, étalé plusieurs propriétés du double 
dual et nous avons été introduits au locale des filtres avec ses propriétés de 
base. Du moment où l'on est exposé à cette construction de Pitts, nous sommes 
amenés inévitablement à faire le parallèle suivant : 

double dual locale des filtres 

D 2> D*# 
iD 

D >—› 0(D) 
D*# E Pg g5(D) E Frum 
eD  cond. 

bi-Heyting 
iD cond. 
Heyting 

D* 
(filtres premiers) 

(D) 
(filtres) 

non-constructif constructif 

X  = V A eD( d ) 
PEX dEp 

1  ' V A iD(d)  
fEI dEf 

A(ick)P 

eD 

ick*)R )(,fi 

iB  
D" 	 D*#  

oc. L( 

C> 	 ) 

B> 0(B) 

)f) 	000 	I ( 	l'Of)r 

eC 	C*# k • ) 0( A ) ZA 
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Nous voyons ainsi que les rapprochements entre les deux constructions sont 
remarquables et certaines différences semblent déjà marquantes. Dans le pré-
sent chapitre, nous allons approfondir cette étude. 

En tout premier lieu, nous allons nous intéresser à trouver des conditions 
nécessaires et suffisantes pour que le locale des filtres soit engendré par ses 
éléments premiers comme le double dual. Nous verrons entre autres que c'est 
la seule propriété manquant à 0(D) pour qu'il coïncide avec D*# . Nous al-
lons ensuite démontrer dans la section 3 une propriété quasi-universelle pour 
le locale des filtres qui ressemble à s'y méprendre à celle que nous avons 
donné pour le double dual au chapitre précédent. Nous utiliserons ensuite 
cette propriété quasi-universelle pour construire des morphismes de compa-
raison entre les deux constructions et en déduire que le double dual est un 
sous-locale ouvert dense du locale des filtres. Nous y donnons aussi une liste 
de conditions équivalentes pour que les deux constructions coïncident. Dans 
la section 4, nous démontrerons une version propositionnelle du théorème 
de complétude conceptuelle et nous utiliserons ce résultat pour montrer que 
nos deux constructions réfléchissent les isomorphismes. Finalement, dans la 
dernière section, nous donnons une application jolie du double dual pour 
démontrer des propriétés d'amalgamation forte dans certaines catégories d'al-
gèbres. 

2.2. DISTINCTIONS ENTRE LE DOUBLE DUAL ET LE LOCALE DES 
FILTRES 

On se rappelle que la construction du double dual nous donne un cadre 
engendré par ses éléments premiers libre (ou le treillis complètement distribu-
tif libre) sur un treillis distributif donné. La construction du locale des filtres 
nous donne aussi un cadre q5(D) mais ce cadre n'est en général pas engendré 
par ses éléments premiers. Nous montrons cela dans le présente section et 
nous donnons aussi une condition nécessaire et suffisante pour qu'il le soit. 
Commençons par voir que sont les éléments premiers de 0(D). Les lemmes 
suivants nous aideront à calculer les supréma de certains éléments de q5(D). 

LEMME 
2.2.1 

(Représentation pour les éléments de ,95(D)) Si J E 0(D) alors 

f Est 
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PREUVE: 	Soit f E "(D) quelconque. On a ainsi, 

tA d =  
def 

= n{ e (D) 1Vdef td g a} 

= n{a E (D) f g a} 
=f 

Mais puisque 4, préserve les infima arbitraires on a: 

= 
 (

A td) = ed = A 
clef 	def 	clef 

(d) 

Ainsi, par la proposition 1.7.3 on a le résultat. Remarquons qu'avec le calcul 
précédent on peut facilement redémontrer la proposition 1.7.3. En effet, 

Vf = n 	2(D)) Vf E J c 
f€J 

= 	in {I c 	(D)) J c I} 
=J 

LEMME (Calcul des supréma d'idéaux principaux dans 0(D)) Soient fi  E (.D) avec 
2.2.2 i E  /. on a  

v4fi := f.fi, v fi,v..«Vfin  1 meN ii,i25 - • • 
6E/ 

PREUVE: 	Clairement, quel que soit j E I on a 

fi ç  V fi  
iel 

de telle sorte que 

c  V 
iEI 

Ainsi, pour tout n G N et pour tous les i1, -2) • • • in e I on a 

fi, v fi, V .. . V fin c  V -Lici 
ieI 
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car Vi€1 ,1,fi  est un idéal. Mais puisque Viei- 1,fi, comme tout idéal, est fermé 
inférieurement, on a que 

(f i , V fi2  v 	v fin  )ç V 4.f, 
ier 

et finalement 

v fi2  v 	v fin  n E N 	i2, • 	E /1 C V 4.fi  
ici 

Pour l'inclusion inverse on remarque que 

J = 	 nEN -2, • • • 3 in e 

est clairement un idéal et que quel que soit i E I on a fi  E J. En utilisant ce fait 
on a: 

f E \4f,    f E 	 (D)) V i e / E 
ici 

 	Vi E /feJ 	> fE J  
 	 f e J 

La proposition suivante décrit les éléments premiers (complètement pre-
miers) du cadre 0(D). On se rappelle que 037. (D) représente les filtres premiers 
sur D. 

PROPOSMON (Caractérisation de 	(0(D))) Soit D un treillis distributif Pour J E 0(D) 
2.2.1 

PREUVE: 	( 	 ) Soit J E 0(D) un idéal. Si J est complètement premier, 
alors par le lemme 2.2.1 on a 

J est complètement premier < 	> J = p ou p E UMM 



53 

donc il doit exister un f E J tel que J < 	J = ,1,f pour ce filtre f.  Il ne 
reste qu'à montrer que ce f est un filtre premier. Ceci est clair car: 

di  V d2 E f < 

< 	> 
< 	> 

t(di v d2) Ç f 

tdi v td2  C f 
f < tdi v td2 

.1-f edi v ed2 
-1-f 	4-tdi ou -1-f 5 4-td2 
f 5_ tdi  ou f < td2 

C f ou td2  c f 

dl e f ou d2  G f 

(< 	) Soit p E Pr  (D) un filtre premier sur D. On veut montrer que .1,/, est 
un idéal complètement premier. Supposons donc que 

Ji 
ier 

par le lemme 2.2.1, on peut écrire chaque Ji  comme 

= V fi 
EJi 

Ainsi, si on pose (afin de transformer le double suprémum 

vJi=v V 
iE/ 	iE/ f,  EJi 

en un suprémum simple) 

J u Ji  
iEI 

et que nous utilisons la notation fi f  (car pour tout f E J il y a un i E I et 
un fii  E Ji  tel que fii  = f), alors 

V 	= 	f = {fil V f i2 V • • • V f 	n E N 	• • • ,in E 
iEI 	jEJ 

et cette dernière égalité nous est donnée par le lemme 2.2.2. Ceci implique qu'il 
y a un n e N et des indices 1 	, j,,, E J tels que 

P < fil V fi2 V • • • V fin ={div d2 v 	v dr, 	di  E 	i 	1, 2, . . . , n} 



i.e. 
{d i  V d 2  V ...V d„ 	di  E fi i  i = 1, 2, . . . , n} C p 

Nous pouvons conclure de cette dernière affirmation qu'un des fi, (i = 1,. n) 
est inclus dans p. En effet, si au contraire il existait un bi  e fi , qui n'est pas 
dans p pour chaque i = 1, n, alors le suprém-um des bi  serait dans p par ce 
que nous avons calculé ci-dessus. Mais ceci est impossible car puisque p est 
premier, à chaque fois qu'un suprémum fini d'éléments tombe dans p, alors il 
doit y avoir au moins un de ces élément déjà dans p. Mais on a supposé que 
bi 	p ce qui nous donne une contradiction. Ainsi, il doit exister un fi , c p i.e. 
p < f. d'où finalement on tire 

4-fi= 
jEJi 

Donc, ,14) est bien complètement premier. 	 • 
Nous sommes maintenant prêts à comparer le locale des filtres avec le 

double dual. Rappelons nous tout d'abord que le double dual possède une 
propriété universelle. En effet, si D est un treillis distributif, le double dual 
D*# est le treillis engendré par ses éléments premiers libre sur D. En fait, nous 
avons vu au corollaire 1.5.2 une caractérisation de l'évaluation en terme de cinq 
propriétés. Si une application • : D 	b satisfait ces cinq propriétés, alors le 
morphisme donné par la propriété universelle de D*# citée plus haut doit être 
un isomorphisme. Autrement dit, tout morphisme ayant D comme domaine 
satisfaisant ces cinq propriétés est essentiellement identique à eD . Dans l'es-
prit de cette caractérisation, il semble légitime de se demander si l'évaluation 
de Pitts i D  : D ---> çb(D) satisfait aussi ces quatre propriétés. Si c'était le cas, 
le locale des filtres serait isomorphe au double dual via un isomorphisme de 
treillis complets canonique. La proposition suivante nous montre que presque 
toutes ces conditions sont satisfaites par le locale des filtres. En fait, une seule 
est fausse en général : 0(D) n'est pas engendré par ses éléments premiers. 

Cette proposition nous a été présentée par Bill Boschuck. À l'époque, il 
croyait avoir trouvé une preuve que 0(D) était isomorphe à D*# , car il croyait 
avoir vérifié toutes les proprétés caractéristiques du double dual. La seule par-
tie qui était fausse était la preuve que q5(D) est engendré par ses éléments pre-
miers. Nous verrons plus loin où était la faille et comment Bill et moi sommes 
revenus la semaine suivante avec la même condition nécessaire sur D pour 
que la magie ait lieu. 
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PROPOSITION (Propriétés caractéristiques du locale des filtres) Le morphisme iD  : D ---> 
2.2.2 0(D) satisfait les propriétés suivantes : 

iD  : D 	0(D) est un morphisme de treillis. 
2. Tout élément premier J de .0(D) peut s'écrire 

= 	D(x) I x E D, J ip(x)} 

3. Si pour xi , E D on a 

A iD (zi) 	D (X) 
iET 

alors 
A 
iEr 

pour un certain sous-ensemble fini IfC I. 
4. Si J E 0(D) peut s'écrire de la forme J = AIEL iD(Xi) et satisfait 

VI fini J 	i D(xi ) 	> 3i E I J < iD(xi ) 
ier 

alors J est (complètement) premier. 

PREUVE: 	La première propriété est déjà démontrée. Pour la seconde, on 
se rappelle que par la proposition 2.2.1 un élément J E çb(D) est complètement 
premier si et seulement si il est de la forme J = .1.p où p est un filtre premier 
sur D. De plus, dans ces conditions, 

4-P 5_ ip(x) 
p E ip(x) 

p E ,j,tx 
p < t x 
tx C p 

x E p 

En traduisant la propriété 2 à l'aide du calcul précédent nous voyons que le 
résultat que nous voulons démontrer devient : 

.1p= A D (x) 
xep 

Nous le démontrons comme suit : 
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K 5_ A ip(x) 
xep  

Vx  E p K < ip(x)  
Vx E p K < ex  

Vx E p Vg E K g < tx  
Vx e p Vg e K tx C g  
Vx E pVg EK xeg  

Vg EK pCg 
VgEK g< p 

K < 
La troisième propriété se démontre comme suit : 

A iD(xi) iD(x) 
iEI 

A-1-txi 
iEI 

(A  txi) 5_ ,1-(tx) 
iEI  

A 1x Z tx 
iEI  

iEI 

X E A txi 
iEI  

xe t tzi,Axi,A...AxinineN ii,...,ine /1  
3n E N  3i1,...e I xi,  A xi, A. A xin  < x 

3r c fini A xi  < 
iEI 

Remarquons que nous avons utilisé une formule pour l'infimum de filtres prin-
cipaux vers la fin de cette série de déductions. Le dual de cette formule a déjà 
été démontrée pour les idéaux dans le lemme 2.2.2 et la démonstration pour 
les filtres découle immédiatement si on se rappelle que Š(D) ((D°°))° . 

Regardons maintenant la dernière propriété. On suppose que J peut s'é-

crire sous la forme 

	

J =A ip(xi) = A 	= (A 1 
X1) 

1EL 	1EL 	 1EL 

Ainsi, J est un idéal principal. Si on note f A1EL t — , x_, alors J 	 f. Nous = ,  

désirons montrer que J est complètement premier sous les hypothèses données. 
Comme les éléments complètement premiers de 0(D) sont tous de la forme ,j_p 

où p est un filtre premier sur D, il nous suffit de montrer que f est un filtre 



premier sur D. 
di  V d2 E f 	> t(div d2) g_ f 

>  	f < tdiv td2  
>  edi v 4-td2 

_D(di ) iD(d2) <_> < v 
< iD(d i ) ou J < iD(d2) 

< 	> 	iD(di) ou 	iD(d2) 
5_ edi) ou -11 ed2) 

 	 f < td i  ou f td2 
<—> tdi  f ou 1d 2  c f 

e f ou d2  E f 

Nous voyons bien que le locale des filtres est tombé bien près d'être iso-
morphe au double dual. Si c'était le cas le double dual perdrait beaucoup de 
valeur à nos yeux. En effet, la nature constructive du locale des filtres serait un 
avantage déloyal de ce dernier. Lorsque j'ai réalisé, en même temps que Bill 
Boschuck, que ce n'était pas le cas, j'ai bien senti que ça ne s'arrêterait pas là. 
En effet, la semaine suivante, nous arrivâmes avec une même condition sur D 
pour que le locale des filtres soit engendré par ses éléments premiers. Regar-
dons dès maintenant quelle est cette condition. 

PROPOSITION (Condition pour que g5 (D) E Pg) Le cadre g5(D) est engendré par ses éléments pre-
2.2.3 mien si et seulement si tous les filtres f sur D peuvent s'écrire comme une intersection 

finie de filtres premiers sur D. 

PREUVE: 	On remarque tout d'abord que 

f 5_ V -kPi 
P< f 

{pl V /32 	Pn n E N pi premier et pi  < f} 

3nE[1\HP1, P2 • • • Pn f PiVP2V—Vp,,Cf 
3n E N 	• • , Pn E 53,(D) f = Pi V • • • V Pri  

3n e N 3P1,P2, • • • Pn E 9,(D) f = pi  n 	n 
() Soit f un filtre quelconque sur D. Puisque 0(D) est engendré par ses 

éléments premiers on a que pour une famille de filtres premiers sur D, disons 
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{pi}ier, on a : 4.f =V 1 .14), car les éléments premiers de D sont de la forme 
De plus, puisque le suprémum des .1.pi  est en particulier inférieur ou égal à 4.f ; 
pour chaque i E I on a pi  < f. Avec ceci, nous pouvons réécrire le suprémum 
comme : 

V 	V 4.  
ici 	p<f 

(où les p sont des filtres premiers sur D). En effet, en prenant le suprémum sur 
tous les p < f on croirait obtenir quelque chose de plus grand qu'en prenant 
seulement les pi  (qui sont aussi inférieurs ou égal à f) mais en fait : 

V 	V 	= 	> vp < f 
p<f 	iEI 

La remarque faite au début de la preuve nous donne précisément la conclusion 
voulue. 

() Soit J un élément quelconque de 0(D). Nous savons par le lemme 
2.2.1 que J peut s'écrire comme 

fEJ 
En utilisant la remarque faite au début de la preuve et l'hypothèse, on ob-
tient que chaque 4.f  peut s'écrire comme un suprémum de filtres premiers car 
cette remarque nous dit que si f peut s'écrire comme un suprémum fini de 
filtres premiers, alors 4.f < Vp<f  4.4) mais clairement on a aussi Vp<f 4. < 4.f . 
Ainsi, tous les idéaux principa-ux 4.f  peuvent s'écrire comme un -suprémum 
d'éléments premiers de çb(D). Comme nous l'avons vu plus haut tout élément 
J de çb(D) est décomposable en un suprémum d'idéaux principaux, donc tous 
les éléments de 0(D) peuvent s'écrire comme un suprémum d'éléments pre- 
miers. Ainsi, q5(D) est engendré par ses éléments premiers. 	 • 

Nous savons par le théorème d'existence des filtres premiers que tout filtre 
f sur D peut s'écrire comme l'intersection de tous les filtres premiers qui le 
contiennent. En général, cette intersection n'est pas finie. Ainsi, le cadre 0(D) 
n'est pas engendré par ses éléments premiers. Dans le cas où D est une algèbre 
de Boole, on peut en dire un peu plus comme le montre la proposition sui-
vante : 

PROPOSITION (Condition restreinte aux algèbres de Boole) Soit B une algèbre de Boole. Le 
2.2.4 cadre 0(B) est engendré par ses éléments premiers si et seulement si B est finie. 
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PREUVE: 	La direction () est évidente en vertu du théorème d'existence 
des filtres premiers. En effet, puisque B est finie on a un nombre fini de filtres 
premiers sur B et comme tout filtre peut s'écrire comme l'intersection des 
filtres premiers le contenant, cette intersection sera toujours finie ; d'où 0(B) est 
engendré par ses éléments premiers (en vertu de la proposition précédente). 

Regardons l'autre direction. Soit f un filtre sur B. Puisque par hypothèse 
0(B) est engendré par ses éléments premiers, supposons donc (selon la propo-
sition 2.2.3) que f = pi  Vp2  V.. . Vp7, avec les pi des ultrafiltres (c'est ainsi qu'on 
appelle les filtres premiers sur une algèbre de Boole) sur B. Soit p un ultrafiltre 
quelconque sur B. Si p < f < pi  V . . . V pi., on peut déduire qu'il existe un 
i G {1,..., n} tel que p < pi  (c'est en effet un raisonnement que nous avons 
déjà fait dans la preuve de la proposition 2.2.1). Mais comme les utrafiltres 
d'une algèbre de Boole sont ordonnés de façon discrète, on obtient que p = pi . 
Ainsi, on a montré que l'ensemble des utrafiltres p < f (qui équivaut à f C p) 
est fini car il est inclus dans {pi, 	,pnl. Ainsi, tout filtre ria qu'un nombre fini 
d'ultrafiltres qui le contiennent. En particulier, si on considère le filtre f = 11 
on peut dire qu'il n'y a qu'un nombre fini d'ultrafiltres qui le contiennent. Mais 
tous les ultrafiltres sur B le contiennent donc il n'y a qu'un nombre fini d'ul-
trafiltres sur B. Puisque eB  : B --> 211  est un monomorphisme et que comme 
nous venons de le voir B* est fini; nous sommes forcés de conclure que B est 
finie. 

Nous sommes maintenant en mesure de donner un exemple explicite de 
treillis distributif D pour lequel 0(D) n'est pas engendré par ses éléments pre- 
miers. Ainsi, en prenant D 	(N) et f 	t 	oo) n E ti\11 (le filtre de 
Fréchet) on obtient un exemple de filtre ayant une infinité de filtres premiers 
sous lui. La proposition suivante nous montre que dans ce contexte f ne peut 
pas être décomposé en un suprémum fini de filtres premiers et donc (par ce qui 
a été fait plus haut) 0(D) n'est pas engendré par ses éléments premier pour ce 
D particulier. 

Comme la proposition précédente nous l'indique, la condition donnée par 
la proposition 2.2.3 n'est vérifiée que pour les algèbres de Boole finies. Pour 
un treillis distributif quelconque, on ne peut pas réduire cette condition à la 
simple finitude. Il existe des treillis distributifs D qui sont infinis et dans les-
quels tout filtre peut s'écrire comme une intersection finie de filtres premiers. 
Un exemple trivial est une chaîne infinie comme ID1 {1} U {1 — 	n 
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1, 2,.. . } ordonnée avec l'ordre habituel dans les réels. Dans ce treillis distri-
butif, tout filtre est principal et premier. On peut donc trivialement écrire tout 
filtre comme une intersection finie (triviale car elle ne contient que le filtre lui-
même) de filtres premiers. Nous ne possédons encore aucune caractérisation 
de la classe des treillis distributifs satisfaisant cette condition. 

2.3. MORPHISMES DE COMPARAISON ENTRE LES DEUX CONSTRUC-
TIONS 

Maintenant que nous avons exprimé une différence fondamentale entre 
les contructions de Pitts et Makkai/Reyes, nous allons donner certains liens 
les unissant. 

Nous ne connaissons pas de propriété universelle pour la construction de 
Pitts comme c'est le cas pour la construction du double dual. Nous pouvons 
toutefois donner une propriété qui est presque identique à celle du double 
dual. En fait, chaque étape de la construction de Pitts satisfait une propriété 
universelle et même plusieurs propriétés universelles. Ces résultats classiques 
(voir proposition 2.3.1, 2.3.2 et leurs corollaires 2.3.1,2.3.2) nous ont étés si-
gnalés par Carsten Butz et feront l'objet des quatre prochains résultats. 

Nous allons premièrement étudier les deux étapes individuellement. Le 
fait qu'elles soient dualement opposées nous simplifiera la tâche grandement, 
car chaque résultat concernant la construction des filtres aura son corollaire 
mirroir au niveau de la contruction des idéaux. Ensuite, nous allons unifier 
ces propriétés de façon a créer une propriété quasi-universelle pour le locale 
des filtres. Mais avant d'entrer dans le cœur du sujet, fixons la notation pour 
certaines catégories d'ensembles partiellement ordonnés. 
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DÉFINITION 
2.3.1 

(A - su, A —SU, V — SU, V —SU, Fun et œ — Fm) Nous noterons par 
• A —50 : La catégorie des A-semi-treillis avec les morphismes qui préservent les infima 

binaires. 
• A -su : La catégorie des A-semi-treillis avec les morphismes qui préservent tous les 

infima. 
• — SU : La catégorie des V-semi-treillis avec les morphismes qui préservent les su-

prema biliaires. 
• V —S0 : La catégorie des V-seini-treillis avec les morphismes qui préservent tous les 

suprema. 
• Fun: La catégorie des cadres avec les morphismes de cadres (qui préservent tous les 

suprema et les infima binaires). 
• cc — Erni : La catégorie des co-cadres avec les morphismes de co-cadres (qui 

préservent tous les infima et les suprema binaires). 

Regardons dès maintenant quelle propriété universelle possède le treillis 
des filtres. 

PROPOSITION (Propriété universelle de (r)) parmis les A —SEI) Nous avons la propriété uni-
2.3.1 verselle suivante pour la construction du treillis des filtres. VD G IA —SUI V1 e 

1A—SGI 	: D ---+L E 	3!6 : Ç(D) --> E A —SO tel que le diagramme 
suivant commute : 

PREUVE: 	Clairement, chaque filtre f E 'D peut s'écrire comme : 

A tp(a) = (U tp (a) ) f 
aEf 	 aCf 

Ainsi, pour que â préserve les infima quelconques on est forcé de poser : 

â(f) = â (A tD(a)) 
aEf 

= A à.  (tp(a)) 
aEf 

A a(a) 
aEf 
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De cette façon, nous voyons que l'unicité de â est assurée. De plus, â fait claire-
ment commuter le diagramme comme voulu. Il ne nous reste donc qu'à mon-
trer que â préserve les infirna arbitraires. Soit {f€ }i une famille quelconque 
d'éléments de D. On a: 

(zAE/ fi) = 
â  ((UA)) 

ici 
= â(fd e D I 	E 	, E 

e 	e fin  d > x i, A • • • A 

= Ala(d) 	E 	, i„ E / 

3xi1  E fi, • ..3xin  E fin  d > xi, A • • • A xi.} 

ç:-L? A A a(d) 
ier dEfi 

= A âui) 
iEI 

Il ne nous reste qu'à montrer l'égalité (*). Claiment, si d E f i  pour un certain 
i E I, alors d satisfait trivialement la condition pour être dans le filtre engendré 
par la réunion des f i. Inversement, si pour un certain d E D il existe une famille 
finie xi, E 	, xi. E fin  telle que d > xi, A • • • A xi. alors on aura 

a(d) > a(xi, A • • • A xi.) = a(x1) A • • • A a(x) > A A a(d) 
iEI dEfi 

Ce qui montre bien l'autre direction. 

Nous obtenons gratuitement la propriété pour la construction duale du 
treillis des idéaux. 

COROLLAIRE (Propriété universelle de 3`(D) parmis les V —511) Nous avons la propriété uni-
2'3'1  verselle suivante pour la construction du treillis des idéaux. VD E IV —SO VL E IV —SQl 	 SO 3,1A 3(D) — L e V —Sg tel que le diagramme 

suivant commute: 
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PREUVE: 	Il suffit de considérer la proposition précédente avec des (.)OP 
partout. 

La construction des filtres (dualement, la construction des idéaux) satisfait 
une propriété universelle à un autre niveau. En effet, si D est un treillis et si L 
est un co-cadre, alors, lorsque a préserve aussi les suprema binaires, on a que 
â les préserve lui aussi. 

PROPOSITION (Propriété universelle de (D) parmis les ot) Fire-n) Nous avons la propriété 
2-3'2  universelle suivante pour la construction du treillis des filtres. V D E l 	VL E 

leo — firml Va : D 	e Lolt 	: „D ----> L cc Frtrn tel que le diagramme 
suivant commute: 

PREUVE: 	Comme tout treillis est en particulier un A-semi-treillis et tout 
co-cadre est en particulier un A-semi-treillis l'existence et l'unicité de â sont 
assurées. Il nous reste donc tout simplement à vérifier que â préserve les su-
prema binaires. Soient f i , f2  E D, on a: 

&(h) v «f2) = A a(di) V A c (d2 ) 

	

Efi 	d2 Ef2 

=A [a(d i ) v A a(d2)1 

	

diefi 	d2Ef2 
= 	[a(c/i) V a(d2)] 

diefi d2Ef2 

= A A a(di V d2) 
diefi d2Ef2 

dEfinf2 
= â(h. n ,f2) 
= â(f2 v f2) 



COROLLAIRE 
2.3.2 

64 

Il ne nous reste donc qu'à vérifier (*). Supposons que d1  E fi et d2  e f2. Comme 
d1  < d1  v d2  et d2  < d1  v d2, on a que d1  V d2  E f  n f2. Ainsi, on a que 

a(d) í a(d i  V d2 ) 
definf2 

Finalement, nous avons donc 

a(d) 5_ A A a(d i  V d2) 
definh 	djEf1 d2G.,e2 

L'autre direction est triviale. En effet, 

A A a(d i  V d 2 ) 5_ A a(d) 
Efi d2 Ef2 	 dE fi nf2 

V d ef1nf2 A A a(d i  V d 2 ) 5_ a(d) 
diEfi (12 ef2 

On voit facilement ce fait en remarquant que nous sommes libres de prendre 
trivialement d1  = d2  = d. 	 • 

On a encore ici un corollaire immédiat. 

(Propriété universelle de (D) parrnis les Fr) Nous avons la propriété univer-
selle suivante pour la construction du treillis des idéaux. V D E J  LaQ VL E IFtriml Va : 
D 	E Ica 3kiJD ---> L G !Fun tel que le diagramme suivant commute: 

4-13 	 JD 
a a 

Avec ces deux outils, nous sommes prêts à discuter Yexistence d'une pro-
priété universelle pour la construction du locale des filtres. Supposons qu'on 
ait un treillis D e I 	. Si L est un co-cadre et aD ---> L un morphisme de 
treillis, nous avons vu à la proposition 2.3.2 que l'on peut factoriser a par 
le plongement canonique t DD 	U) et un certain morphisme de co-cadres 
uniquement déterminé â. Il est alors naturel de se demander sous quelles 
conditions nous pouvons à son tour factoriser â par la deuxième partie de 
la construction de Pitts ; comme l'indique le diagramme suivant : 
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THÉORÈME 
2.3.1 

Pour pouvoir utiliser la propriété universelle de la construction du treillis des 
idéaux, nous devons avoir que L est un cadre et â un morphisme de treillis. 
Ainsi, si L est à la fois un cadre et un co-cadre et si a est un morphisme de 
treillis, alors â : 	L sera un morphime de co-cadres donc en particulier 
un morphisme de treillis et donc par la proposition 2.3.2, on obtient un mor-
phisme de cadres : à : 1ÇgD ---> L faisant commuter la partie de droite du dia-
gramme présenté ci-dessus. La commutativité des deux triangles nous donne 
bien sûr la commutativité du grand triangle extérieur. Nous avons donc réussi 
à factoriser de façon canonique tout morphisme de D dans un cadre/co-cadre. 
Pouvons-nous en demander plus ? Il est naturel de se demander si on peut, 
en imposant une condition additionnelle sur L, obtenir que 'à préserve non-
seulement les suprema quelconques (c'est un morphisme de cadres comme 
nous l'avons vu) mais aussi les infima quelconques. Nous avons vu dans la 
proposition 2.3.2 que, pour que â préserve les suprema binaires, il fallait de-
mander à L d'être un co-cadre i.e. il fallait demander que ces suprema fini se 
distribuent sur les infima quelconques que la construction des filtres ajoute à 
D. Dualement, pour que le 'à du corollaire 2.3.2 préserve les infima binaires, il 
fallait imposer à L d'être un cadre i.e. imposer à L la distributivité des infima 
binaires sur ses suprema quelconques. 

Il est donc naturel de penser que pour exiger que "à préserve les infima 
quelconques on doit s'attendre à devoir imposer à L une loi de distributivité 
d'ordre supérieur. Le théorème suivant clarifie ce point. 

(Propriété quasi-universelle de 0(C)) Nous avons la propriété quasi-universelle 
suivante pour la construction de Pitts. VD E llllJl VL E IC4 Va D --4 L 
Lott 3!à 	L E Cd tel que le diagramme suivant commute: 
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PREUVE: 	Nous avons vu dans la discussion préliminaire qu'en posant 
à 	â on obtient bien un morphisme de cadres OD 	L adéquat. Il ne nous 
reste qu'à vérifier que sous l'hypothèse additionnelle que L est complètement 
distributif on a bien que à préserve les infima quelconques. Il suffit de remar-
quer que si {/i  }JE j  est une famille d'éléments de OD, alors 

D'autre part : 

à 'A Il ) 

\JEJ 
( =à-  ni., 

,E, 

- v â(f )  
fEAJE j  4 

= V â(f) 
fEniEJ -ri 

àg, )   
jEJ 	3E1 

=A V â(f) 
jEJ fEIj 

= V A â 
jE J 

 

A f e(i)) 
jEJ 

V 
rErt E , 

car L est complètement distributif et & préserve les infima quelconques. 

Pour voir que ces deux suprema donnent lieu au même élément de L nous 
montrons que 

f E n < 	E F113 f = n !(l) 
jEJ 	 jEJ 	jEJ 

Supposons en effet que f E nie  jIj alors il suffit de poser i(j) f pour j E J 
quelconque. Inversement, si f = flic j  i(j) pour un certain f E nie  jIj, alors 
quel que soit jo  E J on a clairement 

n r(i) f(jo) E/.70 
jEJ 
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et comme un idéal est en particulier une partie fermée inférieurement on a que 
f = 	est dans /io . Comme jo  est quelconque on a bien que 

f = 	r(i) G n 1- 3 
jEJ 	 jEJ 

comme voulu. 

Remarquons que la démonstration précédente s'applique en fait à un résultat 
plus général concernant la construction des idéaux. Nous avons en fait montré 
le corollaire suivant : 

COROLLAIRE Soit D E IlDill un treillis distributif borné ayant des infima arbitraires. Si L E ICdi est 
2-3.3  un treillis complètement distributif et D--+L est un morphisme de treillis préservant 

les infima quelconques, alors l'unique morphisme de cadres â faisant commuter : 
-1-DO  r> 

donné par le corollaire 2.3.2 préserve également les infima arbitraires. 

La proposition 2.3.1 parle d'une propriété quasi-universelle pour la cons-
truction de Pitts. Nous utilisons cette terminologie dans le sens suivant. La 
construction de Pitts q5(D) ne donne pas un treillis complètement distributif. 
Nous avons vu en effet que ce n'est en général même pas un co-cadre en 
général. Ainsi, le morphisme à ne vit pas réellement dans la catégorie des 
treillis complètement distributifs, car son domaine ne s'y trouve pas. C'est 
pour cette raison que le dernier théorème n'est pas vraiment une propriété 
universelle. Nous pouvons toutefois utiliser cette propriété pour construire 
des morphismes de comparaison entre le locale des filtres et le double dual. 
En effet, il est naturel de prendre pour a l'évaluation D el'})  D*#  car D*# est 
toujours complètement distributif, comme nous l'avons vu précédemment. En 
utilisant la proposition 2.3.1 nous obtenons ainsi un morphisme de treillis com-
plètement distributifs uniquement déterminé .éT/7 faisant commuter : 

D ) 	 OD 

eD ers\1/4 Y 
D*# 
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Calculons l'action de -e7)  sur un idéal de filtres J E OD. On se rappelle que 
â : ".E1  —> L se calcule comme l'infima des a(d) pour les d dans le filtre 
donné. Dualement, â : JD ---> L se calcule comme un supremum. Ainsi, 

-e7o = e(J) 

V el(f) 
fEJ 

= v AeD(d) 
fEJ dE f 

U n{Pe D*  e  pl 
fEJ de/ 

= 	{13 e  D* 1Vdef dei)} 
fEJ 

=UIP e D*  f g pl 
fEJ 

=U{PED* IP. f} 
fEJ 

= {p e D* p G J} 

Cette dernière égalité se justifie facilement comme suit. Si p E D* est dans J, 
alors p < p et on peut donc prendre f p pour obtenir que 

P E U{P E D*  IP f} 
fEJ 

Inversement, sipEUfeJ{pED* p < f}, alors il e)dste un f e J tel que 
p < f. Mais comme J est un idéal on doit avoit p E I. 

Le morphisme de treillis complètement distributifs 	a donc une action 
très simple. Il prend un idéal de filtres et en extrait les filtres premiers. On 
obtient bien une partie fermée supérieurement de l'ensemble partiellement or-
donné des filtres premiers car J est un idéal de filtres ; donc en particulier un 
sous-ensemble fermé inférieurement du treillis des filtres sur D et les filtres 
sont ordonnés par inclusion inverse dans le treillis des filtres donc les filtres 
premiers de ce sous-ensemble forment une partie fermée supérieurement dans 
D* (car dans D* l'ordre est Yinclusion). Fixons dès maitenant la notation pour 

et ses adjoints. 
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DÉFINITION (Morphismes de comparaison) 
2.3.2 : q(D) —÷ D*# prend un idéal J e q(D) et l'envoie sur 

(J)p J n Pr(D) tp D*  I p E 

2. (-)7̀ : D*# ---> q(D) prend une partie fermée supérieurement de D* , disons 
X E D*# , et l'envoie sur 

— 
pEx 

3. 02  : D*# 	0(D) prend une partie fermée supérieurement de D*,  disons 
X e D#,  et l'envoie sur 

V {J 1 (J)5) g x} 
PROPOSMON (Morphismes de comparaison) Nous avons les adjoints suivants entre les deux 

2.3•3  contructions : 

eS(D) 	 

où (.) 	(.) 

PREUVE: 	Soient X G D*# , J E 0(D) on a: 

(1) X c J 
XCJn Pr  (D) 	  (2) 

X 5_ Mo) 

où le passage (1) se justifie par le fait que J est un idéal et que X n'est qu'une 
partie fermée inférieurement. Le passage (2) se justifie en remarquant que X c 
03  7. (D) . Ainsi, nous avons montré que (•)'H Op. 

Pour vérifier l'autre adjonction, il suffit de montrer que MT,  préserve les 
supréma arbitraires. 

< J 



f e VJ P
iEI 

T  (D) 

f E Tr (D) et f e V Ji  
iE/ 

f E Tr (D) et si,f \ / 

f ePr (D) et 
	 (1) 

f T r (D) et 3ie/fe  
f EJi nTr (D)  

3i c /,11 < nPr(D) 
<V Ji  n Pr  (D) 

iEr 
f E V n Tr  (D) 

ici 

V (Ji ) (Wi) 
ieI 	 iEI 

ei E I (MT  5_ 
ier 	t(2) 

Vi EI J <VJi 
iEI 
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ieI 

f E 	( Ji)53  
ier 

Dans cette preuve, l'étape (1) se justifie par le fait que lorsque f est un filtre 
premier, f  est un élément complètement premier de 0(D) tandis que l'étape 
(2) se justifie par le fait que Mp préserve clairement la relation d'ordre. 

L'adjonction suit ainsi facilement : 

< x 
/ < V  {J I Jo, 5_ X} 	 i x 

/9) < (VI./ Jp < X1) 9, 	 < V{Jp 5_ X} 

Ip <V {JpJp <X} 
< X 

La proposition suivante nous donne un peu plus de détails liant les deux 
constructions. 

THÉORÈME (Relation fondamentale entre «D) et D*g) Soit D un treillis distributif: D* 
2-32  un sous-locale ouvert dense de 0(D). 

< x 

est 

PREUVE: 	On remarque tout d'abord que (.)po 	------ Id. En effet, par l'ad- 
jonction on a 



(x )1, < x 
< 

De plus, 

( )p 	= 	{1.  I Ji) g x } ) 

= 	{ Ji) I Jp g_ x 
< X 

car Op préserve les supréma arbitraires. Ainsi, (.) '2  est un monomorphisme 
d'ordre car il possède un inverse à gauche. On remarque aussi que j (.)0(•)p 
est un noyau sur 0(D) car clairement j préserve les infima binaires, I < j(I) 
et j(j(/)) = / (par ce que nous venons de démontrer). Donc D*# est un sous 
locale de 0(D). 

Pour montrer que D*# est dense, il suffit de prendre J e 0(D) non-vide et 
pour f e J quelconque on peut trouver, par le théorème d'existence des filtres 
premiers, p<f EJ d'où Jp O. Nous avons bien montré que D*# est dense 
selon [13] (p.50). En effet, nous avons montré que 

= 0 	> = 0 

Montrons finalement que c'est un sous-locale ouvert. Pour cela nous de-
vons montrer la loi de Frobenius qui dit dans le contexte que X^AJ = (X n Jo) ) 

(X n Jp)" < XA J  
X n 	< (X^ A J)0,  
X n Jp (ep n  t  

X < (X^)p  
X7' < X7' 
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c X 	> Jp n (.1,f)p x n (.1,f)p 
JO) CX(JA •11)p g x n (4-f)9  

X^ A 1.f 5_ (X n (.1,f)T ) 

x^ A .1.f < 	(X n (4.f)p)^ 
fEJ 	 fEJ 

X" A V ,I.f < (X A (V 41 
fEJ 	 fEJ 

X^ A J < (X A Jp) 

On se rappelle que le double dual (•)*# peut être considéré comme un 
foncteur (•)*# : DO —> Cd allant de la catégorie des treillis distributifs dans 
la catégorie des treillis complètement distributifs. De la même façon, 0(.) peut 
être considéré comme un foncteur «.) : DO —> Frtm comme nous l'avons Mais 
si on aggrandit la catégorie d'arrivée du foncteur (.)*# à la catégorie des cadres, 
on aura affaire à deux foncteurs allant de la catégorie des treillis distributifs à la 
catégorie des cadres. De plus, pour chaque treillis distributif D on a un unique 
morphisme de cadres my, 0(D) 	D. La question que nous pouvons 
nous demander dans cette optique est: Est-ce que Op nous donne une trans-
formation naturelle entre les deux foncteurs ? La proposition suivante répond 
par l'affirmative à cette question. Mais avant, nous avons besoin d'un lemme 
qui nous aidera à calculer avec 0(.). 

LEMME (Calcul de cb(h)) Soit A-2.4B G DL Si I E 0(A), alors 
2.3.1 

q5(h)(/) = ff E eB) 1 3gEIVbeB Pa E g h(a) ._b - bEfll 

PREUVE: 	Selon les définitions données dans la section 1.7, on a que pour 
/ E 0(24) : 

0(h)(/) 	(Š(ii))(I) 
{f E(B) l  g E I f 5_ (h)(g)} 

= If E (B) lqg G I -"(h)(g) Ç f } 
If E (B) Eg E I {b E B 3a E g h(a) 	Cf} 

= If E "(B) I39 E I Vb E B [3ct E g h(a) <bbEf]le0(B) 
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PROPOSITION (Naturalité de (.)5)) L'association (.)15), pour un treillis distributif D donne une trans-2.3.4 
f o r mation naturelle de 0(.) vers ()*# i.e. si h A -- B E DU, alors le diagramme 
suivant dans la catégorie des cadres 

commute. 

PREUVE: 	Soient I E 0(A), q E Pr  (B). On a 

q E  h*# (I A )  
q E h*#(I n r (A))  
h* (q) E I n  937.(A)  

h* (q) E I  
3gEIVb€B 

	

	E g h(a) <bbEq]  
q E 0(h)(/) 

(*) 

E (0(h)(I)) 9  

La preuve de (*) se fera en deux étapes. 

() Posons g 	h* (q) G I. Soit b e B quelconque. On suppose qu'il existe 
a E g = h* (q) tel que h(a) < b. Mais a E h* (q) veut dire que h(a) G q et puisque 
h(a) < b et que q est un filtre, on doit avoir b e q comme il fallait. 

(ft) Supposons maintenant qu'il existe un g E / pour lequel 

VbEB [3a E g h(a)<bbEq] 

Nous voulons montrer que h* (q) E I. Pour cela, il suffit de montrer que h* (q) < 
g (car g E I et I est un idéal). Mais comme l'ordre dans "(A) est l'inclusion 
inversée, ceci revient à dire que g C h* (q). Cette dernière inclusion est vraie 
car, quel que soit x e g, on a h(x) E B et trivialement h(x) < h(x) ; d'où 3a E g 
tel que h(a) < h(x) ce qui entraîne par hypothèse que h(x) E q i.e. x E h* (q). • 

Nous terminons la présente section en donnant des conditions nécessaires 
et suffisantes pour que le morphisme de comparaison entre le double dual et 
le locale des filtres donne un isomorphisme. Nous atteignons donc un point 
culminant dans notre compréhension de la relation qui existe entre ces deux 
constructions propositionnelles. 
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THÉORÈME 
2.3.3 

(Conditions d'équivalence entre 0(D) et D*#) Soit D E ID 111 un treillis distri-
butif. Les conditions suivantes sont équivalentes • 

1. Le morphisme de comparaison Op : O(D) —+ D'e# est un isomorphisme de 
treillis complets. 

2. 11 y a un isomorphisme de cadres 0(13) D*# 
3. Tous les filtres f sur D peuvent s'écrire comme une intersection finie de filtres 

premiers sur D. 
4. O(D) est engendré par ses éléments premiers. 
5. 0(13) est complètement distributif: 

PREUVE: 	Clairement, 1 = 2. Si O(D) D*# , alors 0(D) est engendré par 
ses éléments premiers et ainsi, par la proposition 2.2.3, on obtient la conclusion 
voulue ; donc 2 = 3. On a aussi démontré que 3 = 4 et 4 = 5. 

Finalement, si on suppose 5, alors nous pouvons appliquer la propriété 
universelle étendue du double dual au modèle canonique du locale des filtres, 
et réciproquement, nous pouvons appliquer la propriété quasi-universelle du 
locale des filtres (qui est ici une vraie propriété universelle ici car çb(D) E 
Nous obtenons donc les diagrammes suivants : 

195D 

Donc on a bien montré que i D  est un inverse pour le morphisme de comparai- 
son. 	 g 

Cette section nous a permis de comprendre de façon détaillée la relation 
entre les deux constructions que nous avons étudiées jusqu'à maintenant. Nous 
avons de plus obtenu une propriété quasi-universelle pour la construction de 
Pitts qui ressemble en tout point à celle du double-dual. Ce sont surtout ces 
résultats que nous chercherons plus tard à relever en traitant le cas de la lo-
gique du premier ordre. 
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2.4. RÉFLEXION DES ISOMORPHISMES ET COMPLÉTUDE CONCEP-
TUELLE 

Nous allons donner dans la présente section la réponse à des questions 
naturelles qui concernent à la fois le double dual et la construction des filtres. 
Supposons qu'on ait affaire à deux treillis distributifs C, D e D. Si on a un 
isomorphisme de treillis complets C*# D*#, peut-on conclure que C D? 
Malheureusement, hormis le cas ou C et D sont finis, la réponse à cette ques-
tion est négative. En effet, on se rappelle que dans une algèbre de Boole B, 
les filtres premiers (ou ultrafiltres) sont ordonnés de façon discrète (la relation 
d'ordre est l'égalité). Ainsi, pour construire un contre-exemple, il suffit d'ima-
giner deux algèbres de boole non-isomorphes infinies ayant le même nombre 
d'ultrafiltres (ayant la même cardinalité pour les ensembles d'ultrafiltres as-
sociés). Cet obstacle ne nous laisse pourtant pas sans recours. En effet, nous 
retrouvons dans Makkai/Reyes [27] un théorème de complétude conceptuelle 
pour la logique cohérente du premier ordre. Si nous spécialisons ce résultat à 
la logique cohérente propositionnelle il prend la forme suivante. 

PROPOSITION (Théorème de complétude conceptuelle : version propositionnelle) Soit 
2.4.1 C 	E DO un morphisme de treillis distributifs bornés tel que D"-4C* est un 

isomorphisme d'ensembles partiellement ordonnés, alors a est un isomorphisme. 

La preuve sera décomposée en deux lemmes plus élémentaires. Nous ap- 
pellerons morphisme conservatif un morphisme qui réfléchit l'ordre. 

LEMME Soit C 22÷D E DII un morphisme de treillis distributifs bornés. Alors a est eonservatif 
2.4.1 si et seulement si D* 2-÷C* est surjectif: 

PREUVE: 	On montre que a* est surjectif. Soit p G C* . On pose : 

g 	{d E D I E p a(c) < 
J_{dEDI3ceC\p d_5_,a(c)} 

Clairement, g est un filtre et J est un idéal. De plus,gnJ = O car si d E gn J, 
on a par définition qu'il existe c e p et c E C \ p tels que 

a(c) < d < a(é) 
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mais comme a réfléchit l'ordre ; on en déduit que c < c'. Ceci est clairement une 
contradiction car c E p et d e p. Mais p doit pourtant être fermé supérieurement, 
car c'est un filtre. Ainsi, par le théorème d'existence des filtre premiers, il existe 
q E D* tel que g C q et q n J O. Vérifions que q est le candidat recherché i.e. 
que a* (q) = p. Si c E p, alors a(c) e g C q, donc C E 	(q). Si c E a* (q), alors 
a(c) E q; d'où a(c) e J (car q et J sont disjoints) donc c E p, car si c e p alors 
a(c) E J. 

() On montre que a réfléchit l'ordre. Supposons au contraire qu'il y ait 
, c2  E C tels que c l  c2. On considère alors 

f tci 
I 

Clairement, fnI= 0 donc, par le théorème d'existence des filtres premiers, 
il existe p e C* tel que f C p et pnI = O. Mais, puisque par hypothèse a* 
est épi, on peut trouver q E D* tel que a* (q) = p. On a donc a(ci ) E q (car 
c1  E p = (q)) mais a(c2 ) e q (car sinon c2  E (q) = p mais c2  E / et p n = 0). 
Ainsi, on en conclut que a(ci) a (c2 ) comme voulu. Nous avons ainsi montré 
la contraposée de la formule qui dit que a réfléchit l'ordre. 	 • 

LEMME Soit C---).1) E DU un morphisme de treillis distributifs bornés. Alors a est un 
2.4.2 épimorphisme si et seulement si D*2.--:›C* est conservatif 

PREUVE: 	() On suppose que a est épi. Soient q1 , q2  G D* tels que a*(qi ) C 
a* (q2 ). Nous voulons montrer que q1  C q2 . Soit d q1. Comme a est épi, il existe 
c e C tel que a(c) = d. On a en conséquence que c E a* (qi ) , car a(c) = d E ql, et 
donc c e a* (q2 ) par hypothèse. On en conclut que d = a(c) E q2  comme voulu. 

Supposons au contraire qu'il existe do  e D tel que, quel que soit c E C, 
on a toujours a(c) do. On considère alors 

g td o  
J 	{d E D I 3e E C d < a(c) < do} 

Clairement, g est un filtre. Montrons que J est un idéal. 
d, d e J  

3c E C 3c' E C d < a(c) < do  d' < a(c1 ) < do  
acllEC dVd'<a(c") < do  

d v d'E J 
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Le passage de la deuxième ligne à la troisième se fait en posant e 	c V c'. 
Comme d < a(c) et d < a(c1 ) on a 

d V d' < a(c) V cx(é) = a(c V c') 
et comme a(c) , a(c') < do  on a bien, a(c V c') < do. Le chemin inverse se fait 
évidemment en posant c = c' d'. Donc J est bien un idéal. 

Montrons maintenant que g n J = O. Si d E gnJ alors il existe c E C tel que 
do  < d < a(c) < do  d'où l'on aurait que a(c) = do ; une contradiction. Ainsi, 
par le théorème d'existence des filtres premiers, il existe q E D* tel que g C q 
et q n J = O. Considérons maintenant : 

g' 	{d E D I 3c E a* (q) a(c) d} 
.1' 

Clairement, J' est un idéal. Montrons que g' est un filtre. 
d, d' E g' 

3c E a* (q) 3c1  E a* (q) a(c) < d a(c`) < d'  
E a*(q) a(c") < d A d'  

d A d'E g' 
où le passage de la deuxième ligne à la troisième se fait naturellement en po-
sant e c A c' (comme a* (q) est un filtre, on a précisément que cAdE a* (q) 
si et seulement si c, c' E a* (q)). 

On a encore une fois que g' n J = O. En effet, si au contraire on pouvait 
trouver d e g' n J' , alors il existerait un c E a* (q) tel que a(c) < d < do. Mais 
dans ce cas, on aurait a(c)E qnJ ; ce qui est impossible. Ainsi, par le théorème 
d'existence des filtres premiers, il existe q' E D* tel que g' C q' et q' n J' = O. 

Nous avons enfin atteint notre but car a* (q) C a* (q'). En effet, 
c E a* (q)  
a(c) E g'  t 
a(c) E q' 
c E a* (q') 

mais on a pourtant que q e q,  car do  E q, mais do  « q', car do  G J' et J' est 
disjoint de q. Ainsi, on a montré que a* n'est pas conservatif. 

Nous sommes maintenant prêts à regarder le résultat principal de la présente 
section. En effet, le théorème de complétude conceptuelle va nous permettre de 



Hom(  C, 2) 	 
0-1(1) 	 (•)oec 

	> Homcd  (D*#, 2) 

O..** 

Homcd  (C*#, 2) C* < 	 

X(.) 
	> Hom (  D, 2) (-) D* 

a* 
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THÉORÈME 
2.4.1 

démontrer que nos deux constructions réfléchissent les isomorphismes. Nous 
obtenons même plus : 

(Réflexion des isomorphismes) Soit C-24D G DO un morphisme de treillis distri-
butifs bornés. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

1. C-*# ce-:44 D*# est un isomorphisme de treillis complètement distributifs. 
2. /(C) 	 /(D) est un isomorphisme de treillis complets. 
3. D* --12:->'C* est un isomorphisme d'ensembles partiellement ordonnés. 
4. C.2-->D est un isomorphisme de treillis distributifs. 

PREUVE: 	Cette preuve élégante m'a été communiquée par Gonzalo E. Re- 
yes. Le théorème de complétude conceptuelle énoncé à la proposition 2.4.1 
nous donne que 3 = 4. De plus, 4 1, 4 =» 2, 4 = 3 et 3 = 1 car tout foncteur 
préserve les isomorphismes. Il ne nous reste qu'à démontrer que 1 = 3 et 
2 = 3. Ces deux preuves se font de façon identique. Elles utilisent la propriété 
(quasi-)universelle de la construction qui entre en jeu. 

(1 	3) Nous avons une chaîne d'isomorphismes : 

et nous pouvons vérifier facilement que la composition de tous ces isomor-
phismes donne a* en prenant q G D* et en observant le diagramme commutatif 
suivant : 

ec 

eD 



Ainsi, on voit que o a*# 0 ec  xq  o a et 

	

(xq  o a)(c) = 1 < 	> a(c) E q 

	

< 	> c e a* (q) 
donc on a bien le résultat voulu soit : 

° ce#  ec)-1(1) = a* (q) 
Ceci termine la preuve de 3 1. 
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THÉORÈME 
2.4.2 

La preuve pour le cas de la construction des filtres (i.e. 3 => 2) est identique 
car nous avons dans ce cas une propriété quasi-universelle. 

Le résultat suivant est aussi dû à Gonzalo E. Reyes. Il dit que si on a un 
isomorphisme entre deux doubles duaux ou deux locales de filtres alors on a 
un isomorphisme entre les deux ensembles partiellement ordonnés des filtres 
premiers des treillis distributifs de départ. On a vu au début de la présente 
section qu'on ne peut pas en dire beaucoup plus. 

(Réflexion faible des isomorphismes) Soient C, D E jD1ij des treillis distributifs. 
Les conditions suivantes sont équivalentes 

1. 11 y a un isomorphisme de treillis complets C*# D*4  . 
2. /7 y a un isomorphisme de cadres 0(C) 0(D). 
3. Il y a un isomorphisme d'ensembles partiellement ordonnés C 	D* 

PREUVE: 	Il suffit de regarder le diagramme suivant : 

Homcd  (C*# , 2) 	Homcd  (D*# , 2) 

Homm(C, 2) 	Homp (D, 2) 

Homcd  (.1,C, 2) 	Horace  (q5D, 2) 
dans lequel tous les morphismes verticaux sont des isomorphismes (ils sont 
donnés par les propriétés universelles respectives des deux constructions). No-
tons que nous avons utilisé la notation 'Homcd(q5C, 2)1  dans ce diagramme 
pour parler de l'ensemble partiellement ordonné des morphismes de treillis 
complets de OC dans 2 (même chose pour D). Ceci est bien sûr un abus de 
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notation car oc e 1Cci en général. Nous voyons que chaque condition de 
l'énoncé correspond à déclarer qu'un certain morphisme horizontal est un iso-
morphisme. Il est clair que dès qu'on a un tel isomorphisme, nous pouvons, 
par composition, définir les deux autres morphismes horizontaux de façon à ce 
qu'ils soient iso et fassent commuter le diagramme. Ceci implique clairement 
le résultat. 	 • 

La réflexion des isomorphismes est une propriété structurelle très souhai-
table. Elle est un indice de la fidélité du modèle. Par exemple, la construction 
du groupe fondamental en topologie algébrique ne jouit pas de cette propriété. 
Il est en effet possible que le foncteur "groupe fondamental" (7r) envoie une 
fonction continue entre deux espaces topologiques sur un isomorphisme de 
groupes sans pour autant que les espaces soient homéomorphes. La théorie 
des groupes, en ce sens, ne s'adapte en effet pas aussi bien à la topologie que 
ce que fait la théorie des treillis avec la logique. 

2.5. AMALGAMATION FORTE ET DOUBLE DUAL 

Dans la présente section, nous allons étudier une application jolie du double 
dual. Elle établit des propriétés d'amalgamation forte dans la catégorie des 
algèbres de Heyting (H), de co-Heyting (coll-lo) et de bi-Heyting (11DU11-10). Con-
crètement, cela veut dire que la somme amalgamée (push-out) d'un mono-
morphisme le long d'un morphisme quelconque de ces catégories donne tou-
jours un monomorphisme. Dans le cas particulier des algèbres de Heyting, ce 
résultat est équivalent au fameux théorème d'interpolation de Craig qui a certai-
nement sa place dans la thèse d'un étudiant d'un étudiant de Craig ! 

La preuve de la stabilité des monos par somme amalgamée reproduit le 
raisonnement de [24] et l'adapte au cas des algèbres de co-Heyting et de bi-
Heyting. Nous commençons par donner une série de lemmes qui seront utiles 
à la preuve. 

LEMME 	1. Si f : 	B est Heyting alors 	B4  ---> A4  est surjectif vers le haut. 
2.5.1 

2. Si f : A --> B est co-Heyting alors f* B4 	A4  est surjectif vers le bas. 
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PREUVE: 	Soit p E A* tel que 3 q E B* f*  (q) < p. On cherche un q E B* tel 
que q < qt et f* (q1 ) = p. Soient 

F 	(q U 3 f (p)) = {b e B 1 3bt E q3a E p b > b' A f (a)} 

I -({f(a)lasÉp}) ={bE1313a'EAb_<_ f(at ),a'§Ép} 
On aFnI. O. En effet, si beFnI alors par définition de F et / on aurait : 

3b'eq3aep3a1 EAdep, b'Af(a) <b<f(at) 

D'où 1/ < f (a) ---> f (a') = f (a —› a') (car f est Heyting) et, puisque b' E q, on 
en déduit que f (a -÷ ai) e q i.e. a —› a' e f*(q) C p. Ainsi, a e p et a -- al e p, 
donc a A a ---> al e p ; ce qui est impossible car a A a -÷ al < a', et a' e p par 
hypothèse. Ainsi, F et I sont bien disjoints. Donc, par le théorème d'edstence 
des filtres premiers, il existe un filtre premier q' e B* contenant F et tel que 
qt n / = O. Vérifions que ce q' est bien le candidat recherché. On a premièrement 
que qc FC q' donc q' étend bien q. De plus, si a e pi, alors par définition de F 
on a f (a) E F C g'. D'où a e f * (qt) et on en conclut que p C f* (q'). Mais en fait 
p = f* (qt) car si a e p alors f (a) e q i car sinon on aurait f (a) G q' n I (ce qui est 
impossible). D'où a e f* (q1 ). On en conclut que f* (q') C p. On a ainsi montré 
que f* est surjective vers le haut. 

Montrons maintenant que pour un f co-Heyting le morphisme f*  est sur-
jectif vers le bas. Soit p e A* tel que 3 q E B* p < f* (q). On cherche un q' G B* 
tel que q' < q et f* (q') = p. Soient 

F 	(3 f(p)) = {b e B I 3a Epb> f (a)} 

/ __-. (If(a) 1 a e pl U qc) ={b E B PdE ilEb'E B b 5 . _ f (a')V b' , ai e p,  ble q} 
On aFnI.-- O. En effet, si beFn/ alors par définition de F et / on aurait : 

bt E B3a E p3at  E A a' e p , b' e q , f (a) < b < f (a') V b' 

D'où f (a \ a') = f (a) \ f (a1 ) 	b' (car f est co-Heyting) et puisque b' e q, on 
en déduit que f (a \ a') « q i.e. a \ a' e f* (q) et a \ a' 0 p car p C f* (q). Ainsi, 
d e p et a \ a' e p, donc dva\dep (car p est premier); ce qui est impossible 
car a < a'Va \ a', mais a e p par hypothèse. Ainsi, F et / sont bien disjoints. 
Donc, par le théorème d'edstence des filtres premiers, il existe un filtre premier 
q' E B* contenant F et tel que q' n ./ = O. Vérifions que ce q' est bien le candidat 
recherché. On a premièrement que q' c q. Car si b « q, alors b G / d'où b e q' 
car q' n I = 0. De plus, si a e p, alors par définition de F on a f (a) G F C g' 
d'où a E f * (q!) et on en conclut que p C f* (q'). Mais en fait p = f* (qt) car si 
a e p, alors f (a) « qt, car sinon on aurait f (a) E q' n I (ce qui est impossible). 
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D'où a e f*  (q). On en conclut que f* (q) C p. On a ainsi montré que f* est 
surjective vers le bas. 	 • 

LEMME Considérons le diagramme suivant dans les treillis distributifs : 
2.5.2 

A 

I f  
B C 

Si on pose P {(a, b) EAx13jf (a) g(b)} considéré comme un sous-treillis de 
A x B, rA(a,b) a et 71-B(a,b) b, alors le diagramme suivant est un produit fibré 
(pull-back) dans la catégorie des treillis distributifs : 

P A 
f 

 

PREUVE: 	La preuve est évidente et est laissée au lecteur. 

LEMME Considérons le produit fibré suivant dans la catégorie des treillis distributifs : 
2.5.3 

Si f est surjective vers le haut, alors irB  l'est aussi. Si f est surjective vers le bas, alors 
Trie l'est aussi. 

PREUVE: 	Supposons que pour b E B il existe un p E P pour lequel za (p) < 
b. On cherche un p E P tel que p < pi et 71-B(p') = b. Mais 

7.8(P) 5_ b = g (713(p)) ▪ g(b) 
f (FA (p)) ▪ g(b) 
3a E A 7rA(p) 5_ a , f (a) = g(b) 

Notez que cette dernière implication provient du fait que f est surjective vers 
le haut. Si on choisit la forme donnée dans le lemme 2.5.2 pour P, 71-A  et 71-B ; on 
peut poser p' a (a, b) E P. Vérifions que ce pi est bien le candidat recherché. 
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Puisque p = (7r A(p) , B(p)) 	(a, b) = pi et R B  (p') = 7r B  (a, b) = b c'est bien le 
cas. 

Regardons maintenant le deuxième résultat. Supposons que pour b E B il 
existe un p E /3  pour lequel b < B(p). On cherche un p e P tel que p' < p et 
7rs (P') = h. Mais 

b < 	-B(p)  	g(b) < g ( 713(P)) 
g  (b) 5_ f (7r A(P)) 

> 	3a E A a < A(P) f (a) = g (b) 

et cette dernière implication provient du fait que f est surjective vers le bas. 
Si on choisit la forme donnée dans le lemme 2.5.2 pour P, 7r A  et 71-B  ; on peut 
poser p' (a, b) E P. Vérifions que ce p' est bien le candidat recherché. Puisque 
p= 	A (P) B (P)) 	(a, b) = pi et R B  (p1 ) = B  (a, b) = b c'est bien le cas. 	• 

LEMME Soient P et Q des ordres partiels et f : P 	Q un morphisme d'ordres, alors 
2.5.4 

1. Si f: P ----> Q est surjectif vers le haut, alors f#:  2Q ---÷ 2P  est Heyting. 
2. Si f : P 	Q est surjectif vers le bas, alors f# : 2Q ----> 2P est co-Heyting. 

PREUVE: 	Nous utilisons dans ce qui suit les formules données dans 1.4.1 
pour l'implication et la co-implication dans des treillis de la forme 2. 

Clairement, f# (X --> Y) < f# (X) —› f # (Y). Pour l'autre direction, 

p E f#(X) --> f#(Y)  
VP' > P P' E f#(x)==p  E  f#(Y)  

VP1  p f(p)eX==f(p) eY  
Vg> f(p)geXgEY 

f (p) E X --> Y 
p E f#(X ---> Y) 

Pour justifier l'étape (*) on prend un g > f (p) quelconque. Puisque f est sur-
jective vers le haut, il existe un p' > p pour lequel f (p') = q. Mais pour tous les 
p' > p on a que g = f (p') e X implique que g = f (p') e Y. 

Regardons maintenant la deuxième partie. Clairement, f# (X\Y) > f# (X)\ 
f# (Y). Pour l'autre direction, 



p E f#(X) \ f#(Y)  
311  < pp,  E f#(X) 	e f# (Y)  

< P f (p' ) e X f(p) « Y  
q< f(p)qcX,q0Y 	t(** ) 

f (p) E X \Y  
p E PqX \Y) 

Pour justifier 
vers le bas, il 
f (p') = e Y. 

l'étape (**) on considère q < f (p) et puisque f est surjective 
existe un pl < p pour lequel f (p') = q. Mais f (p') = q E X et 

LEMME (Le foncteur 
2.5.5 

(•)* préserve les produits fibrés) Si 

A P 
f I 	th 

C B 

est une somme amalgamée (push-out) dans la catégorie des treillis distributifs alors 
* A* k p. 

st, h* 

C* 	B* g* 
est un produit fibré dans la catégorie des ordres partiels. 

PROPOSITION (Amalgamation forte pour Hm, œft-10 et UDE%) Les monomorphismes sont stables 
2"5"1  par sonime amalgamée (push-out) dans les catégories suivantes IHe, to[lie et Uni]. 

PREUVE: 	Nous allons traiter les trois cas en même temps, en spécifiant 
chaque fois où c'est nécessaire quelles propriétés sont requises pour la catégorie 
spécifique. Prenons tout d'abord un diagramme dans une de ces trois catégories 
(que nous nommerons catégorie de départ dans ce qui suit) : 

A 
f 
C B 
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f* 

On commence par prendre sa somme amalgamée dans la catégorie des treillis 
distributifs : 



A  1 )  p 

f I th 

C B 

Par le lemme 2.5.5, on a que le diagramme suivant est un produit fibré dans la 
catégorie des ordres partiels : 

* A* k
P* 

f* 	ih* 

C*  *e-  B* g* 

De plus, nous savons en vertu du lemme 2.5.1 que 
1. si f est Heyting, alors h* est surjectif vers le haut et donc h*# est Heyting 

(par le lemme 2.5.4). 
2. si f est co-Heyting, alors h* est surjectif vers le bas et donc h*# est co-

Heyting (par le lemme 2.5.4). 
3. si f est bi-Heyting, alors h* est bidirectionellement surjectif et donc h*# 

est bi-Heyting (par le lemme 2.5.4). 
Ainsi, dans les trois cas h*# est dans la catégorie de départ. 

Maintenant, si on considère le diagramme suivant 
B*# 	B*#  

ep 

h el  
qui commute par la naturalité de l'évaluation (voir proposition 1.2.6), on re-
marque que ep o h est Heyting, co-Heyting ou bi-Heyting selon la catégorie 
de départ. En effet, ep o h = h*# o  eB  où eB  est conditionellement bi-Heyting 
(voir proposition 1.3.3 et corollaire 1.3.1) et h*# est soit Heyting, co-Heyting ou 
bi-Heyting selon la catégorie de départ. Prenons maintenant la somme amal-
gamée de notre diagramme original dans sa catégorie de départ : 

	

A 	P' 

	

fi 	
if' 

85 



86 

Plaçons maintenant dans ce dernier diagramme la somme amalgamée du début 
de la preuve (prise dans la catégorie des treillis distributifs) ainsi que l'évalua-
tion pour P: 

Comme nous l'avons vu, ep o h est dans la catégorie de départ. Il est de même 
pour ep 0 k par symétrie. De plus, puisque (ep 0 h) o g = (ep o k) o f on a, 
par la propriété universelle de la somme amalgamée P', qu'il existe un unique 
morphisme i : P —› P*# de la catégorie de départ faisant commuter : 

Maintenant, si on suppose que f est mono, alors h doit l'être aussi car h est le 
push-out de f dans la catégorie des treillis distributifs et, dans cette catégorie, 
les monomorphismes sont stables par push-out. Ainsi nous pouvons en conclure 
que f' est mono car i o f' = ep o h et ep est aussi mono. 	 Il 

Voici donc un exemple d'application des propriétés catégoriques du double 
dual comme outil pour démontrer des propriétés algébriques de certaines ca-
tégories d'algèbres. De plus, cette application nous donne par extension une 
propriété de la logique intuitionniste propositionnelle : le théorème d'interpo-
lation de Craig. Cet exemple montre aussi que le double dual peut jouer le rôle 
du locale des filtres pour démontrer, comme Pitts le fait dans [29], des résultats 
d'amalgamation. Il joue en effet mieux son rôle qu'on ne pourrait l'espérer : il 
montre le résultat pour d'autres catégories que les algèbres de Heyting. 



2.6. CONCLUSION 

Nous avons maintenant en tête des images bien précises à propos de ces 
deux constructions qui nous ont intéressées jusqu'à présent. La structure du 
locale des filtres s'est avérée être moins subtile que celle du double dual. En 
effet, la brutalité avec laquelle le locale des filtres complète le treillis distributif 
de base se fait en deux étapes symétriques dans lesquelles à chaque étape on 
obtient "un peu trop" de richesse. On n'obtient pas les lois de distributivité 
complètes précisément en raison de ce déséquilibre. Le locale des filtres est 
trop orienté "cadre" pour qu'on puisse en dégager les propriétés duales à ses 
propriétés naturelles. Ces étapes sont constructives et par le fait même pas 
assez coriaces, pour supporter toute la subtilité de notre topos de base : la 
catégorie des ensembles ris. Le double dual comble ce manque de finesse 
avec brio en nous donnant un sous-locale ouvert dense du locale des filtres. 
Remémorons nous en effet le diagramme suivant : 

0^ 
00, 

g5(D) 	 

dans lequel tout s'écrase dès que 0(D) est engendré par ses éléments premiers 
ou est complètement distributif. Nous avons aussi déterminé une condition 
précise sur D pour que ç(D) soit engendré par ses éléments premiers. Finale-
ment, si on regarde la propriété quasi-universelle du locale des filtres, on voit 
que double dual vient combler la lacune 'quasi de façon optimale. 

Nous constatons donc qu'avec l'aide de la subtilité de l'axiome du choix 
qui lui est implanté de façon interne, le double dual nous donne le quotient 
parfait du locale des filtres. Le double dual crée, par identification (ou quo-
tient), les liens logiques qui manquaient dans le cadre ç(D) pour qu'il devienne 
complètement distributif. Toute la puissance de l'outil vient bien sûr de la na-
ture des filtres premiers et de leur existence. 

Dans les prochains chapitres, nous grimpons une marche dans la com-
plexité. Nous étudions les constructions vues jusqu'ici dans le contexte des 
théories du premier ordre. 
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Chapitre 3 

LE TOPOS DES FILTRES 

3.1. INTRODUCTION 

Avec l'intérêt suscité par les deux premiers chapitres autour de ces deux 
constructions de nature propositionnelles, nous sommes forcément tentés d'ex-
plorer la ramification des théories du premier ordre et y découvrir si l'analogue 
du double dual et l'analog-ue du locale des filtres y existent. Abordons dès 
maintenant cette question aussi doucement qu'il nous l'est possible dans notre 
cadre. 

Les structures les plus élémentaires que nous allons aborder, qui représentent 
l'analogue des treillis distributifs bornés seront les catégories cohérentes. Résumons 
les propriétés d'une catégorie cohérente C: 

1. C possède des limites finies : 1c  + produits fibrés. 
2. C possède des supréma finis dans ses treillis de sous-objets. 
3. Ces supréma finis sont stables par produits fibrés i.e. si a : C —› D E C, 

le morphisme "image inverse le long de a" : 
a* : Sc(D) --+ Sc(C) 

préserve les suprema finis. 
4. Pour chaque a: C .--> D E C le morphisme de treillis : 

a* : Sc(D) --+ Sc(C) 
possède un ajoint à gauche : 

Sc(C) —› Sc(D) 
i.e. 3, --I a*. On appelle naturellement cet adjoint à gauche : "l'image le 
long de a". 



89 

5. Ces morphismes image 3, doivent satisfaire la condition de Beck-Che-
valley qui dit que les images sont stables par produit fibré. Plus précisément, 
si le diagramme suivant est un produit fibré dans C: 

alors le diagramme suivant commute : 

Sc(A) ----3-n-,-Sc (B) 

r 	o 	
10* 

Sc (X) 	,‘,-)•- Sc (13') 

Nous voyons que nous pouvons facilement déduire des propriétés précédentes 
que l'ensemble partiellement ordonné des sous-objets d'un objet X e ICI : 
ac (X) est un treillis distributif borné. Ainsi, la structure de base que nous 
étudions dans les premiers chapitres se voit réflétée dans le treillis des sous-
objets de chaque objet de C. 

Le présent chapitre introduit la construction du topos des filtres de Pitts 
(voir [30] et [31]) sur les catégories cohérentes. Ainsi, l'équivalent du locale 
des filtre, pour la logique des prédicats, est un topos. 

Comme vous le constatez, j'ai décidé de traiter le cas du topos des filtres 
en premier. En effet, sa construction est plus simple mais comme dans le cas 
propositionnel, elle est plus grossière et ne permet pas autant de souplesses 
que le double dual. 

Dans les sections qui suivent, nous allons construire une catégorie AC des 
filtres de C et nous allons trouver les principales propriétés de cette construc-
tion. Ensuite, nous allons regarder la définition du topos des filtres et en décou-
vrir les principales propriétés de fonctorialité. Finalement, nous démontrons 
une propriété quasi universelle pour le topos des filtres qui est clairement la 
généralisation de la situation propositionnelle préalablement établie. 



3.2. LA CATÉGORIE DES FILTRES AC 

Le topos de Pitts peut être vu sous l'angle de deux constructions différentes. 
Dans l'article [30], Pitts construit son topos comme une catégorie de faisceaux 
internes dans une catégorie donnée. Nous suivrons plutôt l'autre voie, qui 
s'apparente plus avec le topos de Makkai soit comme un topos de Grothen-
dieck sur un site donné et qui est donnée dans Pitts [31]. Ce chemin aura 
l'avantage de faciliter la tâche de la comparaison entre les deux topos. En ef-
fet, les comparaisons aux niveaux de descriptions topologiques des topos nous 
offrent des techniques avancées pour décrire des topos en termes de faisceaux 
sur des sites. 

Donnons nous une catégorie cohérente C. Le site que nous allons construire 
à l'aide de C a comme catégorie de base une catégorie des filtres sur C. La 
catégorie des filtres est une construction naturelle qui permet de plonger de 
façon canonique une catégorie donnée dans une catégorie possédant des in-
tersections quelconques au niveau des sous-objets. Regardons dès maintenant 
comment nous la construisons. 

DÉFINITION (La catégorie des filtres) Soit C une catégorie cohérente (on pourrait supposer 
3.2.1 simplement que C est régulière). La catégorie des filtres : AC a comme objets des 

paires (X, f) où X E ICI et f est un filtre sur Se(X). Donnons-nous maintenant 
deux objets dans AC : (X, f) et (Y, g) et définissons ce qu'est un morphisme de 
(X, f) --> (Y, g) dans la catégorie AC. Prernièment, pour A E f nous dirons qu'un 
morphisme a : A 	Y de C est admissible comme morphisme de (X, f) vers (Y, g) 
si 

VB e S,c(Y) B E g>Œ*(B)Ef  
où a* est simplement le pull-back le long de a. Soient A, A e f,a: A 	Y et 
a' : 	Y deux morphismes admissibles de (X, f) vers (Y, g). On dit que a et a' 
sont équivalents si il existe un A" E f tel que A" < A A Ai  et aliF= atiA". Un 
morphisrne de AC est un classe d'équivalence de morphismes admissibles. Si A E f et 

A —› Y est admissible de (X, f) vers (Y, g), nous noterons par 

[a] 	(X, f) 	(Y, g) 
la classe d'équivalence de a. 

Pour compléter la construction, nous devons définir les morphismes iden-
tité et la loi de composition des morphismes. Si (X, f) e IAC1, on définit le 
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morphisme identité sur (X, f) comme étant : 

(X, f) [1c  (X, f) 

i.e. 1(x,f) 	[1x] : (X, f) —> (X, f). Soient (X, f).(Y, g) et (Y, g)4(Z, h) 
des morphismes de AC. Disons que k : A --> Y (où A G f) et 1 : B 	Z (où 
B 	g). On définit la composition [1] o [k] comme étant la classe d'équivalence 
du morphisme 1 o k dans le diagramme suivant : 

X 

où k* B est le produit fibré de B le long de k. 

Vérifions dès maintenant que cette définition a du sens ; que AC jouit bien 
de la propriété d'être une catégorie, malgré la définition de ses morphismes 
qui peut paraître inhabituelle au premier coup d'ceil. 

PROPOSITION (AC est une catégorie) La catégorie des filtres AC d'une catégorie cohérente C, telle 
3.2.1 que définie ci-dessus, est effectivement une catégorie. 

PREUVE: 	Montrons tout d'abord que la composition des morphismes, telle 
que définie, a du sens. Nous devons montrer que le représentant définissant la 
composition est admissible et que la composition est indépendante du choix 
des représentants. Montrons tout d'abord que le morphisme / o k' est admis-
sible comme morphisme allant de (X, f) vers (Z, h). On voit bien ce fait en 
observant le diagramme suivant : 
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le 	1/ k* (1*C) ---» 1*,Ç --> 

En effet, si on considère que C-->Z e h, alors, comme l est admissible, nous 
boc' pouvons prendre le produit fibrp b et on a que /*C-->17  e g. Nous devons 

ensuite prendre la fibre de /*C—>  Y le long de k. Mais ceci est équivalent, par le 
lemme des produit-fibrés, à prendre le produitifil?ré ré -1  suivi du a . On sait que 
la fibre de 1* C —> bc'cl  Y le long de k, soit k* (l C) 0  aolcs›, 

A  
—, est dans f.  Finalement, on 

voit que le rectangle a —151  est également un produit fibré car rai  en est un et 
aussi. 

Montrons maintenant que la composition est indépendante du choix des 
représentants. Supposons que [k] soit représenté par A1--*Y et A2  A>lf . On a 
k1  — k2  donc il existe C E f tel que C < A1  A A2 et ki  IC = k2  I C. Supposons 
également que [l] soit représenté par B1-14Z et B2 -2 ->Z . On a /1  rs,  12 donc il 
existe D E g tel que D < B1  A B2 et /1ID = /21D. On a alors le diagramme 
suivant : 

b 



k* D 

kl_131  -4 )  
al  I NNçcl 

Al 

Y 

lib2X 
A2 	2 

2 

(1 
A „/"..;": 

g D 

Dans lequel on montre que 

11 ok1 od1  = 12  0 k12  0 d2  0  i2 

Premièrement, on remarque que 

11 ok1 od1  =l1 od j oI4oi1  et l2 okod=12 od2 oko i2  

De plus, k o il  = k o i2  car 

bi odi oI4oii  =k1 o a1 o d oi1  
= k1  o cl  o ic  

= k2  O c2  o je 
= k2  o a2  o d2  0 i2 

= b2 o  d2  o k o i2 

car ki r = k21c 
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Mais b1  o d1  = b2  o d2  (car D < B1  A B2 ) et est un monomorphisme donc 
lel' o i l  = ki o i2. Finalement, puisque /11D = 12 ID on a: 

li 0  di 0  Ici'. 0 il = 12 0 d2 0 Ici'. 0 ii 
= 12 0 d2 0 k211  0 '12 

Ainsi, la définition de composition donnée est indépendante du choix des 
repésentants. Vérifions maintenant les règles ayant rapport aux morphismes 
identité. Clairement, lx  est admissible de (X, f) vers lui-même donc la défini-
tion du morphisme identité pour un objet donné a du sens. On voit bien avec 
le diagramme suivant que 1( y,9)  o [k] = [k] : 

X 

De la même façon, on montre avec le diagramme suivant : 

4 lA 	k -›- -›- y 
a D a 

   

que [k] o 1(x , f)  -.= [k]. 

Il ne nous reste qu'à vérifier que la composition est associative. Il est aisé 
de voir ce fait en observant le diagramme suivant : 



j"(k*C) 	k*vc 
▪ d D 

j*p 	 
1/ 	 b 

1 > z 

rc Y  
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X 

 

La catégorie que nous venons de définir joue un rôle central dans la suite 
de cette thèse. Nous allons donc porter une attention particulière aux pro-
priétés de cette construction. Nous découvrons dans la prochaine section quelle 
est la généralisation de la construction du treillis des filtres des deux premiers 
chapitres. 

3.3. PROPRIÉTÉS DE BASE DE AC 

La proposition suivante va grandement nous simplifier la tâche en ce qui 
concerne la notation. 

rn 
PROPOSITION (Choix de représentants totaux) Soient (X, f) E lAel et A )--› X tel que A e f 

3.3.1 Si on pose 

{B>--›AlB7±)  X E f} 

alors (A, fiA) F4(X, f) est un isomorphisme dans AC. 

PREUVE: 	Clairement f 1A est un filtre. Le morphisme A )—›nz  X est admis- 
sible de (A, flA) vers (X, f). En effet, si A > Xef, alors on a le produit fibré 
suivant : 



96 

On voit que A A A >—> AEPA car, par la propriété de fermeture sous les 
intersections finies des filtres, A A A' 771)-->°n1  X E f. 

Montrons maintenant que [m] a un inverse à gauche : 
1(x,f) 

(X, f) 	(A, flA) --->- (X, f) 

On voit dans le diagramme suivant le calcul du représentant pour le mor-
phisme composé : 

m  
A 	 X 

iA 	11A 

A  
771 

X 
Mais m o 1A  = m 1x  comme morphisme de (X, f) vers lui-même car 

fDA=AAX et 1x1A=m=m1A 

De la même façon, on montre que [1A] est aussi inverse à droite pour [m] 
1(11,f1A) 

(A, f IA) 	f) 	(A, f 1A) 
En effet, le diagramme suivant montre le calcul du représentant pour le mor-

phisme composé : 

A 
lA 	lA 

1A1 Tri 

 

1A 1 

X 
et par définition, [1A] est l'identité sur (A, flA). 

On voit qu'à l'aide de cett ilernière proposition nous allons pouvoir sup-
poser qu'un morphisme (Y, g) :' >-(X, f) est représenté par un morphisme ayant 
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Y en entier comme domaine au lieu d'un sous-objet de Y. En effet, si a n'est 
qu'un morphisme partiel, alors nous pouvons précomposer [a] avec l'isomor-
phisme décrit dans la proposition précédente de façon à obtenir un morphisme 
total. Ainsi, nous n'aurons plus besoin (ou presque) de spécifier le domaine des 
représentants des morphismes. Nous pouvons même faire ce genre de sup-
position dans des situations plus générales, où plusieurs morphismes ont le 
même domaine, comme l'exprime la proposition suivante : 

PROPOSITION (Représentants totaux simultanés pour une famille finie) Si on a une famille 
3.3'2  finie de rnorphismes [ai ] : (X, f) —+ 	gi) avec i = 1, 2, . . . , n, alors nous pouvons 

supposer que les représentants ai  de ces morphismes ont tous le même domaine: X en 
entier Le. X c--!4-Yi. 

PREUVE: 	Si les représentants sont A-  - Y où A E f, alors on a A =1 Ai c 
f et par la proposition 3.3.1 on a que 

(=ni  
A Ail f Ai Ai 	

(X' f) 

En précomposant chacun des morphismes originaux avec cet isomorphisme, 
nous obtenons des morphismes de AC représentés par des morphismes de C 
ayant tous le même domaine. On voit facilement que tout fonctionne comme 
prévu. 

Définissons maintenant un foncteur allant de C vers AC. Il nous permettra 
de plonger C dans sa catégorie des filtres. 

DÉFINITION 
3.3.1 

(Plongement canonique pour A.C) On définit l'application : 
C—>F1  AC 

en posant pour un objet X € 1C1: 
[X] 	(X , {14) 

et pour un morphisme X 	e C on pose 

    

(Fonctorialité de [•]) L'application [1 telle que définie ci-dessus est un foncteur. 
, 

PROPOSITION 
3.3.3 
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PREUVE: 	Clairement f est admissible de [X] vers [Y] car f* (1y) = 1x. De 
plus, [1x] = 1(x,{ix}) = l[x] et [g o f] = [g] o [f] est aussi trivialement vérifié ici. 

La catégorie AC possède des limites finies. Les deux propositions qui sui-
vent donnent des constructions de ces limites. Il est suffisant de construire dans 
AC un objet terminal ainsi que tous les produits fibrés de paires de morphismes 
ayant un co-domaine commun. Regardons comment les objets terminaux se 
manifestent dans AC. 

PROPOSITION (Objets terminaux de AC) Si ic  est un objet terminal dans C, alors [1c ] est un objet 
3-3.4  terminal de AC. 

PREUVE: 	Soit (X, f) E ICI. L'unique morphisme X- 1c est clairement 
admissible de (X, f) vers [1c] = (1c, 111c1). De plus, si [0] : (X, f) ----> [1c ] où 

: A —> lc, alors la commutativité forcée de 

4 

 

1c  

 

X 

dans AC nous donne que ßA = cA i.e. a O. 

Voyons maintenant si on peut faire aussi bien avec les produits fibrés. 



[ai]1 	rI [al 

(Z h) 	(X f) 

est un produit fibre dans AC. . 	. 
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PROPOSITION (Caratérisation des produits fibrés dans AC) Soient [a] : (Y, g) 	(X, f) et 
115  {0] : (Z, h) ---> (X, f) des morphismes de AC ayant le même co-domaine et tels que 

leurs représentants a et p sont totaux (nous pouvons toujours supposer cela comme 
nous l'avons vu auparavant). Si le diagramme suivant est un produit fibré dans C: 

7 _, Pi y 

1 
a, 

et si on pose 	 e (e) (h) A .e (0") (g) 
(où 	A" est l'infimum dans le treillis des filtres sur P), alors 

(P,1r)1--21 (Y) 

PREUVE: 	On se rappelle que dans le treillis des filtres sur P l'ordre est l'in- 
clusion inverse. Ainsi, l'infimum de deux filtres donnés se calcule en prenant 
le filtre engendré par la réunion des deux filtres donnés. Ainsi, 

Ir 	(a") (h) A (e) (g) = 	(ce") (h) u (01 (g)) 

On voit bien que, par la construction même de 7r, oe f  est un morphisme admis-
sible de (P, 7r) vers (Z, h). En effet, si C G h on a clairement : 

(a") (h) c 	(a") (h) U (01 (g)) = 7r 

De façon symétrique, p est admissible. Maintenant, la commutativité de 

(P, 	(Y, g) 
[(ill 	D 	[al 

(Z h) —e- (X f) 

est automatique par la commutativité des représentants sous-jacents dans C. Il 
nous reste à véfifier la propriété universelle du produit fibré. Donnons-nous le 
diagramme suivant dans AC 
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(w, 8) 	[s] 

(P, 	—[2:1  (Y, .9) 
[t] 

[al 	 {01 

(Z h) 	>- (X, f) 

Par la proposition 3.3.2 on peut supposer que s et t sont totaux et ont tous deux 
W comme domaine. Ainsi, par la propriété universelle du produit fibré dans 
C, on obtient l'existence d'un unique morphisme W 	faisant commuter : 

1 ce  
Z X 

Montrons que u est admissible de (W, Ô) vers (P, r). On a 

7r = 	(a") (h) U (e) (g)) 
= {D E Sc  (P) l  3C e (e) (h) 3C" E Pl (g) D > C A Cl 

car le filtre engendré par une réunion de deux filtres est formé précisément 
des éléments supérieurs à des infima d'éléments provenant respectivement de 
chacun des deux filtres donnés. 

Si on se donne C G 7r, on a 

3C' E e (a") (h) W!" e (ß") (g) D C A Cl 
Ainsi, par définition de (al*) (h) et %' (13'*) (g) : 

3Di E h 3D'' E g C > ai* (D') A r (D") 
Donc 

u* (C) ?_ u* (or (D') A r (D")) 
= u* (a(  D)) A u* 	(D")) 
= t*(e) A s*  (D") 



[u] 
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et comme s et t sont admissibles on a que t* (D') E õ et s* (D") E õ (car D E h 
et D" E g) d'où u* (C) E 8. 

Nous avons ainsi la commutativité de 

(W, (5 ) 	[s] 

(P, 7r) --1)-/  (Y, g) 
[t] 

Eal 	 [e] 

(Z h) 	(X f) 

Examinons maintenat l'unicité de [u]. Supposons qu'on ait affaire à un 
autre morphisme (W, 8)-24 (P, 7r) faisant lui aussi commuter le diagramme comme 
[u]. Ceci veut dire, en supposant que le domaine de 	u' est E 	W E d, i.e. 
E 	, que 

e t
> p 

y 

 

INJ 

  

i.e. qu'il existe E' , E" E 6 tels que 

commutent. En prenant l'infimum de E et E' on obtient la commutativité de: 

i ._ , u'  
r A 1.1-->-.E 1----)--P—(11-)-Y 	E` A — r., —)- r- ---e- r 

o 

De plus, on remarque que l'extérieur de 



commute, car 

ce 0 ( 8  0 j`) . a 0 go ui 0 j) 
= (a 0 y) 0 ut 0 j 

. 0 0 (ai 0 ui 0 j) 

. 0 0 (t 0 y) 

Ainsi, par la propriété universelle du produit fibré dans C, on a qu'il existe un 
unique morphisme 0 faisant commuter : 

Mais rappelons-nous notre objectif. Nous voulons montrer que u , u`. 
Pour cela, il nous suffit de montrer que ulE,AE,  = ZiliDAEll i.e. uoi o j -= ui o j. 
On remarque simplement que ces deux morphismes peuvent jouer le rôle de 0 
car ils font commuter : 

E A e 	80j ,  

d'où nous pouvons conclure qu'ils sont égaux par l'unicité de O. 	 Il 
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Cette description des produits fibrés dans AC est simple et nous nous en 
servirons énormément dans le reste de cette thèse. Elle est toutefois peu pra-
tique pour étudier le transfert des propriétés de C dans AC (dans certains cas 
précis) car le filtre 7r n'y est pas décrit avec des générateurs assez précis. Par 
exemple, pour caractériser les monomorphismes de AC, nous avons besoin de 
trouver des générateurs plus fins pour 7r. La proposition suivante nous donne 
un tel résultat mais nous devons préalablement fixer la notation. 

Donnons-nous une paire de morphismes dans AC ayant un co-domaine 
commun (on suppose comme toujours qu'ils sont totaux) : 

[œ]  [0] (X, f)—>(Y, g)<—(Z, h) 
Si on prend B E g, A E f et D E h tels que A < a* (B) et D < (B) , alors nous 
avons les produits fibrés suivants : 

	 a*B 	 --D 

X 	a >Y< p — Z< 	 

Nous allons noter le morphisme allant de A vers B par a III et celui de D vers B 
par )3113). Clairement, si on prend le produit fibré de ces deux morphismes dans 
C on obtient un sous-objet du produit fibré de a et ß : X x y Z. Nous noterons 
ce sous-objet par A x B D. La proposition suivante nous dit que ces sous-objets 
A xB  D engendrent le 7r de la proposition précédente. 

PROPOSITION (Base de filtre pour les produits fibrés) Soit û une catégorie cohérente. On 
3-3.6  considère dans AC la paire de morphismes suivants : 

(X, f)±4(Y,Y)<-121--(Z h) 
dont on suppose que les représentants a et fi sont des morphismes totaux. La famille 
suivante de sous-objets de X xy Z: 

{A x B  D 3B E g 3A E f E h A < a* B et D < 01* D} 
est une base pour le filtre 

e(e) (h) A 
(ßr*) 

(f) 
donné par la proposition 3.3.5. 

PREUVE: 	Soient A E f,B G g et D E h quelconques. On considère le 
diagramme suivant: 



Y 

P` 	13" (a 

1, 
pi*A A al* D, 	-› a' D 

Al  X g 1> 	 >- cDi 
Pour simplifier le diagramme, nous avons posé 

A' 	A A a* B E f etD' D A 13*B E h 
On voit clairement que tous les rectangles appropriés de ce diagramme sont 
des produits fibrés. Il suffit en effet d'appliquer le lemme des produits fibrés 
autant de fois qu'on en a besoin. 

Ce diagramme nous montre ainsi que 

xB  D = 13'*  A' A a"' D' 
Ainsi, si A E f et D E h sont tels que A < a*B et D < P*B, alors A' = A et 
D' = D. On en conclut que 

A x B D=0"AAa"D e 7r 
car A E f et D E h (c'est précisément un générateur dans la définition originale 
de 7r). 

D'autre part, les générateurs dans 7r0  sont de la forme A' x g D' où 

f D A' < ce*B et h D D' < p* B 

pour un certain B E g. Mais donné A e f et D E h quelconques on a défini 
plus haut pour chaque B E g: 

A'aAAa*B< a*B et D'aDAO*B<P*B 
D'où A' x B  D E ro  et on voit bien dans le diagramme plus haut que 

A' xB  D' <sc(p) * A A ai* D 
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donc rit A cl* D est dans le filtre engendré par 7r0. 

Nous sommes maintenant prêts à étudier les treillis de sous-objets dans 
AC. Nous allons procéder en deux étapes : premièrement nous étudierons le 
treillis des sous-objets d'objets provenant de C via le foncteur [.] et deuxiè-
mement, nous allons étudier le treillis des sous-objets d'un objet quelconque. 
Nous devons toutefois commencer par donner une caractérisation des mono-
morphismes dans AC. On peut retrouver cette preuve dans [18], mais elle n'est 
pas constructive. Voici une preuve constructive qui nous a été présentée par 
Bill Boshuck. 
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PROPOSITION (Caractérisation des 1110110S dans AC) Soit C une catégorie cohérente. Un mor- 
phisme 	

(X f)-121->(Y g  ) Aû 
est un monomorphisme si et seulement si il existe un A E f tel que MA  est un mono-
morphisme dans C. 

PREUVE: 	On peut supposer que a est total comme à l'habitude. Suppo- 
sons que [a] est mono. Alors si on considère sa paire noyau : 

(X, f) x (X, f)—jL--rd ->- 	[a]  
(-K, f)> 	) (Y, g) (Y,9) 

[ir2] 

on a [7ri] = [7r2], donc par le lemme précédent, il existe B e g, A, Al e f tels que 
A, A < a* B et 

7V1 lAx BA' = 71-11A x B A' 

Clairement, nous pouvons prendre A = A', car sinon il suffit de considérer 
A A A e f et on a bien A A A' < a*B et comme 

AAA'xB AAA'<AxB A' 

on aura aussi la même conclusion : ri  et 7r2  coïncident aussi sur ce voisinage 
plus petit. 

Nous avons vu dans la preuve de la proposition précédente qu'on avait le 
diagramme suivant dans C (nous avons simplement réduit le gros diagramme 
de la preuve précédente) : 



Ainsi nous voyons que 
aopi -=7ri oi=71-2 0i=a0p2  

mais, comme a est mono, on a que p1  = p2. Mais la paire (pi  , p2 ) est la paire 
noyau de a 111, donc a 11,31  est mono. Finalement, comme aoa = boa III on en 
conclut que al A=aoa est mono. 

L'autre direction est triviale. 

Regardons maintenant de quoi a l'air la structure des treillis de sous-objets 
dans AC en relation avec la structure de ces treillis dans C. Nous regardons 
premièrement le treillis des sous-objets de [X] pour X e ICI. 

LEMME (Structure des sous-objets dans AC) Si (X, f) E FACI, alors (X, f) E1x [X] est un 
3.3.1 monomorphisme. Si on dénote par Àx(f) le sous-objet de [X] correspondant, alors on 

a défini une application : 
Ax 	(Sc (X)) ---> SAc ([X]) 

qui envoie un filtre f sur le sous-objet Àx(f). Cette application est un isomorphisme 
d'ordres-partiels naturel en X i.e. si X 1-->Y E C, alors le diagramme suivant com-
mute: 
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PREUVE: 	Clairement, lx  est admissible de (X, f) vers [X]. De plus, (X, f)-[14 [X] 
est un monomorphisme car si on a un diagramme du type 



(Y, g) 

(X, f) 1--)- [X] 

(Y, g) 

dans lequel [1x] o [a] = [1x] o g, alors, en supposant que a et 0 sont totaux, on 
a 

a = 1x  oa=lx  00=0 

d'où [a] = [0]. Donc, [lx] est mono. 

Montrons maintenant que Ax  est un morphisme d'ordres-partiels. Si f et 
g sont deux filtres sur X, on se rappelle que l'ordre sur le treillis des filtres 
prescrit que f < g si et seulement si g C f. Ainsi, si f < g, on a que 1x  est 
admissible de (X, f) vers (Y, g) et fait commuter : 

Àx(f)=[1x1  
(X, .n> 	 › [ X} 

[1.7Nse 	Àx(g)=1x 
(X , g) 
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Donc, Ax(f) < Ax (g), comme voulu. 

Inversement, pour montrer que Ax  est mono, on suppose 
Ax  (g) ce qui nous donne Yexistence d'un [a] faisant commuter : 

(X, f 	xx(f)=Elx]  ), > [X] 

que Ax ( f ) 

[ce] 	Ax (9)=1x 
(X , g) 

Mais si on suppose que A--a-->X où A)—›i  X, alors on obtient que a — i i.e. il 
existe un A E f tel que A' < A et a IA,  = il A,. On voit facilement que cela 
implique que 1x IA,  = aA, d'où 1x  , a. Ainsi, 1x est admissible de (X, f) dans 
(X, g) d'où g C f i.e. f < g. 



[a] 

(X, 

	 [X] 
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Pour montrer que Ax  est un épimorphisme on suppose qu'on a un sous-
objet de [X] représenté par le monomorphisme suivant : 

(Y, g) >[4 [X] 

et on pose 
a(g) {A G S0(X) I a* (A) G g} 

et on voit facilement que a est admissible de (Y, g) vers (X, c(g)) et fait com-
muter: 

[a] 	) [X] 

 

b 
D'autre part 1 y est admissible de (X, c(g)) vers (Y, g) (car si B >—> Y e g, alors 

(b) = b et vu comme sous-objet de X il devient B a>-->°b  X et ce dernier est bien 
dans a(g) car a* (a o b) = b e g) et fait commuter : 

Ainsi, on voit que )\x  (a(g)) est équivalent au sous-objet représenté par (Y, g) >----> 
[X]. 

Regardons maintenant la naturalité de À. Soit g E "(SC  (Y)). Nous voulons 
montrer que 

Ax (%.(a* ) (g)) -÷--? [a]*  (Ar (g)) 	 (3.3.1) 

Mais par la proposition 3.3.5, on a que le diagramme suivant est un produit 
fibré dans AC : 

(X (ce* )(24x] 	 [X] 

I [ai 

(Y g)>Xy (g)=[ly] [Y] 



car le r intervenant dans cette proposition se calcule comme suit : 

7r = "(a*) (g) A '(1.)({1x}) 
= 	(a*) (g) A {1x} 

= 

Ainsi nous avons bien montré l'équation 3.3.1. 

Nous pouvons clairement poursuivre notre étude pour l'étendre à une 
représentation concrète pour le treillis des sous-objets d'un objet quelconque 
de AC. C'est ce que fait le lemme suivant. 

LEMME (Représentation générale pour les treillis dans AC) soit g, f) E IACI. La 
3.3.2 

SAC (11 g)"*1*  SAC (X, f) 
peut être considéré comme allant de 4.g vers ,Lf et envoie un filtre g 

[al*  (9') e(a*)(91) A f 

PREUVE: 	Clairement le morphisme induit par la composition avec Ax(f) 
est un monomorphisme car Ax  (f ) = [lx]. Prenons f' E4.f  i.e. f < f. On a 
que 1x  est admissible de (X, fi) vers (X, f) et donc le sous-objet représenté 
par Ax(f) peut être vu comme une composition avec Ax (f ) soit : 

Ax(f) 0  [lx] = Ax(f 1 ) 

[a] a  
D'autre part, si on a un sous-objet de (Y, g)-->(X, f) représenté par Y >—› 

X, alors, comme nous lavons vu auparavant (au cours de la preuve du lemme 
[lx] 

précédent), a(g) est un filtre sur X pour lequel (X, a(g)) )--› [X] et (Y, g) >—› [X] 
donnent lieux au même sous-objet de [X]. De plus, a(g) < f car A e f implique 
que a* (A) E g (par l'admissibilité de a) d'où A e a(g). Ainsi, nous avons bien 
montré que le sous-objet de [X] obtenu par composition avec Ax  ( f) peut être 
vu comme provenant de 4.f  via Ax. 
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lx(f) composition avec (X, f) ›--+ [X] induit un rnonomorphisme 

SAC (X, f) )--> SAC ([Xi) 
dont l'image est la même que celle de 4.f 	I g < f} via l'isfomorphisme 
y a donc un isomorphisme SAC (X, f) 4. f . De plus, si (X, f)24(Y, g) e AC avec 

un morphisme total de C, alors 



110 

Donnons-nous maintenant (X, f)-(Y, g) E AC et g < g. Si on suppose 
que a est total i.e. X `>17 , alors on a que le diagramme suivant est un produit 
fibré dans AC: 

(X, f) 	(Y, g) 

[lx] 	 [1y ]  

(xc 7r) -7,> (11g1 ) 

lorsque 

7r 	(1)(f) A (ck* )(g') 

= f A (OE* )(g') 

donc on a bien la formule annoncée pour [a]*. 

Ce lemme nous permet donc de voir la structure interne de la catégorie 
des filtres. Ainsi, les sous-objets d'un objet (X, f) E IAC 1 forment un treillis 
isomorphe au treillis .1,f C eSc X). À laide de cette caractérisation nous pou-
vons facilement démontrer que la structure de la catégorie des filtres est très 
intéressante. 

PROPOSITION (AC est cohérente) Si C est une catégorie cohérente, alors AC en est aussi une. 
3.3.8 

PREUVE: 	Nous devons vérifier que AC a des limites finies, des supréma 
finis au niveau des sous-objets qui sont stables par produit-fibré et qu'on a un 
ajoint à gauche pour [a]* : 3[a]  qui satisfait la condition de Beck-Chevalley. 

Nous avons vu auparavant que AC est complète pour les limites finies. 
De plus, nous avons vu que l'ensemble partiellement ordonné des sous-objets 
d'un objet (X, f) est isomorphe à .1,f ainsi, les supréma se calculent comme des 
intersections i.e. si fi  < f et f2  < f, alors 

(X, fi) sAc\(/,,,f)  (X, f2) 	(X, fi n f2) 
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La stabilité des supréma fiis découle immédiatement de cette définition. En 
effet, si gl ,  92  < g et (X, f)—>(Y, g) E AC, 

[ce]*  (91 V 92) = [n]*(gi n 92 ) 

= -&(a* ) (91 n g2 )A f 

= ((n*)(gi) n 	(g2)) A f 	 (*) 
= ((n*)(gi) V . (a*)(g2)) A f 
= (%.(n*)(gi) A f)v ((n*)(92) A f) 
= [ni*  (gi)V [a]*(g2) 

où le passage de la ligne (*) se justifie comme suit : 

A e 	(a*) (91 n 92)  
E 	ce3*(BB)e<giAn ge2t  a3*(BB)e<g2Ace(B)  < A  

A e ece*)(91) n 	 (ce*)(92) 

A E .(ce*)(91) n (ce)(92)  
3B e 9i a*(B) < A et 3B1  g2  a*(131) < A  

3Beg1 B e g2  B V B' < A  
aB" 	B V Bi E gi n g B < A  

A E "(a*)(gi  n g2 ) 

Définissons maintenant l'adjoint à gauche 3[a] pour [a]*. Si f i  < f, on pose 

3[Q] (f) a(f) = {B E Sc(Y) ce*B c f'} 

Clairement, comme a est admissible de (X, f) vers (Y, g) on a bien a(f') < g 
(car g C a(f) C a(f)). De plus, on a bien l'adjonction désirée : 	[a]* car si 
fi < f et g < g, on a: 

f Z  Ecer(g1 ) f i 	 (cie)(gt) A  f  

f' %"(a*)(g1 ) 
a(r) 5_ g' 

3{.](f) g' 
où le passage entre la troisième et la quatrième ligne se justifie en montrant 
que 

.a(a*)(91 ) g f1 ?> g'Ç a(r) 
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Soit B E g', alors a* (B) E -&(a*  )(g') d'où a* (B) E f (car (a*)(g1 ) g fi par 
hypothèse). Mais on a donc B E a( f). 

() Soit A E .((x* )(g i ). On a qu'il existe B E g' tel que a* (B) < A. Mais comme 
g' C a(t) on peut supposer que B E a(f) et donc que a* (B) E f' et on est 
forcé de conclure que A G fi (car A > a* (B)). 

Il ne nous reste qu'à vérifier la condition de Beck-Chevalley dans AC. Sup-
posons que 

(P,7r) 	> (Y, g) 

C 	[ni 

(Z h) 	(X f) 

soit un produit fibré dans AC. Ainsi, 

est un produit fibré dans C et R-  = ,a(a1*)(h) A (j(3'* )(g). Nous voulons montrer 
que le diagramme suivant commute : 

3[pf ]  

	

(P, 7r) 	SAC (175 g) 

[(11* 	o 	I [a]* 

	

SAc (Z, h) 	).81  SAC (x, f) 

Nous procéderons comme nous l'avons fait jusqu'à maintenant, soit en calcu- 
lant tout au niveau des filtres à l'aide de Yisomorphisme SAC (-K, f) 	f 



Soit h e 1,h. On a: 

[a]*  (3[0](W)) = Pr (ß(h)) 

[ai*  M30)(//1)) 
= ((:£*) ((3,(3 )(12)) A g 

(2) (30,)) ((ce'* )(h') A 7r) 

= e30')) (k/1*(hi)) 

(1). 3[01 ([01*(W)) 

Preuve de (1) : On montre qu'en général, si (X, f) [̀ >(Y, g) E AC et f' < 

f, alors 3[„](f) 1 (3,)(f). En effet, si B E 3{„(f), alors B E a(f) d'où 
a* (B) E f'. Mais on a donc 3ace*B E e3«)(f) d'où l'on tire finalement que 
B c e(3,)(f) car 3„a*B < B. 

D'autre part, si B E «(3)(f), alors il existe un A e f tel que 3„A 5_ B, 
mais alors A< a*B et donc a*B E f' i.e. B E a(f)=3[,](f). 

Preuve de (2) : On montre les deux inclusions séparément : 

B E ea*) W30) (h')) A g  
3A c g 3A! c .(3,0 )(h1) B > A A a*A' 

3A e g 3C E  h' A' > 30C B > A A a*A'  i  
3A c g 3C E h' B > A A a*(30C) 	4" 
3A E g 3C E h' B > A A 301(Ci*C)  

3A c g 3C e W B > 30, (01* A) A 30/(crC)  -1-i  
3A c g 3C E W B > 30,(ß1* A  A  a'*C) 	+ 

B E e3,31) (ea'*(W) A 7r) 
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et cette cette dernière étape se justifie par le fait que ai* C c .(a'* (h') et O'*(A) e 
.(,@'* )(9) g 7. 
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B E 	(301) Mai* (h') A 7)  
3E e ea" (N) A ir B > 301(E)  

3C E h' 3D E B > 30, (or C A D)  
3C E h 3D E ..(a'*)(h) A e[3'*)(g) B > 331 (cel*C A  D)  

3C E h' 3C' E h C h 3D1  E g B > 30 , (a'*C  A  a'*C"  A /3"e)  
3C" 	C A  C'  E h' 3D' E g B > 30 , (ci*C"  A ire) 	4" 

3C"  E h' 3D' G g B > D'  A  3ß1  (Œ"C")  
3C" E hi 3D' E g B > D' A a*(30C1/)  

B E ecele30 )(12,1 )) A g 

PROPOSITION Le foncteur C--[-1->AC est plein, fidèle et cohérent. 
3.3.9 

PREUVE: 	Si on a un morphisme [X] 	[Y], alors, pour que ofe soit admis- 
sible, il doit être total, d'où X -2-+Y est bien envoyé sur [X] [ ->[Y] et on a 
montré que [.] est plein. La fidélité de [.] suit aussi trivialement car si 

[X] 	 [Y] 
alors on a vu que a et )3 sont totaux et on doit donc avoir a e, d'où a = 
car le seul élément du filtre sur [X] est 1-x • 

Il est clair que [-] préserve les objets terminaux car c'est précisément de 
cette façon que nous avons construit les objets terminaux dans AC. De plus, si 
on a le produit fibré suivant dans C: 

° a 
Z 	> X 

alors le diagramme suivant est un produit fibré dans AC : 

(P, -0,1) --21)- (Y, {iy}) 

[ce'] 	1:1 	j[a] 

(Z,{1}) 	(X , {lx}) 

En effet, le filtre 7r devient trivial ici car: 
7r 	ea" (1z) A ep" (1y) 

{lp} A {lp} 

{lp} 
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Pour montrer que [.] préserve les supréma finis et les images, nous devons 
tout d'abord étudier Faction de H au niveau des sous-objets. Soit X E C. Le 
morphisme d'ordres partiels 

Sc  (X) —> SAc ([X]) 	(Sc (X)) 
a 	 [a] 

doit envoyer A >—> X sur [A] >—> [X], mais ce dernier, comme sous-objet de [X], 
est équivalent à 

(X, tA) [>j-f->d  [X] 
(où t A signifie le filtre principal engendré par A). Ainsi, si on considère que le 
codomaine de [l x  est (Sc  (X)), alors on a [A )—>a  «Kix 	A. 

Montrons maintenant que H préserve les supréma finis. Soit X e ICI et 
a 

A >—> X B )--> X deux sous-objets de X. On a alors : 

[A V B] x  t(A V B) 
=lAntB 
= tA v tB 
= [Abc  V [B]x 

Finalement, pour montrer que [1 préserve les images, on prend X--- Y E 
C et on vérifie la commutativité de: 

5c(X) 	Sc(Y) 

MX 1 	 j, [.]Y 

SAC  ([X]) 	SAC ([Y]) 

Soit A >-->a  X, alors 

[ 3.A]Y = t (3.A) 

(-4K)  (3a)(tA) 
= [cEj (PDC) 

et l'étape (*) se justifie comme suit. Si B > 3aA, alors a*B > A donc a* B E 
mais dans ce cas B E a(IA) = e3a )(tA). Inversement, si B E a(tA), alors 
a* (B) > A, d'où B > 3aA. 	 111 
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DÉFINITION 
3.3.2 

Etudions maintenant les propriétés de fonctorialité de la consctruction de 
la catégorie des filtres. La définition suivante nous indique comment étendre 

AF un foncteur cohérent 	>D à un foncteur 

(Action de A sur les foncteurs) Soit C---->D un foncteur cohérent et (X, f) e IAC1. 
On pose 

F(f) {B e SiD(FX) 3A E f B FA} 
On a que F( f) ainsi défini est un filtre sur F X . On peut ainsi définir une application 
AF AC —÷ AD telle que 

AF(X f) (FX,F f) 
Cal et si (X, f)--->(Y, g) E AC, on pose 

AF(Ecti) [Fa] 

La définition précédente a du sens car Fa est admissible de (FX, F f) vers 
(FY, Fg). En effet, 

EFg3BEg B>FB 

	

3B E g (F 	> (F a)* F B 
3B e g (Fa)* > F(a* B) 
3A a-  a* B E f (FOE)* 131  > FA 
(Fa)* .13` e F f 

De plus, il est aisé de voir que cette définition est indépendante dù choix 
des représentants a et que l'application AF définit un foncteur. La proposition 
suivante résume les propriétés de fonctorialité de la consruction A que nous 
venons de compléter. 
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PROPOSITION 
3.3.10 

(Fonctorialité de A) Si C—FL>D est un foncteur cohérent, alors 
1. AC-1% -->F  AD est un fondeur cohérent qui préserve les infima arbitraires de sous-

objets d'un objet donné. 
2. Le diagramme suivant commute : 

C 	AC 
I 	1AF 
D 

3. A(1e ) =lAc  
4. A(G F) = AG o AF. 

PREUVE: 	Clairement, AF préserve les objets terminaux. Montons qu'il pré- 
serve également les produits fibrés. Supposons qu'on ait le produit fibré sui-
vant dans AC : 

(P) 7r) —n>  (Y1 g) 

[al]1 	 1 [al 

(Z h) -7,- (X f) 

où le diagramme suivant est un produit fibré dans C: 

P 21>  y 
a' 	o 	a 

Z X 

et ir est défini comme d'habitude. Comme F est cohérent, on a que le dia-
gramme suivant est un produit fibré dans : 

FP 111>- FZ 

Fßll D  1"  
FY FX Fa 

Ainsi, pour voir que AF préserve les produits fibrés, il suffit de montrer que 

1171- 	((Fa')*) (Fh) A ((F 0')*) (Fg) 

Nous démontrons ce fait en deux étapes. 
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B E Fr  
3A c 7r B > FA  

3A E ece")(h) U .(,1(3"`)(g) 	B FA  
3C c h 3D e g B > F(a C A 01* D)  

3C e h 3D E g B > F(ai*C) A F(0"D)  
3C c h 3D E g B > (Fa')*(FC) A (Fe)*(FD)  

B E ((Foi1 )*)(Fh) A ((F )3')*)(Fg) 

B E eOEF(2 )* )( Fh )  A .e(F f3')*)(Fg)  
aC G h 3D E g B > (Fa')*FC A (F01 )*(FD)  

FR- 

Montrons maintenant que AF préserve les supréma binaires. En effet, on a 

AF(x,f)  (f'V f il ) = AF(x,f)  (f n f") 
= F(t n f") 

F(t) n F(f) 
= F(f) V F(f) 
= AF(x ,f) (f)  V AF(x ,f)  (f) 

où (*) se justifie comme suit. Si B e F(f 1  n f"), alors cela veut dire qu'il existe 
un A e f' n f" tel que B > F(A), mais dans ce cas on a évidemment B E F(t) 
et B E F(f"). Inversement, si B E F(t)nF(f"), alors il existe A e f' et A' e f ll  
tels que B > F (A) et B > F(A), d'où 

B > F (A) V F (A') = F (A V A') 

et on peut conclure queBeF(finf"),carilvil'efinf". 

[a] Pour montrer que AF préserve les images, on prend (X, f)—+(Y, g) e AC 
et on montre que le diagramme suivant commute : 

3[a] 	 \ SAC (X1  f ) 
	

,JAC g ) 

AF9 C f) 	 IAF(y,g ) 

SAD (F x, F f) 	> SAD (FY, Fg) 



En effet, 
AF(y,g)  (3[a]  (f)) = AF(y,s, )  (5(3,)(f l )) 

= F (e3a)(n) 
(..) 
= 	(Ff) 

3[Fa] (FP) 

2{Fa] (AF(x,f)(f 1  = 	 )) 
où l'égalité (**) se justifie comme suit : 

B E  F (e3a)(f))  
3A E f' B > F(3,A)  
3A E f B > 3Fa(FA)  

B E e3Fa )(Ft) 

B e e3F ,,,)(F f')  
3A e f B > 3F„(F = F(3A)  

B e F W 3a)(n) 

Vérifions que AF préserve les infima quelconques de sous-objets : 

=A F fi  
iel 

où l'égalité (* * *) se justifie comme suit. Si B E F nj ier  fi )) alors il existe 
il, • • • ,in  E / et il existe Aii  e fil, • • • ,A e fin  tels que 

B > F(Ai , A • • • A Ain ) --= F(A 1 ) A • • • A F(Ain) 
donc B E (Uie/  F f i ). L'inclusion dans l'autre sens se fait aussi facilement. 

Les autres propriétés sont très faciles à démontrer. 
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Nous avons clairement réussi à extraire de la construction de la catégorie 
des filtres tous les ingrédients dont on a besoin pour compléter Yanalogie avec 
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la partie propositionnelle. Elle nous donne un plongement dans une catégorie 
dans laquelle les treillis des sous-objets Sc  (X) sont devenus (ScX). La caté-
gorie des filtres a comme treillis de sous-objets des co-cadres. Nous sommes 
prêts à regarder la deuxième partie de la construction du topos des filtres. 

3.4. LE TOPOS DES FILTRES 

DÉFINITION 
3.4.1 

Les idéaux sur un treillis distributif forment le locale classifiant de la théo-
rie propositionnelle cohérente du treillis distributif. C'est un représentant uni-
versel pour les modèles de D. On se rappelle que dans le cas propositionnel, 
la deuxième étape de la construction du locale des filtres est de prendre les 
idéaux du résultat de la première étape : les filtres de D. La généralisation na-
turelle pour cette étape est donc le topos classifiant de la catégorie des filtres. 

(Le topos des filtres) La topologie de Pitts sur la catégorie des filtres est la topologie 
pré-canonique. Cette topologie bien répandue est celle qui est engendrée par les familles 
épimorphiques finies. Plus précisément, on dit que la famille 

{(Xi , f i ) 	 [4>(X , f)} 
iEr 

est un recouvrement basique (i.e. {[ail liE i E Tpo) si .1 est fini et 

3fai] (1(xi,fi)) — (X,  f) 
ici 

La topologie engendrée par cette base est la topologie pré-canonique sur la catégorie des 
filtres et nous noterons (AC, Tp) le site en question. Le topos de Pitts est simplement 
le topos des faisceaux sur ce site i.e. 

(D(C) Sh(A.C, Tp) 

Nous désirons maintenant étudier les propriétés de fonctorialité de cette 
construction. Premièrement nous allons montrer la fonctorialité pour les fonc-
teurs cohérents entre des catégories cohérentes. Ensuite, nous allons étudier le 
cas des foncteurs Heyting. Mais avant de commencer, regardons comment la 
catégorie de base C se plonge dans son topos des filtres .*(C). 



CAC ACP 	 

A(F) 

EAD 

DÉFINITION (Le plongement 1-c) Soit C une catégorie cohérente.. Le foncteur 
3.4.2 : C --> (D(C) 

se décompose commme suit : 
c-U4Ac-24ert...5 °I) 	 (C) Sh(AC, Tp) 
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PROPOSITION (Propriétés de ic) Le foncteur 
3.4.1 /c  C --> 4.(C) 

est cohérent, conditionellement Heyting, plein et fidèle. 

PREUVE: 	Nous savons que Hc et 3,c sont pleins, fidèles et cohérents. De 
plus, la topologie sur AC est sous-canonique (voir [27]), donc les représentables 
sont des faisceaux, donc ac  ne joue absolument aucun rôle dans le calcul de /c. 
Ainsi, /c  est plein fidèle et cohérent. Montrons maintenant que /c  est condi-
tionnellement Heyting. Ceci est clair car Hc  est conditionellement Heyting 
(exercice) et ›UArc Pest aussi; clairement. 

On remarque que si C est une catégorie de Heyting, alors AC n'en est pas 
une en général mais possèdera des V pour tous les morphismes dans l'image de 
C par Hc. On peut donc conclure que dans ce cas, Tc  est un foncteur Heyting. 

Donnons-nous maintenant un foncteur cohérent F: C —> D. Nous désirons 
construire un morphisme géométrique 

.1)(F) : (D) --+ (I)(C) 

Il suffit de remarquer que aDo YD  0 A(F) : AC 	4. (D) est lex et continu. Le 
fait qu'il soit lex est bien connu et la continuité ne dépend que de la continuité 
de A(F), qui est équivalente au fait que A(F) est cohérent. La continuité et 
l'exactitude de ce foncteur nous assure l'existence du morphisme géométrique 
(I)(F) cherché. Plus précisément, nous avons par la propriété universelle de 
EAc 	ac  Ye  que ce morphisme géométrique est l'unique à faire commuter : 



de telle sorte que le diagramme suivant commute : 

Ic 

-----E .  

	

'1C 	 AC 

	

) 	 AD 	> (1,(C) 

F1 	1A(F)  

	AD 	> (1,(D) 22  

Nous voyons donc clairement la fonctorialité de la construction de Pitts. Ainsi 
nous pouvons considérer la construction de Pitts comme un foncteur 

: or) ----> Top°P 

allant de la catégorie des (petites) catégories cohérentes vers la catégorie op-
posée des topos de Grothendieck avec morphismes géométriques. 

Essayons maintenant de rendre explicite le lien entre la construction de 
Pitts au niveau de la logique propositionelle et celle de la logique du premier 
ordre. Nous allons en effet utiliser tous les résultats de la partie proposition-
nelle et les relever à la logique du premier ordre à l'aide du pont que nous 
allons construire dès maintenant. 

Avant d'étudier notre cas particulier, nous avons besoin d'un résultat général 
concernant le topos classifiant d'une catégorie cohérente. Pitts énonce ce résultat 
dans [31], mais ne le démontre pas. Comme je n'ai trouvé aucune démonstration 
dans la littérature, j'ai décidé d'en donner une. Nous avons toutefois besoin 
d'un lemme préliminaire. 

LEMME (Fermeture de 7C sous la formation des images) Soit C une catégorie cohérente 
3.4.1 sur laquelle on considère la topologie pré-canonique Tc. Si S est un cribble Te-fermé 

sur C E ICI, alors 
VD--->CeS 3f I3 )--4C €89 

i.e. S est fermé sous la formation des images. 
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PREUVE: 	La preuve est triviale mais j'en profite tout de même pour rap- 
peler les techniques de base avec les topologies de Grothendieck. On montre 



cc 

Se (cC) 

En fait, . cc  est un isomorphisme de cadres. 
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que 	 fD >—›m  C est couvert par S i.e. que m* (S) E Tc( f D). Considérons la 
factorisation épi-mono de f: 

Commemoq=f eSonaque 

q E m* (S) {D'>3.1,1)1mo g e .9} 

mais q est épi, donc m* (S) G Tc(3fD). On a ainsi que S couvre m et comme S 
est un cribble fermé, ceci implique que m E S comme voulu. 

La proposition suivante démontre que, dans que le topos classifiant, le 
treillis des sous-objets de représentables est isomorphe au treillis des idéaux 
des sous-objets (dans C) de l'objet représenté. Ainsi les sous-objets d'un objet 
représentable 1Jc  (X) dans le topos classifiant est le locale classifiant du treillis 
distributif Sc  (X). 

PROPOSITION (Représentation des sous-objets de représentables) Soit C une catégorie 
3.4.2 cohérente sur laquelle on considère la topologie pré-canonique Te. Soit 	Sh (C, Tc), 

c'est le topos classifiant  de C. Le plongement canonique de C dans E par Yoneda : 

	 E 
nous donne pour chaque C E ICI une action au niveau des sous-objets : 

Sc(C> dCC  Se(dcC) 

qui induit par la proposition 23.2 un morphisme de cadres Uce  de J (Sc (C)) 
vers Se  ("VcC) qui fait commuter 

Sc(C 	(Sc (C)) 
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PREUVE: 	D'abord formulons deux remarques évidentes sur l'énoncé. Com- 
me nous l'avons déjà mentionné, la topologie pré-canonique est une topologie 
sous-canonique, donc les représentables sont des faisceaux pour cette topolo-
gie. Ainsi, '9c  a bien E comme co-domaine. 

On se rappelle la correspondance bien connue 
A e Se(JicC)  

"kC 24>S2e 
SA E Ç 8(C) 

entre les sous-objets de cC et les cribbles Tc-fermés sur C : QE(C). En fait, si on 
munit l'ensemble des cribbles fermés sur C de l'ordre ensembliste (de l'inclu-
sion 'C'), on obtient un cadre dans lequel les infima se calculent comme des in-
tersections et les suprema comme des fermetures de réunions. Cette structure 
de cadre sur Qe  (C) est isomorphe au cadre des sous-objets de •UcC : SE (1JcC). 

Nous allons montrer dans ce qui suit que 

(Qe  (C), g) 	(sc(c)) 

Il nous suffit de construire une bijection : 
I(.) 

Q6(C) > (SCC) 
so  

Concrètement, donné un cribble sur C E ICI qui est Tc-fermé S G eE(C), on 
pose 

Is 	13/D D-1->C E 51 C Sc(C) 
Inversement, donné un idéal sur C : I T (ScC), on pose 

{D-14C I 3A c / 3f D < Al 

Vérifions que ces définitions sont sensées. Montrons que /s  est un idéal sur 
C. On peut voir que Is est fermé sou les supréma binaires en considérant les 
images respectives pour .,0>C, .,01 >C e S: 

2 f D -* C,3 f;DC -* C E IS  

qui sont les éléments typiques de 1s. Mais par le lemme précédent, m, m E S 
car S est Tc-fermé. Ainsi, puisque le diagramme suivant commute : 



3 f/D 
dans lequel on peut voir que { s, s'} c n*(S) car nos =m E S et n o s = m' E S. 
Mais comme {s, s} est une famille épimorphique, on en conclut que S couvre 
ri et donc n e S et on a bien 3 fD V 3f/ D' E I. 

L'autre propriété que nous devons vérifier pour montrer que /s  est un idéal 
a 

est la suivante. Si A C, B C E Sc (C) sont tels que A V B >—› C e /s, alors 
nous devons montrer que A E Ls  et B e /s . Mais puisque AvBE /s  on a 
qu'il existe un D-- f-->C e S tel que 3 fD )—>in  C et A V B >71  C sont dans la même 
classe d'équivalence comme sous-objets de C donc nous pouvons trouver un 
diagramme commutatif de la forme suivante : 

qui exhibe le fait que a, b E S en les décomposant comme un morphisme m E S 
précomposé avec SA et .9B. Les cribbles ont justement cette propriété de ferme-
ture par rapport à la précomposition. On a donc montré que 1s  est un idéal. 

Montrons maintenant que Si est un cribble sur C. Si D--4C E SI , alors 
quel que soit D— --D 	nous devons montrer que f fohES1. Ceci est 
clair car comme f E SI  il existe par définition un A E I tel que 3 f D < A et on 
a alors : 

3f ie = 3f0hEY 
= 3f  (311D1) 

< 31D 
< A 
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Donc, on a bien f E Si comme voulu. 

Montrons maintenant que Si est un cribble Tc-fermé : 

SI  couvre D-->C 
f*(S/ ) e Tc(D) 

3 lEiD17=1  IhariL1 g f * ( 51) & V 3hi Ei = D 

ri 
3 	 fohES j  & VhEi=D 

Vi E {1, 	, n}3Ai  E I 3fohi (Ei) <A & 	3hi Ei = D 
i=1 

Ainsi, 

3/D = 3f  (V 3hi Ei) 

= 	 f ( 3hiEi) 
i=1 

= 3f°hi Ei  
i=1 

< V Ai  E 

car / est un idéal. Donc f E Si et on a bien montré que Si  est un cribble Tc-
fermé. 

Montrons maintenant que les applications sont inverses. On a Sis  = S car 
trivialement S C Sis  et d'autre part donné D'›C E Si,, alors il existe A E ./s 
tel que 31D < A d'où il existe D-->C e S tel que 31D < 31ie et nous avons 
donc le diagramme commutatif suivant : 
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D 	 C 

NqN4A 
 o 	

rn o 

3f  

D' 



dans lequel m E S (car fi G S et on utilise le lemme). Ainsi, 
f=rni onoqeS 

car Tri' E S et S est un cribble. 

On a aussi que /si  = I. En effet, soit I E 3(.9cC). On a: 
A E  Is,  

f 3D--->C E  Si 3f D < A  
f 3f D < A & 3 f  (D) = A  

A E / 

Nous avons donc la bijection annoncée. De plus, les deux applications que 
nous avons définies préservent l'ordre car 

/ c J 	>VD-L>C e C PA E / 31D < A 3A e J 3f D < A) 
Si  c S j  

et 
S c R  

Is  C IR  
donc on a bien construit un isomorphisme d'ensembles partiellement ordonnés 
(en particulier un isomorphisme de cadres). 

Pour terminer la preuve de la proposition nous devons montrer que l'iso-
morphisme que nous avons construit peut jouer le rôle de (9c cri  dans l'énoncé. 
Soit D±.›C G c (C)(D) on a 

V 
f elàcc(i) 

/ 
f E V ccA) (D) 

{E---D I 3A e / 1Jc\(Ce)(g)(f) 	E c(A)(E)} G 7c(D)  
{E-2-›.13  I3A EI f oge 'Uc(A)(E)} e Te(D)  

I.E7 ->DI3A>c±>CE/3E—h-->AEC fog=aohleTc(D) 
	{E>Di EA G I a fog E < AI e Tc(D)  

{E--41) lfoge Si} ETc (D) 	  
f*(S1) e Tc(D)  
Si couvre f 
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f e Si 



Ceci termine la démontration de la proposition. 

À raide de cette caractérisation, que nous pouvons combiner avec nos 
connaissances de la catégorie des filtres, nous sommes en mesure de caractériser 
les sous-objets d'objets dans d)(C) qui proviennent de C par /c. 

PROPOSITION (Représentation des sous-objets de Lc(X)) Soit C une catégorie cohérente et X G 
3.4.3 ICI. Nous définissons la fonction 'yx 	(Sc (X)) 	Sec) (I (  X)) en posant pour I 

un idéal de filtres sur X: 

PREUVE: 	Clairement, -yx est la composition de deux isomorphismes bien 
connus. En effet, la proposition précédente nous indique que le treillis des 
sous-objets d'un représentable dans le topos des faisceaux sur un site muni 
de la topologie pré-canonique est isomorphe au treillis des idéaux du treillis 
des sous-objets de l'objet correspondant à ce représentable. Plus précisément, 
nous avons vu que l'on a un isomorphisme de cadres : 

(SAc ([,(]) 	S(p(c)(Ac ([4) 

IF 	làAc(x, f) 
fel 

De plus, nous avons vu dans le lemme 3.3.1 qu'on a un isomorphisme de co-
cadres: 

(ScX) 	([X]) 
mais comme tout filtre f E (Sc X) peut s'écrire comme un infima de filtres 
principaux : 

f = A " 
Acf 

on voit facilement qu'on peut décrire cet isomorphisme comme suit 

.(Sc  (X)) 	- SAC ([X]) 

fi 	 A [A] 
Aef 

11 suffit en effet de voir que notre isomorphisme fait commuter : 
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V I(A) 
fel Aef 

Avec cette définition Yx  est un isomorphisme de cadres. 
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Stc(X t 	.(Sc«X« ) 

SAC ([X]) 

Ainsi, en appliquant 1 à ce dernier en en composant avec l'isomorphisme vu 
plus haut on obtient l'isomorphisme recherché : 
çb(Sc  (X)) 	1 (. (Sc  (X))) 	>2 (SAc  ([4)'=‘-  >' Sci(c) (Ac ([X])) a Sd)(c)  (ic(x)) 

II 

Nous nous appercevons ainsi clairement que le topos des filtres est une 
généralisation du locale des filtres. En effet, nous avons vu dans la proposi-
tion précédente que l'essence de cette construction est de transformer chaque 
treillis de sous-objets Sc  (X) dans C dans le locale des filtres çb(ScX) de ce 
treillis et de compléter l'ensemble de cette structure en harmonie de façon à 
ce qu'elle forme un topos. 

3.5. PROPRIÉTÉS DE FONCTORIALITÉ POUR LES CATÉGORIES DE 
HEYTING 

Le résultat fondamental de Pitts dans son article [30] sur le topos des filtres 
est que si on a un foncteur Heyting 

C D 
alors le morphisme géométrique induit par C. : 

(P(F)* 
ei (C) 	> 4' (D) 

d)(F)*  

est ouvert. Nous démontrons ce résultat dans la présente section. Nous allons 
du même coup progresser dans notre apprentissage du transfert des propriétés 
propositionnelles aux constructions du premier ordre. En effet, nous verrons 
comment les propriétés d'une certaine classe d'objets de (I. (C) peut s'étendre à 
tous les autres objets. 

Notons qu'une catégorie est de Heyting si elle est cohérente et possède en 
plus les propriétés suivantes. 



1. Si a: C --> D E C, alors le morphisme de treillis 

a* : Se(D) 	Scc(C) 

possède aussi un adjoint à droite V,. Ainsi, on a 3a  H a* H Va. 

2. Ces ajoints à droite doivent satisfaire une condition identique à celle 
donnée pour les adjoints à gauche 3a. C'est la condition de Beck-Cheval-
ley pour les Va. 

Il est facile de montrer que la condition de Beck-Chevalley pour les Va  est une 
conséquence de celle pour 	Donc cette deuxième condition est superflue. 
La notion de foncteur Heyting est aussi évidente. On demandera simplement 
que le foncteur préserve les V,. Les catégories de Heyting sont clairement les 
modèles canoniques pour les théories intuitionnistes du premier ordre. 

Nous allons à partir de maintenant adopter l'abus de notation suivant. 
Pour dénoter un objet dans cl,  (C) provenant d'un objet X e ICI nous allons 
ometre d'écrire le foncteur Ic.  Ceci ne causera pas de confusion car nous note-
rons les objets provenant de C par X, Y, Z, . . . et ceux qui ne proviennent pas 
necessairement ce C par E, F, G, H, . . . . Nous allons ainsi alléger la notation de 
façon significative. 

La proposition suivante relève la situation de la partie propositionnelle aux 
objets provenant de C en nous donnant une façon simple de nous représenter 
l'action de (1,  (F)* sur les treillis de sous-objets d'objets provenant de C. 

PROPOSITION (Action de 4)(F)* au niveau des sous-objets) Soit F : C 	D un foncteur 
3"5"1  cohérent et X E ICI. On a que le diagramme suivant commute ; 

Se(c) (X) 	Sem(FX) 

7X 17FX 
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0(Sc  (X)) (Fx)O(Sp (FX)) 
q5   

PREUVE: 	Ceci est évident en vertu de la proposition 3.4.3 et du lemme 
3.3.1. Je laisse au lecteur l'exercice de démontrer le résultat en observant le 
diagramme suivant : 



SAC ([X]) 

(F)i. 

	> SAD ([F X]) 
AFx 
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"rx I A(F)[x]  

St.D (FX) 

'/FX 

Àx sb(scx) 	 

(ScX) 

 

	> - .(SDFX) .(FX) 

dans lequel nous voulons démontrer que la face du fond commute. Pour cela, 
il suffit de montrer que les autres faces commutent. Nous avons déjà vu tous 
les éléments qui montrent cela. 	 • 

Nous avons maintenant tous les ingrédients nécessaires pour s'attaquer 
à la tâche de montrer que les foncteurs Heyting F donnent lieu à des mor-
phismes géomériques d)(F) qui sont ouverts. La preuve utilisera deux lemmes 
qui réduiront le résultat au cas propositionnel. Ces deux lemmes sont tirés de 
[2] et [3]. Le premier lemme réduit le problème aux représentables. 

LEMME (Réduction du problème aux représentables) Soit (C, Te) un site un topos et 
3.5.1 F C —› .F un foncteur continu et plat. Si on note par e Sh(C,Tc ), alors on sait 

que F induit un morphisme géométrique 
f : 	S 

Ce morphisme est ouvert si et seulement si 
a) VX E 	f;c  : Se(X) --> S F(F X) possède un adjoint à gauche f x!. 
b) Ces adjoints sont naturels en X i.e. quel que soit a :X 	Y E C le diagramme 

suivant commute : 
Se(X) -<-1--';.--cl  S,T(FX) 

ia* 	 (Fa)* 

Se (Y)-e—F-_ ,  SF(FY) 

PREUVE: 	Si f est ouvert, alors il satisfait les deux conditions pour tous les 
objets dans E G par définition (voir [21]), donc en particulier pour les objets 
X provenant de C. 

0(Fx) 
0(S DFX) 
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Regardons maintenant la direction non-triviale. Pour cela il suffit de se 
rappeler la définition interne de morphisme géométrique ouvert (voir [21]) qui 
stipule que f est ouvert si et seulement si le morphisme de cadres internes 

Ç2E 

possède un adjoint à gauche interne. Nous devons donc construire une trans-
formation naturelle 

qui formera un adjoint interne à gauche pour T. Mais rappelons nous qu'à 
l'étage X 

S2E  (X) SE(X) f„eF(X) SF(F X) 

et le diagramme suivant commute : 

(f„RF )(X) 

S E(X) 	SF(FX) 

i.e. r agit comme f*. L'hypothèse qui nous est donnée en premier lieu nous dit 
que les morphismes de treillis f;(  ont des adjoints à gauche fx ! . Transportons 
ces adjoints à gauche via les isomorphismes décrits plus haut et nous obtenons 
une famille de fonctions 

(Ls2F) (x)40e (x)}xcici 

qui font individuellement commuter 

(f) (X) 

SE (X) < 	SF(FX) 

Soit X 	e C et considérons maintenant le diagramme suivant : 



QE (Y) < 	 
Xy 

(f) (Y) 
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Àx  
(f) (X) 

	

SE (Y) 	
fy! 
	 SF(FY) 

Fa)* 

S(X) 	
fx! 
	S F(FX) 

Il est clair que la face gauche de ce diagramme commute ; en effet l'action de 
S2e  (a) se calcule comme l'image inverse le long de a. Pour la même raison la 
face de droite commute. Nous avons vu plus haut que les faces de devant et 
de derrière commutent. Finalement, la deuxième hypothèse nous garantit la 
commutativité de la base. Comme toutes les flèches verticales sont des isomor-
phismes nous pouvons conclure que la face du dessus commute. Mais cette 
dernière commutativité dit précisément que A est une transformation natu-
relle. On a ainsi une tranformation naturelle À qui est à chaque étage adjoint 
à gauche de T i.e. nous avons un adjoint à gauche interne pour 7 d'où f est 
ouvert. 	 3 

Le second lemme, quant à lui, réduit le problème de montrer la naturalité 
pour les représentables au cas particulier des représentable provenant de la 
catégorie de base C. 
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LEMME (Reduction du problème au cas des objets qui proviennent de C) On se place 
33.2  dans le même contexte que le lemme 3.5.1. Si C a une sous-catégorie D telle que 

1. VC ICI 3D e IDI 3C n›-z-- D e C 
2. \/CY--C E C 3D--+D  E ID tel que 

a 
D >D 

o 	Mar 

Ôt 

alors il est suffisant de démontrer la naturalité des ajoints à gauche pour les objets et 
morphismes de D i.e. f est ouvert si et seulement si 

a) ID E liDI 	: Se(D) 	SF(F D) possède un adjoint à gauche fp! . 
b) Ces adjoints sont naturels en D i.e. quel que soit â : D —4 D'e D, le 

diagramme suivant commute: 

Se (D) 	SF(FD) 

Se(D) 	S .7 (F .131) fort 
c) Ces ajoint s à gauche satisfont la loi de Frobenius i.e. pour chaque D c IDI et 

pour tous les cp E Se(D), 9 E SF(FD) on a 

f D(0 ) A cie = fD! (D A f((p)) 

PREUVE: 	Seule une direction est non-triviale. Supposons qu'on ait les ad- 
joints mentionnés pour les objets de D et qu'ils sont naturels pour les mor-
phismes de D. Par le lemme 3.5.1, il nous suffit de construire des adjoints à 
gauche fc!  pour les objets de C et de montrer que ces adjoints sont naturels 
pour les morphismes de C. 

Soit C E ICI. Par hypothèse, nous pouvons trouver D e IDI et un mono- 
morphisme C >—> D. L'idée naturelle pour construire fc!  est de restreindre le 
fe donné par hypothèse en suivant : 

Se (D) .-E11- SF(FD) 

m* 	 3Frn  

Se (C) 
7-c! 

SF(1-1C) 



i.e. on pose pour ço E SF(FC) 

fc! (V) 	rn* .fr)!3Fme,0 

Vérifions que nous avons bien défini un adjoint à gauche pour f.  Pour 
cela, on prend ça G SF(FC) et 0 G SE(C) et on a: 

fc!((,0) .se(c)  
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(1)  
(2)  

M7D! 3FmgC )  'Se(C) 

fD!3Fm(i)  .SE(D) V7n 29  

]Fm(p 	fvm1.9  
s.,(Fc,) (Fm)* (fi,vm19) 

Ço 5s,(Fc) 	(m*vme) 
sy(FG, ) 

Le résultat (1) provient du fait que f* préserve les produits fibrés. En effet, en 
utilisant toujours l'abus de notation qui consiste à ometre les e qui envoient 
les objets de C sur leur réflexion dans E, on considère dans E le produit fibré 
suivant : 

E 

	

m*\91,7-09› 	 

auquel on applique f* (en utilisant le fait que f*0€ F) pour obtenir le produit 
fibré suivant : 

	

f* (vm19)- 	) FD 

ï 	D 	
Fm 

f* (m*vm19> 	)FC 

qui montre explicitement que 

(Fm)*  (.fi3V7.19 ) TË,  (m*Vme) 

Le résultat (2), quant à lui, vient du fait que dans tout topos ; si m est un 
mono, alors m*V77,29 19 pour tout 19. 

Nous avons donc construit les adjoints en question. Il ne nous reste qu'à 
montrer qu'ils sont naturels. Pour cela, nous considérons le diagramme sui-
vant: 



3Fnic 

OAC 

S(  C) 	 

Se  (C') 	 

fc! 

foi! 

S.T (FC) 
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(Fmc, )* 

(Fmc)*  

fDi! 
S (D') S 	(F D') 

Fti)* 
SE(D) 	 SF(F D) fp! 

dans lequel nous désirons montrer que la face du dessus commute. Par hy-
pothèse, la base commute. On voit facilement que la face de gauche commute 
en appliquant (•)* au diagramme de l'hypothèse 2. De la même façon, la face 
de droite commute ; cette fois, il faut appliquer (•)* o F au diagramme de l'hy-
pothèse 2. Montrons maintenant que la face de devant commute. Pour cela, 
nous considérons le diagramme suivant : 

Se(D) 	S.F (FD) 

(•)AFC 

	

t
rn'e 	(Fnic)* ? 

	

SE(D) 	SF(F D) 

La commutativité de l'extérieur de ce dernier diagramme est ce qu'on appelle 
la condition de Frobenius et est assurée par l'hypothèse c. Le rectangle du haut 
commute car si on prend tous les adjoints à droite des morphismes qui y inter-
viennent on obtient un diagramme dont nous avons déjà montré la commuta-
tivité: 

S E(D) 	S.-(F D) 	 Se(D) 	SF(F D) 

3Fmc 	H 	77* 	 (FrnC)* 

Se n •••< 1  SeC) 	 Se(C) 	S .7-(F C) 

En effet, le diagramme de droite commute car f*  préserve les produits fibrés. 
Ainsi, si on retourne au diagramme précédent, on voit que Yextérieur et le 
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rectangle du haut commutent. Mais comme les deux flèches verticales du haut 
sont des monomorphismes cela implique que le rectangle du bas commute. 

On a donc finalement montré que la face de devant du parralélépipède 
commute. Par symétrie la face de derrière commute. Nous avons ainsi montré 
la commutativité de toutes les faces de ce parralélépipède sauf la base qui est 
le but de tous ces calculs. Le fait que toutes les flèches verticales dans ce par-
ralélépipède soient des épimorphismes nous permet d'obtenir cette conclusion 
à partir des commutativités déjà démontrées. Ceci termine la preuve de la na- 
turalité pour les C G ICI et donc, la preuve du théorème. 	 • 

Nous sommes prêts à démontrer le résultat principal de la présente sec-
tion. Vérifions que nous avons bien réussi à réduire ce problème de logique de 
ler ordre au cas propositionnel. 

PROPOSITION (Résultat de l'application de 'IO sur les foncteurs Heyting) SiF:C--+Dest 
3'5'2  un foncteur Heyting entre des catégories de .Heyting, alors le morphisme géométrique 

(I(F) : (D) 	(1)(C) induit est ouvert. 

PREUVE: 	Nous appliquons le lemme 3.5.2 à notre situation particulière. 
Ici, le site est basé sur la catégorie des filtres AC muni de la topologie pré-
canonique. Attention, il ne faut pas confondre le C donné dans les hypothèses 
du présent résultat avec le C du lemme 3.5.2 qui est AC ici. La sous-catégorie D 
du lemme 3.5.2 sera C elle-même (ou plutôt la copie de C dans AC transportée 
par le foncteur Hc). Nous avons vu en effet que tout objet e, f) e IAC 1 est 
un sous-objet de [X]. De plus, si on a un morphisme (X, f)(Y, g) dans AC, 
alors le diagramme suivant commute : 

[X] 	[Y] 

[.x] 	 [1,} 

(C' f) 	.9) 

Nous sommes donc bien dans le contexte du lemme 3.5.2. Ainsi, il nous suf-
fit de construire pour chaque X E CI des adjoints à gauche pour C. (F)*x , de 
montrer ensuite que ces adjoints à gauche sont naturels pour les morphismes 
qui proviennent de C et finalement, de montrer que ces adjoints satisfont la 
condition de Frobenius. 
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Nous avons vu dans la proposition 3.5.1 que le diagramme suivant com-
mute: 

S(c) (X) ---(2--)-1'3ccl' 	S4)(D)  (F X) 

-rxi 	 I l'Fx 

0(Sc (X)) c >,, -c)0(SiD(F X)) 

Ainsi, (I)(F)*x  se calcule comme la construction de Pitts au niveau proposition-
nel 0(Fx ). Mais ce dernier morphisme de treillis a toujours un adjoint à gauche 
(voir la proposition 1.7.5) 

(Fx-1 ) H q5(Fx ) 

Donc Yexistence des adjoints à gauche (F)x t est assurée pour les objets qui 
proviennent de C. De plus, la partie propositionnelle (voir proposition 1.7.7) 
nous apprend que ces adjoints satisfont la condition de Frobenius. Il ne nous 
reste donc qu'à vérifier la naturalité de ces adjoints pour les morphismes qui 
proviennent de C. Cette naturalité découle directement du fait que F est un 
foncteur Heyting. En effet, un foncteur cohérent F : C 	D est de Heyting si 
quel que soit X ( >1T E C, le diagramme suivant commute : 

Sc (X) — 
Fx••• SD  (FX) 

va 	 ° 
Sc  (Y) Fy>  SD(FY) 

Mais en appliquant Çg (la construction des filtres propositionnelle) à ce dernier 
diagramme et en prenant tous les adjoints à gauche, on obtient la paire de 
diagrammes commutatifs adjoints suivants : 

F-1  
eSic(X)) eSc (X)) M -c)  eSD(F X)) eSD(FX)) 

ece*)i ° e(Fa).) (Va) j, le'eFa) 
.(Sc .(SD  .(SD  (Y)) 7 	(FY)) 

F, 
(Y)) w.)  eSD  (FY)) 

Finalement, on applique 3` au diagramme de gauche pour obtenir la commu-
tativité de 



J(F,71 ) q5(Sc  (X))  

15(e)i  

g5(Sc  (Y))  

qui est équivalente à la naturalité cherchée : 

SE(X) -( '))c< 	1SF(F X) 

a* 	0 	 (Fa)* 

SE  (Y) -4)(_(SF(FY) 

via les isomorphismes discutés auparavant. 

Nous avons donc montré la propriété fondamentale du topos des filtres. 
Notons que la notion de morphisme géométrique ouvert est centrale dans 
l'étude de la logique intuitionniste du premier ordre. En effet, les morphismes 
géométriques ouverts sont précisément les morphismes géométriques dont la 
partie image inverse préserve toute la logique intuitionniste du premier ordre. 
Nous pouvons donc les considérer comme des foncteurs ultra-complets ana-
logues aux morphismes de treillis complets des premiers chapitres. 

En revisant la technique de la preuve déployée ci-dessus nous remarquons 
que nous avons là notre premier exemple fondamental de relèvement de la si-
tuation propositionnelle à la logique des prédicats. Nous aurons bien sûr l'oc-
casion de faire encore plusieurs raisonnements de ce type pour démontrer à 
chaque fois que les morceaux s'emboîtent à merveille et que nous pouvons ef-
fectivement réduire la plupart des problèmes à leur analogue propositionnel. 

3.6. LA PROPRIÉTÉ QUASI-UNIVERSELLE DU TOPOS DES FILTRES 

Nous relevons dans la présente section le résultat du théorème 2.3.1 à 
sa version toposophique. Pour les besoins de la cause, nous avons besoin de 
définir une nouvelle classe de topos. Nous ne croyons pas que cette définition 
existe ailleurs dans la littérature. 
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DÉFINITION (Topos complètement distributif) Un topos e est dit complètement distributif si 
3.6.1 pour chaque E E IgI le treillis des sous-objets de E : Se (E) est complètement distri-

butif. 

DÉFINITION 
3.6.2 

Nous avons aussi besoin de définir une classe de foncteurs cohérents qui 
s'apparente clairement à la notion de p-modèle introduite par Makkai dans 
[23]. Nous comparerons ces notions dans le chapitre 5. 

(f-modèle) Sait C une catégorie cohérente, ,F une catégorie cohérente dans laquelle 
les treillis de sous-objets possèdent des infima arbitraires. Un foncteur cohérent C24.T 
est un f-modèle si pour chaque C-2-+D E C et pour chaque filtre f sur Set), on a 
que 

(
A MCA) 
AEf 

= 	3ma (McA) 
AEf 

Notons qu'on pourrait remplacer "cohérente" par "régulière" dans cette défi-
nition pour ainsi obtenir la notion la plus générale possible. 

Le résultat principal de la présente section, le théorème 3.6.1, nous mon-
trera que le plongement de C dans son topos des filtres est quasi-universel 
parmis les f -modèles de C dans un topos complètement distributif. Pour le 
démontrer, nous allons nous servir du cas propositionnel pour raisonner au 
niveau des représentables pour ensuite relever la situation aux objets quel-
conques. L'essentiel du raisonnement tient dans les trois lemmes suivants dont 
le premier est la généralisation de la proposition 2.3.1, le deuxième est la géné-
ralisation de 2.3.2 et le troisième est la généralisation du corollaire 2.3.3. 

Le lemme suivant énonce une propriété universelle pour la construction 
des filtres parmis les foncteurs lex dans les catégories A —Lez (catégories lex 
dont les treillis des sous-objets sont des A-semi-treillis). 
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LEMME (Propriété universelle de AC parinis les A *(Le) Soit C une catégorie possédant 
3"6-1  des limites finies (lex), .F e I A —Le' une catégorie lex dans laquelle les treillis des 

sous-objets sont des A-serni-treillis. Si C-114.T est lex alors il existe un unique fonc-
teur lex AC--11-‘›F préservant les infima arbitraires de sous-objets tel que le diagramme 
suivant commute : 

PREUVE: 	Donné (X, f) e IAC. On se rappelle qu'il est un sous-objet de 
[X] et que 

(x, f) = A [A] 
AEf 

Ainsi, si on veut que /Cd soit lex, préserve les infima arbitraires et fasse commu-
ter le diagramme ci-dessus ; on est forcé de poser : 

= iC/1 (A[A]) 
AEf 

= 	 A] 
AEf 

= A MA  
;lei` 

donc l'action de /Ci sur les objets est uniquement déterminée. 

D'autre part, donné un morphisme (X, f) [4(Y, g) e AC. Nous pouvons 
toujours supposer que a est total et on considère ainsi le produit fibré suivant : 

(ma)* (A mB) 	A M B 

	

BEg 	 bEg 

	

MX 	 MY Ma 
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Mais comme les infima commutent avec les produits fibrés et que M est lex, 
on a: 

(Ma)* (A MB) = A (Ma)* (M B) 
BEg 	 BEg 

= A M  (OE* B ) 
BEg 

De plus, rappelons-nous que, par la définition de morphisme dans AC, si B G 
g, alors a* (B) e f donc 

A MA  < A M(a*B) 
AEf 	

SF (11/1X) BEg  

et le diagramme suivant nous permet de définir M[a] : 

.711(X, f) 

 

	> /1-4:-(Y, g) 	 (3.6.1) 

 

A mit 	 A B ) 	 A MB  
AE.f 	 BEg 	 BEg 

o 	Ï 

I 
MX 	 MY Ma 

et ce choix est l'unique possible, car par l'admissibilité de a, on a toujours une 
décomposition en un diagramme comme suit dans AC : 

(X, f),  

 

[cd  [lx] > (X, (ce*)(g)) 	> (Y g) 

[lx] 	
1[1x ] 	El 	 {1y] 

[X] ' [Y] [a] 

 

et l'on voit ainsi clairement que tout foncteur lex préservant les infima de sous-
objets enverra ce dernier diagramme précisément sur le diagramme que nous 
avons décrit pour définir l'action de M sur les morphismes. Nous avons donc 
prouvé l'unicité de M. 
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Montrons que cet unique M est lex. Il est clair que .7(// préserve les objets 
terminaux de AC car il sont tous de la forme 1Ac  [1c] et donc : 

il' (lm  ) 	11-4-  ( [1c]) 
M (1) 

car M est lex. 

Pour montrer que M préserve les produits fibrés, nous prenons un produit 
fibré dans AC : 

{aq (P 7r) 	(Z, h) 

[ßi] 	D 	 j[ß] 

(X, f)- y] e- (Y g) 

(3.6.2) 

dans lequel nous savons que nous pouvons supposer que les morphismes sont 
totaux, que 

(3.6.3) 

est un produit fibré dans C et que ir = .(cx")(h) A (j3")(f). 

Observons maintenant le diagramme suivant dans lequel j'affirme que tous 
les rectangles possibles sont des produits fibrés : 



MIcei ] 

c> A M (a" D) 	 A MD 
DEh v  

M (0" A)A M ([31*  (a* B)) 	A m. (e*B) 
AEf 	 BEg 	 BEg 
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cE7 

	 DEh 

1 

 

111 

  

>  A M (a* B) A MB \ 
\ 

BEg 	 ________s___\--, BEg 	\ 
-\\ 	 A\\ 

\ 	 \ 	 \ 	\ 
lt-f[a] 	\ 	\ 	\ 	\ 

\ 	 .4%. 	 '1 Ma'  . MP 	\ ›- M Z . 
,e0,1, 	Ei 	lAdo  

..›k 

, 	
\\ 

 

mx 	 MY Ma 

A M 
AEf 

Remarquons premièrement le rectangle formé des flèches courbes. Nous voy- 
ons immédiatement que ce rectangle est limage dans F par M de notre pro-
duit fibré 3.6.2 dans AC. Comme nous voulons précisément montrer que ce 
rectangle arrondi est un produit fibré dans F, nous allons procéder comme 
suit. Nous allons montrer que tous les rectangles numérotés sont des produits 
fibrés et que les flèches courbes sont formées précisément par composition de 
contour du grand rectangle : 

0 o 
o 

et nous pourrons donc conclure par le lemme des produits fibrés que ce contour 
est aussi un produit fibré comme voulu. Voyons donc pourquoi ces rectangles 
sont des produits fibrés: 

O Ce rectangle est limage du rectangle 3.6.3 par M et comme M est lex, 
on a évidemment que le rectangle résultant est aussi un produit fibré. 

O On considère tout d'abord ce rectangle sans les infima. Il est en effet 
suffisant de montrer que 

M (a"(P*B)) 	M(P*B) 
D 

1VI(a* B) 	M(B) 
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est un produit fibré car l'infima préserve les produits fibrés. Mais ceci est 
clair car chaque côté de ce rectangle est un produit fibré le long d'un côté 
du rectangle 0 qui lui est parallèle. Nous pouvons bien voir ces quatre 
produits fibrés en trois dimensions dans le grand diagramme (on y voit 
les deux rectangles reliés par des piliers en pointillé). On voit bien que le 
coin supérieur gauche du rectangle @ pourrait clairement être remplacé 
par M (a"(0*B)) lorsque cela est plus pratique (car le diagramme 3.6.3 
commute). 

4 Comme nous l'avons vu, le côté gauche de 0 est obtenu par produit 
fibré du côté gauche de O. Ainsi, si nous voulons calculer limage inverse 
de 

A MA  
AEf 

le long du côté gauche de de 49, nous pouvons calculer cette image in-
verse au niveau de M/3. Ainsi, 0 est bien un produit fibré. 

0 La preuve est symétrique à celle de 0 sauf qu'on doit voir l'objet supé-
rieur gauche de 0 comme étant M (a" (e.  B)) . 

4 Ce produit fibré doit se calculer comme l'intersection des deux sous-
objets formant le coin inférieur droit. Nous devons donc montrer que: 

A mc = A m (0"A) A  A M  (cep) 
CEr 	AEf 	 DEh 

Mais ceci est évident car 
A m- (i3" A) A A M (a" D) = A Al (p" A) A m-  (ai*D) 
AEf 	 DEh 	 (A,D)Efxh 

. 	A 	34-  (pi* A A af*D) 
(A,D)Efxh 

et on a clairement le résultat en remarquant que 
C E R-  = .ece'*)(h) A (0")(f) <—> 3(A, D)e f xh /3"AAat* D<C 
Ceci montre que le grand rectangle est aussi un produit fibré. Suite à cette 

discussion, on voit facilement apparaître le contour de ce rectangle comme 
étant M appliqué au produit fibré original. Donc il)/ est lex. 

Pour montrer que il;í préserve les infima arbitraires de sous-objets nous 
montrons tout d'abord ce fait pour les objets de AC qui proviennent de C. En 
effet, pour ces objets nous pouvons faire apparaître le diagramme suivant : 
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Àx  
SAC ( [X]) 

I1.1-4 iX 

SF(M X) 

dans lequel la commutativité du triangle du haut vient du lemme 3.3.1 et celle 
du triangle du bas vient du fait que 1-1)1 o 	= M. Ainsi, la composition des 
deux morphismes verticaux fait commuter le grand triangle extérieur. Mais par 
la propriété universelle de la construction des filtres (voir lemme 2.3.1), comme 
Mx  préserve les infima binaires (car M est lex) et SF(MX) est un A-semi- 
treillis, on a qu'il existe un unique morphisme de A-semi-treillis Mx  faisant 
commuter le triangle extérieur. Comme /12[[x] , composé avec l'isomorphisme 
Ax, se calcule exactement comme Mx , on a bien que Axi = Mx 	préserve 
les infima. 

Pour étendre le résultat aux objets quelconques de AC, il suffit de remar-
quer que par le lemme 3.3.2 on a le diagramme commutatif suivant : 

incl. 

SAC [X]) 	 SAC (X1  f ,d. 

 

( [lx]). A4.‘ (X,f) 

    

    

    

S.F(MX) 	 S_F  (;1;/-(X, f)) 

et donc clairement on obtient le résultat. 

Nous voyons que nous progressons vers la propriété universelle recherchée. 
Du moins, nous sommes déjà capable de factoriser tout foncteur lex M dans 
une catégorie 1 E I  A —Lem' par le plongement de C dans sa catégorie des 
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filtres. Si on suppose maintenant que M est un f-modèle et que F est un to-
pos complètement distributif ; pouvons-nous démontrer que M se factorise par 

(C) ? Le lemme précédent nous donne un chemin évident pour démontrer ce 
résultat. Il suffit en effet de montrer que sous nos hypothèses additionnelles, 
le foncteur induit par M dans le lemme précédent est un foncteur cohérent. 
Le lemme suivant démontre ce fait. 

LEMME (Propriété universelle de AC parmis le f-modèles) Soit C une catégorie 
3.6i cohérente, F e 1A —eobi une catégorie cohérente dans laquelle les treillis des sous-

objets sont des co-cadres. Si on se donne un f -modèle C 34.F., alors il existe un unique 
foncteur cohérent AC—>F préservant les infima arbitraires de sous-objets tel que le 
diagramme suivant commute : 

PREUVE: 	Si M : C —> F est un f -modèle, alors c'est en particulier un 
foncteur lex et commme les treillis de sous-objets de F sont des co-cadres, ils 
sont aussi en particulier des A-semi-treillis. Ainsi, nous pouvons appliquer le 
lemme précédent pour construire l'unique foncteur lex M qui préserve les in-
fima arbitraires et qui fait commuter notre diagramme. Il nous reste à montrer 
que It-;1 est cohérent sous nos hypothèses particulières. 

Nous savons que 11-1 est cohérent si et seulement si il envoie les familles 
épimorphiques finies de AC sur des familles épimorphiques de F. Autrement 
dit, nous voulons montrer que 3'2/ est continu pour les topologies pré-canoniques 
naturelles sur AC et F. 

Supposons donc qu'on a une famille épimorphique finie dans AC: 

{(X, L) 	 f)}7=1 
En regardant le diagramme 3.6.1 à la page 142 on s'apperçoit que limage d'un 
11'4‘ .[ai ] se calcule le long le Ma i.e. 

[ai] ((xi, fi)) = 3/14-ai  ( A MB) 
Befi 
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Mais puisque M est un f -modèle on a: 

fi)) 	(A MB) 
BEL 

= A3m., ( MB ) 
BEf i  

= A m(3aiB) 
BEL 

A MA 
AEa(%,)(fi) 

et cette dernière égalité se justifie par le fait que, par définition : 
A E (3,i )(fi) < 	> 3B e f 3B < A 

Ainsi, tous les MA qui interviennent dans la dernière ligne sont plus grands 
ou égaux à des M (3a,B) qui interviennent dans la ligne précédente. On en 
conclut facilement que ces deux infima sont égaux. 

Avec cette formule pour les images des .1 .(/ I [ai ] nous pouvons montrer que 
la famille suivante 

{Û(Xi , 	 f) In  
i=1 

est épimorphique dans F. En effet, 
71 

311')I[ail («û(Xi ' fi)) = V 	A i=1 	 i=1A.(3.,)(fi) 
MA 

A 	V M  
it'E h' e3a, )(h) i 

i=1 

= 	m 
 (Ç/À .(i)) 

i=1 
XE fl()(L 

i.1 

> A MA  
AEf 

où nous avons utilisé que les sous-objets d'un objet F forment un co-cadre et 
que M préserve les suprema car il est cohérent. L'inégalité de la dernière ligne, 



quant à elle, se voit aisément en remarquant que quel que soit 

À E H ecti)(L) 
i=1 

on a 

V 11.(i) e 	,a(3,„)(A) = f 
i=1 	i=1 

car les [ai] forment une famille épimorphique dans AC. Ceci termine la dé-
monstration du lemme. 

Notre dernier lemme, quant à lui, démontre que la propriété spécifique 
que A-  a de préserver les irtfima arbitraires se relève à M*. Il est clairement la 
généralisation du corollaire 2.3.3. 

LEMME (Propriété universelle du topos classifiant pour les CE IA —eor)i) soit c une 
3.6.3  catégorie cohérente possédant des infima arbiraires de sous-objets Le. C E A—or3 1. 

On note par e le topos classifiant de C (c'est le topos des faisceaux pour la topologie 
pré-canonique sur C). Si 5 est un topos complètement distributif et C-1-->'..F est un 
foncteur cohérent préservant les infima arbitraires, alors la propriété universelle du 
topos classifiant induit un unique morphisme. géométrique (F* 	: 	E tel 
que: 

If a  e 
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F* 

 

commute. Sous ces conditions particulières, F* préserve aussi les les infima arbitraires. 

PREUVE: 	Comme nous l'avons vu précédemment, il suffit de montrer que 
F* préserve les infima arbitraires au niveau des sous-objets de représentables. 
Soit C E ICI, on considère le diagramme commutatif suivant : 
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THÉORÈME 
3.6.1 

sc ( 	> lCCs
e  (•u cc) 	F0 

o 
F* 

.9cc 

S.F(FC) 
Le triangle du haut commute par la proposition 3.4.2 et celui du bas par la 
propriété universelle du topos classifiant. Ainsi, la composition des deux mor-
phismes verticaux fait commuter le grand triangle extérieur. Mais ce mor-
phisme est donc l'unique (Fc )v donné par la propriété universelle de la construc-
tion des idéaux et nous avons vu dans le corollaire 2.3.3 que lorsque le codo-
maine de (Fc )v est complètement distributif et que Fc  préseverve les infima 
arbitraires, alors (Fc )v préserve aussi les infima arbitraires. Ceci implique clai-
rement que 11c , préserve les infima arbitraires car 

Fc = Fc 0 'Vcc 
v 	(v ) 

-1 
 

Avec ces trois lemmes en main, le chemin vers la propriété quasi-universelle 
du topos des filtres devrait maintenant nous sembler clair. Passons dès main-
tenant à Faction en démontrant ce résultat. 

(Propriété quasi-universelle du topos des filtres) Soit C une catégorie 
cohérente. Soit F un topos complètement distributif et M : C 	F un f - 
modèle, alors il existe un unique morphisme géométrique (à isomorphisme naturel 
près) (M* 	 (C) tel que le diagramme suivant commute 

i fre  

De plus, M* préserve les infima arbiraires de sous-objets. 

PREUVE: 	Donné un f-modèle M nous voyons bien que nous nous retrou- 
vons dans le contexte du lemme 3.6.3 car un treillis complètement distributif 
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est trivialement un co-cadre. Ainsi, par la propriété universelle du topos classi-
fiant, l'unique foncteur cohérent /1-4-  donné par le lemme induit un morphisme 
géométrique (Mt, 	: 	(DC tel que le diagramme suivant commute : 

(I> 	>A€ 	 (I)C 

et comme /121 préserve les infima arbitraires on a par le lemme 3.6.3 que M* les 
préserve aussi comme nous le voulions. 	 • 

Nous pouvons même donner une forme plus explicite pour ce dernier 
résultat. En effet, si on dénote par A —Georn(FcDC) la catégorie des morphismes 
géométriques de F dans (1.(C) dont l'image inverse préserve les infima arbi-
traires et par f — trloci(C, .T) la catégorie des f -modèles de C dans F, alors on a 
la formulation suivante pour notre propriété quasi-universelle. 

(Forme plus explicite pour la propriété quasi-universelle de 4.-C) Soit C une 
catégorie cohérente. La composition avec _Tc  induit une équivalence de catégories 

—Ceourn(F, C) - f Md (C, 

PREUVE: 	La preuve est laissée en exercice au lecteur. On remarque que 
la formulation précédente de la propriété quasi-universelle nous donne que 
le foncteur de l'énoncé des essentiellement surjectif. Le reste de la preuve suit 
des propriétés générales des éléments intervenant dans la construction de la 
propriété universelle dans sa première forme. 	 • 

Nous avons ainsi généralisé la propriété quasi-universelle que nous avions 
démontrée dans le cas propositionnel pour le locale des filtres. Le lecteur re-
marquera que la classe des modèles pour lesquels le topos des filtres est uni-
versel est la classe réduite des f-modèles. Cette restriction n'existe pas dans le 
cas propositionnel car cette condition y est trivialement vérifiée pour tous les 
modèles. Dans la situation qui nous préoccupe, nous avons besoin de cette res-
triction pour factoriser M par la catégorie des filtres avec un foncteur continu 
117/ qui préserve les infima arbitraires. Nous verrons d'ailleurs dans le chapitre 
suivant que cette restriction n'est pas très contraignante. 



3.7. CONCLUSION 

Si on met côte à côte les résultats des sections 1.7 et 2.3 avec ceux du présent 
chapitre nous voyons immédiatement l'effet mirroir qui se présente : 

logique propositionnelle logique du 1er ordre 
0(D) : cadre/locale (I,  (C) : topos de Grothendieck 

iD 
D >--> q5(D) 

conditionellement Heyting 
conservatif 

k 
C >—> ED(C) 

conditionellement Heyting 
plein et fidèle 

f I 

iA  
0(A) 

10(f) 

ic 

rk 

A" 

› 

FI  

D> 

4.(C) 0- 	, 

) 6B 0(B) (1)(D) ii, 
(ci-dessus) Si f E Ho, alors 

çb(f ) est ouvert 
(ci-dessus) Si f E ,.5eti, alors 
(ED(F)* ,i1).(F)* ) est ouvert 

L E 1A 

tD(.) 

E A — SO FE IA 

Hc
, 

Il*  
F 
I/ E Lex 

AC 

\f 

—soi, a 
iie E A —so 

A\ 

—Lui, 
M.' E A —Lex 

L E leo 
â 

D. tip().)  

a e La FE IA —n)rii, 

[.]c, 

11171  
F 

f — trIcai(C, .7) 

\f 

— Froml, 
E co — Fr[rn ./ -1)/ 

AC 

it\ 

m E 
E A —or.) 

152 



logique propositionnelle 
(suite...) 

logique du ler ordre 
(suite...) 

B(C) 
4 

I- M* 

F 

B(C)) 

c\\ Y à  
L 

L E 1Fr[ml, a E Lolt 
â G Fra-n 

M. 

F 
(M*, M) G 1:3eom(F, 

4-O » D ) 'D B(C) 
1 

F 
M E A —or)  

B(C)) 

1D 

\f 

L E 1Ccil, a G c© — Frim 
â e VA --- 0-d 

0. 	› 

F e 1Ccl — Topl, 
(m., m* ) E A —0eom(F, 

iD D 	› OD ic  

F 
f — Mod(C,F) 

B(C)) 

L 
L E iCail, a E Lett 
à.  e VA — 0-dt 

D 

F E 1Cd — Topl, M E 
(f, ig.) E A —0e0m(F, 

Il y a eu en effet un certain processus de généralisation qui semble avoir fonc-
tionné jusqu'à présent avec la construction du topos des filtres. Pourrons-nous 
en faire autant avec la généralisation du double dual ? Posons ouvertement la 
question : Quelle est la construction analogue au double dual pour la logique 
du premier ordre ? La réponse à cette question ne semblait pas évidente avant 
que j'essaie de démontrer que le topos des types de Makkai [23] est un sous-
topos ouvert dense du topos des filtres. Par cette raison, ainsi que par diverses 
autres que nous observerons dans les chapitres ultérieurs, nous verrons ce qui 
nous menât à penser que le candidat idéal pour la généralisation du double 
dual est le topos des types T(C). Le prochain chapitre est dédié à son étude. 
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Chapitre 4 

LE TOPOS DES TYPES DE MAKKAI 

4.1. INTRODUCTION 

Le topos des types, introduit par Makkai dans [23], est un topos de Gro-
thendieck qui est un candidat idéal pour la généralisation de la situation qu'on 
retrouve dans le cas de la logique propositionnelle pour le double dual. Dans 
ce chapitre, nous allons introduire ce topos en suivant la construction origi-
nale de Makkai et nous nous contenterons de citer les résultats principaux 
qu'il démontre dans son article. En effet, contrairement au topos des filtres, les 
preuves détaillées de tous ces résultats sont incluses dans l'article [23]. Nous 
donnerons ensuite une autre construction pour ce topos qui est aussi suggérée 
par Makkai dans son article et que nous utiliserons subséquemment comme 
un outil pour raisonner sur le topos des types et en donner de nouvelles pro-
priétés. L'avantage premier de cette autre construction est que le site qui l'en-
gendre se définit sur AC et nous pourrons donc tirer le maximum de notre 
expérience avec AC pour raisonner avec le topos des types. 

4.2. CONSTRUCTION DU TOPOS DES TYPES 

La catégorie sur laquelle on définit le site dont résulte le topos des types 
est très semblable à la catégorie des filtres que nous avons utilisée pour définir 
le topos des filtres. Au lieu de considérer tous les filtres nous ne tenons compte 
que des filtres premiers. 
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DÉFINITION 
4.2.1 

(La catégorie des types 7C) Soit C une catégorie cohérente (on pourrait suppo-
ser simplement que C est régulière). La catégorie des type :rC a comme objets des 
paires (X,p) où X E jCI et p est un filtre premier sur Sc (X). Donnons-nous main-
tenant deux objets dans re : (X, p) et (Y, q) et définissons ce qu'est un morphisme de 
(X, p) —> (Y, q) dans la catégorie TC. Premièment, pour A E p nous dirons qu'un 
morphisme a : A --> Y de C est adrnissibk comme morphisme de (X, p) vers (Y, q) 
si 

/B E Sc(Y)  (B e q 	> a* (B) E p) 
où a* est simplement le pull-back le long de a. Soient A, A E p, a : A --> Y et 

:A --> Y deux morphisme admissible de (X, p) vers (Y, q). On dit que a et a' 
sont équivalents si il existe un Aue p tel que A" < A A A'et ajA" 	a' jA.". Un 
morphisme de 7C est une classe d'équivalence de morphismes admissibles. Si A E p et 
a : A --> Y est admissible de (X, p) vers (Y, q), nous noterons par 

[a] 	(Y, g) 
la classe d'équivalence de a. 

Notons que dans son article, Makkai note cette dernière catégorie 2 et la 
nomme "the category of prime filters of C. Nous pouvons voir cette catégorie 
comme la catégorie des types de C (c'est justement ce qui justifie la notation 
7C). Donné un modèle M: C ---> ne, X E ICI et x e M(X) on appelle le type 
de x pour M l'ensemble de sous-objets de X suivant : 

tx(x,M) 	e Sc(x) I x E mx(A)} 

C'est un filtre premier sur Sc  (X). On voit ainsi pourquoi on appelle 7C la 
catégorie des types de C. 

Sur cette catégorie des types, Makkai définit une base pour une topologie 
de Grothendieck. On remarque que la catégorie des types n'a pas de limites 
finies comme la catégorie des filtres. Ainsi, la notion de base pour une topolo-
gie de Grothendieck doit être adaptée en conséquence pour que la topologie 
engendrée soit simple à décrire. Donnons dès maintenant cette définition de 
base généralisée. 
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DÉFINITION 
4.2.2 

(Base pour les topologies sur les sites sans limites finies) Soit C une catégorie 
quelconque. Une base K pour une topologie de Grothendieck sur C est la donnée pour 
chaque C E ICI d'une famille K (C) de recouvrements de C (qui sont des ensembles de 
morphismes ayant comme co-domaine C déclarés comme couvrant) et ces déclarations 
doivent satisfaire les propriétés suivantes: 

i. {1c  : C 	Cl K(C) 

ii. Si {ei ll-->C}ier  E K (C) et g : D —› G, alors il existe une famille 
E K (D) telle que pour tout i e I il existe un j G I et un 

morphisme h : Di  —4 Ci  tel que le diagramme suivant commute : 

G 

h 
4 

g 

--->- D si 
iii. Si ICiii›C JE/ e K 	et si quel que soit i E I on a {Dij -4Ci}j€J, E 

K(G), alors 
{Dii —?Chei, jeJ, e K(C) 

Nous pouvons maintenant énoncer la topologie de Makkai sur la catégorie 
des types. La base que Makkai décrit est très simple : elle est formée des single- 
tons couvrants. Pour les besoins de cette définition, si [a] : (X, p) 	(Y, g) G 
rC, nous allons réutiliser la notation pour les images : 

a(p) 	E Sc(Y) l a* (B) E 

DÉFINITION 
4.2.3 

On remarque que si p est un filtre premier, alors a(p) en est aussi un. 

(Topologie de Makkai sur rC) La topologie de Makkai sur rC, par la suite notée 
est donnée par la base suivante : 
ï ø E nip(0.,,c) (où €4.c  est l'objet initial de TC). 
ii. Si [a} : (X, p) --> (Y, g) E TC satisfait a(p) q, alors Eall E Tmp. 

On appelle le site (rC, Tit,ip) le site des types existentiels de Makkai. De plus, si nous 
voulons faire explicitement référence à un recouvrement basique, nous notons T mo  la 
base pour la topologie de Makkai. 

Vérifions qu'on a bien défini une base au sens donné ci-dessus à la définition 
4.2.2. 

PROPOSITION (Jmo est une base) La topologie de Makkai sur rC, telle que définie ci-dessus, est 
4'21  une base pour une topologie de Grothendieck sur TC. 
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PREUVE: 	On vérifie que Tmo  satisfait les propriétés de la définition 4.2.2. 

(i) Clairement, puisque 1 x  (p) = p on a que 
{ (X, p)nq(X, p)} G Tmo(X , p) 

pour chaque (X , p) E ITC1. 

(ii) Supposons que (Y, q)--> (X , p)} e Tmo(X, p) (i.e. a(q) C p) et que 
(Z, r) 	(X , p) E TC 

est un morphisme quelconque. On cherche un morphisme couvrant 
{(W,$)4(Z, r)} e Ado(X , p) 

(i.e. on veut que a' (s) C r) qui se factorise par a. Considérons le produit fibré 
suivant dans la catégorie des filtres AC: 

(Y, g) 	(X, P) 
[Y] 	IP] 
(P, z) 	(Z r) 

En effet, on se rappelle que la catégorie AC est cohérente et possède donc 
des produits fibrés. De plus, les images sont stables par produit fibré : c'est 
la condition de Beck-Chevalley. Donc, on a de bonnes raisons de penser que 
le [a] donné dans le diagramme précédent est aussi couvrant, comme voulu. 
Rappelons-nous la construction des produits fibrés dans AC. Dans le diagramme, 
PY xx Zet 

ir 	 .(i'lk")(r) A (,8")(q) 
Montrons que a(7r) C r. 

C E ai(r) ==="(C) e 71- 
3R E r3Q E q a" (C) a" (R) A /3"(Q) 
3R G r3Q E q C > 3„, (a" (R) A /3"(Q)) 
3REr3QEq C>RA3a, (ßi*(Q)) 

3R E r3Q Eq C>RA 13* (3,„(Q)) 
	

(*) 
Remarquons que le passage de la ligne (*) se justifie avec la condition de Beck-
Chevalley qui prévaut dans C et qui nous donne la commutativité de 
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S(Y) 	S(X) 

TY*1 

S(P) 	> S(Z) 

Mais comme Q E q on a 3„(Q) E p (en effet, Q < a*(3,(C24 d'où 3,,(Q) E 
a(q) C p). Ainsi, [3*(3(Q)) E r car ß  est admissible de (Z, r)--1-1->(X , p). Repre-
nons maintenant le cheminement que nous avions laissé à la ligne (*). Nous 
avions vu que C > R A 0* (3,(Q)). Ainsi, nous avons bien C E r car R E r et 
/3*(3a  (Q)) G r. Donc, 47r) g r. 

Comme 7r n'est pas premier en général nous allons utiliser le théorème 
d'existence des filtres premiers pour l'étendre à un filtre premier tout en pré-
servant sa propriété de couverture. On pose 

/ 	{a"(C) I C E S(Z) \ r} 

I est un idéal sur S(P). En effet, I est clairement fermé inférieurement et 
en plus : 

E , E' 	3C S(Z) \ r 3C' E S(Z)\r 	E 	(C), E' 5 a" (C1 ) 
2C e S(Z) \ r 3C1  e S(Z) \ r E V ES a"(C) V ci* (C) 

= a"(C V C') 
> E V E' E I 

car les supréma sont stables sous les produits fibrés. 

On a aussi I n 7r = Ø. En effet, 

EG/nr <—> aRer E q (R) A [3" (Q) E 
E S(Z) \ r E a" (C) 

Mais on a alors : 
a" (R) A 0" (Q) < a" (C)  

(a" (R) A pi* (Q)) C  
R A 	(fr(Q))< C  
R A /(3* (3,(Q)) C 

et comme nous l'avons vu précédamment ceci entraîne que C e r, une contra-
diction. 
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Nous pouvons maintenant appliquer le théorème d'existence des filtres 
premiers qui nous dit qu'il existe un filtre premier s E PT (P) tel que 7r c s et 
s n I -= O. De plus, on a ai(s) c r car 

c e a' (s)  
ai* (C) e s  
ai* (C) « I  

C 	S(Z) \ r  
C r 

et on a donc bien montré que [a] : (P, s) 	(Z, r) est couvrant. 

(iii) On suppose maintenant que { (Y, q) ['4 (X , p)} e T Ado  (X, p) ainsi que 
{(Z, r)21->(Y, q)} E Tmo(Y; g) 

Montrons que 
{(Z, r)(X,P)} E Tmo(-X1P) 

On suppose que les deux morphismes sont totaux de telle sorte que [a] o [(3] 
[a o 0]. Nous montrons que (a o 0)(r) C p. 

A E (a 0 0)(r) <—> (a o ,3)* (A) E r 
< 	> 0* (a* A) E r 
	 a* (A) E 0(r) 

> a* (A) E q 	car ß(r) = q 
   A E a(q) 

< 	>Ae p 	 car a(q) = p 

Nous avons vu que la topologie de Makkai sur la catégorie 7-C est en-
gendrée par les singletons couvrants. Nous verrons plus loin que cette topolo-
gie est induite par une topologie plus fine sur la catégorie des filtres en entier. 
Mais avant d'aborder cette autre topologie regardons les conséquences que 
Makkai tire de ces définitions. Tout d'abord, définissons formellement le topos 
des types de Makkai. 

DÉFINITION 
4.2.4 

(Le topos des types) Soit C une catégorie cohérente. Le topos des types de C T(C) 
est le topos des faisceaux sur le site des types existentiels TC Le. T(C) Sh (TC, 91-p) 

Nous devons maintenant regarder comment C se plonge dans son topos 
des types. Regardons comment Makkai définit ce plongement. 
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DÉFINITION 
4.2.5 

(Le plongement canonique Mo  ) Soit C une catégorie cohérente. Nous définissons 
le foncteur 	

Me fle'rc°1'  
en associant à X E ICI le pré-faisceau : 

	

Mt f(X) : (1-C)" 	enz 
qui envoie (Y, q) sur l'ensemble des germes de morphisme de (Y, q) dans X i.e. : 

(X)(Y, g) a- «Y, q).4X I1324X GC BE q} 
et qui envoie (Z, r).--(Y, q) sur la fonction qui associe à un germe (Y, q)-h ]->X le 
germe 	

[a] 0 [e] (Z r) 	X 
De plus, étant donné X --4X' G C nous définissons une transformation naturelle : 

mo  (X 1 ) 
en envoyant à l'étage (Y, q) un germe (Y, g)-4X sur (Y, q) -x 

Notons qu'un germe de morphisme (Y, q)--c--> X est simplement une classe 
d'équivalence de morphismes B---X E C (où B E q) pour la relation d'équi-
valence préalablement définie pour les morphismes dans TC. La seule différence 
avec la notion de morphisme est qu'on ne demande pas à a d'être admissible : 
nous prenons tous les a possibles en considération. 

Le résultat principal de [23] est la propriété universelle du topos des types 
pour les p-modèles dans un topos engendré par ses éléments premiers. La no-
tion de p-modèle est la même que celle de f-modèle (voir définition 3.6.2) sauf 
que la condition n'est imposée au modèle que pour les filtres premiers. Don-
nons donc cette définition. 

DÉFINITION 
4.2.6 

(p-modèle) Soit C une catégorie cohérente, F une catégorie cohérente dans laquelle 
les treillis de sous-objets possèdent des infima arbitraires. Un foncteur cohérent C-A1->.T 
est un p-modèle si pour chaque C-4D E C et pour chaque filtre premier p sur Sc (C), 
on a que 

La propriété fondamentale des p-modèles se résume dans la proposition 
suivante. Avant de l'énoncer, rappelons-nous le foncteur if des lemmes 3.6.1 et 
3.6.2. On restreint ce foncteur à la catégorie 7-C. On a alors la propriété suivante. 
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'ROPOSMON (Propriété fondamentale des p-modèles) Un. modèle C 124.T.  est un p-modèle st 
4.2.2 et  seulement si 

VX 	G C Vp E Pr(X) 1 1 ((X,p)-E2J*(Y,a(p))) 
est un épimorphisme dans F. 

PREUVE: 	Soit X '>-17  E C et p E Pr(X). Par définition de /q., l'image de 

Ir ((X , p) -[ '1 > (Y a (P))) 

dans .7 est 

(A mx,4) 
AEp 

Ainsi, si M est un p-modèle on a que 

3ma 
 (

A MxA) 
AEp 

= A 	M a(11/1  X A) 
AEp 

- A My (A) 
AEp 

A My B 
BEa(p) 

car oz(p) ne contient que des B > 3„A. Ainsi on a bien montré que /cd[a] est épi 
dans F. 

Inversement, si it'/I[a] est épi dans .7 pour tous les choix possibles de a et p, 
alors cela veut précisément dire par le calcul précédent que M est un p-modèle. 

Nous voyons que la notion de p-modèle vient jouer le même rôle que la 
notion de f-modèle a joué dans le chapitre 3 : elle sert à rendre le foncteur Ai 
continu. 

Le foncteur 3/(f que nous avons défini plus haut nous donne notre premier 
exemple de p-modèle. La proposition suivante énonce ce fait. 
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PROPOSITION (Mij est un p-modèle) Soit C une catégorie cohérente. Le foncteur Mc f de la 
4.2.3 définition, 4.2.5 envoie les objets de C sur des faisceaux dans TI.-51-C°I>  pour la topo-

logie 'Y mi, sur TC. Ainsi, 
/tg : C 	T(C) 

De plus, Mc f est un p-modèle de C. 

Connaissons nous d'autres exemples de p-modèles ? Est-ce que cette res-
triction sur la classe des modèles de C est trop exigeante ? Makkai répond à 
cette question en considérant les modèles "classiques" de C dans le topos des 
ensembles. Il trouve une condition suffisante pour qu'un tel modèle soit un 
p-modèle. Voilà la proposition qu'il démontre. 

PROPOSITION (Les modèles 1 0-saturés sont des p-modèles) Soit C une catégorie cohérente. Si 
4.2.4 M : C 	ens est un modèle ko-saturé, alors M est un p-modèle. 

La notion classique de modèle 1,t0-saturé se trouve dans [4]. Un modèle 
de M : C --> rt..5 est simplement un foncteur cohérent. Mais Makkai/Reyes 
nous expliquent dans [27] comment ces modèles correspondent à des modèles 
classiques de n : la théorie syntaxique de la catégorie C. Donc, par définition, 
un modèle M : C —› ens sera 3,Z0-saturé si le modèle correspondant de Tc  Pest. 

Nous savons que la notion de modèle 1,20-saturé n'est pas une notion très 
restrictive car tout modèle de C peut être étendu à un modèle k o-saturé. Ainsi 
les notions de p-modèle et de f -modèle sont acceptables pour travailler sans 
trop de contraintes avec ces outils. 

DÉFINITION 
4.2.7 

Avant d'énoncer le résultat principal de l'article de Makkai nous avons 
besoin de définir une classe de topos qui est analogue à la notion de treillis 
engendré par ses éléments complètement premiers : les topos engendrés par 
leurs éléments premiers. Donnons tout d'abord une définition d'objet premier 
sur un site. 

(Objet premier dans un site) Soit (C Tc) un site. Lin objet X € ICI est dit premier 
si pour toute famille de morphisme 

{Xi -t4X} jei  
telle que {Mie E 'Tc il existe un i E telle que le le singleton {X2-L>X} e Tc• 

Dans un topos E nous avons toujours la topologie canonique (formée des 
familles épimorphiques). Dans ce contexte, un objet E E le l est premier si il est 
premier pour la topologie canonique. Un topos de Grothendieck est engendré 
par ses éléments premiers si 11 possède une famille de générateurs premiers. 
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Nous connaissons beaucoup d'exemples de topos engendrés par leurs élé-
ments premiers. En particulier, tout topos de pré-faisceaux est engendré par 
ses éléments premiers. En effet, les représentables y sont complètement V-
irréductibles et forment une famille de générateurs (voir [19]). Dans un topos 
engendré par ses éléments premiers, le treillis des sous-objets d'un objet est 
engendré par ses éléments complètement premiers. Le resultat suivant nous 
dit que le topos des types est un topos engendré par ses éléments premiers. 

PROPOSITION (Le topos des types est engendré par ses éléments premiers) Soit C une 
4'2"5  catégorie cohérente. 12 topos des types de 'T(C) est engendré par ses éléments premiers. 

THÉORÈME 
4.2.1 

Énonçons maintenant le résultat principal de [23] qui est l'analogue du 
résultat propositionnel donné à la proposition 1.2.7. 

(Propriété universelle de T(C) parmis les p-modèles dans un topos engendré 
par ses éléments premiers) Soit C une catégorie cohérente, .7".  un topos engendré 
par ses éléments premiers. Pour tout p-modèle M: C --÷ F il existe un unique 
morphisme géométrique 

(M* , 111,) 	T(C) 
préservant les infima arbitraires tel que le diagramme suivant commute 

C T(C) 
Itel 

Nous donnons, comme nous l'avions fait pour la propriété quasi-universelle 
du topos des filtres, une forme un peu plus explicite pour ce dernier résultat. 

COROLLAIRE (FIUME plus explicite pour la propriété universelle de T(C)) Si 
4.2.1 A —Georm(F, TC) dénote la catégorie des morphismes géométriques pour les- 

quels la partie image inverse préserve les infima arbitraires et p 	Jr) dénote 
la catégorie des p-modèles de C dans 	alors la composition avec Ag donne une 
équivalence de catégories : 

Oceite 
—Georm(Fync) 	Med (C, F) 



{(Xi , fi)  f  1>(.2( f)}. r 	-- E Tm-(X, f) ,=e  
si et seulement si 

Vp E Pr(X) (p < f 	> 3i € p ai(fi)) 
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Dans la prochaine section, nous allons étendre cette propriété universelle 
à une classe plus grande de topos, comme nous l'avons fait dans le cas propo-
sitionnel. Le théorème 4.2.1 deviendra un cas particulier de notre résultat. 

4.3. UNE APPROCHE DIFFÉRENTE AU TOPOS DES TYPES 

Nous étudions dans la présente section une autre construction pour le to-
pos des types. Cette approche est suggérée par Makkai dans [23]. Nous allons 
dans ce qui suit donner une topologie sur AC qui donne lieu au même topos 
des types, introduit dans la section précédente. 

DÉFINITION 
4.3.1 

Commençons par remarquer que la catégorie TC est une sous-catégorie 
pleine de AC. En effet, ces deux catégories ont essentiellement les même mor-
phismes et les objets de TC sont clairement les objets de AC pour lesquels les 
filtres sont premiers. Définissons maintenant la topologie de Makkai sur AC: 

(La topologie 7m) Soit C une catégorie cohérente. On déclare qu une familk de mor-
phismes de AC est couvrante pour la topologie de Mead sur AC : Tm  i.e. 

{(Xi, 	 e Tm(xl f) 
si elle a la propriété suivante 

VPEPr(X) (p f 	> 3i E 3qi E Pei) qi 5_ igt cei(qi) =p) 

À l'aide du théorème d'existence des filtres premiers, nous pouvons sim-
plifier légèrement cette définition comme le montre la proposition suivante. 

• ,, 

PROPOSITION 
4.3.1 

(Caractérisation des recouvrements de Tm) Soit C une• catégorie cohérente et 
{ 	} . une famille de morphismes de AC. On a alors 

PREUVE: 	() Si on suppose que les [ai ] sont couvrants pour Tm, alors par 
définition on a que 

Vp 	 f ai / 3qi 	ai(qi ) = p 



où p E Pr (X) et qi E 'Pr(Xi). Mais comme qi  <f on a aussi 

	

= cei(qi) 	oei(L) 
d'où la conclusion. 

Soit p < f quelconque. Par hypothèse on a qu'il existe un i e / pour 
lequel p < ai  ( fi). Considérons le produit fibré suivant dans AC : 

(Xi, fi) 	e-  (X f) 
[lxi] I 	D 	[IX] 

Montrons que ai  (r) = p: 

A E 
a; (A) e 7r 	(Ce)(P) A A  

3A e p 3B e A a': (24') A B < (A)  
3A' e p 3B e A 3,, (a; (A') A B) < A  

3A! e p 3B e A A' A B < A  
A E p 

Nous avons utilisé la condition de Beck-Chevalley dans C pour le passage 
entre la quatrième et cinquième ligne. De plus, le passage de l'avant dernière 
ligne à la dernière ligne se démontre en remarquant que si B E A alors, 

3,„B E ai(fi) C p 

car p < ai  (fi ) par hypothèse. On a donc A' A 3a,B E p et on a clairement la 
conclusion. 

Ainsi, comme 
(Xi, 7r) 	(X, p) 

est couvrant dans AC, nous allons étendre 7r à un filtre premier q tout en préservant 
cette propriété de couverture et nous aurons le résultat. Pour arriver à cette fin 
posons : 

I L=. 1B E Sc(Xi) l 3A G Sc(X) \ p B < ai*Al 

clairement, / est un idéal. De plus, ir n / = Ø car B E R- n/ si et seulement si 

3A e p 3B' e fi  3A' e Sc  (X) \ p (A) B' < B < cx(A') 

mais cela est impossible car on aurait : 
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(Xi, 7r) 	P) 
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(A) A B < oz'i(241 )  
(a(  A) A B') < A'  
A A 3a ,B1  < A' 

et comme nous l'avons vu plus haut cela impliquerait que A' E p donc on 
obtiendrait une contradiction. 

Ainsi, puisque rn/.0 on a par le théorème d'existence des filtres pre-
miers qu'il existe un filtre premier q E Pr(Xi) tel que r C q et q n I = Ø. 
Ainsi, comme 7r C q on a que [1x.] est admissible de (Xi , q) vers (Xi , 7r) et en 
composant avec [ai] on a la situation suivante : 

[at] 

(Xi, q> 	[1xii (Xi, 7) -[-zr (X, P) 

De plus, ai  (q) = p car comme toujours ai  (q) < p et 
A E a(q)  
al' (A) E g'  

A E p 
d'où p < ai (q) et donc ai  (q) = p. On a donc trouvé q E Pr  (Xi) tel que q < 7r < 
et ai  (q) = p, comme voulu. 	 • 

Avec cette nouvelle caractérisation nous allons démontrer que les familles 
que nous avons déclarées couvrantes dans Tm  forment bien une base pour 
une topologie de Grothendieck sur AC. Comme la catégorie AC a des produits 
fibrés, la définition de base peut être simplifiée. La définition originale de base 
qu'on retrouve dans [26] (p.221) se donne d'ailleurs sur une catégorie ayant 
des produits fibrés. 

PROPOSITION am  est une base) Les recouvements de Tm  fonnent une base pour une topologie de 
4'32  Grothendieck sur AC. 

PREUVE: 	Nous devons montrer les propriétés suivantes des bases sur les 
catégories ayant des produits fibrés: 

1. (X, f) 	(X , f)ETm(X, f) 
2. Si 

«Xi) fe)-[24  (X/ f)liE/ E TM(X ) f) 
et (Y, g)-21->(X, f) E AC alors 

e Tm(Y, g) 
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où cette dernière famille est obtenue en prenant les produits fibrés des 
[ai] le long de [e]. 

3. Si 
{(Xi, fi) [c (X, f)lici  E m(X, f) 

et si pour chaque i E / on a 

1(4, fiJ) 	 fi)}iEji  G 9-m(xi, fi) 
alors 

f)} iEI  c m(x, f) 
jEJi 

La première propriété est évidente. La troisième propriété est évidente se-
lon la définition de M. Montrons donc la deuxième propriété. Comme nous 
l'avons vu dans l'énoncé de cette propriété, nous devons considérer les pro-
duits fibrés suivants : 

(Xi , fi ) -[2-]   (X, f) 

i
[0] 

(Pi 7ri) [a---- ]> (Y g) 

Par hypothèse les [ai] sont dans Tm. Ainsi on a 

Vp <f3iEI 
où p E Pr (X). Nous voulons montrer que 

Vq < g 3i E I g < ce(ri) 

Soit g < g un filtre premier. On considère 13(g) < )3(g) < f qui est un filtre 
premier sur X inférieur à f,  donc par hypothèse il existe i E I pour lequel on 
a )8(0 	ai(fi). 

Montrons que cela implique que g < ol(ri ). En effet, 

B E a(ri)  
(B) e ir  

3C E f3B1  E g cii(13') A e(C) 	(B)  
3C E fi  3B E g 3,é, (cg(Bi) A )3r (C)) 5_ B  

3C E fi  3B' E g B` A (I3X) < B 
Mais puisque C est cohérente, le fait que 



v. ai 
-127, 

I 

p,y 
a't  

soit un produit fibré dans C implique, par la condition de Beck-Chevalley, que 
le diagramme suivant commute : 

3a  
Sic (Xi) —1-> Sc (X) 

e 	o 	
10* 

s (Pi) 	> Sc(Y) 
a'2 

donc 
(ßii*C) = /3* (3,, C) 

mais comme 3,2 C E c(f) et nous avions vu que ,3(q) < ai (fi) on en conclut 
que 3,,C E (q) d'où 

0. (3,, C) e q 
Finalement, comme B A p* (ai  C)< B on est forcé de conclure que B E q (car 
B' E g et q < g d'où B' E q). Ceci termine la démonstration du résultat. 

Nous aimerions maintenant comparer les topos de faisceaux engendrés 
par ces deux sites : le site original sur TC et le nouveau site sur AC. Notre but 
est de démontrer que ces deux topos sont équivalents. Pour arriver à ce résultat 
nous devons étudier la topologie induite par Tm  sur la sous-catégorie pleine 
TC. Le résultat suivant démontre que cette topologie induite est précisément 

PROPOSITION (Topologie induite par Tm  sur /-C) Soit C une catégorie cohérente. On considère 
4'3'3  la topologie induite par le site (AC Tm  ) sur -rC C AC. Alors cette topologie est 

équivalente à la topologie 9-'14. 

PREUVE: 	Par définition de la topologie induite sur une sous-catégorie pleine 
d'un site nous devons montrer que pour un cribble quelconque 

S = 	 ALE/ 
on aS G g' ifrip(X , p) si et seulement si le cribble engendré par S dans AC est 
couvrant pour Tm  i.e. (S) E 
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Si S E g"" mp(X , p), alors il existe io  E I pour lequel aio  (pio ) p. Ainsi, 
on a bien que 

Vq < p E q < ai  (pi) 
car on peut toujours prendre i io. Donc, on a clairement (S) G 'Y m(X , p) (par 
la proposition précédente) car déjà dans S on peut trouver ce qu'il nous faut. 

Si (S) E 	(X , p), alors on a par la proposition précédente que 
Vq < p 	> (X , p) E (S) q < cei(pi) 

en particulier on peut prendre q = p et nous pouvons supposer que le [a] 
correspondant est dans S. En effet, les morphismes de (S) sont les morphismes 
de AC qui se factorisent par un morphisme de S, donc leur image est toujours 
inférieure où égale à limage des morphismes dans S. Ainsi, il existe io  e I tel 
que p < aio  (pio ) donc azo  (Pio) -= p et on en conclut que S E 7m„ comme nous le 
voulions. 

Le lemme de comparaison (c.f. [21] ou la référence originale [26]) nous 
dit précisément que si la topologie Tm  est sous-canonique, alors le foncteur 
restriction : 

Sh (AC, Tm) 	Sh (7C, Tmp) 
est une équivalence. En fait, l'hypothèse sur la sous-canonicité de Tm  n'est 
pas nécessaire comme le montrent Kock et Moerdijk dans [16]. Donc, nous 
obtenons bien le resultat voulu : 

COROLLAIRE Soit C une catégorie cohérente. Le foncteur de restriction 
4.3.1 

ShgC, Tm) —+ Sh (7-C ,T 
est une équivalence de catégories. Ainsi, les deux présentations pour le topos des types 
sont équivalentes. 

Même si nous n'avons pas eu besoin de l'hypothèse que la topologie 'Y m  est 
sous-canonique ; elle est tout de même vraie comme le démontre la proposition 
suivante. 

)ROPOSITION (Sous-canonicité de T m) La topologie JM  est moins fine que la topologie canonique 
4-3.4  i.e. Tm est sous-canonique. 

PREUVE: 	Selon [26] (p.226) la topologie canonique est la topologie des fa- 
milles épimorphiques stables et effectives. Nous savons déjà que les familles 
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de Tm  sont stables. Nous devons donc montrer que les familles de la base de 
71,4- sont épimorphiques. Ceci est clair car si 

{(Xi, f)kX5 filzEi E Tm(X,f) 

alors 

3[ad(Xi,  fi) = 	 )(L) 
ier 	 ier 

= V cgi(L) 
iEI 

.nai(fi) 
jEI 

et clairement 

naict.i>=n n 	np f 
iEl. 	iE/ p<cei(fi) 	P<f 

où l'inégalité (*) se justifie par le fait que puisque les [ai ] sont couvrants pour 
Tm, chaque p < f est aussi inférieur à un certain ai  (fi ). Donc, le suprema 
des images des [ai ] est (X, f). On a donc montré que les familles de Tm  sont 
épimorphiques. Je laisse au lecteur le soin de vérifier quelle sont effectives. • 

Ainsi, par ce dernier résultat, les foncteurs représentables sont des fais-
ceaux dans Sh(AC, Tm). Nous avons donc un foncteur plein et fidèle de C dans 
la nouvelle présentation du topos des types : Sh(AC, Tm). En effet, ce foncteur 
est simplement He  suivi de Yoneda. Par pure analogie avec le cas proposition-
nel on baptise ce foncteur Ec : 

Ec 

) 	 AC> 	Sh(AC, Tm-) 
Ulc 	*w Ac 

Il est donc naturel de ce demander à ce point-ci si ce Ec se compare avanta-
geusement avec le Ag que Makkai a défini. La proposition suivante répond à 
cette question. 
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PROPOSITION I (Comparaison entre Ec  et MD Soit C une catégorie cohérente, k foncteur restric-
4'33  tion fait commuter le diagramme suivant : 

 

C> 	 Sh (AC, Tm) 

 

 

Sh(rC, mp ) 

PREUVE: 	Le foncteur Ec  envoie un objet X E ICI sur 

Ac([X]) = HOMAC [X]) 

qui envoie clairement un (Y, g) E 1A.C1 sur les germes de morphismes de (Y, g) 
dans [X]. En regardant la définition de M't:  on s'apperçoit rapidement que la 
restriction de làAtc ( [X]) à la sous-catégorie TC C AC nous donne le même fonc-
teur que /te (X). De plus, les tranformations naturelles intervenant dans Mtf 
sont clairement des restrictions d'éléments du contexte de Yoneda. lig est en 
fait clairement un artifice utilisé pour imiter Yoneda et faire comme si l'objet X 
faisait partie de la catégorie rC (comme c'est le cas dans la plus complète AC). 
Cette constatation démontre clairement le résultat. 	 • 

Nous avons maintenant assez de connexions de créées entre le topos des 
types et les résultats que nous avons démontrés jusqu'à maintenant pour ten-
ter notre chance avec ces techniques et essayer de découvrir une propriété 
universelle étendue pour le topos des types. Cette propriété doit jouer le rôle 
de la proposition 1.6.2 dans le contexte de la logique du 1er ordre. Nous sa-
vons d'avance que la preuve devra être considérablement différente de celle du 
théorème 4.2.1 (comme il est démontré dans [23]). En effet, cette preuve utilise 
de façon intensive le fait que .F est engendré par ses éléments premiers. Nous 
n'aurons malheureusement plus cette hypothèse dans nos tentatives d'exten-
sion de la propriété universelle aux topos complètement distributifs. Nous 
procéderons donc autrement; en suivant notre intuition du cas du topos des 
filtres. 

4.4. EXTENSION DE LA PROPRIÉTÉ UNIVERSELLE DU TOPOS DES 
TYPES 

Comme dans le cas du topos des filtres (DC, nous sommes clairements inté-
ressés par l'obtention d'une propriété universelle pour le topos des types TC. 
Mais comme la situation propositionnelle nous l'inspire, nous voudrions que 
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DÉFINITION 
4.4.1 

le topos des types soit universel parmis les p-modèles dans les topos complète-
ment distributifs. Il semble que cette classe de modèles soit trop vaste pour que 
le topos des types puisse tous les intégrer. Nous devons imposer, pour obtenir 
l'universalité, une condition supplémentaire sur les modèles. 

(m-modèle) Un modèle M : C 	.F est un m-modèle si il satisfait pour tout 
X E ICI et tout filtre f sur X l'équation : 

V A Mx A  mxA 
p<f AEp 	 AEI 

Dans bien des situations connues, se restreindre aux m-modèles n'est pas 
trop demander. Par exemple, lorsque le topos F est engendré par ses éléments 
premiers, cette exigence devient vide comme le démontre la proposition sui-
vante. 

PROPOSITION (m-modèles dans les topos engendrés par leurs éléments premiers) Si le to-
4.4.1 pos Y est engendré par ses éléments premiers, alors tout modèle 

C-- - 
est un m-modèle. 

PREUVE: 	Les topos engendré par leurs éléments premiers sont comme les 
treillis engendrés par leurs éléments premiers : nous pouvons y raisonner avec 
des éléments (les premiers). Pour X e ICI, considérons pour n un objet premier 
de F un 7i-élément de MX : 

fi 77 --›mxE F 

pour lequel on ait que 

e A MxA 
AEf 

c'est à dire qu'il existe un morphisme de 77 dans ce dernier infima qui fait com-
muter: 

MX 	 (4.4.1) 

3 
MxA 

AEf 



On considère alors l'ensemble de sous-objets de X dans C suivant : 
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t(0) 

 

A E Sc(X) : 

 

  

  

     

C'est ce qu'on appelle le type de l'élément 0 de MX. Clairement t(0) est un 
filtre sur X. En effet, 

A, B E t(p)  
3/377 < MxA 3,377 < Mx B  

3077 < MxA A MxB = Mx (A A B)  
AnBet(0) 

De plus, 

AVBEt(0)  
307) <  Mx (21 V B) = Mx A v Mx B  i  

3 ,871 < MxA ou3077 < Mx B 	4- 
A E t(ß) ou B E t(ß) 

car l'image d'éléments premiers de MX E 1.71 sont des éléments complète-
ments premiers du treillis des sous-objets de MX et sont donc en particulier 
V-irréductibles. On a donc montré que t(ß) est un filtre premier sur X. 

De plus, ce filtre premier contient f par le diagramme 4.4.1. Donc t(P) < f. 

Ce filtre premier a la particularité que pour chacun de ses éléments A; 
l'élément ß se factorise par MxA. Ainsi /3 se factorise par 

ii(x,t(0)) a-- A Mx A  
Act(p) 

de Nous avons ainsi montré que tout ri-élément de Ailef  Mx A est un ri-élément 

A Mx A  
AEp 
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pour un certain filtre premier p < f. Ainsi, tous les 77-é1éments de A MA,Ef  
sont des 77-é1éments de 

V A Mx A  
p< f AEp 

L'inclusion inverse est toujours vérifiée, donc nous avons bien montré que M 
satisfait la condition d'un m-modèle. 

Si le topos F est engendré par ses éléments premiers, alors tout p-modèle 
est un m-modèle, donc cette restriction ne semble pas trop contraignante. En 
fait, elle nous permet d'oublier la notion de f-modèle vue dans le chapitre 3 
pour la remplacer par la notion de p-modèle. La proposition suivante traite de 
cela. 

PROPOSITION (Équivalence entre f-modèles et p-modèle sous m) Soit C- -+F un m-modèle 
4.4.2 alors  

M est un pli-loci& < 	> M est un f-modèle 

PREUVE: 	Seule la direction 	est non-triviale. Soit X e C,  f un filtre 
sur X et X (-->Ir E C. On considère le morphisme 

(X, f)>' (Y, a(f)) e AC 

Dire que M est un f-modèle équivaut à demander que Al envoie ce dernier 
morphisme sur un épimorphisme dans F. Pour démontrer ce fait on considère 
pour un q < a(f) premier le produit fibré suivant : 

	

(X, f) 	(Y, n(f)) 

D 	[ly] 

(X, 	> (XA R- ) 	(YA  q) 
[a] 

dans lequel on a étendu ir à un filtre premier pq  tout en préservant la propriété 
de couverture de [a]. 

On remarque que par définition de p-modèle il)/ envoie le morphisme courbe 
du bas sur un épimorphisme dans F. De plus, comme M est un m-modèle, on 
a que la famille de tous les morphismes [1y] à droite (pour tous les q < a(f)) 
est envoyée sur une famille épimorphique dans F. 



Nous avons donc trouvé une famille épimorphique 

{1;/(X,Pq )k---1/(17,a(f))/q_a(f) 
dans .F dans laquelle chaque morphisme se factorise à travers 

f)111ZIÛ(Y, Œ(f )) 
donc ce dernier est un épimorphisme. 

La proposition suivante nous indique une propriété très pertinente dans 
notre situation pour les m-modèles. Nous verrons plus loin qu'elle explique la 
nécessité de la notion de m-modèle. 

PROPOSITION (Nécessité de la condition m) Soit C une catégorie cohérente et C2-4.7 un p-
4.4.3 modèle de C. Alors k foncteur 11̂/1 est continu pour la topologie Tm  si et seulement si 

M est un m-modèle. 

PREUVE: 	() Soit 

e Tm(x, f) 
alors par définition cela veut dire que 

VP 	 f 3qi 5_ fi ai (qi) = Pi 

c'est à dire qu'on a un diagramme commutatif de la forme : 

(4.4.2) 

 

qui est envoyé par ./(;1 sur le diagramme suivant : 

 

il';1(Xi, fi ) m-/[1- M(X, f) 	 (4.4.3) 

iei[ixii I 	. 	I k[ix i 

.ei(xi , qi ) 7{;;-->i i- û(X,p) 

et le morphisme du bas est demeuré épi car M est un p-modèle. 
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De plus, comme M est un m-modèle, on a que la famille suivante est en-
voyée sur une famille épimorphique par 

{(X,p)n-q (X, f))-P<f 
donc, pour chaque p < f on trouve le qi  correspondant et la famille obtenue 
en composant les morphismes en bas et à droite dans le diagramme 4.4.3 nous 
donnera une famille épimorphique. Toujours en regardant le diagramme 4.4.3 
on voit que les morphismes de cette denière famille se factorisent tous par les 
morphismes de la famille 4.4.2 transportée dans F par Donc /Û-  envoie bien 
la famille 4.4.2 sur une famille épimorphique dans i.e. it-;/ est continu pour la 
topologie TM.  

() On suppose maintenant que /()I est continu pour la topologie Tivr. Clai-
rement, on a que la famille suivante est un recouvrement de Tm-: 

{(X,P) .[ (X).f)}pf E 7 /171(X, f) 

Ainsi, puisque /1"/ est continu on a par le calcul de la proposition 4.2.2 que 

3ûfal (1 ( X,P)) =  V A MA = A 111xA  
P<.f 	 p<f AEp 	AEf 

ce qui est clairement la définition de m-modèle. 

Comme nous l'avons fait dans le cas du topos des filtres nous sommes 
amenés à tenter de relever la situation propositionnelle à notre contexte plus 
général de la logique de premier ordre. Pour cela, nous devons caractériser les 
treillis des sous-objets d'objets qui proviennent de C. Cette caractérisation ne 
se retrouve pas littéralement dans [23]. Nous utiliserons toutefois un lemme 
provenant directement de [23] : 

LEMME (Propriétés des treillis de sous-objets dans T(C)) Soit C une catégorie cohérente, 
4.4.1 C E C On a les propriétés suivantes pour le plongement Mt? de C dans son topos 

cies types : 
1. Le treillis Sre(MÏC) est engendré par ses éléments complètement premiers 

qui sont tous de la forme 	p) où p E Pr(C). 
2. Si p E Pr(C), alors 'W,c(C,p) AAcp  M C A 
3. Si A E Sc(C) et p E P(C), alors 

•U rc(C,p) 5.21/40A <> A Ep 



Nous obtenons un corollaire immédiat de ce lemme. 

COROLLAIRE (Transfert de l'ordre) Soit C une catégorie cohérente, C E ICI et p, pi E Pr(C), alors 
4.4.1 

PREUVE: 

A E P = .UTc(C < MôcA 
-Ttc(C,P) < MA 

A e p 

p 	'ure(c,p) = A MICA <A M cA ='U-rc(C,P') 
Aep 	 AEp 

Regardons maintenant la caractérisation des treillis de sous-objets d'objets 
provenant de C. 
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erc(C,p') -<=>p Ç  p 

PROPOSITION 
4.4.4 

erc(31(  C) est isomorphe à Sc (C)*#) Soit C une catégorie cohérente, C e ICI. II 
existe un isomorphisme de treillis complets uniquement déterminé : 

Seer ---›- Sre  Mo  C # 	e  ) 

PREUVE: 	Comme Syc (M'if C) est engendré par ses éléments complètement 
premiers, il existe, par la propriété universelle du double dual, un unique mor- 
phisme de treillis complets Mif tel que le diagramme suivant commute : 

esc(c) 
S c  (C 	Sc  (C)*# 

me 	1 me 0 a 0 a 
STc(McC) 



On montre que Mif est un isomorphisme de treillis complets. Nous avons vu 
dans le chapitre 1 comment itgc  se calcule. Alors, on a 

Agc(x)= V A 3gc A  
pEX AEp 

= 	làTC (C3 P) 
pEX 

par le lemme précédent. 

Notons par Wx  >—> itgC ce sous-objet. Maintenant, donné W >—› ./IgC 
nous désirons trouver un Xw  E Sc  (C)*# tel que les opérations : 

W() 
sc(c)*# —>"syc(itgc) 

X(-) 

soient inverses l'une de l'autre. 

On pose bien-sûr 

Xw 	 fp E Pr(C) 	p) W} 

Clairement, Xw  est une partie fermée supérieurement de Sc  (C)*. En effet, si 
p E Xw et p < p', alors par le corollaire précédent 

.9,c(C,P1 ) 'UTc(C,P) < W 

donc p E Xw. 

On a bien que Wxw  = W. En effet, 

"9,c (C,p) < W < 	> p E Xw  

<—> 311 G Xw  p' c p 
E Xw -9,c(C,p) < 

< 	> re(C,P) 	.97-c(C,P') 
pi EXw 

	 - TC(C P) WXyv 

Comme les ' Tic (C,p) sont les éléments premiers de Src(Mc fC) on a le résultat. 
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On a aussi que Xwx  = X. En effet, 

p E Xwx     1J,c(c,p) wx 

> là,,c(c,p) 	'9 ,,c(c,p') 
yex 

> p E x 1J,c(c,p) 

> pEX 

De plus, les deux applications préservent clairement l'ordre, donc on a bien 
affaire à un isomorphisme d'ensembles partiellement ordonnés et donc un iso-
morphisme de treillis complets. 

THÉORÈME 
4.4.1 

Nous sommes maintenant prêts à donner le résultat principal de ce cha-
pitre soit la propriété universelle étendue du topos des types. 

(Propriété universelle élargie de T(C)) Soit C une catégorie cohérente, F" un topos 
complètement distributif et M : C 	un p-modèle de û qui est aussi un m-modèle. 
Alors il existe un unique morphisme géométrique (M* 	T(C) tel que le 
diagramme suivant commute 

 

De plus, M* préserve les infima quelconques de sous-objets. 

PREUVE: 	Puisque M est un p-modèle et un m-modèle on a par la proposi- 
tion 4.4.3 que 11-4.  est continu. Comme ./(;1 est lex on a qu'il induit notre unique 
morphisme géométrique (M*, M* ) faisant commuter le diagramme suivant : 

.WAC  
(I) 

[.1%  
	T(C) 

F 
Nous voulons montrer que M* préserve les infima arbitraires lorsqu'il agit 

sur les treillis de sous-objets. Pour montrer cela, il suffit de le faire pour les 
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objets qui proviennent de C car tous les représentables sont des sous-objets 
d'objets qui proviennent de C. Soit Ce ICI quelconque. Nous avons alors les 
actions suivantes des foncteurs entrant en jeu au niveau des sous-objets : 

Nous avons vu que le triangle du haut commute à la proposition 4.4.4 et la 
discussion précédente nous montre bien que le triangle du bas commute. 

Par la propriété universelle du double dual, puisque le treillis SF (MC) est 
complètement distributif, il y a un unique morphisme de treillis complets qui 
peut jouer le rôle de la composition des deux morphismes verticaux et ainsi 
faire commuter le triangle extérieur. Donc, pour montrer que la composée de 
ces deux morphismes préserve les infima arbitraires, il suffit de montrer qu'elle 
se calcule de la même façon que cet unique morphisme : Mc. 



3//‘ (Agc(x)) = 	V A môcA) (pcX AEp 

= V 11/1  ( A lleCA) 
pEX 	AEp 

On a en effet pour X E Sc  (C)*# que 
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( = v 11/, A lJnic [c] ([A]) 
pEX 	AEp 

= 	/14',.0 AC [C] ( A [A]) 
pEX 	 AEp 

= 	itei3Ac,c,(c,p) 
pEx 

= m[ci(C,p) 
pEX 

= V A MccA  
pEx AEp 

= Mcc (X) 

Ainsi, la composition des deux morphismes verticaux nous donne l'unique 
MEG, de la partie propositionnelle qui préserve les infima quelconques. Comme 
le morphisme vertical de la partie du haut est un isomorphisme de treillis com- 
plets, on en conclut que 11/1, en est un aussi. 	 • 

Remarquons que nous obtenons comme corollaire immédiat de ce résultat 
la propriété universelle originale du topos des types. En effet, sous l'hypothèse 
que J est engendré par ses éléments premiers la condition d'être un m-modèle 
devient automatiquement vérifiée. De plus, nous pouvons également formuler 
ce dernier résultat en termes d'équivalence de catégories de modèles ; comme 
nous l'avons fait jusqu'ici pour les autres propriétés universelles importantes. 
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COROLLAIRE (Autre formulation de la propriété universelle étendue) Si on dénote par 
4.4.2 mp — Itiod(C, Y) la catégorie des p-modèles qui sont aussi des m-moclèles, alors la 

composition avec Ec  induit une équivalence de catégories : 

—Geocm(F, ̀ TC)mp Maxi(C, 

PREUVE: 	La précomposition de la partie image inverse d'un morphisme 
géométrique M* qui préserve les infima arbitraires avec un p-modèle donne 
un p-modèle. Le même phénomène se produit pour la notion de m-modèle. En 
effet, la définition de in-modèle fait intervenir des suprema et des infima de 
sous-objets et M* préserve justement tous les infima et suprema. De façon plus 
précise, donnons-nous un morphisme géométrique (M*,  M* ) : F --> T(C) 
puis prenons X e ICI et f E (Sc X) quelconques. Si on pose M a-  M* o Ec , on 
a alors : 

V A x(4) =m 	V A or 0 Ec)x(A) 
p< f AEp 	 p< f AEp 

= V A Ad;cx (Ecx(A)) 
p< f AEp 

. M x (pv A Ecx(A)) Ec 
< f AEP 

= 114;ex ( A Ecx(A)) 
A€f 

= A (m* . Ec )x (A) 
AEf 

= A mx(A )  
AE f 

Donc M = M* o Ec  est un m-modèle. Nous avons clairement utilisé que 
Ec  est un m-modèle (ceci est évident car T(C) est un topos engendré par ses 
éléments premiers). 

La propriété universelle énoncée au théorème précédent nous donne que le 
morphisme de précomposition avec Ec  de l'énoncé est essentiellement surjec-
tif. Le fait qu'il est plein et fidèle provient de la correspondance du théorème de 
Diaconescu (voir [21] p.409 ou l'original [6]) qui dit que la précomposition avec 
ac  oc induit une équivalence de catégorie entre les morphismes géométriques 



de 
Geom(.7, Sh(C,7c )) 

et les foncteurs lex et Tc-continus de C ---> ..T où (C, Tc) est un site quelconque. 
Les détails sont laissés à la discrétion du lecteur. 

Encore une fois surgit la question suivante : Avons-nous vraiment généra-
lisé la propriété universelle du topos des types ? Autrement dit, connaissons-
nous des exemples de topos complètement distributifs qui ne sont pas en-
gendrés par leurs éléments premiers ? La réponse vient facilement lorsqu'on 
reconsidère l'exemple que nous avions donné d'un treillis complètement dis-
tributif L qui n'est pas engendré par ses éléments premiers (voir page 34). Il 
suffit en effet de considérer le topos des faisceaux sur ce L. Clairement Sh(L) 
n'est pas engendré par ses éléments premiers car le treillis des sous-objets d'un 
objet terminal est S(ish(L))  cf. L; et L n'est pas engendré par ses éléments pre-
miers comme nous l'avons choisi. De plus, il est facile de voir que Sh(L) est 
un topos complètement distributif. En effet, ce topos est localique, donc il est 
engendré par les sous-objets d'un de ses objets terminaux. Nous avons juste-
ment vu que les sous-objets d'un objet terminal dans Sh(L) est isomorphe à L 
qui est complètement distributif tel que choisi. Cette propriété des générateurs 
s'étend naturellement aux autres objets du topos. Nous avons donc bien ex-
hibé un exemple de topos complètement distributif qui n'est pas engendré par 
ses éléments premiers. Ainsi, notre propriété universelle s'adresse bien à une 
classe plus grande de topos. 

4.5. CONCLUSION 

Ce chapitre nous a permis de mettre à l'épreuve autant notre intuition que 
les techniques de généralisation que nous avons développées jusqu'ici. Le test 
s'est passé avec succès. Nous avons réussi à exposer une approche altema-
tive au topos des types qui nous a permis de raisonner avec ce topos ; un 
peu comme nous l'avons fait avec le topos des filtres. De cette façon, nous 
avons réussi à démontrer une propriété universelle étendue analogue à celle 
du double dual. Le topos des types est donc un candidat parfait pour être ca-
nonisé "généralisation du double dual" pour la logique du premier ordre. Le 
prochain chapitre mettra de l'avant plusieurs résultats qui confirmeront ces 
intuitions. 
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Chapitre 5 

LIENS ENTRE LE TOPOS DES FILTRES ET LE 
TOPOS DES TYPES 

5.1. INTRODUCTION 

Dans le présent chapitre nous allons généraliser le travail de comparaison 
qui a été fait au niveau de la logique propositionnelle dans les sections 2.2, 
2.3 et 2.4. On se rappelle que nous avions montré que le double dual est un 
sous-locale ouvert et dense du locale des filtres. Ici, nous allons montrer que le 
topos des types est un sous-topos ouvert dense du topos des filtres. De plus, 
nous allons généraliser le théorème 2.3.3 qui donne des conditions pour que 
le morphisme de comparaison entre le locale des filtres et le double dual soit 
un isomorphisme. Nous profitons aussi ce chapitre pour comparer le topos 
des filtres avec le topos classifiant. Finalement, nous démontrons que les deux 
constructions généralisées réflètent les isomorphismes. 

Étant donné que le gros du travail est déjà fait. Le présent chapitre est un 
déploiement organisé des idées développées jusqu'ici. Le fait que ce chapitre 
soit le dernier n'indique nullement que nos possibilités soient arrivées à leurs 
limites extrêmes. À la fin de ce chapitre, nous devrons nous quitter ; et ce sera 
justement au moment où nous seront plus à l'aise que jamais dans ce petit 
monde. 

5.2. UN MORPHISME GÉOMÉTRIQUE LIANT LES DEUX TOPOS 

Dans la présente section nous allons nous intéresser à une comparaison des 
deux topos au niveau des sites. Ce fût la direction de mes premières tentatives. 
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Je rai laissée intacte ici même si, comme nous le verrons dans la prochaine sec-
tion, nous pouvons utiliser la propriété quasi-universelle du topos des filtres 
pour donner immédiatement un foncteur de comparaison. Nous aurons donc 
une idée de la puissance de ces propriétés universelles. 

PROPOSITION (Comparaison des sites) Soit C une catégorie cohérente. La catégorie des types TC 
5.2-1  est une sous-catégorie pleine de la catégorie des filtres AC et le foncteur inclusion : 

rCc—>-i  AC 
est continu et co-continu entre les sites (rC, Tm) et (AC, TF.). 

PREUVE: 	Nous savions déjà que TC est une sous-catégorie pleine de AC. 
Montrons maintenant que i est continue. Nous montrons que les recouvre-
ments basiques de la topologie de Makkai sont aussi des recouvrements ba-
siques pour la topologie de Pitts. Soit { (Y, q) 41 > ( X , p)} G Tmo (X , p). Par défi-
nition des recouvrements de base pour la topologie de Makkai, ceci entraîne 
que ce(q) = p i.e. { (Y, q) >̀ (X , p)} E 'Y po(X , p). Donc i préserve les recouvre-
ments. 

Montrons maintenant la co-continuité de i. En observant la définition dans 
[21] (p.412) on voit bien notre objectif : prendre un recouvrement S E T (i (X, p)) 
et le relever à un recouvrement R E Tm  ((X, p)) de telle sorte que i(R) C S. 

Ici, i(X , p) = (X, p). Soit 

S ={(Xi, 	ALE' e TP(X/P) 

alors il existe I C I fini tel que 

S = { (Xi, f JI% (X , p)} ier , E 0-  po (X, P) 
Mais par définition de la base pour la topologie de Pitts (qui est la topologie 
pré-canonique) ceci veut dire que 

3fai (1(xie) = 1(x,p) 
ier 

et en se rappelant comment les images et les suprema au niveau des sous-objets 
cette dernière équation se ramène à: 

nai(fi) = P 	 (5.2.1) 
iEP 
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Mais rappelons-nous qu'un filtre premier p peut s'écrire comme une intersec-
tion finie de filtres gi  si et seulement si un des gi  est p (ce résultat a été utilisé 
dans la preuve de la proposition 2.2.1). Ainsi, il existe un io  E I pour lequel 
ai. (fi.) = p. Pour trouver le cribble R recherché il nous suffit de trouver un 
recouvrement de base de Makkai de (X,p) qui soit contenu daz.s 5. Jusqu'à 

j 

maintenant, nous avons trouvé un morphisme de S soit (Xio , fi0 )--2÷(X ,p) tel 
que ai. (fi.) = p. Pour obtenir un recouvrement de base cle Makkai nous avons 
besoin de trouver dans S un morphisme du type (Y, q)--11>(X,p) où a(q) = p. 
L'idée est d'étendre fi0  à un filtre premier q tout en préservant sa propriété 
fondamentale soit ai. (fi.) = p. 

Pour effectuer cette dernière étape, nous utiliserons le théorème d'exis-
tence des filtres premiers. Posons : 

A E S(X) \} 

Clairement, J est un idéal. En effet, J est clairement une partie fermée infé- 
rieurement de S(X.). De plus, si B < a:. (A) et B' < 	(A), alors B V B' < 
a:. (A V A') d'où B V B' E J (car A v A' E S(X) \ p p-uisque p est premier et la 
propriété distinctive des filtres premiers est que A V A' E p doit impliquer que 
A E p ou A' E p, mais ni un ni l'autre ne tombe dans p). De plus, fi. et J sont 
disjoints car si B e ho  n J, alors il existe un A E S(X) \ p tel que B < c 0  (A) 
mais ceci veut dire que a:. (A) E fi. (car B e fi.) d'où A E a(f 0) = p et nous 
avions supposé que A « p. 

Ainsi, par le théorème d'existence des filtres premiers : il existe un filtre 
premier q tel que fio  c q et q n J = O. Montrons maintenant que ai. (q) = p. 
L'inclusion p C a 0  (q) se démontre comme suit : 

A E p == a(  A) E fia  car a 0(f 0) = p 
a 0 (A) E q car fio  c q 
A E aio(q) 

tandis que l'inclusion inverse comme suit : 

A E ai. (q) = a:0 (A) E q 
aZ(A) 0J car qnJ=0 
Acp 

et cette dernière implication vient du fait que si A p alors par définition de J 
on aurait a:. (A) E J ce qui n'est pas le cas par hypothèse. 
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Ainsi, en composant les deux morphismes : 
[lx. I 	[ato1 (Xio , 	(Xio , f ia )—>(X,p) (5.2.2) 

on obtient bien un morphisme qui est en lui-même un recouvrement de base 
pour la topologie de Makkai : 

Ro 	(Xio  q)—> (X, p)} e Tmo (X, P) 
Ensuite, nous posons naturellement R (R0 ) (R est donc le cribble engendré 
par le singleton Ro ). Il ne nous reste qu'à vérifier que R c S (en effet, i(R) = R). 
Pour cela, il suffit de montrer que Ro  c S. La composition à la ligne 5.2.2 ci- 
dessus et le fait que 	

(Xio , f i0 ) 5±(X,p) E S 
nous donne immédiatement cela car S est un cribble et donc toute composition 
(à droite) avec un morphisme de S reste dans S. 	 • 

Le résultat suivant est classique. Le lecteur trouvera une preuve dans [21]. 
Il nous permet de construire facilement un morphisme géométrique entre nos 
deux topos. 

LEMME (Morphisme géométrique induit par un foncteur co-continu) Soient (C, Tc), 
5.2.1 (D, TD ) deux sites et e D ---* C un fondeur co-continu. Alors Ir induit un mor-

phisme géométrique f Sh,(11),T D ) --> Sh,(C,Te) dont le foncteur image inverse 
satisfait : f* (F) aff) (F o pour F E Sh(C, Tc). 

La preuve de la proposition suivante s'inspire de celle la proposition 1 
de [21] (p.509). Comme nous n'avons pas les mêmes hypothèses nous devons 
adapter cette preuve à notre contexte. 

PROPOSITION 
5.2.2 

(Morphisme géométrique ouvert de comparaison) Le foncteur inclusion de la 
proposition 5,23 induit un morphisme géométrique ouvert 

f * 
4>(C) 	T(C) 

PREUVE: 	La proposition 5.2.1 appliquée en prenant l'inclusion de la pro- 
position 5.2.1 pour 7r nous donne le morphisme géométrique annoncé. Le res-
tant de la preuve sera ainsi dédié à vérifier que ce morphisme géométrique est 
ouvert. Pour cela, nous devons construire pour chaque E E 1.1)C1 un adjoint à 



gauche pour le foncteur 
Scpc(E) 	Sy(c)  (f; (E)) 

qui est simplement f* appliqué au niveau des sous-objets de E. On se rap-
pelle que le treillis des sous-préfaisceaux fermés d'un préfaisceau donné E est 
isomorphe au treillis des sous-faisceaux de aE. Ainsi, 

Sy(c)  (f;(E)) = Sy(c)  (ar(c)  (E o i)) C — SEns,c0P (E 0 i) 

Nous allons montrer dans ce qui suit que si B C E (B est un sous-faisceau 
du faisceau E), alors B o i est un sous-préfaiceau fermé de E o i. Ainsi, nous 
pouvons calculer f; en deux étapes : 

i 
S 	

(•)o 
cpc (E) 	C SEnsrcop(E o 	a 	> Sy( c )(f*E) 

Supposons donc que B C E est un sous-faisceau et démontrons que B (:) 
i est un sous-pré-faisceau fermé de E o i. Rappelons-nous la condition pour 
qu'un sous-pré-faisceau soit fermé (voir [21] p.509) :BoiCEoi est fermé si 
et seulement si 

V (X, p) E TC Vx E (E o i)(X,p) 	e Tm(X,p) == x e (B o i)(X,P)) 

où Sx ,Boi est le cribble suivant : 
Sx,Boi  {[a] : (Y, q) —› (X , p) I x • [a] e (B o 0 (Y , q)} 

Soient (X, p) E TC et x E (E o i)(X,p) = E(X,p) quelconques, on suppose que 
Sx,Boi E m (X , p). Nous voulons montrer que x E (B o i) (X , p) i.e. x e B (X , p). 
Comme i est continue on a que (i(Sx,Boi)) E Tp(X,p). Mais les éléments de 
i(Ss,Boi) sont aussi des éléments de 

S,13 a 	: (Z, f) --> (X,p) I x • [0] C B(Z, fil 
En effet, si [a] : (Y, q) —› (X, p) e i(S,,Boi ) alors on a 

x • [a] G (B o i)(Y,q) = B(Y,q) 

par définition même. 

Et comme Sx,B  contient i(.5'1,Boi) et que ce dernier est un recouvrement 
on a que Sx,B  est aussi un cribble couvrant. De plus, comme B est un sous-
faisceau de E c'est un sous-pré-faisceau fermé de E donc dire que Sx,B  est 
couvrant nous donne que x E B (X , p) par la condition de fermeture au niveau 
des cribbles. Ainsi, nous avons bien montré que B o i est un sous-pré-faisceau 
fermé de E i. 
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Jusqu'à maintenant, nous avons vu que pour étudier le morphisme d'ordres 
partiels f; (et lui trouver un adjoint à gauche) il nous suffit d'étudier le mor-
phisme d'ordres partiels 

o i: Sc (E) —> C — S Ensrcop(E o i) 

Soit Q E C — S E.Tcop(E o i). Soient (X, f) G IACI et x E E(X, f). On pose : 

Tx 	({(Y,q)(X f) (Y, q) G ftCI ,  x • [h]  

et 
-Q(X, f) {x E E(X, f) l T E Tp(X, f)} 

Le 	que nous venons de définir est (à isomorphisme près) l'adjoint re- 
cherché. Pour montrer cela nous procéderons en plusieurs étapes. Nous allons 
premièrement démontrer que Q est un sous-préfaisceau de E pour ensuite 
démontrer qu'il est fermé comme sous-faisceau. Ensuite, nous allons préciser 
la construction de l'adjoint à gauche de f; puis nous terminerons en montrant 
sa naturalité. 

Montrons que -éj est un sous-préfaisceau de E. Soient x G 	 f) et 
(Z, g)----->[al  (X, f) E AC 

Nous voulons montrer que x • [a] E Q(Z, g). Comme x E -Q(X, f) on a que 

({(Y,q) [14(X, f) l (Y, q) EftCl,  x • [h] e Q(Y,q)}) E Tp(X, f) 

Pour montrer que x • [a] G ij(Z, g) il faut montrer que 

({(W r)-->(Z, g) I (W, r) E ITCI (x [a]) • [W] e Q(W,r)}) E 7P(Z,g) 

Premièrement, on remarque que Tx  G Tp(X, f) entraîne, par définition de 
la topologie de Pitts sur AC, qu'il existe une sous-famille finie 

R 	{ 	qi) [1i(X, f)}7_1  c 
telle que R e Tp0(X, f) (en effet, nous pouvons choisir les [hi] parmis les 
générateurs de Tx ). Considérons maintenant la famille des produits fibrés sui-
vants dans AC: 
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(yi,qi)  [hi] (x_, f)  

[41 	 [ai 

(Pi  'ri)  [e (Z  g )  

Essayons d'étendre chaque ri  à un filtre premier ri  tout en conservant intacte 
l'image de [hli]. Pour cela, on pose 

I 	{h(B) I B e S(Z) \ h(zi)} 

Clairement, / est un idéal et 7ri  n I = 0. Ainsi, par le théorème d'existence des 
filtres premiers il existe un filtre premier r, D 7r, tel que ri  n I = O. Montrons 
que 171(r i ) = (ri). Comme 'Fi C ri  on a trivialement h(7r) C 	De plus, 

B e h(r)  
14* (B) e ri  
17,*(B)  
B E h(rz) 

Nous avons donc construit pour chaque i = 1, 2, . . . , n le diagramme commu-
tatif suivant : 

qi) 	(X; f) 

(Pi  ri) [1.7->- (Z g) 

et comme les [hi] forment un recouvrement de base de (X, f) et que les 

r,) [14(Z, g) 

du dernier diagramme ont la même image que les 
[ho 

zi )---÷(Z, g) 

l'avant dernier diagramme qui étaient obtenus en prenant le produit fibré des 
[hi] le long de [a] (et le produit fibré d'une famille couvrante donne aussi une 
famille couvrante) on a que 

(Pi, ri)---> (Z, g) E Tpo(Z, g) 

Donc, si on réussit à montrer que ces [h'i ] c Tx.,„, on a terminé car nous voulions 
précisément montrer que 	G Tp(Z, g). Prenons en effet un i E {1, 2, . . . , n} 



quelconque. On a: 
(x • [a]) • [h'i ] = x • ([a] o [14]) 

• ([hi] °[ca 
(x • [hi ]) • [aii] 

Mais les [hi] sont dans Tx  donc x • [hi] E Q(Yi, qi) et comme Q est un sous-
préfaisceau de E o i (par hypothèse) ceci entraîne que 

(x • [hi]) [aii] G C2(Pi, ri) 
Nous avons donc montré que Ts.[a]  contient les [h!i]. Ceci termine la démons-
tration du fait que ij est un sous-préfaisceau de E. 

Passons maintenant à la deuxième étape annoncée plus haut : Ei est fermé. 
Nous utiliserons le même critère de fermeture que nous avons utilisé au début 
de la démonstration. Soient (X, f) E 1ACI et x E E(X, f). On suppose que 

{ [0] : (z .g ) ---÷ (X, f) x • [p] E Q(Z, g)} G Tp(X, f) 

et on veut montrer que x G (2—  (X, f). On se rappelle que 

x • g e Q(Z, g) <==> 	E p(Z, g) 
Ainsi, 

= 	: (Z.g) —› (X, f) I Tx.[ p ]  E 	 (Z,p 	g)} e p(X, f) 	(5.2.3) 

Maintenant, considérons 

KI (Y, q)(x, f) I (Y, g) E ITC1 x • [a] E Q(11; 01) 

Nous voulons montrer que Tx  G Tp(X, f) i.e. x E C2(X, f). Pour cela, nous 
allons montrer que 

V[0] E Sx,ej [fir (Tx ) G Tp(Z, g) 
cela suffit car par la propriété de transitivité des topologies de Grothendieck 
nous aurons Tx  e p(X, f) i.e. x e ej(X, f) comme voulu. 

Si [6] e Sx,-(à on a vu (à la ligne 5.2.3) que cela veut dire que 

ne] 	({(P,r)24(Z, g) l (P, r) E IrCi , (x • [p]) • [h] E Q(P,r)}) E Tp(Z, g) 
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Nous montrons que T.[ß] C [ß]* (T) et on aura fini car cela montrera que quel 
que soit [0] e Ss z, on a toujours [ß]*  (T) e Jp(Z, g) comme voulu. 

Soient [0] E %A.  et [h] e T.[ß]. On a 

x • ([ß] o [h]) = (x • [0]) • [h] E Q(P, r) 

car [h] G T.[ß] Ainsi, [0] o [h] E Tx  (par définition de Tx ) et ceci veut précisément 
dire que [h] e [/3]* (T) 

Nous avons donc montré que -Q est fermé. 

Nous sommes maintenant prêts à définir de façon explicite l'adjoint à gau-
che de f;. Si B G ST(C) Cf * E), alors on pose : 

fE! aAc 

Pour vérifier que nous avons bien défini un adjoint à gauche pour f; il est 
suffisant de montrer que le morphisme 

: C — SEnsrcoP F o i) --> C S —EnsAC°P (iACE) 

est adjoint à gauche pour le morphisme 

(•)o i : C — SEnsAcop (imE) 	C — SEns,-cop (E o i) 

En effet, si P e C — SEnsAcop (imE) et Q E C — SEnsre°P (E o i), alors on montre 
que 

-Q C P  
QCPoi 

en deux étapes. 

(4.) Soient (Y, g) E IrC et y E Q (Y, g), on veut montrer que y E P (Y, g). Pour 
cela, il suffit de montrer que y E 	g) (par hypothèse) i.e. 

({(Z , r) [1-1'1> (Y , g) l  (Z , r) E ITCI , y • [h] E Q(Z , r)l) E p(Y , g) 

Mais ggnme y E Q(Y, g) et Q est un sous-pré-faisceau de E o i, quel que soit 
(Z,r)-11  (Y, g) on aura toujours y • [h] E Q(Z,r) d'où Ta, est le cribble maximal 
sur (Y, g) (qui est toujours couvrant). Donc, y E -Cj(Y, g) C P (Y , q). 



193 

(t) Supposons que Q C Poi alors CP o i. On montre que Poi c P. Soit 
x E E(X, f), Supposons que xc Po i(X, f) i.e. 

Ts 	({(Y,q) [h (X, f) (Y, q) E ITC1 , 	• [h] E P(Y, q))-) G Tp(X, f) 

Mais comme P e C—SEnsAc"  (iACE) on a que P est un sous-pré-faisceau fermé 
de iAcE et puisque 

Sx,p 	({(Z, e)-jt(X, f) l  (Z, e) E ITCI , x • [k] e Q(Z,e)}) 

contient Tx  on a Sx,p c Tp(X, f) d'où x G P(X, f). On a ainsi montré que 
Poic P. 

Pour terminer la preuve nous montrons la naturalité en E de fe. Ceci cor- 
respond à la commutativité du diagramme suivant dans lequel E' 	est une 
transformation naturelle de (I)C : 

	

Si-5(f *E) 	Sc(E) 

(f* (ce))I 	1 a* 

	

Sp (f*E') 	Sel,c(E') 

Dans notre contexte particulier, il nous suffit de montrer la naturalité de l'opé-_ 
rateur (.) i.e. la commutativité de 

C — SEnsrcop (E o i) 	C — S EnsAcop(E) 	 (5.2.4) 

ceci 

	

C — SEnecoP (E o i) 	C — S EnsAcop(r) 
r5E, 

Remarquons que le ( f *a)* s'est métamorphosé en a* o i. En effet, comme f* 
est lex (étant l'adjoint à gauche dans le morphisme géométrique) on a pour 
A e ST(c)(f*E) : 

(f* a)*  (A) f* (a* A) = arc  (a* A o i) 

Ainsi, si on veut calculer au niveau des sous-pré-faisceaux fermés, si Q E C — 
SEnec°P (E o i) on a affaire au simple morphisme a*Q o j. 



La commutativité de 5.2.4 revient à montrer que 

a* (Â) = a*A o i 

Soit (X, f) 1ACI on a : 

x G a* Pl (X, f) 

a(x,f)(x) e Â(X, f) 
T,(x,f)( x ),A  E Tp(x, f) 

ce(x, f)(x) • [h] E A(Y,q)}) E Tp(X, f) 

({(1f,q)(X,  f) E([11]) ( OE(x,f)( x )) e A(Y1q)})E f3"'P(X, f) 

({(Y,q) [1]>(X, f) l  awm(E1([h])(x)) e A(Y, q)}) E Tp(X, f) 

({(Y, g) 1-1*(x, f) I E'([h])(x) e 4,0A(Y,q)}) e Tp(X, f) 

({(Y,q) [2->l (X, f) l  x • [h] G (fiym A(Y, 01) G Tp(X, f) 

E 	n 
x E a* A o i 

où le passage (*) se justifie par la commutativité de 

E' (X, f) c"-- f),- E(X, f) 
Et [h] 	 lE[h] 

E' (Y, q) 	E (Y, q) 

qui est due à la naturalité de a. 

La proposition suivante ajoute deux propriétés à notre morphisme géo-
métrique de comparaison entre les deux topos : c'est un plongement et il est 
dense. 
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(*) 

PROPOSITION (T(C) est un sous-topos ouvert dense de (I)(C)) Le morphisme géométrique de la 
5'2'3  proposition 5.2.2 est un plongement ouvert dense de topos. 
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PREUVE: 	Pour montrer que f est un plongement, nous montrons que f* 0 
f*  = Id. Pour cela, nous utiliserons la formule pour f*  qui est: 

f*  (G) a co1ini4)c  3)4)c (X, p) 
((X,p),x)Ef G 

Comme f* a un adjoint à droite (f* ) il préserve les colimites et on a: 

f*(f*G) = 

(*) 

f * 	C011in fl)C  3)(1.C(X P)) 
((X,P)ex)ef G 

colimTn f* (ÿ(X p)) 
((X ,P) ,x)Ef G 

COliMT(C) YT(C)(X,P) 
((X,P),x)Ef G 

G 

La preuve de l'étape (*) se fait comme suit : 
aTc  (3) cpc(X ,p) o i) 

(T-1 	( 	\\ arc  "..0mAc 	, p 	2 )  

= arc (Hornrc (—, (X, P))) 
= arc (Yrc(X,P)) 

= Yl-c(X5P) 
et cette dernière égalité vient du fait que la topologie de Makkai est sous-
canonique. 

Pour montrer que notre plongement f est dense nous montrons que f*  
préserve l'objet initial. Remarquons que l'objet initial de T(C) est le foncteur 
suivant : 

07(c) : TC" --> Ens 
tel que 

or(c)(X,13) {{*} 
si (X, p) = Orc  
sinon 

tandis que l'objet initial de CiC est le foncteur 
04,c  : AC°P 	Ens 

tel que 

f* (n)c(x,P)) = 

04)c 	f 	
{*} si (X, f) = OAC 

sinon 



Ainsi, nous devons calculer 

f.(07-(c) )(X, f) 	 ÿc (Y, q)) (X, f) 
((lt,q),Y)Ef Or(c) 

Mais cette colimite ne contient qu'un seul élément et on a donc : 

f.( 07-(c))(X, f) = ÿd,c (17,q)) (X, f) 
((Y,q),y)Ef 07-(c) 

aAc (n.c(07-(c))) (X, f) 
= Ycpc( 07-(c))(X, f) 
= HoinAc (—, (Oc, {loc})) (x, f) 
= HomAc ((x, f), (oc, Ilocl)) 

{{4,} si (x, f) OAC 
sinon 

OC 
Ainsi, nous avons également montré que f est dense. 

5.3. CONDITIONS POUR L'ÉQUIVALENCE DE 4,  (C) ET T(C) 

La présente section a pour but de généraliser le théorème 2.3.3 autant que 
possible au contexte du premier ordre. Jusqu'à maintenant nous avons intro-
duit le morphisme de comparaison entre le topos des filtres et le topos des 
types comme étant induit par une comparaison des sites sous-jacents. Nous 
avons aussi une autre façon de voir ce morphisme de comparaison : il provient 
de la propriété quasi-universelle du topos des filtres. En effet, comme le topos 
des types est engendré par ses éléments premiers on a qu'il est en particulier 
complètement distributif et puisque 

C1-4T(C) 

est un p-modèle c'est aussi un f-modèle par les propositions 4.4.1 et 4.4.2. 
Ainsi, nous pouvons appliquer la propriété quasi-universelle du topos des 
filtres pour obtenir un unique morphisme géométrique 

: T(C) --> d)(C) 

tel que E',Ê préserve les infima arbitraires et fait commuter : 
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Ic 	) 4.(C) 

PROPOSITION 
5.3.1 

T(C) 
Cette nouvelle définition du morphisme de comparaison nous permet de 

calculer facilement l'action de Et sur les sous-objets d'objets qui proviennent 
de C. La proposition suivante nous montre comment. 

(Calcul du morphisme de comparaison) Selon les caratérisations des treillis des 
sous-objets provenant de C dans les topos des filtres et le topos des types. Le foncteur 
de comparaison 

Eê 
(1.(C)---->T(C) 

agit exactement comme le morphisme de comparaison entre le locale des filtres et le 
double dual dans le contexte propositionnel. C'est-à-dire que le diagramme suivant 
commute : 

reC 	/ 
S Ife r) 	zy(c)ivrAcui 

o 

(SC) 	s
ccÌ  sc(c)*# 

(-)i) 

PREUVE: 	Tout devient clair quand on regarde le diagramme suivant. 

(cc  .); 

On obtient clairement le résultat en appliquant la propriété universelle de 
çb(ScC). 	 • 

La proposition précédente est surprenante par les images qu'elle génère 
en nous. Le morphisme géométrique de comparaison entre nos deux topos agit 
sur les treillis de sous-objets exactement comme le morphisme de comparaison 
des versions propositionnelles des contructions. Nous sommes donc encore 
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face à un de ces résultats qui fait le pont entre la partie propositionnelle et la 
partie du premier ordre. 

Avant de nous attaquer au résultat principal de la présente section, nous 
avons besoin d'un résultat général qui m'a été signalé par Gonzalo E. Reyes. 

f 	(f*, f.) : 	>--+ 
qui est une inclusion de topos. Supposons de plus qu'il y ait une famille de générateurs 
E0 dans e pour lesquels on a la condition suivante. Pour chaque générateur C e 1E0 l 
l'action de f. sur les sous-objets de C: 

Se(C) - SF-  (f*C) 
est un isomorphisme de cadres. Alors f est une équivalence. 

PREUVE: 	Comme f est une inclusion il suffit de montrer que f est une 
surjection et on aura bien que f est une équivalence (voir [121 p.103). Un mor-
phisme géométrique est une surjection lorsque f* est fidèle. 

Nous allons premièrement montrer que l'isomorphisme induit par f* sur 
les treillis de sous-objets de générateurs s'étend aux autres objets de E. Soit 
E G IEI un objet quelconque. On considère le morphisme de cadres 

: Se(E) 	S(FE) 

Nous voulons montrer que ,f; est une bijection. Pour montrer que f; est injec-
tive on suppose qu'on a A, B e Se (E) tels que 

.G (A) = JE(B) 
On peut supposer que A < B (sinon on peut considérer A AB <B et on aura 
toujours 

f E*  (A A B) = f (  A) A  f(  B). = f (  A) = f(  B) 
et on se retrouve avec les mêmes conditions en posant A1  A A B). Pour un 
générateur C G 1E0 1 on considère un C-élément de B : C '±›B et nous prenons 
le produit fibré suivant dans E: 

LEMME Supposons que nous avons un morphisme géométrique entre deux topos : 
5.3.1 

	B 	 (5.3.1) 

P*A> 	> C 
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auquel on applique f* (qui est lex) pour obtenir : 

f*A> 	f*B 

I 	 if*0 

	 f*C 

Ainsi on a que f(3*A) = f*C mais comme par hypothèse 
: SE 	SF(f *C) 

est un isomorphisme de cadres on a que ,3*A = C. En retournant au dia-
gramme 5.3.1 on voit que cela implique que ß  est un C-élément de A également. 
Ainsi, A et B ont les mêmes C-éléments donc ils représentent le même sous-
objet de E i.e. A = B. 

Montrons maintenant que f; est surjective. Remarquons tout d'abord que 
puisque f est une inclusion on a par définition que la counité de l'adjonction 
f* 	 f*  est un isomorphisme. Prenons X e SF(f*E) nous cherchons un sous- 
objet A E Se (E) pour lequel on ait Je; (A) = X. Considérons pour cela le pro-
duit fibré du sous-objet f* X >--> f*  f*E le long de l'unité de f comme le montre 
le diagramme suivant qui définit le sous-objet A: 

f* f*E 

D 	iriE 

	> E 

Ainsi, si on applique f* à ce produit fibré et qu'on ajoute dans le diagramme 
résultant des composantes appropriées de la counité on obtient : 

X> 	 f*E 	 (5.3.2) 

Ext

E f* E 

f * 	f* f *  f*E 

I
FT1f* E 

f * A> 	 f*E 

dans lequel on voit que par la naturalité de l'adjonction on a 

ff.E O  f*Ilf*E -=-1 f*E 

car on a la correspondance suivante : 
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f*f*E 1  f*f*E 

77Ei 	° 

f*f * f*Eef.  - *E 

*nEi
f   

f*E 

Ainsi, la composition des deux morphismes verticaux à droite dans 5.3.2 
nous donne le morphisme identité. Mais comme celui du haut est un isomor-
phisme on en déduit que celui du bas aussi est un isomorphisme. Donc f*nf*E 
est iso. On en déduit, toujours en regardant le diagramme 5.3.2, que le mor-
phisme vertical en bas à gauche est aussi un iso donc f*A X i.e. je; (A) = X 
comme nous voulions justement montrer. Donc f*E est surjectif. 

Nous avons ainsi montré que pour tout objet E G 1E1 le morphisme de 
cadres 

fl` : 
est un isomorphisme. Montrons que cela implique que f* est fidèle. 

Supposons qu'on ait deux morphismes 
äi 

E="--›-FEE 
62 

tels que f* (61 ) = f* (62 ). Nous voulons montrer que 61  = 82. Pour cela, considérons 
les graphes de ces deux morphismes. Ce sont par définition les deux sous-
objets suivants de E x F: 

Mais comme f*(81) 	f*(82 ) on a que si on applique f* à ces deux dia- 
grammes on obtient par la préservation des limites finies de f* que 

fLF(981) = OU*81)= o(f*Ô2)= fLF(02) 

mais comme fL F  est un isomorphisme de cadres on obtient bien que 13(51) = 
9(82) et il est facile de voir que si le graphe de deux morphismes coïncident, 
alors les deux morphismes sont les mêmes (ceci découle directement de la 
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définition de graphe donnée ci-dessus) donc Ji  = 82. Nous avons donc bien 
montré que f* est fidèle. 	 • 

Le lemme suivant nous montre comment étendre la propriété que l'action 
d'un foncteur sur le treillis des sous-objets d'un objet qui provient de C soit un 
isomorphisme à tous les treillis de sous-objets de représentables >9Ac (C, f) qui 
vivent sous lui. 

LEMME (Extension de l'équivalence aux représentables) Soit C une catégorie cohérente, 
5'3'2  C E ICI. Si l'action du foncteur de comparaison (entre le topos des filtres et le topos 

des types) sur le treillis des sous-objets de Ic(C) : 
re(c)  : Stuc (Ilc[C]) = Scpc  (IeC) 	(E(IcC)) = STc  (EcC)) 

est un isomorphisme de cadres, alors pour tout filtre f e .a(ScC) on a que l'action du 
morphisme de comparaison sur le treillis des sous-objets de 'JAC(C f):  

jAc(c, f)  : Sec (1Le(C, f)) 	STic (-E` (13Ac(C, f))) = Src 	 f)) 

est un isomorphisme de cadres. 

PREUVE: 	La preuve se bâtira autour du diagramme suivant : 

.. n"..4 	. 	.. . • .‹ 
	 » ST 	(C, f)) 	(5.3.3) 

.................. • 	••• 

/ 
/ 

.1 I' 
-rc (Ec C) 

Nous y voyons en bas au fond l'isomorphisme 	qu'on a par hypothèse. 
De plus, puisque (comme nous le verrons) les morphismes en bas de la face 
gauche et droite sont des isomorphismes donc nous pouvons déduire que le 
deuxième isomorphisme noté sur le dessin _^22  est effectivement un isomor-
phisme. Ceci est donc devenu une propriété strictement propositionelle de C. 

....... • ..... 	
I 	I 	

............. . 

... 	

• 

(Cs)*f # 

	

f 	 Ï \ ...... 	 ...... 

I 	/ 

Scpc ("WC, f)) 

\ 

sd,c (c[c]) 
.................... .............. 

\ 

. 	(.)J) 	... 

/ 	I 
... .. .... 
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Nous allons ensuite démontrer que cela implique que L'23 est un isomorphisme 
et nous aurons donc finalement que ns._',4 est un isomorphisme comme voulu. 

Donnons premièrement les définitions de tous ces beaux morphismes. La 
face de gauche provient du diagramme étudié dans le chapitre 3: 

	) (ScC) 
:•-21 	(.)Af 	L-?. 

SAC (Cl  f) SAC ( [C]) 

0A(C,f) 
auquel on applique le foncteur 	de façon à obtenir (en complétant avec des 
isomorphismes connus) : 

3'(ind.) 
"3(F)FfT  (S(DC)= (Sc C) 	(5.3.4) 
((.)An-' 

•'-3TO-ACC,Tr  (SAc (C, f)) cc 	 (S Ac [C]) 

(0A7c,n)-1  

- - 
Sc ( .9Ac(C, f)) cc 	 Scyc OJAc [C])=  Scpc (/C) — _ 

La face de droite, quant-à-elle, se construit en considérant le diagramme sui-
vant dans la catégorie des ensembles partiellement ordonnés : 

Sc  (C)*f 	 > Sc  (C)* 

rt (STic CJAc (C, f )))c---»rt (Src  (EcC)) 

où 
Sc(C)*f 	E Sc (C)* p < fl 

doit être considéré comme un sous-ensemble partiellement ordonné de Sc  (C)*. 
L'inclusion du bas quant à elle est l'inclusion des éléments premiers de 

STC (Lc(C, f)) 
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dans les éléments premiers de Syc (Ec C) lorsqu'on voit ceux-ci comme étant 
inclus dans ceux-là. L'isomorphisme de gauche provient du fait que les éléments 
complètement premiers de STc (U Ac (C, f)) sont précisément les éléments com-
plètement premiers de STrc (EcC) soient les 1JAcc (C, p) mais qui se factorisent 
par 	Ac (C, f). Ainsi les premiers de ST-c (JA.c (C, f)) sont exactement les les 
1à Ac (C, p) avec p < f. C'est ce qui explique l'isomorphisme de gauche. Appli-
quons maintenant le foncteur (•)# à ce dernier diagramme de façon à ce qu'on 
obtienne : 

_ ----- -  
Sc  (C )* f e:< 	

- 	- 
 _ 	_ _ 	Sc  (C)*# 

Jr-r(STC  (Ac(C, f)))e-cc 	:  rr(S.7-c (EcC))#  

-1 	 I- 

	

ST,c(nic(C, f))--(e 	 Src (Etc C) ._.... 	 _  

où les les deux isomorphismes verticaux du bas sont les counité de l'équivalence 
de catégories vue au chapitre 1. Les adjoints en pointillé sont les adjoints natu-
rels des morphismes obtenus en appliquant le foncteur (•)* à un morphisme 
d'ensembles partiellement ordonné. 

Nous reconnaissons aussi le rectangle du dessous que nous avons étudié à 
la proposition 5.3.1. Ainsi, '-- 2 est bien un isomorphisme. 

Montrons que nous pouvons déduire que f----s t 3 est un isomorphisme. Pour 
cela, nous considérons la face de devant de 5.3.3. Il est aisé de voir que '_-_-3  est 
essentiellement la restriction de Op et fait commuter le rectangle formé des 
épimorphismes. 

Étudions ce que veut dire que le morphisme ‘-- 2 soit effectivement iso. 
Nous connaissons bien les adjoints de (•)p qui associent à X G Sc (C)*# : 

{J 1  (J)P XC } 
pex 

où (?) H Op -I (:). Nous avons vu que si q(SC) est engendré par ses éléments 
premiers, alors ses éléments premiers sont de la forme 143 et on voit clairement 
que les deux ajoints définis ci-dessus coïncident donc on a bien un isomor-
phisme. En fait, nous voyons clairement avec cette remarque que çb(ScC) est 
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engendré par ses éléments premiers si et seulement si ces deux adjoints coin-
cident (et cela est aussi équivalent à dire que Op est un isomorphisme). 

On remarque que la situation est la même avec les trois morphismes ad-
joints du haut de la face de devant de 5.3.3. En effet, comme nous l'avons dit, 
l'épimorphisme étiqueté envoie un J E TJ(.f) sur 

{p E Sc(C)*f p E J} 

et ses deux adjoints sont donc les morphismes qui envoient X E Sc(C)*f# sur: 

f 	'1) 
	V {J l (J), g x 

pEX 

où Of  H (.) H ()f.  Ainsi, nous voyons que la situation est identique donc 
pour montrer que _^23 est iso il suffit de montrer que (f) est engendré par ses 
éléments premiers. Mais ceci est évident si on revient au diagramme 5.3.4 dans 
lequel on a les adjoints suivants : 

("7"-- 	(«)An  
0(ScC) 

((*)Af)-1  
où 2(incl. 	J((.) A f) 	((.) A f)'. En effet, 3`(incl.) est l'inclusion pure et 
simple car tout idéal sur les filtres inférieurs ou égals à f est aussi un idéal sur 
tous les filtres. De plus, lorsque p < f on a que ,11) E TJ(f)  et ces éléments sont 
complètement premiers dans (.1,f) car si dans (.j.f) on a 

-.1) g V Ji 
iEi 

alors cette situation se transporte dans 0(ScC) avec l'inclusion (qui préserve 
les suprema car elle a un adjoint à droite) d'où on a que dans 0(ScC) : 

ji  
ie/ 

et comme ,j,p est un élément complètement premier de (Sc  C) on en déduit que 
C J pour un certain J. Ceci montre clairement que .143 est complètement 

premier dans 2(4.f) car cette dernère inclusion se fait entre des objets dans 
çb(ScC) qui proviennent de D'Un donc elle est déjà une inclusion dans 2(4.f) 
car le morphisme inclusion de (.,[.f) C 0(ScC) est mono. De plus, ces éléments 
sont suffisants pour engendrer 2T(4.f) car ils le font dans 0(ScC). 
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Ainsi, les deux adjoints de (-), doivent coïncider et 3 est bien iso. 

Finalement, nous utilisons les isomorphismes latéraux du dessus de 5.3.3 
pour déduire enfin que 	est iso. Nous avons donc suivi l'isomorphisme 

autour du parralélépipède 5.3.3 jusqu'à ce qu'il se transporte en . Nous 
avons donc atteint le but cherché. 

THÉORÈME 
5.3.1 

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer le résultat principal de la 
présente section qui généralise le théorème 2.3.3 du chapitre 2. 

(Conditions pour l'équivalence entre (C) et T(C)) Soit C une catégorie 
cohérente. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

1. Le foncteur de comparaison 	: .1)(C) —+ 'T(C) est une équivalence, 
2. Pour tout objet X E IC I on a que tout filtre f e 4, (Sc  (X)) peut s'écrire comme 

une intersection finie des filtres premiers sur Sc(X), 
3. Le topos 4,  (C) est engendré par ses éléments premiers. 
4. Le topos de(C) est complètement distributif 

PREUVE: 	(1 = 2) Si E est une équivalence alors il induit des isophormor- 
phismes de cadres au niveau de chaque treillis des sous-objets : 

F  : Scbc(F) 	STc(E',F) 

et ce en particulier pour les objets qui proviennent de C. Mais nous avons vu à 
la proposition 5.3.1 qu'au niveau d'objets provenant de C, l'action de E est 

qui est le morphisme de comparaison entre les constructions du locale des 
filtres et du double dual sur le treillis distributif Sc  (C). Le théorème 2.3.3 nous 
donne clairement le résultat 2. 

(2 = 3) Par la partie propositionelle, on a que pour tout C e ICI le mor-
phisme du bas de la proposition 5.3.1 est iso donc celui du haut l'est aussi. Mais 
par le lemme 5.3.2 cette propriété s'étend à tous les représentables A C (C, f). 
Ainsi nous avons les hypothèses requises par le lemme 5.3.1 en prenant pour 
générateurs les représentables. Donc .E>, est une équivalence de catégories. 
Ceci implique clairement que .13.(C) est engendré par ses éléments premiers car 
il est équivalent au topos des types qui est toujours engendré par ses éléments 
premiers. 
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(3 = 4) est évident. (4 = 2) est aussi évident car lorsque gl.(C) est complè-
tement distributif alors 

Se.c(IcC) -.2 0 (ScC) 
sont complètement distributifs et donc toujours par la partie propositionnelle 
cela veut dire qu'on a la condition 2. 

(3 = 1) Ici, on peut appliquer la propriété universelle du topos des types à 
/c  car 4.0 est engendré par ses éléments premiers. Ainsi, le topos des types et 
le topos des filtres se trouvent tous les deux à être universels par rapport aux 
p-modèles (le topos des filtres est universel par rapport aux f-modèles mais le 
modèle Ec  est toujours un f-modèle) donc ils sont équivalents. 

Nous avons donc bien construit un chemin (formé de sens-uniques) qui 
nous permet d'aller et de revenir entre toutes ces conditions. 	 i 

En comparant avec le théorème 2.3.3 nous voyons que la ressemblance est 
frappante. Seule la condition 2 est disparue. Ceci n'est pas étonnant car elle 
n'est pas très catégorique. 

5.4. CONDITIONS POUR L'ÉQUIVALENCE AVEC B(C) 

Maintenant que nous avons vus nos outils en action pour nous aider à 
comparer le topos des types T(C) au topos des filtres cl,  (C), il semble naturel 
d'étudier les conditions d'équivalence des ces deux dernières constructions 
avec une autre construction fondamentale de la logique catégorique : le topos 
classifiant de C que nous noterons par /3(C). 

Remarquons que nous avons souvent mentionné le topos classifiant sans 
pourtant en donner une définition. Contentons nous de dire que dans notre 
cas particulier, comme nous nous intéressons aux théories cohérentes, le topos 
classifiant de ces théories est bien connu et est décrit dans [27]. En effet, 

/3(C) ----- Sh(C,Tic ) 

où Tc  est la topologie pré-canonique sur C (qui est engendrée par les familles 
épimorphiques finies) satisfait une propriété universelle remarquable. En effet, 
tout foncteur cohérent (ou modèle) M : C --> .F se factorise par le plongement 
canonique de C dans /3(C) comme le montre le diagramme suivant : 



La topologie pré-canonique est sous-canonique donc tous les représentables 
sont des faisceaux et Yoneda nous donne un plongement plein et fidèle de 
C dans B(C). En fait, la composition avec Yoneda nous donne une équivalence 
de catégories : 

La notion générale de topos classifiant intervient quand on cherche pour 
une catégorie CT d'une doctrine logique 7 quelconque un topos Bir(CT ) pour 
lequel on a une équivalence 

0.1JC, Geom 	B-0-(CT )) 	T — Mod 	F) 

Nous avons donné à la proposition 3.4.2 une représentation des treillis de 
sous-objets d'objets représentables dans le topos classifiant. Ce cadre est le lo-
cale classifiant de la théorie propositionnelle des propositions sur C. En vou-
lant comparer le topos classifiant avec le topos de Pitts nous seront amenés 
naturellement à comparer le locale classifiant avec le locale des filtres. 

Comment pouvons-nous en effet comparer ces deux topos ? Par la pro- 
priété universelle du topos classifiant, puisque Ic  : C 	(1,  (C) est un foncteur 
cohérent il existe un unique morphisme géométrique (p* , p,K ) : (C) --> B(C) 
tel que le diagramme suivant commute : 

	> B(C) 
4 

p* 
\. 

Ilb(C) 

La proposition suivante nous donne une condition nécessaire et suffisante pour 
que ce foncteur de comparaison entre le topos classifiant et le topos des filtres 
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(.)qc Geoo-n (J, B(C)) --> Coh (C, F) 
entre la catégorie des morphismes géométriques d'un topos de Grothendieck 
F dans le topos classifiant B(C) et la catégorie des foncteurs cohérents (où 
modèles) de C dans J. 
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soit une équivalence. Énonçons d'abord un lemme qui vend la mèche sur les 
conditions pour qu'on ait équivalence. 

LEMME (Condition d'équivalence entre C et AC) Soit C une catégorie cohérente. Le fonc-
5.4.1 teur de plongement canonique de û dans AC : 

C4AC 
est une équivalence si et seulement si tous les filtres sur ScC) sont principaux pour 
tout C E IC1. 

PREUVE: 	Nous avons déjà montré que [1c  est plein et fidèle donc c'est une 
équivalence si et seulement si il est essentiellement surjectif et ceci est equiva-
lent à dire que tous les filtres sur Sc  (C) sont principaux pour tout C G ICI. En 
effet, si tous les filtres sont principaux alors [1c  est essentiellement surjectif car 
quel que soit C e 1C et f e eScC), on peut trouver A E f (car tous les filtres 
sont principaux) tel que 

(C , f) = (C, 1A) 

donc c'est une équivalence. 

D'autre part, si [1c  est une équivalence, alors tous les morphismes du dia-
gramme suivant sont des isomorphismes de treillis : 

ts 
Sc (C 	•a(ScC) 

SAc (rj) 

donc tout filtre sur Sc  (C) est dans l'image de tscc  i.e. tout filtre de Sc  (C) est 
principal. 	 • 

La proposition suivante permet d'échanger l'équivalence entre les topos et 
les sites sous-jacents. 



est une équivalence si et seulement si le plongement de C dans la catégories des filtres 
AC : 

C-1---->4' A 
est une équivalence de catégories. 

S   Sc (C) 	(5.4.1) 

-1-e(scc) 

'1-scc 
ncC Sc  (C> 	 

ttscc 

> 3(ScC) 

Oc Ac[C] 
	) Scpc (kC) 
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PROPOSITION (La comparaison des sites est suffisante) Soit C une catégorie cohérente. Le fonc-
5.4.1 teur de comparaison 

PREUVE: 

Nous commençons par étudier certains diagrammes pertinents dans notre 
contexte. Nous verrons plus tard comment on démontre la proposition à par-
tir de ces considérations. On considère pour chaque C G ICI le diagramme 
suivant : 

Sa face gauche est bien connue, le lemme 3.3.1 nous donne l'isomorphisme du 
bas et il est clair que cet isomorphisme est donné par la propriété universelle 
de la proposition 2.3.2. 

La face de droite, quant à elle, contient deux isomorphismes. Celui du haut 
est donné par la proposition 3.4.2. Celui du bas par la proposition 3.5.2. Le 
morphisme à droite est p;cc  et celui de gauche est donné par la propriété uni-
verselle de la construction des idéaux (voir corollaire 2.3.2) lorsqu'on considère 
le diagramme suivant : 

Se> 
1-ScC 	>J(SC) 

tscc 	 Oc iscc 	y 
eSCC> 	 ((SCC))= ç5(SC) 

-4-(scc) 

3(C)-24. (C) 
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On se rapelle que ce morphisme se calcule comme suit. Il prend un idéal J G 
(ScC) et l'envoie sur 

ßc(J) V iscc(A) = V- (scc)tscc A 
AeJ 	 AEJ 

Regardons maintenant comment on démontre la proposition. 	Si le 
morphisme géométrique p* est une équivalence, alors chaque /4cc, sera un iso-
morphisme de cadres. Ainsi, 0c  est un isomorphisme de cadres. En particulier, 
il doit être surjectif donc quel que soit f e (SC) on peut toujours trouver un 
J E J(SC) pour lequel on ait 

= Oc(J) V  isc c(A) =- 4(sec)tsccil 
AEJ 	 AEJ 

Mais par le lemme 2.2.2 ce dernier suprema se calcule comme : 
4-{1AivtA2v•••vtAnInEN A e J (i = 1, 2,... , n)} 

Ainsi, 

--- V iscc(A) 

AEJ 

ItAiV—VtArilnEN Ai EJI  

3nEN3A1,..., An e J f =t(Al y ...V An) 
Donc tout filtre sur Sc  (C) est principal. Ainsi, Hc est plein fidèle et essentiel-
lement surjectif donc c'est une équivalence comme nous l'avons vu dans le 
lemme précédent. 

ts 
Sc  (C) $r.a(ScC) 

sont des isomorphismes et en appliquant 3'(.) à cet isomorphisme on obtient 
0c  car ce morphisme est unique à faire commuter la face de devant du dia-
gramme 5.4.1. Donc 13c  est un isomorphisme et on a finalement que /4cc, est 
un isomorphisme pour chaque C E 

Par le lemme 5.3.1 comme le topos classifiant est engendré par les repré-
sentables et que pour ces représentables les p'ù cc  sont tous des isomorphismes 
on a déduit que p* est une équivalence. Nous devons aussi vérifier l'hypothèse 
que notre morphisme géométrique (p*,  p,,) est une inclusion de topos. Ceci est 

() Si Hc  est une équivalence alors par le lemme précédent tous les filtres 
sur C sont principaux donc les 
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clair si on remarque que le site pré-canonique (C, Tc) étant un sous-site de 
(AC, T p), alors les faisceaux pour ce premier seront plus nombreux que pour 
ce dernier. Autrement dit, le topos des filtres est un sous-topos du topos clas-
sifiant. Les morphismes géométriques induits ainsi par des comparaison de 
topologies sur une même catégorie sont toujours des inclusions de topos. Ceci 
démontre clairement notre résultat. 	 • 

Ce dernier résultat n'est pas étonnant. En effet, le topos des filtres est le 
topos classifiant de la catégorie des filtres AC. En voulant comparer ce dernier 
avec le topos classifiant de C on peut s'attendre à ce que cette comparaison 
puisse être étudiée au niveau des sites seulement. 

Résumons donc en un seul résultat les deux résultats précédents. Question 
de donner un résumé. 

(Conditions pour l'équivalence entre B(C) et cD(C)) Soit C une catégorie 
cohérente. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

1. Le morphisme géométrique B(C)-12-1÷(1)(C) est une équivalence. 
2. Le plongement C-.AC est une équivalence. 
3. Tous les filtres sur Se(C) sont principaux pour tout C E CI. 

Nous avons donc une caractérisation précise des catégories cohérentes pour 
lesquelles le topos classifiant coïncide avec le topos des filtres. Nous sommes 
clairement intéressés par un tel résultat pour le topos des types. Jusqu'à main-
tenant j'ai réussi à trouver des conditions nécessaires sur C pour que le topos 
des types coincide avec le topos classifiant. Ces conditions sont que tout filtre 
premier de C est principal et tout filtre principal de C peut s'écrire comme 
une intersection finie de filtres premiers (principaux). Pour l'instant, je n'ar-
rive pas à démontrer que ces deux conditions sont suffisantes pour obtenir 
l'équivalence. Pour cette raison, j'ai décidé de ne pas traiter ces conditions dans 
la présente thèse et de laisser cette question ouverte pour le moment. 

5.5. RÉFLEXION DES ISOMORPHISMES 

La but de la présente section est de généraliser le résultat du théorème 2.4.2 
aux constructions du premier ordre. Ce théorème affirme que le double dual 
et le locale des filtres sont des foncteurs qui réfléchissent les isomorphismes. 
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Pour faire cela, nous avons évidemment besoin de montrer préalablement 
que la construction du topos des types est fonctorielle. Donnons-nous un fonc- 
teur cohérent F: C 	D. Nous voulons construire un morphisme géométrique 
(TF* ,  TF) : T(D) 	T(C) tel que le diagramme suivant commute : 

Ec  
T(C) 

Fl  

ED 	 TD 

La construction est évidemment la seule qui est naturelle. On commence 
en effet par trouver AF qui on sait fait commuter : 

[1c) 
 AC 

F I 0 1, AF 

[-l') 	 AD r  

On sait que AF est lex. Ainsi, si on montre que AF est continu pour la to-
pologie Tm  sur AC nous pourrons effectivement étendre AF à un morphisme 
géométrique adéquat. 

Soit 

{(Xi3 fi) 5-r4(X, f)LE/ e n(X, f) 
nous voulons montrer que 

{(FXi, F f i ) [ (FX,Ff)}ici  E 	(FX,F f) 

En effet, cette dernière famille est l'image de la famille originale dans AC par 
AF. Supposons que q < Ff où q est un filtre premier sur FX. Considérons le 
morphisme de treillis : 

Sc(X)-->Fx  SID (FX) 

Alors 
F(q) {A e Sc(X) Fx(A) E ql 

est clairement un filtre premier sur X. De plus, ce filtre satisfait 

F;( (q) f 

car 



q < F f 
Ff C q  

VA e S,c(X) A E f 	Fx  (A) E q  
VA E S,c(X) AE f 	AE F;( (q)  

f C F;( (q)  
F;( (q) f 

Ainsi, par hypothèse, puisque les [ai] forment un recouvrement de (X, f) 
au sens de T(X, f) on a (par la proposition 4.3.1) qu'il existe i G I pour lequel 
on ait 

F;c(q) < ai(fi) 
Mais comme F est un foncteur cohérent on obtient que: 

F(ai(fi)) = F(ai )(F fi) 
et donc q < F(ai( f i )) car 

B G F(ai(fi)) 
3A E a(f) Fx(A) < B  

3A E F;(q) q Fx(A) < B  
B E q 

On a donc trouvé un i E I tel que 

	

q 	F(ai )(F f i ) 
Ceci montre que les [l'ai ] couvrent (F X, F f) au sens de TV,I(F X , F f). Ainsi, 
AF est un foncteur lex et continu entre les sites : 

51)  

donc par le théorème 2 de [21] (p.411) AF induit un morphisme géométrique 
qui fait commuter : 

	

HC 	 .JAC  	 A(I> 	T(C) 

   

AF (AF). (AF)* 

   

   

	AÐ 	T(D) 
/IAD 

Nous voyons clairement que le morphisme géométrique donné par la paire 
((AF)*,  (AF)) est précisément le morphisme que nous cherchions. Remar-
quons que nous avons vu au chapitre 3 que AF préserve les infima arbitraires. 
Il est facile de voir que cette propriété s'étend aux représentables dans T(C) 
dans un sens évident. En effet, le foncteur (AF)* agit sur le treillis des sous-
objets de chaque E G 17-(c)1. Le fait que AF préserve les infima de sous-
objets entraîne que (AF)* préserve les infima quelconques de sous-objets de 
représentables. Comme les représentables engendrent T(C) on obtient bien 
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que (AF)* préserve les infima quelconque de sous-objets d'un objet arbitraire 
de T(C). Nous avons ainsi essentiellement montré le résultat suivant. 

PROPOSITION (Fonctorialité de la construction du topos des types) L'applications associant à 
5.5.1 une catégorie cohérente C son topos des types r(c) peut être étendue à un foncteur 

allant de la catégorie des (petites) catégories cohérentes (:)f) vers la catégorie des topos 
complètement distributift Topei  : 

Toped  
De plus Eo définit alors une transformation naturelle : 

E(.) 

THÉORÈME 
5.5.1 

La fonctorialité de la construction du topos des filtres, quant à elle, a déjà 
été étudiée en détail dans le chapitre 3. Considérant le parallèle qui existe, il est 
naturel de ce demander si ces deux foncteurs et T réfléchissent les isomor-
phismes comme c'est le cas pour leur version propositionnelle. En regardant la 
preuve du théorème 2.4.2 on s'apperçoit que nous avons tous les ingrédients 
pour la généraliser atix versions du premier ordre de ces foncteurs. En fait, 
la seule difficulté réside dans le théorème suivant qui se retrouve essentielle-
ment dans [27] comme un théorème d'une importance capitale. Si C est une 
catégorie cohérente nous noterons par 

C* Coh(C, 
la catégorie des foncteurs cohérents de C dans les ensembles (c'est la catégorie 
des modèles classiques de C). De plus, si I : C —› D est un foncteur cohérent 
alors le foncteur restriction (le long de I) sera noté par 

D* 24 C. 
Si on veut se restreindre aux p-modèles, nous noterons par C*P la catégorie 
des p-modèles de C et par 1*P  le foncteur restriction décrit ci-dessus pour les 
p-modèles. 

(Théorème de complétude conceptuelle pour les p-modèles) Si C est un pré-
topos, ID est une catégorie cohérente et I C ---> ID est un fondeur cohérent tel que 

FP:D*P—E4C*P 
est une équivalence de catégories. Alors I est une équivalence de catégories. 

PREUVE: 	La preuve est dans [27] dans les pages 193-204. La restriction 
aux p-modèles ne cause aucun problème car en lisant la preuve on s'apperçoit 



EC  T(C) 

THÉORÈME 
5.5.2 

215 

que l'on y utilise que les théorèmes habituels d'existence de modèles dans les-
quels nous pouvons toujours supposer que les modèles sont k• 0-saturés i.e. que 
ce sont des p-modèles. 	 • 

Regardons maintenant comment on généralise le théorème 2.4.2 à notre 
contexte plus général. 

(Réflexion des équivalences) Soit C un pré-topos et C-->D un foncteur cohérent. 
Les conditions suivantes sont équivalentes : 

1. Le foncteur (I)* T(C)-+T(D) est une équivalence. 
2. Le foncteur (I)* : 4.(C)24e,(D) est une équivalence. 
3. Le foncteur I* ID*P 	est une équivalence. 
4. Le foncteur I est une équivalence. 

PREUVE: 	La preuve de (1 3) et (2 = 3) est identique à la version propo- 
sitionnelle. En effet, si nous appliquons, par exemple, la propriétés universelle 
du topos des types (voir la proposition 4.2.1), on obtient le diagramme suivant : 

dans lequel on voit bien qu'on a une équivalence entre les p-modèles de D et 
les p-modèles de C et que cette équivalence est donnée par la restriction le long 
de I. La preuve pour le topos des filtres est identique. 

On a aussi clairement que (4 = 1) et (4 	1) car tout foncteur préserve les 
isomorphismes. 

Il ne nous reste ainsi qu'à vérifier que (3 	4). Ceci découle directement 
du théorème de complétude conceptuelle donc on a le résultat. 	 • 



5.6. CONCLUSION 

Avec toutes ces pérégrinations entre les résultats de nature proposition-
nelle et les résultats de premier ordre, nous voyons bien que certains passages 
sont des autoroutes inévitables. Le développement de nos connaissances sur le 
sujet se doit de passer par une solidification de ces chemins (ou techniques). Il 
nous reste encore plusieurs questions à éclaircir dans la théorie. L'étude de ces 
questions mènera sûrement à un niveau de compréhension supérieur ; ouvrant 
des possibilités d'abstraction. Ce contexte étant propice aux généralisations et 
à l'émergence de résultats nouveaux nous ne pouvons que nous en trouver 
ravis. 
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ÉPILOGUE 

Résumons les acquis obtenus dans l'ensemble de ce travail. Au niveau 
des propriétés universelles que les deux constructions possèdent, nous avons 
démontré trois paires de propriétés universelles comme le montre le tableau 
suivant : 

Cas propositionnel Cas ler ordre 
eD Ec 

->- D*#  

h 

L E Pg1 
h E Latb 
h G Pg 

h 
Y 
L 

C ---->' T(C) 

M 

F e 1TopP91 
M E p — mod(C, 

(M*, M*) G A —Ceog-n(F, 

iM* 
F 

F) 
TC) 

eD Ec 
---> D --)- D*# 

IN 

L e ICcIl 
h E Lak 
h G Cd 

Y
h 

L 

c 	T(C) 

M 

F E llopcd 1 
M e p — Mod(C, 

(M* , Mg) e A --Georn(F, 

11V1* 
F 

F) 
TC) 

ii)) 
Ic 

Il> D. 	OD 

\ 

L E 1Cd1 
ce E Id 

àe VA —Let 

L 
Y à-  

) (PC 

IV\IM*  

.F G ITOpcel l 
M E f — Mod(C, 

(M*, M,k ) E A —Geo[m(F,d)C) 

F 

F) 

Ensuite, il y a le morphisme de comparaison propositionnel entre les deux 
constructions et son équivalent au ler ordre : le foncteur de comparaison du 
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topos des filtres dans le topos des types. Ces deux éléments se comparent avan-
tageusement comme le démontre le diagramme suivant : 

Cas propositionnel Cas ler ordre 

Op 

O^  
Sd,c  (LcC) 

0(ScC) 
1 

t  
----». STc(EcC) 

t 	
I,, 

..4-----..„ 
Sc  ---)-)- 	(C)*# 

D*# sous-locale 
ouvert et dense 

de 0(D) 

TC sous-topos 
ouvert et dense 

de 4.(C) 
Nous y voyons que le morphisme de comparaison propositionnel apparaît 
comme l'action de .E>,` au niveau des sous-objets de LcC pour chaque C e C. 

De plus nous avons démontré des conditions d'équivalence pour les deux 
constructions autant dans le cas propositionnel que dans le cas du premier 
ordre. Le tableau suivant compare ces deux résultats : 

Cas propositionnel Cas ler ordre 
Les conditions suivantes sont Les conditions suivantes sont 
équivalentes : équivalentes : 

1. 	'>_D*# çb(D) 1. cl ,  (C)--D-2—>T(C) 
2. Tout filtre sur D peut 

s'écrire comme une inter- 
2. Pout chaque C 	E 	ICI, 

tout filtre sur Sc  (C) peut 
section finie de filtres pre- s'écrire comme une inter- 
miers. section finie de filtres pre-

miers. 
3. 0(D) e Pgi 3. 4.(C) e llopPg1 
4. çb(D) G 1Cd 1 4. (1,(C) G ITOpCd 1 

Encore une fois, la comparaison est frappante. 

Nous avons également montré que les foncteurs 0 et (•)*# réfléchissent 
les isomorphismes et, au niveau du premier ordre, que les foncteurs (I) et T 



219 

réfléchissent les isomorphismes lorsque le domaine du foncteur de départ est 
un prétopos. 

Avec toutes ces considérations que nous avons étalées au long des cha-
pitres de cette thèse, il nous semble maintenant clair que la généralisation du 
double dual est bien le topos des types ; comme nous l'avions toujours sup-
posé dans nos investigations. En écrivant ces lignes, la preuve de nos intui-
tions m'est venue à l'idée. Rappelons-nous la définition originale du topos des 
types : 

T(C) Sh(TC, Tm,) 
où Tm, est engendrée par les singletons couvrants. 

La théorie des faisceaux sur un site donné par une base, a une réduction 
canonique dans le contexte propositionnel. En effet, comme Johnstone l'expose 
dans [13], la notion habituelle de base pour une topologie de Grothendieck sur 
une catégorie C E ILexj se réduit à la notion de système de recouvrement sur 
un A-semi-treillis S. Dans notre cas, la réduction de TC est clairement D*.  Mais 
D* n'est qu'un ensemble partiellement ordonné. Ainsi, il faut comme dans le 
cas de la logique du premier ordre étendre la notion de système de recouvre-
ments à des sites qui ne sont pas nécessairement des A-semi-treillis. Comme 
nous avons déjà fait le travail pour les topologies de Grothendieck il suffit de 
regarder la définition 4.2.2 et de la réduire sous l'hypothèse que la catégorie 
est un ensemble partiellement ordonné. 

Avec cet outil en tête, à quoi correspond la topologie Tm, dans le contexte 
propositionnel en termes de système de recouvrement généralisé C ? Claire-
ment, la base des singletons couvrants Tmo  qui engendre Tm, se réduit à la 
topologie discrète comme système de recouvrement pour D*.  Les C-idéaux 
pour un système de recouvrement sont la réduction de la notion de faisceaux 
sur un site. Les C-idéaux pour un système de recouvrement C sont une famille 
spécifique de sous-ensembles fermés inférieurement de D*.  Dans notre cas, 
puisque la topologie est la topologie discrète, nous voyons que les C-idéaux 
nous donnent tous les sous-ensembles fermés inférieurement de D*.  En ren-
versant l'ordre sur D*, on obtient bien que 

D*# 	C — I dl (D*°P) 

ce qui montre que le double dual est bien la réduction du topos des types 
lorsqu'on le regarde sous cet angle. 
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Je crois qu'avec une petite clarification comme celle-ci pour couronner le 
tout, nous pouvons nous quitter tranquillement sur ces idées en gardant tout 
de même en tête que nous avons laissés derrière des problèmes non-résolus. 

En effet, même au niveau propositionnel, le double dual reste avec un pro-
priété mystérieuse de préservation automatique de toutes les structures (ou 
presque) que nous pouvons imposer sur un treillis distributif. De plus, nous 
aimerions comparer le topos des types avec le topos classifiant de façon plus 
précise. Finalement, un autre candidat intéressant à étudier est le topos de 
Joyal/Reyes qu'on retrouve dans [15]. je sais que le topos des types est un 
sous-topos de ce dernier mais que peut-on dire de plus ? De plus, il est légitime 
de se demander si le topos des types satisfait la propriété fondamentale du 
topos de Joyal/Reyes démontrée dans [15]. De cette façon, nous pourrions af-
firmer que le topos des types peut jouer le rôle de toutes ces constructions 
pour démontrer les mêmes propriétés. Ainsi, le topos des types et le double 
dual seraient les constructions fondamentales de la logique catégorique sur les 
univers dont le topos de base est booléen. Nous laissons ces résultats pour de 
futures recherches. 
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