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SOMMAIRE

Le but de ce mémoire est la généralisation de résultats d’existence en théorie
des points critiques. Les fonctionnelles étudiées sont continiment différentiables
et satisfont soit la condition de Palais—Smale, soit la condition de Palais—Smale
étoile. Les preuves reposeront sur les lemmes de déformations et la notion d’en-
lacement.

Le premier chapitre est consacré aux préliminaires. Nous rappelons les défi-
nitions et les résultats de base en théorie des points critiques et nous faisons de
méme pour le degré de Brouwer et les espaces de Sobolev H}(£2).

Dans le second, nous rappelons la notion d’enlacement telle qu’introduite
par Frigon [11|. Nous donnons des exemples de situations d’enlacement et un
théoréme sur les enlacements qui fournit I'existence de points critiques pour les
fonctionnelles contintiment différentiables et satisfaisant la propriété de Palais—
Smale et des inégalités relatives aux enlacements. Ensuite nous présentons un
théoréme qui généralise le fait que 0 est un point critique de toute fonctionnelle f
diﬂ’éréntiable possédant un enlacement local en 0. Nous terminons ce chapitre par
une théoréme sur ’existence de deux points critiques d’une fonctionnelle f lorsque
—f est coercive et que f satisfait aux hypothéses du théoréme qui généralise la

notion d’enlacement local.
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Le chapitre trois est entiérement consacré & un théoréme portant sur l'exis-
tence de trois points critiques d’une fonctionnelle bornée inférieurement et sa-
tisfaisant aux hypothéses du théoréme généralisant la notion d’enlacement local
présentée au chapitre deux.

Dans le chapitre quatre, nous généralisons les théorémes présentés plus to6t
dans le mémoire. Nous introduisons la condition de Palais—Smale étoile et nous
nous en servons pour affaiblir certaines hypothéses du théoréme portant sur la
généralisation de la notion d’enlacement local. Nous faisons de méme avec le
théoréme portant sur l’existence de deux points critiques du chapitre deux et
pour le théoréme du chapitre trois.

Dans le chapitre cing, nous illustrons I’'utilité des théorémes prouvés dans
ce mémoire en donnant une application a un probléme aux limites elliptique.
Les solutions du problémes correspondent aux points critiques d’une certaine
fonctionnelle continiiment différentiable. Ainsi en appliquant la version généralisée

du théoréme portant sur l'existence de deux points critiques nous obtiendrons

I’existence de deux solutions pour le probléme aux limites.
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INTRODUCTION

La théorie des points critiques est 1’étude des points ou la dérivée d’une
fonctionnelle s’annulle. Plus précisément, on a un espace de Banach F, une fonc-
tionnelle f : E — R continiment différentiable et on cherche de 'information
sur les points u € F tels que f'(u) = 0. En général, il est impossible de trouver
explicitement les points critiques. En conséquence, on essaie plutot d’avoir des
résultats sur l'existence et sur la multiplicité des points critiques.

Ce mémoire porte sur la généralisation de théoremes d’existence de points cri-
tiques de fonctionnelles contintiment différentiables qui possédent un enlacement

local en 0. Nous en donnons donc la définition.

Définition 0.1. Soit £ = E; & E5 un espace de Banach et f : £ — R une
fonctionnelle continfiment différentiable. On dit que f a un enlacement local en

0 s’il existe r > 0 tel que

f(uw) >0siu€ Eet|ul| <r;

f(u) <0siue€ Eyet|ul| <

On peut alors montrer que 0 est un point critique de f. La notion d’enlace-
ment locale a été introduite en 1984 par Liu et Li [14] de facon 1égérement moins
générale puisque que 1’inégalité stricte

inf f(u) >0

uck,
[lull=r



était requise. La définition que nous avons donnée est celle utilisée par Li et
Willem [13].

Cette notion d’enlacement local peut étre affaiblie lorsque dim Fy; < oo et
que la fonctionnelle satisfait & la condition de Palais—Smale (cette condition sera
définie au chapitre 1). En effet, Marino, Micheletti et Pistoia [15] ont montré le

théoréme suivant.

Théoréme 0.2. Soit E = E; & Ey un espace de Banach tel que dim Fy < o0.
Soit f : E — R une fonctionnelle contindiment différentiable et satisfaisant a la

condition de Palais—Smale. Supposons qu’il existe v, R > 0 tels que

sup f(u) < inf f(u) < sup f(u) < inf f(u).
uEE) u€Ey uweE; uEE;
lull=R llull<r lull<k lfull=r

Alors f posséde au moins un point critique.

11 est clair que ce théoréme généralise le fait qu'une fonctionnelle ayant un
enlacement local en 0 posséde un point critique en 0. Dans ce mémoire, nous
avons prouvé une version de ce théoréme ot dim F, est possiblement égale & co
lorsque ’on remplace la condition de Palais—Smale par la condition plus forte de
Palais—Smale étoile.

En théorie des points critiques, la notion d’enlacement est trés importante. Il
en existe plusieurs définitions dans la littérature, par exemple [3, 14, 16, 18, 20].
M. Frigon a donné dans [11] une définition de 'enlacement permettant de d’unifier
et de généraliser plusieurs définitions retrouvées dans la littérature. Cela permet
entre autre de considérer ’enlacement local et sa généralisation comme un cas
particulier de la théorie sur les enlacements.

En 1991, reprenant des idées introduites par Chang , Li et Liu |6, 14|, Brézis

et Nirenberg [5] ont montré que lorsque dim E; < 0o, une fonctionnelle f bornée



inférieurement satisfaisant a la condition de Palais—Smale et ayant un enlacement
local en 0 posséde au moins trois points critiques. En 1995, Li et Willem [13] ont
prouvé ce théoréme avec dim Es = oo en remplagant la condition de Palais—Smale
par la condition plus forte de Palais—Smale étoile et en supposant que f envoie les
bornés dans les bornés. Ils I’ont nommé théoréme des trois points critiques. Ils ont
aussi prouvé un théoréme d’existence de deux points critiques d’une fonctionnelle
f possédant un enlacement local en 0 et telle que — f satisfait & une condition de
coercivité. Ils 'ont nommé théoréme des deux points critiques.

Dans ce mémoire nous allons généraliser ces théorémes en remplacant ’hypo-
thése d’enlacement local par sa généralisation. Plus précisément par une condition
plus générale que celle apparaissant dans le théoréme 0.2 .

La théorie des points critiques est motivée par la résolution de problémes
aux limites pour des équations aux dérivées partielles. Parfois il y a correspon-
dance entre les solutions d’un probléme aux limites et les points critiques d’une
fonctionnelle. Dans [13], Li et Willem appliquent le théoréme des deux points

critiques au probléme aux limites suivant:

—Au(z) + a(z)u(z) = g(z,u) dans Q

W u(z) =0 sur OS2

ot 2 un ouvert borné de RN dont la frontiére 9 est lisse; on supposait aussi que
a € L®(f),g € C(Q x R,R) ainsi que plusieurs autres conditions sur g de fagon

a ce que la fonctionnelle f : Hy(Q) — R définie par

f(u) = /s-z (l—VQLP + au® + /Oug(m,t)dt> dx

soit continiment différentiable et satisfasse les hypothéses du théoréme des deux
points critiques (et donc posséde un enlacement local en 0) . Il y alors correspon-

dance entre les solutions du probléme (P) et les points critiques de la fonctionnelle



f. Ainsi, grace au théoréme des deux points critiques on sait que le probléme (P)
posséde au moins deux solutions.

La version généralisée du théoréme des deux points critiques présentée dans
ce mémoire permet de modifier légérement le probléme (P) en ajoutant une petite
perturbation dans le membre de droite. Dans le but de d’éviter les complications
techniques, nous supposerons que g(z,u) = u|ul*~! + h(z) avec 1 < s < (N +
2)(N —2) (avec N > 3), ou h(z) sera la perturbation. Ainsi nous simplifierons les
preuves tout en gardant les éléments essentiels. Le probléme que nous étudierons
sera donc de la forme

—Au+ a(z)u = ulul"t + h(z) dans Q

(P)
u=20 sur o)

ot h € L*(Q) et ||hl|Lxq) pourra étre choisi suffisamment petit. On supposera
aussi que 0 n’est pas une valeur propre de u — (—Au + au). En général, en
ajoutant cette petite perturbation, 0 n’est pas solution du probléme, ce qui nous
permet de voir aisément que la fonctionnelle associée ne posséde plus I’enlacement
local en 0. On montrera par contre que si la perturbation est suffisamment petite,
alors f satisfait aux hypothéses de la version généralisée du théoréme des deux

points critiques .



Chapitre 1

PRELIMINAIRES

Nous rappelons quelques définitions et résultats de base qui seront utilisés

dans ce mémoire. Dorénavant, E désignera un espace de Banach.

1.1. POINTS CRITIQUES

Nous commencons par quelques définitions relatives aux points critiques. Le

lecteur intéressé & plus de détails pourra consulter [18].

Définition 1.1 (Dérivée). Soit f : E — R . On dit que f est différentiable (au
sens de Fréchet) au point z € F §'il existe | € E' = L(E,R) (’ensemble des

fonctionnelles linéaires continues sur E) telle que

i L W) = fl2)= <4 (y — 2) >

==
y—>a ly — =l

On dit que [ est la dérivée de f au point z. Puisque [ dépend de z, on pose
=%

Définition 1.2. Soit f : E — R une fonctionnelle différentiable en tout point
z € E. On dit f est contindment différentiable (ou de classe C') si la fonction
de E dans E’ qui & x € E associe f'(z) est continue. (On écrira parfois que

f € CY(E,R)).



Définition 1.3 (Point critique). Soit f : £ — R. On dit que z € F est un
point critique de f si f est différentiable au point z et f'(z) = 0.

Définition 1.4 (Valeur critique). Soient f : E — Ret ¢ € R, on dit que c est
une valeur critique de f §'il existe v € E, un point critique de f, tel que f(u) = c.

On note
K:={u€ekFE:f'(u) =0}, K.: ={ue E: fl(u)=0et f(u) =c}.

Définition 1.5. Soit f : E — R une fonctionnelle de classe C*. On dit que f
satisfait & la condition de Palais-Smale (notée (PS) ) si pour toute suite {z,} de
E telle que {f(z,)} est bornée et lim,_, f'(z,) =0, on a que {z,} posséde une

sous-suite convergente.

Définition 1.6. Soient ¢ € R et f € CYE,R). On dit que f satisfait 4 la
condition de Palais-Smale au niveau ¢ ( notée (PS). ), si toute suite {z,} telle

que f(zn) > cet lim, o f'(zn) = 0 posséde une sous-suite convergente.

Remarque 1.7. On remarque que la condition (PS) implique la condition (P.S).
pout tout ¢ € R et réciproquement si f satisfait & (P.S). pour tout ¢ € R alors f
satisfait a (PS).

1.2. LEMMES DE DEFORMATION

1l y a deux méthodes de recherche de points critiques. Une méthode consiste
en la théorie de Morse. Nous n’utiliserons pas cette méthode dans ce mémoire.
L’autre méthode est celle du minimax. C’est donc cette méthode que nous uti-
liserons. Les lemmes de déformation sont un outil principal pour cette méthode.
Nous en énoncons deux que nous utiliserons le long de ce mémoire. Le lecteur

intéressé aux preuves pourra consulter [7, 9, 17, 18|.



Théoréme 1.8 (Lemme de déformation). Soient c € R et f : E — R une
Jonctionnelle de classe C vérifiant (PS).. Alors pour tout voisinageU de K., € >
0, A> 0, il existee > 0 etnp: Ex[0,1] > E continue tels que pour tout u € E
et pour tout t € [0,1], on a que

(a) lIn(u,t) = ull <Xt

(0) f(n(u,t)) < f(u);

(c) n(u,t) = u si f(u) ¢lc =€ c+7;

(d) f(n(u,1)) <c—esiflu)€lc—ec+el etudld.

Voici un deuxiéme lemme de déformation appelé théoréme de I'intervalle non

critique.

Théoréme 1.9 (Intervalle non critique). Soient a € R et b € RU {oo} tels
que a < b. Soit f € C1(E,R) vérifiant (PS), pour tout c € [a,b[. Supposons que
[a,b] ne contienne aucune valeur critique (i.e K, = 0 Vc € [a,b]). Alors il existe
n:E x[0,1] = E continue telle que pour tout u € E et t € [0,1] on a

(a) n(u,0) = u

(b) f(n(u,t)) < f(u);

(c) n(u,t) = u si f(u) < a;

(@) f(n(u,1)) < asif(u) <o

1.3. EXISTENCE D’UN MINIMUM ET COERCIVITE

Voici deux résultats de base en théorie des points critiques. Ils concernent
I'existence d’un minimum et la coercivité d’'une fonctionnelle bornée inférieure-

ment.



Théoréme 1.10. Soit f € C'(E,R) une fonctionnelle bornée inférieurement
satisfaisant & (PS)y ot d = inf f(E), alors f atteint son minimum en un point

critique.

DEMONSTRATION. Supposons que d ne soit pas une valeur critique, c’est-a-dire
que K = . On a donc que () est un voisinage de K et on peut appliquer le
lemme de déformation (théoréme (1.8)) avec € = 1, A = 1 et U = . Il s’ensuit
I'existence d’un € €]0, [ et d’une déformation continue 1 : E x [0, 1] — E tels que
f(n(u,1)) < d— € lorsque f(u) € [d —¢€,d+ €]. Ce qui est une contradiction avec
la définition de d. (]

Rappelons la définition d’une fonctionnelle coercive

Définition 1.11. Soit f : £ — R une fonctionnelle. On dit que f est coercive si

i Fu=

Théoréme 1.12. Soit f € CY(E,R) une fonctionnelle bornée inférieurement

satisfaisant o (PS), alors f est coercive.

DEMONSTRATION. Pour s € R, notons f*: = {u € E: f(u) < s}. Supposons
que f soit ne soit pas coercive, alors ¢ : = sup{t € R : f* est borné} est finie.
L’ensemble K, est borné (sinon f ne satisferait pas & (PS).), on peut donc choisir
R >0 tel

K. C B(0,R).

En appliquant le théoréme 1.8, on sait qu’il existe € et n : £ x [0,1] — R continue
tels que pour tout

u € (E\ B(0,R)) N fete
on a ||n(u,t) —u|| <t et n(u,l) € fo¢. Comme f¢ n’est pas borné, pour chaque

M > Ril existe up € f€ tel que |jup|| > M +1 et comme ||7(uar, 1) —unl < 1,



on a que ||n(uag, 1)|| > M. Comme n(ups, 1) € ¢, on en déduit que f°¢ n’est
pas borné. C’est une contradiction avec la définition de f€.
O

1.4. DEGRE DE BROUWER

Lors de la démonstration de certains résultats en théorie des points critiques,
nous aurons besoin du degré de Brouwer. Nous en rappelons la définition et les

propriétés de base. Pour un traitement plus complet voir [10] et [22].

Définition 1.13 (Degré de Brouwer). Soient O C RY un ouvert borné et
b € RY. Alors un degré (qui dépend de O et b) est une fonction deg(-, O,b), &
valeurs entiéres nonnégatives, définie pour tout ¢ € C(O,R), telle que b ¢ ¢(80)
et qui satisfait aux propriétes suivantes:

1 sibe O,
(1) deg(id, O,b) =

0 sib¢ O;
(2) deg(¢, O, b) # 0 implique qu’il exite z € O tel que ¢(z) = b;
(3) deg(¢, 0,b) =05sib ¢ ¢(O).
(4) (additivité-excision): si 01,02 C O sont des ouverts tels que O; N Oy = ()
et b ¢(O\ (O UOy)), alors deg(d, O, b) = deg(¢, O, b) + deg(p, Oy, b);
(5) (continuité en ¢): d(v, O,b) = d(¢,O,b) pour 3 proche ¢ (ici proche est

dans le sens de voisinage défini par la norme sup sur C(O,R)).

Evidemment on peut se demander si une telle fonction existe et dans ce cas

si elle est unique. La réponse est fournie dans le théoréme suivant:

Théoréme 1.14. Soit © C RY un ouvert borné et b € RN. Alors il existe un

unique degré deg(-, O,b).
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Ce degré est appelé degré topologique de Brouwer. Les conséquences qui nous

serons les plus importantes sont les résultats suivants:

Proposition 1.15. Si H € C([0,1] x O,R?) et b ¢ H([0,1] x 30), alors
deg(H(t,-), O, b) = constante pour t € [0, 1].

Corollaire 1.16. Si ¢,v € C(O,R"Y),¢ = 1 sur 00, etb € RV \ ¢(00), alors
deg(9, O, b) = deg(¥, O, b).

Le théoréme suivant est un cas particulier du théoréme 14.C dans [22].

Théoréme 1.17. Soit H € C([0,1] x O, R™). Supposons que

(a) b ¢ H([0,1] x 80);

(b) deg(H(0), O,b) # 0.
Alors il existe un continuum C C [0,1] x O tel que pour tout (z,t) € C, H(z,t) = b
et pour tout t € [0,1], il existe z € O tel que (z,t) € C.

Remarque 1.18. Souvent nous étudierons le degré autour du point 0. Pour sim-
plifier la notation nous noterons deg(¢, ©) au lieu de deg(¢, O, 0). Parfois, méme

si F' n’est pas un ouvert, nous noterons deg(¢, F,b) au lieu de deg(¢, F, b).

1.5. ESPACES DE SOBOLEV

Nous rappelons quelques éléments de la théorie des espaces de Sobolev; pour

plus de détails, le lecteur pourra consulter [2, 4].

Définition 1.19. Soit @ C RY un ouvert. L’espace de Sobolev H!(f2) est défini
comme étant I’ensemble des fonctions u € L?(f2) telles qu’il existe g1,... ,gn €

L*(2) satisfaisant a

/ua¢ =—/gi¢ Vo e CX() Vi=1,2,...,N.
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Pour v € H'(2) on note

ou
8351- B

ou Ou Ou )

i t V= s 3y
& ™ * (8.’171 8232 aJTN

L’espace H'(2) est muni du produit scalaire
(u,v)s = / uv + Vu - Vodz
0

et de la norme associée

1/2
|ull = (/ u?® + IVU]de) :
Q

Théoréme 1.20. L’espace H'(2) est un espace de Hilbert.

En vue de la définition suivante, observons que C}(Q2) I’espace des fonctions
continfiment différentiables & support compact est un sous-espace de H'((2).
Définition 1.21. L’espace de Sobolev Hj(f2) désigne la fermeture de C}(Q2) dans
H(Q).

Corollaire 1.22. L’espace H}(S) est un espace de Hilbert.

Théoréme 1.23 (Inégalité de Poincaré). Soit Q un ouvert borné. Alors il

existe une constante C' (qui ne dépend que de Q) telle que
lullz20) < C||Vullr2@) pour tout u € Hy ().

Une conséquence importante de ce théoréme est que sur Hj(Q), les normes
IVull 20 et [|u||« sont équivalentes. Nous utiliserons donc [|u| gy : = I|Vullr2(n)

comme norme et
(u, V) )+ = / Vu - Vudz
0

comme produit scalaire.

Nous rappelons la définition d’une transformation linéaire compacte.
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Définition 1.24. Soit E et F' deux espaces de Banach et T' : F — F' est une
transformation linéaire. On dit que 7" est compacte si 'image de tout borné de F

est relativement compacte dans F'.

Théoréme 1.25 (Rellich). Soit @ C RY un ouvert borné. Sil < g < 2% alors

Hi(Q2) C LY(RY). De plus, Uinclusion est compacte et continue.

Le résultat suivant sur les espaces LP(£2) est une conséquence directe de l'in-

égalité de Holder.

Théoréme 1.26. Soit & C RY wun ouvert borné. Si 1 < p < q < oo alors
L1(Q) C LP(Q2), et pour tout f € LI(Q) on a

”f”LP(Q) < K”f”Lq(Q)-

ot K est une constante indépendante de f.



Chapitre 2

ENLACEMENT

Il existe plusieurs définitions d’enlacement en théorie des points critiques
[3, 8, 18]. Elles sont importantes car elles conduisent 4 de nombreux résultats
d’existence lorsque nous utilisons la méthode du minimax. La méthode du mini-
max consiste a trouver des valeurs critiques de la forme

= inf
=X

ot S est une certaine classe d’ensembles. La théorie sur les enlacements sert & la
recherche de classes S appropriées.

Récemment, M. Frigon [11] a introduit une définition qui englobe tous les cas
d’enlacement rencontrés dans ce mémoire. C’est donc cette définition que nous

utiliserons dans la suite.

2.1. DEFINITION ET SITUATIONS D’ENLACEMENT

Soit A C E, on définit
N(A): ={neC(Ex[0,1),E) :n(z,t) =2z V(z,t) € Ex{0}UuAdx]01]}.

Autrement dit, A'(A) est I'ensemble des déformations de E qui laissent A fixe.
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Définition 2.1 (Enlacement). Soient A C B C Eet P C Q C E tels que
BNQ+#0, AnQ=0, BNP=0.0n dit que (B,A) enlace (Q,P) si pour
tout 7 € N'(A) au moins un des deux énoncés suivants est vérifié:

(1) n(B,1)NQ # 0;

(2) n(B,]0,1) N P #0.

Il est & noter que dans les autres définitions d’enlacement rencontrées dans
la littérature, P = 0 et A # 0.

Nous donnons maintenant quelques cas particuliers d’enlacement.

Proposition 2.2. Soiente € E\ {0}, 0<r < |le et s0it S, ={z € E: ||z|| =
r}. Alors on a que ([0, €], {0, e}) enlace (S;,0).

DEMONSTRATION. Soit 7 € N ({0,e}). Comme ||n(-,1)|| est continue et que [0, €]
est connexe, il est clair que {[7([0,€],1)|| est connexe. Comme ||7(0,1)|| = O et
In(e, |l = lle]| > r, il existe z € [0, €] tel que ||n(z, 1)|| = r, c’est-a-dire n([0,e])N

S, # 0. Et donc la premiére proprié;té de la définition d’enlacement est satisfaite.

ot

N LS,

Dans la cas oit E est de la forme E = E; @ E,, nous notons:

By,: ={z€E :|z|| <7}, S1y: ={z€ B :|z|=r}

By,: ={z € E;: ||z <7}, Sop: ={z€BEy: x| =7}
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Proposition 2.3. Soit E = E; & E;, tel que dim By < 00 et R > 0, alors on a
que (Bo g, Sa.r) enlace (Ey,D).

DEMONSTRATION. Soit 7 € N(Sz ). Nous allons montrer que 7 satisfait a la
propriété (1) dans la définition d’enlacement. C’est-a-dire que n(Ba,r,1)NE; # 0.
Soit n = n, + 12 avec M1 (E) C E; et mp(E) C Ey. Comme dim F; < 0o, on peut
appliquer le degré de Brouwer sur By . Comme 7(z,t) # 0 pour tout = € Sa.r

(la frontiére de By g) et pour tout ¢ € [0, 1], la proposition (1.15) implique que

deg(n2(" 1): BQ,R) = deg(nQ('s O): BZ,R)'

Etant donné que my(-,0) = id et que 0 € Byr , on a deg(m2(-,0), Bo,r) = 1, par
définition (1.13). On en déduit qu'il existe zo € By r tel que 7 (z9,1) = 0 et donc

que n(zo, 1) € E1. Fa O

E,

Proposition 2.4. Soit E = E, @ E; tel que dim E; < oo et soient T, R > 0 alors

on a que (Ba.r, S2,r) enlace (B, S1r)-

DEMONSTRATION. Soit 7 € N(Sp g). Clairement 0 ¢ 1([0, 1] x Sa.z) et

deg(H(-,1), By,r) = deg(id, Ba,r) # 0. Par le théoréme 1.17, on peut alors choisir
un continuum C C By g x [0, 1] tel que pour tout (z,t) € C,n(z,t) € E1 et pour
tout ¢ € [0,1] il existe z € By g tel que (z,t) € C. Comme n(-) est continue,
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n(C) est connexe. Si n(C) C B, alors il est clair que la propriété (1) dans la
définition d’enlacement est verifiée. Si au contraire il existe (z,t) € C tel que
|n(z,t)|| > r, comme ||n(y,0)|| < r pour (y,0) € C alors par la connexité de n(C),
il existe (z',t') € C tel que ||n(z’,t')|| = et donc la propriété (2) de la définition

d’enlacement est vérifiée. E& d

Fy

Tag
T'

R

SII’L ‘! S),T‘t
ev.;"— s N b ’.-ﬁ b
T E’
R

2.2. THEOREME FONDAMENTAL

Les enlacements sont étudiés dans le but de prouver l'existence de points
critiques d’une fonctionnelle. Dans cette section, nous énoncons le théoréme fon-

damental sur les enlacements qui nous fournit ’existence de points critiques.
Définition 2.5. Soient A C F et f: E — R. On définit
Ni(4): ={neN(A4): f(n(z,1) < f(z) V(z,t) € Ex[0,1]}.

Pour la démonstration du prochain théoréme, voir [11]. Par convention inf f(0) =

oo et sup f (@) = —oo.

Théoréme 2.6 (théoréme fondamental). Soit f € C*(E,R). Supposons que
(B, A) enlace (Q, P), que

sup f(A) < inf f(Q) < sup f(B) < inf f(P)
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et que la premiére inégalité est stricte si dist(A, Q) = 0. Soit

c= inf su el ]k 2.1
Lt sup f(u(a,1) )

Sic € R et si f vérifie (PS). , alors ¢ est une valeur critique. De plus, si

¢ = inf f(Q) alors dist(K,,Q) =0 .

Remarque 2.7. Dans le théoréme précédent on a que inf f(Q) < ¢ < sup f(B).

Le corollaire suivant du théoréme fondamental nous sera utile.

Théoréme 2.8. Soit f € CY(E,R). Supposons que (B, A) enlace (Q, P), que
sup f(4) < inf £(Q) = a < sup f(B) = b < inf f(P).

Sia,b e R et f satisfait a (PS), pour tout ¢ € [a,b], alors K. # 0 pour un certain
¢ € [a,b]. De plus, soit ¢ < inf(P), soit dist(K,, B) = 0.

Dans le cas ot P = (), on peut remplacer N;(A) par N(A) dans I’équa-

tion (2.1). Ceci correspond a ce que 1'on retrouve dans la littérature [8, 12] .

Théoréme 2.9. Soit f € C'(E,R). Supposons que (B, A) enlace (Q,0)et que

sup f(A) <inf f(Q)

avec inégalité stricte si dist(A, Q) = 0. Soit

¢= inf su z,1)).
ok megf(n( )

Si ¢ € R et f vérifie (PS)s, alors é est une valeur critique.

Remarque 2.10. La valeur critique ¢ peut étre différente de c.
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Comme conséquences directes du théoréme précédent, nous obtenons les deux

résultats classiques suivants.
Corollaire 2.11 (Théoréme du col de la montagne). [1] Soit f € C*(E,R).
Supposons qu’il existe e € E\ {0} et 0 < r < ||e|| tels que
max{f(0), f(e)} < inf f(S,).
Soit
é= inf su z,1).
neN ({0,e}) mE[OI,)e] f(n( )
Si f vérifie (PS); alors é est une valeur critique.
Corollaire 2.12 (Théoréme du point de selle). [19] Soit E = E; @ E, avec
0 # dim E; < oo et soit f € CY(E,R). Supposons qu’il existe R > 0 tel que
sup f(So,r) < inf f(E)).
Soit
é= inf su %.1
NEN(S2,R) zEBER f(77( ))

Si f vérifie (P.S)z alors & est une valeur critique.

2.3. GENERALISATION DE LA NOTION D’ENLACEMENT LOCAL

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la généralisation de la notion d’en-

lacement local lorsque dim Fy < oo. Rappelons—en d’abord la définition.

Définition 2.13. Soit E = E; & E; et f € C'Y(E,R). Supposons qu'il existe
r > 0 tel que

f(u)>0sur B, et f(u)<O0sur By,. (2.2)

On dit alors que f a un enlacement local en 0.
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On peut montrer facilement la proposition suivante.

Proposition 2.14. Si f posséde un enlacement local en 0 alors 0 est un point

critique de f.
Cette proposition se généralise par le théoréme suivant.

Théoréme 2.15. Soit E = E; ® E; avec 0 < dim By < o et soit f € CH(E,R).

Supposons qu’il existe r, R > 0 tels que

sup f(Sy,r) < inf f(By,) < sup f(Byr) < inf f(S1,).

Si f vérifie (PS). pour tout ¢ € [inf f(By,),sup f(Bzr)], alors il existe une va-
leur critigue ¢ € [inf f(B1,),sup f(Bzr)]. De plus, soit ¢ < inf f(S;,), soit
d’I;St(Kc, BQ’R) =0.

DEMONSTRATION. On sait d’aprés la proposition 2.4 que (Ba g, Sa r) enlace
(B1,r, S1,). Le résultat s’obtient alors directement en appliquant le théoréme (2.8).

O

Il est clair qu’une fonctionnelle qui satisfait & la condition (PS) et qui pos-
séde un enlacement local en 0 satisfait aux hypothéses du théoréme 2.15. Un
théoréme un peu moins général que le théoréme 2.15 a déja été obtenu par Ma-
rino, Micheletti et Pistoia [15], mais ’approche était différente. En effet, la situa-
tion d’enlacement n’était pas relevée car la définition 2.1 n’était pas introduite &
I’époque. Dans la suite, par simplicité, nous utiliserons la version suivante comme
généralisation de l’enlacement local. Celle-ci découle directement du théoréme

fondamental 2.6.
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Théoréme 2.16. Soit E = E; @ E; tel que 0 < dim(Ey) < oo et soit f €
CY(E,R). Supposons qu’il existe r, R > 0 tels que

sup f(Sz,r) < inf f(Bi1,) < sup f(Ba,r) < inf f(S1,)-

Soit

c= inf su z,1})-
nENf(S2,R) mEBER f(n(z, 1))

Si f vérifie (PS). alors c est une valeur critique. De plus si ¢ = inf(By,) alors

dist(Kc, Bl,r) =0.

2.4. THEOREME DES DEUX POINTS CRITIQUES

Dans cette section, en plus de supposer que f satisfait aux conditions du
théoréme 2.16 qui généralise la notion d’enlacement local, nous supposerons que
f envoie les bornés dans les bornés et que — f est coercive. Ainsi nous obtiendrons
I’existence d'un deuxiéme point critique. Le théoréme énoncé ici est une version
simplifiée du théoréme des deux points critiques généralisé (théoréme 4.6) présenté

au chapitre 4. Ainsi, la compréhension de ce dernier en sera facilitée.

Théoréme 2.17 (Théoréme des deux points critiques). Soit F = E; ® E»
un espace de Banach tel que 0 < dim(E,) < oo et soit f € CY(E,R) tel que
(a) il eziste r, R > 0 tel que

sup f(Sz,r) < inf f(By,r) < sup f(By,r) <inf f(S1,);

(b) f envoie les bornés dans les bornés;
(c) f vérifie (PS);
(d) limjpy—o0 f(u) = —00.

Alors f admet au moins deuz points critiques.
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DEMONSTRATION. Par le théoréme 2.16, on sait que f posséde une valeur critique
¢ € [inf f(Bi,),sup f(Bzg)]. En utilisant hypothése (d), on sait qu'il existe
K > 0 tel que |ju|| > K implique que f(u) < 0 et grace & 'hypothése (b) on
sait que f(B(0, K)) est bornée. On en déduit que f est bornée supérieurement.
En appliquant le théoréme 1.10 sur ’existence d’'un minimum & —f on voit que
inf(—f(F)) est une valeur critique de —f et donc sup f(F) est une valeur critique
de f. Evidemment c # sup f(E), donc f posséde au moins deux points critiques.

d



Chapitre 3

THEOREME DES TROIS POINTS CRITIQUES

Dans [5], Brezis et Nirenberg ont obtenu l'existence de trois points critiques
d’une fonctionnelle bornée inférieurement ayant un enlacement local en 0 et sa-
tisfaisant & la condition de Palais—Smale. Dans ce chapitre, nous énoncons et
démontrons une version plus forte de ce théoréme. Au lieu d’exiger que f posséde
un enlacement local, nous supposons les hypothéses moins fortes du théoréme 2.16

qui généralise la notion d’enlacement local.

Théoréme 3.1. Soit E = E1®E; un espace de Banach tel que 0 < dim(E3) < co
et soit f € CY(E,R) tel que
(a) il existe r, R > 0 tels que

sup f(S2,r) < inf f(Bi1,) < sup f(Bar) < inf f(S1,);

(b) f est bornée inférieurement;

(c) f vérifie (PS).

Alors f admet au moins trois points critiques.

DEMONSTRATION. Soit d = inf f(F). Si d = sup f(Ss,r) alors tout point de Sy g
est un point ot f atteint son minimum. On a donc au moins deux points critiques.

En vertu du théoréme 2.16,

cy: = inf su %, 1
' nEN(S2,r) -’EEBER f(n(z, 1))
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est une valeur critique. Si ¢; > d on a évidemment un troisiéme point critique,
et si ¢y = d alors ¢; = inf f(B;,) et d’aprés une conclusion du théoréme 2.16,
dist(K,,, B1,) = 0 et donc on a encore un troisiéme point critique.

Supposons maintenant que d < sup f(Sa,). Comme f satisfait a (PS), f
atteint son minimum en un point critique que I’'on note uy. D’autre part, en vertu

du théoréme 2.16

c: = inf su z,1
' nEN7(S2,R) meBER f(n( ))

est une valeur critique. Soit u; un élément de K . Il est évident que uy # us,

puisque d < ¢;. Supposons que f ait seulement deux points critiques, c’est-a-dire

que

K= {Uo, ’Uq}.

On a alors que u; & Sz . En effet, si on avait que u; € Sy g alors on aurait
que ¢; = inf f(B;,) et dans ce cas, par une conclusion du théoréme 2.16 sur
I'enlacement local, on aurait que dist(K,,, B;,) = 0. On aurait donc un troisiéme
point critique, ce qui est une contradiction. Donc dist(u;, So g) > 0.

Notons ¢ = sup f(Sz g). Soit s > 0 tel que s < min{||ug — w1, d(u1, So.r)}/2
et tel que

c+d

Vv € B(ug, 3), flv) < 5

(3.1)

En vertu du lemme de déformation (théoréme 1.8), il existe ¢; € |0, (c—d)/2|

et m : E x [0,1] — FE continue tels que

tR
() = wl] < 5, 52

f(m(u, 1)) < f(u) (3.3)
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et
fm(u,1)) <ec—e Yu¢g B(K,,s) tel que f(u) <c+ €. (3.4)
En particulier,
f(m(u,1)) < ¢ — € pour tout u € Sy 5. (3.5)

De nouveau, le lemme de déformation implique qu’il existe e¢; €]0,¢;[ et
ne : E x [0,1] = FE continue tels que f(ne(u, 1)) < f(u) et f(ne(u,1)) < d—e
pour tout u tel que f(u) < d+ez et u & B(ug, s). Puisque d = inf f(E), on déduit

que
f Y (—o00,d+ €3) C Bluy, s). (3.6)

Le théoréme de l'intervalle non critique (théoréme 1.9) implique qu'’il existe

7+ E % [0,1] — E continue telle que
(0, 0) = w, £(ms(u,9)) < F(u) 37)
et
HRENSi e S G (38)

En combinant les équations de (3.1) & (3.8) , on déduit que pour tout u € Sy p

Im (u, )| > R/2,
Fm(m(u,1),1)) < c— e,
ms(m(u, 1), 1) € Blug, s) € £ [d, ‘”c} .
Notons

B=[0,1]xByg A=08B={0,1} x BypU[0,1] X Sz&.

Définissons ¢ : A — E par
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[ u, sit=0,
7 (u, 28), si0<t<1/2, [[ul| =R,
8t u) = { ns(m(u,1),2t — 1)), si1/2<t<1,|[ul =R,
(1 — sy + by (g (R, 1), 1), st =1, flul] > 0,
Uo, gt =1.u4=0.

\

On vérifie facilement que ¢ est une fonction continue sur A et que pour tout

(t,u) € Aavec t #0, f(d(t,u)) < sup f(Sa,r) et que
¢(t7 'LL) ¢ Bl,’l"

Soit ® : B — E une extension continue de ¢ et soit A = ®(A). Montrons que
(®(B), A) enlace (Sy,,0). Soit 7 € N7(A). Nous voulons montrer que n(®(B), 1)N
S1r # 0. Afin de simplifier la notation, définissons ¢ : E — E par ¥(u) = n(u, 1),
le probléme se raméne 4 montrer que ¢(<I>(B)) NSy, # 0. Posons ¢ = 1y + 1
avec ¥1(E) C By, o(F) C Es.

Définissons H : B x [0,1] = R x E, par

H( 0,2 = (et )l + @ - DA+ 2r) -, o).

Remarquons que H((t,u),1) = (0,0) est équivalent & ¢(¢(¢,u)) € Si,. En appli-
quant le degré de Brouwer sur B C [0,1] x E; (qui est de dimension finie), nous
allons montrer qu’il existe (t,u) € B tel que H((t,u),1) = (0,0).

Montrons que
H((t,u), ) # (0,0) pour tout (t,u) € A,X e [0,1].
On a que

H((0,4),%) = (0,0) ¢ (| + (1 - AT 7.0 = (0,0),
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ce qui est impossible. Aussi, pour tout (¢,u) € A\{0}x Ba g, on a que ¥y (d(t, u)) =
0 implique ||(® (¢, w))|| > 7 car Y(P(¢, u)) = ®(t,u) ¢ By,. Donc A||Y(®(¢, u))||+
(1 = A)(Jlul|§ + 2tr) —r > 0 et donc que H((t,u), ) # (0,0). En conséquence,
par la proposition 1.15

deg(H(-,1), B) = deg(H(-,0), B).

Soit G((t,u), A) : = (|Jul|§ + 2tr — r, Ap2(d(¢, w)) + (1 — A)u). On voit que pour
tout (t,u) € A, A € [0,1], on a que G((u,),A) # (0,0). On a donc que que

~

dey(G(" 1): B) . deg(G(" O)’ B)

Et finalement, soit K : Bx[0,1] — Rx F, définie par K ((t,u), A) = AG((¢, ), 0)+
(1 — A)(&—1/2,u), on déduit que

deg(G(-,1), B) = deg(K(-,0),B) =1

car K(-,0) = id — (1/2,0). On a donc que deg(H(-,1), B) = 1, ce qui implique
Pexistence de (t,u) € B tel que H((t,u),1) = (0, 0). Nous avons donc montré que
(¢(B), A) enlace (S, 0).

Aussi sup f(A) < inf f(S;,) et les autres inégalités du théoréme fondamen-
tal des enlacements géneralisés (théoréme 2.6) sont satisfaites trivialement. On
obtient donc une valeur critique c, telle que ¢; > inf f(S;,) > ¢; > d, donc on a
un troisiéme point critique, ce qui est une contradiction avec la supposition que

f a seulement deux points critiques.

O



Chapitre 4

GENERALISATION DES THEOREMES DES
DEUX ET TROIS POINTS CRITIQUES

Dans ce chapitre nous généralisons les théorémes précédents relatifs a la no-
tion d’enlacement local. L’espace de Banach dans lequel nous travaillerons sera
de la forme £ = F; & E, ou E3 ne sera pas nécessairement de dimension finie.
Or lorsque dim(E;) = oo, il n’est plus vrai que (Ba g, So,r) enlace (B, S1,).
En conséquence, nous supposerons que F; et Fy sont des unions de suites crois-
santes de sous—espaces de dimensions finies (sur lesquels nous pourrons appliquer
la théorie vue précédemment) et nous utiliserons une condition plus forte que la
condition de Palais—Smale qui tiendra compte des propriétés de la fonctionnelle
f restreinte aux sous—espaces de dimensions finies. Nous présenterons ainsi une
généralisation du théoréme des deux points critiques et puis, du théoréme des

trois points critiques.

4.1. CONDITION PALAIS-SMALE ETOILE
Dans ce chapitre, E sera un espace de Banach de la forme
E = E1 & E2

tel que

B, =UZ, B}, j=1,2
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" 7| 00 n | oo 3 1 H 3
ot {ET}2, et {EF}2, sont des suites croissantes de sous-espaces de dimensions

finies. Plus précisément,
B{GE G- CE, E§CEC-Ch,

et
dim(E}) <co VneN,j=1,2.

On supposera que la norme sur E sera telle que
[[ur +ua|f® = [lua||* + [|uall’,  quand u; € By, j=1,2.

Pour tout multi-indice o = (@, az) € N2, on dénote par E* 'espace

EM* @ E3*.
Si r > 0, on dénote pour ¢z =1, 2,
Bi,={z € E;: ||z| £ r}, Sir={z € E;: |z]l =7},
By ={z e E": |zl <r}, Siz ={z € B : ||zl| = r}.

Pour tout f: E — R, f, désigne la restriction de f & E*.

On définit un ordre partiel sur N2 :
alf & o <pa< b

Définition 4.1. Une suite {a,}%2, C N? est admissible si, pour tout o € N2, il

existe m € N tel que pour tout n > m, «, > a.

Définition 4.2. Soit f € C'(E,R). On dit que f satisfait & la condition de
Palais-Smale étoile (notée (PS)*) si toute suite {uq, } telle que {a,} est admis-

sible,

/

Uq, € EO, sup f(Uq,) < 00 et Jolttes ) —+ 0,
neN

contient une sous-suite qui converge vers un point critique de f.
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Théoréme 4.3. Si f € CY(E,R) et f satisfait (PS)* alors [ satisfait (PS).

DEMONSTRATION. Soit {u, } une suite E telle que { f(un)} est bornée et f'(u,) —
0. Nous voulons montrer que {u,} posséde une sous-suite convergente. Par la
continuité de f et f’ et par la densité des sous-espaces de dimension finie, on

peut choisir {a,,} telle que {a,} est admissible, a,, € E* ,

o, = tnll < 3,1 (un) = Flan)] < 1t [ (a,) = Fun)] < 7.

On voit que {f(@a,)} est bornée et comme ,

0 < [|fan(@au)ll < I (aa, )l = 0

on a f, (@a,) — 0. Puisque f satisfait (PS)*, {aq,} posséde une sous-suite

convergente et en conséquence {u,} aussi. O

Nous présentons une version généralisée du théoréme 2.16. Comme dim(FEs)
n’est pas nécessairement finie, nous avons dd remplacer la condition (P.S) par
(PS)*.

Théoréme 4.4. Soit f € CY(E,R) et supposons que :
(a) il existe r, R > 0 tel que

sup f(Se,r) < inf f(B;,) < sup f(Bs,r) < inf f(S1,);
(b) f satisfait (PS)*.

Alors f posséde au moins une valeur critique cy € [inf f(By,),sup f(Bz,r)]-

DEMONSTRATION. On sépare la preuve en deux cas. Supposons dans le premier
cas que pour une suite admissible {«,} on a que f,, satisfait & (PS). pour tout

¢ € [inf f(By,),sup f(Bs,r)]. Alors pour tout n € N, par le théoréme 2.16 on
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a que f,, posséde une valeur critique dans [inf f(Bi,),sup f(Bs,r)]. Comme f
satisfait & (PS)*, on en déduit que f posséde une valeur critique.

Supposons au contraire, qu’il n’y ait pas de suite admissible telle que décrite
ci-dessus, alors il existe un entier ng tel que pour tout o > (ng, ng), il existe ¢, €
[inf f(B1,),sup f(B2,r)] tel que f, ne satisfait pas & (PS),,. Donc pour tout n >
no, fnn) De satisfait pas (PS),, pour un certain ¢, € [inf f(Bi,),sup f(By,r)]. I

y a donc une suite {a;}° de E™™ telle que

lim f(ax) = cy et lim f(, . (ax) =0
k—00 k—o00 ’

(autrement (PS),
E™m) tel que

serait trivialement vérifiée). On en déduit qu'il existe z,, €

n

1ty (@)l < 1/n et |f(zn) = ca| < 1/n.
Ainsi {f(zs)} est bornée et f(,,\(zn) — 0. Comme {(n,n)} est admissible et f
satisfait & (PS)*, la suite {z,} posséde une sous—suite qui converge vers le point
critique désiré.
(I
Remarque 4.5. Nous aurions pu introduire la condition de Palais—Smale étoile
au niveau ¢ (notée (PS)%) qui généralise (PS)*, mais par simplicité nous avons

omis de le faire.

4.2. THEOREME DES DEUX POINTS CRITIQUES GENERALISE

Nous donnons une généralisation du théoréme des deux points critiques
(théoréme 2.17). Dans cette version dim F» n’est pas nécessairement finie, de plus
la coercivité de — f est remplacée par une condition moins restrictive. Ce théoréme
généralise un résultat obtenu par Li et Willem [13] dans lequel I’hypothése (a)

était remplacée par celle d’enlacement local.
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Théoréme 4.6. Soit f € CY(E,R) et supposons que:
(a) il existe r, R > 0 tel que

sup f(Se,r) < inf f(Bi,) < sup f(Bs,r) < inf f(S1,);

(b) f satisfait & (PS)*;
(c) f envoie les bornés dans des bornés;
(d) pour tout m € N, on a que
lim f(u) = —o0.

[|es]| 00
uEETOE,

Alors f posséde au moins deux points critiques.

DEMONSTRATION. Pour alléger la preuve, nous supposerons que F; est de di-
mension infinie, le cas dim £ < oo étant plus simple.

En vertu du théoréme précédent, on sait que f posséde une valeur critique
co € [inf f(Bi,), sup f(Bsr)|. Supposons que f ait seulement une valeur critique,
c’est-a-dire

K=K,

On note que pour tout @ € N?, f, satisfait (PS). En effet si {u,}°°, une suite de
E* est telle que {f(uy)}52, est bornée, par ’hypothése (d) on peut en déduire
que {un}52; est bornée, et donc posséde une sous-suite convergente car E* est
de dimension finie.

Il existe m; € N tel que pour tout o > (my,m), fo ne posséde pas de
valeur critique dans (—oo,sup(f(Sz,z))]. En effet, sinon on aurait une suite ad-
missible {a,} telle que pour chaque n, f,, posséde une valeur critique dans

(—o0, sup(f(Sz,r))]. Comme f satisfait & (PS)*, on aurait une valeur critique
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¢1 € (—oo,sup(f(Sa,r))], ce qui contredirait I’hypothése que f posséde une seule
valeur critique.
Par (d), il existe D > max{r, R} tel que

D
w€ EMM @ By, ||lul| > —= = f(u) < sup f(Sa.r)-

V2
Soit p: = inf{f(u) : ||u|| < D} (que 'on sait fini grace a (c)). Prenons vy €
E7T\ E™ tel que |jvg]| = D et soit @ : = (my,n) avec n > my + 1 (n est
arbitraire et fixe). Par le théoréme de l'intervalle non critique (théoréme 1.9), il

existe une déformation 7, : E* x [0,1] — E° tel que pour tout u € E*, ¢ € [0, 1],

on a
Na(u,0) =u,
F(nalu,t)) < f(u),
f(Ma(u, 1)) <p—1 si f(u) <sup f(Sa,r).
Donc

Vu € Syp, f(Ma(u, 1)) S p—1.

Notons Q, : = B3 p x [0,1] et définissons ¢ : 0Q, — E(mitln) par

,
U, Sit:O,

Nalu, 2t), si0<t<1/2,u€ STy,
o 7020 /2, € S3a
(2 = 2t)9a(u,1) + (2t — L)y, sil/2<t<1,u€ SPp,

oy sit=1,u € Byp.

On montre facilement que ¢ est continue sur 8Q,. Soit ® : Q, — E(m+ln)

une extension continue de ¢. D’une fagon similaire au théoréme des trois points
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critiques (théoréme 3.1), on peut montrer que (®(Qa), #(0Qa)) enlace (ST,,0)
dans E} ® EY. Aussi sup f(¢(8Q.)) < inf f(S7,). Par le théoréme 2.16,

Bl = inf su z,1
nEN (8(0Qa)) zG@(ga) f(n( ))

est une valeur critique de fn ). On sait que inf(ST,) < ¢, < sup(®(Q,)). Aussi
inf f(S1,) < inf f(ST,), et sup(®(Qa)) < sup F(E{™*Y) @ E,). Les conditions (c)
et (d) impliquent que sup f(E™ T @ By) < co.

Ce que l'on a fait est vrai pour n’importe quel n > m; + 1. Donc pour chaque

n > my + 1, finn) posséde une valeur critique ¢, telle que
inf £(S1,,) < ¢n < sup f(E{™T @ By).

Comme f satisfait & (PS)*, f posséde une valeur critique

¢ € [inf f(S1y), sup F(ET™ ) @ By)).

Clairement ¢ # ¢, ce qui contredit 'hypothése que f ne posséde qu’une

valeur critique. En conséquence f posséde au moins deux points critiques. O

4.3. THEOREME DES TROIS POINTS CRITIQUES GENERALISE

Dans cette section nous généralisons le théoréme des trois points critiques
(théoréme 3.1). Ici nous avons la possibilité d’avoir dim F» = 00, en conséquence
nous devons supposer que f envoie les bornés dans les bornés, que la premieére
inégalité de I’hypothése (a) est stricte et nous devons remplacer la condition (PS)

par la condition plus forte de (PS)*.

Théoréme 4.7. Soit f € CY(E,R) telle que:
(a) il existe r, R > 0 tel que

sup f(Ss,r) < inf f(Bi,) < sup f(By,r) < inf f(S1,);
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(b) f satisfait (PS)*;
(c) [ envoie les bornés dans les bornés;
(d) [ est bornée inférieurement.

Alors f posséde au moins trois points critiques.

DEMONSTRATION. Soit
d: =inf(E).
On suppose que d < sup f(Ss,r) (le cas d = sup f(Sy g) est plus simple).

Etant donné que f satisfait & (PS)*, on sait par le théoréme 4.3 que f satisfait
(PS). On a donc par le théoréme 1.10 que d est une valeur critique de f et par
le théoréme 1.12 , on a que f ( et donc f, pour tout o € N?) est coercive. On
en déduit que pour tout oo € N?, f, satisfait (PS). En effet, soit o € N? fixé et
{a,} une suite de E* tel que {f,(an)} est bornée. Comme f, est coercive, on a
que {a,} est bornée. E~ étant de dimension finie, {a,} posséde une sous-suite
convergente.

La coercivité de f nous fournit ’existence d’'un M > 0 tel que
f1((~o0,sup f(Bz.g + 1)]) C B(0, M).
Par le théroréme 4.4, on sait que f posséde une valeur critique

¢ € [inf f(By,r),sup f(Ba,r)]-

Clairement, ¢ # d. Pour prouver que f posséde trois points critiques, on procede
encore une fois par contradiction. On suppose que f posséde seulement deux
points critiques et donc que

K = {U’D: ’U-]_}

avec ug € Kj et u; € K,. Comme dans la premiére version du théoréme des trois

points critiques (théoréme 3.1), on obtient 'existence de €, s > 0 suffisamment
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petits tel que f(u) < d + ¢ implique v € B(up, s). En utilisant la condition
(PS)* et le fait que f ne posséde pas de valeur critique dans [d + €1, sup f(Sa )],
on en déduit que pour un certain ng € N, a > (ng,np) implique que f, n’a
pas de valeur critique dans [d + €;,sup f(Sa,r)]. Soit n > ng fixé, posons o =
(n,n). En appliquant le théoréme de l'intervalle non critique & f, avec I'inter-
valle [d + €1, sup f(S2,z)], on montre d'une fagon similaire au théoréme des trois
points critiques (théoréme 3.1) P'existence d’une transformation ¢ : 8Q, — E*
ot Q, = BZx[0,1] telle que f(#(0Q4)) < sup f(Ss,z). En conséquence ¢(0Q,) C
B(0, M). On peut prolonger ¢ de facon continue sur @, par ® : Q, — E¢ tel
que ®(Q,) C B(0,M). On obtient ainsi que (#(Qa),$(8Qa)) enlace (S},,0)
dans E®. On obtient une valeur critique inf f(S7,) < ¢, < sup(®(Q.)). Mais
sup(®(Qq)) < sup f(B(0, M)) qui est finie car f envoie les bornés dans les bor-
nés. Ce que 'on a fait est vrai pour n’importe quel n > ny. Donc pour chaque

n > ng, on a que fr ) posséde une valeur critique ¢, telle que
inf f(S1,,) < ¢n < sup f(B(0, M)).

Comme f satisfait & (P.S)*, f posséde une valeur critique
v € [inf f(S1,),sup f(B(0, M))]. Clairement v est différente de c et d, ce qui
contredit I’hypothése que f ne posséde que deux valeurs critiques.

O



Chapitre 5

APPLICATION

Dans ce chapitre, nous donnons un exemple d’application du théoréme des
deux points critiques généralisé (théoréme 4.6) & un probléme elliptique.

Soit le probléme suivant:

—Au(z) + a(z)u(z) = |u(z)|'u(z) + h(z), dans Q,
u(z) =0, sur 0f2,

oit Q est un ouvert borné de R¥ (N > 3 ) dont la frontiére 9 est lisse. On
suppose aussi que

(H1) a € L*(Q);

(H2) 1 < s < ¥£2;

(H3) 0 n’est pas une valeur propre de u — (—Au + au);

(H4) h € L2(Q).

Nous allons montrer que si ||h||z2(q) est suffisamment petit, le probléme (P) pos-
séde au moins deux solutions. (Nous nous limitons au cas N > 3, les cas N = 1,2
se traitent similairement en remplacant (H2) par une condition moins restrictive).

Rappelons qu'une solution classique de (P) est une fonction u € C2(Q)NC(Q)
qui vérifie (P).
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Si on multiplie (P) par v € H () et que l'on intégre, on note qu’une solution
classique satisfait
/(—(Au)v + auv)dz = /(u|u|5_1'v +hv)dr Vv € Hy(Q). (6.1)
Q 0

Par une intégration par partie, ’équation (5.1) se raméne &
/(Vu Vv 4+ auv —ulul v —hv)dz =0 Vo € Hy(Q). (5.2)
Q

Une fonction v € H} qui satisfait & '’équation (5.2) est appelée solution faible
de (P). Lorsque a et h sont continues sur {2, par un théoréme de régularité on
obtient que toute solution faible est une solution classique. Mais a et h ne sont
pas nécessairement des fonctions continues, en conséquence chercher les solutions
classiques n’est pas toujours pertinent. On s’intéressera donc aux solutions faibles
de (P).

Nous allons travailler sur 1’espace de Sobolev H}(£2) et appliquer le théoréme
des deux points critiques généralisé (théoréme 4.6) & la fonctionnelle f : H}(Q2) —
R définie par

|+

oo 2gr+ - [ autdp— [ !
f(u).—Q/Q|Vu| d:v—}—z/ﬂau dz e + hu dz. (5.3)

Nous allons montrer que les points critiques de f correspondent aux solutions

(faibles) du probléme (P).

Remarque 5.1. Dorénavant f désignera toujours la fonctionnelle définie par
I’équation (5.3). Vu qu’il n’y a pas de confusion possible, nous noterons ||u||z» et

llull gz & la place de [lul|zs(n) et ||lu||my() respectivement.

Lemme 5.2. La fonctionelle f est de classe C' et sa dérivée au point u est:

< f'(u),v >=/Vu-Vvda:—}—/auvdx—/(|u|“’_1uv+hv)d:1:. (5.4)
) Q Q
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Nous omettons la preuve du lemme 5.2 car elle est trés technique et connue.
Le lecteur intéressé pourra consulter [18].

Le lemme suivant découle directement du lemme précédent.

Lemme 5.3. Les solutions faibles du probléeme (P) correspondent auz points cri-

tiques de f.

Nous allons montrer que si ||h||z2 est suffisamment petit alors f satisfait &
chacune des hypothéses du théoréme des deux points critiques généralisé (théo-

réme 4.6). Le prochain lemme correspond a I’hypothése (c) de ce théoréme.

Lemme 5.4. La fonctionnelle f envoie les bornés dans les bornés.

DEMONSTRATION. Pour tout v € Hy (), on a

|Vul? /au2
—d —d
/Q 2 z| + 2 z

1 1
<Sllullly + Sllallzellullzs + =

| |s+1

d
ek

flw)l < 25

/ hudzx
Q

+ [[Al[ 2 [lull 2

I IISL“EL

”u”Hl + kollallpeo lull 7y + ’ﬁIIUIIS+1 + kal|Al 2| ull 7

o k;, © = 0,1, 2 sont des constantes positives indépendantes de u et découlant de

la continuité de I'inclusion Hj(Q) < L%, ¢ < £ (théoréme 1.25). [

Posons E = H}(Q). Par la théorie des équations aux dérivées partielles on
sait que l'opérateur u — —Awu + au posséde un nombre fini de valeurs propres

négatives (voir [21]) . Soient
M AL S<0<B <6<

ses valeurs propres ou chaque valeur propre est répétée selon sa multipliciteé.
Soient

€1,€2,€3,-.. 7ek7d17d21 v
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les vecteurs propres orthonormaux dans L?(Q) correspondants. Soit Es le sous-
espace de F engendré par {ej,es,€3,...,€x} et Fy son complément orthogonal

dans F par rapport au produit scalaire dans L?({2). Ainsi £ = F; @ E,. On pose

ET: = span(d,...,d,), n €N, (5.5)

E}: = B, neN (5.6)

Il est connu que

E = By,

neN
voir [4].

Les deux prochains lemmes serviront 4 montrer la proposition 5.7 qui dit que
si ||h]|z2 est suffisamment petit alors f satisfait a 'hypothése (a) du théoréme des
deux points critiques généralisé (théoréme 4.6).

Le lecteur interresé pourra consulter [21] pour la démonstration du résultat

suivant.

Lemme 5.5. On a que

ue kb
fullrg =1

§ 1o fint /(|Vu|2—|-au2)da:>0.
Q

Lemme 5.6. Soient E = E1 @ E; et f: E — R tels que définis ci-dessus et vé-
rifiant (H1)-(H4). Alors il existe des constantes positives Cy, K;,1=1,2,3, j=
1,2 indépendantes de u telles que

fu) 2 Cullully — Callullyy’ — Csllhllzellullsy — Vu € B, (5.7)

f(u) < —Klullgy + Kallhflzz [l Vu € Ey. (5.8)
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DEMONSTRATION. Soit u € Ei, on sait grace au lemme 5.5 et l'inégalité de
Cauchy-Schwarz que
s+1

leellZ  [eelfst
flu) 2 6—=2 = =B — [[ullz@lAllz2). (5.9)

Par I'inégalité de Rellich (théoréme 1.25), on a
f(u) 2 Cillullfy — Collullzs™ — Callbllzz [lullm,

ou C;, i =1,2,3 sont des constantes positives indépendantes de u.

Sur E,, si u = cie; + ... + cgey alors
—Au+au = Mcieg + ...+ ACnén.
En mutipliant par u et en faisant une intégration par partie, on obtient
/Q(IVUQ? + au?)dz = »[2‘(.)\16161 + .o+ Apcrer)ude.
Vu que les e; sont orthogonaux entre eux dans L*({2), on a
/Q(IVU|2 +aud)dz = M + ...+ Mch

En utilisant le fait que

A < Mg pour tout i =1,... .k
et que |jul?, = ¢ +...4+c} on a que

/Q (IVul? + aud)dz < elue. (5.10)
En utilisant (5.10) et 'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

A
£(w) < FllulZe + 1Al e lull 2
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Mais comme on est dans F, qui est de dimension finie, les normes sur Ey sont

équivalentes. Donc il existe des constantes positives K; et K telles que
f(u) < —Kilull3 + KallAllgallull ;-
O
Proposition 5.7. Soient E = E1® Es et f : E — R tels que définis ci-dessus et
vérifiant (H1)-(H4). Alors il existe eg > 0 tel que si ||h||2 < € , il exister, R > 0

tels que

sup f(Sa.r) < inf f(Biy,) < sup f(Bo,r) < inf f(S1,4).

DEMONSTRATION. Soient C;, i = 1,2, 3 les constantes fournies par I'inégalité (5.7).

Prenons

1

r: = (52(230—:%)) . (5.11)

Alors si u € Ey tel que ||ul|g =r alors

2 1

Flu) s(—jl—ll <02(25041_ 1))3—_—1 (s —1) — Csl|hl|z2 <52%€%-T)) o

En conséquence

2 M.

. Cl 20]_ s-1 201 s—1
> = - 2 | —————— . .
inf(S1r) 2 s+1 (02(8 + 1)) (s = 1) — GllAll: (Cg(s + 1)) (5.12)

Pour simplifier, réécrivons 1’équation (5.12) de la forme
inf f(S1,) > D1 — Dsl|h|| 2. (5.13)

ou D, et Dy sont des constantes positives.
Soient K7, K> les constantes fournies par 'inégalité (5.8). En utilisant le calcul

différentiel, on montre facilement que le maximum de la fonction

g(t) = —K1t2 -+ KQ”h“LZt
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est atteint en ¢ = J&[|h[|z2. On a donc pour tout u € E; que

K. 2 K.
10 <~ (e bl + Kl (57l )

- K3lIhl

- 4K,
En particulier, pour tout R > 0,

sup f(Ba,r) < Dsl|hl[3: (5.14)

ol D; est une constante positive. Alors, en combinant (5.13) et (5.14) il est clair

que si € est suffisamment petit alors ||h||2 < € implique que
Dy|[h|72 < Dy — Dy hl|ze-
et donc pour n’importe quel & > 0,

sup f(Bz,r) < inf f(S1,).
Aussi en utilisant I'inégalité (5.8), on a que

m f(u) = —c0.
[[l| 200
uERs

Nous choisissons donc un R > 0 tel que ||u|| > R et u € E; implique f(u) <
inf f(B1,) — 1. En paticulier sup f(Ss,z) < inf f(B1,).

Notons que I'inégalité

inf f(B1,) < sup f(Ba,r)

est satisfaite trivialement. Nous avons donc terminé la démonstration. O
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Le lemme suivant correspond & I’hypothése (d) du théoréme des deux points

critiques généralisé (théoréme 4.6).

Lemme 5.8. Pour tout me€ N on a:

lim f(u) = —oc.
||| =00
uEET@E;

DEMONSTRATION.
1 1 |5t
F(0) < Slully + Sl — 2 g g

et comme ’espace ET" @ F, est de dimension finie, toutes les normes sur cet espace

sont équivalente, on en déduit facilement le résultat cherché. O

Le lemme suivant correspond a ’hypothése (b) du théoréme des deux points

critiques généralisé (théoréme 4.6).

Lemme 5.9. La fonctionelle f satisfait (PS)*.

DEMONSTRATION. Soit une suite {uq, } telle que {@,} est admissible et

Ug, € E*,c: =sup f(to,) < 00, f}, (ta,) — 0. (5.15)
nEN

On a donc pour n suffisamment grand que

< fou(Ua,),v > 2 —|lo|lgg Vv e E,

Qn

et en particulier

< fi(uan)’uﬂln Z _”uanHHé’ (516)
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car U,, € E®. Prenons v €](s + 1)7!,27![. En combinant (5.15) et (5.16) on a

que
& + v ||uan||Hé

> flta,) — V<f(uan) U, >
:/[——ulwam G- Ve, - (o5

s+1
— V)|t [+ = (1 = v)hg
—7 ~ e[ = (L= ¥)hua, Jdz

2(5 = )|[tanllfy — (5 v)lalloolta, IZ2
=kl —S—ﬁ)lluanlliﬂl — (1 = v)[|Allz2]luan |2

Comme ||ug, ||z < K||tq, ||zs+ (ot K est une constante), on voit que {||uq, |51}
est bornée. Il existe donc une sous-suite {uz} de {uq,} et u € H(Q) tels que
ur — u dans H} et uy — u dans LS+ (Q).

Montrons que u converge (fortement) vers u dans H} ().
||lw — u’“”%& =<f'(ug),up —u>— < f(ug), up — u >

+ /Q[_a(uk — u)? + (ug " g~ o) (ug — u)]dz

Comme chacun des termes tend vers zéro, on en déduit que uy — u et f'(u) = 0.
Cd

Nous avons donc montré que si ||h||z2 est suffisamment petit alors f vérifie
toutes les hypothéses du théoréme des deux points critiques généralisé (théo-
réme 4.6) et en conséquence que f posséde aux moins deux points critiques. On
en déduit que le probléme (P) a au moins deux solutions. Nous résumons ce

résultat par le théoréme suivant:

Théoréme 5.10. Sous les hypothéses (H1)-(HY), il existe ¢¢ > 0 tel que si

|hllz2 < €o le probleme (P) posséde au moins deuz solutions.



CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons montré que la généralisation de la notion d’en-
lacement local est pertinente. En effet, nous avons donné des exemples de théo-
rémes relatifs & la notion d’enlacement local qui restent vrais lorsqu’on remplace
I’hypothése d’enlacement local par sa généralisation.

Mais plusieurs des réponses que nous avons apportées aux problémes sont
pour la plupart incomplétes. En effet, nous pouvons nous demander s’il n’y a
pas des versions encore plus générales que celles proposées. Par exemple dans le
théoréme des trois points critiques (théoréme 3.1), nous ne savons pas s'il est
nécessaire que la derniére inégalité de 'hypothése (a) soit stricte. De méme, dans
le théoréme 2.17 des deux points critiques, nous ne savons pas s’il est nécessaire
de supposer que f envoie les bornés dans les bornés.

Lorsque ’on passe aux espaces de type E = E; @ E, avec dim E; possiblement
infinie, il y encore plus de questions ouvertes. Dans le théoréme 2.16, on sait
que si la valeur critique ¢ fournie par le théoréme est telle que ¢ = inf f(Bi,),
alors dist(K., Bi,) = 0. Dans la version généralisée aux espaces avec dim Ej
possiblement infinie, nous ne savons pas encore si on peut obtenir de I'information
similaire. En conséquence, dans le théoréme des deux points critiques généralisé
(théoréme 4.6), nous avons supposé que la premiére inégalité de ’hypothése (a)
soit stricte. Il en est de méme pour le théoréme des trois points critiques généralisé

(théoréme 4.7).
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Si effectivement, il s’avére nécessaire de supposer les inégalités strictes, il
faudrait alors le montrer a 'aide d’exemples. Dans ce cas, ces exemples seraient
probablement difficiles & trouver. Il reste donc encore beaucoup de questions
autour de ces problémes.

Nous n’avons donné qu’un exemple d’application ol une version généralisée
d’un des théorémes était utile. Mais probablement qu’il y en a d’autres. On pour-
rait étudier d’autres problémes aux limites dans lesquels on ajouterait, comme
dans ce mémoire, une perturbation suffisamment petite. Il y a donc beaucoup de

nouvelles questions qui s’offrent & nous.
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