i

Imi-2322. 5

Université de Montréal

LE JEU DE WYTHOFF ET SES GENERALISATIONS

par

Josée Deslongchamps

Département de mathématiques et de statistique
Faculté des arts et des sciences

Mémoire présenté a la faculté des études supérieures
en vue de I’obtention du grade de
Maitre ¢s sciences (M. Sc.)
en Mathématiques

juillet 1999 Ao SUDEIIa™,
& AL &y, ™
p _’-.-‘ 2 £ r_.!c "
A i
i A% o
o .'r &

© Josée Deslongchamps, MCMXCIX T



Wh

199
V.0



i

Université de Montréal
Faculté des études supérieures

Ce mémoire intitulé :

LE JEU DE WYTHOFF ET SES GENERALISATIONS

présente par :

Josée Deslongchamps

a été évalué par un jury compos¢ des personnes suivantes :

Président du jury :__Qazi Ibadur Rahman

Directeur de recherche : Jean M. Turgeon

Membre du jury : __Ivo Rosenberg

Mémoire accepté le : _ 19-09-22




il

SOMMAIRE

Ce travail est une synthése de certains jeux de soustraction. Nous y présentons
d’abord les notions générales liées aux jeux de soustractions et les définitions qui seront

utilisés par la suite.

Le deuxiéme chapitre est consacré au célébre jeu de Nim. Nous exposons différentes
théories élaborées par Charles Leonard Bouton et D.P. Mclntyre afin de trouver les
positions gagnantes. Nous résoudrons d’abord ce jeu en utilisant la remarquable somme
de Nim et ses propriétés. A la fois simple et efficace, cette méthode est certainement la
plus utilisée de toutes. Nous trouverons aussi les positions gagnantes du jeu de Nim en
écrivant les positions en base 4, 8, ... Ces méthodes, bien qu’aussi efficaces que la
somme de Nim, sont peu utilisées parce qu’elles sont beaucoup plus complexes mais tres

intéressantes sur le plan théorique.

La premiére section du troisiéme chapitre est consacrée a la présentation de sujets qui
serviront a plusieurs reprises dans la suite du texte : complémentarit¢ de deux suites,

fractions continues, définitions, etc.

Dans la deuxiéme section du méme chapitre, le jeu de Wythoff, qui est une varnante
du jeu de Nim, sera expliqué et solutionné. Les positions gagnantes du jeu de Wythoff
sont liées de fagon surprenante au nombre d’or et a la suite de Fibonacci. Ces positions
sont d’abord définies par récurrence et sont constituées de deux suites complémentaires.
Le célébre théoréme de Beatty permet de découvrir le lien entre ces suites
complémentaires et le nombre d’or. A son tour le nombre d’or permet de caractériser les
positions gagnantes par algébre. Quant a la suite de Fibonacci, elle permet de construire

un systéme de numération qui servira a caractériser les positions par arithmétique. En
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retour, la liste des positions gagnantes révéle une fagon de construire un ensemble infini

de suites de Fibonacci généralisées dont 1’union contient tous les entiers positifs.

Nous étudierons ensuite des généralisations du jeu de Wythoff. Elles seront
présentées dans un ordre logique plut6t que chronologique, de sorte que chaque version
sera une généralisation de la précédente. Comme pour le jeu de Wythoff les positions
gagnantes sont caractérisées gagnantes de trois fagons différentes : par récurrence, par
algébre et par arithmétique. De plus, au moins une stratégie gagnante et des exemples

qui couvrent tous les cas possibles.

Le dernier chapitre traite de la version qui-perd-gagne d’une généralisation du jeu de
Wythoff. Un jeu peu populaire mais qui mériterait qu’on y accorde une plus grande
importance, ¢’est pourquoi le quatriéme chapitre y est consacré. Ici encore nous donnons

les positions gagnantes par récurrence, par algébre et par arithmétique.

Bon jeu!
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CHAPITRE 1 : INTRODUCTION

1.1.Définitions préliminaires

Avant de nous attaquer aux jeux eux-mémes, notons quelques définitions et théore-

mes qui nous serviront de bases sur lesquelles reposera le reste de notre travail.

Définition : Un jeu dans lequel jouent au moins deux joueurs a tour de rdle en faisant un
déplacement jusqu’a ce qu’un des joueurs gagne est appelé progressivement fini si

(i) il y a un nombre fini de déplacements possibles a chaque position du jeu;

(ii) la partie a une fin (avec le gain d’un des joueurs) aprés un nombre fini de dépla-

cements.

Définition : Un jeu de soustraction est défini comme un jeu progressivement fini qui se
joue & deux. Les joueurs jouent en alternance et retirent un ou plusieurs jetons du nombre

original tout en respectant les régles définies. Le joueur qui enleve le dernier jeton est le

gagnant.

Définition : Un déplacement dans un jeu de soustraction consiste a enlever un certain

nombre de jetons.

Notre objectif est évidemment de gagner. Pour ce faire, nous voulons trouver un
moyen de s’assurer une victoire éventuelle quels que soient les déplacements futurs de

notre adversaire. Ce moyen sera la stratégie gagnante.

Définition : Une stratégie gagnante pour un joueur est une régle qui dit au joueur quel

déplacement il doit faire & chaque étape du jeu pour lui assurer une victoire éventuelle.



Pour trouver cette stratégie, il faudra étudier les positions du jeu et les déplacements

possibles pour chaque position.

Chaque position P d’un jeu ou il a deux piles de jetons est représentée par le couple
(x, ¥), ou x est le nombre de jetons de la plus petite pile et y, le nombre de jetons de la

plus grande.

Définition : Une position gagnante, dans un jeu progressivement fini, est une position
telle que le joueur qui s’y est rendu peut gagner en jouant correctement peu importe les

déplacements de I’adversaire.

La stratégie consiste a se diriger vers cette position gagnante. C’est-a-dire que nous
devons nous déplacer vers cette position, tout en respectant les regles du jeu, afin de
s’assurer d’une victoire éventuelle. Par contre, si un des joueurs est déja en position ga-
gnante, ’adversaire se trouve avantagé puisque celui-ci a toujours la possibilité

d’appliquer la stratégie gagnante.

Pour montrer que I’ensemble {Po, P1, P2, ...} est ’ensemble des positions gagnantes,
il suffira de montrer que les deux propriété suivantes sont respectées.

(a) A partir d’une position perdante, il existe un déplacement qui permet de se rendre
a une position gagnante.

(b) A partir d’une position gagnante, tous les déplacements possibles meénent a une

position perdante.

En somme, si nous sommes dans une position perdante, nous devrons nous déplacer
vers une position gagnante. L’adversaire se trouvera donc devant une position gagnante
et n’aura pas d’autre choix que se déplacer vers une position perdante. Nous nous dépla-
cerons de nouveau vers une position gagnante et le jeu continuera de cette fagon jusqu’a

ce que I’on obtienne la victoire.



LI

Théoréme 1 : Dans un jeu progressivement fini, toute position est soit gagnante soit per-

dante, mais jamais les deux.

Démonstration : La preuve se fait par induction sur le nombre de déplacements qu’il peut
rester au jeu.

Soit P une position pour laquelle il n’y a plus de déplacement possible. La position
est nécessairement gagnante puisque nul déplacement ne mene 4 une position gagnante.

Maintenant supposons que le théoréme est vrai pour un jeu auquel il ne reste pas plus
de m — 1 déplacements, et soit P une position a laquelle il reste m déplacements. Toutes
les positions P, vers lesquelles on peut aller ont au plus m — 1 déplacements restants. Par
hypothése, chacun de ces déplacements est gagnant ou perdant mais pas les deux. 11y a
donc deux possibilités pour les P,; soit elles sont toutes perdantes, soit il y a une position
gagnante parmi celle-ci. Si tous les P, sont perdantes, alors P est gagnante et s’il y a un
de P, gagnant, alors P est perdante. Donc, P lui-méme est soit gagnant soit perdant mais
pas les deux. C.QFD.



CHAPITRE 2 : JEUDE NIM

2.1.Jeu de Nim original

Le jeu de Nim est probablement le plus ancien des jeux [24] mais a €t€ reésolu pour la
premiére fois qu’en 1902 par monsieur Charles Leonard Bouton [18]. Par la suite,
d’autres stratégies gagnantes ont été élaborées, entre autres par D.P. McIntyre [19], mais
ces nouvelles stratégies sont étroitement liées a celle de C.L. Bouton. De plus, elles sont
plus complexes et moins pratiques que la stratégie de C.L. Bouton.

Ces stratégies consistent a écrire le nombre de jetons de chaque pile en base 2 pour la
stratégie de Bouton et en base 4, 8, ... pour celles de Mclntyre. Dans ce chapitre nous
allons voir en détail la théorie qui méne aux stratégies victorieuses ainsi que quelques

exemples de jeux avec leur solution & partir de ces stratégies.

2.1.1.Regles du jeu

Le jeu de Nim est défini par les régles suivantes :

(1) deux joueurs jouent en alternance;

(ii) on a au départ un ou plusieurs piles de jetons, un nombre arbitraire dans chacune
des piles;

(iii)un joueur doit prendre un nombre arbitraire de jetons dans une des piles. 1l doit
prendre au moins un jeton et au plus la pile enticre sélectionnée;

(iv)le joueur qui prend le dernier jeton gagne la partie.

Observations

Le cas a une seule pile est trivial. Le joueur 4 prend la pile entiére et gagne!




Lorsqu’il y a deux piles, les piles sont soit égales ou inégales. Si elles sont inégales le
joueur 4 doit égaliser les deux piles. Le joueur B les rendra inégales. En continuant
I’égalisation, le joueur A4 arrivera nécessairement a la position (0, 0) et gagnera. Si les
piles sont égales, le joueur 4 rendra les piles inégales et perdra si le joueur B égalise les
piles a chacun de ses déplacements.

Lorsqu’il y a trois piles inégales, il faut éviter d’¢galiser deux des piles. Autrement,

le joueur B enlévera la troisiéme pile et gagnera.

Sur un échiquier

W

Figure 1 : Le jeu de Nim sur I’échiquier

Le jeu 4 deux piles peut étre représenté sur un échiquier par le jeu ou il faut déplacer

la tour vers le bas ou vers la gauche jusqu’a ce qu’elle soit rendue dans la case €toilée
(figure 1).

2.12. Somme de Nim

Soit 4 et B deux entiers non négatifs tels que

[o=]
- T
A= za,-2 - (an, n-1s 5 aO)Z
0

et

B=.5,2" = (b, bu_1, ... bo)2-

i=0

oun= max {i|a;oub;#0}.
iz

On définit la somme de Nim A @ B comme étant ’entier C tel que



n n
_ i . i
C= E £ ={Lh, Ch-liy s EO)Z™ E &
i=0 i=0

. 0 sia, +b, est pair
olc =9, . R
*|1lsta; +b, est impair.

Tableau [ : Somme de Nim

@0 1 p 3 4 J 6 7 8 )
0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 1 0 3 2 5 4 7 6 9 8
2 2 3 0 1 6 & 4 S 110111
3 3 2 1 0 251,08 5 4 |11 [ 10
4 4 5 6 7 0 I 2 3 112113
5 5 4 7 6 1 0 3 2 1134 12
6 6 7 4 5 2 3 0 1 | 14 | 15
7 7 6 5 4 3 P 1 0 |15 14
8 8 9 101111213 ]14 |15/ 0 1
9 9 g |11 10|13 1215 14 ] 1 0

Tableau II : Somme de Nim en base 2

@ [0000/0001/0010/0011{0100]{0101|0110|{0111]1000{1001
0000100001000110010{0011{0100{0101{0110{0111]1000]1001
000110001 {0000{0011{0010{0101{0100{0111{0110/1001 {1000
0010]0010/0011]0000{0001(0110{0111|010010101{1010{1011
0011]0011{0010{0001|0000(0111{0110 0101{0100{1011]1010
0100[0100(0101(0110{0111]0000{0001{0010{0011{1100{1101
010110101{0100(0111{0110[0001{0000(0011]0010{1101{1100
011010110(0111{0100(0101{0010]0011]/0000]0001|1110{1111
011110111]01101010110100/001110010{000110000{1111{1110
100011000(100111010/1011/1100/1101{1110{1111{0000{0001
100111001(100011011{1010{1101{1100|1111{1110/0001 /0000

Nous allons voir que la somme de Nim est trés utile pour pouvoir gagner au jeu de

Nim. Voyons d’abord quelques propri€tés.

Propriétés de la somme de Nim :

(1) La somme de Nim est commutative, i.e. 4 ® B=B © 4. Ceci vient directement de

la définition.

(2) La somme de Nim est associative, i.e. (4 @ B)® C=4 & (B ® ().



SiA=(a, ay_1, ..., @Go)2, B=(bu, by -1, ..., bo)2, C = (Cny Cn— 1, ..., Co)2, ON a par la

définition que les sommes (4 @ B) @ Cet4 & (B @ C) sont égales a Zd,.Z‘ , ou

i=0
0sia, +b,+ c, est pair ‘
=Y. .. {(Onécrit A ® B & C pour dénoter ces deux mémes
1sta, +b,+c, est impair.
résultats.)
(3) 0 est I’élément neutre, i.e. 0 & 4 = A4 pour tout 4.
(4) A est I’élément inverse (absorbant) de 4,i.e. 4 ©® 4 =0 pour tout 4. En effet, si4 =

(an, an_1, ..., ag)2, alors a; + a; = 2a;, un nombre pair pour tout i.

Autres propri€tés :

(a) 0® 0=0.

(b) 4 @ B est différent de tous les nombres P & B (P <A)etA @ Q(Q <B).

(¢) Tout entier non négatif X < 4 @ B est égal a un des nombres 7 @ B(P<A)oud @

Q(Q<B).

Démonstration :

(a) Cette propriété vient directement des propriétés (3) ou (4).
(b)SiA® B=P® B,ouP<A4,alorsA ® B® B=P® B® B. Puisque B® B=0,
on a A = P, une contradiction.
(c) Soit X'= (X, X1, «.s X0)2, A = (@, Gn—15 .., @0)2, B=(bp, Bp_1, ... Boha &t X <A @ B=
CouC=(cy €r_1, ..., Co)o. Soit k le plus grand entier tel que ¢, # x;. Puisque C > X on
doit avoir ;=1 etx;=0. Puisque c,=1onasoita;=1,5=00ua=0,5=1.
Supposons que a; =1, b =0. Alors B® X<B ® C, puisque by + x;, =0 < by + ¢ =
1, et que tous les autres chiffres a la gauche dans B @ Xet B @ C sont les mémes. Mais
B® C=B®B® A=AalorsB® X<A. SoitP=B@® X,onaP® B=B® X@ B
= X, donc P est de la forme voulue avec P < 4.
On démontre de la méme maniére que le cas @, =0, by =1 donmne X=4 @ Qou Q<
B. C.QFD.



Ainsi, la propriété (c) montre que la somme de Nim est égale au nombre qui n’est

apparu ni a gauche, ni en haut dans le tableau.

2.1.3. Jeu de Nim a trois piles

Considérons le cas ou il y a trois piles de jetons. Soit a, b et ¢ les nombres
représentant la premiére, deuxiéme et troisiéme pile de jetons respectivement.

Supposons que ces nombres, écrits en base 2, sont

oo

— i
a= Zaiz i (an, Q15 -5 aO)Za

i=0
b= Zbi2i = (bn, bn— Is «oes bO)Z:
i=0

et
o
c= Zc,.Z’ = (Cny Cri= 1 -++» CO)2
i=0

oun= max {ila;, b; ouc;#0}.
1

Théoréme 2 : La position (a, b, ¢) est gagnante si, et seulement si, la somme de Nim, a &

b @ c, est nulle.

Démonstration : Chaque déplacement change seulement un des nombres a, b, ¢ en un
nombre plus petit. De ce nombre (g, b ou ¢), au moins un des chiffres (a;, b; ou c;) est
changé. Notons que chaque changement dans un chiffre change aussi sa parite.

Considérons les sommes

A+ b+ Copy A1 T By—1+ Cm—1, ..., @1 T b1+ 1, G0 + bo + co.

Si au moins une de ces sommes est impaire, nous allons montrer que le joueur a qui c’est
le tour & jouer peut gagner peu importe ce que son adversaire jouera par la suite.

Soit k le plus grand entier tel que ax + b + ¢, est impair. 1l y a donc au moins un des
chiffres ay, by, cx qui est égal 2 1. Supposons que a; = 1. Si on enléve des jetons de la
premiére pile en s’assurant qu’aucun des chiffres ay, am -1, ..., @y +1 N'est changé, que a;

est changé pour un 0 et que les autres chiffres a; - 1, ..., @1, @ deviennent tels que les



sommes @; + b; + ¢; (i=k—1, ..., 1, 0) soient paires. Ces changements rendent la somme
deNima @ » & cnulle.

Montrons maintenant qu’un tel déplacement est toujours possible. Puisque a; est
changé pour un 0, on possede ol jetons pour modifier les autres chiffres a; - 1, ..., a1, ao.

Pour ce faire, nous aurons besoin d’au plus

k-l

> 2" =2* 1 jetons

i=0
silesa; (i=0, ..., k— 1) sont tous des O et que nous devons les changer pour des 1. Un tel
changement est toujours possible parce que nous devrons enlever au moins 3F 2t _gy=
1 jeton.

Lorsque I’adversaire jouera a son tour, il changera lui aussi la parit¢ d’une des

sommes. Ainsi, la somme de Nim deviendra non nulle.
Corollaire 1 : Siz=x @ y, alors (x, v, z) est une position gagnante.

Démonstration : A partir du théoréme 2, il suffit de démontrer que x ® y € - = 0. En

effet,
x@yPz=xDy®(xDy)=0,
selon la propriété (4). C.QED:

Stratégie gagnante
Soit a, b et ¢ le nombre de jetons de chacune des piles. Calculer la somme de Nim a
@ b @ c de ces trois piles.
= Si cette somme n’est pas zéro, se déplacer vers une position pour laquelle la somme
de Nim est zéro.

«  Si cette somme est zéro, on perd si I’adversaire joue parfaitement jusqu’a la fin.

Exemples : Soit la position (43, 27, 12) au jeu de Nim a trois. Ecrivons ces nombres en

base deux et calculons la somme de Nim de ces trois nombres.
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Tableau ITI : Exemple d’un jeu de Nim a deux piles

i 3 3 2? P i

43 1 0 1 0 1 1

27 1 1 0 1 1

12 1 1 0 0
13627012 1 1 1 1 0 0

La derniére ligne du tableau représente la somme de Nim du nombre de jetons de
chaque pile. Puisque cette somme n’est pas nulle, il faudra se déplacer vers une position
pour laquelle la somme de Nim sera nulle. Pour ce faire, nous devrons enlever des jetons
de la premiere pile.

En effet, en enlevant 2° — 2* + 2° — 22 = 20 jetons, on obtiendra la position (23, 27,
12) qui est gagnante puisque 23 @ 27 ® 12=0et 23 ® 27 =12

Tableau IV : Exemple de position gagnante au jeu de Nim a deux piles

S I 2* 2! i

23 0 1 0 1 1 1

27 0 1 1 0 1 1
23@27=12| 0 0 1 1 0 0
2302712 0 0 0 0 0 0

2.1.4. Jeu de Nim & plus de trois piles

Théoréme 3 : Soit (x1, X2, ... X,) une position au jeu de Nim a » piles de jetons. Cette

position est gagnante si, et seulement si, la somme de Nim x; @ x, @ ... © x, est nulle.

La démonstration de ce théoréme est semblable a celle du cas a trois piles de jetons.

La stratégie gagnante est aussi semblable a celle ot il y a trois piles de jetons.

Stratégie gagnante
Soit x, X2, ... X, le nombre de jetons de chacune des piles d’un jeu a » pile. Calculer
la somme de Nim x; D x; @ ... © x, de ces trois piles.
«  Si cette somme n’est pas zéro, se déplacer vers une position pour laquelle la somme
de Nim est zéro.

«  Si la somme de Nim est zéro, on perd si I’adversaire joue parfaitement jusqu’a la fin.
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Exemple : Soit la position (43, 27, 12, 9, 5) d"un jeu 4 cing piles de jetons. Ecrivons ces
nombres en base deux.

Tableau V : Exemple d’un jeu de Nim a cinq piles

2 o 2 ] ] 9 20

43 1 0 1 0 1 1

27 0 1 1 0 1 1

12 0 0 1 1 0 0

9 0 0 1 0 0 1

5 0 0 0 1 0 1
130279 1209@ 5] 1 1 0 0 0 0

La derniére ligne du tableau représente la somme de Nim du nombre de jetons de
chaque pile. Puisque cette somme n’est pas nulle, il faudra se déplacer vers une position
pour laquelle la somme de Nim sera nulle. Pour ce faire, nous devrons enlever des jetons
de la premiére pile.

En effet, en enlevant 2° - 2* = 16 jetons, on obtiendra la position ( 27, 27, 12, 9, 5)
qui est gagnante puisque 27 @27© 12& 9@ 5=0.

Tableau VI : Exemple de position gagnante au jeu de Nim a cing piles

2° o v 2?2 | 2! ¥

27 0 1 1 0 1 1

27 1 1 0 1 1

12 1 1 0 0

9 0 0 1 0 0 1

5 0 0 0 1 0 1
27®2701209®5| 0 0 0 0 0 0

2.1.5. Autres méthodes pour trouver les positions gagnantes

Au lieu de représenter le nombre de jetons de chaque pile en base 2, pour trouver les

positions gagnantes, on peut utiliser les bases 4, 8, 16, etc.

Base 4

Soit un jeu a n piles de x;, x, ..., X, jetons respectivement. Les nombres x; peuvent

étre écrits de cette facon



m
Xi= Z a,.j4f 5
J=0

ou0<g;<3,1<i<n
Pour trouver les positions gagnantes passons de la base 4 a la base 2 et voyons pour

quels coefficients (en base 4) la somme de Nim sera nulle.

Tableau VII : Passage de le base 4 a la base 2

ay aj; 4.1‘ 22 I 22}

0 0 0 0 |

1 2¥ 0o | 1 |
|2 i 1 | 0
-3 [2¥+2¥7] 1 1

En vertu de la propriété (4) des sommes de Nim, on a
1©1=202=303=0.
1l existe encore la somme
18283=0

et, bien slr ’ensemble {0}.

On vérifie assez facilement que tout autre ensemble dont les éléments sont 0, 1, 2 ou
3 et dont la somme de Nim est nulle admet une partition en sous-ensembles de la forme

{0}, {1, 1}, {2, 2}, {3,3}, {1, 2, 3}.
Ainsi, la position (x}, xa, ..., X,) sera gagnante si, et seulement si, les ensembles {a;,

ay, ..., @y (7 =0, 1, ..., m) admettent une partition en sous-ensembles de la forme

0% 51,13, 02, 23.43: 3%, {1, 2 3}.

Exemple : Soit la position (43, 27, 12, 9, 5) d’un jeu a cinq piles de jetons. Ecrivons ces
nombres en base quatre.

Tableau VIII : Représentation des nombres en base 4

4 | 4" | 4
Xi ap a | in
43 2 | 2 | 3
27 t | 2 ] 2
12 1 0 [ 3]0
9 0 2 1
5 0 1 1
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Cette position n’est pas gagnante puisque ’ensemble {ap, an, axn, an, as}, la
colonne des a;, en peut étre séparé en sous-ensembles ayant tous une des formes {0}, {1,
13, {2,2},{3,3}ou{1,2,3}. Donca,®@ an®an®an®as* 0.

Le déplacement approprié serait d’enlever des jetons de la premiere pile en se
déplagant vers la position (26, 27, 12, 9, 5).

Tableau IX : Position gagnante recherchee

e |4 |
Xy i di iy
26 1 2 2
s7 | 1 | 2 | 2
12 | 0 3 0
9 0 2 1
5 0 1 1

On a maintenant,
{ai, aa, ..., asy ={1,1} U {0} U {0} L {0}
{ay, axn, ..., a5} ={2,2} U {1, 2,3}
{a, an, ..,as3y ={2,2} v {0} U {1, 1}
Donc,onaa;® a; ® ... ® as; =0 pourj = 1,2,3,etx; ©x,® ... 0 xs=0.

Base 8

De la méme maniére, soit un jeu a n piles de xi, xa, ..., X, jetons respectivement. Les

nombres x; peuvent étre €crits de cette fagon

m _
Xi= Zb,JS’ 5
=0
od0<h<7,1<i<n

Passons de la base 8 & la base 2 et voyons pour quels coefficients (en base 8) la

somme de Nim sera nulle.
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Tableau X : Passage de le base 8 a la base 2

b”. ; b” SF' 23}"‘2 23;-* 1 | 23_;

0 | 0 0 0 0
1 2Y o | o0 1|
2 il R 0
3 2Y 4 ¥ 0 | 1 1
4 2 1 0 0

5 | 2¥4+2VF ] 0 1 |
6 | 271421 HIERE
7 Y+ 2L 7 g 1 | 1 |

On voit assez facilement que pour obtenir
a;®ay® .. ®a,;=0
il faut et il suffit que 1’ensemble {a1;, @y, ..., @,} admette une partition en sous-ensembles
de la forme
{03, {1,1},{2,2},{3,3}, (4.4}, {5,5}.{6,6}, {7, 7}, {1.2. 3}, {1,4, 5},
{1,6,7},{2,4,6},{2,5,7},{3,4,7},{3,5,6},{1,2,4,7},{1,2,5, 6},
13468, 01, 3.5, 7. 42,3,4: 53,{2. 3.6, 7%, {4, 5,6, 7],
qui sont toutes les fagons d’obtenir une somme de Nim nulle, sans redondance, avec les
nombres 0, 1,2, ..., 7.
De cette fagon, la somme de Nim
PP, Bx,

sera nulle si, et seulement si, a;; ® ay @ ... ® a,;; =0 pour toutj =1, ..., m.

On pourrait continuer de cette fagon et exprimer les x;, i = 1, ..., n, en base 16, < A
mais on voit déja qu’en base 8 il est trés ardu d’arriver a trouver si une position est

gagnante ou non.



CHAPITRE 3 : LE JEU DE WYTHOFF

3.0.Notion préliminaires

Afin de mieux comprendre les stratégies gagnantes du jeu de Wythoff et de ses
généralisations, il est essentiel d’introduire quelques notions qui seront fréquemment

utilisées dans les prochaines sections.

3.0.1.Suites complémentaires

Définition : Soit 4 et B les ensembles de tous les entiers des séries entieres a, et b,

o

respectivement. On dit que les suites {a,} .., et {b,} ., sont complémentaires si

(i) Aucun entier n’apparait plus d’une fois dans 4 et aucun entier n’apparait plus
d’une fois dans B,
(il) AnB=O,

(iii) 4 W B=Z", ’ensemble de tous les entiers supérieurs a zéro.

Définition : [5] Soit NV un entier et soit 4 et B les ensembles de tous les entiers des séries
entiéres a, et b, respectivement, n > N, On dit que les suites a,, b, sont
complémentaires N-supérieures si

(iv)Aucun entier n’apparait plus d’une fois dans a, et aucun entier n’apparait plus
d’une fois dans b,, n 2 N,

(VYA B=(,

(vi)4 U B=T1"ensemble de tous les entiers supérieurs ou égaux a ay.

Notation : On écrira [x] pour représenter la partie entiére de x; le plus grand entier

inférieur ou égal a x.
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Théoréme 4 : (Théoréme de Beatty) Soit « et B deux nombres positifs irrationnels

e PR (O . . P
satisfaisant a 1’équation ;+— =1. Sia,=[na] et b, = [nf), alors les suites {a,},._, et

B

{b,} ., sont complémentaires.

Démonstration : I1 suffit de montrer qu’il y a exactement un membre de la suite ¢= {a, £,
2a,2B 3a, 3P, ..., na, nf, ...} dans I'intervalle [/, 7 + 1), pour tout entier positif 4. Par

conséquent, il suffit de montrer que si A/ > 1 est un entier, alors il y a exactement M — 1

M
membres de £ plus petit que M. Le nombre de na < M est {;:l et le nombre de nf< M

M : M M
est _/E . Donc le nombre de membres de & plus petit que M est N = = + 78— :
Maintenant,

M {M] M
—— o [ | A e
a a o
et
M [M] M
B Bl B
En additionnant on obtient A/ — 2 < N <M. Puisque N est un entier, ona N =M - 1.
C.QFD.

3.0.2. Représentation d’un entier positif par les numérateurs et dénominateurs des

convergents d’une fraction continue

On étudie ici un cas particulier de la fraction continue simple d’un nombre. En effet,
on s’attarde aux nombres compris entre un et deux.
Soit o un nombre irrationnel tel que 1 < @ <2. Dénotons sa fraction continue simple

(« simple continued fraction ») par



L7

a=l+ z[l,alaaL a37]=

ou les a; sont des entiers positifs. Le convergent p,/q, satisfait a la récurrence
p1=Lpo=Lpp=anpn-1tPn-2(nz1)
g41=0,90=1,¢n=nqn-1+gu-2(n21).

Exemple : Prenons le cas ou les g; sont tous égaux a 2. On aura alors comme suites {p;}
et {g;} les suites représentées dans le tableau survant.

Tableau X1 : Valeurs de p; et g; lorsque a; = 2.
i|-1]0] 1 [2]3]4|[5]1617]..
pil V1137 [17[41]991(239,577| ..
;101 1]12]5{12{29]70]169/408 ...

Dans les sections suivantes nous aurons besoins de quelques résultats concernant les

suites {p,} et {q,}

Lemme 1 : Soit
Ri=aipitai1pi—atai_3pi-at ...+t are1Pr
ou k=0 si i est pair, k= 1 si i est impair, alors

Ri+1=pi+1—‘ L,

Démonstration : Si 7 est pair
Risi=aivipitai-ipi-at aioapi—a™t ...+ a1 po

=@i1=pi-)*+* @i-1—pi-3) . (1)

=pPi+1— 1.
Si i est impair
Risi1=aisapitaiipi-2t...taap

=@i+1—-pi-1) T @i-1=pi-3) T ... T (p2— po)
=pPi+1—po
=pi+1— 1. GC.QFD,
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Théoréme 5 : [20] Tout entier positif peut étre écrit de mani€re unique sous la forme
(1) N=2 s,
i=0

OI:IOSS,'SCZ;+1,S,'+1za,'+2$S,‘:O(I.ZO),

et aussi sous la forme
(2) N=2tq,,
i=0

Ol‘.lOSfosa],OStiSa,‘+1,t,'=a;+1:>t,'_1=O(iZ1).

Démonstration : On fait la démonstration de (1). La preuve de (2) est similaire.

(existence) Soit N un entier positif. Soit m le plus grand entier tel que p,, < N. Ecrivons

N:Sﬂlpnl+rlflp Osrm<pm
rm=Sm—1pm—l+rm—la 057‘m—1<Pm-1
Fra3 =Sy ot Py 0<ri<p
rm=siprtr, 0<r<p
F1 = 8o pPo-
Donc
m
(3) N=2 sp,.
i=0
Les nombres s; de 1a représentation (3) satisfont a
., —r j 22 a p;+ b D
1 1 1
5= i+ i < i+l il i =a,-+1+ i-1 ﬁa,'+1+1.
pi pi pi pi

Donc 0 <s;<a;+1 (i 20). Supposons que s; =a;+1 ets;—1 2> 1. Alors
=Sicipi-1trici12pio,
et
Lol =Sipit = a1 it ri2ai+1pit pic1 = Pi+,

une contradiction. Donc s;=a;+1=>s;_1=0( = 1).
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(unicité) Supposons que N admet deux représentations différentes

N= Z(;S.-p,- = > up,,
i= i=0

ou s; et u; satisfont aux conditions données en (1). Soit j le plus grand entier tel que s; #
u;, disons s; > 1. Alors

pi<(si—u)p;

j-1

= (N—gsipij —[N—guipij= > (u, -5)p,

i=0
j-1
<Y up,
i=0

;)

i 2k Pj gk

—
.M l's.
M

e
It
(=

<
lemme 1
= p- 1’

une contradiction. C.QFD.

Notons que si @; = 1,72 1, (1) devient la représentation par la suite de Fibonacci, ou

tous les s; sont 0 ou 1 (voir section suivante).

Théoréme 6 : Soit a = [1, a1, as, ...] un nombre irrationnel dont les convergents (ou
réduites) sont p,/q,. Définissons D, (n >—1) de la maniére suivante
Dy=agn—pn(n2-1).
Alors, les D, sont tels que
—1=<Di<D1<D3<.<0<..<Dy<Dy<Dy=a-1.

Démonstration :

De la théorie des fractions continue ([27], théoréme 8.10), on sait que

&<£2—<...<a<...<£3‘<£]-.

q q, 9 q,

C’est-a-dire
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Pon g
92,
ou
0<a 9m—Pwn ™= Day,
pour > 0.

De méme, ona

P _
q2n+1
ou
0< AGgon+1—Pwn+1 =D2n+1
pour n = 0.

Pourn=-1,ona
Dao=aqg -pa=al0-1<0.
11 reste donc a montrer que
Dl <Dy

pour n > —1.

Faisons référence au théoréme de Lagrange ([27], théoréme 8.24).
Théoréme 7 : (Lagrange) Soit n > 0 et soit pa/q, la n-iéme réduite du nombre 1 < a <2,
Soita, b e Ztelsque 1 <b<g,+i. Alors

lg.a—pa <|b a—al.

Doncsionprend b =g,_2eta=pp-3,0na le résultat vouly, soit

|qu a_pn\ < ‘aqn—Z‘“pn—Z'
ou
I Dn‘ < l Dn_> | CQFD

Définitions :
() On définit une représentation comme un (m + 1)-uple

R=(6n, -1, -, 01, %)
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ou0< 8 <a+ et =a+2= 6=0(20). Sionsait que &_1=6-2=..=&=0,0on

peut écrire (S, Sm-1, ..., &;) & la place de (8, Sn-1, .- 6 0, ..., 0).
La p-interprétation I, de la représentation R = (8, S -1, ..., O1, Op) €st le nombre /, =

1

5D -
=0
m
La g-interprétation I, de R est le nombre /, = Zcﬁiqi , pourvu que & < ay, autrement,
i=0

il n’y a pas de g-interprétation de R.

Soit N un entier positif. On dit que sa p-représentation Ry(N) est (3p, O -1, -, O, &)

siIN= ié}pi.

i=0

De maniére analogue, la g-représentation Ry(N) de N est (G, Sm -1, -, S, &) SIN=

m

5iqi > &)<(11.

i=0

(b) Soit R = (Sn, G - 1, ..-» 61, ) une représentation (qui peut étre soit Ry(N) ou Ry(N)
pour un entier positif N). La représentation R* = (&, On - 1, ..., &1, &, 0) est appelé un
saut vers la gauche (« left shift ») de R. C’est-a-dire que R’ est obtenu de R en déplagant

chaque chiffre & de R d’une place vers la gauche en ajoutant un zéro a la droite.
De la méme maniére, la représentation R”* = (8, O -1, ..., O1) est appelee un saut vers

la droite (« right shift ») de R. C’est-a-dire que R’ est obtenu de R en déplagant chaque

chiffre & de R d’une place vers la droite en enlevant .

Exemples : Représentons quelques nombres avec les nombres des suites {p;} onet{ad o
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Tableau X1I : Exemples de représentations

R | ps|ps | ps|pa|pi|po|14R)
99 (4117171311
R,(40) 2]l0]2[0] 40
R’ (40) 2102001 9
R’ ,(40) 2]10(2] 16
R’ ,(40) 21012 16
R,(50) 1lof1]l0o]2] 50
R,500]1]Jol1[0][2]0]122
R |gs|qa|q q|q1]go|ldR)
70[29112{5 (2|1
R(40) 1lol2]0]11]40
R 40/ 1]0[2][0]1]0] 96
R,(50) 1]1{1]2]0] 50
R0 1T1]11[2]0]0]12]

D’apreés le tableau X1I, on a
40=1,2,0,2,0)=2 x17+2x3 < Ry40)=(2,0, 2,0)
50=1,1,0,1,0,2)=1x41+1x7+2x 1 R,(50)=(1,0,1,0,2)
40=141,0,2,0,1)=1x29+2x5+1x 1 < R,40)=(1,0,2,0, 1)
50=1,1,1,1,2,0)=1x29+1x 12+1 x5+2x2& R(50)=(1,1,1,2,0)
122=1,1,0,1,0,2,0) =1 x99+ 1 x 17+ 2 x3 & R,(121)=(1,0,1,0,2,0)=R’5(50).

3.0.3.Représentation d’un entier positif avec les nombres de Fibonacci

Un cas particulier de la représentation d’un entier positif par les numerateurs et
dénominateurs des convergents d’une fraction continue est la représentation avec les
nombres de Fibonacci. Ces nombres sont définis par F; = F; =1 et, pour i 2 3 Fi=rj_y

+Fi-n
Théoréme & : (Théoréme de Zeckendorf) Tout entier positif peut étre représenté comme
la somme de nombres de Fibonacci distincts, en n’utilisant jamais deux éléments

consécutifs de la suite. Une telle représentation est unique.

Démonstration : En effet, si on prend = [1, 1, ...] (le nombre d’or), on obtient



pa=Lpo=1,py=pn-1tpn2(nz1)
q—l =O= q0= 1; qn=qn—l it qn-2 (7’1 2 1)
ou {p,2} = {F,} la suite de Fibonacci et comme on 1’a démontré dans la section

précédente, tout entier positif N peut étre écrit de maniére unique sous la forme
N= dei s
i=0

ou0<s<1,85.1=1=s5=0(=0). In’y a donc jamais deux nombres de Fibonacci

consécutif dans sa représentation. C.QFD.
Définition : Définissons la suite {F”;} de la maniére suivante /°; = p; = Fip.

Tableau XIII : Les suites {F°;}et {Fi}

i 1 -11 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10
Di 1 1 2 3 5 8 | 13 |21 [ 34 | 55|89 |144
g | 0 1 1 2 3 3 8 | 13 121 |34 |55 89
Fi] 1 1 2 3 5 8 | 13 |21 | 34 | 55| 89 144
5 0 1 1 2 3 5 8 | 13 121 |34 |55

Comme dans la section précédente, on notera par Rp(N) la p-représentation d’un

entier positif par les nombres de la suite de Fibonacci.

Exemples : Représentons quelques nombres avec les nombres de la suite de Fibonacci.

Tableau XIV : Exemples de représentations par les nombres de Fibonacci
R |F|Fe|F5|F4|F3|F2|F 1| FPol I(R)
34|121(13| 8|5 (3121

R-40)[ 10 0]o0[1]ofo[1]40
Re(50) 1|01 0]0][1][0]0] 50
Rr(33) 1Jol1lol1lol1]33
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3.1.Le jeu de Wythoff original

Le jeu de Wythoff est en fait une modification du jeu de Nim. Etonnamment, ce jeu a
été introduit et résolu trés tot aprés le jeu de Nim par W. Wythoff en 1907 {23]. Depuis,
plusieurs autres représentations gagnantes ont ét¢ €tudices.

Dans les prochaines sections, nous verrons les représentations des positions gagnantes
par récurrence, par algébre et par arithmétique. Les stratégies gagnantes de plusieurs de

ces représentations seront aussi décrites.

3.1.1.Régles du jeu

Le jeu de Wythoff est défini par les regles suivantes :

(1) deux joueurs jouent en alternance;

(ii) on a au départ deux piles de jetons, un nombre arbitraire dans chacune des piles;

(iii)un joueur doit prendre un nombre arbitraire de jetons dans une des piles ou un
nombre égal dans chaque pile mais il doit prendre au moins un jeton,

(iv)le joueur qu prend le dernier jeton gagne la partie.

Sur un échiquier

Le jeu de Wythoff peut étre représenté sur un €chiquier par le jeu ou il faut déplacer
la reine vers le bas, vers la gauche ou en diagonale vers le bas & gauche, jusqu’a ce

qu’elle soit rendue dans la case la plus a gauche sur la rangée du bas (la case étoilce).

& O
2

W

Figure 2 : Le jeu de Wythoff sur I’échiquier
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De la définition méme des position gagnantes, on peut dire que les positions gagnan-
tes du jeu de Wythoff seront telles que

(1) (0, 0) est une position gagnante;

(2) si (x, y) est une position gagnante, alors toutes positions de la forme (x + i, y), (x, ¥
+Hou(x+iy+i),i=1,2, .., estperdante;

(3) si toute position (x — i, y), (x, vy — i) et (x — i, y— i) est perdante, alors (x, y) est ga-
gnante.

En appliquant les propriétés (2) et (3) a la position (0, 0), on obtient la figure suivante
et les positions gagnantes (1, 2) et (2, 1).

P P

G|P
PG
G{P|P|P|P|P|P|P

Figure 3 : Fagon d’obtenir les positions gagnantes sur 1’échiquier

ol o] v} ©| v
o

En continuant ainsi, on obtient les positions gagnantes (a,, b,) et (b,, a,), telles que b,

= a, + n, d’ou la premiére représentation des paires gagnantes.

PIPIP{P e P [P]P
B LR PR R R
P{P|PGiP{P|P|P
PI{P|P|P|P|P|P|G]
PIP|P|P{P|&W P|P
P|G{P|P|P|P|P|P
P|(PiG|P|P|P|{P|P
i P P(PIP|PIP|P

Figure 4 : Positions gagnantes et perdantes sur I’échiquier



3.1.2.Premiére représentation des positions gagnantes (récurrente)

@O

Soit les suites {ay} ., et {b,} ., définies de la maniére suivante :

(1) a0 =0;

(2) by =14 m

(3) a, est le plus petit entier positif distinct des 2» entiers ag, ay, ..., y-1, bo, b1, ...,
by

De cette fagon, chaque entier positif n’apparait qu’une seule fois dans les suites
{an} oy €t {0} oy

Théoréme 9 : Les positions (a,, b,) sont exactement les positions gagnantes au jeu de
Wythoff.

Démonstration : On doit montrer que
(1) tout déplacement a partir d’une telle position méne a une position qui n’est pas de
la forme (a,, b,),
(2) a partir d’une paire qui n’est pas de la forme (a,, b,), il existe un déplacement vers
une position qui a cette forme.
(1) Supposons qu’un déplacement légal fait & partir d’une position (a,, b,), n > 0, mene a
(x,¥), x <y. On distingue 3 cas.
(i) Supposons qu’on enléve  jetons de la plus petite pile et qu’on ait alors
(x,y)=(am, bm), m< n.
On aurait b, =y = b,, < b,,, contradiction.
(i) Supposons qu’on enleve 7 jetons de la plus grande pile et qu’on ait alors
(x, V)= (am, bm), m< n.
On aurait @, = x = a,, < a,, contradiction.
(iii) Supposons qu’on enléve / jetons de chaque pile et qu’on ait alors
(x, )= (am, bm), m< n.
On aurait
m=b,—an=y—-x

mais
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n=b,—a,=y+iH—-(x+i)=m<n,
une contradiction.

(2) Supposons que (x, ) ne soit pas de la forme (a,, b,). Parce que les suites {a,}et {b,}
sont complémentaires, on doit avoir soit

X=dny
soit

x=b, m=0.
(1) Six=a,. Alorsy=a,+i.
Si y > b,, alors enlever i — m jetons de la plus grande pile pour avoir la paire (@, bm).
Siy < b, alors
y=bum—i=ap+m—i,(m—iz0).
Enlever ¢ jetons de chaque pile, ol ¢ = @, — a, - ;. pour obtenir la paire
(X~ (@n— am-1), ¥ = (G — Q1))
= (Gu_isQm_i+ m—1)
= (@mi—i, bm-1)-

(i) Six=b,. Alorsx=a,+mety=a,+m+i,iz0.
Enlever m + i jetons de la plus grande pile pour obtenir la paire (a, + m, an) = (b,

am). C.QFD.

Les paires (a,, b,) sont donc toutes le positions gagnantes au jeu de Wythoff, on les

appelle les paires de Wythoff.

Tableau XV : Positions gagnantes au jeu de Wythoff

by \n |an | by| n | an | by | n | G| ba

0 | 10 | 16 | 26 [ 20 | 32 | 52 130 | 48 | 78
2 {11 |17 |28 |21 |33 |54]31]50] 81

5 pE 118 | 3Y |22 | 35 Y 32 5. | B3

7 |13 121 | 34123 |37 603353 |86
10 {14 | 22 {36 | 24 | 38 | 62 | 34 | 55 | 89
13 115 124 13925140 [ 65|35 |56 |91

15116 | 25 | 41 | 26 | 42 | 68 | 36 | 58 | 94
18 117 | 27 144127 |43 | 70 | 37 | 59 | 96
20 | 18 | 29 | 47 | 28 [ 45 | 73 | 38 | 61 | 99
14 | 23119 {30 | 49 129 | 46 | 75 ] 39 | 63 | 102

Wi |wn|sjwin|—io]x
ey e = -1 - N PN [PR) Pop il A3

De la démonstration précédente, on obtient la stratégie gagnante.
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Stratégie gagnante
On écrit la paire (x, y), x < y, sous la forme (x, x + z).
« Six=a,etz>n,enlever z — n jetons de la pile y.
« Six=a,etz<n,enlever a,— a,jetons de chaque pile.
« Six=b,, enlever n + z jetons de la pile y.

. Autrement, on perd si I’adversaire joue parfaitement jusqu’a la fin.

Exemples : Soit la position (27, 46) dans un jeu de Wythoff. En regardant le tableau XV
on voit que 27 = a7 et que 46 — 27 = 19> 17. On doit donc enlever 19— 17 =2 jetons de
la deuxiéme pour obtenir la position gagnante (27, 44) = (a17, bi7).

Soit la position (27, 43) dans un jeu de Wythoff. En regardant le tableau XV on voit
que 27 =ay7 et que 43 -27=16<17. On doit donc enlever a;7 — ajg = 27 — 25 = 2 jetons
de chaque pile pour obtenir la position gagnante (25, 41) = (16, b16)-

Soit la position (36, 43) dans un jeu de Wythoff. En regardant le tableau XV on voit
que 36 = hy,. On doit donc enlever 14 + (43 — 36) = 21 jetons de la deuxiéme pile pour
obtenir la position gagnante (36, 22) = (b14, a14).

Quelques propriétés intéressantes de a, et b, ont été publiées dans I’articles de Carlitz,

Scoville et Hoggatt en 1972 [2]. Quelques-unes de ces propri€tés introduisent le lien

qu’il existe entre les paires (ay, b,) et les nombres de Fibonacci. Pour les propriéteés (6) a

(10), on utilisera la notation ab, = a, etb, =b,.,.

(1) A+ iy = by
(2) bp=a, *1
3) an+b,=b, +1
4) a,=b,+1
(5) a,+b,=a,
(6) b2 =aba,+2
(7 ab? =b*a,+3

(8) b" =abla,+ Fay (r=1,2,..)
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(9) ab, =Va,+F» (r=12..)
(10 b =Fopn (r=1,2,..)

Démonstration des propriétés :

(1) Par construction des a, €t b,.
(2) Soit j un entier positif. Les j + n entiers by, by, ..., by, €t a1, @, ..., @ = b, — 1 sont
représentés une, et une seule, fois dans la suite 1,2, ..., by, et b, est le plus grand d’entre
eux. Par conséquentj+ n= b, Onaalors, par(1),j=a, Donca, =b,— 1.
(3) En remplagant n par a, dans ’équation (1), on a
anta, =b,.

En vertu de (2), on peut remplacer a, par b,— 1. On obtient

ap+tb,—1=b,
ou

a, + bn=ban+ 1.
(4) Pour démontrer (4), notons d’abord que b, est la a,-iéme valeur des by, eta, estla

b,-iéme valeur des a,. Donc le total du nombre de valeurs est

3)
G+ b= ba,,+ 1.

Comme b, ne peut pas étre la plus grande valeur, alors a, Iest.
Aussi, tous les entiers < 5, + 1 doivent étre représentés parmi les nombres a; et by, i

< byetj < a, Donc,a, =ban + 1.

3) (4)
(5) s+ by = ban+1 = a, .

(6) En additionnant les équations (2) et (4) on obtient
bnta, =a, +1+b,+1

par (1) et (5)
b, = ab, +2

n a,

(7) En additionnant les équations (4) et (6) on obtient

a, +b, =b,+1+ab, +2



30

par (5)et (1)
ab, = bb,+3

(8)et(9)
Vérifions les équations (8) et (9) pour le cas r = 1
b, =abla,+Fi=a,+1=>b=a, +1
Cette équation est I’équation (2). Donc 1’équation (8) est vraie pour r = 1.
ab! =b'a,+ F,=b,+1=>a, =b, +1.
Cette équation est I’équation (4). Donc 1’équation (9) est vraie pour 7 = 1.
Supposons que les deux équations ((8) et (9)) soient vraies pour r. Montrons qu’elles

sont aussi vraies pour r + 1.

En additionnant les équations (8) et (9), pour le cas 7, on obtient
br +ab! =ab"” Y, + Fop 1+ ba,+ F.
Par (1), b’ +ab’ =bb". Par(6), oul’onpose n=>5"""a, onab'a,=b""'a, On obtient
donc
bb’ =abb" 'a,+ Far 1+ Fay
ou
b =ab’a, + Fyri1.
Donc (8) est vraie pour r + 1.

Pour démontrer (9), on additionne la formule (9) pour r a la formule (8) pour » + 1.

On obtient
ab” + b’ =ba,+ Fy+aba,+ Fay
Par (5), ab” + b7 = bb’. Par (1), ou I’on pose n = b’a,, on a H'a, = bb’a,. On obtient
donc
abb! =bb'a,+ For+ Forn
ou
ab ;“ =pa, + Fyro.
Donc (9) est vraie pour 7+ 1.
(10)Dans (8)sin=1o0na

bl = abr~1611 + Fy



ou, puisque a; = 1
bb;_l =abf’1 + Foey.
Par (1)avecn=5h]" ona
Fa_1=b7"
ou

blr =F2r+1. CQFD

D’autres liens entre les nombres de Fibonacci et les paires (an, by) ont ét€ publiés par

R. Silver en 1976 [1].

Si x et y sont deux entiers, on appellera suite de Fibonacci générée par x et y la suite

viouvi=x,va=yet,pouri=3,v;=v;,_1tvi_a.

Théoréme 10 : [1] Soit Gy, G3, Gs, ... la suite de Fibonacci générée par la paire de Wy-
thoff (a,, b,). Alors, toute paire (G, Ga), (Gs, G1), (Gs, Gg), ... est aussi une paire de
Wythoff.

Démonstration :
Considérons les quatre premiers termes de la suite de Fibonacci génerée .
Oy, By, Gyt By @y + 2D,
Par I’équation (5),on a

a,tb,=a b, -
Donc
a,,+2b,,=abn+b,,.
L’équation (1) avec £ = b, donne
a, +bp=>b, ,
alors les quatre termes considérés sont en fait

an,bn,ab”,bbn.



Nous avons montré qu’en général (Gs, G,) est une paire de Wythoff quand (G,, G2)
en est une. Mais (Gs, Gg) peut étre considérée comme les troisiéme et quatricme termes
de 1a suite de Fibonacci générée par (Gi, Gy), donc est aussi une paire de Wythoff. Dans

ce sens, le théoréme suit par induction. C.QFD.

Nous avons donc vu que chaque paire de Wythoff génére une suite de paires de Wy-

thoff; les paires suivant la premiére de la suite sont dites générées par la premiere paire.

Définition : Une paire de Wythoff est dite primitive si aucune autre paire de Wythoff ne

la génere.

Théoréme 11 : Une paire de Wythoff (a,, 5,) est primitive si, et sculement si, n = a; pour

un entier positif £.

Démonstration : (<) Nous avons vu que les termes de la suite de Fibonacci génerés par
n’importe quelle paire de Wythoff (a,, b,) sont de la forme

Uy, bn:abn B bbn :abb > bbb pe = o
n n

Il est donc évident que n’importe quelle paire non-primitive (d,, b,) doit avoir n = by
pour un entier positif , ce qui implique que toute paire (a,, b,) avec n = a; doit étre une
paire primitive.

(=) La suite

aﬂa bn: ab" ] bbn R
générée par (ay, b,) montre clairement que chaque paire (a, , b, ) est génerce par (g,

by); donc toute paire primitive (a,, b,) doit avoir n=a; . C.QFD.

Corollaire 2 : [1] Il existe une suite de suites de Fibonacci telle que tout les nombres en-
tiers positifs sont couverts. Une propriété intéressante des paires primitives apparait

quand nous calculons successivement le déterminant
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Restreint aux paires (a, , by) qui sont primitives. On trouve que

47161 ,
1 20" n 21

9153122 .
1 2 "2l 2p X

et ainsi de suite. Ceci suggére que le déterminant appliqué & la £° paire primitive est & —

1. Par le théoréme précédent, nous savons que la k° paire primitive est en réalité (a, ,

b, ), alors on a I'identité

par (1)
Démonstration : 2a, b, = 2a, —(&%-a,)

=4a, —dai

par(2)
= bk— 1 —dy

par (1)

= k-1 C.Q.FD.

Il n’y a maintenant plus de doute, les paires de Wythoff et les nombres de Fibonacci
sont étroitement liés. Ce lien nous suggére que le nombre d’or et les paires de Wythoff
ne sont pas trés éloignés. En effet, on peut aussi écrire les paires gagnantes avec le nom-

bre d’or.

3.1.3.Deuxiéme représentation des positions gagnantes (algebrique)

Soit

= 7(le nombre d’or)

et
f=a+l=1+1=7,
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: " .1 1 R
ol « est une racine positive de I’équation — + LT 1. Donc a et g sont irrationnels et
X X

. 1 1 :
satisfont a pes +—ﬂ- —1. Par le théoréme 4 (de Beatty), les suites {a’s} ;. €t {b’n} g, OU

a,=[nal=[ntetd’,=[npl=n 7], sont complémentaires.
Théoréme 12 : Les paires (', b°,) sont exactement les paires (ay, bn).

Démonstration : @’o =0 =ao, b0 =0=byet b’,=a’, + n. De plus a’, est le plus petit
entier positif absent de {a’1, 6’1, @2, b2, -..; @no1, B 1} puisque {a’n} et {5’} sont des
suites croissantes et complémentaires. Si le plus petit entier positif absent de {a’1, by,
@y, b . @1, b po 1} Wétalt pas a’y, @’y 0E serait jamais obtenu.

Onadonca,=a’,eth,=b",pourn=0. C.QFD.

Stratégie gagnante
Soit (x, y) une paire telle que x < y.
(i) Si {x7} <1/7, aller & la position (x, [x7] - x).
(i) Si {x7} > 1/ ety > [x7] + 1, aller a la position (x, [x7] + 1).
(iii)Si {x7} > 1/7 ety <[x7] + 1, aller a la position ([(y — x)7], [(y — %) 1.
@iv)Si {x7} > 1/ Z ety =[x7] + 1, on est dans une position gagnante et on ne peut gagner

si ’adversaire joue parfaitement jusqu’a la fin.

Démonstration de la stratégie gagnante : [21]

Notons d’abord qu’on ne peut avoir {xz} =1/ 7. En effet, si on avait
{x7} > /7
(xo?=1
()= [xa) (r+ D=1
x? +xr—[xdr-[xq =1
x(z+ D) +xr—[xrr-[xg =1

t(2x—[xd)=1-x+ [x7]

y u v U
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_1-x+[x7]
= B 2x—[x7] °

Puisque x et [x7] sont entiers, 7 serait un nombre rationnel et on aurait une contradic-
tion.
(i) On a [x7] < 2x puisque < 2. Donc [x7] —x <x <y. On doit donc montrer qui (x,
[x7] — x) est une position gagnante de la forme (b,, a,). C’est-a-dire que si
n=x-([x1-x)=2x-[x1]
alorsona
[x7] —x=[n7] et x=[nt]+n.
En effet, soit n = 2x — [x7]. Alors
[n7] = [(2x - (x7— {x7})7]
= [2x7—x7 + {x7} 1]
=[2x7—x(7+ 1)+ {x7} 7]
=[xz+ {x7}7] —x
=[x+ {x1} + {x7} ] —x
=[x7]—x+[{x7} (z+ 1)]
=[x —x+ [{x7} 7]
=T X
puisque {x7} 7 < 1 par hypothése.
Aussi
[n7]= [n(z+ D) =[nd + n=((xd - x) + 20 - [xd] =x.
(i) y>xg+1zx+1>x
On doit donc montrer que (x, [xz] + 1) est une position gagnante de la forme (a,, by).
C’est-a-dire que si
n=[x7+1-x
alors
x=[n1] et [xd + 1=[x7].
En effet, soit n=[x7] + 1 —x. Alors
[nd =[x + 1 -x)7]

=[(x7— {x7})r+ 7—x7]
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= [le— {xt}t+ 7—x71]
=[xt+x-{xtjr+ 7—x1]
=x+[-{xtjr+ 1

=x+ [l - {x7})]

=
puisque
1
fl—{xt})<rt (1—1_—2)
=)
o
TZ
T+1- 1)
= =1
{5
Aussi,

[pd+n=x+[x7d+1-x=[xg+1
(1i1)On doit montrer que ([(y —x)7], [(y - x)7°]) peut étre obtenue & partir de (x, y). Cest-
a-dire que
y—x=[y-071-[-01
Ona
(V- 07] - [ - x)d = [ =)z + DI - (-0
=[y-0d+@-0-[0-07
=y—2x.
11 faut donc enlever x — [(v — x) 7] de chaque tas pour obtenir ([(y — x)7], [(y — X) Z]).
Montrons que x — [(y — x) 71 > 0.
x—[y-x) A>x—[(xd + 1 -7
=x—[[xdr+ r—x7]
=x-[x? - {xr}r+ 7—x1]
=x—[x(r+1)—x7—{x1}7+ 1]
=x-x-[r-{x7} 7]
=—[r—{x7}7]
=—[d1-{x7})]
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Doncx—[(y—x) 71> 0.
(iv)On veut montrer que si {xz} > 1/ 7 ety = [x7] + 1, alors la position (x, [x7] + 1) est
gagnante. On doit donc montrer que si

n=[x7]+1-x

alors
x=[nt]
et
[x7] +1=[nt+n.
En effet,

[nd =[([x7 + 1 -x)7]
=[[x7]z+ 7—x7}
=[x? - {xt}t+ 7 x7]
=[x—{xtjr+ 7]
=x+[r- {x7}1]
=X
pour les mémes raisons qu’en (i1).
Aussi,
[pd+n=x+[x+1-x
=[x+ 1. CQFEL:
Exemples : Appliquons la nouvelle stratégie gagnante aux exemples de la section préce-
dente.
On doit d’abord obtenir la valeur numérique de 1/ 7
1 4

(1+\/§)2 ~(1+45)

2

=0,381966.
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Soit la position (27, 46) dans un jeu de Wythoff. On a {27 7} = {43,686918} =
0,686918 > 1/7% et 46 > [27 7] + 1 = 44. On doit donc aller 4 la position gagnante (27,
[27 1] + 1) = (27, 44) = (a17, b17).

Soit la position (27, 43) dans un jeu de Wythoff. On a {27 7} = {43,686918} =
0686918 > 1/7* et 43 <[27 7] + 1 =44. On doit donc aller a la position gagnante ([(43 -
27) 1, [(43 - 27) 7]) = (25, 41) = (a5, b1c).

Soit la position (36, 43) dans un jeu de Wythoff. On a {36 7} = {58,249224} =
0,249224 < 1/ 7. On doit donc aller a la position gagnante (36, [36 7] — 36) = (36, 22) =
(B14, ara).

Revenons au lien qu’il existe entre les paires de Wythoff et les nombres de Fibonacci

et écrivons les positions gagnantes avec ces nombres.

3.1.4. Troisiéme représentation des positions gagnantes (arithmétique)

Soit une paire (x, y) telle que Rr(x) se termine par un nombre pair de zéros ety =
I=(R’ =(x)). Nous allons montrer qu’une paire est gagnante si, et seulement si, elle est de

cette forme.

Proposition 1 : Tout entier positif » appartient a exactement une paire (x, /r(R’ (X))

Démonstration : Rr(n) setermine soit par un nombre pair de zéros, soit par un nombre
impair. C.QLED,

Proposition 2 : Tout entier positif z apparait comme la différence y — x d’au moins une

paire (x, y) ou y = Ir(R’ p(x)).

61 ;.

k
i=0

Démonstration : Soit z = Ip((%% -1 ... o)) =

(1) Si Rx(z) se termine par un nombre impair de zéros. Soit



k
x=Ip(&%%-1... 6 1&0) =

51 i+1s
0

k
y=Ir(&8-1 ... 5&H0)= D, 5 Fi+a.
0

i=

Alors (x, y) est une de la forme (x, /7(R’(x))) et

k k
:Z O0i(Fit2—Fit1)= Z 6, Fi=z

i=0 i=0
(2) Si Rr(z) se termine par un nombre pair de zéros, disons 2m, alors
H=0=.=6n-1=0et &, =1
Soit
x=Ip(6,0;_;...0

2m+1

0101..01),
\_V_/

2m+1 chiffres

y=1Ir(8,5,_,...5,,.,0101.010).

2m+]
2m+2 chiffres

Alors (x, ) est une paire de la forme (x, /p(R’#(x))) et

k

X = Z 51'Fi+l+i Fa,

i=2m+1 i=0
k m
y= Z 5:‘F’i+2+z Fai41.
i=2m+} i=0
Ainsi
k m
p=x= 2, Si(Fia-Fu)* 2 (Faen—Fa)=
i=2m+1 i=0
k m
= Z d By Z Foy 1+ F1-F
i=2m+l i=1
Mais

m

Z F’2i71+F’1'—F’O=Z (Fu—Fo_)+2-1=

39
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Donc

k

Y=X= Z O;F i+ Foyp=z C.QFD.

i=2m+]

Proposition 3 : Soit (x, y) et (x’, y’) deux paires pour lesquelles x <x’, y = Ir(R°r(x)) et y
Ir(R #(x)). Alors y—x<y’ —x’.

Démonstration : Soit

x=Ip(k-1 ... &)= &y

k
i=0

k
57 =]F'(5’k5’k—l 5’15’0)= z 5’,‘F,‘.

i=0
ou &’ = 1 mais il peut y avoir des zéros parmi &, &1, ...

Soit / le plus grand indice tel que & #5°,. Alors §;=1et §=0./# 1 car la repré-
sentation de x’ finirait par un seul zéro.

Comme
k
y=Ip(&G-1 .. &0)= 2, &iF i,
i=0
ona
k
y—x=2, &(Fin1-F)
i=0
k
ZZ 51F1—1
De méme
k
y’—x’= Z 5’,'}7’,-_.1.
i=0
Donc

¢ -2)-G-D=Fri+ Y (- 8F i

(1) Si / est impair, alors



41

-1

O -)--x)2F .-, GFisi—-&

2P —(F12t Fpat.. .t Fy)
=P - [Fio1 = Firoayr (Fios—Frs)+ .+ (F2 = Fo)l
=F; 1 —-Fi-1)=1
(2) Si [ est pair, alors il existe un i </ tel que §°; = 1, car autrement x* se terminerait par

un nombre impair de zéros. On a donc
1-1
@ -x)--0)>Fi1- 2, 6Fi1-&
i=0
2P~ (F_at Fioat o ¥ Fg) -1
=F 11— [(F1o1=F s (Fios—-Fios)+ .+ (Fs=-Fl -1

=F11—-(F;-1-1)-1=0. C.QFD.

Théoréme 13 : L’ensemble des paires de la forme (x, /(R #(x))) est égal a I’ensemble

{(an, b))} ., des positions gagnantes.

Démonstration : Soit {(x;, y1)} i, ’ensemble des paires ot y; = (R p(x)) et x; <xp < ...

Par la proposition 3, ona

V1—X1<)2—X3< ...
Par la proposition 2, tout entier positif apparait au moins une fois parmi les différences y,
—x,. On adonc
yi—xi=1,i=1,2,3, .

Par la proposition 1, tout entier positif appartient 4 exactement une paire (x, /(R r(x))).
Donc x, est le plus petit entier positif non compris dans {xi, y1, X2, Y2, --» Xn -1, Yn -1 }.

Les paires (x;, /(R (x;)))satisfont donc aux conditions qui définissent les positions

gagnantes {(ay, b,)}. Donc x, = a,, ety,=b, ,pourtoutn=1,2, 3, C.QFD.

Stratégie gagnante
Soit la position (x, y) x < y. Trouver Rp(x).

« Si Rp(x) se termine par un nombre impair de zéros, aller a (x, Ir(R(x))).
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o Si Rr(x) se termine par un nombre pair de zéros et y > /n(R’r(x)), aller a (x,
Ip(R’ F(x))).
« Si Rx(x) se termine par un nombre pair de zéros et y < Iz-(R’¢(x)), calculer m=y — x
et aller a

(Ip(R (m)), I-(R’ (m)) + m) si Im(R’r(m)) se termine par un nombre pair de zé-
108

(Ir(Rp(m)) — 1, Ip(R’ p(m)) — 1 + m) sinon.
. Si Rpr(x) se termine par un nombre pair de zéros et y = [p(R’p(x)), on perd si

I’adversaire joue parfaitement jusqu’a la fin.

Exemples : Reprenons les mémes exemples vus aux sections précédentes. On aura be-

soin de la représentation de certains nombres avec les nombres de Fibonacci.

Tableau X VI : Exemples de jeux de Wythoff

R Fg | FPq | g | F's | Fs | Fos | FPa | F'1 | Fo ) 3R
5534 |21 |13 8 15| 3] 2]1
R~(16) 1]0]l0]1]0]o0] 16
R ~(16) 1100100/l o0] 26
Re(16)~ 1 11000 1]0] 1] 25
Rr(27) 110 01001 27
R ~(27) 100 1]0]0]1]0] 4
R+(36) 1 0]0]o0o]olol 1[0/ 36
R £(36) 1100000 1] 22
R-(43) 1 o]0 1]0]olo0o] 1] 43
R(46) 100101 0ol 1] 46

Soit la position (27, 46) dans un jeu de Wythoff. Ryz(43) se termine par un nombre
pair de zéros (aucun) et 46 > [p(R’#(27)) = 44. On doit donc aller a la position gagnante
(27, I-(R'p(27))) = (27, 44) = (a17, b17).

Soit la position (27, 43) dans un jeu de Wythoff. Rp(43) se termine par un nombre
pair de zéros (aucun) et 43 < /r(R’»(27)) = 44. On doit donc aller a la position gagnante
(I-(R (43 =27))— 1, Ir(R (43 = 27)) — 1 + (43 - 27)) = (25, 41) = (ais, b16).

Soit la position (36, 43) dans un jeu de Wythoff. Rr(43) se termine par un nombre
impair de zéros. On doit donc aller a la position gagnante (36, /(R r(36))) = (36, 22) =
(D14, a1a).
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3.2.Premiére généralisation du jeu de Wythoff

Dans les sections qui suivront, nous généraliserons le jeu de Wythoff en ajoutant une
contrainte sur les déplacements. Les jeux seront des généralisations dans le sens ou le jeu
de Wythoff constitue, pour chacune d’elles, un cas particulier.

La généralisation du jeu de Wythoff que nous considérons en premier a €té publice
par Aviezri S. Frankel [20] en 1982, quelques années apres les deuxieéme (1959) et
troisiéme (1973) généralisations. Nous commencerons par elle parce qu’elle est une
bonne introduction aux autres jeux. Aussi, les autres généralisations demandent des

démonstrations plus complexes, qui se rejoignent davantage.

3.2.1.Régles du jeu

Définissons la premiére généralisation du jeu de Wythoff par les regles suivantes :

(i) deux joueurs jouent en alternance;

(ii) on a au départ deux piles de jetons, un nombre arbitraire dans chacune des piles;

(iii)on fixe au préalable un parametres a, un entier naturel. Un joueur doit
prendre des jetons selon une des deux fagons suivantes :

(iv)un nombre arbitraire de jetons dans une des piles;

(v)c > 0 et d > 0 jetons de chaque pile, respectivement, avec les contraintes
suivantes :

lc—d|<a
(vi)le joueur qui ne peut pas jouer, en enlevant un nombre légal de jetons, perd la

partie.

Le jeu de Wythoff original corresponda a = 1.

3.2.2 Premiére représentation des positions gagnantes (récurrente)

Définissons les suites {a,} =, et {b,} =, , de maniére récurrente comme suit :

(1) apg = b0= 0.
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(2) by, = a,+ na;

(3) a, est le plus petit entier positif distinct des 2 entiers ao, a1, ..., An -1 bo, b1, ...,
hi=1.

Des définitions des a, et b, données on obtient des suites {an} o> {Pn}as
complémentaires.

Théoréme 14 : Les gagnantes sont exactement les positions de la forme (ay, by), 1 2 0.

Démonstration : On doit montrer que (1) Un déplacement 4 partir d’une position (an, by)
résulte nécessairement en une position qui n’est pas de la forme (a;, 5:), (2) A partir d’une
position (x, y) qui n’est pas de la forme (an, b), il existe un déplacement qui mene a une
position de la forme (ay, bx).
(1) Un déplacement du premier type a partir d’une position (ax, b,) résulte évidemment
en une position qui n’est pas de la forme (a;, by).

Supposons qu’a partir de (@, b,) on peut obtenir (a;, b;). On ai<n. Un déplacement
du second type (régle v) satisfait [(b, — b;) — (@, —a))| <a. Ona donc

(br— b))~ (@n—a)| =|(n—1) al <a.

Ce qui implique que » = i, une contradiction.
(2) Soit (x, ), x <y, une positon qui n’est pas de la forme (a;, b)) (i = 0). Puisque les
suites sont complémentaires, tout entier positif apparait une, et une seule, fois dans une
des suites. Donc on a soit x = b, ou bien x =a, pourun n = 0.
(i) Six= b, le déplacement a effectuer est aller a la position (b, a,)
(ii) Si x = a, et y > b, se déplacer a la position (an, bn).

Si x = a, et a, <y < b, calculer z =y — x, m = [z/a] et aller & (au, bn). Montrons que
¢’est un déplacement légal.

En effet,

z=y—a, < b,—a,= an, puisque m < [z/a] <n,
y=an+z>am+22an+am=bm,

I = b) — (= @) = | = %) = (b — )| = |z —am| < a. C.QEFD.
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Stratégie gagnante
Soit la position (x, y) x <y. On écrit la paire sous la forme (x, x + z).
« Six=b,, enlever an + z jetons de la deuxiéme pile.
. Six=a,etz>an,enlever z — an jetons de la deuxiéme pile.
« Six=a,etz<an, enlever a, — a, jetons de la premiére pile et a, — a», + (z — am)
jetons de la deuxieme pile, ou m = [z/a].

. Autrement, on perd si I’adversaire joue parfaitement jusqu’a la fin.

Tableau XVII : Positions gagnantes a la premiere

énéralisation du jeu de Wythoff oua =2
n|ay | byl nla | byl n | an| b
0| 0| 01014 |34 20| 28 | 68
1 1 3 01115137121 129171
) 2 6 12 116 | 40 122 | 31 | 75
3 | 4 {10}13 |18 |44 |23 32|78
4 | 5 | 13|14 |19 (47 |24 | 33| 8]
S 17 117 115 |20 151 | 28 | 35 1 B3
6 | 8 | 20|16 | 22 | 54 126 | 36 | 88
7 | 9 | 23117 124 |58 ]27 |38 92
8 | 11 |27 | 18 | 25 |61 j 28 | 39 | 95
9 | 12 /301926 | 64|29 |41 | 99

Exemples : Soit la position (26, 66) dans la premiére généralisation du jeu Wythoft avec
a =2. En regardant le tableau XVII on voit que 26 = ajy et que 66 —26 =40>2 x 19 =
38. On doit donc enlever 40 — 38 = 2 jetons de la deuxiéme pile pour obtenir la position
gagnante (26, 64) = (aio, b19).

Soit la position (26, 49). En regardant le tableau X VII on voit que 26 = ajo et ona 49

— 26 =23 < 38. On doit donc enlever ajo — @y, = 26 — 15 =11 jetons de la premiere
pile et ajg — @y + 23 -2 x 11 =11+ 1 =12 jetons de la deuxiéme pile, pour obtenir la

position gagnante (15, 37) = (a1, bn).
Soit la position (27, 66). En regardant le tableau XVII on voit que 27 = bg. On doit
donc enlever 2 x 8 + (66 — 27) = 55 jetons de la deuxiéme pile pour obtenir la position

gagnante (27, 11) = (bs, as).
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32 3 Deuxiéme caractérisation des positions gagnantes (algebrique)

Soit
2-a+vVa® +4
ola)= a=
2
et
Ba)=p=a+a,
; . . y g 4 1 b= o
ol ¢ est une racine positive de I’équation —+ FEy 1. Donc a et f sont irrationnels
i

1 1
pour tout entier positif a, et satisfont a ;+—,E =1. Par le théoréme 4 (de Beatty), les

suites {a’n} =, et {bn}ny.0ua’ ,=[naletb’n= [n/], sont complémentaires.
Théoréme 15 : Les paires (a’p, b’,) sont exactement les paires (an, by).

Démonstration : a’o=0=a, bo=0=boet b’y =a , + an. De plus @’ est le plus petit
entier positif absent de {a’1, 51, @2, b2, ..., @n1, b’p_1} puisque {@’»} et {b’n} sont des
suites croissantes et complémentaires. Si le plus petit entier positif absent de {a’1, b1,
@2, bay o @y, B ao1} WEtAIt PAS &y, a’, ne serait jamais obtenu.

Onadonca,=a’,etb,=b",pournz0. C.QFD.

Stratégie gagnante

Soit la position (x, y), x < y.

—

. x+1 W i [ Hx+1] D
« Six= , aller a la position | x, all.
5 }ﬁ_ . 5
(x+1] | x+1 x+1
. ix=||— fy = | | = ller & iti — )
Six n }a_ ety U = }ﬂ],a er a la position (x[ = }ﬂ:D
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+ Mx+17 1
pe ]ail ux Jﬂp on perd si 1’adversaire joue parfaitement jusqu’a

Démonstration de la stratégie :
La stratégie est en fait la méme que celle de 3.2.2. En effet,

x=[na]
ot x<na<x+1
X x+1
Lonms —<pn<
a 104
=2
— n= =|—|+1.
a o
x+1 . x+1
Doncx=a,<x= 7 a|. Deméme, x=b,<x= F; Bl CQFD.

Exemples : Appliquons la nouvelle stratégie gagnante aux exemples de la section
précédente.

On doit d’abord obtenir les valeurs numériques a(2) et A2)

1 NN
a2)= ; = —{—_14142136

et
Aa)=a+2=3,4142136.
Soit la position (26, 66) dans la premiére généralisation du jeu Wythoff avec a = 2.

27
Ona26 = HM}MMN%} =[19x 14142136] =26 et 66 > [19 x 34142136] =

64. On doit donc aller a la position gagnante (26, 64) = (a9, b19).
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27
}1,4142136—\ =[19 x 1,4142136] =26

: iti 49). bl Faain Bz
Soit la position (26, 49). Ona 26 [{1,4142136

et 49 < [19><3,4142136] = 64. On doit donc aller a la position gagnante

49 - 26 4926
(H > }1,4142136],[[ 5 }3,41421361)=([11><1,4142136], [11 x 3,4142136])

= (15, 37) = (an, bi1).

Soit la position (27, 66). Ona 27 = HM}AMZBG} = [8 X 3,4142136] =27.

On doit done aller 4 la position gagnante (27, [8 x 1,4142136]) = (27, 11) = (bs, as).

3.2.4. Troisiéme représentation des positions gagnantes (arithmétique)

Soit @ =[1, a1, a, ...] un nombre irrationnel dont les convergents sont pilgi. Soit D;=
a g; — pi (i = =1). Par la théorie des fractions continues vu dans I’introduction de ce
chapitre on a que

“l=<Dy<Dy<Di<.. <0< . <Dy<Dh<Dy=a-1

Lemme?2 : D;+ Z Qj+2i Dj+2i-1 =Dj+2m (G =z-1).

i=1

Démonstration : On a pour m =1,

Dj"' di+2 Dj+1 =aqi—pita+2 (aqj+1 —pj+1)=Dj+2.
Donc
Dj+aj+3Dj+1= Dj+2,

Dj+2+ aj+4 Dj+3 =Dj+49

Dj+am-2+ @j+2m Djram-1=Dj+2,

En additionnant, on arrive au résultat. C.QF.D.
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Théoréme 16 : Soit @ = [1, a1, @y, ...] un nombre irrationnel qui converge vers {piq:}.
Soit » un entier positif.

Si Ry(n) = (&ms Om-1, - On) (S # 0, k 2 0), alors I,(Ry(n)) = [nal.

Si Ry(#) = (O Om—15 -+ S+1) (Su+1# 0, k2 0), alors I,(Ry(n)) = [na] + 1.

Démonstration : Pour le premier cas, il suffit de montrer que

m

O<na—z oapi<l,

i=2k

c’est-a-dire

m

0< > &D<L

i=2k

Par le lemme 2,

m m

Z 0Dz Dy + Z @i+ 2i Do+ 2i-1 = Dog+2m > 0

i=2k i=l]
et

m

Z 6 D; < z G +2i-1 Dok +2i-2=Dak+am-1— D1 € Dagsom-1 < 1.
i=2k i=}

Pour le deuxiéme cas, il suffit de montrer que

m

~1< Y, &D;<0.

i=2k+1

Par le lemme 2,

m m
Z @Dizz @42 Dok v2i-1 = Dok+am— D 2 =Dy 2 -Do=1-a>-1.
i=1

i=2k+1

et

Z 0D Dypv1t Z @y +2i+1 Dog+2:= Dog+2m+1 < 0. CQFD.
i=1

i=2k+1

Théoréme 17 : Soit @ =[1,a], = a+ a, ol a est un entier positif. Alors pour tout entier

positif 1, R,([nf]) = R {[nel).

Démonstration : (par induction sur 7)
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Onala]l=1=po, [fl=1+a=p, I'énoncé est donc vrai pour n = 1. Supposons que
¢’est vrai pour k < n. Maintenant R,([na}) fini par un nombre pair de zéros par le
théoréme précédent. Soit R* = R’,([na]). Par I’hypothese d’induction, 1,(R’) # [kf], k <
n. En réalité, I,(R’) est le plus petit nombre avec la représentation R* qui se termine par
un nombre impair de zéros non encore obtenu. Si [,(R’) # [np), alors I,(R") ne pourra

jamais étre obtenu pour k > n puisque la suite [£f] est croissante, ce qui contredit le
lemme. C.QF.D.

Stratégie gagnante
Soit la position (x, y) x < y. On calcule Ry(x)
«  Si R,(x) se termine par un nombre impair de zeros, aller a (J,(R”p(x)), x)
«  Si R,(x) se termine par un nombre pair de zéros ety > (R’ ,(x)), aller a (x, (R’ ,(x)))
« Si R,(x) se termine par un nombre pair de ze€ros et y < LR p(x)), aller a (I(Ry(m),
IRy (m)) + ma) ou m =[(y — x)/a]
« Si Ry(x) se termine par un nombre pair de zéros et y = I(R,(x)), on perd si

’adversaire joue parfaitement jusqu’a la fin.

Exemples : Reprenons les mémes exemples vus aux sections précédentes. On aura

besoin de la représentation de certains nombres avec les suites {pi} et {g}.

Tableau X VIII : Exemple d’un jeu de la premiére
généralisation du jeu de Wythoff oua =2
|

R ps '\ pa L ps Lo Ly | o | 1AR)
99 |41 177 13 [1

R(26) 1 1 0 2 26

R ,(26) 1|1]0[2]0] 64

210 1 15

R27 | BN EEAN

R,(27) 11 [1]n

R g5 | qs|qs|q || gol|ldR)
TF0129 (12| 5 211

R(11) l 270 1] 1
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Soit la position (26, 66) dans la premiére généralisation du jeu de Wythoff pour
lequel @ = 2. R,(26) se termine par un nombre pair de zéros (aucun) et 66 > I,(R*(26)) =
64. On doit donc aller & la position gagnante (26, I,(R’,(26))) = (26, 64).

Soit la position (26, 49). R,(26) se termine par un nombre pair de zéros (aucun) et 49
< I(R*5(26)) = 49. On doit donc aller & la position gagnante (/(R4([(49-26)/2])),
L(R,([(49-26)/2])) + 2 x [(49-26)/2]) = (In(Ry(11)), I(Rg(11)) + 2 x 11)=(15,37).

Soit la position (27, 66). R,(27) se termine par un nombre impair de zéros. On doit
donc aller & la position gagnante (27, I,(R”*,(27))) = (27, 11).
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3.3.Deuxi¢me généralisation du jeu de Wythoff

Publiée par Jan G. Connel en 1959 [4], cette deuxieéme généralisation du jeu de
Wythoff est certainement 1’évolution la plus remarquable dans le domaine depuis

1’avénement du jeu de Wythoftf en 1907.

3.3.1.Régles du jeu

Définissons la deuxiéme généralisation du jeu de Wythoff par les regles suivantes

(i) deux joueurs jouent en alternance;

(ii) on a au départ deux piles de jetons, un nombre arbitraire dans chacune des piles;

(iii)un joueur doit prendre un nombre égal de jetons dans chaque pile ou un multiple
de k jetons dans une des piles mais il doit prendre au moins un jeton;

(iv)le joueur qui ne peut prendre un nombre légal de jetons perd la partie.
Dans un tel jeu on ajoute 4 ’ensemble des paires gagnantes les paires d’ou aucun
déplacement légal ne peut étre fait.

Le jeu de Wythoff original correspond a £ = 1.

3.3.2 Premiére représentation des paires gagnantes (récurrente)

Soit

0, s1:i=0,
&7V sii =z 0.

Définissons les suites {@;n} =, €t {bin} oy, 0 < i<k, de fagon récurrente comme suit :
(1) aip=0, bio=1.
(2) bip=ain+ nk+ i
(3) a;, est le plus petit entier positif distinct des 2r entiers a;o, ai1, .., Qin-1, bk - i0,

be-ity ooon Dskiin=1-
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Lemme 3 : Pourtout 0 < i<k,

1< Ain—din-1 <2< b,-r,,—b,-,,,_l,n > 1.

Démonstration : Le c6té gauche de I’inégalité suit directement de la définition de la suite
ai,. Donc, pour toutn = 1,

bi,n‘—bi,n—l =dip—din-1 + k 2 ai,n"ai,n—l #: 1 = 2

Soit m un entier positif. Sid@m_1+ 1 # bg_in pour tout n <m, alors a;jm=aim-1+ 1.

Siaim_1+1=bg_inpourunn <m,alors g, -1 42 % bg_in, n <N et Qi = Gm-1F 2.

C.QFD.
Corollaire 3 : bg_in> @i, n=1,2, ...
Démonstration : Puisque
ao1 < boy, aig<byp (0<i<k),
le résultat suit directement du lemme 3. C.QFD.

Lemme 4 : Les suites {@i,} =, {ba - in} o, sont complémentaires (1 — £)-superieures.

Démonstration : Pour tout nombre positif fixé n, by, » # aim pour m < n par le
corollaire, et ceci tient aussi pour 7 > n. De plus,

ba—in>ba—im, Qin> Qim, m<n.
Ceci montre que les suites sont disjointes; et la définition de a:, garantie

qu’éventuellement tout entier positif va apparaitre au moins une fois parmi les deux

suites. C.QFD.

Théoréme 17 : L’ensemble des paires gagnantes pour ce jeu comprend les  suites

4) {(ain, b, )} :=0
ouni=0,1,.. k-1
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Démonstration : On étudie séparément les trois propriétés qui caractérisent I’ensemble
des patres gagnantes.
Propriété (a) : Si (x, y) n’est pas une paire de type (4), nous devons montrer qu’elle peut-
étre réduite en une telle paire dans un seul déplacement.
Clairement, I’ordre des piles n’est pas important et nous pouvons supposer que x =

y. Soity —x=imod k tel que
(5 y=x+i+trk
our>0et0<i<k-1
Comme les suites {a; ,} et {bg—i »—1} sont complémentaires (1 — &)-supérieures, on a

(1) x=0;0u

(1) x=ajn,n21,0u

(i) x=bt in-1,n 21
Cas (i) : Dans ce cas

x=a;0=0,y=i+rk

Si r =0 la paire (x, y) est la paire (a; o, b;, 0) qui est du type (4).
Si r > 0 la pile y peut étre réduite de rk jetons pour donner cette paire.
Cas (ii) : On distingue trois cas

(L) y>bin

(L,11) y = bin;
Cas (ii,i): y=x+i+rk=a,,+i+rk=b;,+ (r—n)k Donc lapile y peut étre réduite
de r — n> 0 multiple de k pour obtenir la paire (a; », bi,»).
Cas (ii,ii) : La paire (x, y) est du type (4).
a;,. Doncy—s=x+i+rk—s=a;,+i+rk= b, etlapaire (x, y) est réduite a (ai -, bi ;)

our 2 0.

Cas (iii) : Maintenant
YZX=by in-1>—in-1
et

y=x+itrk=by_in1titrk
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:ak~i,rt—l+k—i+(n—1)k+i+rk
=@_in-1t(ntr)k

et le déplacement est évident (enlever (n + r) k jetons de la pile y.)

Propriété (b) : On doit montrer qu”un déplacement & partir d’une paire de type (4) produit
une paire qui n’est pas de type (4). Maintenant
bin=a;,+imodk
et cette égalité est préservée par tout déplacement puisque
bin—8=a;,+ (i—s)modk,
bin—rk=a;,+imodk,
et bin = ain+ (i—rk)ymod k.
Les seules paires dans ’ensemble (4) qui satisfont & cette équation sont les paires de type
(@i, biw) et (ap_iw, bi_i ») parce que
bi_iw = ag_iw T (k—i)modk
1.€. Q_iw = byiw+timodk
Supposons qu’un déplacement & partir de la paire (a; », b;, ») donne la paire (a; », bi w).
Alors w° <n, ai » <ajnet by <b;,tel quele déplacement doit avoir enlevé s jetons de
chaque pile. Par (2)
bin—S=ai,—Ss+tnk+i,
1.e. biw—8S=Qnw—5tnk+i
ce qui est impossible par (2).

D’un autre ¢oté supposons que le déplacement donne la paire (@ - i, w, bi - |, )
Puisque a; , < b; » pour tout 7 et # (excepté ap o = bo,0 = 0) le déplacement a seule;ment
enlevé un multiple de & jetons de la pile b; , tel que

Qipn = bi_iw
et bin—rhk=ar_iw.
Mais les équations ainsi formées ne satisfont pas a la propriété de complémentarite des
suites {a; n} et { bx_in}.
Donc aucun déplacement a partir d’une paire (a;, », b; ») ne produit une paire de

I’ensemble (4).
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Propriété (c) : Toute paire gagnante pour laquelle aucun déplacement ne peut €tre fait est

de la forme
(0,0),(0, 1), ..., (0, k1),
ie (a0, 0, bo,0), (a1,0, 61,0, ..., (@x-1,0, bx-1,0),
et cette suite est incluse dans (4). C.QFD.

Stratégie gagnante
On écrit la paire (x, y) (x < y) sous la forme (x, x + i+ rk)ouiesttel quey —x =1
mod ketr > 0.
» Six=0etr>0,enlever rk jetons de la pile y.
« Six=a ,ety> b, enlever (r—n) k jetons de la pile y.
« Six=a,; ,ety<b,,, enlever s jetons de chaque pile ou s est tel que x — s =a; .
«  Six=bs_in1,enlever (n+ r)k jetons de la pile y.

« Autrement on perd si ’adversaire joue bien jusqu’a la fin.

Tableau XIX : Positions gagnantes de la deuxicme
généralisation du jeu de Wythoff ou k=4

k=4

I ao.n bO, n|Qln bl,n QG on bz, nl| a3 b3. n
0 0 0 0 1 0 2 0 3

1 1 5 1 6 1 7 2 9

2 2 |10} 2 113 |13} 3 |14
3 3 15, 4 |17 4 |18 4 |19
4 4 {20 5 |22 S |23 5 |24
5 6 {26 | 6 |27 6 |28 7 |30
6 7 |31 7 |32)] 8 34| 8 |35
7 8 (36 | 8 (37| 9 (39| 9 |40
8 9 | 41 | 10 | 43 | 10 | 44 | 10 | 45
9 | 11 {47 | 11 | 48 | 11 | 49 | 12 | 51
10412 (5212531254 13| 56
111135713 58|14 ]60]| 14| 61
12|14 (62|15 |64 | 15| 65 | 15 | 66

Exemples : Soit la position (13, 66) dans la deuxiéme généralisation du jeu Wythoff avec
k=4. Ona(13,66)= (13,13 + 1+ 13 x 4). En regardant le tableau XIX on voit que 13
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=aj 11 et que 66 > b; 11 = 58. On doit donc enlever (13 — 11) 4 = 8 jetons de la deuxiéme
pile pour obtenir la position gagnante (13, 58) = (ai, 11, b1, 11).

Soit la position (13, 49). Ona(13,49)= (13,13 + 0+ 9 x 4). Enregardant le tableau
XIX on voit que 13 =ag,11 etona 49 <ag 11 =57. On doit donc enlever 13 —ag, 9 = 13 -
11 = 2 jetons de chaque pile pour obtenir la position gagnante (11, 47) = (ao, 9, bo. )-

Soit la position (14, 47). On a (14,47)=(14, 14 + 1 + 8 x 4). En regardant le tableau
XIX on voit que 14 = b4 _ 1, ». On doit donc enlever (2 + 1 + 8) 4 = 44 jetons de la

deuxiéme pile pour obtenir la position gagnante (14, 3) = (b3, 2, a3,2).

3.3.3.Deuxiéme représentation des paires gagnantes (algebrique)

Définissons

_2-k+vk*+4

2

a , B=a+k,

L _ la ; Bin |
=A== &D= A+ 1.
ou ¢ est définit comme précédemment. Soit

Gin=Ina+ KDl yin=[n f+ &)

Lemme 5 : Pour tout 0 < i < b, les suites { @i} et { Wain} sont complémentaires (1 — &)-

supérieures.

Démonstration : Selon le théoréme 11 de I’article de A. S. Fraenkel [25], les suites ¢, = [n

a+ 9, yu=[n B+ 8] (a, B des irrationnels positifs, 3, & réels et N entier) avec ¢y < yw

sont complémentaires N-supérieures si, et seulement si,

1A
y 0
(b) ;+E=¢N_2N+l
(c) nf+6=K, n, K entiers implique n <.

Vérifions (a)



l_{_ 1 _2a+k
a a+k a’+ak

2+Vk*+4

a p

T -k 20— KWK +4 +(k2+4)+2k—k2 +kVE: +4
2

4

_ 2+vVk* +4 B
4-2k+k*+(2-k)VE* +4 +2k—k2 +kvVk* +4
2z

2
Aussi, si
np+é= n(a+k)+i+i;;
i
= (n+;)a+nk+i =K
alors n =i = 0 puisque « est irrationnel et positif. (c) est vérifié.

Pour i = 0, les deux cdtés de (b) sont zéro. Pour 0 <i<k,ona
Z@+5(k—z) _ iz_+(k—z)a +k—1
a Jij ka kp B

=L+(k—1)(,6’—k)+k—z s
k kB yi]
Il reste donc a montrer que ¢ 0=0. Ona
N~ Ak k=1
=—x<
y (i) PR 2,

La derniére inégalité est toujours vraie. En effet, supposons le contraire,

o

-—2>1.
Lk
On aurait alors
B
o 27
1 1 1
l—-—=—2=
a Bk’

et
k> f=a+k>k,

L
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une contradiction. (b) est donc vérifi€. C.QFD.

Théoréme 18 : Les paires (¢, », Wi n), i=1,2, ., ketn=0,1,2, ., sont les paires

gagnantes a la deuxiéme généralisation du jeu de Wythoff.

Démonstration : La preuve du lemme 5 montre que ¢ o = 4j 0, ¥, 0 = b;, o dans la notation

de la section précédente. Notons que pour tout 7 > 0, ¢, est le plus petit entier positif j
qui n’est pas parmi @, W in, 7 < m. Autrement, j doit ne jamais étre apparu dans les
deux suites complémentaires (1 — &)-supérieur @, », We - i, n PUISQUE & , +1 > @i », €1
évidemment W n> @in,n =1
De plus,
Vim= Gmtmk+i
La définition des suites ¢ ., ¥ » est en fait la méme que celle de a; ,, b, »,, on a donc ¢; ,

= ai,r/ et ‘//i,n = bi, n- CQFD

3.3.4.Troisiéme représentation des positions gagnantes (arithméetique)

Soit {p,} et {q.} les suites telles que p./g, est la n-ikme réduite de a =

2—k+vk* +

Y kkk
2 [?:7""]'

Lemme 6 : Supposons que 1 = x; < x < x3 < ... est une suite d’entiers positifs pour
laquelle x,, peut étre écrit avec les nombres de la suite {p,} de la maniere suivante
X = YaPnt Vo1 Pn-1t .t D2 Poi
(il y a un nombre pair de z€ros a la fin), et soit
Im= VD1t oo Pnt ot RaiD2i 1
(on ajoute un z¢€ro a la fin de x,,). Alors
L {x.}, {y.} sont des suites complémentaires 1-supérieures,

H yz=x+knnzl
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Démonstration : Puisque tout entier positif se termine avec soit un nombre pair, soit un
nombre impair de zéros, I est clair. Pour montrer II, il suffit de montrer
(@) yi—x1 =k,
) fn=k,m=2,
ou
Jor=Om—2m) = Om-1=Xm-1) = O = Y- 1) = Gm = Xm—1)-
@)x;=l=poyi=p1=kpotpa=k+Ly—-x1=k
(b) Soit
X = Yo Pnt Va1 Pn-1F .. + 12i p2i, 2i % 0.
On considére plusieurs cas
(1)i=0, p>1. Alors
Xm=YuPnt ...t WP0,
Xm—=1=%pnt ..+ (0—1)po=xm_1,
Ym= taPn+1T ot Y0P,
RN . I R oL i 7.
Jm=p1—po=k
(i1)i=0, = 1. Alors
Xm—1=Vupnt ..t up, n#0,121
Si / est pair, alors x,, — 1 = x,, 1, et on a f, = k comme le cas précédent. Si / est
impair, alors x,, — 1 # x,,_1, mais par le lemme 1 de la section 3.0.,
Xm=2= Yo Put v (=D pitk@icy+proat o+ po) = Xm-1,
Vm €St comme en (1), et
V1 =VaPnt1 T .+ (=D prsr T k(pitpi2+ ...+ p1),
fm=pis1—k@itpiat .. tp)t ppr-pi
+k(pi-itpi-st .t po) = 0 po
=pr1—@ier—p)tpi—pit (pi—1)—po
=pi—-po=k.
(iii) i > 0. Par le lemme 1 de la section 3.0,
Im=1=%pnt ot (=D putk(pric1 ¥ pricat ..+ P1)# Xm-1,
Mais
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Xm—2= Y Pt o F (ri— D2t k(paic1t picst .. ¥ p1)—p1+ kpo=Xp-1.
Yo = VaPn+1 T .. T PP+
Y11= YaPnr1F oo ¥ (= D prisr tk(pait pricat ...t p)-p2tkpy,
fo=Dris1—k@Putpr-2t .. tp)tpr—kp
~prit k(paic1F paicst . pY)—pr Tk po
= pai+1— (P2 1= p1) + p2— (P2— po)
—put (Pai—po)—-pr+kpo=k. C.QF.D.

Lemme 7 : Soit 0 < 7 < k, et supposons que 0 = x,0 < X,1 < X2 < ... est la suite de tous les
entiers non négatif pour laquelle la p-représentation est
Xrm= Yo Pnt Yo—1Pn-1t .. T Yo Po

et a une des formes
@ k-rxp#k-r+1,
() Xom= o Put o ¥ Vi1 pie1 TPt k=P pio1trpicat A (k=r)prtrpit (k-1
1) po,

Yie1Zk—r+1,
(C) Xrm= Yo Put -+ Vi1 pis1H (k=P)pitrpia+ ..+ (k=r)patrpt (k—r+1)po,

parsSr-1,
() Xem= o Pu+ o ¥ Y1 pis1t (k=1)pitrpia+ .+ (k=r)patrpi+ (k-r) po,
Bepe Pkl

(€) Xpm= taPut .. TPt rpitk=r)ypiytrpiat .t (k—r)pptrpt (k-r)
Po,

Yir15k—r-1,
ou en (b), (c), (d), (e), il y a un nombre non négatif de paires de nombres (k—r,r)
précédant . De plus, soit

Vem=YaPn+1F Jac1Pnt T it 0 1YY Po,
ou
w=n7=rsi0<pk-r,
w=w-1Ly=rtl,sik—r<p<k

Alors
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1. Xr m, Vk-r.mSont complémentaires;

1L yem=Xymtmk+r,m20.

Démonstration : Soit X, I’ensemble de tous les nombres de la forme x; », Y ’ensemble de
tous les nombres de la forme yx_, » Les hypotheses sur x; m, ¥r. m impliquent que Y
contient tous, et seulement tous, les nombres de la forme
Vicrm=laPut ot YirtPir1t k=r)pitrpicit ...
+(k=r)p2trpit (k—r+1)po,

ie12r+1,
Vicrm=YaPnt . T V1Pt rpit (k=r)picitrpi-2 7t ..
+(k—=ryp2+rpi+ (k—r+1)po,
vie1$k—r-1,
Vi-rm=taDnt o T Yir1Dir1 T rpitk=—r)pi-1trpiat ..
+(k=r)p2+rpit+ (k—r)po,
vis12k—r+1,
Vierm=YaPnt . T Viapin1t (k=r)pitrpioat .
+(k=r)p2+rpit (k=r) po,
viv1Sr-1,

ot le nombre de paires (k — r, r) consécutives précédent le dernier chiffre est non négatif.

Tous les nombres finissant en %, k — r # y # k — r + 1 est dans X et non dans Y.
Considérons 1’ensemble des nombres p finissant en y = k — r + 1. On doit supposer
qu’une suite maximale de / > 0 paires (k—7, 1) consécutives précédent y. Si le chiffre 7
précédent la premiére de ces pairesest<r -1l alorspe X,p ¢ Y. Sihzr+1,alorsp ¢
X, p e Y. Sih=r,le chiffre j précédent 4 est soit 2 k—r + 1, danscecaspe X,p ¢ ¥,
ouj<k-r+1,danscecaspe X,pe Y Lecasj= k — r est impossible puisqu’il
implique qu’'un ensemble de > / + 1 paires (k — r, r) consécutives précédent j,
contrairement a I’hypothése.

Le méme argument montre que tout nombre finissant en £ — r est soit dans X soit dans

Y mais pas dans les deux.
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II. En utilisant la méthode et la notation du lemme 6, on va montrer que f,, = k, m 21.
C’est suffisant parce que, clairement, y.o — X, = 7.
Pour le reste de la preuve, on écrit X, ym au lieu de x,, Yrm. Soit
Xm=YuPnt Yo-1Pn-1t o+ ¥ipn ¥i# 0.
(1)i=0. Alors
Xm = YaPnT ... T JoPos
Xn—1=wpat ..+ (-1 po
(1) 0L w—1<k-r. Alors x,, — 1 = x,_,. Mais
Ym= YaPn+1 ¥ . T o1 T T Po,
Ym-1=taPn+1t .. T (—1)p1+7rpo,
Jn=p1—po=k.
(i) o —1 = k— 7. Alors x,, a une des formes (b) ou (c) d’ ol x,, — 1 # Xy, 1. Mais
Xn=2= YaPnt ot P1F (0= 2) Po= Xm-1,
Y= aPn1t T P2t (o= pr (7 + 1) po,
Ym-1=taPnt1 T .t 12+ (0=2) pr+7po,
Sm=p1tpo—2pi=k
(iii) 3 ~1=k—r + 1. Supposons d’abord que x, — 1 =X, 1. Alors y,, est comme en (i1),
et
Ym-1%FaPut1 Tt up2t (0 —=2) pr1+ (r + 1) po,
fn=p1—pPo=k.

Maintenant Supposons que X, — 1 # X, —1. Alors x,, — 1 n’a pas une des formes (b) ou
(c), il a donc une des formes (d) ou (), excepté que le dernier chiffre £ —r en (d), (e) est
remplacé par k —  + 1. Donc x,, — 2 a la forme (d) ou (e), €t xm — 2 =Xy - 1. AusSL, yn €t
Vm -1 sont comme en (ii), et f, = k.

(iv) o =1 > k—r+ 1. Alors x,, — 1 = Xy _1, ym @ la forme de (ii), Ym -1 a la forme du

premier cas de (iii), et f,=p1 —po = k.

(2)i>0. Alors
X = }’npn+ i }/ipi-,-
ynr:ynpn+1+---+}/ipi+1+rp0:
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Par le lemme 1 de la section 3.0,
Xm=1=pput .t g1 P+ (=D pit k(pi-1tpi-zt ...+ po)
ou
~ {1 si i est pair,
0 si i est impair.
(v) i pair. Alorsx, —1=x,_1,
Ym-1=FaPns1F ot Firr1pis2 T (= Dpi1t k@it piat ..+ p2)+kpo,
So=pis1—k @it pi-2t ...+ po)tkpo
—pitk@ioytpi-st .t p)
=pis1—(piv2—D)+k-pit(pi-1)=k
(vi) i impair. Maintenant, k> k —r, alors x,, — 1 =Xy 1,
Yn-1=toPut1T .t Fie1Piv2 T (5= 1) pi+1
+kpitpi-2at. tp)-prt () po,
Jn=pit1trp—k@itpioat .t p)tpi—(r+1)po
-pitkpi-1tpi-zt ...+ po)
=p—-po=k CQFD.

Notons la paire (x,, y,) définie dans le lemme 6 par (Xon, Yo,,). Nous obtenons une

autre représentation des positions gagnantes.
Théoréme 19 : Les paires (X, », yr.n), 0 <r<k,n=0,1, 2, .. définies dans les lemmes 6
et 7, avec (xo,0, Vo,0) = (0, 0) comprends I’ensemble de toutes les paires gagnantes (paires

de Wythoff).

Démonstration : Notons que Xo 1 = 1 = do,1 et yo, 1= 1 + k = by, dans la notation de la

section précédente. Pour 0 <r<konax,o=0,y,o=r. Lerestedela preuve est dans le

théoreme 17.
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3.4.Troisi¢me généralisation du jeu de Wythoff

C’est A.S. Fraenkel et I. Borosh qui reprirent la généralisation de Connell vue dans la

section précédente en y ajoutant une encore une fois des contraintes sur les déplacements.

3.4.1. Regles du jeu

Définissons le jeu par les regles suivantes :

(1) deux joueurs jouent en alternance;

(ii) on a au départ deux piles de jetons, un nombre arbitraire dans chacune des piles;

(iii)on fixe au préalable deux paramétres, a et b, qui sont des entiers naturels. Un
joueur doit prendre des jetons selon une des deux fagons suivantes .

(iv)un multiple de 5 jetons dans une des piles;

(v)c > 0 et d > O jetons des deux piles, respectivement, avec les contraintes
suivantes :

c—d=0(mod b), |c —d| <ab.

(vi)le joueur qui ne peut prendre un nombre légal de jetons perd la partie.
Le jeu de Wythoff original correspond & @ = 5 = 1, la premiére généralisation du jeu
de Wythoff correspond a & = 1 et a fixé arbitrairement et la deuxiéme généralisation du

jeu de Wythoff correspond a @ = 1 et b fixé arbitrairement.

3.4.2 Premiére représentation des positions gagnantes (récurrente)

Soit

3 0, sii=0,
ETE7 ) sii = 0.

Définissons les b suites, {@;,} o, et {bin} o, 0 < i <b, de fagon récurrente comme suit
(1) aio= O, bi’(): 1.

(2) bip=ain+ nab + i,
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(3) aiy est le plus petit entier positif distinct des 2n entiers @i, @i 1, ..., Qin-1, D -0,

Bas=i1s ivie D - =)

Lemme 8 : Pour tout 0 < i< b,

1< Ain—Ain-1 <2< bi,,,—b,-,,,_l,n > 1.

Démonstration : Le cOté gauche de I'inégalité suit directement de la définition de la suite
a;n. Donc, pour toutn > 1,

bi,n_bi,n—l =din—din-1 +ab = Ain—din-1 +122.

Soit m un entier positif. Sig;,_1+ 1 # bg_;, pour tout n < m, alors g, = @jm-1+ 1.

Sigm_1+1=by_ippourunn<m,alors im-1+2 # by in, <M, €t aip = aip_1+2.

C.QF.D.
Corollaire 4 : by _in>aip,n=1,2, ...
Démonstration : Puisque
ap1 <boy,ai0<bypy (0<i<b),
le résultat suit directement du lemme 8. C.QFD.

Lemme 9 : Les suites {a;,} ., {ba-in} .., sont complémentaires (1 — &)-superieures.

Démonstration : Pour tout nombre positif fixé n, by — ; » # ajx pour £ < n par le

corollaire, et ceci tient aussi pour £ > n. De plus,

bap—in> b ik, Ain> iy, k<n.
Ceci montre que les suites sont disjointes; et la définition de a;, garantie
qu’éventuellement tout entier positif va apparaitre au moins une fois parmi les deux
suites. C.QFD.

Appelons positions extra les positions de la forme (ai,, bi,).
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Théoréme 20 : Les positions extra sont exactement toutes les positions gagnantes.

Démonstration ; Il suffit de démontrer que les positions extra possédent les propriété
suivantes :

(1) Toutes les positions du, jeu a partir desquelles aucun déplacement legal peut étre
fait, sont extra.

(2) Tout déplacement a partir d’une position extra, pour laquelle un déplacement
1égal peut étre fait, mene a une position non-extra.

(3) Pour toute position non-extra, il existe un déplacement qui méne a une position
extra.
Propriété (1): Les seules positions & partir desquelles il n’y a pas de déplacement
possible sont (0, /), 0 < i <b. En effet, une position (0, y) avec y > b peut devenir (0, y —
b), et une position (x, y) avec x > 0, y > 0 peut devenir (x — 1,y — 1). Puisque les position

(0, 1) sont extra, la propriété (1) tient.

Propriété (2) : Supposons qu’un déplacement depuis une position extra (@i, bin), n > 0,
résulte en une position (x, y) avec x < y. Notons que b;, = a;,, + i (mod b). On distingue
trois cas.
Cas (i) : Enlever kb jetons de la plus petite pile. L’équivalence suivante est préservee : y
= x+ i (mod b). Si(x, y) est une position extra, la seule possibilit€ est

(x,¥) = (aim, bim), m<n.
Mais b, =y = bin < b;,, une contradiction.
Cas (ii) : Enlever kb jetons de la plus grosse pile. Si b;, —kb > a;,, alors I’équivalence y
= x + i (mod b) et les arguments ci-dessus restent valides. Si b;, — kb < a;,, alors y= x -
i (mod b). Puisque by_;, = ap_i,— i (mod b), la seule possibilité de (x, y) pour devenir
une position extra est (x, ¥) = (@b — ims bev—im). AlOIS @iy = b 5, contredisant le lemme
Q.
Cas (iii) : Enlever k jetons d’une pile et £ + db jetons de I'autre, d < a. La seule
possibilité pour (x, y) pour devenir une position extra est encore

(%, ) = (@i, Bim), m< 1.

Donc
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bim—aim=y-x2ma-d)b+i>(n- ) ab+i=>mab+i=binm—aim,
une contradiction.
Propriété (3) : Supposons que (x, ¥) avec x < y est une position non-extra. Ecrivons
y=x+rb+i,0<i<br=ra+i,0<7<a.

Parlelemme 9, x=a;,, n > 0,0ux=bg_jnn = 0.
Cas (i) : x =a;,. Alors

y=ain+rb+i=bj,+(r—an)b.
Siy > b,,, enlever (r — an) b jetons de la plus grosse pile. Siy < b;,, alors

y=bin+(r—-n)a+i)b<bi,

=P
Enlever ¢ jetons de la plus petite pile et 7 + i’b jetons de la plus grosse pile, ou f = ¢y —
a;,y. Le déplacement est légitime. 1l méne a la position extra (a;, b;,-), puisque
y—t—ib=aj,+trb+i—t-’b=a+rab+i= biy.
Cas (i) x = @z - in. Alors
y=bg_intrbri=ag_i,+nab>(r+ &) b.

Enlever (an + r + £) b jetons de la plus grosse pile meéne & la position extra (@z - in, bes -
in)- C.QFD.

Stratégie gagnante

On écrit la paire (x, y) (x < y) sous la forme (x,x + i+ r’ab+bi’)oul<i< b,0<7 <
aet 0.
« Six=0etr>0,enlever rab jetons de la deuxiéme pile.
« Six=a; ,ety>b;,, enlever (r—an) b jetons de la deuxiéme pile ou r = ra-+i.
« Six=a; ,ety<b, , enlever ¢ jetons de la premiére pile et 7 + 7’5 jetons de la
deuxiéme pile ouit = a; , — a; r.
e Six=bhs_;n_1,enlever (an+ r+ )b jetons de la deuxieme pile.

. Autrement on perd si adversaire joue bien jusqu’a la fin.
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Tableau XX : Positions gagnantes de la troisicme
généralisation du jeu de Wythoffoua=2¢tb=3

g=2etb=3
n aon bO.n ain bl,n ) p b?. n
0 0 0 0 1 0 2
1 1 7 1 8 2 10
z 2 14 3 16 3 17
3 3 21 4 23 4 24
4 4 28 5 30 5 31
5 < 35 6 37 6 38
6 6 42 7 44 7 45
7 8 50 8 51 9 53
8 9 57 9 58 10 60
9 10 64 11 66 11 67
10 11 71 12 L 12 74
11 12 78 13 80 13 81
12 13 85 14 87 14 88
13 15 93 15 94 15 95
14 16 100 16 101 L7 103
15 17 107 18 109 18 110

Exemples : Soit la position (13, 83) dans la troisieme généralisation du jeu Wythoff avec
a=2eth=3. Ona(13,83)=(13,13+1+11x2x3+3x1). Enregardant le tableau
XX on voit que 13 = ay, 11 et que 83 > by, 1; = 80. On doit donc enlever (11 x 2+ 1 -2 x
11) 3 = 3 jetons de la deuxiéme pile pour obtenir la position gagnante (13, 80) = (a1, 11, b1,
11)-

Soit la position (13, 82). On a (13, 82) = (13, 13 + 0 + 11 x A Sy 1) B
regardant le tableau XX on voit que 13 =ap 1» etona 82 <ap 12 = 85. On doit donc
enlever 13 — ag, ;; = 13 — 12 = 1 jeton de la premiére pile et 1 + 1 x 3 = 4 jetons de la
deuxiéme pile pour obtenir la position gagnante (12 , 78) = (o, 11, &0, 11).

Soit la position (17, 55). Ona (17,55)=(17,17+ 1+ 6 x 2 x 3). Enregardant le
tableau XX on voit que 17 = b3 _; ». On doit donc enlever (2 x 2+ 6 x 2+ 1) 3 =5 jetons
de la deuxiéme pile pour obtenir la position gagnante (17, 3) = (b2,2, @2,2).

3.4.3 Deuxiéme caractérisation des positions gagnantes (algébrique)

Définissons
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2 —agb++a*b® + 4
a= 5 s f= e+ ab,
o egbla-DH+ia ‘ .
y= )= T, 8= A = Ki)

ou ¢ est définit comme précédemment. Soit

bin=Ina+ KD, yin=[n f+ &l

Lemme 10 : Pour tout 0 < i < b, les suites {@i,} et { Wi} sont complémentaires (1 — &)-

supérieures.

Démonstration : Selon le théoréme II de I’article de A. S. Fraenkel [25], les suites ¢, = [n
a+ ¥, w, = [n B+ 6] (a, Bdes irrationnels positifs, , & réels et N entier) avec @y < v

sont complémentaires N-supérieures si, et seulement si,

= |
(@ i
y o
b —+—=@y—-2N+1
( ) a+ﬁ wN
(c) np+ éd=KkK, n, K entiers implique r <N.

Vérifions (a)

1 2a +ab

1
LI -
a a+ab a®+aab

B 2++va’b? +4
(2-ab)® +2(2 - ab)Na’h? +4 +(a*b* +4) 2ab-a’h® +abNa’h® +4
+
4 2

1.1
a p

) Mo )
4-2ab+a*b* +(2-ab)Na*h® +4 P 2ab —a’b® +abVa’b* +4
2

1.

2
Aussi, si

la-1)+ia

n B+ 6=nla+ab)+i+ b
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ea-1) _

K
ab

= (n+L)a+nab+i+
ab

alors n = i = 0 puisque a est irrationnel et positif. (c) est vérifi€.
Pour i = 0, les deux cdtés de (b) sont zéro. Pour0<i<b,ona
_y(_i)+5(b—i) _bla-D+ia +b(a—l)+(b—i)oz +b—i
a B aba abp p

a=1. i (b—i)p-ab) b-i _
- +ab+ ab i + F; 1.

1l reste donc a montrer que ¢ 0=0. Ona

(i) = b(a —allz +ia g b(a—- 1);—b(b -Da <1

La derniére inégalité est toujours vraie. En effet, supposons le contraire,

——y——— >
! a * a ab :
On aurait alors
a-12 i
25
1 1 1
] - —=—2—
a B b’
et
bzp=a+ab>b,
une contradiction. (b) est donc vérifi€. C.QFD.

Théoréme 21 : Les positions (¢, Win), 0 <i<b,n=0,1,2, ... sont précisément toutes

les positions gagnantes.

Démonstration : La preuve du lemme 10 montre que ¢, o = @, 0, ¥i,0 = b; o dans la
notation de la section précédente. Notons que pour tout m > 0, ¢ est le plus petit entier
positif k£ qui n’est pas parmi @, Y —im 7 < M- Autrement, k doit ne jamais €tre apparu
dans les deux suites complémentaires (1 — £)-supérieures @, », Yeb —i,n puisque @ ,+1> @,

. et évidemment i »> @i, 2 1
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De plus,
Vim= $mtmab+i
La définition des suites ¢ », ¥ » est en fait la méme que celle de a;, n, b, », On a donc ¢; »

=a;pet Win=bin C.QFD.

3.4.4.Troisiéme représentation des positions gagnantes (arithmétique)

Soit {p,} et {g.} les suites telles que p./g, est la n-ieme réduite de a =

2—ab+a’h® +

4
> =[1, ab, ab, ab, ...].

Lemme 11 : Supposons que 1 = x; < x, < x3 < ... est une suite d’entiers positifs pour
laquelle x,, peut &tre écrit avec les nombres de la suite {p,} de la maniere suivante
Xm=YaPnt Va1 Pn-17F o T JaiPai
(il y a un nombre pair de zéros a la fin), et soit
Ym = YaPn+1 T -1 PnT ... T Y2i P2i+1
(on ajoute un zéro 4 la fin de x,,). Alors
I {x.}, {¥.} sont des suites complémentaires 1-sup€rieures;

1. yu=x,+tabn,nzl

Démonstration : Puisque tout entier positif se termine avec soit un nombre pair, soit un

nombre impair de zéros, I est clair. Pour montrer 1, il suffit de montrer

(a) y1—x1=ab,
(b) fmn=ab,m=2,
ou

Joo=@m=2%m) = Q=1 = Xm-1) = Wm = Ym—1) = (¥ = X -1).
(@x=1=p,yi=p1=abpy+p1=ab+1,y1—x;=ab.
(b) Soit
Xm= ¥aPnt Ya-1Pn17F .. T i pai, i # 0.

On considére plusieurs cas
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(1)i=0, »>1. Alors
Xm=YuPnt ...t %P0,
Im—=1=upnt ..t (- 1) po=xm-1,
Ym=taPnt1 T .. T HOPL
Ym-1= Yo Pns1 T . T (00— 1) p1,
fmn=p1—po=ab.
(i) i=0, o= 1. Alors
Im—1=Vuput .. tppz0,121
Si / est pair, alors x,, — 1 = X, _1, et on a f, = ab comme le cas précédent. Si 7 est
impair, alors x,, — 1 # x, _ 1, mais par lc lemme 1 de la section 3.0.,
Xm=2=YaPut T (=D it ab (i1t pr-z+ .. po)=dm-1,
Vm €St comme en (1), et
Vm-1=VaPrt1 ¥ T (=D prertab i+ piat ...+ p),
fn=pis1—abpitpi2+ ... Tp)tpp—pi
+ab(pi-1+pi-3t ...+ po)— ¥ Po
=pra1—(@is1—po) Tpi-pit (Pi—1)—po
= p1—po = ab.
(iii) i > 0. Par le lemme 1 de la section 3.0,
= 1= put .+ (=D putabpu_1tpu-s+..tp1)#xm_,
Mais
Xm =2 Vo Put . T (ri— VD pritab (pr-1tpai-st .. +p1)—p1+ab po=xm-1.
Im=WaPne1t ot NP2+
Vme1= Yo Put1+ oo+ (ai— V) priv1 +ab (pr+ pri-2+ ...+ p2)—patabpy,
fu=pris1—ab (pritprat ..+t p)+pr—abp
—putab(pu_1tpu-st..tp)-prtabpo
=pri+1— (Pai+1—p1) T p2— (P2~ Po)
— pait (p2i—po) —p1 + ab po = ab. C.QFD.

Lemme 12 : Soit 0 < r < b, et supposons que 0 = x;9< x;; <x;3< ... est la suite de tous les

entiers non négatif pour laquelle la p-représentation est
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Xim= Yo Pnt Ya-1Pn-17 ... ¥ Yo Po,
et a une des formes
@ b-repzb-itl,
(0) Xpm=JuPut .t Yir1Piv1trpit (B=r)piatrpiat .t b-rypptrpt(b-r
+1) po,
ir12b-r+1,
(€) Xym= Yo Pt o+ Y1 pir1 T (b=P)pitrpit .+ (b=—r)p2trpt (b—r+1)po,
pir15r—1,
() Xem= o Pat -+ Hie1pie1+ b= pitrpii .. ¥ (b—r)pr+rpit (-7} po,
¥ie12r+1,
(€) Xrm=JaPn* o+ 1D T TPt b=r) Pt rpiat ot (B-r)ptrpit (b-7)
Po,
%e18b-r—1,
ou en (b), (¢), (d), (), il y a un nombre non négatif de paires de nombres (b —r, r)
précédant y. De plus, soit
Vem= VaPn+1 T o 1Dnt o T P2t 0 p1YY Po,
ou
W=y =rsi0<psb-r,
w=w-Ly=rt+tlsib—r<p<ab.
Alors
L Xpm, Vb—rmsont complémentaires;

IL yom=Xpmtmab+r,m20.

Démonstration : Soit X, I’ensemble de tous les nombres de la forme x,p, Y I’ensemble de
tous les nombres de la forme vy - .m. Les hypothéses sur X,m, ¥»» impliquent que ¥
contient tous, et seulement tous, les nombres de la forme
Voorm=YaPnt .t pixapiit (b—r)pitrpi-at ..
+(b-ryprtrpi+ (b-r+1)po,

vier12r+ 1,

Voorm=taPnt o T Vi trpt(b-r)pioitrpiat ..
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+(b=r)p2trpit(b—r+1)po,
%a1sb-r-1,
Voorm=taPnt .t Yisipirtrpt(b-r)piatrpi2t..
t(b-r)pr+rpi+(b-r)po,
Yiv12b—r+1,
Voorm=aPnt ot VPt (b=r)pitrpiit ..
+(b—r)p2trpit(b—r)po,
%1 Sr—1,
ou le nombre de paires (b — 7, r) consécutives précédent le dernier chiffre est non négatif.
Tous les nombres finissant en %, b — 7 # 3 # b — r + 1 est dans X et non dans Y.
Considérons I’ensemble des nombres p finissant en y = b — r + 1. On doit supposer
qu’une suite maximale de / 2 0 paires (b — r, ) consécutives précedent j. Si le chiffre A
précédent la premiére de ces pairesest<r—l,alorspe X,pg Y. Sihzr+1, alorsp ¢
X,p e Y. Sih=r, lechiffre précédent hest soit >b—r+ 1,danscecaspe X, p ¢ Y,
ouj<bhb-r+1,danscecasp ¢ X,p € Y. Lecasj=>b—r est impossible puisqu’il
implique qu’un ensemble de > / + 1 paires (b — r, r) consécutives précedent o,
contrairement a ’hypothese.
Le méme argument montre que tout nombre finissant en b — r est soit dans X soit dans

Y mais pas dans les deux.

II. En utilisant la méthode et la notation du lemme 11, on va montrer que f, = ab, m =1.
C’est suffisant parce que, clairement, y,o— X,0 =7.
Pour le reste de la preuve, on écrit x,,, v au lieu de X, ., ¥rm. Soit
Xn= Ya Pt Ya-1Pn-1t ot 1P 1% 0.
(1)i=0. Alors
Xm= YapPnt ... T % Po,
Xm—1=%pat ...+ (0-1) po
H0<pw—1<b-r Alorsx,—1=x,_1. Mais
Ym=VaPn+1F ... T o171 Po,
Ym-1= FaPur1t ..t (= 1) pr+rpo,



76

fm=p1—po=ab.
(ii) o —1 = b — r. Alors x,, a une des formes (b) ou (c) ol x, — 1 # X, 1. Mais
Xm—2=YapPnt ot 1+ (0 —2) Po= Xm-15
Ym=taPns1+ .t 2+ (o= pr+ @+ 1) po,
Ym-1=taPus1F ¥ P2t (W=2)pr 1 po,
fu=p1+po—2po=ab.
(iii) o —1 =56 —r+ 1. Supposons d’abord que x,, — 1 =X, —1. Alors y, est comme en (1),
et
Ymo1= FaPnt1 Tt P2+ (0=2) pr+ (r+ D po,
fu=p1—po=ab.

Maintenant Supposons que X, — 1 # X, 1. Alors x, — 1 n’a pas une des formes (b) ou
(c), il a donc une des formes (d) ou (e), excepté que le dernier chiffre b — r en (d), (e) est
remplacé par » —r + 1. Donc x, — 2 a la forme (d) ou (&), €t Xp — 2 = Xm 1. Aussi y et
Vm—1 Sont comme en (ii), et f, = ab.

(iv)y -1 >b—r+1 Alorsx, - 1 =Xpu_1, Ym a la forme de (i1), ym-12 la forme du

premier cas de (iii), et f = p1 — po = ab.

(2)i>0. Alors
Xm = YaPnt . F Vi Dis
Ym=YaPn+1T ... T ¥ipi+1T T Po,
Par le lemme 1 de la section 3.0.,
Xm—= 1= papat ¥ v i1+ (=D pi+ ab (pi-1+pi-s* ...+ pe)
ou
_{1 si i est pair,
0 si i est impair.
(v) i pair. Alors x, —1=Xn-1,
V1= YaPut1F ¥ piv1 it (=D pisrtab (pitpia+ ...+ p2)+ab po,
Jm=pi+1—ab i+ pi-at ...+ po)+abp
—pitab(pi-1tpiost .t py)
=pis1—(piv2—1)+ab—p;+ (pi—1)=ab.
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(vi) i impair. Maintenant, ab>b—r. Sib—r— 1#ab,alorsx, — 1 =xm_1,
Yo-1=taPne1t T hiv1piv2 T (- Dpisa
+ab(pi+pio2t .. +p)-pr+ (1) po,
fu=pis1trp—ab @it piat ..t p)tpi— () po
—pi+ab(pi-1tpi-3t ..+ o)
=p,—po = ab.
Maintenant supposons que ab =b —r+ 1. Six,— 1 a une des formes (b) ou (c) alors
X, — 1 = X, _ 1 et ’argument précédent s’applique. Six, — 1 n’apasla forme (b) ou (c),
alors comme on a vu en (iii), alors x, — 2 = X, -1,
Ym-1= YaPu1t o T He1Piva T (1) pie
+ab (pit+pi-2t .. +tp)—prtrpo
fu=piv1—ab (it pioat .. T p) TP
—pis1tabpic1+pi-3t ...+ po)—po
= p1— po = ab. CRFD.

Notons la paire (x,, y») définie dans le lemme 11 par (xo,, Yo »). Nous obtenons une

autre représentation des positions gagnantes.
Théoréme 22 : Les paires (X, », Vr.n), 0<7r<b,n=0,1,2, . définies dans les lemmes 11
et 12, avec (xq, 0, Yo, 0) = (0, 0) comprends I’ensemble de toutes les paires gagnantes

(paires de Wythof¥).

Démonstration ; Notons que xo,; = 1 = ao,1 et yo,1 = 1 + ab = by 1 dans la notation de la

section précédente. Pour 0 <r<bonax,0=0,y.0=r Lereste de la preuve est dans le

théoréme 21.



CHAPITRE 4 : QUI-PERD-GAGNE

Dans le jeu habituel, le joueur qui enléve le dernier jeton gagne. Réciproquement,

dans le cas du qui-perd-gagne, le joueur qui est le dernier a jouer perd.

4.1.Jeu qui-perd-gagne de la premiére généralisation du jeu de Wythoff

C’est en 1984 que Avieri S. Fraenkel publia un article, [22], donnant une description

trés compléte du jeu qui-perd-gagne de la premiére généralisation du jeu de Wythoff.

4.1.1. Régles du jeu

Définissons le jeu par les régles suivantes :

(i) deux joueurs jouent en alternance;

(ii) on a au départ deux piles de jetons, un nombre arbitraire dans chacune des piles;

(iii)on fixe au préalable un paramétre a, lequel est un entier naturel.

Un joueur doit prendre des jetons selon une des deux fagons suivantes :

(iv)un nombre arbitraire de jetons dans une des piles;

(v) ¢> 0 et d > 0 jetons des deux piles, respectivement, avec la contrainte suivante :
lc—dl<a.

(vi)le joueur qui ne peut pas jouer, en enlevant un nombre 1égal de jetons, gagne la

partie.

4.1.2 Premiére représentation des positions gagnantes (récurrente)

Théoréme 23 : Les positions gagnantes pour le jeu qui-perd-gagne de la premicre

généralisation du jeu de Wyhtoff sont les suivantes
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(1) Poura=1: (4o, Bo) = (2, 2).
Apy=mex{ A, B;:0<i<n},B,=A,+n(nz1)
(i) Poura>1:
Ap=mex{ A, B;:0<i<n},B,=A4,+an+1(n20).

ol mex signifie la valeur minimale absente (« minimum exclued value »).

Démonstration : De la définition de 4, et B, donnée dans le théoréme, on a que les suites
{4,} et {B,} sont complémentaires pour a > 1.

En effet, par la définition de, on a {4,} U {Bn} = Z° (I’ensemble des entiers non
négatifs). Aussi, {4,} N {B.} = & puisque si 4, = By, alors pour n > m, on aurait que 4,
est le mex d’un ensemble contenant B, = 4, une contradiction. Pour n < m C’est
impossible puisque By =4, +am+ 124, +an+ 1> A4,

Poura=1,ona {4,} W {B.} = Z° par la définition des A,. Aussi, {4} N {B,} =
{2}

Les suites {4,} et {B,} couvrent dons tous les entiers non négatifs pour tout a > 1.

Pour montrer le théoréme, il faut montrer deux choses : (i) un déplacement & partir
d’une position de la forme (4,, B,) résulte nécessairement en une position qui n’est pas de
la forme (4;, B;). (ii) Un déplacement & partir d’une position (x, ¥) # (4, B;) (exception de
(0, 0)) il existe un déplacement qui meéne a une position de la forme (A, Bn).

(i) Un déplacement du premier type (enlever un nombre arbitraire de jetons d’une des
piles) a partir de (4,, B,) mene clairement a une position qui n’est pas de la forme (4;, B)).

Supposons qu’un déplacement du second type a partir de (4, B,) méne a (4;, B;). On

a nécessairement i # n. Ce déplacement satisfait a
|(Bn— Bi) — (An— A43)]
= |(Bn— A4n) — (Bi— 4i)
=|an+1)—(ai+ 1)|
={n-i)al<a.

Donc n = i, ce qui est une contradiction.
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(ii) Soit (x, y) une position, telle que x < y, qui n’est pas de la forme (4;, B)), 12 0. Si (x,
) = (0, 0) le joueur suivant gagne puisqu’il ne peut plus jouer. Si (x,y) # (0, 0), on doit
avoir x = B, ou x = A, pour un n 2 0 puisque {4,} U {Bn} =7Z°

Cas x = B,. Réduire y a 4,. Ce déplacement est possible puisque y = x = B, 2 4, et
au moins une égalite est stricte.

Cas x = A,. Siy> By, réduire y 4 B,. Siy = A,, aller a (4 ,Bo). Ce déplacement est

possible puisque

4 4, = B o e =
|( ”_Ao)ﬁ( n— O)l—l 0~ Ol—_ lsia>1.<a'
Sid,<y<Bpsoitd=y—x—¢g m=|[dla]

o Osia=1

ou 5= A1) = lsia>1.

Aller a (4, Bn). Ce déplacement est possible puisque
(a) m=0,
(b)d=y—A,— &<B,—Ap,— €=an,donc m = [d/a] < dla<n,
() y=An+d+e>Ap+d+ 2 Ay+am+ =By,
(d) | = Bn) = (x = Am)| = | — X) = (Bw — Am)| = |d — am| < a parce que
da-1<[dlajl=m=>d-a<am=>d-am<a.
C.QFD.

Tableau XXI : Positions gagnantes du jeu
qui-perd-gagne de Wythoftf oua =1
a=1

BF?
2
1

O oo o |4 [ [ b |2
-..tu-.s

Slelew|o|unisiwin|=icolx

10 |

13

15
11 18
12 20
14 23
16 26




&1

Tableau XXII : Positions gagnantes du jeu
qui-perd-gagne de Wythoff oua =2

a=2 _
L AH B"
0 | 0 | 1
1 | 2 [ 5
2 | 3 [ 8
3 | 4 [ 11 |
a6 | 15 |
s 17 |18 |
6 | 9 | 22
7 | 10 | 25
"8 | 12 | 29
9 | 13 | 32
10 | 14 | 35

Stratégie gagnante
Soit la position (x, y) telle que 0 < x <y ((x, ) # (0, 0)).
« Si(x,y)=(A4,, B,), on perd si 'adversaire joue parfaitement jusqu’a la fin.
« Six=A,ety> B,,aller a la position (4,, B,).
o Six=A,ety=A, allera (4 ,Bo).
Osia=1

. 1 x=A,etAd,<y<B,, : ns 2m i n T - {
Six=4,et y< By, aller & (An, Bn) oum=[(y—x—¢&)a] et ¢ {151a>1.

« Six=B,,aller a la position (B,, 4,).

Exemple : Soit (9, 27) une position au présent jeu avec a = 2. En regardant le tableau
XXII on voit que 9 = Ag et que 27 > B =22. On doit donc aller a la position gagnante
(9, 22). Le déplacement effectué est 1égal puisqu’on a enlever 5 jetons de la deuxieme
pile.

Soit la position (9, 13). En regardant le tableau XXII on voit que 9 = 4¢ et que 13 <
[13_29_1], 3[13-29_1]) = (41, B1)=(2,5).

Le déplacement effectué est 1égal puisqu’on a enlever 7 et 8 jetons de chacune des piles

et|7-8/=1<2.

Bg=22. On doit donc aller a la position gagnante (4
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4.1.3.Deuxiéme représentation des positions gagnantes (algébrique)

Soit

2-a+va’+4

5 p=RKa)=a+a

a=a(a)=

« est la racine positive de 1’équation — + =1. Donc, « et f§ sont irrationnels pour
%

X+a

1 1
tout entier positif a, et satisfait a = + E =1. Soit y= Ha)= o, 8=&a)=y+ 1. Alors

7,8 (_1_+1]+L__1_+1_1
o p Na BB B

Par le théoréme de I’introduction sur les suites complémentaires, on a que les suites {4}
et {B’,}, ou

A n=[na+ #
et

By=[np+ 4,

sont complémentaires.

Théoréme 24 : Les positions gagnantes au jeu qui-perd-gagne de Wythoff sont les
suivantes
(i) Poura=1:(4%, B’0)=(2,2), (41, B')=(0, 1),
(4, B'n) = ([na], [nf) (n 2 2),

oua=a(l), p= K1)
(1)) Poura>1:

(A4, B'n) = ([na+ 71, [nf+ 8]) (n 2 0),
ol a= ofa), f= Ra), y= a), 6= Xa).

Démonstration :

(1) Soita=1,

(A0, B’0) = (2, 2) = (4o, Bo)

et
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(4’1, B’1)=(0, 1)=(mex {4y, Bo}, A1 + 1) = (41, B1).
B,=Mmpl=[n(a+a)=[nal+na=4,+n.

De plus mex{ A4°;, B’;: 0 < i < n} = A", puisque {4}, et {B’n},_, sont des suites
croissantes et complémentaires : si le mex n’était pas A°,, alors 4°, ne pourrait jamais Etre
obtenu. Ceci montre que 4, = A, et B,=B,(n>0).

(ii) Soit a > 1. Notons que
(40, B’0) = (0, 1) = (4o, Bo)
et
By=[np+ d]
=[n(a+a)+y+1]=[na+ y+na+1]
=[nat+A+na+t1=4,+an+ 1

De plus mex{ A’;,B’;: 0 < i < n} = A°,, puisque {A’x} et {B’,} sont des suites
croissantes et complémentaires : si le mex n’était pas A’,, alors 4°, ne pourrait jamais étre
obtenu. Ceci montre que 4°,=A4, et B, =B,(n=0).

C.QF.I)

4.1.4. Troisiéme représentation des positions gagnantes (arithmétique)

Soit D; = a q;— p; (i = —1) tels que décrits a la section 324.

Lemme 12 : Soit  un entier,  un entier non négatif et a = [b,a‘]. Alors

>'D,=a™(D, +D,, +b+1-a),m=20.
i=0

Démonstration : (par induction) On a
Do=a'(Dy+Di+b+1-0)
=g (a-b+D+b+1-0)

=a' (Di+1)
=g (D +aDy+ 1)
=g (-1 +aDy+ 1)=Do.
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Le lemme est donc vrai pour m = 0. Supposons que ¢’est vrai pour m, alors
m+1
D, =a (D, +D,., +b+1-a)+D,,,
i=0
=0 (@Dps1 + D+ D1 + b+ 1 — @)
= (Dypt1+ Dyna + b+ 1-0Q)

puisque aDy+1 + Dy = Dpa. C.QFD.

Propriété 1 : Soit n un entier non négatif quelconque. Si Ry(n) se termine par 011...] ou
pair

cl1l...1 (1 < ¢ < a), alors 4, = [(Ry(n)). Si Ry(n) se termine par 011...1 ou cll...l, alors

impair 1mpa|r palr

An=I(Rn)+ 1 (n20).

Démonstration : 11 suffit de montrer les quatre relations suivantes pour j 2 0.

2j-1 k 2j-1
() n=D.q+ 2dg= {na+ } Zp+2dp,,k 0
i=0

i=2j+1 i=2j+1
2j k B k
(i) n=2.q,+ 2dg ,dym>1> na+ } Zp, >dp k=1
i= i=2j+1 i=2j+]
25 k 1_ 2j k
(i) n=2.q,+ 2.dq, ﬁ[na+—- =1+ Y. p,+ 2,d,p k=0
i=0 i=2j+2 a =0 i=2j+2
2j-1 1 2j-1
Gv) n=.q, +qu,,d2,>1:>[na+ }_1+ Zp,+2dp,,k 0.
i=0 i=2f i=0 i=2j
L’équation (i) est équivalente a
2j-1 k
0< na+-— Zp, Zd,.p,.<1.

=25+l

Pour le » donné dans (i) ¢’est équivalent a

2j-1
1
(v) 0<Y.D+ ZdD +—<1,k20.
i=0 i=2j+1

De la méme maniére (ii), (iii) et (iv), sont respectivement, équivalentes a

1
(vi) O<ZD+ ZdD t—<lLdyn>1, k=1,

=0 i=2j+
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(vii) 1<ZD * ZdD +—<2 k>0,

= i=2j+2
2j-1 1

(viii) 1< DD, +Zd,D, +— <2,dy>1,k20.
i=0 i=2j

Démonstration de (v) : Par le lemme 12,

k-2j
ZdD - Z 2j+i 2]+r

i=2j+1

L2j

k
21+1 (21+l)+(1 n-= Z 2j+i (2]+1)+(2x—1)
i=1

k
< ZaD(2j+1)+(2i-1) = D2j+2k+ 1— D2j+l = D2j+ 1
i=]

et

k-2j k k

k
zd Zd2_1+zD2_;+z ZZ 27+ 2]+1 Z 2j+i 2_1+2i—1

i=2j+] i=] i=1

k

> > aD; ;5 = Dy+2e—Dy>—Dy.

i=1

Par le lemme 12 avec b =1,

2j-1
ZD + ZdD <a (Dzj 1+Dzj+2 o) — D2]+1

parc g ¥
=a'[2-a-(a-1)Dy_1—-(a*—1)Dyl.
Maintenant
Dyjs1=aDy+Dy_y=(a+1)Dy+ Dy_1—Dy
Puisque Dy > —Dyj+1,0na
(a+ 1) Doyj=Dyjs1+ Dy—Doj_1>— Dy
Donc — (a— 1) Dy <{(a” — 1) Dy, et

2JZID + Zd D, <a'(2-a).
i=2j+1
Soit o, la racine négative de x* + (a—2) x —a=0 (« étant la racine positive). Alors
am=-a,at+ a=2-a Donc
a'2-a)=a'Q2-a+a-a)
=g (a+tap+a-—- oz)=a'1 (at+t m)

=a'(a-a al)=1- a’,
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ce qui démontre I’inégalité de droite de (v). Pour I’égalit¢ de gauche,

2j-1 k
ZD,. + ZdiDi >a’ (Daj1+ Dy +2—a)—Dy
i=0 i=2j+1

=d ' [Dy-1—(a—1)Dy+2-a]
>al [Dy—(a-1)Dy+2-a]
=qa'[F1-(@a-1)(a-1)+2-a]
=q'[-l—aa+ta+a-1+2-4d]
=g [~aa+ad]l=1-a
=2_ag-l+ta=ag+taw-a-1+ta=a+m-1
—a+ad! —1=a(l-aH-12-a". C.QFD.

Démonstration de (vi) : On utilise dy;+1 > 1 et le lemme 12

K k
ZdiDi $2 Dyt ZdiDi

i=2j+1 i=2 742

k-(2j+1)

<2 Dlj+1 o Zd2j+1+iD2j+]+i
i=1
k
<2 DZJ+1 + Zd2j+1+iD(2j+l)+(2i—1)
i=1

k
<2 D2j+1 L ZaD(2j+1)+(2i—l)
i=1

=Dyj+1+ Dyj+ok+1<Dyj+1,

et

k
>.d,D, >~ Dy

i=2j+1

Donc par le lemme 12,

2J k
ZD,. T ZdiDi <dq" (Dyj+ Dyje1+2—0a)+ Dyjvy

i=0 i=2 j+1
2j+1
_ -1 L
=a (D2j+1 +D2j+2+ 2-a)= ZD:'
i=0

mais

|Dyj+1] > |Daj+ 2,



ou

—D3j41> Dyj+2,
ou

0> Dyj+2+ Dyj+1
donc

2j+1
>D <a'Q-a)s1-d,

i=0
et la derniére inégalité suit comme la preuve de (v). De ’autre cote,
2j k
D, + >.d,D, >a (Dy+Dyr1+2-@)— Dy
i=0 i=2j+1
=g ' [2—a-(a—1)Dy+ Dy+1]
>a'2-a-(@a-1)Do+Di]=0>-a".

Démonstration de (vii) : Par le lemme 12

k

%
ZdiDi = ZaD(2j+l)+(2i—l) = Dyj++1— Dy <—Dyj+y,

i=2j+2 i=1

i=2j+2
Donc
2j k
ZD,. + Zd,.D,. R (Dyj+ Dyj+1+2—a)— Dy
i=0 i=2j+2
=a' [2-a+ Dy~ (a-1)Dy+1]
<d'[2-a+Dy-(a—-1)D
=aq+a-aa=1-(a-1)(a-1)
Puisque > 1,ona—(a—-1)(@a-1)<0<1- o« Donc
1-(a-1)@-1)<2-a’,
ce qui démontre 1’inégalité de droite de (vil). Dautre part,
2j K
ZDI' - ZdiDi >a_1 (D2j+D2j+1+2—a)—D2j+2
i=0 i=2j+42

=a'[2-a-(a-1)Dy—(a—1)Dy+1].

% v
ZdiDi 4 ZaD(2j+2)+(2i—l) =DZJ+2k+2_DZJ+2>_DZJ+2,
i=l

87
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De la méme maniére que la preuve de (v),
Dyjva=(a+1)Dayjs1+ Dy~ D4y,

et
—Dyy>Dyjsa+ Dyjr1—Dy=(a+ 1) Dyj+1,
alors
—(a—1)Dyj—(a®~ 1) Dyj+, 20.
Donc

2j k
ZD,. B ZdiDi >a—1 (2 = a) =_a—1 a2_1 (aZ + a)
i=0

i=2j+2
R (s Sy, S -1 _ -1
=—ad -ad a a=-a taa =1-a. C.QFD.

Démonstration de (viii) :
k k
ZdiDi < ZaD(zj—1>+(zi—1) =Dyj+ak-1—Dyyo1<=Dy-1.

i=2j i=]

Puisque d; > 1,

k k
>.d,D, >2Dy+ 2,aDy 0, =Dy + Dyjeu> Dy
i=1

=27
Donc
2j-1 k
ZD,- + zd,-D,- <ad (Dy-1+Dy+2-a)-Dy_,
i=0 i=2j

=a' [2-a—(a—1)Dy-1+ Dy
<a'[2-a-(a-1)D_+ Dy}

=1 E2E gt
puisque &> 1. Pour I’autre inégalité,
271 k
2.D,+2.dD, >a" (Dy-1+Dy+2-a)+ Dy
i=0 i=2]

=a"] (D2j+ D2j+1 +2— a)

2j
=¥ Det=<g. C.QFD.
i=0

Propriété 2 : Soit {4”,} 'ensemble des nombre dont la p-représentation se termine par
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G) 3,4,...a,
(i) 011..1, 011...12,
— —_

pair pair

(i) cll.l,cll. 12 oul<c<a,
impair impair

et soit {B’’,} I’ensemble des nombre dont la p-représentation se termine par

(iv)011...1, 011...12,
—_—7 =

impair impair

(v) cll.1, cll...12.
pair pair

Alors, {47} = {4} et {B”,} = {B.}.

Démonstration : La premiére partie de la propriété 1 implique que si Ry(n) se termine par

011...1 ou clL..1, alors R,(A,) = Ry(n) se termine aussi par les mémes chiffres.
— —_—

pair impair

La deuxiéme partie de la propriété 3 implique que si R,(n) se termine par 011..1,
impair

alors R,(4,) se termine par 011...12, et si Ry(n) se termine par cll...1 alors R,(4,) se
pair pair

termine par 3,4, ...,aou cll...12.

impair
Puisque les ensembles {4,} et {B,}, n > 0, sont complémentaires, le deuxieme
ensemble de nombres, {B,} a une représentation qui est le complément de la

représentation de I’autre. C’est-a-dire que B, se termine par 011...1, 011...12, ¢]1...1 ou

impair impair pair
cl1,.12, eton aque {472} = {4} et (B} = (Ba}. C.QFD.
pair

Propriété 3 : Notons le dernier chiffre de R,(4,) par £. Alors Ry(B,) est R’ (Ay), avec le
demnier chiffre (zéro) remplacé par 1 (si#=0 ou 1) ou par 2 et t remplacé par ¢ — 1 (si 1 <
t<a),nz0.
C’est-a-dire, si f'est la fonction telle que
Ao 51, 6) = { (8,,---,0,,8,,1) 51"c5'0 =0oul,
(8,,...,6,,0,-12)si1< 6, <a,

alors fIR(An)) = Rp(Bn).
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Démonstration : Soit /' la fonction inverse de /. C’est-a-dire, soit /~ ! 1a fonction telle que
(8,,.-,6, +1)s16, =2,

1 S
(8, s G1, ) {(5;1,...,51) sinon.

On a évidemment 1(ﬂRp(A,,))) = Ry(4,). De plus, par la propriét¢ 2, les ensembles
{R,(An)} et {ARyAn))} sont complémentaires.

Montrons que {R,(4,)) = R,(B,) par induction sur ». Ona

RyfAs) = Ry(0) = (0)
et
ARAA0)) = (0, 1)= (1) = Ry(Bo).

Le théoreme est donc vrai pour » = 0. Supposons qu’il est vrai pour tout n < m, alors
ARSAAm)) # Ry(By) , n < m. En réalité, I,( AR(An))) est le plus petit nombre absent de
{Bu},n<m.

Si By # L( ARNAn))), alors I( AR An))) ne pourrait jamais étre obtenu pour n > m,
contredisant la complémentarité de {R,(4,)} et {I( ARAA4)))}. C.QFD.

Stratégie gagnante
Soit la position (x, y) telle que 0 Sx<yeta>1((x,y)#(0,0),1 <c<a).
«  SiR,(x) se termine par 011...1, 011...12, cl1...] ou c] 1...12  allera (Z/,(f I(Rp(x))), x).

impair impair pair pair

+  SiRy(x) se termine par 3,4, ..., 4q, 011..1, 011...12, c11...1 ou c11...12
pair pair impair impair

« ety > L{AR,(x))), aller a (x, L(AR,(x))))-

- ety = L(f{R,(x))), on perd si ’adversaire joue parfaitement jusqu’a la fin.
. Six=y,allera(0,1).
o Six<y<IL{f{Ryx))), calculer m = [(y — x — 1)/d]

« siR,(m) se termine par 011...1 ou c]1...1, aller (/,(Ry(m)), I(Ry(m)) + am + 1).

pair impair

« sinon aller a ([,(Ry(m)) + 1, I(Ry(m)) + am + 2).

La stratégie pour a = 1 est similaire.




CONCLUSION

Le jeu de Wythoff et ses généralisations vues ici ne sont qu’une infime partie des jeux
dérivés du jeu de Nim. En effet, plusieurs autres modifications du jeu de Nim ont été
étudiées jusqu’a présent. On a qu’a penser au jeu de Nim avec alternance périodique des
joueurs [11], aux jeux de Nim ou un des joueurs choisit la pile et ’autre le nombre de
jetons a enlever (Spite-Nim) [8], au jeu de Lucas-Wythoff [15] pour ne nommer que ceux

la.

La résolution du jeu de Wythoff a plus de deux piles est aussi un tres grand défi. Ce
jeu a été introduit par A. S. Fraenkel en 1991 [29] mais n’a, & ma connaissance, pas en

encore été solutionné.

Etonnamment un domaine qui peut sembler frivole donne un éclairage nouveau sur
des disciplines réputées sérieuses. En effet, nous avons vu que la théorie des jeux est
étroitement liée a plusieurs notions du domaine des mathématiques. On y fait appel tant a
la théorie des nombres et a la théorie des suites complémentaires qu’a la combinatoire.
On aurait pu recourir aux probabilités pour calculer nos chances que I’adversaire
choisisse une position de départ perdante. D’autres pourraient créer des programmes
informatiques afin de mettre toutes ces belles théories en valeurs. Enfin, la théorie des
jeux est certainement beaucoup plus complexe qu’on aurait pu I’imaginer mais demeure

une partie de plaisirs pour tous ceux qui savent I’apprecier.
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