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SOMMAIRE

Le présent mémoire étudie des fonctions de risque cumulatif utilisées pour me-
surer |’efficacité des programmes d’intervention dans un modéle épidémiologique.
Les fonctions pertinentes peuvent étre représentées sous forme mathématique par
un systéme de convolution. L’objet est de déconvoluer ce systéme et plusieurs
approches différentes sont considérées. D’abord, puisque l'information obtenue
n’est qu'un échantillonnage de points discrets, une approche matricielle considé-
rant les fonctions pertinentes comme étant des convolutions discrétes tronquées
permet de résoudre « exactement » le systéme. Mais 'information de départ étant
connue seulement approximativement (erreurs de mesure, bruits, etc.), ’approche
précédente est instable, la matrice étant mal-conditionnée. Une seconde approche
utilisant le principe des moindres carrés permet d’établir une méthode théorique-
ment applicable, mais difficile & stabiliser. Enfin, une troisiéme approche utilisant
la régression non paramétrique dite de régularisation qui pénalise le caractére
non lisse de la courbe s’avére fructueuse grace a l'utilisation de la fonction GCV
comme repére. Pour illustrer cette derniére approche, plusieurs simulations nu-

meériques sont présentées.
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INTRODUCTION

OBJECTIFS

Dans le domaine de la santé, il est important de mesurer I'efficacité des diffé-
rents programmes d’intervention a long terme contre une ou des maladies au sein
d’une population (ex.: campagne de vaccination).

A cet effet, il est commode d’utiliser des fonctions de risque cumulatif qui ne
dépendent que de trois variables temporelles :

i. ’age de la population;

ii. le temps du calendrier;

iii. le temps écoulé depuis le début de I'intervention.
Les fonctions pertinentes peuvent étre représentées sous forme mathématique par
un systéme de convolution avec des fonctions mesurant I'impact de l'interven-
tion. L’avantage d’établir un bon modéle est évident : classification des différents
programmes selon leur efficacité.

L’objet du présent mémoire est de déconvoluer ce systéme en utilisant di-
verses méthodes afin de pouvoir mesurer Pefficacité des différents programmes.
Ces diverses méthodes seront aussi utilisées avec des fonctions de risque cumulatif
polluées (i.e. avec un certain pourcentage de bruit) afin d’obtenir les meilleurs
résultats possibles. L’atteinte des objectifs fera intervenir une variété d’outils ma-
thématiques (transformées, algébre linéaire, principe des moindres carrés, fonce-
tions splines) et statistiques (analyse de données, régression) et permettra d’éta-

blir la meilleure méthode possible pour déconvoluer avec des données polluées.



LA MODELISATION

La population étudiée est affectée par une maladie de type irréversible et bé-
néficie d’un programme d’intervention préventive capable de réduire l'incidence
de la maladie. Le modéle a pour but de mesurer l'efficacité d’une intervention,
a partir d’information tirée d’une population sujette & une infection ot les diffé-
rentes composantes du risque ont des variations inconnues dans le temps [1]. On
supposera que:

i. les bénéfices de 'intervention sur un individu sont fonction du temps écoulé

depuis le début de l'intervention;

ii. la vulnérabilité du sujet est fonction de 1’age;

iii. les variables exogénes (i.e. les contributions environnementales au risque)
sont fonctions du temps inscrit sur le calendrier.

Comme source d’information sur la population, on a, en général, accés a la
fonction de survie S qui mesure la proportion de la population qui est encore
susceptible a l'infection. Une population d’age a au temps ¢, soumise & une in-
tervention i, z unités de temps jadis, a une proportion encore susceptible égale

a
Si(t,a,z) = exp (— / ho(t —a+d',a') da' — H,(t, a, z)) (0.1)
0
avec

Hi(t,a, z) :/ hi(t —z+2,a—2z+2,2")dz’ pour 0<z<a (0.2)
0

ot h;(t,a, z) est le taux d’incidence évalué z unités de temps apres l'intervention
et ho(t,a) est le taux d’incidence quand aucune intervention n’a été effectuée.
La fonction de risque cumulatif H;(t, a, z) peut étre obtenue par estimation de la

fonction S;(t, a, 2).



Afin d’accentuer les bénéfices de 'intervention sur un individu encore sus-
ceptible, 1'efficacité des programmes d’intervention peut &tre représentée comme
étant la diminution relative dans le risque cumulatif depuis ’intervention :

faa_zho(t—a-i—a’,a’) da’— foz hit—z+2,a—2+2,2)d?

Ei y Uy = a
(t,a,2) L ho(t—a+a,a)da

(0.3)

ou plutot

H,(t,a,z) — Hi(t,a, 2)

Ei(t,a,2) = H,(ta,2)

(0.4)

Il est toutefois plus simple de travailler avec la proportion p; des risques cumu-
latifs, avec et sans intervention, depuis le début de l'intervention. Par souci de

symétrie, on posera h,(t,a) = ho(t,a,z) et

Jihi(t—z+2,0a—z4+2,2)d2
pi(taaaz) :l_Ei(taaaz) a fozho(t—Z+Z’,G—Z+Z’,Z’)d2" (05)

La dépendance de p; sur les trois variables ¢, a, et z peut étre complexe. De
plus, les contributions respectives de 1’age et des variables exogénes sur le risque
cumulatif étant inconnues, la contribution réelle de l'intervention pourrait étre
masquée.

Dans I’esprit de Cox [2] et Cox et Miller [3], Robert C. Brunet et Claudio J.
Struchiner [1] considérent les variables du risque comme interagissant de maniére

multiplicative
hi(t,a,2) = Ao(t)a(a)B;(2), J € {o,i},

oll \,(t) représente le facteur exogéne variant dans le temps de maniére inconnue,
a(a) est la vulnérabilité a la maladie en fonction de I’age, elle aussi est présumée
inconnue, et (;(z), 7 € {0, i}, détermine le changement dans le risque en fonction

du temps écoulé z depuis I'intervention. §,(z) = 1 puisque dans ce cas, il n’y a



eu aucune intervention. Alors, p;(t,a, z) devient

pi(t,a,z) = Hi(t,a, z) _ I3 Aot — 2 + 2)afa — 2+ 2) Bi(2') d2'

Ho(t, a, z) foz Mt — 2+ z’)a(a _ g Z')ﬁo(z’) G (0.6)

En écrivant g(t, a;u) = A, (t — u)a(a —u), u > 0, cela permet alors de définir

les fonctions de risque cumulatif H;(t,a,z) , j € {0,i}, comme des convolutions:

Hy(t,0;2) = /O gl a— 2B L) (0.7)

Si les fonctions H;(t, a, z) étaient connues pour 0 < 2 < 0o, alors l'utilisation

des transformées de Laplace

L{f(z)} = F(s) = f " e f(2) da.

permettrait en principe la détermination de la fonction §;(z) mesurant I'impact

de 'intervention. En effet, grace au théoréme de convolution [10]

L{H) _ L{YL{B) _ LB
C{Hy ~ ClobL{y ~ /s

d’ot

Malheureusement le fait que l’on ne peut connaitre I’évolution d’une maladie

au-deld d’une certaine valeur finie de 2z force 'utilisation d’une autre voie.

APPROXIMATION NUMERIQUE

Pour des populations d’'un 4ge donné a évaluées & un temps donné ¢, les

variables t et a peuvent &tre considérées comme des paramétres et seule la variable



z subit des variations & I'intérieur de ’équation (0.7). Dorénavant, la dépendance

en t et a sera implicite. Du fait que £, = 1, on déduit facilement que

En supposant que les fonctions H,, H;, g et [3; sont assez lisses pour 0 < z < Z,

le théoréme fondamental du calcul [11] permet de dire que

dH,
dz

9(z) =

H, est une fonction monotone croissante puisque ¢(z) = g(¢, a; z) = A, (t—2z)a(a—

z) > 0. L’équation (0.7) se réécrit maintenant sous cette forme:

Hi(z) = /0 "Bz — o) H () do. (0.8)

En divisant 'intervalle {0, Z} en n + 1 intervalles égaux et en supposant nos
deux fonctions H, et H; connues pour z = jA, j = 0,...,n+ 1, il est possible
d’appliquer le théoréme de la valeur moyenne pour des intégrales [11] en utilisant

la croissance monotone de H, et d’écrire
A
HifAye / Bi(A — ) H(z) dz
0

A
= Bi{A - 51,0)/ H)(z)dz pour 0< &< A
0

= Bi(A = &1,0)(Ho(A) — Ho(0))
= G;(A — &,0)Ho(A) puisque H,(0) =0;

A 2A
Hi(2A) = /0 8.2~ a)Hi(z)do+ [ A2A - 0)Hi(a)do

= Bi(2A — £20)Ho(A) + Bi(2A — &21)(Ho(24) — H,(A))

pour 0<&o <A, A< <24;



de méme

Hi(kA) = Bi(kA — &k 0)Ho(A) + Bi(kA — &1)(H,(24) — H,(A))

+ oot Bi(BA = 1) (Ho(kA) — Ho((k — 1)A))

pour 0 <&k <A,

(0.9)
ey (B—1A < &p-1 < KA

et ce pour k=0,...,n+ 1 (en n’oubliant pas que H,(0) = H;(0) = 0).
On fait ’approximation suivante: les & ; sont situées & la moitié de I'intervalle

correspondant, i.e. & ; = (2j+1)A/2 pour k = 1,...,n+1. Les quatre principaux
termes sont alors redéfinis. Soient
Hy, = Ho((k =+ 1)A) }
Ciy = H;((k + 1)A);
(0.10)
B = Bi((k + 3)A);

gk =9((k+3)A);

pour k =0, ...,n. Avec les nouvelles variables 'équation (0.9) est nettement plus
simple & travailler:

Co = BoHo;
E (0.11)
Cr = BeHo + Z,Bk—-j(Hj —H;,) pour k=1,...,n
7=1
Ce qui permet la proposition suivante.

Proposition 0.1.

k k
Z G = Zﬁk—jHj pour tout k=0,1,... (0.12)
=0 5=0



DEMONSTRATION. Par récurrence. Le cas k = 0 est évident. On suppose le cas

k vrai et on regarde le cas k + 1:

k+1 k
Z:Cj = ZCJ + Cri1
7=0 j=0
k
=3 Br-yH;+ Cpyy
j=0
k k1
= Z,Bk—jHj + (,Bk+1HO + Zﬁk+1—j(Hj - Hj—l)) par (0.11)
=0 j=1
k+1
= frp1Ho + Z Br+1—5H;
j=1
k41
= Z /Bk+1—_7H_7
7=0

Remarque 0.1. Z?:o Br—i Hy = Zj:o B;Hy_; pour tout k=0,1,...

On notera le passage d’un systéme de fonctions continues (0.7) & un systéme
de fonctions discrétes (0.12). A partir de maintenant, le probléme sera abordé

avec des fonctions discrétes.



Chapitre 1

LA METHODE DIRECTE

Le fait de considérer le systéme discret plutét que continu a I’avantage que
plusieurs méthodes peuvent étre utilisées pour résoudre le systéme (0.12). De
plus, les fonctions de survie d’ol sont tirées les fonctions de risque cumulatif sont
vraisemblablement connues & intervalles fixes plutét que de fagon continue.

Pour permettre I'application des méthodes subséquentes, on a réécrit le sys-

téeme (0.12) terme par terme pour des vecteurs de longueur 0 — n*:

Co = Hybo;
Co+C = Hob + HiBo;
, 0 1 ' o 150 L.1)

CO++On - Hoﬂn+"'+Hnﬂ0-

1.1. RESOLUTION DU SYSTEME

Avant d’aborder la méthode dite directe, on notera les trois faits suivants:
i. les trois vecteurs H ] C et ,5 doivent tous étre de la méme longueur;

ii. les premiéres composantes de H et C doivent étre non nulles;

iii. la méthode est sensible aux erreurs sur les données qui constituent HetC.

Ces restrictions et leurs conséquences vont étre étudiées aux sections suivantes.

* Une longueur 0 — n signifie que le vecteur a n + 1 termes dont les indices vont de 0 & n.



Il est possible de réécrire le systéme (1.1) sous forme matricielle :

- Co ] Hy -ﬁo-
O(] + C]_ Hl H(] O ,61
C() -+ C]_ + 02 - HQ H1 H(] 62 )
Cot+Ca|l  |Ha ... Ho H H| B
d’on
o - . -
:60 HO CO
1o H, H, O Co+ Cy
;62 = |Hy, H; Hy Cy+ Ci+0Cy (12)
| B | H, ... Hy Hi H | Co+ -+ Gy

La matrice contenant les termes du vecteur H est appelée matrice de Toeplitz

triangulaire inférieure [13].

Théoréme 1.1. L’inverse d’une matrice de Toeplitz triangulaire inférieure

o 0: oo g
a; Qg 0
A=
| Oy, a1 Gy
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ot les termes des deuz matrices satisfont la relation suivante :

J
Zaibj_i = 040 pour ] = 0, Viasy T (13)
i=0
ot - ’
1, s15=0
dj0 =
0, sinon.

DEMONSTRATION. Puisqu’une matrice est inversible si et seulement si son déter-
minant est non nul et que le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit
des termes sur la diagonale, la supposition ay # 0 permet d’affirmer que la matrice
A posséde un inverse B. Il faut maintenant démontrer que B est nécessairement
une matrice de Toeplitz triangulaire inférieure.

Soit

bop +o- Bug
ol les termes b; ; sont indéterminés. Puisque B est I'inverse de A, on a la relation

AB =1 oil I représente la matrice identité. D’ott

aobo,o anbo,1 ca aobo,n
a1bo g + agbip a1bg 1 + aghy 1 _— a1bo n + agby
anbop + + -+ + Gobpo  anboy + -+ aobn anboy + + -+ Gobn s |
(1 0 ..... |
0 1 0
0 ... 0 1]
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En commencant avec les termes situés sur la premiére ligne, on en déduit les

valeurs de by; pour i =0,...,n (puisque aq 7# 0):
boo = 1/ao;
(0)
bO,i =0 pour z:1,,n

On descend ensuite a la seconde ligne:

aiboo + agbip = 0;
bl,l — 1/(10; (1)
b_1,z'=0 ponE (=3, .. xy1.

La troisiéme:
azbo o + ai1bip + aghop =0;

a1b11 4+ apby1 = 0;
bao =1/ag;
bp; =0 pour i=3,...,n.

Par récurrence, on arrive jusqu’a la derniére ligne:

anboo + -+ -+ agbno = 0;

U111 + -+ -+ agby1 = 0;

bn,n = 1/@0..
De toutes ces égalités (0)—(n), on fait les déductions suivantes:
1°b;; =0 pouri,j =1,...,n et j > 1. Donc B est bien une matrice triangu-

laire inférieure.
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2°b;; = 1/ag pour i = 0,...,n. Il suffit donc de poser by = b;; pour ¢ =

0,...,n et la premiére égalité de I’équation (1.3) est respectée.
3° Puisque b;; = by pour tout i = 0,...,n, on obtient alors que arbg +
aobir1; = 0 pour ¢ = 0,...,n. On pose donc b; = b;y1,;. On continue le méme

raisonnement pour toutes les autres égalités et on trouve les termes constants
suivants
bivki = bk
pour i = 0,...,n et k = 2,...,n en tenant compte du fait que les indices de b
ne peuvent étre plus grands que n. Ce qui implique que B est une matrice de
Toeplitz triangulaire inférieure.
4° En remplagant les termes b; ; par les nouveaux termes by, . . . , b, dans toutes

les égalités (0)—(n), on obtient ’équation (1.3), ce qui met fin & la preuve. O

Grace au théoréme 1.1, le systéme (1.2) peut é&tre réécrit dans une version
plus conviviale:
i i—j
b= Yuk (Z Cl) (1.4)
= 1=0

7=0

ol les k; sont définis par la relation

ZH]’KD,'_J' = 0,0 (15)
j=0

pour ¢t =0,...,n. K est appelé 'inverse convolutif de H.

1.2. CONTRAINTES

La simplicité du systéme (1.4) cache quelques conditions qui ont été supposées
vraies sans aucun questionnement. Avant de poursuivre plus loin, il serait bon de
s'interroger sur les conséquences de ces conditions sur la fiabilité de 1’approche

par la méthode directe. Deux principales restrictions ont été relevées.
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1.2.1. Hy#Cy#0

Par (0.10), on a que

Hy = /OA glx)yde et Ch= /OA 9(z)Bi(A — z) dz.

S’il s’avére que g(z) = 0 pour tout 0 < z < A, alors Hy =0 et Cp = 0.

Or, une telle supposition ne permet plus de résoudre le systéme avec 1’algébre
linéaire puisque le déterminant de la matrice de Toeplitz triangulaire inférieure
constituée avec les termes de H sera nulle. En revanche, il y a un moyen de
surmonter cet obstacle: il suffit de considérer ’équation (0.12) avec Hy = Co = 0.
Pour k& = 0, on obtient I’équation Cy = Hyf qui laisse le §; indéterminé. Mais
pour k£ = 1, on se retrouve avec 1’équation C; = H; [y, d’ou fo = C1/H;. Si on
développe toutes les équations jusqu’a k = n, on obtient le systéme

3 k
Ci=» Hp iy pour k=1,...,n

=1 i=1
qui est équivalent &

k k

Zcz:th_iﬂz pour k=0,...,n—1
i=0

i=0
avec h; = H;.1 et ¢; = Ciy1. On revient donc au systéme (1.1) de départ, mais
avec une longueur raccourcie d’une unité, ce qui est résolvable.

Il est ainsi inutile de considérer Hy, = 0 puisque que c’est équivalent & redéfinir

les vecteurs
B=lg & ... m] « @=la a .. al

i.e. sans leur premier terme nul. Il est toutefois important de tenir compte de la

remarque suivante.
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Remarque 1.1. Puisque le systéme est défini pour £ = 0,...,n — 1, par le
systéme solution (1.4), ﬁ sera défini pour ses n premiers termes seulement. On

est donc réduit & obtenir un vecteur ﬁ de longueur moindre que Het C.
On peut généraliser ce fait avec la proposition suivante.

Proposition 1.1. Si H; =0 pour tous lesi =0,...,5 <n—1, alors on ne peut

déterminer un vecteur ﬁ que de longueur 0 - n—1— 3.

DEMONSTRATION. Par récurrence. Le cas j = 0 a été discuté précédemment. Il
reste & démontrer le cas j + 1 en supposant le cas j vrai.

Soit H; = 0 pour touslesi = 0,...,7+1 < n—1. On a le systéme d’équations
k k
Z i = z hi—iB;
i=0 i=0

vrai pour £ = 0,...,n =1 —j (avec h; = Hiyj41 et ¢; = Ciyjy1). Or Hjpy =0
implique nécessairement que C;41 = 0 et donc hy = ¢y = 0. On peut donc réécrire

le systéme comme étant

Kk k
Zci = th—i-i—lﬂi—l pour k=1,...,n—1—7.
i=1 i=1

En posant A} = h;;1 et ¢; = ci1 et en effectuant un changement de variable, on

se raméne au systéme

k k
Zcé:Zhﬁc_iﬁi pour k=0,1,...,n—75—2
i=0

1=0

qui est résolvable et qui donne comme solution un vecteur 5" de longueur 0 —

n—2—j. (|
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Remarque 1.2. Si le vecteur H est identiquement, nul, C le sera aussi et par
conséquent, le systéme (1.1) ne sera plus qu’un ensemble d’équations 0 = 0. Donc,

dans ce cas précis, 5 restera indéterminé pour tous ses termes.
1.2.2. 0<fG<T
En se replacant dans le contexte de départ, (z) est une fonction qui me-

sure I'impact de 'intervention présumée bénéfique, d’otl la relation suivante est

nécessaire :
0<Bn<1 pour m=0,...,n. (1.6)

Il est donc important de regarder quelles conséquences cette restriction ap-
porte aux vecteurs HetC.

Premiérement, (1.6) respecte bien la relation d’ordre en H et C. En effet,

k k
0<B<l = 0<D Biti<) g < 0<C<H
=0 =0

pour k£ =0,...,n puisque g est non négatif.
Deuxiémement, les systémes (1.4) et (1.6) permettent d’établir une relation

plus générale pour H et C. Les deux vecteurs doivent respecter le systéme suivant :

k k—i
052@(26})51 pour k=0,...,n (1.7)
5=0

=0

ol les k; respectent la relation (1.5) pour tous les ¢ = 0,...,n. Cette derniére

relation sera importante a respecter si I’on veut avoir des résultats cohérents.
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1.3. LA CONVOLUTION DISCRETE

On peut concevoir comme continues les fonctions sous-jacentes aux vecteurs
H : C_", ﬁ et §. Mais l'information disponible ne l'est pas. Pour le systéme étu-
dié, utiliser des fonctions discrétes plutdt que continues est naturel puisque les
fonctions H(z) et C(z) ne sont connues que pour des valeurs bien précises de
Pargument z. Ces valeurs s’expriment par des vecteurs.

Lorsqu’on travaille avec des fonctions discrétes (ou vecteurs) plutdt que conti-

nues, il convient de redéfinir la convolution :
Définition 1.1. Soient @ = [ao a; ] et b= [bo by ] deux vecteurs. La
convolution entre @ et b est définie comme étant

é':d'*b-=-[co ci ]

ot les coefficients de & sont donnés par la formule

m
Gy = E aibm—;.
=0

Il est utile de noter que la convolution reste une opération commutative,

associative et distributive avec ’addition.

-t

On peut maintenant réécrire le systéme pour des vecteurs H , c , B et 1t de

méme longueur 0 = n:

m
H=g=»1 oll Hm———Zg,-; (1.8)
=0
m
C=gsf  ob Cou=)_ gnibi (1.9)
=0
TT représente le vecteur [1 1 ... 1] et sa longueur va &tre la méme que celle des

vecteurs ﬁ, C_", ,ﬁ et g.
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Ou en considérant (1.8) et (1.9) comme une seule équation

=0

i=0
pour m=0,...,%

Remarque 1.3. Par souci d’une notation la moins lourde possible, la fléche sur-
plombant les vecteurs H, C, (8 et g a été supprimée. Seulement le vecteur 1 la

conservée afin de ne pas le confondre avec le scalaire 1.

La premiére convolution (1.8) montre que H est une fonction dépendant de
g et puisque g est une fonction non négative, il est clair que H sera non négative
et croissante.

Plutét que d’utiliser ’algébre linéaire, le systéme (1.1) aurait pu &tre résolu

en utilisant les transformeées en z.

Définition 1.2. La transformée en z d’un vecteur @ = [ao a; ... an| de

longueur finie est le polynéme en 2+ de degré n
CA(2) = ap a1z + -+ ap2”.

Puisque la transformée en z d’un vecteur de longueur finie est un polynéme,
la transformée en z d’un vecteur de longueur infinie est une série de puissance.
Autrement dit, la transformée de z d’un vecteur b = [bo by by .. ] de longueur

infinie est la série

B(z) =by+biz+ b2 +---.

{Les ingénieurs utilisent souvent z~' & la place de z. Leur version n'est pas considérée

puisqu’il est préférable de travailler avec des polynémes en puissance de z plutét que 271[9].
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L’utilisation des transformées en z s’avére commode lorsqu’on travaille avec

des convolutions puisque
g=adxb < C(z) = A(2)B(2) (1.11)

ou A, B et C sont les transformées en z de a@, b et ¢ respectivement. Déconvoluer

se résume donc & trouver un polyndéme
B(z) = C(2)/A(=).

Pour le trouver, il suffit de factoriser

1 1
AZ)  (z—z)% (2 — 2)&

et de prendre les développements en série de
=gt ojztat+-, §=0,...,r
(z— 2) 3,0 il 52 J

en supposant |z| < 1, pour ensuite les multiplier (en tenant compte de la multi-

plicité) avec C(z), i.e.
B(z) = (CO +ciz+ - ')(aﬂ,O +ao,lz+ .3 )(0 fg (a’r,[) +0lr,12 SECH )CT

Néanmoins, une approche polynomiale plutét que matricielle comporte deux

grandes difficultés:

i. comme il sera expliqué dans la section suivante, la longueur du vecteur
résultant d’une con_yolution doit étre tronquée pour permettre une solution
valable ;

ii. La factorisation n’est pas facile a effectuer pour un polynoéme de degré
supérieur a o.

Ces deux difficultés favorisent 'utilisation de la méthode directe.
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1.3.1. La longueur des vecteurs

Les fonctions H et C tel que définies par (1.8) et (1.9) ne sont pas des
convolutions discrétes au vrai sens du terme. Un détail a été omis volontairement
a propos de la longueur des vecteurs résultant d’une convolution. Voici un exemple
qui démontre comment.

Soient @ = [ao 81 o am] et b= [bo by ... bn] deux vecteurs et A(z)
et B(z) leur transformées en z respectives. La convolution a été décrite précédem-
ment par 1’équation (1.11) comme étant le produit des transformées en z . Mais,
le produit de deux polynoémes de degré m et n est un polynéme de degré m + n.

On s’apercoit désormais que la convolution de deux vecteurs de longueur
0 — m et 0 — n est un vecteur de longueur 0 — m + n, ce qui n’est pas le cas
pour H et C puisqu’ils sont indéterminés aprés une certaine borne connue. En
fait, H et C ne sont pas des convolutions, mais plutot des convolutions tronquées

que ’on va désigner par

H=g«T1 (1.12)
C=0+g (1.13)

ou plutot
C+T=F+H (1.14)

n
ol ~ signifie une convolution tronquée au n+ 1€ terme (en n’oubliant pas que tous

nos vecteurs sont de longueurs 0 — n). On remarque que le systéme (1.14) est
équivalent au systéme (1.1). A partir de maintenant pour éviter toute confusion

possible il sera indiqué si une convolution est tronquée ou non.



20

Remarque 1.4. Alors que la convolution tronquée est, en principe, résolvable
avec des fonctions discrétes, ce n’est pas le cas pour une convolution non tronquée.
Soit &= @ * b avec @ et & des vecteurs connus de longueur 0 — n et 0 = n+m
respectivement. Si ’on essaie de retrouver 5, on se bute & un obstacle solide : on
a m + 1 inconnus & déterminer avec n + m + 1 équations. Le systéme étant sur-
déterminé, il devient donc algébriquement impossible de solutionner le systéme

si les coefficients de ¢ et @ sont entachés d’erreurs.

1.4. FRAGILITE DE LA SOLUTION

Malgré le fait qu’il soit exact et résolvable, le systéme (1.4) souffre d’une plus
grande dépendance des premiéres composantes des vecteurs H et C par rapport
aux derniéres. Il est fragile face & toute erreur qui pourrait affecter nos données
initiales. Une seule erreur sur un des deux termes Hy et Cy et tout le vecteur
B3 se trouve erroné. Si l'on travaillait toujours avec des données exactes, le pro-
bléme ne se poserait pas, mais il faut considérer la possibilité d’avoir un jeu de
données entachées d’erreur. Les figures 3.5 a4 3.12 (pages 53 et suivantes) per-
mettent d’observer cette fragilité de la méthode directe: a chaque sous-figure (c)
sont représentés la reconstitution du vecteur 3 avec la méthode directe (points)
en comparaison avec la fonction originale (ligne pointillée) lorsque les données de
départ H et C contiennent de légéres erreurs.

Il faut donc maintenant se tourner vers d’_autres méthodes qui:

— restent stables face aux erreurs pbssibles en distribuant le poids de chacun

des termes de H et C de la maniére la plus uniforme possible;

— soient trés prés de la réponse obtenue par méthode directe lorsqu’il n'y a

pas d’erreur sur les données.



Chapitre 2

DECONVOLUTION A I’AIDE DU PRINCIPE
DES MOINDRES CARRES

2.1. L’ANALYSE DES SIGNAUX EN GEOPHYSIQUE

En géophysique, l'analyse du sous-sol terrestre est un travail important ; il
permet la reconnaissance des ressources naturelles (pétrole, gaz naturel, etc.). Une
des techniques utilisées consiste 4 envoyer des signaux (magnétiques ou autres)
dans le sol qui seront réfractés sur les différentes couches terrestres pour ensuite
étre recueillis et analysés [9, 7]. Voici un schéma trés simple qui modélise ce
procédé (voir Fig. 2.1) : un signal d’entrée z; est dirigé dans le sol pour ensuite étre
retourné sous un signal de retour y;. Ce signal y; est le résultat du signal z; soumis
a divers délais suite aux multiples rebondissements sur les strates géologiques.
Ceci peut-étre assimilé & 1’action d’un filtre f; convolué avec z; auquel s’ajoutent
divers bruits pour donner y;. Si on cherche des nappes de pétroles, on s’attend
pour un signal z; donné & obtenir un signal de retour d’un type désiré, disons
2. On cherche un filtre f; tel que y; = z; * f; soit le plus proche possible de z.
Il faut cependant garder en téte qu’ici la convolution n’est pas tronquée et que,
par conséquent, la déconvolution reste en général insoluble (voir Remarque 1.4).
Une des techniques utilisées pour créer un filtre f est d’utiliser le principe des

moindres carrés.
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GO o

Fi1G. 2.1. Schéma des signauz en géophysique

Afin de simplifier les calculs, soient f de longueur finie 0 — m et z de longueur
finie 0 — n. Alors, y et z sont de longueur 0 — m + n. La construction du filtre
s’appuie sur le critére des moindres carrés: minimisation de la différence entre
le signal de sortie désiré z et celui obtenu y. Plus précisément, on cherche les

coefficients de f tels que

m-n

J = E(Zt - yt)2

t=0

soit minimum. J peut étre considérée comme une fonction d’erreur.
Pour appliquer le principe, il faut tout d’abord définir le vecteur en dehors
de son intervalle. Un vecteur @ de longueur 0 — m sera défini comme nul pour

tous ses termes qui sont en dehors de l'intervalle. Plus précisément,
a; =0 pour j¢[0,m]. B

Grace & (2.1), v peut s’écrire comme étant

m
Yt = Z f'rxt—'r
T7=0

et donc
m-+n

- 2
J = Z (Zt = Zf'rxt—7'> .
7=0

=0
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Cette quantité est minimisée en posant ses dérivées partielles par rapport a chaque

coefficient f, nulles. La dérivée partielle de J par rapport & f; ( =0,...,m) est

ﬂ:mi-f 2 zt—iﬁxt_ _6‘_ Zt_Em:f'rmt—
ofi = =0 ") 0f =0 ’

m+n

=2 Z (Zt Zf‘rxt 'r) _xt—j)
m+n
=2 Z (“Ztict—g = Zfrﬁﬂt 'rxt—j)

7=0

m+n m+n
( Z 2Tt—j + Z fr Z Ty 'r-'rt-—_7>
( ¢zcz: + Zf'rﬁbzz .7 - 7-)) b

7=0"

Il

En posant cette dérivée partielle nulle, on obtient le systéme de m + 1 équations:

> fréeo(i = T) = (i) pour j=0,...,m. (22)
7=0

Ce sont les équations normales. La solution d’'un tel systéme est donnée par le

filtre
f = ‘I)J_(lxq)zx
ol (Rxx)ij = buz(li —7l) et (Pyx)i = Baald)-

Deux nouvelles fonctions ont été introduites:

Définition 2.1. (i) La fonction d’autocorrélation d’un vecteur @ est la fonction
¢qe qui mesure 'appariement des termes du vecteur selon un décalage j, i.e.
¢aa.(j) = Z Uit j Q.
i
(ii) La fonction de corrélation croisée entre deux vecteurs distincts @ et b

est la fonction ¢q, qui mesure I’'appariement des termes des vecteurs selon un
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décalage 7, i.e.
Bab(3) = ) airsbi.
i
I1 est facile de voir que
bab(§) = bra(=1)-
Si a = b, on peut réduire l’expression a

¢aa(j) e ¢aa(_j)'

Par conséquent, la fonction d’autocorrélation est une fonction paire.

Pour aider & la compréhension, une simple application du principe pour des
vecteurs de longueur 2 est présentée. Soient z = [xo g;l], = [ fo f1] et z =
[Zo 2 zQ] notre signal de sortie désiré qui lui est de longueur 3. Le signal de

sortie actuel y est obtenu par la convolution de z avec f qui est
[?Jo (1 ’yz] = [330 3»'1] & [fo f1]
= [foiﬂo (fozr + fizo) f1$1] .
En appliquant le principe des moindres carrés, le systéme (2.2) & deux équations:
¢zz(0)f0 T+ ¢xw(1)f1 = ¢zm(0) ;

s’écrit sous la forme

fo(zd + 23) + fi(ToT1) = 20%0 + 2121 ;

fo(zoz1) + fi(zh + 23) = 210 + 2221 5

en évaluant les fonctions d’autocorrélation et de corrélation croisée.
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Exemple 2.1. Comme exemple numérique, soient z = [3 1] et z = [1 0 0].

Les équations normales sont

10fo + 3f1 = 3;

3fy+ 10, = 0.

En les résolvant, on trouve un filtre
i=[n &)=z -8
Le signal de sortie actuel sera donc
v=lo wow] =[] [r -a]=[2 & -2
qui est assez proche du signal désiré z = [1 0 0].

Pour pouvoir juger de Iefficacité du filtre obtenue par le principe des moindres

carrés, il est essentiel de définir une fonction d’erreur

_ | 2 =)
s Etth

(3, 27 = ¢..(0) ne sera jamais nulle sauf pour le cas trivial z = 0). On peut donc

définir une fonction de performance
P=1-EFE.
Si 'exemple numérique précédent est repris, 'erreur de notre filtre est

_JO-BY R+ @) [
E= \/ 1 =4/ g2s1 ~ %105

ce qui nous donne un taux de performance respectable P = 0,895.
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2.2. APPLICATIONS AU SYSTEME DE CONVOLUTIONS

Maintenant que le principe a été développé, il sera appliqué a I’équation (1.10)
de deux maniéres distinctes qui apporteront des résultats et des taux de perfor-
mance trés différents.

Comme le principal intérét est la fidélité de la méthode par rapport a la

solution directe (1.4), des taux d’erreur
Z?:O (/6)2

Py=1- Ej

et de performance

seront calculés afin de comparer la fonction 3 obtenue par la méthode directe (1.4)

et la fonction ' obtenue par les différentes méthodes.
2.2.1. Directement sur ’équation C * T=Hxp
La technique la plus intuitive consiste & appliquer directement le principe de

moindres carrés au systéme D = C 1 = H *  qui est sur-déterminé. D’ou les

équations normales suivantes sont obtenues:
n
> ¢uu(j— )8 = ¢pu(j) pour j=0,...,n. (2.3)
i=0

Les résultats obtenus ne sont malheureusement pas stables : leur taux d’erreur
peut varier grandement d’un vecteur a4 un autre comme on peut le voir avec

I’exemple suivant.

Exemple 2.2. Soient H = [3 4 5] et C = [1 2 3]. En résolvant le probléme

avec la méthode directe, on obtient que

g=[1 ¢ 2]=[03 05 073
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Or, un filtrage par moindres carrés permet d’obtenir un

f_ | 7991 317 12799 | ~y
g= [m 5T %ﬁ] ~ [0,3799 0,5275 0,6085]-

Reconvolué avec H, ce ' permet d’obtenir un taux de performance Pz = 0,8855.
Mais, seulement en redéfinissant H = [2 5 9] et en laissant C' identique, le taux
de performance Pz tombe a 0,5556. Cette chute sera expliquée dans la section ci-
dessous; elle provient du fait que les vecteurs H et C' demeurent croissants, mais

que le nouveau vecteur recherché § = [0,5 0,25 0,125] est devenu décroissant.

2.2.2. En utilisant la monotpnicité d_es fonctions

En géophysique, un probléme intéressant est celui de trouver un filtre qui
permettra d’obtenir comme signal de retour un signal constitué d’un pic, i.e.
un vecteur z tel qu’un des termes soit égal & une constante réelle positive et

que tous les autre soient nuls (voir Fig. 2.2). Robinson et Treitel [9] expliquent

08fF

0.6

0.4

02F

Fia. 2.2. Signal constitué d'un pic

que, selon que z soit un vecteur croissant, décroissant ou mixte (croissant et/ou

décroissant selon la partition choisie), la position du pic & 'intérieur du vecteur
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z joue un rdle déterminant dans la performance du filtre f obtenue par moindres
carrés. Un autre facteur important est la longueur du filtre. Sans refaire aucune
démonstration, voici les conclusions obtenues:
— si le vecteur z est décroissant, alors plus le pic est placé au début du vecteur
désiré z, meilleure est la performance;
— si le vecteur z est croissant, alors plus le pic est placé & la fin du vecteur
désiré z, meilleure est la performance;
— si le vecteur z est mixte, alors il faut procéder par tatonnements pour trou-
ver 1’endroit optimal pour le pic & l'intérieur du vecteur z;
— la longueur du filtre f joue toujours le méme réle: plus la longueur du
vecteur f est grande, meilleure est la performance.
Sachant que la fonction H est croissante, on peut utiliser ce concept en trou-

vant par moindres carrés un filtre inverse f : 0 — m tel que
CHaf=bnia=0 .. 0 1].
En reconvoluant de chaque coté le systéme de base avec le filtre inverse f, i.e.
f*H*,B:f*C*T.
A l’aide de la transformée en z, on vérifie que

:60 = fm—ncn +fm—n+l(0n—1 +Cn) o AR +fm(CO s waeay Cn),

,61 =, fm—’n+lcn + fm——n—i—z(on—l I Cn) intege fm(cl SR Cn) ;

Bn = fmCh;

sans oublier de tenir compte du critére (2.1).
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Malheureusement, la méthode envisagée ci-haut utilise le prolongement n —

on de H * 8 = C % 1 qui est inconnu expérimentalement dans le probléme épi-
n

n
—

démiologique, car seule la forme tronquée H * 3 = C 1 est donnée. Pour éviter

——

cet embarras, on doit travailler avec un vecteur décroissant.
Toujours avec H croissant et non négatif, on choisit une constante arbitraire

k > H, et on définit un vecteur
K=ki-H (2.4)
de longueur 0 — n. Il est clair que
Ky=k—-Hy>2Ky=k-H,2---2K,=k—-H, >0,
d’ott K est un vecteur décroissant non négatif.
K*,szf*,@—H*ﬂ
=kI«pf—-Cx1 (2.5)

est un vecteur de longueur 0 — 2n. Vu que K est décroissante et non négative,

on peut 'inverser par moindres carrés avec un filtre f : 0 — m tel que
feK =0 = [1 0 ... 0].
En convoluant chaque coté de 1’équation (2.5) avec f, on obtient
FrExf=kfxT+f—fxCxL

Par la transformée en z, on vérifie que seule la partie 0 — n du systéme H * 3 =
n

n
——

C 1 intervient et on peut écrire avec H * § = C x T que f est la tronquation en

———

n de

kfxTxB— fxCx1 (2.6)



30

L’équation (2.6) est résolue par I’algébre linéaire et permet le systéme-solution

suivant :

Bo 1-kfo
B —k(fo+ f1) 1—-kfo

B —k(fot+ -+ fn)

—foCo
—fo(Co + C1) — f1Co

|~ fo(Cot++Ca) = -+ = faCo

—k(fo+f1) 1- kfo_
i

2.7)

L’avantage de cette méthode (2.7) réside dans le fait qu’en plus de ne pas

considérer le prolongement n — 2n de C 1, elle posséde deux paramétres libres:

la constante k et la longueur 0 — m du filtre inverse f. Elle permet donc une

plus grande liberté lorsqu’on travaille avec des données polluées. Voici un exemple

simple montrant comment la constante &k et la longueur 0 — m jouent un réle

déterminant.

Exemple 2.3. Soient

H = [11 26 50 82 109 131 150 171 200 234]

et

C= [0,55 6,25 17,5 36,6 61,45 8595 104,45 113,5 116,25 118,9]

deux vecteurs de longueur 0 — 9 qui respectent bien la condition de départ (1.7).
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Pour trois différentes valeurs de la constante & = 234, 351,468 et deux dif-
férentes longueurs [ = 10, 20, le filtre inverse f a été trouvé par moindres carrés
pour ensuite déterminer le vecteur 3’ a I'aide du systéme-solution (2.7).

Dans la figure 2.3 (page 32), on a représenté pour chacun des six cas la
convolution f * K (ligne pleine) en: comparaison avec la fonction dg recherchée
(ligne pointillée). Deux constatations sont apparentes:

i. plus le filtre est long, meilleure est la performance;

ii. plus k est proche de H,, meilleure est la performance.

La derniére constatation n’est pas singuliére & cet exemple. En effet, plus &
est supérieur & H, et plus les termes K, formant le vecteur K sont élevés. En se
rappelant que le principe des moindres carrés accorde le méme poids & tous les
termes de K (contrairement a la méthode directe), plus les termes & I'extréme
droite de K sont élevés, plus le résultat risque d’étre loin du résultat recherché.
11 est ainsi préférable d’avoir la constante & la plus proche possible de H,,.

Cette méthode (2.7) qui consiste a trouver un filtre intermédiaire f par le prin-

cipe des moindres carrés peut en principe inverser approximativement la convolu-
n

n
—

tion H*3=0C % 1. Son intérét provient du fait qu’elle posséde deux paramétres

——~—

(la longueur du vecteur [ et la constante k) qui servent a comparer les résultats
obtenus & divers niveau d’approximation du filtre f. Par ailleurs, il n’existe pas
de critére pouvant déterminer les paramétres k et [ & utiliser, on doit procéder
par des tests empiriques pour s’assurer de la qualité de la reconstitution.

Dans la figure 2.4 (page 34), on a représenté pour chacun des six cas la re-
constitution A (ligne pleine) en comparaison avec la fonction 3 recherchée (ligne
pointillée). Ici, un fait nouveau vient s’ajouter & ceux indiqués ci-haut: on re-
marque souvent (voir Sous-figures (c), (e) et (f)) que le vecteur 3’ diverge rapi-

dement vers —oo. Ceci est dii 4 I'inversion de la matrice de Toeplitz triangulaire
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inférieure constituant 3’ (voir (2.7)) qui devient numériquement instable lorsque
les termes sur la diagonale 1 — kfy sont prés de zéro. Vu que les f, sont éta-
blis par la méthode des moindres carrés, ces zéros des élements diagonaux sont
imprévisibles. Considérant le manque de stabilité dans les calculs numeériques,
ce systéme-solution (2.7) ne se révéle pas utile pour travailler avec des données

polluées.
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Chapitre 3

REGULARISATION A I’AIDE DE LA
REGRESSION NON PARAMETRIQUE

On a vu que la méthode précédente (2.7) est, en pratique, inutilisable avec des
données entachées d’erreurs importantes. Il serait donc intéressant de se diriger
vers une autre méthode. Si les mathématiques appliquées semblent épuisées, il
existe un domaine qui, pour l'instant, est demeuré inexploré: la statistique. La
mise en oeuvre d’un modéle de régression non paramétrique permettra d’estimer

plus efficacement la fonction 5.

3.1. PENALITE SUR LA RUDESSE DE LA COURBE

L’idée de départ qu’ont eue Robert C. Brunet et Claudio J. Struchiner [1] de
travailler avec des fonctions continues, quoique intuitive, revient en téte lorsqu’on
travaille avec des données polluées & cause des avantages suivants:

— elles permettent de déterminer la fonction 8 pour n’importe quelle dimen-
sion du temps (semaine, mois, année, etc.). On ne se limite donc plus & des
intervalles égaux entre chaque donnée;

— avec ou sans 'aide d’un graphe, on percoit plus rapidement les caractéris-
tiques de la fonction (croissance, minima, maxima, etc.).

Il serait plus conforme & l’intuition de supposer des fonctions continues sous-

jacentes. Il s’agirait donc de reconstituer une fonction continue § & partir des
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données discrétes H; et C;, ¢ = 0,...,n, qui sont polluées par du bruit. La statis-
tique a développé plusieurs techniques et modéles de reconstitution de fonctions,
un de ces modéles va s’avérer profitable: un modéle de régression non paramé-
trique appliqué & des fonctionnelles [5, 8, 12].

Soit un jeu de données (¢;,Y;), ¢ = 0,...,n. Sans entrer dans les détails, la
régression est une technique utilisée en statistique qui consiste principalement a

appliquer le modéle
Y = f(t) + erreur (3.1)

au jeu de données observées [6]. L’approche classique est d’utiliser comme fonction
f un polynéme et d’estimer ses coefficients par moindres carrés. On considére
plut6ét une approche qui ne suppose pas a priori de forme particuliére pour la
fonction et qui pose une pénalité sur la rudesse de la courbe. Cette approche est

bien résumée dans Green et Silverman [6] et Wahba [12].

Définition 3.1. Soit f une courbe définie sur un intervalle [a, b]. La rudesse de
la courbe f est le degré de fluctuation qui la constitue. Plus la courbe est rude,
plus les fluctuations sont nombreuses et grandes (elle s’apparente & des « dents
de scie »); a l'opposé, plus la courbe est lisse, plus les fluctuations paraissent

inexistantes (voir Fig. 3.1).

Pour mesurer la rudesse, on considére 'intégrale de la seconde dérivée au

carré

b
f (f")? dt. (3.2)

Les motivations qui poussent a utiliser cette mesure plutot qu’une autre vont étre

dévoilées plus loin avec le théoréme 3.1. Il suffit de trouver un f qui minimise
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(a) Une courbe rude (b) Une courbe lisse

Fic. 3.1, La rudesse d’une courbe

I’équation

n

b
S() =3 (% — £(t)? + A f (F")? dt. (3.3)

i=0
Le paramétre A > 0 est la pénalité qui permet de varier 'importance accordée a la
rudesse de la fonction f. Pour mieux visualiser le réle du paramétre A, il suffit de
considérer les cas extrémes: lorsque A tend vers I’infini, on force la fonction & étre
tellement lisse qu’elle devient linéaire ; & ’opposé, lorsque A tend vers zéro, la ru-
desse n’a plus d’'importance et la fonction f qui minimise I’équation sera celle qui
relie exactement tous les points Y;. On peut observer la figure 3.2 qui représente
un exemple de données obtenues synthétiquement avec la courbe qui minimise
S(f) pour différentes valeurs de A. S(f) représente le meilleur compromis entre
le lissage et la représentation des points Y; pour la fonction f.

Maintenant, avant d’aller de 'avant avec l’application de la méthode aux
données observées, il est intéressant de connaitre la nature de la fonction f qui

minimise S(f).
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(c) A = 8,2 (optimal selon le critére (d) A =100
GCV)

Fic. 3.2. Données synthétiques avec la courbe &ui minimise S(f) pour différentes

valeurs de A

Définition 3.2. Soient a < ty < 1 < +-+ < t, < b. Une fonction f définie sur
'intervalle [a, b] est appelée spline cubique si les deux conditions suivantes sont
satisfaites :

i. sur chaque intervalle (a, ty), (to,t1),- - -, (tn,b), f est un polynéme d’ordre 3;
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ii. les polynémes sont définis de telle sorte qu’a chaque point ¢;, f, sa premicre

et sa seconde dérivées sont continues.
Une spline cubique définie sur l'intervalle [a,b] est appelée spline cubique
naturelle si ses seconde et troisiéme dérivées sont nulles aux bornes a et b. Ce qui
implique la linéarité de f sur ses deux intervalles situées aux extrémes, i.e. [a, to)

et [tn, b].

Soit Sy[a, b] 'espace des fonctions différentiables sur Iintervalle [a, b] et qui
ont une premiére dérivée absolument continue; ce qui signifie qu’une fonction f
appartenant & Sy[a, b] est continue et différentiable partout sur lintervalle [a, b]
avec une dérivée f’ et qu’il existe une fonction intégrable f” tel que faz fr(t)dt =
f'(xz) — f'(a) pour tout x appartenant a 'intervalle [a, b]. Toute fonction double-
ment continuement différentiable et, par conséquent, toute spline cubique, fait
partie de cet espace. Le prochain théoréme est important. Il montre que la spline
cubique naturelle est 'unique fonction minimisant le mieux [(f")? pour toutes les
fonctions appartenant & Sy[a, b] [6]. Les motivations qui poussent a choisir (3.2)

comme mesure de la rudesse apparaissent maintenant comme évidentes.

Théoréme 3.1. Sotentn > 1 et f la spline cubique naturelle prenant les valeurs
Yo,..., Y, auz points ty, ..., t, satisfaisanta < ty < - -+ < t, < b. Soit g n’importe
quelle fonction de Sya,b] tel que g(t;) = Y; pour i = 0,...,n. Alors [(g")* >

[(f")? et on a Végalité seulement lorsque les deus fonctions sont identiques.

DEMONSTRATION. Soit & la fonction appartenant a Sp[a,b] définie de telle sorte

que h = g— f. Donc h(t;) =0 pour s =0, ...,n. Puisque f est une spline cubique



40

naturelle, par intégration par partie on obtient que

/ fII hII dt f fIII hl

= Z () / " B (t)dt

.7

—Zf’” )(h(tj41) — h(t;))

= 0. (3.4)

Cela implique, en substituant (3.4), que

[wora= [ ooy
_ / )t 42 / " prh ) e+ / () dt
- [wroya [wroyra
> [y

L’égalité est obtenue seulement si f:(h”(t))zdt = 0, i.e. lorsque h est linéaire
sur [a, b]. Mais puisque h est nulle aux points to,...,%,, et n > 1, h est linéaire

seulement si elle est nulle partout sur [a,b], i.e. si g = f. O

Il est donc parfaitement justifié d’estimer f dans (3.1) avec une spline cubique

naturelle f comme le démontre le corollaire suivant :
Corollaire 3.1. Soit A\ > 0. La courbe f qui minimise le mieuz S(f) parmi

toutes les courbes appartenant d Ssla, b] est la spline cubique naturelle.

DEMONSTRATION. On suppose le contraire: f n’est pas une spline cubique na-
p p q

turelle. I1 est toutefois possible de construire la spline cubique naturelle f telle
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que f(t;) = f(t;) pour i =0...,n. Donc
n n

> - f)y

1=0 =0

Il
5
b
|
iy
T
&
S
%

Par le théoréme 3.1,
b b
/ (fll)2 dt < / (fll)2 dt

et puisque A > 0, il est clair que

S(f) < S(f).

On a démontré que si f n’est pas une spline cubique naturelle, il est néanmoins
possible de trouver une spline cubique naturelle f qui permet d’obtenir une plus
petite valeur pour (3.3). La spline cubique naturelle est, par cela, la courbe qui

minimise le mieux S(f). O

On peut maintenant regarder comment appliquer cette méthode aux équa-

tions (1.8) et (1.9) lorsqu’elles sont polluées par du bruit.

3.2. APPLICATION AU SYSTEME DE CONVOLUTIONS

Lorsque les données de départ (t;, H;) et (¢;,C;), 2 = 0,...,n, sont polluées,
on ne peut pas les écrire sous la forme (3.1) puisque ce sont des convolutions avec

la méme fonction g. On peut toutefois les écrire sous la forme
H=gx1+eq;
. (3.5)
C=gx*xB+ec;

avec des erreurs ey et eg. Ce systéme est nécessairement unique et peut étre

réécrit sous cette forme:

H=1:(g) +en;
) (3.6)
G =

lg(ﬂ) +ec;
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ot Iy et I, sont des fonctionnelles. Chacune des deux équations qui constituent
le systéme (3.6) est un cas particulier du modéle de régression non paramétrique
développé par Engle, Granger, Rice et Weiss [4] pour étudier la relation existant
entre la météo et les ventes d’électricité aux Etats-Unis.

Si on reprend leur modéle et on applique aux deux équations (3.6), on obtient

deux fonctions & minimiser:

= J 2 i,
> (C'z' — (6 ﬁ)z’) + )\2/ (B")* dt;
i=0 0
ol B et g sont les estimations des fonctions p et g sous-jacentes. Toutefois, puisque
seul ,3 est intéressant, il ne semble pas nécessaire de passer par |’étape intermé-
diaire de la fonction §; on peut plutdt envisager de trouver une fonction H qui

minimise la fonction

N W2 Ty
3 (Hz- - H,-) Y f (A")? dt (3.7)
i=0 0
pour ensuite trouver la fonction B qui minimise
n _ . R R 9 no
S (@ x D= B ) 40 [ (B (38)
i=0 0

Les fonctions H et C sont accessibles & intervalles discrets en ¢y — %y, il
convient donc de travailler avec I’algébre linéaire. On peut réécrire I'équation (1.8)

additionnée de bruit sous forme matricielle

H=H-+ey (3.9)
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ott H, H et ey sont des vecteurs définis verticalement. La premiére fonction (3.7)

4 minimiser devient donc
L ~\2 s Y
S (H- ) +x) ((UA)), (3.10)
i=0 _ i=0
UH étant le vecteur représentant la dérivée seconde, i.e.
0 sit =0
(UH); = oun;

I:Ii+1 -H, H-H. tiyr it G+t .
= == sinon
tiy1— 1 i—1; 2 2

(il est bon de rappeler que la dérivée seconde est nulle & chaque extrémité parce

qu’on travaille avec des splines cubiques naturelles—voir définition 3.2). On sup-
posera, dans ce cas-ci, que les intervalles de temps At avec lesquelles les données
H; et C; ont été observées sont toujours les mémes (At = 1). Dans ce cas, la

matrice U s’écrit tout simplement comme étant la matrice tridiagonale

(0 0 -0 \

11 est connu [6, 12] que la solution A qui minimise ’équation (3.10) est

H=({+)\UTU)A. (3.11)
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1l suffit de prendre ce nouveau H et de le remplacer dans 1’équation (1.10)

additionnée de bruit. On obtient alors le systéme matriciel
XC =Hp (3.12)

oit C et 3 sont des vecteurs définis verticalement, X est la matrice de Toeplitz
triangulaire inférieure constituée d’éléments unité et H est la matrice de Toeplitz
triangulaire inférieure constituée avec le vecteur H. En s’appuyant sur le raison-
nement établi pour trouver (3.11) [6], il est facile de trouver une solution 8 qui
minimise ’équation (3.8), car

S (%00 - (8))" + 3 35 ((UB))’

i=0 i=0

= (XC — HB)"(XC — Hp) + X(UB)" (UB)

— OTXTXC - CTXTHS — fTATXC + fTHTHA + A6TUTUS

CTXTXE — 2CTXTHS + fTHTHA + M,87UTUS

~

= FT(HTH + M UTU)j — 2CTXTHS + CTXTXC
= (8- (HTH + ,UTU)HTXC)T(HTH + ), UTU)
x (f — (HTH + ), UTU)'HTXC)
(CTXT — (HTH + L UTU)THTXC)THT)XC.
Parce que le dernier terme (CTXT — ((HTH + X, UTU)'H”XC)THT)XC ne
dépend que de XC (et non de ) et que (ATH+ X, UTU) est toujours strictement
positif, alors I’équation (3.8) est mir}imalisée par
8= (HTH + X\ UTU)H'XC. (3.13)
On a donc trouvé un ,3 qui dépend des deux paramétres A; et Ag. Il serait

maintenant pertinent de définir un critére permettant de les déterminer.
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3.2.1. Critéres pour A\; et A,

Il n’existe pas de critére définissant le paramétre parfait qui permettrait d’ob-
tenir ’estimation optimale. Toutefois, il existe une quantité de critéres et d’ap-
proches qui permettent de minimiser (plus ou moins parfaitement selon les cas)
les équations (3.7) et (3.8) [4, 6, 8, 12]. Comme Engle et al. [4] et Wahba [12]
le suggérent, la fonction de validation croisée généralisée (GCV) sera utilisée.

La fonction de validation croisée généralisée est, comme son nom l'indique,
inspirée par la fonction de validation croisée (CV) fondée sur une idée trés simple
et intuitive: on enléve un point du jeu de données, on estime le modéle et on
compare la valeur prédite par le modéle pour le point enlevé avec la donnée.
On répéte l'opération pour tous les points du jeu de données et on choisit le
paramétre qui minimise le mieux la somme des différences au carré entre valeurs
prédites et données. Ainsi avec le jeu de données (¢;,Y;), 7 =0...,n, on commence
par retirer Y; du jeu de données. Pour un A donné, FED(t;; \) est estimé et la
différence (f(-9(t;; A) — ¥;)? est formée. On répéte 'opération pour tous les 7 et

on obtient la fonction

n

CV(N) =) (fT(; ) — o) (3.14)

i=0
A est choisi de fagcon a minimiser cette quantité.

Si l'idée est simple, les calculs pour trouver le A qui minimise semblent, &
premiére vue, longs et laborieux. Mais, heureusement, il existe une technique
simple pour construire la fonction CV [6, 12].

Soit la matrice

A()\) = (I+ UTU)H
telle que
f=AWY,
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f = (fo,.-., fn) étant le vecteur défini de telle sorte que

~

fi = f(ti; A).

Alors le théoréme suivant présente une maniére économique de calculer la fonction

CV.

Théoréme 3.2. La fonction de validation croisée satisfait

i=0

cVY =) (ff__Tf(é\))) (3.15)

ou f est la fonction spline calculée & partir du jeu de données (;,Y;), 1 =0,...,n,

avec le paramétre .
Pour démontrer le théoréme, le lemme suivant est nécessaire.

Lemme 3.1. Pour un A et un i donnés, soient f(‘i) le vecteur dont les compo-

santes sont les termes
£ = F )
et Y* le vecteur défini par
Y,  sig#i;
FEOE)  sij =i
Alors

FUO = A0
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DEMONSTRATION. Soit f une courbe lisse quelconque Alors

S0 - s+ [ a0 >2+A/ )
j=0 " J#i
b
> 37 - F )+ / (Fyy a
i “

— Z(Y;* = f(—i)(tj))Q ks )\/ ((f(—i))//)z dt

Ainsi, puisque f~? est la fonction qui minimise le mieux 7 (Y} — f(t;))* +

)\f:(f”)th, on a que fi-) = A(A)Y™, O
DEMONSTRATION DU THEOREME 3.2. Il est maintenant possible d’écrire

-Yi= ZAM(A)Y; - Y,

—ZA” WY+ AN () - Y
J#i

= Xn: Ay(VY; - Y+ AN (FT () - V)

Ft) = Yi+ Az () - 1)

d’ol
B(oi Y, — /()
Y — (=% t;) = 2 it
fo) I'= Au(d)
1 suffit de sommer sur tous les ¢ pour obtenir le résultat recherché:

- Pt 2~ Vi flts i
> (%-7w) :Z(l_—;&i%) -

1=0
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La fonction CV représentée par (3.15) permet de définir la fonction de vali-

dation croisée généralisée

_ Y ra(Y - ()2
GOV = S e o (3.16)

ot le poids des (V; — f-9(¢;))? dans (3.15) est ajusté par le facteur

(1—n"1tr A(N))?

(méme si la formule finale donne a penser le contraire). La fonction GCV remplace
pour chaque i = 0,...,n le dénominateur 1 — A;(A) de la fonction CV par sa
valeur moyenne (tr représente la trace de la matrice A).

Wahba [12] suggére d’utiliser la fonction GCV plutét que CV lorsqu’on tra-
vaille, comme ici, avec des fonctionnelles. Elle explique que, dans certains cas, le
parameétre A estimé par la fonction GCV reste invariant, contrairement & celui
estimé par la fonction CV. Suivant sa recommandation, le critére GCV sera celui
utilisé.

Aprés avoir défini de maniére conforme le critére qui sera utilisé, il suffit
maintenant de I’adapter aux solutions (3.11) et (3.13) pour trouver les paramétres
AL et Ao,

Soient

et

W()\) = HETH + ), UTU) AT (3.18)
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Les fonctions GCV (3.16) appliquées aux paramétres A; et A; seront donc:

"o H — (VAW H))?

GCV(\) = Eiao_ B (3.19)

(1= nTtr W(hg))?

3.3. LES SIMULATIONS

Afin d’examiner la performance des équations (3.11) et (3.13), plusieurs si-
mulations numériques ont été effectuées avec des données H et C polluées. Les
données ont été limitées & deux longueurs, soit de 10 et 20 intervalles, qui sont
des longueurs suffisantes et couramment rencontrées en épidémiologie. Comme
le modéle (1.14) représente une situation étudiée en épidémiologie, trois types
de fonctions 3 simulant ’action d’une intervention en fonction du temps écoulé
depuis son application, sont examinées:

i. une fonction croissante qui suit la différence entre la fonction unité et une

fonction exponentielle inverse ;
ii. une fonction décroissante qui suit une fonction exponentielle inverse;
iii. une fonction qui suit une loi gamma.

La figure 3.3 représente les trois types de fonctions 3 de longueur 0 — 19 qui
seront utilisées pour les simulations. Pour les fonctions de longueur 0 — 9, les
représentations graphiques sont sensiblement les mémes.

Pour la fonction g, il a été convenu d’utiliser pour chaque longueur des fonc-
tions peu lisses (voir Fig. 3.4), elles visent a simuler la variation temporelle de
I’incidence d’'une maladie infectieuse en ’absence d’intervention.

Les fonctions discrétes H et C ont été construites de maniére a retrouver les

vecteurs g et B initiaux.
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Pour les simulations, I'idée de départ est d’estimer les parameétres A; et Ap
avec le critére GCV. Pour A, 'estimation par GCV est bonne, mais pour Ay, il
en est autrement. Souvent le paramétre Ay établi par le critére GCV donne une
fonction 3 erronée. L’utilisation de fonctionnelles et le nombre restreint de points
permettent de croire qu’on a dépassé le seuil de performance de la fonction GCV
(une discussion sur les limites de la fonction GCV se retrouve dans Wahba [12]).

Or, certaines informations sur les fonctions & reproduire sont, dans ce cas-
ci, accessibles (ex.: la non-décroissance de la fonction H). Ceci permet alors de
déterminer un domaine de valeurs possibles pour les paramétres & estimer. Aprés
de multiples essais, la décision suivante a été prise: la fonction GCV servira

surtout & établir la gamme des valeurs admissibles pour les paramétres.

3.3.1. H et C polluées

Les fonctions sont polluées de maniére aléatoire selon une distribution nor-

male avec un écart type proportionnel & amplitude locale:
H; = H; + N(0, (ag H;)?) ;
éi = CZ + N(O, (0005)2) N

pour i = 0...,n, en considérant des taux d’erreur ay et ac qui vont varier entre
0 et 5%.
Les figures suivantes présentent les résultats obtenus en polluant les fonctions
H et C selon différents taux d’erreur. Chaque figure est constituée des quatre
graphiques suivants:
(a) H:
— la fonction sans bruit H (l:ié;né pointillée) ;
— le vecteur pollué H (points) avec son intervalle de confiance évaluée a

:|:2C¥HHi;
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— la spline cubique naturelle H obtenue avec le modéle de régression non

paramétrique (ligne pleine);

(b) C
— la fonction sans bruit C (ligne pointillée) ;
— le vecteur pollué & (points) avec son intervalle de confiance évaluée a
+2a:C;;
(c) B

— la fonction sans bruit 3 recherchée (ligne pointillée) ;

— le vecteur (34 obtenu avec la méthode directe (points);

— la spline cubique naturelle B obtenue avec le modéle de régression non
paramétrique (ligne pleine);

(d) un ensemble d’une vingtaine de splines cubiques naturelles ,5’ obtenues avec
le modéle de régression non paramétrique (lignes pleines) pour une vingtaine
de simulations avec différentes vecteurs H et C polluées de maniére aléa-
toire. Les résultats sont comparés avec la fonction sans bruit 3 recherchée

(ligne pointillée).
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(c) B (d)

Fia. 3.5. B croissante de longueur 0 — 19 avec ay = ac = 0,05

Dans un cadre général, voici les résultats obtenus avec les fonctions § mo-
notones de longueur 0 — 19 pour un taux d’erreur commun de 5% (Figures 3.5

et 3.6). Les paramétres ont été fixés a
A =1 et A2 = 2000000

aprés utilisation de la fonction GCV comme repére.
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(c) B (d)

Fic. 3.6. B décroissante de longueur 0 = 19 avec ag = ac = 0,05

Deux aspects sautent au yeux:

1° 1a méthode directe offre une solution aberrante, les erreurs devenant trés
importantes avec le temps écoulé;

2° les simulations répétées montrent des estimations B stables et fidéles a la

fonction originale 8 au début de l'intervalle. Les divergences deviennent
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de plus en plus importantes vers la fin de l'intervalle. Ce phénoméne est

lié¢ au fait que B(z), pour z vers la fin de son intervalle, entre peu dans la
k)

n
———

fonctionnelle H x 3 = C * T, les erreurs sur H et C ont plus d’impact sur

———

’estimation de 3(z) dans cette région extréme.
Mais les fonctions 3 monotones ne sont pas les plus intéressantes & examiner.
On va s’intéresser davantage 4 la fonction 3 suivant une loi gamma avec laquelle

on procéde & une étude plus compléte.
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(c) B (d)

Fi1G. 3.7. B gamma de longueur 0 = 9 avec axg = 0,05, ac =0

3.3.1.1. Premier cas: ag = 0,05, ac = 0 (figures 3.7 et 3.8)

Les deux premiéres simulations représentent le cas olt seulement la fonction
H est polluée. Ce cas simple permettra plus tard de voir les effets d’une bonne

reconstitution H de la fonction H. Pour se faire, les paramétres ont été fixés a

A =01 et A =1000.
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Fic. 3.8. B gamma de longueur 0 — 19 avec am = 0,05, ac =0

pour les vecteurs de longueur 0 — 9 et

)\1 =, et /\2 = 1000.

pour ceux de longueur 0 — 19.
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On notera que la valeur du paramétre \; varie avec la longueur de l'intervalle.
Ceci tient au fait que le-critére de régularisation n’est pas un invariant sous un
changement d’échelle compte tenu de l'intégrale de la dérivée seconde au carré.

On s’apercoit que la reconstitution est trés bonne pour la premiére moitié
de la fonction. En revanche, la seconde moitié, en particulier pour le vecteur de
longueur 0 — 19, semble se diriger vers toutes les directions possibles. On constate

toutefois le progrés effectué comparé & la méthode directe.
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Fic. 3.9. B gamma de longueur 0 = 9 avec ag =0, ac = 0,06

3.3.1.2. Second cas: ag = 0,a¢ = 0,05 (figures 3.9 et 5.10)

Ici, on a le cas contraire : seulement la fonction C est polluée. I est clair que
le paramétre A; est nul. Pour le second paramétre, des valeurs différentes ont été

utilisées. Pour la premiére simulation (0 — 9)

g = 1000,
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Fic. 3.10. B gamma de longueur 0 — 19 avec ag =0, ac = 0,05

pour la seconde (0 — 19)
A2 = 5000.

Les résultats sont toutefois meilleurs que ceux obtenus par le premier cas.
Cela provient du fait que la reconstruction H est parfaite (fAIZ = H; = H, pour

tous les2=0,...,n).
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(c) 8 (d)

Fic. 3.11. B gamma de longueur 0 = 9 avec ag = ac = 0,05

3.3.1.3. Troisiéme cas: oy = ac = 0,05 (figures 3.11 et 3.12)

C’est le cas plus général. Les valeurs constantes des paramétres ont été fixées

Qo

A=0,1 et  Ay=2000
pour la premiére simulation (0 — 9) et

)\1 =1 et )\2 = 10000
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Fic. 3.12. B gamma de longueur 0 — 19 avec ap = ac = 0,05

pour la seconde (0 — 19).
Les résultats se comparent & ceux obtenus avec le premier cas. On peut
conclure que plus la reconstitution H est proche de la fonction originale H, plus

on semble obtenir de meilleurs résultats pour la fonction B
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Dans les situations étudiées jusqu’ici, le bruit se retrouve sur les fonctions

H et C. Pourtant, dans d’autres cas du domaine épidémiologique, il n’est pas

impossible que ce soit les fonctions C' et g (ou g est le taux d’incidence de la

maladie en I’absence d’intervention) qui soient disponibles. Ne travailler qu’avec

les fonctions C et g devient donc intéressant. Pour ce faire, il suffit de redéfinir

’équation de départ (3.9) avec g:
g=g+te¢

pour obtenir les deux fonctions & minimiser

n

> @G-8 +M /0 (g") dt

=0

et

=0

Cela permet de définir les fonctions discrétes

§= T+ XUTU) g
et

B = (GTG + \UTU)IGC

(C;- —(B+ g)i)2 + /0 "2

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(avec G la matrice de Toeplitz triangulaire inférieure composée avec le vecteur 9)

qui minimisent les équations (3.22) et (3.23). Pour les calculs, il suffit de revoir

ceux effectués a la section 3.2.

Une étude semblable 3 celle de la sous-section précédente a été effectuée, soit

une fonction S suivant une loi gamma et des données sur g et C selon trois cas
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d’erreur (ne dépassant jamais 5%) et deux longueurs (0 — 9 et 0 — 19). Il est
bon de préciser que le graphique présentant les trois différentes fonctions H (H,

Het H ) est ici remplacé par son équivalent avec la fonction g (g, § et ).
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(c) B (d)

Fic. 3.13. 8 gamma de longueur 0 — 9 avec oy = 0,05, ag =0

3.3.2.1. Premier cas: oy = 0,05, ac =0 (figures 3.13 et 3.14)

De maniére similaire & la sous-section précédente, les deux premiéres simula-
tions représentent le cas ol seulement le vecteur g est pollué. On s’apergoit que
la reconstitution est trés bonne & chaque fois. Pour ces deux cas, I’estimation des
paramétres par GCV s’est avérée la plus performante. Les paramétres ont été
choisis ainsi:

M0 et X €[0,300],



66

(c) 8 (d)

Fic. 3.14. 3 gamma de longueur 0 — 19 avec ay = 0,05, ac =0

les Ay étant différents pour chaque simulation.
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F16. 3.15. B gamma de longueur 0 — 9 avec ag =0, g = 0,05

3.3.2.2. Second cas: ay =0,ac = 0,05 (figures 3.15 et 3.16)

Ici, on a encore le cas contraire : le vecteur C' seulement est pollué. Il est clair

que le paramétre A; est nul, tandis que pour la premiére simulation (0 — 9)

g = 1000,

pour la seconde (0 — 19)

Az = 10000.
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(c) B (d)

Fic. 3.16. 8 gamma de longueur 0 — 19 avec ay =0, ac = 0,05

Les résultats demeurent semblables & ceux obtenus avec la fonction A non
polluée et la fonction C polluée (second cas, p. 59). Ce qui montre bien que le

poids de la fonction C semble, dans chaque cas, le méme.
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(c) B (d)

Fic. 3.17. B gamma de longueur 0 = 9 avec oy = ac = 0,05

3.3.2.3. Troisiéme cas: oy = ac = 0,05 (figures 3.17 et 3.18)

Ce cas le plus général est probablement le plus réaliste en pratique. On obtient
de bons résultats en lissant trés légérement la fonction §. Le paramétre ), a été

choisi comme étant

A1 = 0,01.

Les valeurs pour le paramétre Ay ont été choisies comme étant

A2 = 2500, Az = 10000
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Fic. 3.18. 8 gamma de longueur 0 — 19 avec ay = ac = 0,05

pour les vecteurs de longueur 0 — 9 et 0 — 19 respectivement.

On constate toujours la bonne performance de I’approche comparée & la mé-

thode directe (1.4) malgré la difficile reconstitution de la fin de la fonction 3.



CONCLUSION

Le systéme de convolutions étudié dans ce mémoire est issu d’un modéle qui
tient compte de I'impact d’une intervention au sein d’une population affectée par
une infection. L’efficacité se mesure comme étant la diminution relative dans le
risque cumulatif depuis I'intervention. Ce sont les fonctions de risque cumulatif
H,(t,a,z) et Hi(t, a,z) constituant cette mesure qui sont représentées par des
convolutions of intervient une fonction d’impact ((z) mesurant la réduction de
’incidence en fonction du temps écoulé depuis l'intervention. L’objectif de cette
étude est de reconstituer cette fonction d’impact & partir de données sur le risque
cumulatif.

Le premier chapitre est consacré a 1'étude du systéme discrétisé. Ce systéme
est résolu griace a l'algébre linéaire, ce qui est appelé la méthode directe. Néan-
moins, plusieurs obstacles révélent le manque, de stabilité de cette méthode face
a de légéres erreurs. C’est dans cet esprit qu'il convenait d’identifier de nouvelles
méthodes permettant de travailler avec des données polluées par du bruit.

Le second chapitre examine la déconvolution & I’aide du principe des moindres
carrés. Ce principe, utilisé en géophysique, distribue plus uniformément le poids
de chacun des termes lors d’une déconvolution permettant ainsi une plus grande
stabilité face a ’erreur. Le principe a tout d’abord été appliqué directement au
systéme. Mais, le taux de performance variant énormément d’un jeu de données

4 un autre, les résultats ne sont pas fiables. Ensuite, le principe a été appliqué en



72

utilisant la monotonicité de la fonction H. Cette méthode aurait pu suffir, mais,
il manque de critéres permettant de déterminer les paramétres libres.

Le dernier chapitre reprend une approche de régression non paramétrique
pénalisant la rudesse d’une courbe et 'applique aux convolutions données. Le fait
marquant de ce mémoire réside dans une bonne reconstitution B de la fonction
d’impact & partir de données polluées H et C. Ce résultat repose sur le caractére
supposé lisse de la fonction d’origine § et sur le critére GCV qui a servi de
repére lors du choix de valeurs possibles pour les paramétres libres de lissage.
Cette derniére méthode se révéle la meilleure trouvée pour déconvoluer avec des
données polluées.

Le systéme étudié ne comprend que deux convolutions, il serait éventuelle-
ment intéressant d’examiner un systéme de n convolutions.

La déconvolution n’est pas un probléme unique a I’épidémiologie. Le probléme
C = g x 3 est d’application générale en n’oubliant pas que toutes les fonctions
étudiées ne sont données que sur un méme intervalle finie [0, Z]. Il serait aussi
intéressant de vérifier si les résultats obtenus sont applicables lorsque les fonctions

ne sont pas lisses ou quand il est impossible de déterminer leur degré de rudesse.
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