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SOMMAIRE

Nous avons choisi d’explorer un sujet presque centenaire se situant a ’inter-
section entre la théorie des nombres et la logique. Le dixiéme probléme de Hil-
bert demandait & Porigine de trouver un algorithme permettant de savoir pour
n’'importe quelle équation diophantienne si elle avait des solutions. On appelle
équation diophantienne 1’équation P(zy,... ,Tr) = 0 lorsque P est un polynéme
a coefficients entiers oi1 n est un nombre naturel et qu’on cherche z1, ... ,z, dans
I’ensemble des entiers relatifs Z.

Ce n’est qu’en 1970 que Yuri Matijasevi réussit 4 démontrer qu’un tel algo-
rithme n’existait pas. Ce fut le dénouement de 70 ans de recherche, ainsi que le
prélude a d’encore plus vastes découvertes. En effet, soit B un anneau ou un corps
arbitraire, on étendit le probléme & la recherche d’un algorithme pour des équa-
tions diophantiennes dans B, c’est-a-dire d’équations & coeflicients dans B pour
lesquelles on cherche des solutions dans B. En particulier, la question demeure
irrésolue lorsque B est le corps des nombres rationnels Q.

Dans ce mémoire, nous avons d’abord désiré faire prendre connaissance des
récents développements et des possibilités de ce domaine de recherche & des non-
spécialistes. A cette fin, nous avons retracé et expliqué les travaux les plus perti-
nents. Nous nous sommes spécialement interessés aux cas ot B est 'anneau des
entiers algébriques d'un corps puisque ce cheminement méme 4 un théoréme tres
important de Shapiro et Shlapentokh [17] stipulant que Z est diophantien dans

’anneau des entiers algébriques de toute extension abélienne des rationnels.
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Par la suite, nous avons entrepris de reconstituer les preuves de l'article Dio-
phantine sets over some rings of algebraic integers de J. Denef et L. Lipshitz [7],
dont la méthode nous semblait adaptable & de nouveaux corps algébriques. Ainsi,
il était impératif de le maitriser. De plus, nous souhaitions compléter cet article
de maniére a le rendre plus accessible, donc & lui redonner de I'impact.

Etant donné le théoréme de Shapiro et Shlapentokh, nous avons finallement
étudié des corps algébriques qui soient galois, mais non abéliens. De cette facon,
nous allions au-dela des résultats connus. Notre but était d’énoncer des conditions
suffisantes pour obtenir la conclusion de Matijasevi¢ sur de nouveaux anneaux
d’entiers de corps algébriques. Pour ce faire, nous nous sommes inspirés des idées
de [7], ce qui nous a menés & deux propositions et cinq corollaires. La premiére
proposition s’applique aux extensions de degré six des rationnels, tandis que la
seconde est généralisée & des extensions finies contenant deux sous-corps propres
dont un est de degré deux sur Q. Nous avons conclu ce mémoire en soumettant
en conjecture un exemple original d’extension galoisienne, mais non abélienne des
rationnels pour laquelle la réponse au dixiéme probléme de Hilbert étendu 4 son

anneau des entiers algébriques soit négative.
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INTRODUCTION: MOTIVATION ET HISTORIQUE

La motivation premiére de ce travail est née d’un probléme imaginé par un
grand mathématicien allemand au tournant du siécle. En 1900, lors du Congreés
international des mathématiciens a Paris, David Hilbert (1862-1943) avait en fait
23 problémes & proposer a son auditoire. Il les jugeait comme étant de grand inté-
rét pour le prochain siécle. Le dixiéme probléme de sa liste, qu’il choisit d’ailleurs
de ne pas présenter par manque de temps, demandait de trouver un algorithme
qui déterminerait si il y a des solutions dans Z pour une équation diophantienne
arbitraire. Il est donc essentiel de connaitre dés maintenant la signification des
expressions équation diophantienne et ensemble diophantien.

Soit P(zy,... ,,) un polynéme & coefficients entiers alors P(z1,... ,%,) =0
est une équation diophantienne lorsqu’on cherche zi, ... ,z, € Z. Un ensemble S
est dit diophantien (dans Z) si la relation z € S est diophantienne, c’est-a-dire
si il existe un polynome Q(z,v1, ... ,Ym) a coefficients entiers tel que z € S si et
seulement si il existe y1,... ,¥m € Z tels que Q(z,y1,... ,Ym) = 0.

Plusieurs années aprés le congrés de Paris, soit en 1931, le travail de Godel lui
permit de suggérer qu’un tel algorithme n’existe pas. Par contre, les recherches
durent se poursuivre jusqu’en janvier 1970 avant que ce ne soit prouvé. Le mathé-
maticien russe Yuri Matijasevi¢ obtint ce résultat en réalisant 1’étape finale d’un
programme développé par Julia Robinson, Martin Davis, et Hilary Putnam. Il
montra qu’il n'existe pas d’algorithme pouvant dire pour n’importe quelle équa-

tion diophantienne si elle posséde ou non des solutions dans IV. En particulier,



il prouva en 1975 qu’il n’existe pas d’algorithme pour résoudre une équation dio-
phantienne 4 9 variables dont on cherche les solutions dans IN. Le lecteur interessé
peut trouver la démonstration de Matijasevi¢ dans [9].

Cette découverte lui donna la réponse au dixiéme probléme d’Hilbert puisqu’il
était connu que IV est diophantien dans Z. En effet, soit ¢ € IV, on sait qu’il existe
A, B,C,D € Z tels que t = A%2 + B? + C? + D? par le théoréme de Lagrange.
Donc soit t € Z, alors t € IN si et seulement si il existe A, B,C, D € Z tels que
t—(A?2+B?+C?+ D?) = 0. Ainsi, soit P(zy, ..., z,) une équation diophantienne.
On a que P posséde une solution pour (zy,...,Z,) € IN™ si et seulement si
P(A?+B?+C?+ D?,... A2+ B2+ C2 + D2) = 0 posséde une solution dans
Z*. Donc si il existait un algorithme dévoilant si une équation diophantienne
arbitraire posséde ou non une solution dans Z, nous aurions du méme coup un
algorithme dans IV.

Cette preuve attendue depuis longtemps raviva la recherche dans ce domaine.
L’énoncé modifié du dixiéme probléme de Hilbert fut adapté pour un anneau puis
un corps arbitraire. Pour ce faire, on introduit la notion d’équation diophantienne
dans B (c’est-a-dire avec coefficients dans B plutét que dans Z et solutions dans
B plutét que dans Z) et la notation abrégée H10B signifiant "existe-t-il un algo-
rithme pour toute équation diophantienne dans B révélant si elle a des solutions
dans B?". Cette derniére question illustre I’étendue de ce nouveau sujet de re-
cherche. En particulier, ’étude de H10Q, qui est un probléme ouvert, est trés
intéressante. L’article de Dan Flath et Stan Wagon [8] et celui écrit en collabora-
tion par Martin Davis, Yuri Matijasevi¢ et Julia Robinson [4] pour ne citer que
ceux-la, semblent indiquer que leurs auteurs sont de cet avis. Une des avenues
possibles pour résoudre ce probléme serait de trouver une définition diophan-
tienne de Z dans Q. En effet, une telle définition et le résultat de Matijasevic
stipulant que la réponse & H10Z est négative pourraient étre utilisés de la méme
facon qu’au paragraphe précédent pour démontrer que H10Q est non résoluble

(réponse négative & H10Q). Malheureusement, une définition si simple de Z dans



@Q n’a pas encore été trouvée. Pourtant, c’est depuis 1948 que nous savons que Z
est arithmétiquement définissable dans Q grace & Julia Robinson [14]. En plus
de ce résultat remarquable elle prouva une importante généralisation dans [15].
Elle montra d’abord que Z est arithmétiquement définissable dans tout anneau
d’entiers algébriques Or, de corps algébrique L. Ensuite elle donna une définition
arithmétique de Oy, dans L. Ainsi, Z est arithmétiquement définissable dans tout
corps algébrique L.

Avant de regarder la définition arithmétique de Z dans Q de [14], voici
quelques éclaircissements sur le caractére définissable des ensembles. Un ensemble
A C B est définissable dans B si il existe une formule S telle que pour ¢ € B,
S(t) est vraie dans B si et seulement si ¢ € A. En outre, A est arithmétiquement
définissable dans B si S est une formule n’empruntant rien & la théorie des en-
sembles. Ceci veut dire que S ne fait intervenir que la logique du premier ordre
qui comprend des variables de B, des constantes de Z, 'addition et la multipli-
cation sur B, et un nombre fini de symboles logiques et mathématiques parmi ~
(non),V,A, =>,<=,3,V,=,<.

Prenons l’exemple suivant d’une définition qui n’est pas arithmétique. Soit

B=IV U {0} et A un ensemble tel que A C B. Considérons Si(t).
Si(t) :Va(e ANV (ye A y+2€ A)] = te A

Puisque Sy (t) est vraie dans B si et seulement si ¢ est un entier pair non négatif,
Sy est une formule qui définit les entiers pairs non négatifs dans B. Par contre,
elle contient un quantificateur universel qui agit sur un ensemble d’entiers (V A) et
le symbole € qui dénote la relation d’appartenance. Donc si cette formule était la
plus simple & définir les entiers pairs non négatifs dans INU{0}, ils ne seraient pas
arithmétiquement définissable dans B. Or ce n’est pas le cas puisque la prochaine

définition des entiers pairs non négatifs dans B est arithmétique. Soit ¢ € B:

So(t): 3 t=y+vy.



Revenons maintenant & la définition arithmétique de Z dans Q de Julia Ro-

binson. Soient g, p € Q et R(g,p,t) la formule ci-aprés:
Japeco (2+ gpt® = a® + gb* — pc?). (0.0.1)

En pensant & q et p comme étants fixés, R(g, p, t) définit alors un sous-ensemble de
Q décrit par les variations de la variable t. L’idée est de s’assurer qu’aucun nombre
premier ne divise le dénominateur de t lorsque la condition 0.0.1 est vérifiée et
que la fraction t est simplifiée au maximum (numérateur et dénominateur co-

premiers). Soit maintenant S(x), la formule suivante qui définit Z dans Q:

VQyPEQ([R(qap’ O) A VtGQ{R(Qapa t) = R(qvp) v+ 1)}] ™ R(qa 2 3}))

Alors pour z € Q, S(z) est vrai dans Q si et seulement si x € Z. Pour de plus
amples détails nous suggérons de consulter [14] ou encore [8].

Heureusement, les recherches des derniéres années ont été beaucoup plus fruc-
tueuses lorsqu’on abandonne Q au profit de divers autres corps ou anneaux. Parmi
les cas particuliers on a abondamment étudié celui de Oy, I’anneau des entiers
algébriques d’un corps algébrique L. Il a été démontré que la réponse & H100y,
est négative pour plusieurs classes de corps algébriques L. Le probléme de carac-
tériser tous les corps algébriques ou anneaux B qui ont une réponse négative a
H10B reste cependant ouvert.

Presque cent ans aprés le congrés de Paris, des recherches en rapport avec le
dixiéme probléme de Hilbert sont donc encore le sujet de beaucoup d’efforts. La
perspicacité de cet homme ainsi que la diversité des conséquences des recherches
dans ce domaine ont inspiré ce mémoire.

Pour ce travail, nous nous sommes proposés de trouver de nouveaux anneaux
d’entiers algébriques tels que la réponse au dixiéme probléme de Hilbert y soit
négative. Nous adoptons une nouvelle terminologie; H10B est résoluble si il existe

un algorithme révélant pour n’importe quelle équation diophantienne dans B si



elle a des solutions dans B. Notre premier chapitre trace un cheminement chro-
nologique des principaux résultats obtenus sur les anneaux d’entiers algébriques.
Pour chacun d’entre eux, nous présentons un résumé de preuve ou expliquons
la méthodologie utilisée. Ce chapitre relate entre autres les étapes menant au
résultat que Z est diophantien dans 'anneau des entiers algébriques de toute ex-
tension abélienne des rationnels. Nous nous sommes donc interrogés a propos des
extensions non abéliennes des rationnels. Le chapitre deux explicite quant & lui,
un article essentiel de J. Denef et L. Lipshitz [7]. La méthode utilisée par ces au-
teurs méritait des efforts de compréhension et de synthése car elle nous a permis,
aprés quelques ajustements, de formuler deux propositions et cing corollaires. Les
démonstrations de ces nouveaux résultats constituent d’ailleurs le noyau de notre
dernier chapitre. De plus, nous y avons également inclus en conjecture une ex-
tension algébrique non abélienne des rationnels L qui satisferait notre troisieéme
corollaire et donc tel que H100;, serait non résoluble. Notre contribution s’inscrit
ainsi dans le cadre de la conjecture de Denef et Lipshitz stipulant que la réponse

a H100,, est négative pour tout corps algébrique L.



Chapitre 1

REVUE DE LA LITTERATURE

Nous allons d’abord survoler pour vous les résultats intermédiaires et les
différentes méthodes qui ont mené a pouvoir affirmer aujourd’hui que Z est dio-
phantien dans l'anneau des entiers algébriques de toute extension abélienne des
rationnels. Ensuite, nous vous guiderons i travers les développements plus ré-
cents.

A la base de toutes ces recherches réside la preuve de Matijasevic. Puisqu’il
était impossible de trouver un algorithme pour savoir si une équation diophan-
tienne arbitraire a des solutions dans IV et donc dans Z par le théoréme de
Lagrange, qu’en était-il pour des anneaux ou des corps plus généraux?

Notre premier arrét sera en 1975. A cette époque, J. Denef fait paraitre un
article intitulé Hilbert’s tenth problem for quadratic rings [5]. Son travail porte
alors sur les entiers algébriques des corps quadratiques. Ces corps sont de la forme
F = Q(v/D) oit D est un entier relatif ne contenant pas de facteur carré. Etant
donné le résultat de Matijasevic, il suffira 4 Denef de montrer que la relation
z € IN est diophantienne dans Op pour obtenir le théoréme suivant:
Théoréme 1.0.1. Soit Op l'anneau des entiers algébriques du corps quadratique
F = Q(vD). Il weziste pas d’algorithme pour decider si une équation diophan-

tienne donnée a une solution dans Op ou non. Donc H100r est non résoluble.



L’idée maitresse de la démonstration consiste & utiliser des équations de Pell
dans la définition de IV dans Op et les suites z,(A) € IV, y,(4A) € IN, A > 1,
telles que z,(A) + A2 — 1-y,(4) = (A ++/A2 — 1)™. Soit D’#D un autre entier
relatif sans facteur carré. On voit que pour tout z,y dans Op, z = ‘O ety =0
si et seulement si z2 — D'y? = 0. Etant donné que cette derniére équation est
diophantienne, la définition cherchée peut é&tre un systéme fini d’équations dio-
phantiennes. Aussi, on sait par le théoréme de Lagrange que tout nombre naturel
est la somme de quatre carrés de nombre naturel. Ainsi, grice a ce qui précéde il
suffit de montrer que:

Pour tout anneau O d’un corps quadratique F = Q(\/ 5), il existe ¥ un systéme

fini d’équations diophantiennes dont les inconnues sont ¢,z, ... , s et telles que
(1) si ¥ a une solution < ¢,z,...,s > dans O alorst € Z

et

(2) si 0 # k € IN alors ¥ a une solution < t,z,...,s > dans Op avec ¢t = k2.

On trouve d’abord ce systéme d’équations dans la cas d’un corps quadra-
tique réel F = Q(v/D), i.e. D > 1. Soit < A, B > une des solutions dans IV de
A? — DB? =1, ou B # 1. Soit E = A% — 1. Alors le systéme suivant d’équations

diophantiennes avec inconnues ¢, z,y, u, v, 2, w, h, g, , s satisfait (1) et (2):

i.r?-Ey’=1
ii. u? - Ev? =1
iii, v? — y%t = 2yt
iv. t = w?
v. yl—t=1+h2+¢>+1%+ 4%
Dans le cas d’un corps quadratique imaginaire, F = Q(v/D), avec D < —1,
onpose A=2et G=A2-1=3siD# —1etD# —30ubien 4 =4 et



G=A2-1=15s D =—1ou D = —3. Le systéme devient:

L2 -Gy*=1
i w2~ Gv? =1
iii. v? — y%t = zy*
iv. ry+s(bh+2) =1
V., Y =2t

Dans les deux cas, nous ne donnons pas ici la preuve de Denef que ces systémes
satisfont effectivement (1) et (2). Le lecteur peut plutdt se concentrer sur la preuve
de la prochaine découverte puisque les corps quadratiques constituent des cas
particuliers de ce qui suit.

A la suite de la précédente publication, J. Denef s’associe avec L. Lipshitz
pour étendre 1'idée des équations de Pell & un plus large éventail de corps algé-
briques. Ils vont méme jusqu’a émettre la conjecture que H10Q;, est non résoluble
pour tout corps algébrique L. Leur article Diophantine sets over some rings of
algebraic integers [7] paru en 1978 prouve la conjecture pour trois types de corps

comme en témoigne leur théoréme:

Théoréme 1.0.2. Z est diophantien dans Oy, si le corps algébrique L satisfait
une des conditions suivantes:
a): [L: Q=2
b): [L: Q|=4, L n’est pas totallement réel et L contient un sous-corps K tel
que [K : Q=2
c): L n'est pas totallement réel et est de degré 2 sur un sous-corps K totalle-
ment réel pour lequel Z est diophantien dans Og.
Les corps quadratiques tels qu’étudiés dans [5] sont tels que [L : Q=2 et
donc sont traités par le présent théoréme. Nous avons repris la preuve de mes-

sieurs Denef et Lipshitz au chapitre deux du présent ouvrage. Notre travail donne



beaucoup d’explications supplémentaires, de maniére & ce que le résultat soit com-

plet en lui-méme. De plus, nous nous sommes proposés de rendre ces recherches

accessibles a des lecteurs non initiés afin que plus de gens puissent ’apprécier.
En bref, les auteurs montrent que Z est diophantién dans O car alors

H100;, est non résoluble. En effet, si Z est diophantien dans Oy, alors il existe

un polynéme P(k,z1,...,z,) & coefficients dans Of, et z1,...,2, € Of tels
que pour k € O, k € Z si et seulement si P(k,z1,...,2,) = 0. Donc une
équation diophantienne R(y1,...,¥m) = 0 a des solutions dans Z si et seule-

ment si R(y1,...,Ym) = 0 a des solutions dans Oy et P(y;, Zi,... ,%in) = 0,
t=1,...,m. Alors un algorithme dans Oy, en donnerait un dans Z. On obtient
alors une contradiction.

Un autre pas trés important fut franchi par Denef. Dans son article Dio-
phantine sets over algebraic integer rings I [6] , le chercheur dévoile en 1980 le
théoréme suivant:

Théoréme 1.0.3. Si K est un corps algébrique totallement réel, alors Z est dio-
phantien dans Ok.

En combinant cette découverte avec celles de [7], on trouve comme corollaire
que Z est diophantien dans Ok pour toute extension quadratique K d’un corps de
nombres algébrique totallement réel. Cette fois par contre, Denef doit varier un
peu sa méthodologie, bien qu'il continue & définir des suites z,,(a), ym(a) comme
suit: soit K un corps algébrique, a € Ok, §(a) = va? — 1, €(a) = a + 6(a). Si
6(a) ¢ K, alors zp,(a), ym(a) € O, m € IN et z,(a) + §(a)ym(a) = (e(a))™.
Si K est un corps totallement réel et si oy, ... , 0, sont ses plongements dans IR,

alors il prouve dans son troisiéme lemme que si a € Ok est tel que:

1
oi(a) > 2°" et |oy(a)| < 58=2..,m (1.0.2)

alors £7,,(a), £y (a) sont exactement les solutions de z? — (a? — 1)y? = 1 dans

Ogx. Ainsi, il utilise encore abondamment les équations de Pell, mais ces solutions



10

ne sont plus nécessairement entiéres. Il doit donc adapter une idée de Matijasevic
dans [13] pour dériver m de ym,(a) de fagon diophantienne.

Voici donc un appergu de la preuve de Denef. Soit K un corps algébrique to-
tallement réel de degré n sur Q, et o4,... , 0, ses plongements dans R. Supi)osons

que a € Ok et satisfait:

1
oi(a) > 22" et |oy(a)] < 3 B (1.0.3)

On peut se convaincre qu'un tel a existe par le lemme de Minkowski (voir [2]).
De plus, on définit S C Ok par
EeS < € O A3Jz,y,w,z,u,v,s,t,b € O:

- (a2 -1y =1

cw?t—(a?-1)22=1

cut—(a® - 1) =1

82— (a?=-1r =1

. IO’i(b

. oi(z

—

VAN

v

(YT T S L
o~
Il

@

It
& u[\)
K

R
vV

)

It

V] b

A

1
2
3
4
5. o (b) > 227
6
7
8
9

v #0
10.
11.
12.
13.
14,
15.

22|v

b = 1mod(z)
b = amod(u)
s = zmod(u)

t = &mod(z)

rtlgn(e+ )" ..+ n—-1)"z"(z+1)"...(z+n—-1)"|z
Alors Ny C S C Z.
En effet, supposons qu'il existe z,y,...,b € Og satisfaisant 1-15 et on vou-

drait montrer que £ € Z. Or, les conditions (1.0.3), 5 et 6 entrainent que a et b
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satisfont (1.0.2). Donc par 1-4 et le lemme 3 de [6], il existe k, h,m, j € IN tels que

z = xzi(a) et y = tyi(a)
w = +z,(a) et z = +y,(a)
u = £zn,(a) et v = Fyn(a)

s = xz;(a) et t = Ly;(a)

Donc 7-14 deviennent:

7. Joi(yn(a))] > 5, =2,...,n
8. loi(zm(@)}] 2 5:6=2,...,n
9. ym(a) #0

10" y*(a)|ym(a)

11°. b = 1mod(yx(a))

12’. b = amod(zn(a))

13'. z;(b) = tax(a)mod(zm(a))

14°. y;(b) = £€&mod(yn(a)).

Conséquemment on a:

16. j = £&mod(yx(a))
17. k = £jmod(m)
18. k = +&mod(z)
Donc on obtient £ = £k € Z car |N(k + &)|<|N(z)|.
Inversement, si £ € IV, on veut montrer qu’il existe z,y,... ,b € Ok satis-
faisant 1-15. On pose k = ¢ € INy, z = zx(a), y = yr(a). Alors, 1 est satisfait.
Aussi, on peut montrer qu’il existe un h € IN; tel que le coté gauche de 15 divise

yn(a) et tel que |oi(yn(a))| > %, pour i = 2,...,n. On pose donc w = zx(a),
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z = yp(a) et 2,7 et 15 sont satisfaits. De la méme fagon, il existe un m € IV tel
que yn2(a)|ym(a) et |oi(znm(a))| > 5, pour i = 2,...,n. Puis on pose u = z,(a)
et v = ym(a). On obtient ainsi 3,8,9 et 10. Puisqu’il existe un b € Ok satisfaisant
5,6,11 et 12, on pose s = zx(b) et t = y,(b) donc 4 est satisfait. Finallement, 12
implique 13 et 11 implique 14. Donc £ € S.

Ainsi, on a prouvé qu’un ensemble diophantien sur Ok est coincé entre [Ny
et Z. Donc Z est aussi diophantien sur Ok car pour t € Ok, si T est la définition

de S dans Ok, on a:

t € T[T (t) v T(~1)].

Donc la réponse de H10Ok est négative lorsque K est un corps algébrique total-
lement réel.

Grace a ce dernier gain de Denef, Harold N. Shapiro et Alexandra Shlapen-
tokh ont développé le dernier volet leur permettant de conclure que le dixiéme
probléme de Hilbert pour 'anneau des entiers de toute extension abélienne des
rationnels est non résoluble. C’est en 1989 que fut publié leur article Diophantine
relationships between algebraic number fields [17]. Ils ont introduit une notation
intéressante pour présenter leur importante découverte. Soit E une extension finie
du corps algébrique K. On écrira Dioph(E/K) si Ok est diophantien dans Og.

Voici maintenant I’énoncé si simple d’un théoréme si utile:

Théoréme 1.0.4. Soient K,E,L des corps algébriques tels que K C E C L.
Alors Dioph(L/K) < Dioph(E/K) et Dioph(L/E).

Avant d’attaquer la démonstration du théoréme nous allons citer le lemme
2.2 de [17] dont nous aurons grand besoin.
Lemme 1.0.1. Soient K,E des corps algébrigues tels que K C E et Dioph(E/K).
Alors il eziste une définition diophantienne f(t,z1,...,z,) de Og dans Og avec

coefficients dans Ok .



13

Preuve du théoréme:

(=) Par le lemme précédent, Dioph(L/K) entraine I'existence d’une définition
diophantienne de Ok dans Oy, avec coefficients dans O, disons f(t,z1,... ,Za).
Soit wi, ... ,w, une base de L/E avec w; € Oj. Puisque cette base n’est pas

nécessairement intégrale pour L sur E, il existe une constante ¢ = ¢(L, E) € Ok
m

telle que pour tout z; dans Oy, z; = Zaij(wj/c) avec a;; € Og. Alors pour
j=1

t € Oy, on obtiendra que ¢ € O si et seulement si il existe z1,... ,z, € Of tels

que:

m
t,Zau wj/c), . Zam (wj/c)) (1.0.4)
Si on écrit:

f(t’ ZTiye-- T Z CZO: ylntlo Y :Zn’ CTOv in € OK (105)

10400 yin

alors 1.0.4 entraine que

z cio,,__,intlo Za“ wJ/c [Z y wj/c (1.0.6)

2000 yin j=1

3

De plus, wi' ... w’™ € L donc peut s’écrire

m
Wi cwli= Y s (o), T e € O (1.0.7)
k=1

Ainsi 1.0.6 est de la forme:
ng(t, Ai1y e 3 Almy e v v 3 ply e ,anm)wk = 0. (108)

On constate que les g; sont des polyndémes dont les coefficients sont de la forme
b/, beOpetec WNavece S 1 +i,+...+ip, =d ol by, + ... + iy, = degf.

Pour cette raison,

Beikty Gary s o5 5 i) = Fnl 011,00 - Ol B=T... ;90 (1.0.9)
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sont des polyndmes avec coefficients dans Og. Donc pour tout ¢t € Op, 1.0.8 et
1.0.9 impliquent que si t € Ok alors les équations hg (¢, a11,. .. ,@nm) = 0 ont une
solution pour a;; € Ogp et k =1,... ,m (car les wy sont linéairement indépendants
sur E). Donc pour t € Og, t € Ok implique que les hy a coeﬂiciénts dans Of ont
une solution en a;; € Og.

Inversement, si pour un t donné dans O C Of les équations hy = 0 ont

m

une solution pour a;; € O, les z; = Zaij(wj/c) et ¢ sont des solutions de
ji=1

f(t,z1,...,z,) = 0. Par contre, pour conclure que ¢t € Og il faut vérifier que

les z; sont éléments de Oy, afin de pouvoir utiliser Dioph(L/K). Pour ce faire, on
ajoute des équations polynomiales satisfaites lorsque ¢t € Ox.

Jusqu’a présent, on peut seulement affirmer que z; € Op /.. On choisira donc
plutot c=c(L) parmi les entiers. Pour voir que ceci est possible consultez [10].
Ainsi, I’idéal principal ¢ - O a un nombre fini de classes modulo ¢ dans Og. On
choisit un représentant par classe ce qui donne f,. .., yu, € Og. Par conséquent,

pour a;; € O on trouve

Q5 = [,L(aij) mod(c i OE) (1010)

m
avec p(a;;) parmi py, . .. , p,. Alors le fait que z; = Zaij(wj/c) soit dans O, est

j=1
équivalent a
Z QW = Z/,L(aij)wj = 0 mod(c- Oy). (1.0.11)
i=1 =1
Mais I’ensemble des vecteurs A = (u;,, ... , s, ) tels que
Z,uijwj = 0 mod(c- OL) (1.0.12)
i=1
est fini car le nombre de représentants est fini. Soit A® = (ap1,- - -, Opm), aVEC

p=1,...,v cet ensemble ol chacun des a,; est un des y,; et donc un élément de
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Opg. Ainsi, pour tout 2 =1,... n il existe un p tel que pour tout 7 =1,... ,m
Qi — Qpj — CZi5 = 0 (1013)

avec z;; € O comme nouvelles variables. On s’assure ainsi que z; € Oy, si et
seulement si il existe z;; € O, satisfaisants 1.0.13. Avec I'ajout de cette équation,
on a donc Dioph(E/K).

Montrons maintenant que Dioph(L/E). Soit t € Oy, par Dioph(L/K) on a
t € Ok si et seulement si il existe z; € O tel que f(¢,z1,... ,z,) = 0. On suppose
les coefficients de f dans Ok par le lemme 1.0.1. Si [E:K]=m et soient w; € O,
j =1,...,m les éléments d’'une base de E/K. De méme que précédemment, il

existe 0 # ¢ = ¢(L) € Z tel que tout ¢t € O peut s'écrire

t= Zaj(wj/c) (1.0.14)

avec a; dans Og. De plus il existe certains z;; € Of, tels que

a; € OK‘::>f(aj,.'L‘1j, o e ,.’L‘nj) =0. (1015)
Donc pour t € Og on a 1.0.14, et 1.0.15 a des solutions zi;,... ,Z,; € O pour
tout j =1,...,m. Pour t € Oy, si 1.0.15 a des solutions en z;; € O pour tout
j =1,...,m les a; sont éléments de Og. Par 1.0.14 ceci implique que ¢ € E.

Doncte ENQOf = Og.

(«<=) Finallement, pour déduire Dioph(L/K) de Dioph(L/E) et Dioph(E/K), on
pose f(t,zy,...,T,) comme définition diophantienne de O dans Oy, et on pose
g(t,y1,...,Y,) comme définition diophantienne de Ok dans Og. On considére

ensuite le systéme suivant:

Fltzy, ..., zx) =0 (1.0.16)
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flyn, zi, .. 28) =0
(1.0.17)

f(yq;qu,"' azqk:) =0

9ty Yy =0 (1.0.18)

Si ce systéme a une solution dans Oy, alors 1.0.16 implique que ¢t € O et 1.0.17
que y1,...,Yq € Og. Par conséquent, 1.0.18 implique que ¢t € Ok. Inversement,
sit € Ok il existe y1,...,y, € Op tels que 1.0.18 est vraie. Puis pour tout y;
il existe z;; € Of tels que I'équation correspondante de 1.0.17 est satisfaite. En
conclusion, comme ¢ € Og il y a une solution de 1.0.16 dans Oy. O

La venue de ce dernier théoréme fut un merveilleux avancement des connais-
sances. En effet, nous pouvons en déduire le corollaire:

Corollaire 1.0.1. Si E est une extension abélienne des rationnels alors Dioph(E/Q),
c’est-a-dire Z est diophantien dans ’anneau des entiers algébriques de toute ex-
tension abélienne des rationnels.

Preuve:

Comme nous ’avons vu dans ce chapitre, J. Denef et L. Lipschitz dans leurs
articles [7] et [6] ont montré que Z est diophantien dans l’anneau des entiers
algébriques de toute extension totallement réelle des rationnels, ainsi que dans
leurs extensions de degré deux. Les corps cyclotomiques que nous noterons C
sont des extensions de degré deux de corps totallement réels. Donc Z est dio-
phantien dans 'anneau des entiers des corps cyclotomiques O¢. En conséquence,
on obtient Dioph(C/Q). De plus, le théoréme de Kronecker (voir [10]) implique
que les extensions abéliennes des rationnels, disons Ab, sont des sous-corps de
corps cyclotomiques. Donc Q C Ab C C et Dioph(C/Q) implique Dioph(Ab/Q)
et Dioph(C/Ab). De la premiére de ces déductions on tire que Z = Og est dio-

phantien dans O gy.
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Nous concluons maintenant cette revue avec un dernier résultat trés impor-
tant lui aussi. Nous allons d’ailleurs 'utiliser abondamment au chapitre trois.
Toujours en 1989, Alexandra Shlapentokh publie un nouvel article nommé Fz-
tension of Hilbert’s tenth problem to some algebmz'é number fields [18]. Elle y
obtient un théoréme similaire & celui qu’avait trouvé Pheidas Thaneses en 1987.

En voici ’énoncé:

Théoréme 1.0.5. Soit K un corps algébrique avec ezactement une paire d’iso-
morphismes complezes conjugués. Alors Z est diophantien dans Og.

Sa preuve est constitiée d’une succession de vingt et un lemmes. Nous allons
tenter de vous la résumer! On suppose que K est de degré n sur Q. Soit o;=id,
et oy le deuxiéme (Q-isomorphisme complexe de K. Alors a3,...,0, sont les Q-
isomorphismes réels de K. Soit p une racine de 'unité de degré plus petit ou égal
a 2n. Voici la liste de quelques-uns des lemmes qui sont indispensables & la bonne
compréhension de la suite. Par soucis de concision, nous allons par contre nous
limiter & démontrer le corps de la preuve.

Lemme 1.0.2. I eziste a € Ok tel que 0 < oy(a) < 1 pouri = 3,...,n, et
la] = |o2(a)] > 2"

Lemme 1.0.3. Si |o;(a)| < 1 pour 3 < i < n, alors a® — 1 n’est pas un carré
dans K.

Lemme 1.0.4. Soient a,b € Ok tel que a* —1,b% — 1 ne sont pas des carrés dans
K. On définit Zm(a)  ym(a)5(a) = (a£6(a)™ = @+ (> - 1)?)" = (e(a))™
On définit x,,(b) et ym(b) de fagon similaire. Alors pour m € Z, (z,,(a), ym(a))
sont des Og-solutions de I’équation de Pell 22 — (a® — 1)y? = 1, de méme que
(Zm(b), ym(b)) sont des Og-solutions de I’équation de Pell 2% — (b — 1)y? = 1.

De plus, z,,ym ont les propriétés suivantes:

i. hjm = yu(a)lym(a);

. Ym =m mod (a — 1);
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iii. st a = b mod c alors zx(a) = zx(b) mod ¢, et yi(a) = yr(b) mod c;

. siv € Ok, v#0, alors il existe m € IN, tel que v|ym(a).
Lemme 1.0.5. On considére S = {z + y§|z® — Dy* = 1,2,y € O} C Ok avec
D=a?—-1, et § = b(a). Alors le rang de S est 1.

Notation: chaque 0;,7 = 1, ... ,n, est étendu en deux plongements distincts de
K(6). On note ces deux extensions par o;1,0;0. A partir de maintenant, oy, (g(a))
sera noté par € et o1a(e(a)) par €!. On choisit le signe de a & §(a) dans le
lemme 1.0.4 tel que |¢] > 1.

Lemme 1.0.6. Si a € Ok, |oi(a)] < 1, i = 3,...,n, et |a] = |oz(a)] > 27,
S={z+ydlz®— Dy’ =1,z,y€ Ok} ou D=a?—1, 8 = Di. Alors ¢ génére S
a une racine de l'unité prés.

Lemme 1.0.7. Il existe une constante C=C(K) telle que pour tout entier t non
nul, il eziste des multiples entiers positifs r et h de t tels que |o;(z,(a))| > £ et
loi(yn(a))] > C >0 aveci =3,...,n et (z.(a),y-(a)), (zr(a), yr(a)) solutions de
l’éguation de Pell comme en 1.0.4.

Lemme 1.0.8. Soit Cy = mazi=3, n{ }, et soit e un entier positif tel que

1
|01 ()]

|e] > 2(Co/C)™=D/2 4+ 2. Supposons aussi que m,h € IN, |o;(yer)| > C. Alors

. yehlyem = h|m;
. Yer2|Yem = ehyenlem.
Lemme 1.0.9. Supposons que b € Ok, k € Z sont tels que

2'“1_[|orz )= 1 etH|o€ i R atas
ouO;éb"Omodx +a(1—:z: ). Alors |b] > 2™.
Lemme 1.0.10. Soit b = (2, + DyZ2)* (22, + a(1 — z2)). Alors

i. b=1 mod ym(a)
it. b= a mod z,(a)

. 811 =23,...,n et s est suffisament grand dans Zy on a |o;(b)| < 202-3n—k)/n-2,
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Lemme 1.0.11. Soient K un corps algébrique de degré n sur Q et o1, ... ,0, ses
plongements dans C. Soient €, z € O, z # 0. §i 2" (E+1)" - - (E+n—1)"|z,
alors pour tout i =1,... ,n |0y(&)| < | Niyg(2)|*/™.

Alors grice a tous ces lemmes préliminaires nous pouvons maintenant abor-

der la démonstration du lemme principal:

Lemme 1.0.12. Soient a,C,Cy,e(a), k, e définis comme dans les lemmes précé-
dents. Soit r € IN tel que pour toute racine de l'unité p, p” = 1. De plus, on choisit
a de maniére & ce que £(a) ne soit pas une racine de l'unité dans K(a? — 1)%/2,
Alors erINg C S C Z ot S C Ok est défini par:

f = S<:'L'§ = OK et axa‘zl:yath;wla Z,Z]_,U,U]_,'U,'U]_,S,Sl,t,tl,b € OK tels que;

13— (a® — 1)y =1, (1.0.19)

z —6(a)y = (z1 — 0(a)y1)", (1.0.20)

w? —(a® - 1)22 =1, (1.0.21)
w—6(a)z = (w1 — 6(a)z1)"®, (1.0.22)

us — (a® — )2 =1, (1.0.23)
u—d(a)v = (ug — 6(a)vy)", (1.0.24)
leib)] < 29-W=0Vned, g9 L m (1.0.25)
b =0 mod (u* + a(l — u?)), (1.0.26)
si—-0 -1 =1, (1.0.27)

s — 6(b)t = (51 — 6(b)tL)", (1.0.28)
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|oi(2)| = C, (1.0.29)
|oi(u)| > % (1.0.30)
v # 0, (1.0.31)
22w, (1.0.32)
b=1 mod z, (1.0.33)
b=a mod u, (1.0.34)
s = mod u, (1.0.35)
t=¢€ mod z, (1.0.36)
2MEME+ ) (E+n—1)"" - (z+n—1)"z, (1.0.37)
£(b) = b+ 6(b) n'est pas une racine de l'unité. (1.0.38)
Preuve du lemme principal:
I) supposons qu'il existe z, . . . , b satisfaisant les conditions énumérées ci-haut.

Alors par le lemme 1.0.6 on peut écrire:

z1 — 8(a)y, = p(e(a))**, donc z — §(a)y = (e(a))"* par 1.0.20.

En conséquence, T = FTei(a) et ¥ = £Yerk(a). De méme on a, w = *z.4(a),
U = FLerm (), 2 = £Yern(a) €6 v = Lyerm(a).

On obtient par le lemme 1.0.9 que |b| = |o2(b)| > 2". Comme 1.0.27, 1.0.28
entrainent |o;(b)| < 1 pour i = 3,... ,n, alors b* — 1 n’est pas un carré dans K
par le lemme 1.0.3. Ensuite, le lemme 1.0.5 nous assure que pour D(b) = b* — 1,
I'ensemble S(b) = {z + yd(b)|z® — D(b)y*> = 1,7,y € Ok} est de rang 1. On

pose €(b) = b £ §(b) et alors £(b) génére S(b) & une unité prés. Ainsi, on a
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§ = £Zerj(h), t = EYerj(b). Par ce qui précéde, on réécrit les équations 1.0.29

a 1.0.36:

|Ui(yerh(a))] > Ca
|oi(Zerm(a))| > %,
yerm(a) # 07

yerh(a)2 Iyerm(a) )

b =1 mod Yern(a),
b=a mod Zerm(a),
Terj(b) = £Zeri(a) mod Term(a),

yerj = 5 mod yerh(a)-

(1.0.39)

(1.0.40)

(1.0.41)

(1.0.42)

(1.0.43)

(1.0.44)

(1.0.45)

(1.0.46)

Par le lemme 1.0.4 y,,;(b) = erj mod (b — 1), puis comme Yex(a)|b — 1

par 1.0.43 on trouve y.;(b) = erj mod yen(a). Ceci entraine par 1.0.46 que

erj = £€ mod Yern(a). Par le lemme 1.0.4 toujours et 1.0.44 on trouve que

Zerj () = Terj(a) mod Zerm(a), donc zepj(a) = Zerp(a) mod Term(a) par 1.0.45.

On en tire que erj = ZFerk mod erm & 'aide du lemme 1.0.8 et de 1.0.40.

De plus, du méme lemme et 1.0.39, 1.0.42 on obtient que yeqn(a)|erm donc que

erj = xerk mod Yern(a).
On a ¢ = terk mod Yern(a) selon 1.0.38 donc

¢ = terk mod z.

(1.0.47)
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Puisque erk < |Tek(a)|, erk < 3|Ngso(z)|"/™ par 1.0.37 et 1.0.11. En outre,
|0:(8)] < 3| Nkso(2)[”™ pour tout i =1,... ,n. Alors

|os(erk £ &)| < erk + |o:(€)]
< |Nkse(2)|'™

= |Nksq(erk £ &)| < |Nksg(z)|

= erk = ££ par 1.0.47
= £ € Zy.

I1) Inversement, supposons que £ = erk pour un certain k¥ € INy. On pose
71 = z(a),y1 = ye(a),z = ZTen(a),y = Yerx(a). Ainsi 1.0.19 et 1.0.20 sont
satisfaits. On utilise le lemme 1.0.4 pour trouver [ € IV tel que le coté gauche
de Véquation 1.0.37 divise y;(a). Par le lemme 1.0.8, on obtient g un multiple
de erl tel que |o;(y,)| > C, ¢t = 3,...,n. Soit erh=g. On pose par conséquent
wy = zp(a), 21 = yula),w = Zern(a),z = Yern(a). Alors 1.0.21, 1.0.22, 1.0.29,
et 1.0.37 sont satisfaits. On sait par le lemme 1.0.4 qu'il existe ¢' € IN; tel
que Yern(a)?|yy. De plus 1.0.7 assure Pexistence de f un multiple de erg tel que
loi(zs)| > 3, pour i = 3,... ,n. Soit f=erm. On remarque que yy (a)|y;(a). Donc,
Yern (@) |[Yerm(a)-

Les équations 1.0.23, 1.0.24, 1.0.30, 1.0.31, 1.0.32 sont satisfaites lorsqu’on
pose U = Tp(a),v1 = Ym(a),u = Tem(a),v = Yerm(a). On considére main-
tenant b = (Term()? + D(@)Yerm(a)?) % (Zerm(a)* + a(1l — Zerm(a)?)). On a que
b = 1 mod Yerm(a) et b = a mod Term(a) par 1.0.10, qui entraine aussi qu’on puisse
choisir un s assez grand tel que |oy(b)| < 2@=3n=k)/n=2 4 = 3 .. n. De plus,
Yern(a)|b—1 puisque Yern(a)|Yerm(a). Donc, a et b respectent 1.0.26, 1.0.27, 1.0.28,
1.0.33, 1.0.34. Finallement, en posant s; = zx(b),t1 = yk(b),s = zeux(b), et
t = Yerk(b) on satisfait 1.0.25, puis 1.0.35 et 1.0.36 par le lemme 1.0.4.
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La preuve du théoréme 1.0.5 devient trés simple lorsque le lemme principal
est démontré. Voici d’ailleurs les quelques explications qui la composent.
Preuve du théoréme:

On a trouvé un ensemble S coincé entre erIVy et Z. Cet ensemble est dio-
phantien dans Ok puisque toutes les conditions qui le définissent le sont. Aussi,
si & € Zg alors ££ € INy donc xeré € erNy C S. En conséquence, pour tout
€0, omal€cZyc=terE€cScarsierE, € SCZalorsEeQNOxg =7
étant donné que er € IN. Le cas de zéro peut étre regardé préalablement. Donc
la conclusion est que Z est diophantien dans Qg. O

Dans tous les cas traités jusqu’a maintenant, des chercheurs de grand talent
ont démontré le caractére non résoluble du dixiéme probléme de Hilbert adapté
& des anneaux d’entiers algébriques pour certaines classes de corps algébriques.
Pour ce faire, nous avons montré qu'’ils ont défini Z de fagon diophantienne dans
ces anneaux d’entiers algébriques.

D’un autre point de vue, Robert S. Rumely a découvert en 1985 par un tra-
vail sur les variétés affines qu’il existe un algorithme permettant de savoir quand
un systéme d’équations diophantiennes a des solutions dans I'anneau de tous les
entiers algébriques. On retrouve donc une preuve que la réponse au dixiéme pro-
bléme de Hilbert est positive dans ce dernier anneau dans son article Arithmetic
over the ring of all algebraic integers [16]. Or il est impossible de construire une
définition diophantienne de Z dans ’anneau de tous les entiers algébriques réels
(voir [4]).

Ces différents résultats soulévent de nombreuses questions quant au type d’ex-
tension algébrique des rationnels L se situant & la limite entre H100,, résoluble et
H100O non résoluble. De plus, le caractére résoluble ou non du dixiéme probléme
de Hilbert pour des anneaux d’entiers algébriques en général ainsi que des corps
algébriques eux-mémes restent un probléme ouvert.

Récemment, Alexandra Shlapentokh publiait Particle Diophantine undeci-

dability in some rings of algebraic numbers of totally real infinite extensions of
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Q [19]. Avec cet article, elle effectue une percée en obtenant des résultats signi-
ficatifs sur les extensions algébriques infinies des rationnels. Nous citons ici son
théoréme 4.3 afin d’illustrer une partie de son travail.
Théoréme 1.0.6. Soit K,y une extension totallement réelle infinie des ration-
nels. Soient K un sous-corps de degré fini de K,y et S un ensemble de nombres
premiers de K restant premiers dans Kins. Alors Z a une définition diophantienne
dans la cléture intégrale de Ok s dans King, ot Og s={z € K|ord,z > 0,Vq ¢ S}.
Dans cette revue, nous vous avons guidés & travers les plus récentes décou-
vertes et nous allons maintenant tenter au chapitre trois d’obtenir la conjecture de
Lipshitz et Denef pour des corps algébriques n’étant pas des extensions abéliennes
des rationnels, mais ayant tout de méme des propriétés pouvant s’en rapprocher.
Cependant, avant d’entreprendre ce périple il importe d’abord de se familiari-
ser avec la preuve de Lipshitz et Denef afin d’en comprendre et maitriser toutes
les subtilités. A cette fin, nous espérons que notre version présentée au prochain

chapitre en facilitera la compréhension.



Chapitre 2

ENSEMBLES DIOPHANTIENS SUR DES
ANNEAUX D’ENTIERS ALGEBRIQUES

Ce chapitre est consacré a 1’étude de Darticle [7] de J.Denef et L.Lipshitz.
Nous souhaitons & la fois en vulgariser le contenu et repérer les résultats inter-
meédiaires réutilisables avec des anneaux d’entiers algébriques d’extensions non
abéliennes des rationnels.

Soit B un anneau commutatif (1 € B) et soit R(xy,Zy, ... ,Z,) une relation
dans B. On dira que cette relation est diophantienne dans B si il existe un po-
lynéme P(z1,Z2,...,Zn,Y1,Y2s--- ,Ym) & coeflicients dans B, tel que pour tout

T1,To,...,Tp € B:
R(CL’l,Iz,... 7$n) <:>3y17y21--- y Ym EB:P(:EIP’E%"- 1 Ty Y1, Y2, - - aym) = 0.

De plus, un sous-ensemble S de B est diophantien dans B si la relation unaire
z € S est diophantienne dans B. Nous reprenons ici ’exemple de 'article original.
Soit W 'ensemble des entiers & pour lesquels il existe z,y € Z tels que ’équation
de Mordell y? = z® + k soit vraie. Cet ensemble est diophantien dans Z puisque
keW < dz,ye Z:y* -2 -k=0.

Etant donné un anneau B, il serait souhaitable de caractériser toutes les
relations qui sont diophantiennes dans B. Dans ce but, M. Davis, Y. Matijasevic,

H. Putnam et J. Robinson ont prouvé qu’une relation R est diophantienne dans
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7Z si et seulement si R est récursivement énumeérable. Ceci a permis de démontrer
entre autres, que la réponse au 10° probléme d’Hilbert dans Z était négative.
Aussi soient L un corps algébrique, et Op, son anneau des entiers algébriques.
Soit B=L ou B=0;, et supposons que Z est diophantien dans B, nous allons
montrer qu'une relation R est diophantienne dans B si et seulement si R est
récursivement énumérable en utilisant leur résultat.

Notation: A partir de maintenant, nous utiliserons L = B(oy, ..., ;) pour
signifier que {ay,... ,a} est une base de L considéré comme un B module. De
plus, B(zy,... ,%,) désignera 'anneau des polyndmes & coefficients dans B dont
les variables sont z,...,T,.

(=)

i) B=0p =2Z(oy,2,... o) o L =Q(6).

R une relation dans B est diophantienne dans B si et seulement si
3P € Blz1,T2, .- yZn, Y1, Y2: - - - » Ym| tel que V1, 39,... , 7, € B,
R(z1,Z9,... ,Zn) <> Jy1,2,--- ,Ym € B tels que

P(z1,T2, .-« ,Tns Y1, Y2 -+ 1 Ym) = 0.

Soient z1,Z2,...,Z, € Z C B. Alors,

R(z1,...,Zs) < 31,Y2,.-.,Ym € B tels que
Pl o ons TiigYos - - o Yor) =8
< Jyib.,uh o ymt e Um € 7 tels que
P(zy,... &, yiton,+.. +ilon, o umton + o+ Ynla)
= {}
= EiyjkEZ,lgkgl,lSjgmtelsque,pourlgign
Pl(a:,-,yj’“)al + ...+ Pz, yjk)al =J,

pour P ..., P des polynémes & coefficients entiers.
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On a séparé tous les éléments de B, en particulier les coeflicients, mais aussi
les o}, > 2 le cas échéant car ils restent éléments de B, donc s’expriment dans

la base. Ainsi, les polynémes P;,... , P, ont des coefficients entiers. Donc,

R(z1,... ,2n) <=3y;* € Z,1 <k <1,1 < j <m tels que ,
Pi(zi,y*) = ... = P(z;,y) =0
car oy,...,q sont linéairement indépendants sur B

= er1<k<L1<j<m,

2.2 2

2 2
(Pu(zi, yi*)” — aPa(zi,y®)") —...) —aPB(zi,y®) =0

ol a € IN, mais va ¢ B.

Nous savons que a existe car L est une extension finie de Q et {/m : m € IN}
est infini donc ne peut pas étre inclus dans B.
Ainsi R est diophantienne dans Z ce qui entraine que R soit récursivement énu-

mérable par le résultat de Davis, Matijasevi¢, Putnam et Robinson. O

ii) B = L = Q(6) dont une base sur Q est {1,60,6%,...,6""1}.

R est diophantienne dans B si et seulement si

3P € B[z1,T2,- - ,Tny Y1, Y2, - - - , Ym) tel que Vx1,23,... ,2, € B,

R(z1,%9,... ,&n) <= Y1, %2, ... ,Ym € B tels que

P(z;,y;)) =0o0ui=1,...,net j=4,...,m. Soient z;,...,5, € Z C B. Alors,

R(z1,...,2,) <= 3Jy1,%2,...,Ym € B tel que
P(z1,%o, .« Ty Y1, Y25+« - s Ym) =0

S Ely?,... ,y;-—leQ

Plzo,y) +yif+. . +y70 S+ ) =0



(=)

l) B = OL = Z(al,a2,..
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Jaf, b e Z ,k=0,1,...,1-1
0 1 fe1 0 11
a; o4 a;  p-1 m A pi—1
P(.’Ei,'@-l-aa-l-...-l-ﬁg ,...,b—9n~+...+b£nj€ )
Elaf, beZ
k ak a¥ l
PO(IL'i, 3%) =+ Pl(zi, b—i)e + ...+ Pl—l(l'i, b—;)@ 1=9
J J J
daf, by € Z
k2 k22 k2
Po(mi, =) — cPy(ai, -2 2 _ ¢ i(zi,22) =0
( 0(331',%) —C 1(561',@)) —) —C l—l(ziaﬁ) =
7 J 7

ot ¢ € IN, mais v/c ¢B

Donc R est diophantienne sur Z

R est récursivement énumérable. O

.,al).

On a Z est diophantien dans B et on veut montrer que R est récursivement énu-

mérable entraine que R est diophantienne dans B. Soient zi, ...

,Zn € B. On

veut montrer qu’il existe un polynéme T i coefficients dans B tel que:

R(iE]_, .

Nous posons:

pourz=1,...,n.

B ) =3y, . .

.,V € B tels que

Y:B — Z

T(.’E]_, - B

l
T; = E Qi > (ail, it ,ail)
j=1

Soit S une relation sur Z™ telle que

S(au, 5 B

y A1, Q21,4 . -«

y 820, -+ - 5 Gnly - -

,Gnp) ==+ R{zy,...

3y Ly, Uty--

,’Uk) =0.

, Tn).

=0
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Comme R est récursivement énumérable, alors S C Z™ 1'est aussi, ce qui

implique d’aprés Matijasevi¢ que S est diophantienne dans Z.
=% AP € A[Zyy.-- s Tuzmly Y81, 180 € 882 - -« 3 Zup)
— 3yla"'7ymEZ7*ID(Zla---7Z'I'Ll7y1:"',yTTL)__‘O'

Done, R(z1,... ,Zn) < 011, ... 011,021, y8n1y.-. 0 E Lt Y1, ... ,Ym € Z
!
tels que z; = D 5, ;505 et P(ai, .-+, Gnty Y1, -+« »Ym) = 0.

Mais, Z est diophantien dans B signifie qu'il existe @@ € B[X] tel que

Ve€ B, z €Z <= 351,...,84 € B, Q(z,51,...,84) =0.

Donc,
FZL1s 0 05 ) =2 1500« > s Wise « - 5 Uiy = B
et
Bty v g B+ o o $Bllrmis s Shatioay B8
tels que

2)2 =

((P(a'117 cee s ply Y1, .. 7ym)2 - CQ(G'H; S11y- .- 731‘w)

!
—cQ(@nt, S(nij1s - - - ,s(nl)w)Q)2 —.—c(r; — Z ai0;)%)? —
i=1

l
—C(il?n - Zanjaj)2) = O,
j=1
ou ¢ € IN, mais v/c ¢ B.

ii) B = L = Q(a) dont une base sur Q est {1,q,...,a! 1}
On a Z diophantien dans B et on veut montrer que si R est récursivement énu-

meérable alors R est diophantienne dans B. Soit:
v:B — ¢

bt
Zaiai = (ag,...,a41-1)
=0
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Soient x1,...,x, € B. On a:

V(i) = (ZTioy..., Tig-1))

Cio Ci(1-1)
dio’ "7 di—y

ol ¢j, dij €EZetpouri=1,...,n,j=0,...,(—1).
On définit une relation S sur Z2" telle que S contient tous les 2nl-tuples dans
Z qui sont les numérateurs et les dénominateurs d’une image par ¢ d’un n-tuple

de R. C’est -a-dire,

si R(IEl, g ,SEn)
et
€10 Ci-1)
T = =,
viay) (dw dig—1)
= (—6—9, ke ’&_—1) car la représentation n’est pas unique,
Po Pi-1

alors par exemple,

[Epens aCi(l-—l)adiO:--- 7di(l—1)) €S et (fo;--- ,5(1—1),Crs,ﬂo,--- ,,O(z-l),drs) €S

ouni=1,...,n;r=2,...,nets=0,...,0— 1.

En résumé, pour chaque n-tuple de R on énumére tous les 2nl-tuples de Z
pouvant le représenter. Comme R est récursivement énumérable alors S C Z2™
I'est aussi car I’ensemble des fagons d’écrire un nombre rationel comme un rap-
port de deux nombres entiers est dénombrable. Par le résultat de Matijasevi¢ on

peut donc affirmer que S est diophantienne dans Z. D’ou

AP € Z[X] tel que Vz1,... 200 € Z, S(21,... ,20m) < Fy1,... ,Ym € Z,

P(Zl,-.. yZonl, Y1y - - - aym) =0.
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R(.’El,. ;e ,CL‘n) — 361’0,. et 7ci(l—1)7di07 S 1di(l—1) & Z, et y1,... ,Ym € Z

-1

tels que r; = Zdia’ et P(cij7d'ijay1a- ‘e ,ym) = 0, 1= 1, e
=0 ¥
Mais Z est diophantien dans B implique qu’il existe un polynéme @ € B[X] tel

que
Ve € B,x € Z <= 3s1,...,84 € B, Q(z,581,...,84) =0.

Donc,

R(zy,...,3,) <= 3cios - - -, Cigi-1), dioy - - - 1 di=1); Y1,--- ,Ym € B

et 3811, .+ s S@ni4mw € B,i=1,... ,n tels que

((((Pleisdigayns -« - 1 Ym)® — a 22, Q(Cigy SGasyts - -« + Sigpw))® —
a3 @dis St -+ i)’ = @ 2, QUr, S@atenty - 5 Senitrw)?) =
ad (T — Z;; a;;0%)?)?> =0 ot @ € IN, mais v/a ¢ B.
Finallement, on a R est diophantienne dans B. O

J. Denef et L. Lipshitz ont formulé la conjecture que Z est diophantien dans
Oy, pour tout corps algébrique L. La preuve de cette affirmation serait un résultat
d’une grande importance puisque si Z est diophantien dans un corps ou un anneau
B, alors la réponse au 10° probléme de Hilbert adapté & B (H10B) est négative.
Ceci veut dire qu’il n’y a pas d’algorithme permettant de savoir si une équation
polynomiale avec coefficients dans B a une solution dans B. En effet, un algorithme
pour H10B en donnerait un pour H10Z en utilisant le polynéme qui définit Z de

maniére diophantienne dans B. Ce serait une contradiction:

Si 3P € B[X] tel que pour z € B, on a z € Z+<=3y € B, P(z,y) =0,
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alors soit Q(z1, ... ,Zn) = 0 un polynéme & coefficients dans Z. Comme Z C B, on
peut considérer Q € B[X] donc il posséde une solution dans Z si et seulement si
Q(z1,... ,T,) =0, un polyndme a coefficients dans B, a une solution i, ... ,z,
dans B et Jy1,...,yn € B tels que P(z1,y1) = 0,...,P(zs,y,) = 0. Donc
I’algorithme s’applique.

J. Denef a prouvé que cette conjecture était vraie lorsque [L:Q]=2 dans son
article [5]. La méthode que Denef et Lipshitz ont utilisée dans I’article que nous
présentons est une adaptation de celle de [5], dans le but de trouver quelques
nouveaux corps algébriques pour lesquels la conjecture est vraie. Ils ont trouvé
deux nouvelles conditions suffisantes décrites avec celle de [5] dans le prochain
théoréme.

Sachez d’abord qu'un corps algébrique L est appelé totallement réel si tout

plongement de L dans C envoie L dans IR.

Théoréme 2.0.7. Z est diophantien dans Op si le corps algébrique L satisfait
une des conditions suivantes:
a): [L:Q]=2,
b): [L: Q|=4, L n’est pas totallement réel et L contient un sous-corps K tel
que [K : Q|=2,
c): L n’est pas totallement réel et est de degré 2 sur un sous-corps K totalle-

ment réel pour lequel Z est diophantien dans Og.

De plus, 5 ans aprés la publication de ces résultats J.Denef fit paraitre un
nouvel article [6] dans lequel il prouvait que la conjecture est vraie pour tout corps
algébrique totallement réel et donc (par c)) pour toute extension quadratique
d’un corps algébrique totallement réel. Une ébauche de cette preuve est donnée

au chapitre un.
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Le théoréme sera prouvé en utilisant le lemme principal, qui nécessite 4 son
tour quelques lemmes et propriétés. Nous commencgons par élaborer la démons-
tration de quatre propriétés des relations diophantiennes qui apparaissaient dans

I'article original avec une suggestion pour chacune des preuves.

Proposition 2.0.1. Soient K et L des corps algébriques tels que K C L

a) Si Ry et Ry sont des relations diophantiennes sur O alors RV Ry et Ry AR,
le sont aussi.

b) La relation z # 0 est diophantienne sur Of.

¢) Si Z est diophantien sur Ox et si Og est diophantien sur Oy, alors Z est
diophantien sur O,

d) Si Z est diophantien sur Oy, alors Z est diophantien sur Ox.

Preuve:

a)
(PL=0)V (P, =0)<=P, P, =0donc R, V R; est diophantienne sur ©;,.
Soit 2% + a;z%! + ... + a4 un polynéme sur Z n’ayant pas de racines dans L.
Alors nous avons pour P, et P, dans Oy:
(PL=0)A(P,=0)<=P¢+a;PF'P,+ ...+ a4P¢ = 0 car:
(=] % € L puisque Py, P, € Op, et L est le corps de nombres de @, et donc
(%)d-%-al(%)d_l +...+a;=k#0.
= P+ a PP+ .. 40P =Plk=0& PS=0

= B =0
== P =0
=>P1=0

(=): évident.

b) z # 0<=3u,v,y € Or,zy = (2u — 1)(3v — 1)
(<=):Nous démontrons la contraposée. Si x=0 alors 0=xy=(2u-1)(3v-1) = u=1%

2
ouv=; ¢ Or.
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(==): Si x£0 alors 3s,t tels que ¢t #0 et x=3°t avec 3 ft.

Par le théoréme chinois de reste, il existe z tel que

z = 0mod (t)

z = —1mod (3) car (3,t)=1

= dyveOtelsque z=ty=3v—1
= zy = 3%y = 3°2 = 3°(3v — 1) et 3° est impair donc Ju € O tel que
3®* = 2u — 1. Donc, si x#0 Jy, u,v € O, xy=(2u-1)(3v-1).

¢) On a pour z € Ok:
AP € Ok[X]telque z € Z < 1, ... ,yn € Ok P(z,y1,... ,4n) =0, (2.0.48)
et on a pour z € Or:

AQ € Or[X] tel que z € O & Jzy, ... ,2m € O, Q(z,21,... ,2m) = 0.
(2.0.49)

Donc soit z € Op. On veut montrer qu’il existe un polyndéme S a coefficients

dans Oy, tel que
z€Z& Jv,... v, €O S(z,vy,...,vs) =0. (2.0.50)

Or,pourz € Oponaz €Z < 32y, , ZmyWilye e s Wimy e+ sWnly .-+ , Wrm €6
Y1,--- ,Yn € Of tels que

(Q(z,21,... ,2m)% — aP(z,y1,- - - )22 — aQ(y1, w1, . - . , Wim)H)? — ...

— aQ(Yn, Wniy- -+ ,Wnm)? =0, ot @ € IN mais v/a ¢ Or.

En effet, si z € Z alors par 2.0.48 il existe 41,...,y, € Og C Oy tel que
P(z,,...,yn) =0. De plus, Z C Ok donc par 2.0.49 il existe z;,... ,2z, € O

tels que Q(z,21,...,2m) = 0 et il existe wi1,... ,Wim, ... ,Wniy--. , Wom € Of

t’els que Q(yl? Wity .- - 5w1m) =0= Q(ynv Wniy. - 7wnm)-
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Inversement, si Q(z,21,...,2,) =0, Q(¥1, W11, ... ,win) =0 et si
Q(Yns Wniy .- s Wnm) = 0 alors z,y1,...,y, € Og. Donc la conjonction des

P(z,y;) = 0 avec y; € Ok entraine que z € Z par 2.0.48.

Donc il existe S € Oz, y1,... , Wity -« , Wnm, Yny 21, - - - » 2m) tel que cherché
en 2.0.50.
d) Remarquons d’abord que Op = Ok(ay,..., ;). On a pour z € Oy, que

z € Z < Jy € O tel que P(z,y) =0 ou P € Oz, y]. Ainsi, soit z € O C Oy,

T €L <= Iye€ Oy tel que P(z,y) =0
< dy; € Ok tel que P(z,y100 + ... + ys05) =0
< dy; € Ok tel que Pi(z,yi)an + ...+ Ps(z,9;)a, =0

<= 3y € Ok tel que ((Pi(z,4:)? + aPy(z,4:)): + ... + aPy(x, y:)2 =0

ol a € Og mais v/a ¢ O, P, sont des polynémes & coefficients dans O et

g=1,...,;8 0O

Lemme 2.0.13. Soient K et L des corps algébriques tels que K C L, L est
Galois sur K et [L : Q)=n. Supposons £ € O, w € Ok, z € Ok,

w = € mod (2) (2.0.51)
et
e+ ). (E+n-1)"z (2.0.52)
Alors ¢ € Ok.

Preuve:
Siz=0,alorsw=¢{mod (0) =3k ecO, w—E=k-0=0= E=we O.
Supposons donc que z # 0. Soit j = 0,1,... ,n — L. Par 2.0.52, 2"*1(£ + )|z
donc 3s € O, 2™*H(E + j)"s =2
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= N(2"*1 (£ + 5)"s) = N(z) ou N est Ny q. Donc,

IN@YHIIN(E + )™IN(s)| = IN(2)] (2.0.53)
— IV +3)ING) = el
=|N(E+7)"| < |]\|[—](\;(ZJ—21L)—I car s € O donc N(s) € Z
=[N +7)"| < IN(2n+1)I
=N +34)| < NG
Posons c=|N( 2f+1)|%. Ona ¢ >1 car |[N(2"*))| < |N(z)| par 2.0.53, puisque

N(£ +5)" est élément de Z étant donné que (£ + j)* € Or. Soient 0y,...,0,

les n plongements de L vers C. Nous avons H loi(€) + j| < ¢ car par I'équation

i

2.0.520n a3dwe Op (§+j)"w = T

1

= (¢ +i)wl = (5op)?
=0;[(£ + J)wl] = ai[(

z 1

2'n.+1) ]
— ((&) +f)os(w!) = (=

)111 car o; laissent K fixe puisque L est Galois sur K.

P
Donca,(§)+]|(2n+l) Vi=1,...,n,
=>Hoz ) | (o)

=>N[,-I—I( ()+J]—N[Haz£+3)]<| (2n+1)|
Aussi f[lai(§+j) =N(E+75)€Q

n

=Ny sol] [(0:(€ + )] = [ [(o:6 + 1

1=1 =1
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z

=»[H (o€ + " < IN (G2

1
———>H g;(€)+7) < |N(2n+1) w =g,

De plus, siay,...,ap, €EC,ce R,c>1et siHlai+j| <ecVj=0,...,n—1,
alors ja;| < 2"cVi=1,...,n z
En effet, nous pouvons distinguer deux cas:
a) 3j Vila; +j| > 3
Supposons 3k € {1,...,n} tel que |a;g| > 2"c alors
H|ai +j| = (H|ai + i)|ax + 7| > 2"cH|a¢ +j| > 2"0H% = 2"'0% =25
i ik itk ik
done 2¢ < H|ai+j| <c
=2 <l cair ¢ > 1 . Contradiction.
b)Vj i |a; + 7] < 1= Vi Tj [ai + 7| < }
car si Vj 3i |a; + j| = d(a;, —j) < 3 alors Zio |ai, + j| < § et |ag, + 5| < 5 avec
j # j' car sinon d(—j, —j") = d(—J, ai) + d(ai,, —J') < 3+ 3 = 1.
Contradicton car d(—j, —j') = 1. Done, V5 3! 1 |a; + j| < 3= Vi 3j |a; +j| < 3
(car la cardinalité de I’ensemble {1,...,n} égale celle de {0,... ,n —1}).
Ainsi, si Re a; >0 alors 35 |a;] < |a; + j| < 3 < 2"¢.
Sinon, Re a; <0 entraine 35 |a;| — |5| < |a; + j| < 5
=ai|<i+i<i+n-1=21 <<

En applicant ceci avec a; = 0;(€) on trouve:

Vi=1,,..,n,|0(§)| < 2"

_ IN(z)] 2
=2 (Wﬂ)

= Z|N(2)|7. (2.0.54)
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Soit 7 un élément du groupe de Galois de L sur K. On tire de 2.0.51 que
ke, w—E=kz€ 0= 1(w)—7(€) =7(w—-&) =1(k2) = 7(w) —7(§) =
7(k)7(2) = T(w) = 7(§) mod 7(z). Donc w = 7(§) mod z car 7 laisse K fixe, et

puisque w = £ mod z on a:
£ =1(€) mod z. (2.0.55)

Par 2.0.54 et le fait que ;7 est un homomorphisme injectif de L vers C qui

préserve K, on a |o;7(£)| < %|N(z)|%. De plus,

046 — 7(€)] = l63(6) = ax7(©)] < low(@)| + lowr(€)
< SIN@IF + NG = NI

et donc

IN(€ —T(¢ ))|—H|o,( —7(g) |<H|N )|% = |N(2)I.

=1
De cette derniére inégalité et 2. 0 55 on conclue que £ = 7(§) car sinon

£ —7(€) = vz = IN(E = 7€) = INDIIN()| = [N(z)| < |N(§—7(8))| car
v € Op = |N(v)| € Z. Ceci est une contradiction .
Etant donné que £ = 7(€) V7 € Gal(L/K),ona £ € O, NK = Og. O

Lemme 2.0.14. Soit L un corps algébrique, € une unité dans Op et t € O, t # 0.
Alors 3m € IN\{0} tel que t|e™ —e™™.

Preuve:
Soit m l'ordre de groupe des unités de 'anneau fini OL/(t), ot (t) est I'idéal
engendré par t. Alors €™ = 1 mod (t) et €™ = 1 mod (t). Ceci entraine que

tle™ —1ettleT™ —1donc t|[(e™—-1)— (™ —1)]. O

Lemme 2.0.15. Soz’t L un corps algébrique, € une unité dans Or et k un nombre

naturel impair. Alors &= =k mod (¢ — ¢ b,

Preuve:

_ gk o R . :
£t — gkl gk2~1 4 4 (e71)%~! car si on pose
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S=gklpeh8 k84  4e %) alors Se=eF +eF 24 .. + 752
et Se~l=gh2 f b4 4 . 4 &% ce qui donne S(e —e71) =k —e7F.
De plus, ¢ = ¢! mod (e —¢7!). Ainsi, 2 = e 2 =¢ee”! =1 mod (e — ™)

et donc £=5F = b1 peb~l 4 4 gF1 = keb~! mod (e —e7!). Puisque k est

impair, k-1 est pair alors 6:_‘55_1" =ke®* =k(e?)’ =k mod (e —¢71). O

Lemme 2.0.16 (Lemme principal). Soient K et L des corps algébriques tels
que K C L et L est Galois sur K. Soit d € Or,d # 0, et supposons que

2 —dy’ =1 (2.0.56)

posséde une infinité de solutions dans Or. Supposons aussi qu’il existe e € IN\{0}
tel que
(z +yVd) ~ (z —yVd)
2vd

Vz,y € O satisfaisant 2.0.56. Alors Oy est diophantien dans Of.

€K (2.0.57)

Preuve:
Posons n=[L:Q] et considérons le sous-ensemble S de Oy, défini par:

£e€S<=£e O Az, y,u,v,w,z€ O :

r’ —dy?’ =1 (2.0.58)
w—dvt=1 (2.0.59)

_ (@+yvd) — (z—yVd)
= W (2.0.60)

z#0 (2.0.61)

_ (u+oVd) = (u—ovvd)
Zw = 272 (2.0.62)
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w= (26 +1) mod z (2.0.63)

2"t (26 +1)" ... (26 + n)"|2. (2.0.64)

S est diophantien dans Op, car Of, 'est sur lui-méme, la conjonction de relations
diophantiennes est diophantienne (par la proposition 2.0.1), on peut remplacer
2.0.60 et 2.0.62 par des équations ne contenant pas Vd, z # 0 est une rela-
tion diophantiennne par la proposition 2.0.1 , 2.0.63 peut étre remplacée par
dk € Opw—(26+1) = kzet 2.0.64par3g € O 2" (26 +1)"... (26 +n)"¢ = =.
Nous allons prouver en a) et b) que IN C S C Og. Ceci entraine que Ok est dio-
phantien dans Op. En effet, soit Ox = Z(ay, ... , o). On pose, T(¢, z,y, u, v, w, z)
comme étant le polynéme définissant S dans Oy, i.e. la conjonction des conditions
2.0.58 & 2.0.64 et aussi £ € O.

Soit £ € Oy, alors on a la définition suivante de Ok dans Oy:

E€e Ok Vi=1,...,583a; € Op et Iz,y,u,v,w,2 € O

£ =a101 + a0+ ...+ as05 (a; € O COL) et

[T(—a;,z,y,u,v,w,2) V T(a;,z,y,u,v,w,z)]

Démonstration:

(<) £ € Op. Ja; € O tels que £ = Zaiai et T(+a;) Vi=1,...,s

i=1

=40, € SCOketa; €0 = §=Zaia,-€(9K.

i=1
(=) €O = &= Zaia,- avec a; € Z C Op. Puisque N C S C Ok,

L e NCSYi=1,...,5 = T(ta) Vi
Voici donc 1’étape majeure et finale de la preuve:

a) Soit £ € S alors 3z,y,u,v,w,z € Of, satisfaisant 2.0.58 & 2.0.64. De
plus, de 2.0.57, 2.0.58 et 2.0.60 on tire que z € Op N K = Og. De méme,
2.0.57, 2.0.59 et 2.0.62 impliquent 2w € O = Op N K. Puisque z # 0 par
2.0.61, on a qu’il existe 27! € K donc zw € K = z7'2w = w € K. On avait
w € O donc w € Ok. Par 2.0.63, 2.0.64 et le lemme 2.0.13, on conclut que
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26+4+1€0x=>2+1€ K= ¢ € K.Doncé € KNOp = Ok. Ainsi on a montré
que S C Og.

b) Soit £ € IN C Oy,. Choisissons z; et yo dans Oy, satisfaisant 2.0.56 et tels
que Zo + Yov/d ne soit pas une racine de I'unité. Ceci est possible car le nombre
de racines de 'unité est fini et par hypothése 2.0.56 a une infinité de solutions
dans O;. Posons € = zy + ypv/d. On remarque que € est une unité dans @z ot
L' = L(v/d) avec ¢! = zy—yoV/d puisque Ny /1,(g) = (zo+y0Vd)(zo—yoVd) = 1.
Par le lemme 2.0.14, il existe m € IN\{0} tel que

(26 + 1) .. (26 + n)"2Vd|e™ — ™™ (2.0.65)

car £ € IN C Op = 27126 + 1)"... (26 + n)"2V/d € Oy et

omHL(2¢ +1)™... (26 +n)"|z et z # 0 donc 2"1(26 +1)"... (26 + n)"2vd # 0.
Soit (x,y) la seule solution de z + yv/d = €™,z — y/d = ™. Montrons ceci par
induction sur m:

Pour m=1 on a: ! = z¢ + UO\/E et el =z — yox/?i-.

Supposons vrai pour m-1, c’est-a-dire e™! = ¢ + bv/d = ¢~ (™D = g — bV/d.
Alors €™ = ¢™ e = (a + bv/d)(zo + yovVd) = (azy + dbyo) + (ayo + bzo)Vd et
g™ = e~ (mDg=1 = (g — bv/d) (2 — yoV/d) = (azq + dbyo) — (ay + bxo)Vd.
Sachant que zg,yo et d sont éléments de Op nous utilisons la démonstration
précédente pour établir que z,y sont aussi éléments de Or. Lorsque m = 1, on
a T =1 et y=yg. L’hypothése d’induction étant que a,b € O, on obtient le
résultat pour axg + dbyo et ayy + bxy. Donc, 22 —dy? = e ™™™ =1 et 2.0.58

est satisfaite.
me -me

—€
2‘\/8 € [

constate que 2v/d|e™ —e~™¢ = (z + yvd) —(z —yv/d) doncz € Op.Sivd € L

alors L' = L donc z € Oy. Sinon l'automorphisme 7 : L' — L’ tel que 7(+v/d) =

Posons z = . En applicant la formule du binéme de Newton, on

—+/d laisse z fixe ce qui entraine que z € LN O = Oy, et donc z satisfait 2.0.60.
En outre, 2.0.61 est satisfait puisque z = Q<&=£™€ = ¢~Mee=2"¢ = 1&=>¢ est

une racine de l'unité. Or ce n’est pas le cas. On a aussi 2.0.65 implique 2.0.64.
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Soient u,v € O donnés par u + vvd = e™%+D) y — vy/d = e~™%+) alors

Eme(2§+1) — g—me(26+1)
2.0.59 est satisfaite. Posons w = pour obtenir 2.0.62. Le

Eme —_ E—me

lemme 2.0.15 implique 2.0.63 puisque €™ est une unité de Oy, et 26+1 un nombre

Eme(2§+1) = 6—me(2§+1)

2 e S s —_— me —me
naturel impair, puis on a w = T = 2£+ 1 mod (€™ — e™™),

= k€ Op w— (2 +1) = k(e™ — ™) = k2V/dz
=> w = (26 + 1) mod z. Comme 7(w) = w on a que w est élément de L et par
ce qui précéde, Is € Oy, tel que w = sz + (26 + 1). Donc w € LN O = Oy.
Dot £ € S. Donc IN C S ce qui compléte la preuve du lemme principal.

Soit L un corps algébrique. Le groupe des unités de Op, sera noté Uy. Ce
groupe est engendré par un ensemble fini et on note le nombre de ses générateurs

par rk Uy

Lemme 2.0.17. Soit L un corps algébrique, d € Oy, L' = L(v/d) et supposons
que L' # L. On pose Vy, = {z +yVd : z,y € O, Az? —dy? = 1}. Alors Vi, < Uy
(sous-groupe) et vk Vi =k Uy — rk Uy,

Preuve:
Nous montrons d’abord que V;, est un sous-groupe de Uz . Puisque d € Of, on a
Jdag,... ,0n1 €EZ, A"+ ap1d” 1 +...+ad+a= 0
— (Vd)?" + a1 (V)X D + .+ a1 (Vd): +ag =0
=+/d € O car il est racine d’un polynéme unitaire & coefficients dans Z
—=/de ONL = 0O donc z + yvd € Op car z,y € Of.
De plus, 1 = z2—dy? = (z+yVd)(z—yvd) = Npjr(z+yvd) et Npjo(z+yvd) =
Npjo(Nyyr(z + yvd)) = Npjg(l) = 18 = 1 ot I = [L : Q). Donc on a bien
Vi C Ur:. Reste & montrer que V7, est un sous-groupe. Soient zy + yovd € Vy, et
21+ y1vVd € Vi, alors (2o + yovVd) (21 + 11Vd) = zoz1 + dyoys + (Toy1 + Y071)Vd
alors Tz + dyoy1 et xoy1 + yox1 sont éléments de O car d, xg, z1, Yo, ¥1 le sont
et (zoz) + dyoy1)? — d(zoy1 + Yoz1)? = 1. Nous montrons finallement que V7, # 0.
En effet, z = 1 et y = 0 sont éléments de Oy, et 1 +0v/d € Vg car 12 —d- 02 = 1.
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Deuxiémement il faut montrer que rk V = vk U — vk Ur.

Considérons ¢ : Uy — Ur,

x — NL//L(III)

Nous montrons que ¢ est un homomorphisme:

i. ¢ est bien défini car soit z € Up alors ¢(z) = Nyy(x) et donc on a
Npjo(p(z)) = Npjo(Nyyo(z)) = Nujg(z) = £1 par définitionde z € Uy
Ainsi si p(z) € Op, on aura ¢(z) € Ur. Mais justement, ¢(z) = Ny /()
qui est élément de © N L = Oy, parce que = € Oy,.

ii. p(zy) = N(zy) = N(z)N(y) = (z)e(y).

On note respectivement le noyau et I'image de ¢ par ker et Im. On remarque que
V,, est un sous-groupe de ker car si z+yv/d € Vi, on a p(z+yvd) = 1 —dy? = 1
et 1 est I’élément neutre de (Ur,-). Donc Vi, C ker et on a déja montré que Vg,
est un groupe. Il serait possible qu’il existe € €ker tel que e =z + y\/E, z,y€ L
mais z,y ¢ Or, . Par contre, si € € ker C U et comme 0 # 2vd € Oy par le

lemme 2.0.14 on trouve:
Im € IN 2Vd|e™ — ™™ dans Oy,. (2.0.66)

Posons ¢™ = z + yvd, z,y € L. Alors (€™) ™' = ™™ = ¢ — yv/d car z° — dy? =
(z+yVd)(z—yVd) =1= (z+ yVd) ' =z —yVd Dot 2yV/d = £™ — ™. Par
2066, y€ OpNL=0p etz =cm— yvd € Oy NL = Op. Donc Vy, est d’indice
fini dans ker c’est-a-dire, [ker:Vz] = k; fini et de méme [Im:Uy] = k, fini. Ainsi,
day, ... ,ak,—1 € ker tel que ker=Vy+a; Vi +... +ar, 1V et by, ... ,bk,—1 €Im
tel que Im=Uy, + byl + ... + bg,—1Ur. D’ott le nombre de générateurs de ker est
le méme que celui de V7 puisque ceux-ci (les générateurs de V) engendrent V,
et a;Vy, done Vi + a;Vy + ... + ak,-1Vr=ker. On obtient ainsi aussi le résultat
pour Im. En conclusion par ce qui précéde et le fait que rk Uy =rk ker +rk I'm

on trouve que, vk Vp, =rk ker =rk Uy —rk Im =rk Uy — vk Ur.
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Gréace 4 ces lemmes et la proposition 2.0.1, nous pouvons maintenant obtenir
le résultat principal.

Preuve du théoréme:

Pour chacun des cas a),b) et c), nous devons trouver une équation z*—dy? =1
satisfaisant les hypothéses du lemme principal. D’abord, nous allons expliquer un
fait largement utilisé dans ce qui suit. Soit U = Q(f) un corps algébrique de
degré n sur Q. U posséde exactement n isomorphismes distincts de U dans C.
En effet, [U : Q]=n signifie qu'il existe un polyndéme irréductible sur Q noté
Poy(z) = 2" + Gn1™ '+ ...+ a1z +ao tel que a; € Qi =0,... ,n—1et
pos@(6) = 0. Soient 6y,. .. , 6y, les n racines complexes de ce polynome. Alors les

n isomorphismes sont:
U=Q) »C

n—1 n-1
Uj(z b.,'gi) — Zb,(OJ)’ ofl g = 1y m, b; € Q.
1=0

i=0
cas ¢):
Soient o1,...,0 les plongements de K dans IR qui ne se prolongent pas
en plongements de L dans IR, et 0p41,. .., 0% ceux qui se prolongent & L. Nous

montrons que h > 1. Comme [L : K] =2 et [K : Q] = k alors [L : Q] = 2k donc
L posséde 2k isomorphismes distincts de L dans C. Posons L=K(y/m), m € Z
sans facteur carré. Or, pour z € L, on a z = k; + kay/m, k1, ks € K car L est de

degré 2 sur K. On peut donc prolonger ainsi les isomorphismes de K:

o1(k1) + o1(k2)v/m

o1(k1) + o1(kz)v/m
BRI )= B

T —r 4

ok (k1) + ox(k2)v/m

or(k1) + or(k2)v/m
HE) BN cuth) -l
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Si h égalait zéro, on aurait que les k plongements de K se prolongent en plonge-
ments réels de L , donc o;(k;) + oi(k2)v/m € R(ym) C R Vi =1,...,k. Dans
ce cas, on a alors que les 2k isomorphismes distincts de L dans C sont aussi réels
car leur image est incluse dans IR(y/m) C JR. On obtient une contradiction car

L n’est pas totallement réel.

On choisit d € O tel que vd ¢ L et

oi(d)>0V¥i=1,... ,h

oi(d) <O0Vi=h+1,....k

Ceci est possible étant donné que {(oi(d),...,0%(d)) € IR : d € Ok} est un
treillis complet dans IR*. Nous expliquons ici les grandes lignes de la méthode
utilisée pour représenter les nombres algébriques d’un corps algébrique K de
degré k comme des points dans l'espace & k dimensions, formant dans notre
cas un treillis complet. Cette méthode est analogue & la représentation planaire
des nombres complexes. Pour tout isomorphisme complexe de K, on définit &
tel que o(z) = m, ou ~ dénote le conjugué complexe. On dit que o et T
sont des isomorphismes complexes conjugués. Ainsi, ’ensemble des isomorphismes
complexes de K est de cardinalité paire et K a ng = s + 2t = k comme nombre

d’isomorphismes. De chaque paire d’isomorphismes complexes, on en choisit un,

ce qui donne {041, ... ,051¢}. On exprimera d’ailleurs dorénavant {oy,... ,0k} =
{01,--- 10570541, 0541« -+ ,Us+t,0s+t}-
On notera L% = {(z1,... ,Zs; Ts41,-- - , Ts+¢)} 'anneau commutatif avec +, -

et la multiplication scalaire définies composantes par composantes. Une base de

L% sur IR est:
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(0,...,0;1,...,0)
(G,0:. B0 1 0)
> 2t
0,...,0;0,...,1)

©,...,00,... ). |

On définit pour z = (z1,... ,Ts4t) € L3 la norme de z par la formule suivante,
N(z) = Ty ...  Ts + |Tsq1]® - ... - |Ts4¢?, qui est le déterminant de la matrice
de la transformation linéaire z' — xz' avec 2’ € L. Pour chaque o € K, on
pose z(a) = (01(a), ... ,04(q);0541(0), ... ,054¢()) € L. On voit que cette

construction est telle que:

a # f=z(a) # z(f)
z(a+ f) = z(a) + z(B)
z(ef) = z(a)z(f)

En outre, si ay, ... ,ax est une base de K/Q alors z(a),... ,z(ox) sont linéai-
rement indépendants sur JR. Soit M un module dans K tel que M contient k
éléments linéairement indépendants sur Q. Soit ay,...,a; une base de M. On
obtient des propriétés précédentes que si a@ = aja; + ...+ apox € M (a; € Z),
alors z(a) = a;z(0q) +. . . +axz(ax). Ainsi les éléments de M sont représentés par
I’ensemble de toutes les combinaisons linéaires entiéres (a; € Z) des k vecteurs
z(a1), ... ,z(o) linéairement indépendants sur £%*. Pour plus de renseignements
sur ce sujet, voir [2].

Posons K’ = K(v/d) et L' = L(+/d). Le théoréme de Dirichlet-Minkowski sur
les unités stipule que si le nombre d’isomorphismes de V' dans C est n, = s + 2¢
pour un corps algébrique V, alors r = rk Uy = s+t — 1 ol s est le nombre d’iso-

morphismes réels et 2t celui d’isomorphismes complexes. On utilise ce théoréme
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pour montrer que:

rk Ux = k — 1 car K est totallement réel,

rk Uy, = 2k — h — 1 car np, = 2k = 2(k — h) + 2h avec s = 2(k — h) et 2t = 2h,
rk Uy = h+ k — 1 car ngr = 2k = 2h + 2(k — h) avec s = 2h et 2t = 2(k — h),
rk Uy = 0+ 2k — 1 car ny = 4k = 0 + 2(2k) avec s = 0 et 2t = 2(2k).

On pose Vg = {z + yVd : z,y € Ok satisfont 2.0.56}

Vi={z+ yVd : z,y € Oy satisfont 2.0.56}.

Par le lemme 2.0.17 on trouve:
rk Vx = rk U — rk Uk
=k+h-1-(k-1)
=h
et rk Vi =rk Uy —rk U,
=2k—1-(2k-h-1)

= h.

Puisque h > 1, 2.0.56 a une infinité de solutions. On a Vx < V7, (sous-module)
et Vi et V, ont le méme nombre de générateurs donc Vi est d’indice fini dans Vp,
par le rappel suivant: soient M un module libre de rang n avec base {uy,... ,u,}
et (0) # N < M (sous-module). Il existe m < n et ¢y,... ,¢n € IV tels qu'une
base de N soit {ciu1, ... ,Cnun}. Cecl entraine lorsque le rang de M égal le rang
de N que m=n et donc cjuy, ..., c,u, sont indépendants, i.e. ¢c; # 0,1 =1,... ,n.
Alors [M : Nl =¢1 X ... X ¢ < 00.

Posons e=[V], : Vk]. Alors pour tout z,y, € O satisfaisant 2.0.56 on a que
(z 4+ yv/d)¢ est élément de Vi C K’ et donc le membre de gauche de I’équation

2.0.57 du lemme principal est un élément de K’ (un corps). Aussi comme v/d
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n’est pas dans K et que

(z +yvd)* - (z — yVd)*
2vd

est invariant sous 7, 2.0.67 est élément de K. Par le lemme principal, on obtient

(2.0.67)

que Ok est diophantien dans Op et comme Z est diophantien dans Og par
hypothése du théoréme au point c) et que L est Galois sur K car [L: K] =2, la
proposition 2.0.1 ¢) donne le résultat voulu, c’est-a-dire Z est diophantien dans
Oy.

cas a):

Si L est un corps imaginaire, on applique ¢) avec K = Q car alors L =
Q(v/0) ot @ < 0 et donc L n’est pas totallement réel ( en fait, il est totallement
imaginaire) et est de degré 2 sur K = Q qui lui est totallement réel. Aussi, Z est
diophantien dans Z = Og.

Sinon, soit d € IVy tel que L = Q(v/d), vd ¢ Q. Alors z® — dy? = 1 a une

infinité de solutions dans Z C O, qui sont:
{(z,+y) : z + yVd = (zo + yoVd)™, m € IN}

ot (zg,yo) est la plus petite solution dont la somme de ses deux termes est plus

grande que 1.
(z+yVd)* — (z — yvad)°
2vd

est élément de L car z,y, vVd € Oy, et L est un corps. Nous voulons montrer que T

Pour z,y € Oy satisfaisant 72 — dy? = 1 on a que

laisse ce quotient fixe et par conséquent, qu’il est élément de Q puisque v/d ¢ Q.
Il faut faire attention ici car v/d € L donc on ne peut pas affirmer sans autre

vérification que 7(z) = z si € Or. Par contre, nous avons que
(z+yvVd)(z —yVd) =22 —dy® = 1
ce qui entraine que

(z+yvd) = (z—yVd) € O
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et donc  + yv/d € Uy, alors
N(z 4+ yVd) € Up = {*1} car ce sont les unités de Op = Z.
Alinsi,

N(z 4+ yVd) = (z + yVd)r(z + yVd) = £1

—=7(z + yVd) = +(z + yVd)™! = £(z — yVd).

(z +yvd)® — (z — yVd)°

2v/d
e=2. Maintenant, il est possible d’appliquer le lemme principal avec K = Q et

L = Q(+/d) étant donné que Q(v/d) est Galois sur Q. On obtient de cette fagon

D’otlt nous avons montré que est invariant sous 7 lorsque

que Og = Z est diophantien dans Of.

cas b):

Si K est réel, on trouve le résultat voulu en combinant les cas a) et c).
Supposons par conséquent que K est imaginaire, K = Q(v/8) avec < 0. Alors U
est fini. Soit e ’ordre de ce groupe. On choisit sans perte de généralité d € O tel
que L = K(vd) et v/d ¢ K. Alors pour Vi = {z+yVd : z,y € OxAz?—dy? =1}

on sait par le lemme 2.0.17 que

rk Vg =rk Uy, — rk Uk

= 1.

La derniére inégalité vient du fait que ny = 4 et L n’est pas totallement réel
alorst=1out=2etng =04+2-1,cequidonnerk Uy =0+1—-1=20¢et
rkUy=2+1-1=2o0urkU;, =0+2—1=1. On en conclut que 2> —dy? =1
a une infinité de solutions dans Ok C Oy. Pour tous ces z,y € O, qui satisfont

z? — dy? = 1 on peut affirmer que:

Npk(z + y\/c_i) € Uk
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donc
(z +yVd)°r(z + yVd)* =1
impliquant que
7(z +yVd)* = (z + yVd) ™ = (z — yVd)".

11 en découle que le coté gauche de I’équation 2.0.57 du lemme principal est inva-
riant sous 7, ce qui en fait un élément de K. Conséquemment, on peut appliquer
le lemme principal pour obtenir O est diophantien dans Op. Le cas a) nous

donne Z est diophantien dans O et la proposition 2.0.1 c) lie le tout.



Chapitre 3

RECHERCHE DE NOUVELLES EXTENSIONS
L NON ABELIENNES DE Q TELLES QUE
H100; SOIT NON RESOLUBLE

Nous voulons maintenant retravailler I'idée de la preuve de l'article Diophan-
tine sets over some rings of algebraic integers de J. Denef et L. Lipshitz (voir
chapitre 2) afin de l'appliquer 4 une extension algébrique non abélienne de Q.
Pour ce faire, nous avons d’abord choisi un corps L de degré 6 qui soit Galois sur
Q, mais non abélien. Ainsi, le groupe de Galois de ce corps sera S3. On suppose
que L contient un sous-corps K de degré 3 et un sous-corps quadratique k.

Etant donné que L est Galois sur Q, on peut utiliser sans probléme la propo-
sition 2.0.1 et les lemmes 2.0.13 & 2.0.15. Nos efforts seront donc concentrés dans
la recherche de conditions suffisantes pour appliquer le lemme principal ( 2.0.16).
En effet, puisque [K : Q]=3, K posséde exactement 2 isomorphismes complexes
donc par le résultat de Alexandra Shlapentokh dans [18], Z est diophantien dans
Ok. De méme, [k: Q]=2 entraine que Z est diophantien dans ’anneau des entiers
algébriques de k. Alors en satisfaisant les hypothéses du lemme principal pour K
ou respectivement pour £ on obtiendrait la conclusion que Ok est diophantien
dans Op, ou respectivement que Oy est diophantien dans Oy. En conséquence, il

serait possible d’appliquer le troisiéme point de la proposition 2.0.1 et de conclure
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que Z est diophantien dans @y. Le lemme 2.0.17 quant & lui ne nous sera d’au-
cune utilité. En effet, dans les deux cas précédents sa conclusion ne nous permet
pas d’appliquer 'argument prouvant que Vx ou Vj est d’indice fini dans V. Dé-

montrons ceci:

a)Vk n’est pas d’indice fini dans V.

Il existe un s € Z tel que L = K(+/s). Donc tout élément | de L peut
étre exprimé comme [=a+b+/s, a,b € K. Soit 0£de Of, tel que L' = L(v/d) et
K' = K(v/d). Soit H un corps algébrique de degré ny. Nous rappellons que la
signature de H est ng = s + 2¢ ol s est le nombre d’isomorphismes réels de H
et 2t le nombre d’isomorphismes complexes de H. Trouvons alors la signature de

chacun des corps K,K’ L,L’:

24+2-2sis>0
ny =

0+2-3sis<0

2+2-2s81d>0
Nk =

0+2-3s1d<0

et finallement,
442 -4sis,d>0

0+ 2.6 sis<0oud<0.
Ensuite on utilise le théoréme de Dirichlet-Minkowski (voir [2], chapitre 2,

np =

section 4) qui nous assure que pour le corps H mentionné plus haut, le nombre
de générateurs du groupe des unités de O est rkUy = s+t — 1. Donc dans les
cas qui nous intéressent on constate ce qui suit:
rkUg =1+1-1=1

2+2-1=3si8>0

043—-1=2sis<0

TkUL =

242-1=3sld>0
04+3—-1=2sid<0

TkUKI =5
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4+4—1="7sisd>0
04+6—1=5sis<0oud<0.

’r‘kUL/ -

Posons

Vi ={z +yVd:z,y € Ok et 2> —dy®> = 1}

Vi ={z+yVd:z,y€c O et z? —dy? =1}.

Par le lemme 2.0.17, on obtient comme résultat que

1 si d<0 ou
T']CVK =

2 sinon
et

4 si 5,d>0 ou
T‘kVL =

3 sinon.

En conséquence, rkVy # rkVi et donc [V : V7] est infini.

Remarque: on a supposé que Vd ¢ L car sinon L' = L et alors on dérogerait

aux hypothéses du lemme 2.0.17.

b)V; n’est pas d’indice fini dans V.

Il existe un t € Z tel que k = Q(v/2) et soit K = Q(6,). Donc tout élément [
de L peut étre exprimé comme I=(a+bv/t)+(c+dvt)0-+(e+fv/1)6?, avec a,b,... f
€ Q. Soit 0#de Oy tel que L' = L(\/d) et k' = k(+/d). La remarque du cas pré-
cédent s’applique, donc on choisit v/d ¢ L. Nous pouvons trouver les signatures

suivantes en supposant premiérement que t>0:

nk=2+0

440 sid>0
Ngr =

0+2-25sid<0
et

4+2-4s1d>0
N =

04+2-6sid<0.

Nous utilisons encore le théoréme de Dirichlet-Minkowski:
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rklUy=24+0-1=1
rkUp,=24+2-1=3
4+0—-1=3s1d>0

Tkka:

24+40—-1=1si1d<0
et

444—-1=7sd>0
TkUL/:

04+6—1=>5sd<0.
Ainsi le lemme 2.0.17 nous donnerait,

0 si d<0 ou
rkV, =
2 sinon
2 s1 d<0 ou
et T]CVL =
4 sinon.

Done, rkV, # rkVj, et done [Vj : V7] est infini.

Sinon, t<0 et alors tous les isomorphismes sont complexes. Ainsi,
ng=0+2-letng=0+2-2,
n=04+2-3etny =0+2-6.

Donc par le théoréme de Dirichlet-Minkowski:

rkUy, =0 et rkUp = 1,

rkily, =2 &6 vkl = 5:

Cela nous donne rkVy, =1 et rkV;=3. Finallement la méme conclusion s'impose;
[Vi : V1] est infini.

Nous venons de voir que nous devrons trouver de nouvelles astuces pour
satisfaire les hypothéses du lemme principal puisque Vx et Vi ne soﬁt pas d’indice
fini dans V; contrairement aux cas traités dans [7]. Il nous faut donc prouver
I'existence d’un élément 0 # d € Op tel que I'équation z? — dy? = 1 ait une
infinité de solutions dans Oy, et 'existence d’'un e € IV\{0} tels que

(z+yVd) = (z - yVad)
2Vd

Vz,y € Op satisfaisant 22 — dy? = 1 oit H est un des corps K ou k.

e H
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Notation: Nous notons Gal(M/N) le groupe de Galois de M sur N.

Proposition 3.0.2. Soit L un corps algébrique de degré siz avec un sous-corps
cubique K et un sous-corps quadratique k=Q(/t). Alors les conditions suivantes
sont suffisantes pour appliquer le lemme principal 2.0.16 et donc obtenir une ré-

ponse négative ¢ H10Oy.

i. L est une extension galoisienne de Q avec Gal(L/Q)=S3,
ii. 22 — v/ty? =1 a une infinité de solutions dans Oy,
iii. v ¢ L.
Preuve:
Nous montrons d’abord que les hypothéses du lemme 2.0.16 sont respectées. Pre-
miérement, L est Galois sur Q par i) donc L est Galois sur K. On pose 0 # d = /1.
On a bien que d € Oy cart € Z C Oy, et v/t € L ce qui entraine v/ € Oy, Aussi,
72 = \/iy2 = 1 a une infinité de solutions dans Oy, par ii). Posons e = 1 € IN.
Alors Vz,y € L (z £ yv1)® = (z £ yv/t) est élément de L(Vd) = L(Vt).

Or L(vt) = K(Vt)(¥t) = K(¥/t). Donc Vz,y € L (z £ yv/t) € K(V1), et
(z +yVt) — (z — yvt) '
€ K(V't).
2/t (V)
Définissons 7 un K-automorphisme de L(v/%) tel que 7 : v/¢ — —+/%. Puisque

vté Let

conséquemment,

T((w+y<’/f)—(x—y<‘/f)) _ (@+yvt) - (z - yV?)
2v/t 2v/%

on peut maintenant affirmer que Vz,y € L

(z +yvt) — (z — yv/?)
2/t

Par le lemme 2.0.16 on a donc que Ok est diophantien dans Oj. En outre, Z

€ K.

est diophantien dans Ok car [K : Q]=3 donc K a exactement deux isomorphismes

complexes. Alors Z est diophantien dans Oy, par la proposition 2.0.1.
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En conclusion nous ne pouvons pas affirmer que H100;, est non résoluble
mais c’est encore possible selon notre proposition. De plus, ce cas n’avait jamais
été traité car L est de degré deux sur K, mais K est un corps qui n’est pas
totallement réel. De plus, L n’est pas abélien étant donné que son groupe de
galois est S3 un groupe non abélien.

De facon plus générale, nous considérons maintenant les extensions galoi-
siennes et non abéliennes L des rationnels, avec [L : Q|=m ol m est un nombre
naturel plus grand que cing et L posséde un sous-corps quadratique propre k.
Alors les hypothéses des lemmes 2.0.13, 2.0.14, 2.0.15 sont respectées. Celles de
la proposition 2.0.1 aussi. Nous faisons maintenant la preuve que I’argument de
I’indice fini ne peut pas étre utilisé avec k.

Vi n’est pas d’indice fini dans V:

On sait qu’il existe un z € Z tel que k = Q(y/z). Supposons premiérement que
z>0 et comme précédemment que L' = L(v/d), K' = K(V/d) avec Vd ¢ L, alors

nk=2+0
4+4+0sid>0
Ngr =
04+2-2sid<0
ng=s+2-t
et

25 +2- (2t) si d>0

0+2-:(s+2t)sid<0
ce qui entraine par le théoréme de Dirichlet-Minkowski

rkUy,=24+0-1=1

rkUy =4+0—-1=3s1d>0 oubien rkUpy =2+0—1=1si d<0
rkUp=s+t—1et

rkUp =25+ 2t—1s1d>0 ourkUpy =0+s+2t—1si d<0.

N =

Donc,

0 si d<0 ou
rkVy =

2 sinon
et
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t st d<0 ou
T'k)VL —
§ + t sinon.

, ) ] d<0ett=0o0u
En conséquence, rkVy = rkV}, si et seulement si

d>0ets+t=2.
s= L te=(=mm=2,
Dansle cas ot s+t =2 et d > 0 on obtient s=1t=1=m=3,

s=0t=2=m=4.
Puisqu’on s’intéresse & m > 6, on rejette toutes ces conditions. Autrement, ¢ = 0

implique que 7kV;, = t = 0 donc on n’a pas que 2 — dy? = 1 a une infinité de
solutions dans @}, alors on exclut ce cas.
Puis, on suppose encore que vd ¢ L, mais cette fois que z<0. Alors on a
n,=0+2-1
ny =04+2-2
nr = s+ 2 -t et finallement,
2s4+2-2tsid>0

0+2-(s+2t)sid>0.
Conséquemment on trouve

rkU, =0
’T‘kUkIZI
rkUp=s+t—1

rkUp =25+ 2t —1sid > 0 ou bien 7kU;s = s + 2¢t — 1 sinon
t si d<0 ou

Ny =

ce qui donne rkVy =
s+t sinon

et rkV, = 1.
d<0ett=1ou

d>0ets+t=1.

Ainsi on voit que 7kVy = rkV}, si et seulement si

Sit =1 alors L a exactement deux isomorphismes complexes. Donc Z est
diophantien dans Op, par le résultat de Alexandra Shlapentokh énoncé dans [18].

Nous sommes par conséquent en présence d’un cas déja traité.
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: s=1t=0=>m=1,
Si s+-t=1 alors
s=U#=1l=m=1,

ces conditions ménent & une contradiction car m > 6.
On peut supposer sans perte de généralités que £ = Q(1/z) et que L = K (1/2)

pour un certain z € Z et K un sous-corps de L. On prouve aussi que:

Vi n’est pas d’indice fini dans V:

nK=S+2't

25+ 2-2ts1d>0
Ngr =

0+2-(s+2t) si d<0

25+ 22t si z>0
ny =

0+ 2- (s + 2t) sinon

et finallement, si v/d ¢ L (pour satisfaire les hypothéses du lemme 2.0.17)
4s + 2 - 4t si z,d>0
0+ 2-(2s + 4t) si z<0 ou d<0.

nrp =

On trouve par le théoréme de Dirichlet-Minkowski:

TkUK:S+t—1
2542t —1sid>0

TkUK/ =

s+ 2t — 1 sid<0

2s+ 2t —1siz>0
rkUL =

s+ 2t — 1 sinon

4s + 4t — 1 si z,d>0
T‘kULI =

25+ 4t — 1 si z<0 ou d<0.

On obtiendrait par le lemme 2.0.17 le résultat suivant:

s+t sid>0ou
’I‘kVK =

t sinon
et
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25 + 2t si z,d>0 ou
T‘kVL =
s+ 2tsi z<0 oud <0.

d<0ett=s5+2tou

d>0et s+t=2s+2t
Nous sommes en présence de contradictions puisque s et t sont des entiers positifs

Donc rkV;, = rkVy si et seulement si

ou nuls, mais au moins un des deux est non nul car m > 5.
Ainsi encore une fois on délaisse le lemme 2.0.17 et on doit se résoudre a
contourner 'argument des indices finis. Pour ce faire, on se restreint a des corps

plus simples (item iv) et on trouve la proposition suivante:

Proposition 3.0.3. Soit L un corps algébrique avec un sous-corps K et un sous-
corps quadratique k = Q(\/z) tels que:
i. L=K(/2),
. L/Q soit galoisien mais non abélien,
iii. o2 — \/zy? =1 ait une infinité de solutions dans Oy,
w. Yz ¢ L et
v. Z diophantien dans Ok
alors Z est diophantien dans Of et par conséquent, la réponse au diziéme probléme
de Hilbert pour l’anneau des entiers algébriques de L est négative.
Preuve:
Pour utiliser le lemme principal ( 2.0.16 ), on cherche d € O et e € IN\{0} = IV,
tels que 22 — dy? = 1 ait une infinité de solutions dans Oy, et que Vz,y € Oy
satisfaisant 2% — dy? = 1;
(z +yVd) - (z —yVd)
2Vd
ou H est un sous-corps de L. De plus, L doit étre Galois sur H. Posons H=K. Par
ii) L est Galois sur Q donc L est Galois sur K. On pose maintenant 0 # d = /.
Onade€ Opcar z € Z C Op et \/z € L ce qui entraine /z € Op. Aussi,

e H

72 — /zy* = 1 a une infinité de solutions dans Oy, par iii). Posons e = 1 € IVy.
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Alors Vz,y € L (z + y#/2)¢ = (z & y/z) est élément de L(v/d) = L({/z). Or on

constate que L(/2) = K(y/2)(/z) = K(/z). Donc Vz,y € L (zty+/z) € K(/z)
(z +yvz) — (z —y¥>2) ,
29z € K(+v/z). Mais comme
T((z +yvz) - (- y\“/z)) _ (z+yVz) — (z—yV2)
2z 24z
ot 7 est le K-automorphisme de L(+/z) tel que 7 : /z — —/z, on trouve
(z+yvz) - (z—yV2z) A
27z € K car /z ¢ L.
Cela étant le résultat voulu, Ok est diophantien dans Oy, par le lemme prin-

et par conséquent

Vz,y € L que

cipal 2.0.16. Puis, comme Z est diophantien dans Ok par hypothése, on a bien
que Z est diophantien dans O, par la proposition 2.0.1.

Finallement ce cas n’avait jamais été traité car L est de degré arbitraire sur
@ et K n’est pas nécessairement totallement réel. De plus, L n’est pas abélien.
On peut maintenant remplacer les conditions iii et iv de maniére a4 ce qu’elles

soient plus générales:

Corollaire 3.0.2. Soit L un corps algébrique avec un sous-corps K et un sous-
corps quadratique k = Q(+/z) et supposons que Is € IN, tels que:

i. L=K(/z),

it. L/Q soit galoisien mais non abélien,

2 — ¢zy? = 1 ait une infinité de solutions dans O,

w. ¥/z¢ L mais Jz€ L
v. Z diophantien dans Ok
alors Z est diophantien dans Oy, et par conséquent, la réponse au diziéme probléme

de Hilbert pour l'anneau des entiers algébriques de L est négative.

Preuve:
Par ii) L est Galois sur Q donc sur K. On pose 0 # d = /2. On a d € O, car
2 €Z C O et ¢z € L par iv) ce qui entraine /z € Or. Aussi, % — ¢/zy? = 1
a une infinité de solutions dans Oy, par iii). Posons e = 1 € INy. Alors il est clair

que Vz,y € L, (z+£y%/2)* = (z £y ¥/z) est élément de L(Vd) = L( %/2).
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Or L(%/z) = K(V/z)(¥/z) = K(¥/z). Donc (z £y ¥/z) € K(%/z) et par
(w+y%’/§i;/§—y§’/§) € K(%/z). Mais comme
T((x+y2\"/5)—(:v—y2\’/5))= (z+y¥z) — (z—y¥2)
23%/z 2%/z
E 4y YD) - -y ¥A)
2%z

conséquent Vz,y € L on a

€ K car

ou 7: ¥z — — ¥/z, on trouve Vz,y € L que
Vz¢ L
Par le lemme principal 2.0.16 on a donc que Ok est diophantien dans Oy, et
comme Z est diophantien dans O par v), alors Z est diophantien dans Of.
Grace aux connaissances acquises au chapitre un, nous pouvons formuler
d’autres corollaires. Nous savons que Z est diophantien dans I’anneau des entiers
algébriques de quelques classes d’extensions algébriques des rationnels. Nous al-

lons donc utiliser ces résultats dans ce qui suit.

Corollaire 3.0.3. Soit L un corps algébrique avec un sous-corps K et un sous-
corps quadratique k = Q(v/z) et supposons que Is € IN, tels que:
i. L=K(Vz),
i. L/Q soit galoisien mais non abélien,
iii. x2 — /zy? = 1 ait une infinité de solutions dans O,
w. ¥/z¢ L mais/z€L et
v. K posséde exactement deuz isomorphismes complezes
alors Z est diophantien dans Oy, et par conséquent, la réponse au diziéme probléme

de Hilbert pour l’anneau des entiers algébriques de L est négative,
ou bien

Corollaire 3.0.4. Soit L un corps algébrique avec un sous-corps K et un sous-
corps quadratique k = Q(y/z) et supposons que 3s € IN, tels que:

i. L=K(2),

. L/Q soit galoisien mais non abélien,

i1, 22 — /2y = 1 ait une infinité de solutions dans O,
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w. 3z ¢ L mais /z€ L et
v. [K: Ql=4, K n'est pas totallement réel et K posséde un sous-corps quadra-
tique
alors Z est diophantien dans O, et par conséquent, la réponse au diziéme probléme

de Hilbert pour l'anneau des entiers algébriques de L est négative,
ou bien

Corollaire 3.0.5. Soit L un corps algébrique avec un sous-corps K et un sous-
corps quadratique k = Q(y/z) et supposons que s € IN, tels que:
i. L=K(Vz),
i. L/Q soit galoisien mais non abélien,
i, 1% — Jzy* = 1 ait une infinité de solutions dans Oy,
w. ¥/z¢ L mais/z€ L et
v. K soit abélien
alors Z est diophantien dans Of, et par conséquent, la réponse av diziéme probléme

de Hilbert pour l'anneau des entiers algébrigques de L est négative.
ou bien

Corollaire 3.0.6. Soit L un corps algébrique avec un sous-corps K, un sous-
corps quadratique imaginaire k = Q(\/z) (2<0) et un sous-corps totallement réel
K' puis supposons que s € IN, tels que:
i. L=K(V2),
#. L/Q soit galoisien mais non abélien,
i, 22 — /zy® = 1 ait une infinité de solutions dans O,
. ¥/z¢ L mais/z€ L et
v. K = K'(y/v) o2 v <0,
alors Z est diophantien dans O, et par conséquent, la réponse au diziéme probléme

de Hilbert pour 'anneau des entiers algébriques de L est négative.
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D’aprés les résultats connus antérieurement (voir chapitre un), K pourrait ap-
partenir & d’autres classes d’extensions telles que Z soit diophantien dans Og. Par
contre, nous ne les avons pas retenues parce qu’elles ménent A des cas déja traités.
En effet, si K est totallement réelle alors L est de degré deux sur une extension to-
tallement réelle, donc on rejette ce cas. De méme, si K n’est pas totallement réelle
et est de degré deux sur une extension totallement réelle alors, K = K'(,/v) pour
un certain v<0 et K’ totallement réelle, donc L = K'(1/v)(v/2) = K'(\/z)(y/v)
qui est un corps non totallement réel, mais de degré deux sur un corps totallement
réel soit K'(y/z) lorsque z>0. Dans un autre ordre d’idées, nous ne supposerons
pas que [K: Q] = 2 car nous souhaitons que [L: Q]> 6.

Enfin, nous soumettons la conjecture qu’il existe une extension algébrique
non abélienne des rationnels répondant aux critéres du corollaire 3.0.4 avec s=4
et donc telle que son anneau des entiers algébriques soit non résoluble. En effet,
nous allons démontrer que I’extension L = Q(«, i) ot & = v/2 et i2 = —1 respecte
les conditions i),ii),iv) et v) du corollaire 3.0.4. Il suffirait donc de prouver qu’elle
remplit aussi la condition iii) pour obtenir une démonstration compléte, ce que
nous croyons possible.

Dans un premier temps, nous allons démontrer que L = K(\/z) ol 2 = 2 et
K =Q(a(l +1)) = Qla +ia).

2) QW2 a(l+1) € Qa, ).

Etant donné que v/2 = o® € Q(a, i) et clairement, o et 1+ 4 sont éléments de
Q(a, 3) donc (1 + ) aussi.

b) Q1) € Q(V2, a(l +1)).

On trouve 2v2i = o?(1 +4)? € Q(v/2, a(l +1)). Donc i € Q(v/2, a(l + 1))
puisque (2v/2)7! € Q(v2, a(l +1i)). Ainsi, 1 4+ 1 € Q(v/2, a1l +1)). II reste
a prouver que o € Q(v/2, a(l + 1)), mais a1 + 1) est triviallement élément de
Q(V2, a1 +1)) et (1+4)~" aussi. Donc a € Q(v/2, a(l +1)).

Ensuite nous avons bien que Z est diophantien dans Ok puisque Q(iv/2) C
Q(a +ia) = K et [K: Q = 4. En effet, 2v/2i = (a + ia)? et 4 est le plus
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petit s € IN; tel que (a + ia)® € Q. De plus, K n’est pas totallement réel car
(a+ia) ¢ R, donc par le résultat de Denef et Lipshitz H100g est non résoluble.

En outre, ¥/2 = a € L, mais ¥/2 ¢ L car sinon nous aurions a,b € Q tels
que /2 + 0i = av/2 + bi mais alors b = 0 puisque /2 est un nombre réel. Donc
Y3 95 = a € Q Contradiction.

EZRR %)
Finallement, notons oy,, v = 1,2,3,4, v = 1,2 les huit automorphismes

de L = Qa,i) ot 0,1(1) = 4, 0u2(i) = —i et g1,(a) = @, og(a) = —q,
puis 03,(@) = ia, os4y(a) = —ia. L est donc une extension galoisienne mais
non abélienne des rationnels car o} 2031(a) = o12(ia) = —ia # 031012(0) =

031(a) = ia.

Etant donné ce qui précéde, nous ne pouvons pas conclure que HlOOQ( 3 1) est
non résoluble. Cependant, nous croyons fortement qu’il est possible de démontrer
la troisiéme condition du corollaire 3.0.4 et donc que Q(+/2,1) est en effet une
extension non résoluble de Q.

En résumé, nous avons établi une proposition et 5 corollaires permettant
de reconnaitre de nouveaux anneaux d’entiers algébriques comme étant non réso-
lubles. De plus, nous avons utilisé un de ces corollaires afin d’émettre la conjecture
qu'il existe une extension algébrique non abélienne des rationnels telle que la ré-
ponse au dixiéme probléme de Hilbert pour son anneau d’entiers algébriques soit
négative. Cette extension est Q(v/2,1) .

Nous pouvons affirmer en conclusion que nous avons fait un petit pas dans la
direction de Jan Denef et Leonard Lipshitz. En effet, non seulement avons nous
suivi leurs traces tant qu’au type de preuves utilisées, mais aussi nous obtenons
des résultats qui se situent dans le cadre de leur conjecture: pour tout corps

algébrique L, Z est diophantien dans Op.
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