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À Ramdam 
"Celui dont le cri fait trembler les montagnes" 

Le véritable esprit de joie, d'exaltation, le sentiment 
d'être plus qu'un homme, qui sont la pierre de 
touche de l'excellence la plus haute, se trouve 
dans les mathématiques comme dans la poésie. 

- Bertrant Russell 



Sommaire 
Le but de ce mémoire est de présenter une structure mathématique généralisant les 

nombres complexes. Les éléments de cette structure seront ici considérés comme de nouveaux 

nombres et appelés "tétranombres". 

Différente des quaternions[4], qui se veulent la généralisation standard des nombres 
complexes, la structure présentée dans ce mémoire dote ir -_-i-- C2  d'une multiplication 
commutative dans le but de permettre une extension de l'analyse complexe dans C et une 

particularisation de l'analyse complexe dans C2 . 

Les tétranombres se voudront aussi une généralisation de ce que Sobczyk dans [14] 

présente comme les nombres hyperboliques. Ainsi, en plus de généraliser plusieurs résultats de 

l'analyse complexe dans C, les tétranombres généralisent certains résultats obtenus dans le cas 

des nombres hyperboliques. 

Il faut aussi présiser que la structure présentée ici a déjà été traitée dans un contexte plus 

général par Ryan dans [12]. Par contre, la plupart des résultats rencontrés dans ce mémoire 

seront différents ou plus précis que ceux rencontrés dans [12], car le caractère "général" de 

l'article de Ryan n'a pas permis de faire ressortir le caractère "commutatif de la structure 

présentée dans ce mémoire. 
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Introduction 

Les tétranombres sont une généralisation des nombres complexes différente de celle 

rencontrée avec les quaternions. L'idée intuitive est simple; il suffit de considérer une entité de la 
forme a+bi mais cette fois avec a et b éléments des nombres complexes, i.e. a+bi avec a,bE C. 

Mais alors, on se retrouve avec une expression de la forme (e+fi)+(g+hi)i avec ef,g,he R. 
Et écrit de cette façon, c'est encore un nombre complexe; c'est (e-h)+(f+g)i . Donc, pour garder 

l'idée d'une généralisation, il nous faudra utiliser une notation qui ne nous ramène pas aux 

nombres complexes. Plus loin, nous verrons une notation pour les tétranombres qui nous 

permettra de rester fidèles à l'intuition initiale. Mais d'abord, pour plus de rigueur, il nous faut 

formaliser la structure à l'aide d'une notation vectorielle; celle-ci aura aussi son utilité, car elle 

nous permettra de considérer les tétranombres comme des éléments de R4 . 

Formellement, un nombre complexe est un couple ordonné de nombres réels; l'égalité, 

l'addition et la multiplication de nombres complexes sont définies de la manière suivante: 

(a,b)=(c,d) si et seulement si a=c et b=d, 

(a,b)+(c,d)—(a+c,b+d) 

et (a,b)(c,d)=(ac-bd,ad+bc). 

On pourrait donc écrire le nombre (e+fi)+(g+hi)i comme le "vecteur ((e,f);(g,h)). Mais à 

ce stade-ci, il n'y a rien de défini. Par contre, on se rend compte que la structure va reposer sur 

une définition adéquate de la multiplication. 



Intuitivement, nous voulons considérer une multiplication analogue à celle des nombres 
complexes. Nous allons donc considérer les vecteurs (a,b),(c,d),(e,f),(g,h)e C avec la 
multiplication suivante: 

((a,b);(c,d))x ((e,f);(g,h))=[(a,b)(e,f)-(c,d)(g,h);(a,b)(g,h)+(c,d)(e,f)] 
=[(ae-bf-cg+dh, af+be-ch-dg);(ag-bh+ce-df, ah+bg+cf+de)]. 

Il serait donc légitime de considérer formellement la multiplication suivante: 

(a,b,c,d)e (e,f,g,h)=(ae+dh-bf-cg,af+be-ch-dg,ag+ce-bh-dtah+bg+cf+de). 

On peut donc définir formellement les tétranombres. 
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Chapitre 1 

Dans ce chapitre, on définira formellement l'ensemble des tétranombres pour explorer 
par la suite ses propriétés de base et deux sortes de conjugués. 

Définition 1.1) 
Un tétranombre est un vecteur de hi 4  dont l'égalité, l'addition et la multiplication sont 

définies de la manière suivante: 

(a,b,c,d)—(e,f,g,h) si est seulement si a=e, b=f, c=g et d=h, 

(a,b,c,d)+(e,f,g,h) = (a+e,b+f,c+d,d+h) 

et (a,b,c,d),(e,f,g,h)=(ae+dh-bf-cg,af+be-ch-dg,ag+ce-bh-df,ah+bg+cf+de). 

Cette définition englobe celle des nombres complexes. 

Définition 1.2) 
Un nombre complexe est un tétranombre de la forme (a,b,c,d) où b,d=0. Aussi, le vecteur 

(a,0,c,0) sera noté a+ci. 

Cette définition est légitime, car les nombres complexes définis (par cette définition) sont 
isomorphes aux nombres complexes déjà connus. Pour voir cela, il suffit simplement de 
remarquer que (a,0,c,0)*(e,0,g,0)—(ae-cg,0,ag+ce,0). 

Aussi, comme conséquence de la définition 1.2) on note que les nombres réels sont de la 
forme suivante: (a,0,0,0) où ae R. De plus, comme dans le cas des nombres réels ou 
complexes, le " • " représentant la multiplication des tétranombres sera souvent omis. 

Définition 1.3) 
Un nombre complexe prime est un tétranombre (a,b,c,d) où c,d=0. Aussi, le vecteur 

(a,b,0,0) sera noté a+bi'. 

Les nombres de la forme (a,b,0,0) sont aussi isomorphes aux nombres complexes 
habituels, car (a,b,0,0)*(e,f,0,0)=(ae-bf,af+be,0,0). 
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Notations: 
L'ensemble des tétranombres sera noté T. 
L'ensemble des nombres complexes sera noté C . 
L'ensemble des nombres complexes primes sera noté C . 
L'ensemble des réels sera noté R. 

Voici maintenant d'autres façons équivalentes de représenter les tétranombres, celles-ci 
seront utilisées par la suite sans distinction. Les voici: 

1) De façon analogue aux quaternions: 

—{a+biLhci+dj : i2=i12=-1, j2=1 et ij=-i', i'j=-i, iii=j où a,b,c,de 2 }. 
Ainsi w=(a,b,c,d) "=" a+bi'+ci+dj, C ={a+bi : a,bE 2} et C —{a+bil : a,be R }. 

Avec cette représentation, on voit bien que les tétranombres sont une géneralisation des 
nombres complexes. Aussi on constate que c'est en même temps une généralisation des nombres 
doubles(ou hyperboliques), i.e. les nombres de la forme a+bj tel que j2=1. 

2) Comme  r2 munie d'une multiplication: 

— {(11,z2)E ez où wi•w2-(zi,z2)•(:3,z4)=(71:-.3-z2z4,z1.7:4+:-.2.-.73)}. 
Ainsi, w=(a,b,c,d) "=" (a+bi,c+di). 

Remarques: 
i) Il sera plus utile par la suite de voir cette définition comme des couples dans C . 

Ainsi w=(a,b,c,d) "=" (a+bi',c+di'). 

ii) La multiplication considérée est analogue à celle des nombres complexes. 

3) Comme complexification des nombres complexes: 

T =1:1 +:7 2 i: 2.71,272 	e 	où (z1+12i)•(.7.3+:4i)=(-:17.3-z2z4)+(z1z4+:72:73) 1. 
Ainsi, w=(a,b,c,d) "=" (a+bi')+(c+di')i. 

Venons-en aux propriétés algébriques de T. 

Propriété 1.1) 
L'addition est associative, 
i.e. (w1+w2 )+w3 --"w1 +(w2 +w3) 

	
(V w1  ),(Vw2),(Vw3)e T. 

Propriété 1.2) 
L'addition a un élément neutre, noté 0 et appelé zéro, 
i.e. w+0=0+w=w 	(Vw)E T . 
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Propriélé 1.3) 
Chaque élément we r possède un inverse, noté (-w), par rapport à w, 
i.e. w+(-w)=(-w)+(w)=0 	(Vw)e T. 

Propriété 1.4) 
L'addition est commutative, 
i.e. w1+w2=w2+w3 	(Vw1 ),(Vw2)E T . 

Les propriétés précédentes sont évidentes, car elles le sont dans R 4. Celles qui vont 
suivre sont spécifiques à T 

Propriété 1.5) 
La multiplication est associative, 
i.e. w1•(w2•w3)—(w1  • w2). w3 	(Vw1),(Vw2),(Vw3)e T . 

Preuve: 
Posons wi=zi +z2i, w2=z3  + z4i et w3=z5  +z6 i. 
Alors, w, (w2w3)=(z + z2  i) • ((z3  + z4  i) • (z 5 ± Z6 0) 

Z1 + Z2 i) • ((Z3Z5 - Z4Z6) + (Z3Z6 + Z4Z5)0 
=OEZIZ3Z5 - Z1Z4Z6) - (Z2Z3Z6 + Z2Z4Z5)) + ((Z Z3Z6 + Z 1Z4Z5) + (Z2Z3Z5 Z2Z4Z6))i • 

Et, (w1w2)w3=((z + Z2 i) • (Z3 + Z4 i)) • (Z5 ± Z6 i) 
=((Z1Z3 - Z2Z4)+ (Z1Z4 Z2Z3)i) • (Z5 ± Z6i) 
=((Z1Z3Z5 - Z2Z4Z 5) - (Z1Z4Z6 Z2Z3Z6))± ((Z1Z3Z6 - Z2Z 4Z 6) ± (Z 1Z 4Z 5 + Z2Z3Z6))i • 

Propriété 1.6) 
La multiplication est distributive par rapport à Paddition, 
i.e. w, • (w2+w3)=w1  • w2+w1  • w3  et (w1+w2)• w3=w1  • w3+w2lbw3  (*). 

Preuve: 
Il suffit de montrer que w1(w2+w3)=w1w2+w1w3  , car (*) sera automatiquement vraie 

moyennant la propriété 1.7). Posons w1=z +z2i, w2=z3  + z4 i et w3=z5 +z6i. 
Alors, w1(w2+w3)=(zi + z2i) • ((z3 +z5)+ (Z4 + Z6)0 

=(Z (Z3 + Z5) - Z2(Z4 + Z6)) + (Z4 + Z6) + Z2(Z3 + Z5))i 
=(Z1Z3 + Z 1Z5 - Z2Z4 - Z2Z6) + (Z1Z4 + Z 1Z6 + Z2Z3 + Z2Z5)/ 

Et, w1w2+w1w3=((z + Z2 i) • (z,3 + Z 4 É)) ((Z Z i) • (Z5 ± Z 6 i)) 
=((Z1Z 3 - Z 2Z 4) 	iZ 4 + Z 2:3)i) ((Z 1Z 5 - Z2Z 6) ± (7. 1Z 6 + .-12Z 5)i) 
=(Z1Z3 - Z2Z4 Z iZ 5 - Z2Z6)± (Z1Z4 Z2Z3 ZiZ6 Z2Z5)i . 
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Propriété 1. 7) 
La multiplication est commutative, 
i.e. w, • w2=w2•w, 	(Vw1),(Vw2)E  T. 

Preuve: 
Posons wrz + z2 i , w2=z3  + 41. 
Alors, \NI 	+ i) • (z. 3  + z4  i) =(13 — z2z4 ) + (z 1:4 + z2:3)/ 
Et, w2wr(z3  + za i) • (z + 2  i) 	— z4:2) + (z.3z2 + z4z )i . 

a 

Propriété 1.8) 
La multiplication a un élément neutre, noté 1 et appelé élément unité, 
i.e.w---w• 1=1•w 	(Vw)e T. 

Preuve: 
La démonstration est évidente en prenant 1—(1,0,0,0). 

Mais, ce ne sont pas tous les éléments de T qui possèdent un inverse multiplicatif. 
Exemple, (1,-1,1,1) n'a pas d'inverse. 

Pour le prouver, on va supposer le contraire. 
Supposons qu'il existe un w=(a,b,c,d) E T tel que w•(1,-1,1,1)=1. 
Alors, (a,b,c,d)( 1 ,-1 , 1, 1 )=( 1,0,0,0), i. e. (a+b-c+d,-a+b-c-d,a-b+ c+d,a+b-c+d)—( 1 ,0,0,0). 
Ceci implique que: a+b-c+d=1 (*), -a+b-c-d=0, a-b+c+d=0 et a+b-c+d=0. 
Donc, b=a+(a+b+d)+d et ainsi a=-d. On en déduit que b=c, ce qui est une contradiction avec (*). 

En conclusion, on peut affirmer que T-----(2 4  ,+,•) est un anneau commutatif et unitaire. 
Par contre T n'est pas un corps, car ce ne sont pas tous les éléments qui possèdent des inverses 
multiplicatifs. 
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Dans ce qui suit, deux sortes de conjugués vont être présentés. On constatera que ceux-ci 
ont des propriétés symétriques. 

le sorte: 	(a, b, c,d) = (a,b,-c,-d) i.e. z + :721= zi — z2i . 

11 est à noter que (a, o, c, o)—(a,0,-c,0). Ce qui généralise le conjugué de L. 
De plus, si w-=(a,b,c,d) alors wW=(a2-b2+c2-d2,2ab+2cd,0,0) EC . 
Et w=(a,0,c,0)e  C implique que iwi2=wW=(a2+c2,0,0,0)=a2+c2  E R 

,ffv .74-7 = j‘ka2 cz 	ja2 c2 Donc 	 , o, o) 	 ce qui est la norme dans C. 

Remarque: 
Si w=(a,b,c,d), on obtient que wiT)=(a+bi1)2±(c+dil)2 = (zi)2 (z2)2 

Propriété 1.9) 
wi+w2=wi+w2 	(VW1),(VW2)e T. 

Preuve: 
Posons wr(a,b,c,d) et w2=(e,f,g,h). 
Alors, w + 11,2  =(a + e,b +f ,c + g, d+ h) =(a+e,b+f,-c-g,-d-h)—(a,b,-c,-d)+(e,f,-g,-11)=-14 + 

Propriété 1.10) 
w1 — w2=w1 — w2 	(V wi),(V w2)e T. 

Preuve: 
Posons w,---(a,b,c,d) et w2=(e,f,g,h). 
Alors, wi — w2 = (a — e,b — f  c — g, d— 

— 

Propriété 1.11) 
rv =W 	(\Vil)) E T . 

Preuve: 
Posons w=(a,b,c,d). Alors Tv=(a,b,-c,-d) et 7=(a,b,-(-c),-(-d))--(a,b,c,d)—w. 

Propriété 1.12) 
w • w2= Tv7. • 	(V w 1),(V w2)e T 

Preuve: 
Posons wMa,b,c,d) et w2=(e,f,g,h). 
Alors, w1 w2=(ae-bf-cg+dh,af+be-ch-dg,ag-bh+ce-df,ah+bg+cf+de). Ce qui implique que 
Wi W2 =(ae-bf-cg+dh,af+be-ch-dg,-ag+bh-ce+df,-ah-bg-cf-de). 
Or, 1-47-17.7vi =(a,b,-c,-d)(e,f,-g„-h)—(ae-bf-cg+dh,af+be-ch-dg,-ag+bh-ce+df,-ah-bg-cf-de). 

a 
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r sorte: 	'(a,b,c,d)= 	 . 

11 est à noter que (a,b,o,o)=(a,-b,0,0) . Ce qui généralise le conjugué de C' 
De plus, si w=(a,b,c,d) alors wi:v -(a2-c2+b2-d2,0,2ac+2bd,O)E C . 
Et w-(a,b,0,0)OE C implique que 1w112=wW-'=(a2+b2,0,0,0)=a2+b2e R . 

Donc w w = ‘ka2 +1,2,  0,0,0)  = •Ika2 + • 1 o 2  ) ,ce qui est la norme dans C' . 

Remarque: 
Si w=(a,b,c,d) alors w -̀w-‘= (a+ci)2+(b+di)2. 

Propriété 1.13) 
+ W2 = 14' i + w2 

	
(ew1),(vw2)e r 

Preuve: 
Posons wr(a,b,c,d) et w2=(e,f,g,h). 

Alors, w1  + w ; =(a + e,b +f,c + g,d + h) =(a+e,-b-f,c+g,-d-h)-(a,-b,c,-d)+(e,-f,g,-h)=w + w2. 
a 

Propriété 1.14) 
é 	  

W1 W1  = W1 -W2 (v\ vi),(vwDE T. 

Preuve: 
Posons wi=(a,b,c,d) et w2=(e,f,g,h). 
Alors, w - w 2 =(a-e,b - 	h)=(a-e,-b+f,c-g,-d+h)=(a,-b,c,-d)+(-e,f,-g,h) 

- 

Propriété 1.15) 

W 
	 (Vw)c T . 

Preuve: 

Posons w-(a,b,c,d). Alors 'w-'=(a, 



Propriété 1.16) 

14, 04,2=14/04)2 
	(dwi  ),(Vw2)e T. 
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o 

Preuve: 
Posons wr(a,b,c,d) et w2=(e,f,g,h). 
Alors, w1w2-(ae-bf-cg+dh,af+be-ch-dg,ag-bh+ce-df,ah+bg+cf+de). Ce qui implique que 
Wi W2 =(ae-bf-cg+dh,-af-be+ch+dg,ag-bh+ce-df,-ah-bg-Cf-de). 

Or, w1  w 2 -(a,-b,c,-d)(e,-f,g,-h)=(ae-bf-cg+dh,-af-be+ch+dg,ag-bh+ce-df,-ah-bg-cf-de). 

Récapitulatif: 

Propriétés: (W) 

1. + w2 = w1 + W2. 
2. W1 -W/ = W1 -W2. 
3. W = W. 
4. W1W/ = W1 W2. 

Si w=(a,b,c,d) "=" z1 +z2  i alors wW=(a2-b2+c2-d2,2ab+2cd,0,0) 
-(a+bil)2+(c+di1 )2=(z1  +(z2  )2 E C . 

Si vv-(a,0,c,0)=a+ci alors 1.-47 =(a,0,-c,0), i.e. a + ci = a - ci. 
De plus wW=(a2+c2,0,0,0), ainsi ,b4-77 = a2  + c2  =ia+cil , i.e. la norme usuelle de C. 

Propriétés: ('w ) 

1. W1+ W2 = Wi +14/1. 

2. w - 

3. w w. 
4. 'w 1 ii,2 =w1 w 2 . 

Si w-(a,b,c,d) alors wr-w-‘_(a2_c2+b2_d2,0,2ac+2bd,0)=--(a+ci)2+(b+di)2E L. 

Si w-(a,b,0,0)=a+bit alors w =(a,-b,0,0), i.e. a + 	= a - 

De plus 14[1:s'y =(a2+b2,0,0,0), ainsi ‘ivt,'-w-‘ = ,/a2  + b2  =la+biT, i.e. la norme usuelle de e . 
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Chapitre 2 

Dans ce chapitre, on caractérisera les éléments non-inversibles de l'ensemble des 
tétranombres. Par le fait même, on trouvera des structures algébriques isomorphes aux 
tétranombres. 

Étant donné que T est un anneau unitaire commutatif, on sait que si we T possède un 
inverse, il sera nécessairement unique. 

Preuve: 
Soit w, w et w"e T tels que ww1=1 et ww"=1, où 1=(1,0,0,0). 

Alors, ve -(1)w" =(wi w)w" = w' (w w")=W ( 1 )=w. Ce qui implique que wt=w" . 
Donc si l'inverse existe il est nécessairement unique. 

Tout les nombres complexes et complexes primes non-nuls, i.e. les nombres de la forme 
(a,0,b,0) et (a,b,0,0) avec a,b#0, sont inversibles car ces structures sont isomorphes aux nombres 
complexes déjà connus. On a alors que (a,0,b,0)-1 	, 0, 	,O) et (a,b,0,0)-1  a2+b2 	a2.,b2 

(a2a+b2 	'°'°). 

On sait aussi que dans C 	= 	. Essayons de trouver une formule similaire pour T. 

Comme wiT,  = (a2-b2+c2-d2,2ab+2cd,0,0) E C , alors (wi7v)(wW) e h. 
Il serait donc légitime, intuitivement, de poser: 

(lexie  _ 	 si (wW)(wiv) O. 
(Win( Win 

Proposition 2.1) 
Soit W1 etW2 E T. 
Si w, et w2  sont inversibles, alors w, •w2  est aussi inversible et (w1 w2  _mil  -1 w2  -1 

Preuve:  
On a que (w, w2  )(w2  w, ) = w, (w2  w2 -1  )w, = wl  (1)w1  -1  =w1  w1  = 1. 

Et donc, (w, w2  =w2  w, = w, w2  -1  par commutativité. 



, donc inversible si(wW)(wW) = O. 
0 par hypothèse, cela implique que (wW) = 0 et (wW) = O. 
C ' et = 0, cela implique qu'ils sont inversibles 

De plus (wW)(wW) 
Comme (wW)(w7v) 
Mais comme wW, wi7v 

- -1 
et que (wW)(wii) 	= (wW)-1(w7v)-1. 
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Proposition 2.2) 
Soit we T. Si w est inversible, alors Ti7 est aussi inversible et (17)-1  = w-1. 

Preuve: 
On a que (7))(w-1) = ww-1  = 1 = 1. Ce qui implique que (W)-1  = (w'). 

Proposition 2.3) 

Soit we T. Si w est inversible, alors 	est aussi inversible et 

Preuve: 

On a que 	(w-1)= ww-I  =- 1 -- 1. Ce qui impliqie que ()- = w. 
a 

Proposition 2.4) 

Si (wW)(wW) = 0, alors w est inversible et w-1  - (leir'xwîïj)  
(wiPxwrn 

Preuve: 
(.ere) w.1W  [(1 • iii)(wW))1 • (w W)(wW) On 	I=w•( a que 	 ) 
(rifffixrve) 

. 

Donc, I = w • (1 • w)(w7v)(wi47)-1(wiT))-1  = w • 37 • (wW)-1  = (wW)(wW)-1  = 1 

D'un autre côté, wi:v =(a2-c2+b2_ 12,  a 0,2ac+2bd,O)E e . Alors, on obtient que (w)(w';‘) G R. 
Ainsi, il semble aussi légitime de poser: 

W
_1 =(1 • )(w  si (w)(-W) = O. 

(w-1,-v)(wW-) 

Proposition 2.5) 

Si (w -̀w-')(wii) = 0, alors w est inversible et mil  - (1 •  
(wi»v)(w`;‘) 
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Preuve: 

       

   

.-1:17)(w--14%) 
w • ro • -;:v-xw'vi)] • [(w(] 

(w 	_ 
On a que I - 

        

De plus (w)(w) e e , donc inversible si (iv -̀w-')(w) 0. _ 
Comme (w)(wiv-) # 0 par hypothèse, cela implique que wi; et 14[W' sont 0. 
Mais comme ii-v-'v ,w -̀w-'e C et # 0, cela implique qu'ils sont inversibles 

— -1 
et que (w-W-s)(wi:v )1 = (wi:v )-1(wW-)--1  . 

Donc, I = w • 1 • '-'w • (w-W-‘) • (Hrv-̀v)-1  • (14;7)---1  = (wi45')(wWY = 1 
a 

Essayons maintenant de caractériser les éléments qui n'ont pas d'inverse. On sait que l'on 
ne peut trouver d'inverse à l'aide des propositions 2.4) et 2.5) lorsque wIT) = 0 et wi47=0. 
Commençons donc par chercher les conditions nécessaires et suffisantes (a) pour que wiT = 0. 
Soit w=z1  + z2  i tel que wW = 0. Ceci est équivalent à ce que G-1)2  + (7,2)2  = 0, où z1  =a+bi et z2  
=c+di'. Or, (71 )2  +(:2)2  = 0 si et seulement si (:i)2  = -(z2)2 	z = i17,2  ou r i  = -i172  Ce qui 
est aussi équivalent à ce que a+bi'--d+ci' ou a+bit=d-ci', i.e. (a=-d et b=c) ou (a=d et b--c). 

On a donc la propriété suivante: 

Lemme 2.1) 
Soit w-(a,b,c,d)e 1 . Alors wiTi = 0 a (a=d et c=-b) ou (a=-d et c=b). 

De la même façon w -̀;v--' = 0 a (z3)2  + (:4)2  = 0, où z, =a+ci, z4  =b+di et w=(a,b,c,d). 
Ainsi, wii; = 0 a (73)2  = -(1,42. Et ceci est équivalent à ce que (a=d et b=-c) ou (a--d et b=c). 

On obtient ainsi le lemme suivant: 

Lemme 2.2) 
Soit w-(a,b,c,d)e T. Alors wi:v = 0 a,  (a=d et b--c) ou (a=-d et b=c) 

a 

Il s'ensuit, 

Corollaire 2.1) 
Soit w-(a,b,c,d)e T. Alors wiT) = 0 q w = 0 
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Comme wçv-  = 0 si et seulement si vir-'w = 0 et que l'inverse de w s'il existe est unique, 

Î4-3) 	 '-'14;)(W'71:1')) alors si w7v # 0 ou w w 0 on obtient que w-1  - (1  • WX11/  	(1  • 	= w 1 .  

(1)715)(W171)) 	(le SW ) 

Les tétranombres w=(a,b,c,d), qui sont de la forme 1) a=d et c=-b ou 2) a---d et c=b sont 
donc très importants. On sait que si w n'est pas de la forme 1) ou 2) alors w-1  existe. Il reste à 
montrer que si w est de la forme 1) ou 2) alors w-1  n'existe pas. 

Ceci est un intéressant problème à résoudre car il revient à vouloir caractériser les 
tétranombres qui ne sont pas inversibles. Il ne faut pas oublier qu'il pourrait exister d'autres 
façons d'obtenir des inverses autre que par les props 2.4) et 2.5). 

Essayons donc de caractériser les tétranombres qui n'ont pas d'inverse! 

Pour cela on se doit d'introduire une notation matricielle aux tétranombres. 

-b a Nous savons déjà que { 

	

	a,b E e 1 est isomorphe aux nombres complexes 
a a j 

habituels. Dans ce cas, pour avoir les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un nombre 
complexe a+bi ne soit pas inversible, il suffit d'obtenir les conditions nécessaires et suffisantes 

( a -b pour que la matrice 

	

	I ne soit pas inversible. Ce qui revient à trouver les conditions 
b a 

nécessaires et suffisantes pour que le Det a -b 
a a j 

= 0 . 

Ici , le Det(  a -b  = b a 
a -b 
b a 

= a 2 ± b2 . Donc, Det 
r a -b 
b a ) 

=0<=>a-Oet b = O. 

     

Pour les tétranombres, existe-il une telle matrice? 

c + di a + bi 
Et comme chaque nombre complexe peut lui aussi être substitué à une matrice, cela donne 

a -b -c d 
b a -d -c intuitivement la matrice suivante: c -d a -b 

c b a ) 

a + bi -(c + Jfs 

Intuitivement on pourrait considérer une matrice de la forme suivante: 

Mais ceci est intuitif, il nous faut donc démontrer l'isomorphie entre les tétranombres et les 
matrices de ce type. 
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( a -b -c d 
b a -d -c Plus clairement considérons H= { 	 l a,b,c,d e R }, 
c -d a -b 

c b a 
alors M= (H2O, ) est un anneau (sous-anneau des matrices) où: 

G est Paddition habituelle des matrices 
et 0 est la multiplication habituelle des matrices. 

Considérons aussi R ={ (a,b,c,d) a,b,c,d e R }, 
alors r = # 4 	,+) est un anneau (Ce sont les tétranombres) où: 

+ est l'addition habituelle des vecteurs 
et • est la multiplication des tétranombres. 

Proposition 2.6) 

" isomorphisme" 

avec 9 : M-÷ 
A--> 9 (A) 

( a -b -c d 
b a -d c 
c -d a -b 
a c b a) 

où ( =(a,b,c,d). 

Preuve: 
Pour avoir un isomorphisme d'anneau il faut que V A,B E M, 

(a) 9(A B)= (p(A)• 9(B), 
(b) 9(A B) = (p(A)+ cp(B) 

et (c) 9 doit être bijective. 

L£1: bijection 

injection: On veut VA,B e M, 9(A) = 9(B) implique A = B. 

 

( a -b -c d 
b a -d -c 
c -d a -b 

\,d c b a , 

 

( e -f -g h 
f e -h -g 
g -h e -f 

01 g f e 

Soit A= et B= 

  

Alors, 9(A) = p(B) implique (a,b,c,d) = (e,f,g,h), i.e. a=e, b=f, c=g, d=h. 
Donc A = B. 
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surjection: On veut que VWE T qu'il 3 A e M tel que (p(A) = W. 

( a —b —c d 
b a —d —c 
c —d a —b 

,d c b a ) 

Alors p(A) = W. Donc cp est bijective. 

ILÙ: On veut montrer que (p(A B) = (1) (A) + (p(B). 

( a+e —b—f —c—g d+h 
b+f a+e —d—.h —c—g 
c+g —d—h a+e —b—f 

c+g b+f a+f ) 

= (a,b,c,d)+(e,f,g,h) = (p(A)+ 9(B). 

Lai: On veut montrer que (p(A 0 B) = p(Á) • cp(B). 

ae — bf — cg+ dh —af — be + ch + dg —ag+ bh— ce + df ah + bg+ cf+ de 
af+ be — ch— dg ae — bf— cg+ dh —ah — bg— cf — de —ag+ bh— ce + df 
ag— bh+ ce — df —ah— bg— cf— de ae — bf — cg+ dh —af— be + ch + dg 

\, ah + bg+ cf+ de ag— bh+ ce — df af+ be — ch— dg ae — bf— cg+ dh 

—(ae-bf-cg+dh,af+be-ch-dg,ag-bh+ce-df,ah+bg+cf+de) 

=(a,b,c,d),(e,f,g,h) = p(A) • q)(B). 
a 

On a donc un isomorphisme d'anneau entre M et T. La conséquence principale de cette 
isomorphie est que WE T est inversible si et seulement si p 1(w) est inversible. 

Mais le déterminant d'une matrice de l'armeau M est très long à calculer, ainsi il nous 
faudra considérer un autre isomorphisme. Le voici: 

a + 	—(c + dit)) 1 a,b,c,de R } 1- 	{ 
c + 	a + bil 

où 	a + bi t  —(c + dii) \  
c + di a + bii 

= (a + b il) + (c + dii)i 

Cet isomorphisme est facile à démontrer. De plus il est conforme à l'intuition de départ et 
plus facile pour le calcul du déterminant. L'autre isomorphisme à été démontré en vue d'un 
usage ultérieur. 

Soit W=(a,b,c,d) et A= 

Or, (p(A e B) = =(a+e,b+f,c+g,d+h) 

Or, (p(A B) = 
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Remarque: 
L'usage du i ou du i dans la matrice est parfaitement équivalent. 

Lemme 2.3) 

Soit A= 
( a + 	—(c + 

c + di' a + bii 
. Alors Det(A)=0 <=> (a--d et c=c) ou (a=d et b=-c). 

Preuve: 

  

Det(A)=0 si et seulement si a + bi /  —(c + 
c + di/ a + bi1  = 0, i.e. (a+bi')2+(c+di')2=0 . 

   

Or w = 0 <=> (a--d et c=c) ou (a=d et b--c), par le lemme 2.1. 

Donc y(A) = (a,b,c,d) n'est pas inversible si et seulement si (a--d et b=c) ou (a=d et b=-c). 
On a donc le théorème suivant: 

Théorème 2.1) 
Soit vv=(a,b,c,d)e T . 
Alors w n'a pas d'inverse multiplicatif si et seulement si (a--d et b=c) ou (a--d et b--c), 
i.e. si w est de la forme (u,v,-v,u) ou (u,v,v,-u) avec u,ve R. 

Corollaire 2.2) 
Soit w—(a,b,c,d)e T . 
Alors w est inversible .(=>w # 0, i.e. si et seulement si (a+bi')2+(c+di')2# O. 

Corollaire 2.3) 
Soit w=(a,b,c,d)e T . 
Alors w est inversible <=> w'-'14‘7 # 0, i.e. si et seulement si (a+ci)2+(b+di)2  O. 

Rappelons-nous que lorsque w-1  existe, il peut s'écrire explicitement de la manière suivante: 
4 - (1 • Vv)() (1 • '-'147)(w';')  

(ww)( 	14,  ww) 	()(
-
vv) 

(*). w  

Cette façon d'écrire à évidemment pour but d'avoir un dénominateur réel, mais si l'on se 
contente d'un dénominateur complexe ou complexe primes , alors on peut écrire: 

w-1 —_ 
wW w w 

La preuve se veut la même que pour (*) mais en plus simple. 



Page 15 

Chapitre 3 

Ce chapitre est voué à l'exploration des solutions possibles de l'équation du second degré 
à coefficients réels. Nous essayerons ainsi détendre les solutions à l'ensemble des tétranombres. 

Notre but est de trouver les racines dune équation du second degré. 
Soit w—(x,y,z,q)e T . Et soit l'équation du second degré aw2+bw+c = 0 avec a,b et ce R . 
Alors, aw2+bw+c = a(x,y,z,q)2+b(x,y,z,q)+c 

= a(x2-y2+q2-z2,2xy-2zq,2xz-2yq,2xq+2yz)+b(x,y,z,q)+c(1,0,0,0) 
= (ax2-ay2+aq2-az2+bx+c,2axy-2azq+by,2axz-2ayq+bz,2axq+2ayz+bq). 

Cherchons les conditions sur x,y,z,q pour que aw2+bw+c = O. 

On a quatre équations: 
u- = ax2_ay2+ace_az2±bx+c,  

V = 2axy - 2azq + by, 

K = 2axz - 2ayq + bz, 

et L = 2axq + 2ayz + bq. 

Et on veut que U,V, et L = 0 en même temps, avec a#0. 

Supposons donc U,V, et L = 0 et cherchons la forme dont doit avoir w—(x,y,z,q) pour satisfaire à 
ce système d'équations. 

Si q=0, alors L=2ayz=0. Donc yz=0, ce qui implique que (1) yr=0 ou (2) 

Dans le cas où v=0 (1), on obtient que K = 2axz + bz = O. Ce qui est équivalent à ce que 
z(2ax+b)=0, donc z=0 ou 2ax+b=0. Or dans le cas où.z=0, on obtient que U=ax2+bx+c=0. 

—b + j b2  —4ac . Ainsi x—  — 	si b2-4ac O. D'un autre côté, 2ax+b=0 implique que 2a 	 2a 
b2 	 b2 ± b2 _ c  . —b2 4.  2b2  _ 4ac b2  — 4ac Dans ce cas U=a—b2 — az-,  — — + c= 0 , i.e. —az2  = —4a 2a 	4a 4a —4a = 4a ' 4a2 	2a 
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Donc 7.2  - 4ac — b 2
, donc := +,14ac — b 2 si b2-4ac < O. 

4a2 	 2a 

Dans le cas où z=0 (2), alors V=2axy+by=0. Donc y(2ax+b)=0, i.e. y=0 ou 2ax+b=0. 
—b + .,,ib 2  - 4ac 

Lorsque y=0 on obtient que U=ax2+bx+c=0, i.e. x= 	2a 	si b2  -4ac > O. 

D'un autre côté, lorsque x=--b implique que U-2.—b2 ay2  — —b2 + c = O. 
2a 	 4a 2 	2a  

—b2 	2b2  4ac 	: . 	±,I4ac — b 2  Alors —ay2  = --b2 + /2-2 
- C = - ± - - - et ainsi y— 	2a 	si b2-4ac O. 4a 2a 	4a 4a 4a  

Donc: si q=0 on a 

(a) y=0 avec z=0 et x--b+ 	_4ac 
2a  

(b) y=0 avec x---b et z—±,,i4ac  — b 2 
2a 	2a 

si b2-4ac O. 

si b2 -4ac < O. 

si b2  -4ac < O. (c) z=0 avec x=--b et y—+ '14ac — b2 
2a 	2a 

 

Si cm 0, alors L=2axq+2ayz+bq=0. Ce qui implique que x = 	— 2a' 
ayz2  

Donc K--2azyl 2a--b 2ayq + bz = 
—2 
	b:-: 2ayq + bz = O. 

2a 
On obtient ainsi que yz2  +yq2=0, i.e. y=0. Cette dernière information nous indique que x---b  et 

2a 
b 2  que 	V=-2azq=0, i.e. z=0. Ainsi U=a-7b2  + aq 2  — —
2a

+ c = 0, ce qui implique que 
4a- 

_b2 	aq  2 f.

2a 	

2 __—b2  2b2  4ac b2  — 4ac 	b 2  — 4ac 
+ c = 0 . Donc aq 	+ 	 i.e.   si b2 	-4ac 0 

4a 	 4a 4a 4a 2a ' 	2a 

Donc: si q# 0 on a 

(d) y=0 avec z=0, q—
+,/b 2 -  4ac 

si b2 -4ac > 0 et x=. 2a 	 2a 
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En résumé: Voici les formes possibles de w lorsque aw2+bw+c=0, 

(a) b2-4ac 0 avec w(—h± ± 	— 4ac 	 ,0,0,0). 

b (b) b2  -4ac < 0 avec w---(= u 	4ac— b2  
2a 	

)
. 2a" 

(c) b2-4ac 0 avec w—( h -±1,14ac — b2  n n  
2a 	la 

(d) b2-4ac 0 avec w=(--b , 0, 0, ±'Jb2 —  4ac ). 2a 	2a 

On peut ainsi énoncer le théorème suivant: 

Théorème 3.1) 
Soit w=(x,y,z,q)e r 
Alors w est solution de l'équation ah2+bh+c=0 avec lie T et a,b,ce R 
si et seulement si w est de la forme (a),(b),(c) ou (d) du résumé précédent. 

Preuve: 

Par ce qui a été fait auparavent, il nous reste seulement à vérifier si les solutions du 
résumé sont de bonnes solutions. Or on peut vérifier facilement que ceux-ci sont de bonnes 
solutions. 

o 

Corollaire 3.1) 
Les solutions de l'équation ah2+bh+c=0 avec he T et a,b,c 
sont les suivantes: A = b2  — 4ac (Dans ce qui suit "±" doit être pris au sens de "+ et - ") 

 

et 	 0 0 	 (2a ' ' ' 2a 1)siA>0, " 0 0'  0 2a  

2) si A < 0, 
( 	 ( 

	

h ±,là 	 — 	= 0 — 	0 	e et 	b 
\ 2a' 2a ' 

0'0) e 
\2a" 2a ' y 

—h 3) si A = 0, ( .1 , 0, 0,0) . 

Preuve: 
Direct du théorème précédent. 
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Chapitre 4 

Ce chapitre est voué à l'exploration des propriétés de diverses fonctions trigonométriques 
pour les tétranombres. 

La première étape sera de trouver une fonction exponentielle pour les tétranombres. On a 
déjà pour les nombres complexes, l'exponentielle suivant: ez = ex-̀ 'Y= ex [cos(y) + isin(y)]. 

Intuitivement, Il serait naturel de prendre une définition utilisant un x et un y éléments 
des nombres complexes. Ceci nous amène à la forme intuitive suivante: 

ew = e('Y'7.-q) = 	[cos(z+iq) + isin(z+iq)] = e"'Y cos(z+iq) + 	sin(z+iq). 

Évidemment, on veut que l'exponentielle soit à valeur dans les tétranombres, ce qui nous 
amène à poser la définition formelle suivante: 

De'finition 4.1) 
Soit w=(x,y,z,q)e T . 
Alors ew [Re(e"'Y cos(z+iq)), Im(e"'Y cos(z+iq)), Re(e''Y sin(z+iq)), Im(e'Y sin(z+iq))]. 

Pour être certain de la légitimité de cette définition, il faut au moins montrer que 
l'exponentielle complexe est conservée. 

Propriété 4.1) 
Soit w=(x,0,y,0)e L. 
Alors e"=(ex cos(y),0,ex sin(y),0), i.e. ex [cos(y) + isin(y)]. 

Preuve: 
On a que e" = 	= [Re(ex cos(y)), Im(ex cos(y)), Re(ex sin(y)), Im(ex sin(y))] 

= (ex cos(y),0,ex sin(y),0). 

Propriété 4.2) 
Soit w=(x,y,0,0)e ti • . 
Alors el= (ex cos(y),ex sin(y),0,0), i.e. ex [cos(y) + i'sin(y)]. 
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Preuve: 
On a que ew = 	= [Re(e"'Y cos(0)), Im(e cos(0)), Re(e'Y sin(0)), 	sin(0))] 

= (Re(e"),Im(e'Y),0,0) = (ex cos(y),ex sin(y),0,0). 
o 

Il est maintenant plus facile de généraliser le sinus et le cosinus en ayant déjà 
l'exponentielle de définie. 

Définition 4.2) 
Soit w=(x,y,z,q)e T . 

eiw + 	, sin(w) e " — 	et tg(w)sin(w) 	e' — e-h y 
2i 	-7.- cos(w) i(eiw + e-h y) 

Alors cos(w)=. 2  

Remarque: 
On peut démontrer facilement que: cos(a+bi), sin(a+bi), cos(a+bi') et sin(a+bi') restent 
consistants avec la définition 4.2). 

Il est évidemment ardu de travailler avec la définition actuelle de l'exponentielle. Il serait 
intéressant d'en avoir une définition plus explicite. 

Rappel: Pour a,b E N , on a les formules suivates: 

cos(a+b)--cos(a)cos(b) - sin(a)sin(b), 
sin(a+b)—sin(a)cos(b) + cos(a)sin(b), 
ch(a+b)=ch(a)ch(b) + sh(a)sh(b), 

sh(a+b)—ch(a)ch(b)+sh(a)ch(b), 
cos(a+bi)=cos(a)ch(b) - isin(a)sh(b) 

et sin(a+bi)—sin(a)ch(b)+icos(a)sh(b). 

Proposition 4.3) 
Soit w=(a,b,c,d)E T . 
Alors ew = ea [cos(b)cos(c)ch(d) + sin(b)sin(c)sh(d), -cos(b)sin(c)sh(d) +sin(b)cos(c)ch(d), 

cos(b)sin(c)ch(d) - sin(b)cos(c)sh(d), cos(b)cos(c)sh(d) + sin(b)sin(c)ch(d)]. 

Preuve: 

Soit w=(a,b,c,d)e T. 
ew 	e(a.b...d) [Re(ea+1  cos(c+di)), Im(ea±bi  cos(c+di)), Re(ea+bi  sin(c+di)), Im(e"bi  sin(c+di))] 
Posons U=ea±b' cos(c+di) et V'ea+bi  sin(c+di). 
On a donc: 

U=ea (cos(b)+isin(b))[cos(c)ch(d)-isin(c)sh(d)] et 

V=ea (cos(b)+isin(b))[sin(c)ch(d)+icos(c)sh(d)]. 
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Ce qui implique que: 
U=ea [cos(b)cos(c)ch(d) - icos(b)sin(c)sh(d) + isin(b)cos(c)ch(d) + sin(b)sin(c)sh(d)] et 

V=ea [cos(b)sin(c)ch(d) + icos(b)cos(c)sh(d) + isin(b)sin(c)ch(d) - sin(b)cos(c)sh(d)]. 

Or, 

Re(U) = ea [cos(b)cos(c)ch(d) + sin(b)sin(c)sh(d)], 

Im(U) = ea [sin(b)cos(c)ch(d) - cos(b)sin(c)sh(d)], 

Re(V) = ea [cos(b)sin(c)ch(d) - sin(b)cos(c)sh(d)] et 

Im(V) = ea [cos(b)cos(c)sh(d) + sin(b)sin(c)ch(d)]. 

Mais comme ew = [Re(U), Im(U), Re(V), Im(V)], 
on a donc que: 

e" = ea [cos(b)cos(c)ch(d) + sin(b)sin(c)sh(d), sin(b)cos(c)ch(d) - cos(b)sin(c)sh(d), 
cos(b)sin(c)ch(d) - sin(b)cos(c)sh(d), cos(b)cos(c)sh(d) + sin(b)sin(c)ch(d)]. 

À partir de la définition établie de l'exponentielle généralisée, il est possible de 
démontrer la propriété fondamentale suivante: ect+i3  = eclef3 . 

Cependant, la preuve nécessaire pour établir cette propriété est longue et fastidieuse. Il 
est toutefois possible de faire cette même preuve d'une façon beaucoup plus rapide. Pour cela il 
sera utile d'utiliser la notation qui représente les tétranombres comme complexification des 
nombres complexes. 

Voici-donc une définition plus intuitive de l'exponentielle, 

Définition 4.3) 
Soit (a,b,c,d)e T . 
Alors e(am'c'd)= e(a+bi'Mc+di')i ea+bi' [cos(c+di') + isin(c+di')]. 

En identifiant (a,b,c,d) "=" z i + z2  i , on peut écrire ezi±z2i  = ez 1  [cos (z2) + i sin (z2)] • 

Cette définition semble beaucoup plus naturelle que la précédente. Bien sûr, pour rester 
consistant il nous faut montrer que les deux définitions sont équivalentes. 

Proposition 4.4) 
La définiton 4.1) est équivalente à la définition 4.3). 
C'est à dire que ebi' [cos(c+di') + isin(c+di')] est 

égale à ea [cos(b)cos(c)ch(d) + sin(b)sin(c)sh(d), -cos(b)sin(c)sh(d) + sin(b)cos(c)ch(d), 
cos(b)sin(c)ch(d) - sin(b)cos(c)sh(d), cos(b)cos(c)sh(d) + sin(b)sin(c)ch(d)] 

V(a,b,c,d)e T. 
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Preuve: 

On a que eb [cos(c+di') + isin(c+di')I=ea 	[cos(c+di') + isin(c+di')] 

[(cos(b) + i'sin(b))[cos(c)ch(d)-i'sin(c)sh(d)+i(sin(c)ch(d)+i'cos(c)sh(d))]] 

[cos(b)cos(c)ch(d)-i'cos(b)sin(c)sh(d)+i'sin(b)cos(c)ch(d)+sin(b)sin(c)sh(d) 
+i(cos(b)sin(c)ch(d)+Pcos(b)cos(c)sh(d)+Vsin(b)sin(c)ch(d)-sin(b)cos(c)sh(d))] 

=ea [cos(b)cos(c)ch(d)+sin(b)sin(c)sh(d)+(sin(b)cos(c)ch(d)-cos(b)sin(c)sh(d))i' 
+(cos(b)sin(c)ch(d)-sin(b)cos(c)sh(d))i+(cos(b)cos(c)sh(d)+sin(b)sin(c)ch(d))j] 

=ea [cos(b)cos(c)ch(d)+sin(b)sin(c)sh(d), sin(b)cos(c)ch(d)-cos(b)sin(c)sh(d), 
cos(b)sin(c)ch(d)-sin(b)cos(c)sh(d), cos(b)cos(c)sh(d)+sin(b)sin(c)ch(d)] 

L'avantage de cette nouvelle définition, c'est de pouvoir démontrer le prochain théorème 
de façon beaucoup plus conceptuelle qu'avec la première définition. 

Rappel: Pour z, et z2  C ou C l  on a que 
cos(z1+z2)=cos(z1 )cos(z2)-sin(z1)sin(z2) 

et sin(z1+z2)=sin(z1)cos(z2)+cos(zi)cos(z2). 

Théorème 4.1) 
Va, 13 E T, nous avons que ect+13 = e°e.  

Preuve: 
Soit a—(a,b,c,d) et p=(e,f,g,h). 

Alors, ec` el3  =e("be)+("dili  e(")+(g+hi)i  = ea+b? (cos(c+dil)+isin(c+di'))e÷fi' (cos(g+hi')+isin(g+hi')) 

[cos(c+di')cos(g+hi')+icos(c+dil)sin(g+hi')+isin(c+dii)cos(g+hi')-sin(c+di')sin(g+hi')] 

=e+e)+(b+0?  [cos(c+dit)cos(g+hi')-sin(c+di')sin(g+hi')+isin(c+di')cos(g+hi')+cos(c+di')sin(g+hil)]. 

Or, eOE+P
(a+e,b+c+g,d+h) =e(a+e)+(b+fe [cos((c+g)+(d+h)f)+isin((c+g)+(d+h)i')] 

=e(a+e)÷(b+i)1' [cos((c+di')+(g+hi'))+isin((c+dil)+(g+hi'))] 

[cos(c+di')cos(g+hi')-sin(c+diy)sin(g+hi')+i(sin(c+di')cos(g+hi')+cos(c+dil)sin(g+hi'))]. 
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Pour la suite de ce chapitre, nous allons explorer d'autres résultats découlants de la 
définition de la généralisation de l'exponentielle. 

Nous savons déjà que w1  — _ lorsque l'inverse de w existe. Pour un w=(a,b,c,d) 

inversible,ceci se traduit par: 

_ 	+ b ) + i(—c — dii ) 	(a + b ) (c + di/ )  
(a+ bil )2  +(c + dii)2  — (a+ bil)2  +(c + dii)2 i  (a +1,11)2  +(c + dii)2  

De plus, si on pose z, =a+bi et z2  =c+di' alors w-1  peut s'exprimer ainsi: 

w-1 _ 	•zt 	•  z2  

	

, 	, 	2  . Cette forme est analogue à celle des nombres complexes. 

	

12 	 +z2  

Rappel: Si ze C ou C ' alors sin2  (z) + c052  (z) = 1, sin(-z)-sin(z) et cos(-z)—cos(z). 

Théorème 4.2) 
Soit w—(a,b,c,d)e T. 
Alors ew est toujours inversible et (ew = (e ). 

Preuve: 
Soit w—(a+bi')+(c+di')i, alors e" = ea+b?  [cos(c+di') + isin(c+dit)]. 
Ainsi, e = e'bir  [cos(-c-dil)+isin(-c-di')] = e-a-be  [cos(-(c+di'))+isin(-(c+di'))] 

= e b1 [cos(c+di')-isin(c+di')] . 

	

ea+bi' 	 it Or, (ew = [ 	[cos(c+di')+isin(c+d )11-1  

Pour pouvoir distribuer l'inverse sur ea+bl' et cos(c+di')+isin(c+di') , nous avons déjà vu 
suffit de montrer que eh' et cos(c+di')+isin(c+di') soient toutes les deux inversibles. 

Evidemment, 	ea±be  est trivialement inversible. Pour pouvoir montrer que 
M=cos(c+di')+isin(c+di') est toujours inversible, il suffit de montrer que M• 	O. Or M• M — 
cos2(c+ di') + sin2  (c+di')=1. De plus, (e- ) = ( e"bi'  [cos(c+di')+isin(c+di')]-1  

cos(c + di) 
= e4a±bi')  [ 	

sin(c + )  
cos2  (c + di) + sin 2(c + di) cos2  (c + 	+ sin2  (c + di) 

= e4a±bn  [cos(c+di')-isin(c+di')]. 

Proposition 4.5) 
Soit w, et w, E T. 

ewl  Alors 

	

	 , i.e. eni • (ew2)-I  = e wl-w2 e 
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Preuve: 
Premièrement, du théorème précédent, on note que ew est toujours inversible Vwe T. 

i De plus, ew = ewi(ew2)-1  = ewle-w2 ewi-q-w2)  = ewl-w2 
ew2 a 

Proposition 4.6) 
Soit ne Z et we T. 
Alors e" =(ew . 

Preuve: 

Si n=0, on a que e°  =e° =1. 

Si n>0, on vérifie par induction sur n. Pour n=1, ew =ew. 
Supposons le résultat vrai pour n-1, i.e. e )'=(ew )(n-1). 
Alors en' = (ew )n (ew )' i.e. enwe' =(ew (ew )-1  . Donc enw=(ew )" . 

Si n<0, on vérifie par induction sur n que Vp>0, e(1*"=(ew)-P . Pour p=1, e =(ew)-1  
Supposons le résultat vrai pour p-1, i.e. e=(e. 
Alors e—(ew)P ew,  i.e. e-Pwew=(e')ew.  . Donc e-P-= (ew)P . 

o 

Proposition 4. 7) 
Soit WE T, alors cos2(w)+sin2(w)=1. 

Preuve: 

On a que cos2(w)+sin2(w)—(elw e-iw )  2  ± (elw  + e-iw  2  
2i 

_ (e2lw — 2 e-2iw) 	 e-21w 
= 1 . 

4 	 4 

Proposition 4.8) 
Soit we T , alors sin(-w)--sin(w). 

Preuve: 
_ 	e-i. _ 

On a que sin(-w)—e 	 21 	21 	— e' — e-iw)  — sin(w) . 
2i 

o 

Proposition 4.9) 
Soit we T, alors cos(-w)--cos(w). 

Preuve: 
On a que cos(-w)—ei(-e) 	_ 	

2 	2 
+ eiw  eiw + e-iw  — cos(w) 

2  
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Proposition 4.10) 
Soit we T, alors tg(-w)=-tg(w). 

Preuve: 
sin(—w) —sin(w)  On a que tg(-w)— cos(—w) — cos(w) — —tg(w). 

Proposition 4.11) 
Soit we T , alors e'"—cos(w)+isin(w) et e4w=cos(w)-isin(w) 

Preuve: 
On remarque que (1) e4w-e4w=2isin(w) et (2) eiw+e4w=2cos(w). 
Par adddition de (1) et (2), on obtient que 2e1" = 2cos(w)+2isin(w) et donc e=cos(w) + isin(w). 
Par soustraction de (1) et (2), on obtient que 2e-'w=2cos(w)-2isin(w) et 
donc e-lw=cos(w) - isin(w). 

o 

Proposition 4.12) 
Soit w1  et w2  e T , alors sin(wi  +w2  )=sin(w1 )cos(w2)+sin(w1 )sin(w2). 

Preuve: 
On a que sin(w1+w2)— ei(" ,±w2)  — 	eiw' ei"2  —  e1 e-iw2  

2i 	 21 

(cos(w i ) + i sin(w 1 ))(cos(w2) + i sin(w2)) — (cos(w 1) — i sin(wi))(cos(w 2) — i sin(w2)) 
2i 

= sin(w i)cos(w 2) + cos(w i )sin(w2). 

Proposition 4.13) 
Soit \y/  et w2  e T , alors cos(wi  + )=cos(wi  )cos(w2  )-sin(wi  )sin(w2). 

Preuve: 
On a que cos(w + 34)2) = ei( w ,"2)  + e-1(w1±w2) 	e1  e1w2  + e1  e-1"2  

2 	 2 

(cos(w 1 ) + i sin(w ))(cos(w2) + i sin(w2)) + (cos(w 1) — sin(w i))(cos(w2) — i sin(w 2)) 
2 

=cos(wi  )cos(w2  )-sin(wi  )sin(w2). 

Beaucoup d'autres propriétés auraient pu être démontrées. Mais nous allons voir un peu 
)1us loin qu'avec une approche analytique des tétranombres, la plupart des identités 
rigonométriques seront valides. Évidemment, les identités utilisant la division seront 
onsidérées comme pathologiques à cause des éléments non-inversibles. 
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Chapitre 5 
Dans ce chapitre, on explorera la possibilité d'extension des coordonnées polaires pour le 

cas des tétranombres. On y verra aussi certaines conséquences. 

Avec la venue de l'exponentielle, il est naturel de se demander si quelque chose 
d'analogue aux coordonnées polaires existe pour les tétranombres. 

Pour répondre à cette question il est nécessaire de vérifier si il existe des identités 
trigonométriques pour les nombres complexes qui serait analogue ceux des nombres réels. 

Rappel: 

Soit le triangle suivant: 

où r = .1a2  + b2  . 

Alors cos(p.)—a/r, sin(g)=b/r et arctan(b/a)=Ii. 

Aussi, r • cos(arctan(b/a)) = a 
et r • sin(arctan(b/a)) = b si a#0. 

De plus à l'aide de convention de signes nous pouvons aussi traiter les cas où (a ou b) < O. 

Pour les nombres complexes, il est aussi possible de démontrer des résultats analogues. 
Pour cela, il faut d'abord préciser une notion de norme complexe pour les tétranombres. 
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Définition 5.1) 
On appellera la norme complexe d'un tétranombre la fonction suivante: 

11 11: 	C 

 

    

w—(a+bi')+(c+di')i —> .,1(a + bil)2  (c + dii)2  =114/77v 

Remarque: 
Ce n'est pas une vraie norme. 

Évidemment, nous devons ici préciser ce que représente la racine carrée. Théoriquement, 
c'est une fonction multiforme. Or, ici nous voulons que la norme complexe soit définie comme 
une fonction uniforme. 

Rappel: 

(cc + 13 0 1 /2 = 
( 	OC+ ia2+132 	 -CC+ ja2+0 2  

i • sgn(13) 	 2 	 2 

Dans notre cas, pour obtenir une fonction uniforme nous allons utiliser celle-ci: 

cc+ 	. f.r3  
= 	

—a+ 142+f3 2  
2 	• sgn(13) 	2 

Remarque: 
Cette définition est légitime, car si on pose w=a+bi e C alors: 

11w11 =11(a ± Oii) ± (h +V)Il= ,I a2  + b2  . Donc, la+billa + bill . 
Par contre, la+bi'l= Ila + bill. 

Lemme 5.1) 
Soit a+bi et c+di E C. 
Si a+bi= 0 et si a,b,c et d ne sont pas des deux fonnes suivantes: 1) a=d et 11.--c 

et 2) a=-d et b=c. 

Alors, (a + b i)2  = [(a + bi)2  + (c + di)2 j • cos 2  (arctan (c± 	di) ) (*). 
a + bi 

Preuve: 
Avant tout, il faut montrer que l 	 c + di'expression à un sens. Comme a+bi=0 , alors 	a un 

a + bi 
c di sens. Aussi, arctan(1) = -I- log ( 	1  ± il') +kn où ke Z; donc, si on pose z— + 	l'expression 

2i 	1   

1di)1 + iz 	a+bi 	(a + bi)— (d — ic) (a — d) + i(b + c)  
— iz 1 	c 	+ di  suivantes: 	 — 

(a + bi)+ (d — ic) 
— (a + d) + i(b — c) 

à un sens si a,b,c et d ne 
1 	i ( 	)  

a + bi ) 
satisfont pas les équations suivantes: a=-d et b=c. 
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1 +  De plus, le log (1 	± i::) a un sens si et seulement si 	' 0 i.e. lorsque a,b,c et d ne 1  
sont pas de la forme suivantes: a=d et b--c. Donc, arctan(z) à un sens si et seulement si a,b,c et 
d ne sont des deux formes suivante: 1) a=-d et b=c et 2) a=d et b=-c.Par conséquent, les 
hypothèses du lemme nous assurent de la cohérence de l'expression (*). 

Démontrons maintenant le résultat. 
c + di) 	1 lecr  (u - v)  +kir  On pose u=a+bi , v=d-ci et P=arctan 
a+bi 2i u+v 

u - v u +v  
Alors, cos2  (P) - e2iP  e-21P  + 2 	u+v + u-v +2  

4 	 4 
Or , u - v 1  2v  et  u + v = 	u2_vv u + v 	u+v u- v 

— V 	+ V 	 2v 	 4v2  + — + 4 + 2vr 	1 	1  u 	v 	U — 	 Lu-  v  u± v 	 •? 4 + 2v[(u - v)(u + v)1 4 + u- _ v- 	2 
4 4 4 4 	- 1 + 	/ y 2 u- - v 

(d- ci)2 _i_ 	(c + di)2 	
en utilisant le fait que -(d-ci)2  = (c+di)2  . = 1 + 

(a + b i)2  - (d- ci) 	(a + b i)2  + (c + d 0 2  

Ainsi, [(a + b 0 2  + (c + d i)2 ] • cos 2  (arctan (c 	+ di) ) — (a + b i)2  + (c + d 0 2  — (c + di)2  = (a+ b 02  a + b i 
a 

Lemme 5.2) 
Soit a+bi et c+di e C. 
Si a+bi#0 et si a,b,c et d ne sont pas des deux formes suivantes: 1) a=d et b=-c 

et 2) a.--d et b=c. 

Alors, (c + di)2  = [(a + b + (c + di)2 ] • sin2(arctan (c 	± di)) ("). a+bi 

Preuve: 
L'expression (**) à un sens, la preuve en est la même que pour le lemme 5.1). 

On pose u=a+bi, v=d-ci et P=arctan ( c + di)  1 = 	Io, (u - v) +k,,e.  
a+bi 2i u+v 

2 _ u-v u+v 
Alors, sin' (P) - -(e2e  + e-2IP  — 2)  = 2 	- e2113  — e-2IP  - 4 	 4 	

u + 4v u - v 

U  — V 	2v 	u + v , 	2v ,, Or, 	= 1 	et 	- i + — 011C, U + V 	 2/ — V •1, U + V 	21 — V 

U — V U ± v 	2v 	 -2v 	-4v2  - 	 1 	-1—v  + 2 2v[ 1 	1   1 21/( u2 _ v2 ) u2 _ v2 u+v    11 — V + 2 -1 + u+v 	u-v  _ 
4 	 4 	

_ 	u + v u - v 
4 	 4 	4 
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-V2 	—(d — ci)2 	 (C + di)2  _ 	 =. 
U 2  - V2  (a + b i)2  - (c + d i)2 

_ 
(a + b i)2  + (c + di)2  . 

Ainsi, [(a + b i)2  + (c + d i)2  ] • sin2  (arctan ( 	c  + di )) = (c + di)2 . a + bi 
a 

Comme tout ce qui suit utilisera les deux lemmes précédents dans le cas des nombres 
complexes primes, nous allons formuler les deux corollaires suivants: 

Corollaire 5.1) 
Soit w----(a+bi')-E(c+dii)i T . 
Si a+bi'=0 et si w est inversible, 
alors (a + bil)2  = [(a + bit)2  + (c + dii)2 ]• COS 2  (arctan 	+ 

Preuve: 
La preuve découle directement du lemme 5.1). Évidemment toute les fonctions: sin, cos, 

arctan, f,  ... doivent être utilisées dans le sens de C 
a 

De même, 

Corollaire 5.2) 
Soit w---(a+bi')+(c+di')ie T . 
Si a+bil# 0 et si w est inversible, 
alors (c + dii)2  = Ra bil)2  + (c + dii )21• sin2  (arctan (c 	 a + bil )) • 

Preuve: 
La preuve découle directement du lemme 5.2). 
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Voici maintenant le théorème de la mise en coordonnée hyper-polaire: 

Théorème 5.1) 
Tout tétranombre w=(a+bi')+(c+dil)i qui est inversible et tel que (a+bi')= O, peut être 
exprimé de la façon suivante: 

w—(a+bi')+(c+di')i—(r + r 211) • e (01+0 2 1i)l , i.e. w= re' où r,0 e C . 

De plus, r +r2 = II(a + 	+ (c+ d:11)4 

.,fr . et 0 i + 02 if  -= arctan (c 	+ ) = (1)  + kir + 2Lir) + ln ( r  ii où L e Z; 

avec r et 0 venant de la mise en coordonnée polaire de (a— d) + ii(b + c)  = re tie  
(a+ d) + i/ (I) — c) 

et où k est choisi entre 0 et 1 tel que Ilwilcos(0 1 + 02i) = a +bil , i.e. avec le bon signe. 

Preuve: 
On sait que (a + bil) 2  = [(a +bii) 2  +(c + dii) 2 ] • cos 2  (arctan c  + di)). Ce qui implique que a+ bii 
a + hi' = ±.1(a +bi/) 2 	dii) 2  • cos (arctan ( c + di/  )) 

( + (c + dil) 2 ]• sin2  (arctan a +l'il )). 	Donc, on saura aussi que De plus, (c + d/1)2 Ra  ± b 1,  2 	 c+dil  

Nous ne pouvons pour le moment savoir lequel du + ou du - apparaitra, car la fonction 
racine carrée est multiforme et le fait de distribuer celle-ci peut engendrer un changement de 
signe. 

La norme complexe définie antérieurement n'est en fait qu'un des deux signes de 
11(a+bil) 2  + (c+ dii) 2  .Nous pouvons donc écrire: 

a +bil = ±11wlicos (arctan (c 	± 'hi )) et c + di l = ±ljwilsin (arctan (c 	+ di/  a + bil 	 a+ bit )) .  

Mais cela ne nous sort pas de l'impasse du signe. La solution à l'impasse nous est livrée 
grâce à une forme de convention de signe. 

a  — Soit ' ( 	d) + My+ c)  „iie 
(a+ d) + ii(b — c) —  . - 

Alors arctan( 	± ) = ±2i7  log (reile)+ M7C -- —21i/ (1n(r) + il(0 + 2nir)) + M7t où n,mE Z a + bil 

0 = 	ln(r)) + (-
2
+ kir) avec ke 	. 2 

11 y a donc plusieurs angles possibles selon le k. 

c+ di l = ±.1(a + bii) 2  +(c+ dil)2  • sin (arctan (c + dit)) 
a + bit 
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0 Soit maintenant 01  + 021 = (-2 
+ kir) + 	ln(r)) il — (0 + kir) + (0 )ii avec ke Z, 2  

alors cos((011 + kit) + 0/2  ii) 	e 0/2.+(°+k7̀ )ii  + e012-(0/04701 	elaci/ eev, 	e_k7ti 

2 	 2 

Si k est pair, cos ((01 + kir) + 0 /2i1) _ e-0/2  ee' l/  + e'ç e-01i1  et 2 

si k est impair, cos ((O + k71)± e 1 , = l f 	e-e2 	+ ee2  
2  2 	)• 

Il suffit donc de choisir l'angle 0 + 021 (i.e. k), de façon à ce que IlwIlcos(01  + 	= a + b (*) 
(i.e. avec le bon signe). 

Mais il reste encore le problème de savoir si le choix de l'angle fait aussi en sorte que: 
ilwilsin(0 + 0 2i) = c + di/ (i.e. avec le bon signe). 

Supposons le contraire: 

Soit 01 + 0 2i l  tel que (*) soit satisfait et que dwilsin(01  + 0/il) = —c — di/ 0 . 

Ceci implique que —(c + 	liwiisin(0 + 02 il )  — tan(01 + 02 i l), (a + b 	Ilwlicos(0 + 02 i l) 

i.e. 
—(c  + 	— tan (arctan c + dii  )) c + di'  
(a + b 	 a + bii 	a + bii 

contadiction. 

Donc, notre choix d'angle est parfaitement consistant. 

Aussi, une fois 01  + O21i  choisi (i.e. k fixé), tout autre angle de la forme (01  + 2L7c)+ 02il  
(a  — cl)  + ii  (b + c)  avec Le Z est équivalent. Et donc, pour un 0 tel que 	 — mil° nous avons 
(a + a) + i ' (b — c) 

01  + /lez = (7  + kir + 2/,n) + /ln r 	avec L E Z. 
\ l 

On voit aussi que le 0 aurait pu être choisi comme 0 + 21c7c, mais cette possibilité est déjà 
inclue dans l'énoncé précédent. 

Le reste de la preuve du théorème est trivial; car une fois que l'on a déterminé: ri, r2 , 01  et 02, on 
obtient que ilwilcos(01  + 02 /1) = a + bi et liwilsin(01+ 02i)= C di /  . 

Donc, ilwile(01+0211)1 = 114(cos(0 + 02 	+ sin(0 + 02i)) 
iklicos(0 i + 0 2i) + iiiwilsin(0 + 02i') 

= (a+bi')+(c+di')i. 

On obtient donc que -1=1, ce qui est une 

l'ensemble solution suivant: 
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Dans le cas où w est non-inversible, on a que 11w11=  O. Ainsi la mise en 
hyper-polaire de celui-ci est impossible, à l'exception de (0,0,0,0)—(0 + Oii)e(91421i)1  

Il nous reste cependant à traiter le cas où a+bi'=0 avec c+di' O. 

Théorème 5.2) 
Tout tétranombre w---(a+bi')+(c+diT)i qui est tel que a+bi'=0 et c+di'=0, 
peut être exprimé de la façon suivante: 

vv—(c+di')i = (r + r2)e(6142ii)i où r + r 2i /  =11(c + 

et 01 +02 i/  = li+k7c+2Ln où L E Z ; 2 
avec k choisi tel que 11wIlsin (0i + 0)//) ,- c + di /  , i.e. avec le bon signe. 

Preuve: 

coordonnée 

eiiefFicr) 	- (g±h.-.) 	i/(E.,) ,,k„ e - e + e--« e  1 2 	-I 1C7C + e 	-  D'un côté, cos(0 i + 02i) = cos (II+ kn) =- 	 = 
/ 	 2 	 2 

i 	 • i'lcir 	• le' 	— lie _ 	 —O. 2 
La dernière égalité vient du fait que ei'kx = e—illen  . 

D'un autre côté,11wIlsin (.1- + lac) = 11(c + dii)2  sin( II + kn) — ±(c + dé)sin (1-t- + kn) 2 	 2 
Or sin(75-1  + kn) — ±1, selon le "k. 

	

ii (g, +k-x) 	-ii(-z+kr) 	e 	enn  — e--i/(377) e-iik7c 	eilic7c  ±  C'est à dire, sin (1-t  + lac) — e 	- 	—2i e  - 	 . 
2 	 2i 	 2 

like = 2e  ---- = elikx =1 si k est paii ou -1 si k est impair. 

On choisi donc le "k" de façon à ce que c+df=liwilsin 	+ lar) 

Ce qui implique que w=(c+dil)i—liwile(e1+e2ii)i  = Ilwilcos (01  +0, 	+ illwiisin  (0 + 	. 

En résumé, r + r 2  =11(c + dii )ill = c + di' ou —c di/  et 01  + 02i/ = ± 	i.e. avec 0, = O. 2 
De plus, une fois le bon "k" choisi il est évident que cp = 01  + 2L7t avec L E Z donne le même 
résultat. 

Remarque: 
Les deux théorèmes précédents nous indiquent que tous les tétranombres inversibles 
peuvent être écrits en coordonnée hyper-polaire. 

Proposition 5.1) 
Soit wi = IIw ille("2'" et wz =11w211e("2/f" 
Alors w1 w2 =11w11111w211e"143)+(e2+04)'/" 

avec w1  et w2  inversibles. 
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Preuve: 
On voit directement que: 
W I W2  = liw i Ilet+921 iiw2ile("+4i1" = iiwllll1v2 lIe(01+02i e(03+04i)i = iiw i Iiiiw2lleRe1+93)+(924"e4)1:. 

a 

Théorème 5.3) 
Soit w, et w2  E r et inversibles. 
Sachant que l'on peut écrire w, Ilw i lle("24  et w2 =11w2 ile(e3+94i/P , 
alors on a que Wi = W2 (i.e. ilw tile(9142li)i  = iiw2 Ile(e3+e4li)i) 
si et seulement si: 

1) kid = liw211 avec 02  = 04  et 01  = 03  + 2k7t Où kE Z 

ou 2) llwill = Aw211 avec 02  = 04 et 01 = 03  + n(2k + 1) où k E Z. 

Preuve: 

Si Will = ilw211 avec 02  = 04 et 01  = 03  ± 21c7c où ke Z 
alors utilisant le fait que e((e3±2kx)+°41i)1  = e(93+94ii)i  Vk c Z 
on obtient que liwille(e1+e2il)i  = 11W211e(e3+641/)i  . 

D'autre part, si llwill= —11w2I1 avec 02 = 04 et 01 = 93  + n(2k + 1) = 03  ± rc+ 21crc où k E Z 
7 alors utilisant le fait que e((03+.+2k)+04i/)l = _e(03+04i1 ),  

on obtient que Ilw i lle(e1±e2i1)i =11w2103+041/)1  . 

De plus, si ilw i ile(G1+02")i  = Ilw211e(e344ii)i  
alors Ilw lloos(0 + 02  i/) = I1W211C0S(03 + 04  i') et Ilw illsin(0 +02i)= 	211cos(03 + 04 	. 
Donc 	11 2(cos2(01  02 ii) S1112(01  ± 02)) = IlW2112(C0S2(03 04i/) sin2(03  + 04)), 
i.e. llw i lI = Ilw2112  . On obtient ainsi les deux cas possibles suivants: Will = liw211 

ou llwill = 

Si Ilw II = llw2lI alors a) cos(01  + 02 i1) = cos(e 3  + 04iI) et b) sin(0 + 02 = sin(0 3 + 04 

+ 	e-e4e°3'' + e0 4 e 31 
La proposition a) implique que 2 	= 	2 
C'est à dire que ee2cos(0 i)+ ile42sin(01 )+ e-92cos(01) — ilee2sin(01) 

= e04 cos(03) + e-e4sin(0 3) + e-e4 cos(0 3 ) — ilee4 sin(0 3  . 

On obtient ainsi al) cos(0 i)[ee2 + e-02] = cos(03)[ee4  + e-04} 
et a2) sin(01 )[e°2  — cal = sin(03)[e04  — 

i  De son côté, la proposition b) implique que e-e2ee11i  — e°2e-elii  — e-04e03i — e04e-e3e  21/ 	 2ii 
C'est à dire que —e°2cos(0 i) + ile°2sin(0 i) + e42cos(0 i)+ ile-°2  sin(O i) 

= —ee4cos(03 )+ i/e°4sin(03)+ e-e4c0s(03)+ ile-e4sin(03. 
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On obtient ainsi bl) cos(0 i)[e°2  - e-°2] = cos(03)[e04 - e-e4] 
et b2) sin(01 )[e°2 + e-e2] = sin(03)[e°4 + e-04. 

De a2) et b2), on obtient que sin(01 )[2eel = sin(03){2e°4], i.e. sin(01)[e°2] = sin(03)[ee4. 
De al) et bl), on obtient que cos(01)[2e82] = cos(03)[2e°4] i.e. cos(01)[e92] = cos(03)[e°4 

Ce qui implique que (e02)2 (c0s2(0 i) + sin2  (0 1 )) = (ee4)2  (cos2  (0 3) + sin2(03). 
Donc e2e2 =- e204, i.e. 02 = 04. 

De plus, si cos(0i) # 0 et cos(03) # 0 alors on peut conclure de al) et de b2) que tg(0i) = tg(0 3). 
Ainsi, 01  = 0 3  + krr 

Dans le cas où cos(01) = 0 (Par al) cos (01 ) = 0 si et seulement si cos (03) = Q, on obtient que 
01  = + nn et 0- = +/ME avec n,m c 2. Ainsi 0 i = 03  +Ln avec L c Z. 

2 	 2 
De plus, le cas où 9 i = 03  + 	 + 1) contredit l'hypothèse. Donc 01  = 03  + 2L7r avec Le Z. 

Finalement, le cas llwill = -11w211 se fait de façon analogue 
et implique que 02  = 04. et 0 = 03  + n(2L + 1) avec LE Z 

Remarque: 
Le théorème 5.3) aurait pu être traité de façon plus générale en considérant les conditions 
pour que P e(°1+°2) = Qe(e2441')'. Le résultat en reste le même si on considère P et Q 
inversibles et éléments des complexes primes. 

De cette remarque et de la proposition 5.1), nous pouvons dire que 
w w2 = ilw iiiiw211e((e i ±e3)+(e2+84)ll)1  = Ilw w,  ile(e546/)i  si et seulement si 

Ilwiw211= Ilwinw211 avec 06 = 02+04 et Os =(O1 + 03)+2krr où ke 
ou Ilw]w211 -11wifillw211 avec 06 = 02 + 04 et 05 = (01 + 03) + TC(2k+ 1) où IcE Z. 
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Chapitre 6 

Dans ce chapitre, on verra comment étendre le logarithme pour l'ensemble des 
tétranombres. Aussi, on y discutera de ses conséquences possibles. 

une généralisation du 
il semble possible de 
allons voir pourquoi. 

Après avoir défini l'exponentielle, il est logique de se demander si 
logarithme népérien est possible. À la lumière des théorèmes précédents 
trouver une fonction(multiforme) inverse de la fonction exponentielle, nous 

On cherche q=log w comme étant une solution de l'équation ee =w. 

Soit q=z3+z4i où z3 =e+fi et z4 =g+hi'. 

Comme w=eq (donc inversible) , on peut écrire w=II„wil • e(ei+e,i, ), 
Donc, 	= llwll • e(ei+e211 )1  

(*) 

Or par le théorème 5.3) et sa remarque en page 33, on à l'égalité (*) si et seulement si: 

1)11w11= e” avec h = 02 et g= 01  + 2krz où k 

ou 2)11w11=  —ez3 avec h = 02 et g= 01  + 7[(2k + 1) où kE 2 . 

Donc q=log w=loglIwIl+i[(01 + Mt) + 02ii] 
ou =1og(-11w11) + i[(0 + n(2k + 1) + 02i/A avec k E Z. 

Explicitement, pour w---(a,b,c,d)=zi  +z2  i 
Ilwll = 	+:2 (algébriquement positive), 

9 	 ,/7 	(a—d)+i/ (b+c) 	it O 	= 7 + Ln et 02 = ln 	) où (a+ci»it (b_c)  — reo  , 

avec le "L " choisi correctement entre 0 et 1, afin d'avoir le bon signe(voir le Théorème5.1)). 
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On constate aussi que chacunes des solutions possibles s'avèrent êtres de vraies solutions. 
Ainsi on à caractérisé toutes les solutions possibles "q", telles que 

Remarques: 
1) On peut maintenant définir e où w,qe T comme e -eq'og w . À noter ici qu'il 

faudrait prendre la détermination principale de log(w), qui pourrait être la 
détermination principale de 1oglwl  et —7r 0 i < 

2) Ainsi aw = ewl°g(a)  pour a>0. On peut donc généraliser la fonction zèta de 
Riemann aux tétranombres. 

3) En particulier, les solutions du log complexe sont élargies par les tétranombres. 

4) Plus généralement, toute la théorie en ce qui à trait aux coordonnés polaires, 
la caractérisation des inverses, l'exponentielle, le logarithme, etc, généralise 
directement la théorie faite pour les nombres complexes. Elle donne aussi une 
théorie analogue pour les nombres hyperboliques. Comme quoi, ces deux 
structures ne sont pas si loin l'une de l'autre(cela sera encore plus explicite 
lorsque l'on verra les théorèmes d'analyses). Pour le moment , je voudrais 
seulement expliciter l'exponentielle pour le sous-anneau des nombres 
hyperboliques: 

ea±di = ea[cosh(d)+jsinh(d)] (cela se vérifie facilement) et 

!la 	= 1/a2  d2  qui est le rayon d'une hyperbole x2 -y2 =r2  
(Pour les nombres complexes, c'est le rayon d'un cercle). 

De plus, les éléments non-inversibles sont les deux asymtotes des hyperboles. 

Il est à noter que ces résultats sur les nombres hyperboliques ont déjà 
commencés à être traités, voir [14]. Mais cela est fait sans le contexte 
général des tétranombres. 

5) Ces relations sont d'autant plus intéressantes qu il est démontré dans [4] 
que si l'on veut généraliser raisonnablement les nombres réels à une algèbre 
de dimension 2, il n'est possible d'obtenir que les trois structures suivantes: 
Les nombres complexes, les nombres hyperboliques ou les nombres duals 
ces derniers étant de la forme a+bk avec k2=0. 
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Chapitre 7 

Ce chapitre se verra voué à l'exploration de diverses normes sur les tétranombres ainsi 
qu'a certaines de leurs propriétés. 

Nous avons défini précédemment une forme de norme à valeur dans C . Nous avons 
aussi vu que si w1  et w2  e T sont inversibles alors 11W 1W211 = ±11w illilw2.11, le signe étant à 
déterminer à chaque fois. 

Cependant la fonction 11 11 est loin d'être une norme proprement dite, principalement 
parce qu'elle est à valeur dans les complexes prime. Pour pallier à cela nous pourrions prendre 
la norme de ce dit nombre complexe prime, i.e. 'WH/  e R où 1 l  est la norme dans C . 

Malheureusement, cette nouvelle forme ne nous donne pas encore une vraie norme. Par 
contre quelques propriétés intéressantes en ressortent quand même, les voici: 

Proposition 7.1) 
Soit w 1  et w 2  e T. 
Si w, et w2  sont inversibles alors 1 Ilw dr 1 11w, iii i  = 1 ilwiw2.11 • 

Preuve: 
On à déjà vue que Ilwiw211 = ±11w i 1111w211 , donc 111w iw211 = l llw i llllw2ll l= iiiwi11111 11w2111 /  • 

Proposition 7.2) 
Soit we T. 
Si w est inversible alors 	= 	1 / - 

Preuve: 
Soit w-----.(a+bi')+(c+di')i et inversible. 
Montrons d'abord que 11w11-1 = ±Ilw 	(le signe étant à déterminer à chaque fois). 

1 On a que 11w11-1  = ( %I(a + bil)2  + (c + dii)2  )-1  
.11(a + bii)2  + (c + di1)2 
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(a+ bi i ) 	 (c+ di)  
Aussi, w-1  = 

(a + bil)2  +(c+ di / )2 	(a+ bil)2  +(c + dil) 2 " 

Donc 11w -111 — 
(a+ bil)2 	

+ 	
(e+ dii)2  

[(a + bi l ) 2  +(c+di i )212  [(a + bil )2  +(c+di i )12  

1 	 1  

=4-  (a+ bi l ) 2  +(c+ dil)2 	111(a + bi1 )2  +(c +di f ) 2  

	

Ce qui implique que liw-111= -44-1 et ainsi Illw-1111 1  = 	 -1. 

Proposition 7.3) 
On peut exprimer explicitement 	a2 _ b2 e2 _d2)2. +4(ab + cd)2  . 

Preuve: 
Posons w=(a+bi')+(c+di')i, ce qui implique que wiT = (a+ bi l )2  +(c + di1)2  

cc  + 1/c,c2 + 
Ainsi iiwil 4J(a+bii)2 +(c+dil )2  = 4Joc+51 — 	  

2 	
+ i/sgn(E3) 

     

     

  

,/a2 +132 

2 

 

   

Donc lllwlll = 	+ (3 2  = 4Ja2  + [3 2 =4JRe2(wW) +Im 2(wiT,) où a = Re(wW) et f3= Im(w7v). 

Or (a+bi1 )2  +(c+di1 )2  —(a2-b2±c2-d2)+2(ab+cd)i', ainsi 1 114 1 = 4J(a2  — b2  + c2  — d2)2  + 4(ab + cd)2  

Proposition 7.4) 
Voici une liste de propriétés complémentaires et évidentes: 

1) lllwlll=  0 si et seulement si w est non-inversible. 

2) 11w112  = wW, ce qui implique que 1 11w11 2  = lwWl  

3) 11-1411 = Ilwil et 1 11-4 1/  = 1 11w11 

4) Ill/ = 11w11 et 111747111i= 1 11w11 l i• 

5)  

 

= 11w11 et 1111 11' =111w1 
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Par contre, on a pas la propriété fondamentale que Illwi +w2111 	+11iw2111; il suffit 
pour le voir de considérer w, et w2  non-inversibles avec w, +w2  inversible. 

Comme nous voulons aborder l'aspect analytique des tétranombres, il nous faut définir 
une vraie norme. 

Définition 7.1) 
On appellera norme euclidienne d'un tétranombre la fonction suivante: 

1 	: 1 —> h' 

	

w = 	+ bii)+ (c + dii)i --> .1a2 ± b2 c2 ± d2 

L'intérêt de cette norme nous sera révélé qu'un peu plus loin. Pour le moment elle n'a 
d'intéressant que ses propriétés de norme, i.e. 1) 1wI E  O. 

2) IwI E  -= 0 <=> w = O. 
3) Iwi +w2l E 	1 -14/ 1 1 E +1w21E• 
4) Ptw1E=1211wIE V. e  R. 

Ce qui est dommage, c'est que l'on a pas la propriété suivante Iwiw21E = lw i1 EIW 2 1 E • 

Étudions les conditions pour que Iwiw21E  = Iw1l E1w21E• 

Proposition 7.5) 
Soit w1  et w2  c T avec w1  —(a,b,c,d) et w2 =(e,f,g,h). 
Alors: 

	

iw 04,21E = 	Elw 21 E  e> ad= bc ou eh = fg, 

iwiw2iE> iwilEiw2IE <z> ad> bc et eh> fg 
ou ad < bc et eh <fg 

	

et 1W1W2IE < 	 I 
ou ad> bc et eh< fg . 

Preuve: 
On a que 
Iwiw21E = .1(ae + dh — bf — cg)2  + (af+ be — ch — dg)2  + (ag+ ce — bh — df)2  + (ah + bg + cf+ de)2  
et 
IWIIEIW2IE 	

b2 c2 d2) 1(e2 ±/2 +g2 h2) 	 1/(a2 b2 	d2)(e2 +f2 g2 h2) 

De plus Iwiw21E  IwilE1w2lE si et seulement si Iwiw212E — (1wi1E1w21E)2, 
i.e. (*) (ae+dh-bf-cg)2+(af+be-ch-dg)2+(ag+ce-bh-df)2+(ag+ce-bh-df)2+(ah+bg+cf+de)2  

_((a2±b2±c2+d2)(e2A2142±g2))=0.  

Or, (*) a2e2+aedh-aebf-aecg+dhae+d2h2-dhbf-dhcg-bfae-bfdh+b2f2+bfcg-cgae-cgdh+cgbf+c2g2  
+a2P+afbe-afch-afdg+beaf+b2e2-bech-bedg-chaf-chbe+c2h2+chdg-dgaf-dgbe+dgch+d2g2  
+a2g2+agce-agbh-agdf+ceag+c2e2-cebh-cedf-bhag-bhce+b2h2+bhdf-dfag-dfce+dfbh+d2F 
+a2h2+ahbg+ahcf+ahde+bgah+b2g2+bgcf+bgde+cfah+cfbg+c2f2+cfde+deah+debg+decf+d2e2  
_a2e2_a2f2_a2g2_a2h2_b2e2_b2f2_b2g2_b2h2..c2e2_c2f2_c2g2_c2h2_d2e2_d2f2_d2g2_d2h2. 
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Après simplification, (*) = 4adeh-4ehbc+4bcfg-4adfg=4ef(ad-bc)+4fg(bc-ad)=4(ad-bc)(eh-fg) 
—4(ad-bc)(eh-fg). 

Donc, lw w2 1 E  IW I E IW 21 E  <=> ad = bc ou eh = fg. 
Le reste de la preuve se fait de la même façon avec < et > . 

Remarque: 
Si w1  ou -14,2 e ch OU C •  alors lwiw21E .---  iwilE1w21E• 

Soit f une fonction qui va de T 	T. Alors cette fonction peut être écrite de la façon 
suivante: f((x+yi')+(z+qi')i) = u1(x,y,z,q)+i'u2(x,y,z,q)+iu3(x,y,z,q)+ju4(x,y,z,q) 

= (u, +u2  i')+(u3  +1.14i1 )i avec u, ,u2  ,u, ,u4  : ìV 4  —> R. 

Définition 7.2) 
Soit f une fonction définie sur un domaine Sc T et wo  un point d'adhérence à S. 
Alors on dit que la limite de la fonction f lorsque w—*w0  est L, i.e. 	 L, 
si Vs>0, ]5>0 tel que 0<lw — w0 l E<8> [/(w) —  LI E<E 

De cette définition découle facilement: 
1) L'unicité de la limite. 

2) Pour tg: Sc T 	T, si wiL>inw2 w) et  wtinwog ,w, ) existe 

	

alors wiL>bnwp  (f+ g)(w) 	)+ 

Aussi, d'autres normes mieux adaptées aux tétranombres sont possibles. Voici les deux 
autres qui seront le plus utilisées: 

1) Celle généralisant la norme de  r: 
Soit w=z1 +z2  i=(a+bi')+(c+dit)i---(a+ci)+(b+di)i1=111  + z /2 ii  . 
Alors 1w1 = 	1 + 17/21 est une norme dans T 
avec 1w1w21 	Iwillw2 1 et 1: • wl = 1:1 1w1 si ze C ,i.e. généralise celle de L. 

2) Celle généralisant la norme de  r" : (la plus utile) 
Soit w=z, +z,i=(a+bi')+(c+di')i. 
Alors 1w1' = 1:1 + 1:21/  est une norme dans T 
avec Iwiw211  1w1111w2l i et 1:• 14,1 / = 1:111wI l  si ze C , i.e. généralise celle de C . 

Remarques: 
a) T muni de 1) ou 2) est un algèdre de Banach. 

De plus les trois normes présentées sont équivalentes, avec: 
1wI E 	1w1, 1wIE 	lwl i, 1w1 	21w1E,  et 1w11 	21w1E 	1w1w2l E  41w11E1w21E). 
Ainsi, les limites resteront les mêmes quelque soit la norme utilisée. 

b) Si ze C 	1:1 E  = 1z1 et si ze C 	IZI E  Izl i  
Ainsi, la norme Euclidienne généralise la norme complexe et complexe prime. 
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Beaucoup de propriétés sur les limites seront valides par le fait qu'avec les trois normes 
précédentes les tétranombres deviennent un espace vectoriel normé et complet. Par contre 
d'autres relatives à la multiplication seront prouvées à l'aide du fait qu'avec 1) ou 2), les 
tétranombres deviennent un algèbre de Banach. Voici en particulier un de ces résultat: 

Théorème 7.1) 
Soit f et g deux fonctions définies sur Sc T —› T. 
Si 4,1-47,,f(w) = A et „L,"740 g(w)= B 
alors wiL>bwn o (fg)(w)  _ (wz2z,f(w))(wL,,imw0g(w)).  

Preuve: 
On a que f(w)g(w) — A B f(w)g(w) — fiw)B + fiw)B —ABI  

J(w)g(w) — fiw)Bl i  + If(w)B — ABl i  
i(w)11  ig(w) BI /  + 	[t(w) —Al i  (car c'est un algègre de Banach). 

Or, if(w)11 — IA 	if(w) — A I l  . 
Ainsi, pour un s > 0 donné 38 > 0 tel que 0 < lw — wo r < 3 =. 
C'est à dire que If(w)l est borné pour 0 < lw—wo l < 8. 
Le reste de la preuve se déduit directement. 

f(W)1/  C+ lAr 
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Chapitre 8 
Dans ce chapitre, nous allons voir comment définir de façon légitime une notion de 

différentiabilité pour les tétranombres. Nous y définirons ainsi les concepts de fonction 
- diff ér entiabl e et 	T -holomorphe. De plus, nous y généraliserons les équations de 

Cauchy-Riemann dans le cas des tétranombres. 

Définition 8.1) 
Soit f une fonction définie sur Sc T —› T. 
On dit que f est continue en wo  E S (où wo  est un point d'accumulation de S) 
si „•1:,',i(w) =.4wo)• 

Évidemment, on dit 
définition. On a aussi une 

(fi-wo  + h)  _ fiw 0 ))= O. 
[f(W) I E  LVw ES. De plus, 

T sont continues en wo  
en w0 .   

que f est continue si elle est continue en tout point du domaine de 
équivalence évidente, i.e. f est continue en wo  si et seulement si 
Aussi, on dit que f: Sc 	T est bornée si 3 L>0 tel que 
grâce aux propriétés précédentes il est évident que si f et g: Sc 
alors (f+g)(w)---f(w)+g(w) et (fg)(w)—f(w)g(w) sont aussi continues 

Nous sommes maintenant prêts à aborder la notion de différentiabilité. Partons du cas de 
la variable complexe standard. Soit U un ouvert de il 2 ( de e ) et wo  e U, alors 
f(x+yi)=u(x,y)+v(x,y)i a une dérivée égale à a+bi en wo  si et seulement si la fonction associée 
F(x,y)—(u(x,y),v(x,y)) est différentiable en wo  dans le sens des variables réelles, avec comme 

dérivé une matrice (qui tient lieu de la transformation linéaire) de la forme suivante: b aJ" 
f 
a 

Ici, il est important de noter que 	est la matrice représentant a+bi dans le cadre 
a } 

de l'isomorphie entre les matrices et les nombres complexes. Ce fait est d'autant plus intéressant 
que dans le cadre des tétranombres on a déjà trouvé la matrice représentant a+bi'+ci+dj, celle-ci 
étant: 

( a —b —c d 
b a —d —c 
c —d a —b 

b 
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Nous pouvons donc penser à une définition de différentiabilité dans le cadre des 
tétranombres et ce, sans se soucier des éléments non-inversibles. 

Définition 8.2) 
Soit U un ouvert de R et wo  c U. 
Alors f((x+yi')+(z+qii)i)=u, (x,y,z,q)+u2(x,y,z,q)i'+u3(x,y,z,q)i+u4(x,y,z,q)j 
est dit 1 -différentiable en wo  avec comme dérivé (a+bi')+(c+di')i, 
si la fonction associée F(x,y,z,q)—(u, (x,y,z,q),u2(x,y,z,q),u3(x,y,z,q),u4(x,y,z,q)) 
est différentiable dans le sens des variables réelles en wo  , avec comme dérivée la 

matrice suivante: 

(a —b —c d .) 
b a —d —c 
c —d a —b 

c b a ) 

De plus nous dirons qu'une fonction f: UcT —> T est T -différentiable sur U, si elle 
l'est en tout point de U. 

Mais la définition 8.2) n'est pas suffisante pour bien travailler, c'est pourquoi nous 
devons y trouver un équivalent se servant plus des tétranombres. 

Proposition 8.1) 
Soit U un ouvert de r et wo  E U. 
Alors f((x+yi')+(z+qi')i)=u1 (x,y,z,q)+u2(x,y,z,q)ii+u3(x,y,z,q)i+u,(x,y,z,q)j 
est T -différentiable en wo  avec comme dérivé (a+bi')+(c+di')i, 
si on peut écrire: 

f(wo  +h)=f(wo  )+((a+bi')+(c+di')i)•(h) + R(wo  ,h) 
L. IR(wo,h)IE  — O, h—(111  +h2i')+(h3  +1140i. h—>o 

Preuve: 
Tout d'abord, assumons que f est T -différentiable dans le sens de la définition 8.2). 

( a —b —c d 
b a —d —c 
c —d a —b 

c b a , 
Comme F est différentiable en wo  , F peut s'écrire de la manière suivante: 

Lm, le(wo,h)IE  
F(wo  +h)=F(wo  ) + DF(wo  )(h) + R'(wo  ,h) où 	h 1 	. h—›o 	E  

Posons R1(w0  ,h)=(c i (wo, h), 62 (WO, h), 83 (WO, h), 64 (WO, h)) et h=(hi  ,I12,h3  ,h4). 

Alors, sa fonction associée sera F: Uc R —> R et DF(wo  )= 
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Ainsi, nous obtenons terme-à-terme: 
ui (wo+h)=---ui (wo  )+(ahi  -bh2-ch3+dh4  )+E i (W0, h), 
u2(w0  +h)=u2(w0)+(bh1 +ah2-dh3-ch4  )+8 2 (w 0, h), 
u3(w0+h)=u3(w0)+(ch1-dh2+ah3-bh4)+63(wo, h) 

et u4(w0+h)=u4(w0)+(dh1 +ch2+bh3+ah4)+64(w 0, h). 

De plus, LimEk I E,— — 0 pour k=1,2,3,4. /7•() I hi E  

Ceci revient à écrire f(wn+h)---f(wo  ) + ((a+bi1)+(c+di')i)((h1  +h2i')+(h3  +h4ii)i) + R(wo  ,h) 

où 
Lim IR(vo,h)lE  — 0 et R(wo  ,h)=(c + 	 1  (E 3 ± 64/)i. h-> 0  'hl 

1E 
Ce qui démontre le premier côté de l'équivalence, l'autre côte se fait de façon équivalente. 

Proposition 8.2) 
Soit f définie sur U(ouvert)c r 	T et r -différentiable en \vo  E U. 
Alors f est continue en wo. 

Preuve: 
Si f est r -différentiable, alors sa fonction associée F sera différentiable. Or il est déjà 

établi que si une fonction qui va de R 4----> /1 4  est différentiable en un wo  alors elle est aussi 
continue en ce wo. Ainsi il est évident que f sera aussi continue en wo. 

Proposition 8.3) 
Si la dérivée de f existe, alors elle est unique. 

Preuve: 
Nous savons déjà que la dérivée(matrice) de la fonction associée F est unique. Ainsi il est 

évident que la dérivée de f sera aussi unique. 

Proposition 8.4) 
Soit f et g définies sur U(ouvert)c r 	r et T -différentiables en wo  EU 
avec f(wo)--a et g(w0)=b. Si a, (3 E R alors af+ f3g sera aussi une fonction 
différentiable en wo  et la dérivée sera aa + 13b, i.e. (af+ f3g)/(wo) = af(w0) + Pewo). 

Preuve: 
Encore une fois la preuve est évidente, car la "fonction associée" a cette propriété. Il faut 

tout de même préciser que dans le cas de aF+f3G, la dérivée est aDF(wo) + f3DG(wo) et que 
cette matrice a les symétries voulues pour affirmer que cette fonction est r -différentiable. Et 
donc (af+ f3g)/(wo) = ccf(wo) + rewo). 



De plus  Li. Iftwo) • R2 IE 	Lirn R2 
.1(w 0) • Ihl 

E h->0 	 h->0 
i R2 et comme Lm 	- 0 et Liinof(wo) =f(w0), h->0 Ihi 	h-> I 	I E 

I im IR I •  bh1 E 	Lim On a aussi que h- -->O 	IhIE 	h->0 
Lm, lab • R2I E  - 0 . -0  et que h
->CI I h I E, 

R 1  • bh 
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Proposition 8.5) 
Soit f et g définies sur U(ouvert)c r 	r et T -différentiables en wo  e U, 
avec f(wo 	et g'(wo  )=b. Alors (fg)(w) est différentiable en wo  
et la dérivée est f(wo  )b+g(wo)a, i.e. (fg)(w0)---f(w0)g1(w0)+g(w0)f(w0) . 

Preuve: 
Comme f et g sont T -différentiables, cela implique que: 

f(wo+h)=f(wo)+ah+R, (wo,h) 

et g(w0+h)=g(w0)+bh+R2(w0  ,h) où Lim IR k(W °' h)1E  0 k=1,2.  h->0 	Ihi E  

Donc, 
f(wo+h)g(wo+h)-(fg)(wo+h)=f(wo)g(w0)+f(wo)bh+f(wo)R2(wo,h)-Fahg(w0)+abbh+ahR2(wo,h) 

+R1(w0,h)g(w0)+R1(w0,h)bh+R1(w0,h)R2(w0,,h), 

i.e.f(wo+h)g(wo+h)=(fg)(w0)+(f(wo)b+g(wo)a)(h)+[f(wo)R2(wo,h)+abW+RI (wo,h)g(wo) 
-FR1(w0,h)bh+R1(w0,h)R2(w0,h)+ahR2(w0,h)i. 

Il faut montrer que le reste entre crochet tend vers zéro. Or, 
V(wo)R2 +abh2  + Rig(w 0) + Ribh + Ri R2  + ahR2 I E  If(w o)R2 I E  lahh2 l E  IR1KW 0)1 E  

0 < 
'hl E lhlE 	IhI E 	IhI E  

+ IR 	E 
 + 

1R2 I E  +  lahR2 I E  • 

lh I E 

cela implique que ht>im R2 - 0 . Donc 
IhI E  

Lim 
h->0 

R2 ./(w 0) • 	E  =0. 

    

Li711 I R leg(W ())1  E 	0  De la même façon on déduit que h__>0 	, hI E  

L . 	labh2I E  
h  Aussi, "n Ihl 	h->0 

 

abh • h 
Ihl E 

  

Or, pour un 0 < Ihl E  < 8 on a que (Par équivalence des normes): 

abh • h 	< abh • h 5_ labhli h 4IabhlE h 	4labhI E  -> O. 
PI E 	 PI E  
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Lin, IR] • R21 E 	Lin 	R1 Finalement 	 - h-)( ' ) R 1  • - 	=0, h->0 	'hl E 	 'hl E E 
Lin? IR 1 i  car 	E  -= 0 implique que Ijin  cl  ) IR il E  = 0 et donc Lini IR  1 eR2IE  - 0. h->0 ihi s 	 h->0 	I, ,j,,I E  

Cette dernière limite étant égale à zéro, ceci est suffisant pour démontrer que la limite du 
reste est zéro.Et donc (fg)1(w0)=-f(w0)ew0)+g(w0)f(w0). 

Proposition 8.6) 
Soit f :U(ouvert) c r 	r r -différentiable en wo  E U 
et g:V(ouvert)c T —> T, T -différentiable en t=f(wo )e V. 
Alors la fonction gof:UcT —> T est T -différentiable en wo  
et (gof)1(w0)----g(f(w0))f(w0). 

Preuve: 
Ceci découle directement du fait que la règle de la chaîne s'applique à la fonction 

associée GDF. De plus la dérivée(matrice) de celle-ci est D(G.F)(w0)=DG(F(w0))•DF(w0), ce qui 
est suffisant pour affirmer que (g.f)'(w0)=g(f(w0))f(w0). 

Abordons maintenant la généralisation des équations de Cauchy-Riemann. 

Proposition 8. 7) 
Soit f définie sur U(ouvert)c r 	T avec f=u1--Fu2i1+u3i+u4 j et F(x,y,z,q)-(u1,u2,u3,u4) 
OÙ uk  définie sur U c 4---> R pour k=1,2,3,4. Si toutes les dérivées partielles de u1,u2, 
u3  et u4  existent et sont continues dans U (i.e. f E Ci(U)) et si le système d'égalité 

_ 5u2  _ 5u3  _ 5U4suivant est satisfait: ax - 5y - 	ôq ' 

Sui  au, au; 5114 
ay 5x ôq ' 

Sui au, 5113 5114  = 
Sqôxôy ' 

aui 
Sq 

au, 5124 - 
a.: ôy ôx 

en un w, E U 

alors la fonction f est r -différentiable en w„ et sa dérivée est donnée par: 
au3  . au, . +-1+—j. ax ax ax ax 

Preuve: 
Comme les dérivées partielles existent et sont continues dans l'ouvert U, la fonction F est 

dérivable dans le sens réel du terme. Mais de plus le système d'égalité implique aussi que la 
dérivée(matrice) a les symétries voulues pour que f soit dite T -différentiable en \vo. 
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Remarques: 
a) Une conséquence directe de la définition 8.2), est que lorsque f:U(ouvert)c T - --> 

est r -différentiable en un \vo  e U alors le système d'égalité (**) (page 45) est satisfait. 

_7 i 	zi 	— l'i  b) Pour z1  = x+yi' et z2  — z+cii' on a que x = 	+:71 1 	 z, +17, -  1  - et g — 	 

Donc, f(x,y,z,q) peut être exprimée en toute généralité comme fontion de : I  ,77'1 , r2  et :7:2  

a 1'2_  c) Dans le cas où f est e Cl((/), on peut définir — = az i 7 8.x +7(Ty)' a=, = 7Ca7c —  
et des définitions analogues pour z2  avec z et q. 

De:finition 8.3) 
Soit f :Uc r T avec U ouvert. 
Alors on dit que f est I -holomorphe sur U 
si elle est r -différentiable en tout point de U. 

Théorème 8.1) 

	

Soit f :U(ouvert) c T --> T tel que f e 	(U). 
Posons f(w) = w 1 (x ,y ,:,q)  + w 2(x, y, z, q)i où w1(x,y,z,q)=ui(x,y,z,q)+u2(x,y,z,q)i' 

et w2(x,y,z,q)=u3(x,y,z,q)+u,(x,y,z,q)f. 

Alors f est T -holomorphe sur U si et seulement si 1) Pi. — --aw 1  — aw2  — ô14) 2  — 

	

, 	af 2  
et 

awi 	aw 2 aw, 

	

z ) 	= --.., et 	= 	sur U. 
or 	oz, 	o.: 	OZ/ 

aW 1 aW 2 De plus  
oz' oz 

Preuve: 
Dans un premier temps, il faut remarquer les équivalences suivantes: (pour un wo  e U) 

aw 	au, au, 	au, 	au, aw, au, au, . a) 0 	 et 	• _ 	 i f 
a ay ay  ax 	ax ôx 

b) 0  <=> 	t  au 	au2 aw 	au au2 e 	_ • 
al72 	 aq 	15q 	 a:2 _ az 

au3 01,14  au, au4. aw, au3 a c) = u <=, — = — et = --; — = — + —u 4 / 
ozi 	0x 0y Dy 8,Y 0:1  ax ôx 

aw2 	au3  8u4  au3 	au4  . aw2  au3  au4 d) = 0 <=> 	= aq  et aq  = 	, 	&_ 	. 

On vérifie ainsi que I) et 2) sont satisfaits si et seulement si le système d'égalité (**) de 
la page 45 est satisfait en wo  , ce qui est aussi équivalent à ce que f soit T -différentiable en wo. 
Notons que ces équivalences sont vraies pour un woe U arbitraire et fe Cl (U). 
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La suite de ce chapitre se veut une petite exploration pratique des conséquences de ce qui 
a été fait jusqu'à maintenant. 

Proposition 8.8) 
La fonction e" est T -différentiable vlw E T 
et 	e d(ew)  w  

dw 

Preuve: 
Soit w=z1 +z.2i avec z1 ,z2e 	. 

Ainsi, ew =ezi [cos(z2) + sin(r2)] = ez1 cos(z2) + ez1 sin(z2)i = 	(zi z2) + w 2(z 1, =2). 
Dans le chapitre 4, l'exponentielle y est écrite explicitement comme fonction de e 4 
et il y est clair que e" c CI  (R 4). Aussi, w, et w2  sont clairement des fonctions partiellement 
holomorphes de z, et de z2. Ce qui implique que aw 	I  — 	2 511'2  — 	— O. 

af1 	a-z2 	a771 
— 

a..2 

aw, 	 aw,  2 	avv, 	 514, 1 „ ezi cos(z 2) = — et 	ez1 sin(z 2) =— 
ozi 	 0:2 	OZ 1 	 0z2 

aw, aw, aw On a donc que 	et = = — . 
U j az 2  az, azi  

Ainsi e" est T -holomorphe sur T. 
d(e") 	aw 2 	z, 	, „ 	z , 	, ,„ De plus — — + — =e- • cosi,z 2  + e • siw.2)/ = e v w G T. dw 	az 

a 

	

Proposition 8.9) 	aw  
d(e )  

	

On a que 	_ aeaw où a e T die  —  

Preuve: 
Posons P=aw, 
alors d(e)  — d(e) 

 —
d(eP)1  • ( —dP ) = eP  a = aeaw par la règle de dérivation en chaîne. dw dw dP dw 

Proposition 8.10) 
On a que 

d(sin(w))  = cos(w) et d(cos(w))  
dw 	 dw — sin(w;. 

Preuve: 
Découle directement de la définition du sinus, du cosinus, ainsi que de la proposition 8.9). 

a 
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Proposition 8.11) 
d(w 1 )  On a que 

	

	— nw"-1  pour ne e avec 
dw 

Preuve: 
Procédons par induction sur n. 

d(w)  Pour n=1, w" =w et 

	

	— 1 = 1 • w0  = 1 • 1 = 1. 
dw aywn-i \ 

Supposons la proposition vraie pour n-1, i.e. 	̀dw 
= (n — 1)w"' 

Alors d(w1) 	.wn-i ) di)  1-1 	7-1 	7-1 	7-1 = 	‘ 	• w + w' --= (n —1)wi +w' =- nw' . 
dw 	dw 	dw '  
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Chapitre 9 

Ce chapitre traitera de la notion de fonction r -différentiable par limite ainsi que de la 
relation entre les fonctions T -holomorphes et les fonctions holomorphes dans C 2  . De plus, 
on y verra des notations permettant d'exprimer clairement la notion de T -holomorphie. 

Définition 9.1) 
Soit f: U(ouvert)c T ---> r avec wo  E U. 
Alors, on dit que f est 	-différentiable par limite en wo  si: 

1\ 	Lien f(W 0 + h) — .ftw 0 ) — 
h---)0 	 h 	=f(WO) 
(inv) 

existe, 

V h i.e. Vs > 0, 33 > 0 tel que 	 E T 
(inversible) 

avec 'hl E  < 8 j(w 0  + h) — f(w 0 ) — 
f (w 0) h 

< E . 

   

2) f est continue sur U. 

Remarques: 
a) L'ensemble des éléments non-inversibles, 

i.e. {(u,v,-v,u): u,ve R lu {(u,v,v,-u): u,ve R } 
est un ensemble fermé et maigre(ainsi l'ensemble est négligeable). 

b) Tout élément we r est un point d'accumulation d'éléments inversibles. 

Proposition 9.1) 
Soit f: U(ouvert)c T ---> T avec wo  e U. 
Si f est T -différentiable par limite en wo  alors f est T -différentiable en wo  
avec f(wo) .7(w0). 
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Preuve: 
Comme f est T -différentiable par limite en w0 , alors il existe un ouvert autour de w„ 

où: f(wo  +h) - f(w0) = (w o)h + '1 (h)h 	tel que h  'P(h) = 0 (*). On constate que IT(h) n'est 
(inv) 

définie que pour les éléments inversibles de cet ouvert. Par contre, comme f est continue en w„ 
on peut écrire: f(w))  +h) - f(wo) = i(wo)h + V(h) où V(h)=1P(h)h pour les h inversibles et V est 
continue dans un voisinage autour de 0. 

D'un autre côté, nous avons déjà démontré que f est T -différentiable en w„ avec comme 
dérivé f(wo) si et seulement si on peut écrire: 

1 4)(11 )I F  f(wo  +h) - f(w0) = fi(wo)h + (DO) où Lzm 
h ->u 	I 

, Li
nI 	

— 0 . 
E 

Comme la dérivée est unique, Il suffit donc de montrer que h->0  hi  
Lim Ir/MIE  0  — . 

	

e 	(h)h l E  — O. ibn  ilh)lE — 0 i , . h_)0 	l  

	

. 	b  
I E 

Commençons par montrer que 	l 
h__>' 0 	h  ,  
(inv) (inv)  

11-'(h)M E 	111/(h)hl i  < IY(h)l i ihr < 41111(h)1EihiE 	---> 0 (pour des h inversibles). Or, 	IhI E 	IhI E 	 IhIE 
Lim  ( h)hl E — 0. Ce qui implique que ii_>0  !hi  E   
(inv) 

ihiE 	 1 1P(h)hl E  Ainsi pour un s > 0 choisie, 38> 0 tel que pour (inv)< 
 8 on a que 	< c. Prenons 

ihiE 
maintenant un h non-inversible tel que 0 < IhI E  < 8. Il est toujours possible de trouver une 
suite {h„ ri_i  d'éléments inversibles tel que hn  —> h et ih„I E  < 8 avec h, # h V n. Comme V est 
continue, cela implique que V(h„) —> V(h). Donc l V(h„)1 E  —> IV(h)I E  et Ih„I E  --> ihi E. 

Il-  P (h n )h „I E 	IV (h)I E 	 IV(h)I 
< E . Donc Lin

, IV(h)1 
Ainsi 	 --> 	. Ce qui implique que 	E 	 E _ 0.  

IhniE 	IhiE 	 IhIE 	 h--->0 ihi E 
Ce qui complète la démonstration. 

Proposition 9.2) 
Soit f :Uc C ' 2  ---> C 2  où U est un ouvert de ( T C 2)  f e C (U) 

et f T -holomorphe dans U où f(zi  ,z2  )—(w, (z, ,z2),w2(z1  ,z2)), w,: C x C —> 
pour i=1,2. Alors w, et w2  sont holomorphes sur U dans le sens de C2, ici ( .2). 
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Preuve: 
Par le théorème 8.1), le fait que f=w1  +w,i soit e O(I) et r -holomorphe implique que 

aw = 0 pour 1Sie2 sur U. Donc w1  et w2  sont holomorphes sur U. 
afj  

a 

Definition 9.2) 
Pour f :U(ouvert)c= T —> T tel que fe Cl (U), notons: 

a = if + 1 	a 
=

1( 
¿3wW 2  a2:1 	aZ2}' 	7 az2) 

a da a) a da a) 
UT; 77---yj) et  — 3tDxj 	) 

pour j=1,2. 

Alors, par calcul direct on constate que sous les conditions de la définition 9.2): 

1) f T -holomorphe sur U implique que —af = f1 sur U, aw 

af 	 aw aw aw 2 et 2) — 0 sur U si et seulement . si —,,, 	et aW 	 az1 oz2 oz1 
- 

aw 
a71 

sur U. 

awi  
En resumé, f est T -holomorphe sur U si et seulement si — 0 pour i,j et —af = O. De 

a7- aTv 
plus, la dérivée f =—af  sur U. aw 
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Chapitre 10 

Dans ce chapitre, on verra la généralisation du développement en série de Taylor pour les 
tétranombres et un théorème sur le rayon de convergence. 

Théorème 10.1) 
Soit f :U(ouvert) c C 2  ----> C 2  tel que fe Cl(U). 
Si f est r -holomorphe sur U alors f(")  existe Vn e, 
i.e. que toutes les dérivées de f sont T -holomorphe sur U. 

Preuve: 
La fonction f est de la forme f(z, ,z2 ) = w1  (z, ,z2  )+w2  (z, , )i où w i  : Uc C x C ---> 

C ' , i=1,2 sont holomorphes dans le sens de C '2 . En fait, 	0 pour 1 i,j 2 et 
af's;  

awi aW2 aw2 	awi * 1-N 	 Dw &14,  — — — 	De plus 	 sur U. 
az 	.D12' azi 	022 	 az, 	oz, 

&w, Comme w et w2 sont holomorphes sur U alors --.., 1 1,1 2 restent holomorphes sur 

a(P2-n, a2 w, 
U, ce qui implique que f Cl (U) et 	 — 0 pour 	i,j 2. Aus si, 	 

Ô• 	 UbjUk 

1 	i,j,k< 2 et 	 — 	' pour 	i,j,k <2. 
aziÔzk  azkazi  

existe pour 

a2w, 	vv 	a2w, 	
8211)2 	82 w , 	82 w, 

Ainsi, de (*) on peut déduire que 	 = 	-  _ 	- et 	 = 
8-71812 ar.23.=, 	, )2 81,8=2  az2az, 

Donc fi est T -holomorphe sur U. On refait le même raisonnement à partir de ft  ,et ainsi de 
suite, pour obtenir le théorème. 
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Évidemment ce résultat nous incite à se demander si un développement en série d'une 
fonction T -holomorphe est possible? 

Théorème 10.2) 
Soit fU(ouvert)c C "2 —> C 2  tel que fc Ci(U). 
Si f est T -holomorphe sur U alors Vwo  e U il existe une boule Bwo  tel que 

Vw e e(wo)  B„ 	 _ won 	(#1) f(w)=I :-°-  n! 

et En=0 
P)(wo)  

n! (IW — W ol l ) converge. (#2) 

   

Preuve: (de #1) 
En premier lieu, remarquons que par le théorème 10.1), M )  existe Vfietif. De plus par 

la proposition 9.2), f=f1  + if où fi :Uc C 2_>  Cs est holomorphe pour i=1,2. Ce qui 
implique que Vwo e U, il existe une boule Bwo  tel que f;(w) = 	- wo)v pour i=1,2 
où w=wi  +iw2, wo =w? + iw? ,a, = 	e C , v = 1, v2) e 	, 

1 avi±v2.fi(wo)  (w - wo)v = (w1  - w?)vi (w2  - w.°)v2 et ai,1,2 = Y _ 	 pour i=1,2. 1 V2 (az  i y1(az2y2  
Ainsi, une grande partie du travail à déjà été fait. 

Remarquons aussi que wn =(w1  + iw2  )n =Eic_n 0  (+21‘) (}1, i)k(iw2)n-k = Ekn 0  (nk ) i )k 2 )n-k (i)n-k 

	

f  	an' (1 0) 	(  (n)fi 	M Maintenant, en posant a, - 	1  
n! 	"! (az  

on obtient que an(w - wo)" -
( ")(w o)  • ON - 

n! 

(  en)fi  i 	 env2) 	
k 

• v ?I (n) (w wOl y ( w 2  An-k(i)-k 

a(n )  z  0n-k a( n)f , 0\ki 	0n-k 	1 	 - 	— w?)I e  (14 2 W 2\J 
kn.._0(i)n—k [

k!(n
1
-k)! 	1)1 
	(1 it I 	Wij "11' 2 w ) 	k!(n-k)! 0,1 )n 

a  2 fi 	82f2 
	022; 	02fi  

De plus comme f est T -holomorphe, cela implique que 	- 	-I,
z 2 

 et 	 
ur lu 	z 1 )2 	az az 2 

k alf , 	 ah f2 	 akf, 
Donc (a,,), 

 - 
(a,i)k_1a,2  et oz  ,), 	i)k_l  a, 2  pour ke N (a). 
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Nous aurons besoin pour continuer des deux petits lemmes suivants: 

Lemme 10.1) 
anfi 	 anfo(„ek)  Sous les conditions du théorème 10.2) 

(ar 	
= h(n,k) ( az ( az 2)n-k lorsque n>0 et 0 < k < n 

où p(n,k)= 1 si n-k est pair (ou zéro), 
2 si n-k est impair, 

h(n,k)= Re(i) si n-k est pair (ou zéro), 
Im(in-k) si n-k est impair. 

Preuve: (Par le principe d'induction fini) 
Soit n>0 fixé et 0 

an{, 	 an  — h(L) 	 fp(L)  Posons L=n-k, ainsi notre hypothèse devient:  	 pour On-n (*). 
(az I)" 	ir-L(5z2)L 

Il est évident que l'hypothèse est vraie pour L=0. Supposons maintenant que (*) est vraie 
pour un 	et montrons qu'elle reste vraie pour L+1...n. Il suffit de remarquer que: 
anfi 	 anfp(L) 	 DY2  
(0) 	

— h(L) (az ir-L (a:2y 	— h(L) 	 (1) si L est pair (à l'aide de (a)), 
11n 	 )n-(L+1)(8  _2 )L+1  

anf, =—h(L) 	(a_ i)n-(L+1)(az2)L+1 (2) si L est impair (à l'aide de (cc)). 

Dans (1), lorsque est L pair on a que L+1 est impair, donc p(L+1)=2. 
De plus, h(L+1)=Im(iL+1)=Im(iL  i)=Re(iL)=h(L) car iL  est réel. 

Dans (2), lorsque L est impair on a que L+1 est pair, donc p(L+1)=1. 
De plus, h(L+1)=Re(iL+ I )=Re(ii-  i)=-Im(iL)=-h(L). 

anfi 	 a19ep(L+1)  Donc 

	

	 , i.e. que l'hypothèse reste vraie pour L+1. 
1Y1 

— h(L + 1) ( a: i r-cr,+1)(a12)L+1 

Lemme 10.2) 
an f2  an  fpi (n,k)  Sous les conditions du théorème 10.2), 	 — hi (n, k) 

(a:: 1)n 	(a= 1 lie(a77)n-k  
lorsque n>0 et 0 < k < n 

où pi(n,k)— 2 si n-k est pair (ou zéro), 
1 si n-k est impair, 

111(n,k)— Im(in-k+1 ) si n-k est pair (ou zéro), 
Re(i) si n-k est impair. 
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Preuve: (Par le principe d'induction fini) 
Soit n>0 fixé et 0 

a"f2 	anfpu,  Posons L=n-k, ainsi notre hypothèse devient: 	 pour 	(**) 
OZ 1)n 

— (L)(az, ir-L ( az 2)L 

Il est évident que l'hypothèse est vraie pour L=0. Supposons maintenant que (**) est vraie 
pour un 	et montrons qu'elle reste vraie pour L+1.n. Il suffit de remarquer que: 

an anf2 	 anfpw.) 	 ji 
— h /  (L) (az i)n-L (az 2)L 	— —hi (L) 	(az i)n-(L+1)(az2)L+1 (1) si L est pair 	(à l'aide de (a)), ( arl y 

Ônh  
= 1-1/ (L)(8,1),_(L+1)0_72)L+1 (2) si L est impair (à l'aide de (a)). 

Dans (1), lorsque L est pair on a que L+ 1 est impair, donc p'(L+ 1)=1 . 
De plus, h'(L+1)=Re(iL+2)=Re(_iL)=_ii,=4111(iii, 	)-h(L) car iL  est réel. 

Dans (2), lorsque L est impair on a que L+1 est pair, donc p'(L+ 1)=2. 
De plus, h1(L+1)=Im(iL+2)=-Im(iL  )=Re(iiL)=Re(iL+1  )=h'(L). 

zi 
3nf2 	 a

-(
fp(

)
L+i

z
)  

(3)n 	 2 Donc 	— h/(L+ 1) (az iyL+1 )L+1 , i.e. que l'hypothèse reste vraie pour L+1. 

Ainsi, an(w— wo) =En (wn-k 
k ! (n — k)! 
	(w — w (i)k(w2 — O n-k 

an  fpcn,k)  h(n,k) 	i)k (az 2)n-k 

a" f p/(n,k)  hi (n,k) (az  )k  (az  n-k 
k!(n — k)! 2' 	(w — w)k  (w 2 — wZ)n-k ). 

Comme p(n,k)#131(n,k), on a toutes les a ki  ,n_k  pour i=1,2 et ke tO, n} (j=1,2) .Le seul problème 
est peut-être le signe. Or 	h(n,k) = Re(i)Re(i) = 1 avec p(n,k)=1 si n-k est pair, 

= 	 = i avec p(n,k)=2 si n-k est impair 

et in-k+1  h'(n,k) = iIm(in-k+l)Im(in-k+is ) = i avec p'(n,k)=2 si n-k est pair, 
= Re(in-k+i )Re(in-k+1) = 1 avec pi(n,k)=1 si n-k est impair. 

Donc 	(14, won ,y?? r ,1 („, _0,)k(w2_ wY  ' 	 ' ;,2 	„,?)k(w  2 w(2))/7-1( 
- k=0 	

,„  
n! 

Linz  EL f")(w°)(w - 	_E- 0  .e  Ce qui implique que 	 )(w°)(nw! —we  L 	 n! 	
—f(w). Car les n=  

parties réelles-complexes primes et imaginaires-complexes primes se voudront des 
réarrangements respectivement de f i  et de f2  , lesquels convergent par le fait que f i  et f2  sont 
holomorphes. 



( 
1 
n! 

( 
1 
n! 

anf l  f .2  

\ 

1 )" 

a" fi 

(a.:2)"  

ani2 
(a:0" (a12)" 

—w i l +1 	— 14,2-  )" 

E /,?_1=0 Ânj  
W1 -14)1 	(1W2 — W2 
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an. fi 	. a"f2 o I / 	Io ( 114/ 1 -wil 	+ 1 .14'2 — ). (az I )" ± (az 1 )" 

Preuve: du (#2) 
On a que 

wor)n = 

   

f" )( wo)  
n! 

 

(1141 	W  Or ) ii  = ni ! 

    

	 an fi 	0\k/ 	0\n-k 
k!(ti-k)! (a=on 04/ 1  W1) 04)2  W)2 (14/  I — W)k  (14/ 2 — W C2) )"- k  k!(n-k)! (az  

n r  
•-dk=0‘.• 

an f2 
). 

Car 14, 1 - le? et w, - wc,)  sont E C ' et on sait que pour ze C ' et we r on a que 
ilk l i  = (Izl i)k  et lie.zl i  = Iwi l izl i  

aYi 	 anf („ k) 	&If,  
On sait aussi que: 	- h(n k) 	I' ' 	et 	- = h' (n,k) 	afP1(il' k) 	. où 

(al l)" 	' (all)k(al,r-k 	011)" 	(arak(a:,)n-k  
h(n,k) et h'(n,k) = ±1. 

Ainsi laul(lw— wo II)" = Ekn_o( 
fp(„,k) 

(w - w?)k  (w - w 9, )n-k  k!(n-k)! 	1 )k (a:: ,,)n-k 

 

1 	fp/(n 	 k f 	0\n-k 
k!(,,-k)!  (a_ i)k(az'2)n-À- (.11 / 1 — W 1) 0 4  / 2 W 2) 

n 	I 	1 	O• k 	 I 
I 	I 2 	 0,k 	0 ,n-kr 

k=o(Iak,„-kel )  - w) i 	4/ 2 -  w 2) 	lak.„-aw - 	(w 2 w) 2 

Car p(n,k) # p'(n,k). 

De plus LIZ:, E r Li-0 /tu  -0 l alc.n-k(W  1 — Wb k  (14' )  2 — Wbel-k l converge pour j=1,2. Car c'est un 
réarrangement de f lequel converge absolument comme série double. 

Donc Lun  EL 
n=0( E r; (E 	(w „,0\k,„, 

	

2 I 	k.n-k. I — 1) In' 2 — 	 converge. L->«, 	-0 

C'est à dire que itZ En L=0  (la„1/  (Iw - w 0  l)n ) converge. 

Ainsi E,7 0  la„I (lw - wo l i)n  converge. 

De plus, comme lu„(w - w0 )"1/ 	- wol ir on a par le critère de comparaison 
que la série converge absolument avec la norme I I I . 

01: 
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Abordons maintenant un théorème relatif à la convergence des séries de puissances dans 
le cas des tétranombres. 

Théorème 10.3) 
Soit f(w)=E:=0  a„w" avec a„ E T 
Alors il existe un 0 R 00 appelé un rayon de convergence 
avec les propriétés suivantes: 

i) La série converge absolument Vw avec Iwi<R. De plus, si 0 p < R 
la convergence est uniforme pour lw I p. 

ii) Dans lw I < R, f(w) est T -holomorphe. De plus, f(w) =Enc°  nan wn-1  
qui converge dans le même rayon de convergence. 

Aussi, -17  = nL—>zol 11  SUP I an I est un rayon de convergence possible satisfaisant les propriétés i) et ii). 

Remarque: 
Dans ce théorème, les normes I l ou l I /  peuvent êtres substituées indifféremment. 

Preuve: de (i) 
Posons 	sup FT  et R>0 (le cas où R=0 est trivial). 

Si iw I < R, on peut trouver un p tel que lwl <p < R. 
Alors 1,-, > +, implique, par la définition de limsup, que la„l < -kr /n No. 

w Donc, la 	r 	llnilw < 	1n No. 

Or,
fl  

11;71  < 1 implique queEǹ10  (1 '14) < 00 . Ainsi E: 0  kin I N'yi n  < 

De plus, lanwn 	1(41 lw in implique que E:0  lanwn I converge (par comparaison) 
Ce qui implique que E: 0  anwn converge (absolument). 

Pour montrer la convergence uniforme, considérons iwi p < R et choisissons 
un pi  tel que p < < R. 

17 

Ainsi, la„w n 	la„ I lwi" (1,-)7) In ?.,N10 . De plus, puisque E:_o  (f',) < .0 (car ipL), < 1) 

on obtient par le critère de Weierstrass que Eoe  , a„w" converge uniformément pour iwi p. 

Par la même occasion, on peut voir directement que f(w) est continue pour iwl p car la 
convergence y est uniforme et les anwn sont des fonctions continues. 



car 
w'o? + 	4-1  h + ( n2 ) WU-2  h2  + +hn  —w 

17-  
nW1  h 
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Preuve: de (ii) 
Premièrement, considérons g(w) = E: , na „w"- I . 

Alors Ti, = „L,,,,' sup ;/Ina„ I . /tin, ,,F7  • nL4mco  sup'Fa7,1 , car ',Fic—iii  I = irz eT et ,,im ;,/T7 = 1. 
Ainsi, g(w) a le même rayon de convergence(selon l I ou I J/)  que f(w). 
Il reste à montrer que ft (w) = g(w). 

Or, de la proposition 9.1) il suffit de démontrer que la fonction f :Uc T —> 
où U.--{w E 	: lw I < R} est 1-  -différentiable par limite Vwo EU avec Tr(wo) = g(w 0 ). 

On sait déjà de (i), que f est continue sur U. 

Aussi, (Pour des h suffisamment petits et inversibles) 

on a que 
f(wo  + h) - Rw 0 )  

g(w 	trn°_0  a „(w 0  +h)1  - E,7_0  anwg} - 	na ne 

= En=1 an 
(w + h)" - 

h 

 

n- nw 1  

 

    

Or (w + h)" - wro' 	n-1 

h 	nw 0  < ((lwol + 'hl)" Iwor  
Ihl 	

w o 	' 

   

< (n 
I

) v v
u 	

i hr-1 
— 2  

IWOI" (n
i ) iwo r-1 pi 4.  (n2) iwo r-21h12 ±... ihr iwo r 

lhi 
n i wo  r -1 

Donc f(w 0  + h) - o )  
h 	g(w 0 ) < r 	'an  { (Iwo I + 1/21)n  _ iwor 

ihi 
nlwol"-1  (*). 

   

R+iwo i Posons p = 2 < R. 

Ainsi on peut écrire (*) E: ia„ lp" • 1  pn .{(114 )01 ±1111)" - lwol  
ihi 

Or En-  0  la, I p" < co implique que lai,' pn ---> 0 lorsque n—> co . 
Donc, il existe un K tel que lan lpn < K V n. Ce qui implique que: 

ftw 0 ± h) - i(w  
h 	g(w 0 ) 

  

(Iwo I + Ih1)" — Iwo ln njwo 

(1) 	(2) 

 

co K 
Li n=1 pn  
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or,  m ._ 	(Iwolp 	
t'n 

	

+Ihn" 	 0  (Won" 
) 	= 	) 

	

(3) 	 (4) 

De plus, pour des h suffisamment petits: 

(3) .1 E.,  (W01+1/111" 	1  = 	  (car Iwo  I<p) , 
i h l 	P 	1/71 	

I 	(1w01+1h11 	IhI(P — (Iwo I + PI» 
P ) 

(4) = 	E:=0 ( iwp°1) n  — 	p 	01 et 

(2)  = 	 P  
1 	P 	(P Iwol)2  

Donc, (**)= K 

 

	

P 	P 	P 	 Kplhl  

	

Iwol 	Ihl 	P —  Iwo l ) 	(P- 114'01)2  J 	(P —  Iwo' — 1h1)(P -114)01).  

 

Or, L  
x—>° (p— Iwol— lxI)(P — 401)2  

m, 	KpIxi 	
—> 0 pour des xe R. 

Ihl < On a donc que VE > 0, 38 > 0 tel que 
(h inversible) 

f(w 0  + h) — J(w 0 )  
h 	

ew 0 ) 
Kplhl  

< 	— Iwo — h 1)(P — Iwo D' 
< E. 

  

Ainsi, f est T -différentiable par limite Vwo EU avec i(w0) = g(wo) . 
Ce qui implique que f (w) = 	na 	pour lw I <R. 

OCE 
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Chapitre 11 

Le but de cette dernière section est de particulariser le principe d'identité de C .2  pour 
les fonctions T -holomorphes définies de C e 2  --) C e 2  . 

Lemme 11.1) 
Soit f :Uc C 2  ---> C e 2  , T -holomorphe et Cl (U) où U est un ouvert connexe(domaine). 
Si il existe un wo  E U tel que gwolf (wo),f(wo), 	... sont nulles (Vn e 	 ), 
alors f(w) est identiquement nulle sur U. 

Preuve: 
Soit El  l'ensemble des points wo E U où gwo), ...,f")(wo), ... s'annulent (Vn E N), et E2  

l'ensemble des points wE U où f a au moins une de ses dérivées(ou f elle même) qui ne s'annule 
pas. Alors, U= E1  u E2  et E 1  E2  = ø. - 

Or E, est ouvert, car f r -holomorphe et Cl(U) implique que \Iwo e U il existe une 
f")(w  boule B„, tel que Vw E Bwo 	 f(w) =E 	77! 0 )(w wo)" (par le théorème10.2). Ce qui 77=c1 

implique que f(w) 0 dans la boule B„, lorsquef")(wo) =0 (Vn e #). De plus, par la 
continuité de fil)  (Vn G 11) on a aussi que E2  est ouvert. 

Comme U est un ouvert connexe, cela implique que E1  = 0 ou E/ = 0. Mais E 0 par 
hypothèse. Donc E2 	i.e. U=Ei  . Ce qui implique que fm 0 sur U. 

Definition 11.1) 
Soit f: Uc C 2*  C , r -holomorphe et Cl (U) où U est un domaine et f est 
non-identiquement nulle sur U. Si pour un Wo EU on a que f(wo) = 0 alors par 
le lemme précédent il existe un plus petit entier h tel que flh)(wo) # 0. 
On dira que wo  est un zéro d'ordre h. 

Remarque: 
Le lemme précédent nous assure qu'il n'y a pas de zéro d'ordre "00" si la fonction est 
non-identiquement nulle sur U. 
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Théorème 11.1) 
Soit f :Uc e 2  --> -2,r -holomorphe et C I  (U) où U est un domaine et f 
non-identiquement nulle sur U. De plus, supposons que f(wo) = 0 où wo  EU 
est un zéro d'ordre h. Alors, il existe une boule Biwo  sur laquelle 

f(w) = (w - wo )hfi,(w) où fh(w) y est continue 

J  
,(n+h)(w 0 ) 	n  

• 
00 et fh(w)- Z-dn=0 (n  + h)! 

(w W 0) 

Preuve: 
Comme f est T -holomorphe et (71  (U), cela implique qu'il existe une boule Bwo  sur laquelle: 

f(wo)  
n=0 n! 

E-
n +h)! 	

_ wo),7±h .  
(  

Pour plus de clarté, nous poserons an f(n)(wi o) . n. 

Notre but est évidemment de sortir (w - wo)h de la sommation. Si (w - wo) h  est inversible 
pour un we B„o  alors 	I  existe et  I  • E: 0  an±h(w - wo) = E:, a m-h(w - w o)" . Ainsi (w-wn)h 	(w-wo)h 
f(w) = (w - wo)h • E,e9, a „h(w - wo ). Qu'arrive-t-il si (w - wo) h est non-inversible? 

Il suffit de montrer que En-, an±h(w- won converge Vw E B 0 . 

Par le théorème 10.2) (#2), on a que En_oc°  lanli(iw - woi l)n  converge sur Bwo .De plus, 
comme ao ---0 pour On<h on a que 

/ / 	i n+h 	 / h 	
i)n E cc 	lani (IW WOI ) = 2./n_o lan+hl (IW WOI ) 	= ( 1W WOI ) • Ln=0 lan+hl (lw w ol 	. n=0 

Donc, E,7_0  lan+h i i(lw - Woll) converge sur B. 

Or, lan+h  • (w - w 11  ja„+/, I /(lw - wo l). Ce qui implique que E: 0  Ian+h(w-  wo)l i  
converge dans Bwo .Donc 	 clu+h(w - wo)" converge dans Bw„ car elle y converge 
absolument. 

Ainsi, comme la série fh(w) converge on a que 

wo) 	
co 

h  • E„_, a n±h(W W = E:, an,h(w - wo)n+h —j(W). 

Il reste maintenant à montrer que fh(w) est continue. 

gw) = E (w - w 

Or considérons un w1  # wo avec w i  E B1 0,on a donc que Eci°0 	- wo r)n  
converge. Ainsi la„.i.h  i(lw - wo  I 1:0  —> 0 lorsque n-> 00 et I an+hl /  (iw - w oi i )n  M,Vn 
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Soit maintenant w tel que lw — wo < lwi —wol avec w#wo  

	

Alors la,h(w — wo) l, lan+hr (lw — w or)n  = lan+hl 	  (lw — wo l i ) 
— wo 

	

w 	woll  _ c„ où 	 r  )" _ 

i.e. lan+i,(w — wo )11 1 /  c„ e R tel que Enm  0  c„ converge. 

Donc, par le critère de Weierstrass on obtient que Et:0  a,h(w — wo)" converge 
uniformément dans une boule Biwo  ayant un rayon <1w1 — wo l.  

Or comme les ah+h • (w — wo)" sont des fonctions continues sur Biw, et que la 
convergence y est uniforme, on obtient que E:0  an+h(w — wo)" est continue sur B 4O . 

Corollaire 11.1) 
Soit f:Uc C '2  —> C '2  , T -holomorphe et C l (U) où U est un domaine 
et f non-identiquement nulle sur U. Si f(wo  )=0 pour un w0  e U alors il existe 
un voisinage de wo  sur lequel f(w)=0 seulement si w-wo  est non-inversible. 

Preuve: 
Par hypothèse il existe un h>0 tel que f(wo) # O , i.e. fi,(wo) # O. Donc, par continuité 

fh(w) # 0 dans un certain voisinage de w0 . Or, si pour un w de ce voisinage, w-wo  est inversible 
et f(w)=0 on obtient que (w— wo)hfh(w)= O. Ainsi en divisant par (w— wo)/1  on obtient que 
fh(w) = 0,ce qui est une contradiction. 

Théorème 11.2) (Principe d'identité pour les tétranombres) 
Considérons f,g :Uc C 2>  C 2  T -holomorphes et Cl (U) où U est un domaine. 
Si f(w)=g(w) Vw e E où E est sous-ensemble de U possédant un point d'accumulation 
dans U (notons ce point wo  ) tel que les éléments de {w-w0  we El soient inversibles, 
alors f(w)=g(w) sur U. 

Preuve: 
Soit h(w)a--f(w)-g(w) sur U. Alors h sera de la forme C '2  —) C '2  , T -holomorphe et 

C (0). Supposons que h(w) est non-identiquement nulle sur U. 

Comme wo  est point d'accumulation de E dans U, cela implique qu'il existe {w h} 	EE 
tel que w„ —> wo et w„ wo Vn e N. Ainsi, m  ,, h(w) = ,O = 0= h(wo ) par continuité. 

Donc h(wo) = 0 et wo  est un point d'accumulation de {w„},7_0  tel que wn  -wo  est 
inversible Vn . Ce qui est une contradiction avec le corollaire 11.1). 

Ainsi, h(w) —= 0 sur U, i.e. f(w)=g(w) sur U. 
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Corollaire 11.2) 
Toutes les identités trigonométriques valides sur la droite réelle et ne se 
servant pas de la division sont généralisables dans le cas des tétranombres. 

Preuve: 
Le sinus et le cosinus sont des fonctions T -holomorphes et C' ( 	. De plus, si on 

prend, par exemple, we0 avec {1/4 0  alors w-wo  ---1/n sera inversible 'v'n e N.Et on conclut 
le résultat par le principe d'identité pour les tétranombres. 

a 

Remarque: 
Le théorème 11.2) est une particularisation du principe d'identité obtenu de l'analyse 
complexe dans C 2• 

0000000000000000C1000000000 
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Conclusion 
Beaucoup de résultats ont été énoncés, mais encore beaucoup de questions peuvent être 

soulevées. La raison en est que pour chaque résultat de l'analyse complexe dans C on peut se 

demander si une extension en est possible pour le cas des tétranombres. 

Ainsi, il m'aurait été quasi-impossible de faire de ce mémoire une analyse exaustive de 

tous les résultats de l'analyse complexe dans C que l'on pourrait potentiellement généraliser 

pour les tétranombres. 

Par contre, il est possible de suivre une ligne directrice à l'aide des plus grands résultats 

de l'analyse complexes dans C. Dans ce mémoire: les coordonnées polaires, la notion de 

différentiabilité, le développement en série ainsi que le principe d'identité on été ma ligne 

directrice de recherche. 

Pour ce qui est des résultats à venir, il semble que l'étude de l'intégral pour les 

tétranombres soit une voie évidente et naturelle à emprunter. Ayant personnellement commencé 

à explorer cette nouvelle voie, je peux actuellement en dire que certains résultats semblent 

réalisables, mais que les éléments non-inversibles rencontrés dans l'ensemble des tétranombres 

font pointer d'importants problèmes. 

Je souhaite donc bonne chance à tous ceux ou celles qui voudront explorer comme moi 

les nouvelles frontières de cette théorie. 
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