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"Celui dont le cri fait trembler les montagnes"

Le véritable esprit de joie, d'exaltation, le sentiment
d'étre plus quun homme, qui sont la pierre de
touche de I'excellence la plus haute, se trouve

dans les mathématiques comme dans la poésie.

- Bertrant Russell



Sommaire

Le but de ce mémoire est de présenter une structure mathématique généralisant les
nombres complexes. Les éléments de cette structure seront ici considérés comme de nouveaux

nombres et appelés "tétranombres”.

Différente des quaternions[4], qui se veulent la généralisation standard des nombres
complexes, la structure présentée dans ce mémoire dote A*=/£7? dune multiplication

commutative dans le but de permettre une extension de l'analyse complexe dans £ et une

particularisation de l'analyse complexe dans £ .

Les tétranombres se voudront aussi une généralisation de ce que Sobczyk dans [14]
présente comme les nombres hyperboliques. Ainsi, en plus de généraliser plusieurs résultats de
l'analyse complexe dans £, les tétranombres généralisent certains résultats obtenus dans le cas

des nombres hyperboliques.

11 faut aussi présiser que la structure présentée ici a déja été traitée dans un contexte plus
général par Ryan dans [12]. Par contre, la plupart des résultats rencontrés dans ce mémoire
seront différents ou plus précis que ceux rencontrés dans [12], car le caractere "général" de
l'article de Ryan n'a pas permis de faire ressortir le caractére "commutatif” de la structure

présentée dans ce mémoire.
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Introduction

Les tétranombres sont une généralisation des nombres complexes différente de celle

rencontrée avec les quaternions. L'idée intuitive est simple; il suffit de considérer une entité de la

forme a+bi mais cette fois avec a et b éléments des nombres complexes, i.e. a+bi avec a,be £ .

Mais alors, on se retrouve avec une expression de la forme (e+fi)+(g+hi)i avece,f,ghe # .
Et écrit de cette fagon, c'est encore un nombre complexe; c'est (e-h)+(f+g)i . Donc, pour garder

lidée d'une généralisation, il nous faudra utiliser une notation qui ne nous ramene pas aux
nombres complexes. Plus loin, nous verrons une notation pour les tétranombres qui nous
permettra de rester fidéles & l'intuition initiale. Mais d'abord, pour plus de rigueur, il nous faut

formaliser la structure a l'aide d'une notation vectorielle; celle-ci aura aussi son utilité, car elle

nous permettra de considérer les tétranombres comme des éléments de R

Formellement, un nombre complexe est un couple ordonné de nombres réels; I'égalité,

I'addition et la multiplication de nombres complexes sont définies de la maniere suivante:

(a,b)=(c,d) si et seulement si a=c et b=d,
(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)
et (a,b)(c,d)=(ac-bd,ad+bc).

On pourrait donc écrire le nombre (e+fi)+(g+hi)i comme le "vecteur" ((e,D);(g,h)). Mais a
ce stade-ci, il n'y a rien de défini. Par contre, on se rend compte que la structure va reposer sur

une définition adéquate de la multiplication.



Intuitivement, nous voulons considérer une multiplication analogue a celle des nombres
complexes. Nous allons donc considérer les vecteurs (a,b),(c,d).(ef).(gh)e £ avec Ila
multiplication suivante:

((a,b);(c.d))x ((e,D):(g.0))=(a,b)e,0)-(c.d)(g,h);(a,b)(gh)+(c.d)(e.D]
=[(ae-bf-cg+dh, aftbe-ch-dg);(ag-bh+ce-df,ah+bg+cf+de)].

Il serait donc légitime de considérer formellement la multiplication suivante:
(a,b,c.d)e(e.f,g,h)=(ae+dh-bf-cg,af+be-ch-dg,ag+ce-bh-df ah+bg+cf+de).

On peut donc définir formellement les tétranombres.
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Chapitre 1

Dans ce chapitre, on définira formellement l'ensemble des tétranombres pour explorer
par la suite ses propriétés de base et deux sortes de conjugués.

Définition 1.1)
Un tétranombre est un vecteur de # * dont l'égalité, I'addition et la multiplication sont
définies de la maniére suivante:

(a,b,c,d)=(e,f,g,h) si est seulement si a=e, b=f, c=g et d=h,
(a,b,c,d)(e.f,g.h) = (atebtf,ctd,dt+h)

et (a,b,c,d)e(e,f,g,h)=(ae+dh-bf-cg af+be-ch-dg,ag+ce-bh-df,ah+bg+cf+de).

Cette définition englobe celle des nombres complexes.

Définition 1.2)
Un nombre complexe est un tétranombre de la forme (a,b,c,d) ot b,d=0. Aussi, le vecteur
(a,0,c,0) sera noté a+ci.

Cette définition est 1égitime, car les nombres complexes définis (par cette définition) sont
isomorphes aux nombres complexes déja connus. Pour voir cela, il suffit simplement de
remarquer que (a,0,c,0)#(e,0,g,0)=(ae-cg,0,ag+ce,0).

Aussi, comme conséquence de la définition 1.2) on note que les nombres réels sont de la
forme suivante: (a,0,0,0) ou ae #. De plus, comme dans le cas des nombres réels ou
complexes, le ” @ ” représentant la multiplication des tétranombres sera souvent omis.

Définition 1.3)
Un nombre complexe prime est un tétranombre (a,b,c,d) ou c,d=0. Aussi, le vecteur
(a,b,0,0) sera noté a+bi'.

Les nombres de la forme (a,b,0,0) sont aussi isomorphes aux nombres complexes
habituels, car (a,b,0,0)e(e,f,0,0)=(ae-bf,af+be,0,0).
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Notations:
L'ensemble des tétranombres sera noté¢ 7 .
L'ensemble des nombres complexes sera noté¢ £ .
L'ensemble des nombres complexes primes sera noté¢ & ° .
L'ensemble des réels sera noté 4 .

Voici maintenant d'autres fagons équivalentes de représenter les tétranombres, celles-ci
seront utilisées par la suite sans distinction. Les voici:

1) De facon analogue aux quaternions:

7 ={atbi+ci+dj : i*=i*=-1, j*=1 et ij=-1', ij=-1, ii'=j ouab,cde A }.
Ainsi w=(a,b,c.d) "=" a+bi+ci+dj, £ ={atbi:abe # } et £ ={atbi':abe # }.
Avec cette représentation, on voit bien que les tétranombres sont une géneralisation des
nombres complexes. Aussi on constate que c'est en méme temps une généralisation des nombres

doubles(ou hyperboliques), i.e. les nombres de la forme a+bj tel que j?>=1.

2) Comme £ munie d'une multiplication:

]-:{(:1,52) € f‘? ou w)ew; =(:1,:2)°(:3,:4)=(Z1:3—.:'224,:1:'4 +:’2:3) }
Ainsi, w=(a,b,c,d) "=" (a+bi,c+di).

Remarques:
1) II sera plus utile par la suite de voir cette définition comme des couples dans £ * .
Ainsi w=(a,b,c,d) "=" (a+bi',c+di").

i1) La multiplication considérée est analogue a celle des nombres complexes.

3) Comme complexification des nombres complexes:

T ={c1+0i:21,00e £7 ou (zi+n2)e(@3+za) =123 —2224) +(C1za +2223)00 ).
Ainsi, w=(a,b,c,d) "=" (atbi')+(c+di")L

Venons-en aux propriétés algébriques de 7 .

Propriété 1.1)
L'addition est associative,
e (wrw, frw, =w, +H(w, tw; ) (VY w, )(Vw,)(Vw;)e 7.

Propriété 1.2)
L'addition a un élément neutre, noté 0 et appel€ zero,
i.e. wr0=0+w=w (vw)e I .



Page 3

Propriété 1.3)
Chaque élément we 7 posséde un inverse, noté (-w), par rapport a w,
L.e. WwH(-w)=(-w)+(w)=0 (Vvw)e T .

Propriété 1.4)
L'addition est commutative,
Le. witw,=w,tw,  (VYw))(Yw,)e T .

Les propriétés précédentes sont évidentes, car elles le sont dans & *. Celles qui vont
suivre sont specifiquesa 7 .

Propriété 1.5)
La multiplication est associative,
1e. wie(wew)=(wew,)ew,  (VYw),(Yw,),(Vwy)e 7 .

Preuve:
Posons w,=z +z2i, W,=z3 + 241 €t w;=z5 +zZgi.
Alors, w,(W,w;)=(z1 +z21) ® ((z3 + z47) ® (z5 + z61))
=(z1 +z20) o (2325 ~ 2426) + (2326 + z425)i)
=((z1z3z5 —z212426) — (222326 + 222425)) + (212326 + 212425) + (222325 — 222426))i

Et, (W, w,)W,=((z1 + 220) ® (23 +z47)) ® (25 + 261)
=((z123 —2224) + (2124 + 2223)i) ® (25 + 261)
=((31;’325 = 222425) - (213426 + 222326)) + ((212325 = 2224:6) + (212425 +ZzZ3Zs))i
o]

Propriété 1.6)
La multiplication est distributive par rapport a l'addition,
1.e. wo(W, W )=w ew,tw ew, et (wTw,)ew,=w e w,tw,ew, (*).

Preuve:
Il suffit de montrer que w, (W,+w,)=w,w,*w,w; , car (*) sera automatiquement vraie
moyennant la propriété 1.7). Posons w,=z + 227, W,=z3 +z47 €t W;=z5 + Z¢i.
Alors, WI(W2+W3)=(21 +za0)® ((23 +z5)+(z4 +26)))
=(z1(z3 +25) —z2(z24 +25)) + (21(24 +26) +22(z3 +25))i
=(Z]Z3 +Z2125—222Z4 —2225) + (2124 +2Zi1Z¢ + 2223 +2225)i .

Et, w,w,tw, W, =((z1 + z20) ® (33 + 241)) + (21 + 220) ® (25 + Z61))
=((z123 —z224) + (2124 + 2223)D) + ((2125 — 2226) + (2126 + 2225)0)
=(z123 ~ 2224 + 2125 — 2226) + (2124 + 2223 + 2126 + Z2225)i .
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Propriété 1.7)

La multiplication est commutative,

Le. wew,=wew,  (Vw),(Vwy)e 7.
Preuve:

Posons w,=z| +z2i, W,=z3 +z4i.
Alors, WIWZZ(Z] +rai)® (g3 +oyl) = (G123 — 2224} + (212 +2023)i
Et, woaw,=(z3 + 2a0) ® (2| +220) = (C351 —2aZ2) +(E322+2aZy)i .

8]

Propriété 1.8)
La multiplication a un ¢lément neutre, noté 1 et appelé élément unité,

Lew=wel=lew (Vw)e 7.
Preuve:
La démonstration est évidente en prenant 1=(1,0,0,0).

0

Mais, ce ne sont pas tous les éléments de 7 qui possedent un inverse multiplicatif.
Exemple, (1,-1,1,1) n'a pas d'inverse.

Pour le prouver, on va supposer le contraire.

Supposons qu'il existe un w=(a,b,c,d) € 7 tel que we(1,-1,1,1)=1.

Alors, (a,b,c,d)(1,-1,1,1)=(1,0,0,0), i.e. (a+b-c+d,-atb-c-d,a-b+c+d,a+b-c+d)=(1,0,0,0).

Ceci implique que: atb-c+d=1 (*), -a+b-c-d=0, a-b+c+d=0 et a+b-c+d=0.

Donc, b=a+(a+b+d)+d et ainsi a=-d. On en déduit que b=c, ce qui est une contradiction avec (*).

_ En conclusion, on peut affirmer que 7 =( £ * , +, o) est un anneau commutatif et unitaire.
Par contre 7 n'est pas un corps, car ce ne sont pas tous les éléments qui possedent des inverses
multiplicatifs.
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Dans ce qui suit, deux sortes de conjugués vont étre présentés. On constatera que ceux-ci
ont des propriétés symétriques.

1¢ sorte; (a,b,c,d) =(ab,-c,-d) 1e z1+z2i=1zy—221.

2

Il est 4 noter que (g, 0, ¢,0)=(a,0,-¢,0). Ce qui généralise le conjugué de & .
De plus, si w=(a,b,c.d) alors ww=(a?-b*+c3*-d?2ab+2¢d,0,0) e £ * .

Et w=(a,0,c,0)e £ implique que |wP=ww=(a?+¢2,0,0,0)=a*+c* ¢ # .
Donc Jww = J(az +¢2,0,0,0) = Jya*+c? , ce quiest la norme dans £ .

Remarque:
Si w=(a,b,c.d), on obtient que ww=(a+bi'*+(c+di')? = (z1)% + (z2)°.

Propriété 1.9)
witwr=Wi+wz;  (Yw)(Vw,)e 7.

Preuve:

Posons w,=(a,b,c.d) et w,=(e.f,g.h).

Alors, w) +wiy =(a+e,b+f,c+ g ,d+ h)=(ate btf,-c-g -d-h)=(a,b,-c,-d)+(e f,-g,-h)=w7 + W3.
o]

Propriété 1.10)
wi—wr=wi—-wz2 (Vw,),(Vw)e T .

Preuve:

Posons w,=(a,b,c.d) et w,=(e.f,g,h).

Alors, Wi —w; = (a—e, b—f,c — g, d— hy=(a-e,b-f,g-c,h-d)=(a,b,-c,-d)+(-e,-f,g,h)
=(a,b,-c,-d)-(e.f,-g,-h)y=w71 - w2.

o
Propriété 1.11)
w=w (Ywye I.
Preuve: _
Posons w=(a,b,c,d). Alors w=(a,b,-c,-d) et w=(a,b,-(-c),-(-d))=(a,b,c,d)=w.
o
Propriété 1.12)

Wiew; =W eW,; (VW1 ),(VWZ)E f

Preuve:
Posons w,=(a,b,c.d) et w,=(e.f,g,h).
Alors, w,w,=(ae-bf-cg+dh,af+be-ch-dg,ag-bh+ce-df,ah+bg+cf+de). Ce qui implique que
wiw; =(ae-bf-cg+dh,af+be-ch-dg,-ag+bh-ce+df,-ah-bg-cf-de).
Or, wi.wz: =(a,b,-c,-d)(e.f,-g,,-h)=(ae-bf-cg+dh,af+be-ch-dg,-ag+bh-ce+df,-ah-bg-cf-de).
o
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P Rm————,
2° sorte: (a,b,c,d)y=(a,—b,c,—d) .

Il est a noter que I(a, b, o, 0)I=(a,-b,0,0) . Ce qui généralise le conjugué de £ .
De plus, st w=(a,b,c,d) alors w$=(a2-cz+b2-d2,0,2ac+2bd,0)e .

Et w=(a,b,0,0)e £ * implique que |w/*=ww =(a*+b2,0,0,0)=a*b%*c & .

Donc */W_ij = ,/(az +b%,0,0,0) = J(a*+b%) ,ce qui est lanorme dans £ *

Remarque:
Si w=(a,b,¢,d) alors w'w'= (a+ci)=+(b+di)2.

Propriété 1.13)

—t—

Wi+ws=wi+ws (Vw, ) (Vwye T .
Preuve:

Posons w,=(a,b,c,d) et w,=(e.f,g,h).

Alors, wy +w, =(a+e,b +f,c+g,d+ h) =(ate,-b-fc+g,-d-h)=(a,-b,c,-d)+(e,-f,g,-h)=w + w.
o

Propriété 1.14)
Wi— W =Wi—wWs (Yw,),(Vw,e 7T .

Preuve:

Posons w,=(a,b,c.d) et w,=(e.f,g,h).

Alors, wi — w2 =r(a —e,b—f,—g,d- h5=(a-e,-b+f,c-g,-d+h)=(a,-b,c,-d)+(-e,f,-g,h)
=(a,-b.c,-d)-(e,-L,g-h)=w1 — W2

Propriété 1.15)
P

~~
w:

w (Vw)e I

Preuve:
~

A —
Posons w=(a,b,c,d). Alors 717=(a, -b,c,~d)=(a,b,c,d)=w.
o
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Propriété 1.16)
Wiwa = W W, (Yw)(Vwye T .

Preuve:
Posons w,=(a,b,c.d) et w,=(e,f,g,h).
Alors, w,w,=(ae-bf-cg+dh,af+be-ch-dg,ag-bh+ce-df,aht+bgtcf+de). Ce qui implique que

wiw, =(ae-bf-cg+dh,-af-be+ch+dg,ag-bh+ce-df,-ah-bg-cf-de).

Or, wiw2 =(a,-b,c,-d)(e,-f,g,-h)=(ae-bf-cg+dh,-af-be+ch+dg,ag-bh+ce-df,-ah-bg-cf-de).
o]

Récapitulatif:

Propriétés: (w)

1. wi+wy,=w;+w2
2. Wi—wi=Ww;— W2
3. w=w.

4. whwy=w; wa.

Si w=(a,b,c,d) "=" z, +z, 1 alors ww=(a*-b*+c*-d*,2ab+2¢d,0,0)
=(a+bi'2H(c+di'P=(z, ) Hz, Ye £ .

Si w=(a,0,¢,0)=a+ci alors W =(a,0,-c,0), i.e.a+ci=a—ci.
De plus wiw=(a*+¢2,0,0,0), ainsi yww = Ja®+c¢? =latci|, i.e. la norme usuelle de £

I A
Propriétés: (w )
T A
1. W1 +W2 =W +Wa
——— e A
2. Wi—Wr=W;—Wji.
-
B
3. w=w,

e ISn e
4. W Wy =W W;.

Si w=(a,b,c,d) alors wfv7=(a2-cz+b2-d2,0,2ac+2bd,O)=(a+ci)2+(b+di)2e L.

—
Si w=(a,b,0,0)=a+bi' alors w=(a,-b,0,0), i.c. a+bi’ =a—bi'.

De plus ww =(a>+b%,0,0,0), ainsi Jww = Ja?+b? =a+bil, i.e.lanorme usuellede £ .
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Chapitre 2

Dans ce chapitre, on caractérisera les €léments non-inversibles de l'ensemble des
tétranombres. Par le fait méme, on trouvera des structures algébriques isomorphes aux
tétranombres.

Etant donné que 7 est un anneau unitaire commutatif, on sait que si we 7 posséde un
inverse, il sera nécessairement unique.

Preuve:

Soit w, w' et w'e 7 tels que ww'=1 et ww"=1, ou 1=(1,0,0,0).
Alors, w'=(1)w"=(w'w)w"=w'(ww")=w'(1)=w'. Ce qui implique que w=w".
Donc si l'inverse existe il est nécessairement unique.

Tout les nombres complexes et complexes primes non-nuls, i.e. les nombres de la forme
(a,0,b,0) et (a,b,0,0) avec a,b=0, sont inversibles car ces structures sont isomorphes aux nombres
complexes déja connus. On a alors que (a,0,b,0)" =(5%5,0 —2_0) et (ab,0,0)! =

5 al+b? P T g24p?

. s

(a2+b2 *al+h? ’O’O)'

On sait aussi que dans £ z'= 12  Essayons de trouver une formule similaire pour 7 .
: 77

—
Comme ww = (a>-b*+¢?-d?2ab+2cd,0,0) e £, alors (Www)(ww) € A .
Il serait donc l€gitime, intuitivement, de poser:

= s
1 PN
wo! = B o wimy(wim) = 0.
(WY WIT)
Proposition 2.1)

Soitw etw, e 7.
Siw, et w,sont inversibles, alors w, ew, est aussi inversible et (w, w,)" =w, " w,"

Preuve:
; -1 -1y — -1 -1 i - -l =
Ona que (W, W, )(W,” W, " ) =w (W, w," Jw, ~ = w, (1w, " =w, w, " = 1.
Et donc, (w, w,)'=w,” w, " =w," w,”" par commutativité.
ol
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Proposition 2.2) L
Soit we 7 . Si west inversible, alors W est aussi inversible et (W)™ = w™!.

Preuve: _
On a que (W)(w™)=ww™ =1 = 1. Ce qui implique que (W)~ = (w!).
o

Proposition 2.3)
Soit we 7 . Si w est inversible, alors w est aussi inversible et (;h =wl

Preuve:
=

r‘—H
On a que {'_L)(w‘l) ww-! = 1 = 1. Ce qui impligie que (w)~! =

r—’%
wo
a

Proposition 2.4) .
Si (wv—v)(;T;) # 0, alors w est inversible et w' = gl_-l:h(%j’)
(WW)(wW)
Preuve:
Ona que Iwe(C2ID) = o[ 1 o)) | o[ o |

(WP
De plus (ww)(ww) € & , donc inversible si(ww)(ww) = 0 .
Comme (wW)(:vAv_;) # 0 par hypothese, cela implique que (wiv) = 0 et (;;4:/) # 0.
—

Mais comme ww,ww € £ “ et # 0, cela implique qu'ils sont inversibles
o ——
et que [(wv_v)(wW):l = (ww) [ (ww)~L.

Dane, [ =1 o (L e W)(WwB) 1l = we T o (wip) ! = (W) (W)~ = 1
@]

D'un autre cote, wr»?=(a2—02+b2—d2,0,2ac+2bd,0)e £ . Alors, on obtient que (w%(w% e A.
Ainsi, il semble aussi [égitime de poser:
w! =QM_ si (Ww)ww) =0,

W)

Proposition 2.5)

i = (L)
(WO W)

Si (wﬂ(wﬁ # 0, alors w est inversible et
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Preuve: —
Onaquel= {QM =we [(1 . %(w%:l . [(w??)(w%}
L oww) .
De plus (w%(@ e R , donc inversible si (ww)(ww) = 0. L
Comme (W%(W%O par hypothese, cela implique que wW et ww sont # 0.

Mais comme ww ,ww e £ et 0, cela implique qu'ils sont inversibles

et que [(w%(%r — W) W)
Dong, Tewe La's s (rw) syt s (rmy— = iyl =1
[®]

¥

Essayons maintenant de caractériser les éléments qui n'ont pas d'inverse. On sait que l'on

ne peut trouver d'inverse a l'aide des propositions 2.4) et 2.5) lorsque ww = 0 et ww=0.
Commengons donc par chercher les conditions nécessaires et suffisantes (<) pour que ww = 0.
Soit w=z, + z,1 tel que ww = 0. Ceci est équivalent & ce que (z1)? +(z2)* =0, ou z, =a+bi' et z,
=c+di'. Or, (z1)?+(z2)* =0 si et seulement si (z1)> =—(z2)? <z =i’z 0uzy =—i'z; . Ce qui
est aussi €équivalent a ce que atbi'=-d+ci' ou atbi'=d-ci, i.e. (a=-d et b=c) ou (a=d et b=-¢c).

On a donc la propriété suivante:

Lemme 2.1)
Soit w=(a,b,c,d)e 7 . Alors ww = 0 < (a=d et c=-b) ou (a=-d et c=b).
o

De la méme fagon ww = 0 < (z3)2 +(z4)> = 0, o0 z,=a+ci, z,=b+di et w=(a,b,c,d).
Ainsi, ww =0 (z3)* = —(z4)*. Et ceci est équivalent a ce que (a=d et b=-c) ou (a=-d et b=c).

On obtient ainsi le lemme suivant:

Lemme 2.2)

Soit w=(a,b,c,d)e 7 . Alors ww =0 (a=d et b=-¢) ou (a=-d et b=c¢)
o

11 s'ensuit,

Corollaire 2.1)

Soit w=(a,b,c,d)e 7. Alors ww =0 < ww =0
@]
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Comme ww =0 si et seulement siww =0 et que l'inverse de w s'il existe est unique,
=P g A~
L (LeWw®) _ (e WwwW) _
WRDWE) W)
Les tétranombres w=(a,b,c,d), qui sont de la forme 1) a=d et c=-b ou 2) a=-d et c=b sont

donc trés importants. On sait que si w n'est pas de la forme 1) ou 2) alors w' existe. Il reste a
montrer que si w est de la forme 1) ou 2) alors w' n'existe pas.

R Caom . L
alors si ww # 0 ou ww # 0 on obtient que w

Ceci est un intéressant probléme a résoudre car il revient a vouloir caractériser les
tétranombres qui ne sont pas inversibles. Il ne faut pas oublier qu'il pourrait exister d'autres
fagons d'obtenir des inverses autre que par les props 2.4) et 2.5).

Essayons donc de caractériser les tétranombres qui n'ont pas d'inverse!

Pour cela on se doit d'introduire une notation matricielle aux tétranombres.

Nous savons déja que { [Z —ab ) |a,b e A } estisomorphe aux nombres complexes

habituels. Dans ce cas, pour avoir les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un nombre
complexe a+bi ne soit pas inversible, il suffit d'obtenir les conditions nécessaires et suffisantes

) a —b ) g : : y ‘ e
pour que la matrice [ 5 ) ne soit pas inversible. Ce qui revient a trouver les conditions
a

nécessaires et suffisantes pour que le Det[ Z =5 ] =0.
a

a —b

Ici,leDet(a . ] =
b a

=az+b2.Donc,Det( j=0<:>a=Oetb=O‘

Pour les tétranombres, existe-il une telle matrice?

c+di a+bi
Et comme chaque nombre complexe peut lui aussi étre substitué a une matrice, cela donne
(@ =bi—c & )
b a -d -c
c—d a -b
d c b a

Iy ' % . . a+bi —(c+di
Intuitivement on pourrait considérer une matrice de la forme suivante: ( ( ) ) :

intuitivement la matrice suivante:

Mais ceci est intuitif, il nous faut donc démontrer l'isomorphie entre les tétranombres et les
matrices de ce type.
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(a-b-—c d)
b a —-d —c
¢c -d a -b
d ¢ b a
alors M= (H,®, ® ) est un anneau (sous-anneau des matrices) ou:
@ est l'addition habituelle des matrices
et ® est la multiplication habituelle des matrices.

Plus clairement considérons H= { | abcde # 1},

Considérons aussi #°* = {(ab,c.d) | abecde A 1},
alors 7 = (A * e +)estun anneau (Ce sont les tétranombres) o
+ est l'addition habituelle des vecteurs
et o estla multiplication des tétranombres.

Proposition 2.6)

¢
M=H®,®)= 7T=(R"* o+ " isomorphisme"

avec ¢ -M— 7
A—op(A)

(a—b - d )
. b a —-d c
ou ¢ S g =(a,b,c,d).

d ¢ b a

Preuve:
Pour avoir un isomorphisme d'anneau il faut que ¥ AB € M,

(@) eA®B)=0(d)*0(B),
(b) o4 D B) =)+ 0(B)
et (c) o doit étre bijective.
(c): bijection
injection: On veut VA.B € M, ¢(4) = ¢(B) implique 4 = 5.

(a-b-c d ) (e—f—gh\

S Y B | f e -h-g
Soit 4 = = By oo et B= ErE;
& 0 b« heg f e

Alors, p(4) = ¢(B) implique (a,b,c.d) = (e,f,g,h), i.e. a=e, b=f, c=g, d=h.
Donc A =B.
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surjection: On veut que VWe 7 quiil 3 A € M tel que p(4) = I7.

(a—-b - d)
b a —d —c
¢c —d a -b
d ¢ b a

Soit W=(a,b,c.d) et A=

Alors ¢(4) = W. Donc ¢ est bijective.

(b): On veut montrer que ¢(4 © B) = ¢(4) + ¢(B).

(a+e ~b—f —c—g d+h )
b+f a+e —~d-h —c—g
c+g -d-h a+e -b-f
d+h c+g b+f a+f

Or,p(4d® B)=0 =(@+eb+fc+g,d+h)

=(a,b,c,d)+(e,f,g,h) = ¢(4) + o(B).

(a): On veut montrer que (4 ® B) = ¢(4) ® ¢(B).

(ae—bf—cg+dh —af—be+ch+dg —ag+bh—ce+df ah+bg+cf+de )
af+be—ch—dg ae-bf-cg+dh —ah—bg—cf—de —ag+bh—~ce+df
ag—bh+ce~df —ah—bg—cf—de ae—bf-cg+dh —af-be+ch+dg
ah+bg+cf+de ag—bh+ce—df af+be—ch—dg ae-bf-cg+dh

Or, (4 ® B) =

=(ae-bf-cg+dh,af+be-ch-dg,ag-bh+ce-df,ah+bg+cf+de)

=(a,b,c.d)e(e.f.g.h) = p(4) * 9(B).
o]

On a donc un isomorphisme d'anneau entre M et 7 . La conséquence principale de cette
isomorphie est que we 7 est inversible si et seulement si @' (w) est inversible.

Mais le déterminant d'une matrice de 1'anneau M est trés long a calculer, ainsi il nous
faudra considérer un autre isomorphisme. Le voici:

_ [ a+bi’ —(c+di’)j \ (a+bi’ —(c+di’)]_ , "
7= {(c+a’i’ a+bi’ PRSI oh c+di’  a+bi’ =B R bR )

Cet isomorphisme est facile 4 démontrer. De plus il est conforme a I'intuition de départ et
plus facile pour le calcul du déterminant. L'autre isomorphisme a ¢été démontré en vue d'un
usage ultérieur. :
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Remarque:
L'usage du 1 ou du 1’ dans la matrice est parfaitement équivalent.

Lemme 2.3)
[ a+bil —(c+a’i’)) L = = S
Soit A (c-*—di’ Y . Alors Det(A)=0 < (a=-d et c=c) ou (a=d et b=-c).

Preuve:
a+bi’ —(c+di")

Lo ol | =0, e (arbi(erdi=0.

Det(A)=0 si et seulement si

Or ww = 0 < (a=-d et c=c) ou (a=d et b=-c), par le lemme 2.1.
@

Donc y(4) = (a,b,c,d) n'est pas inversible si et seulement si (a=-d et b=c) ou (a=d et b=-c).
On a donc le théoreme suivant:

Théoréme 2.1)
Soit w=(a,b,c.d)e 7 .
Alors w n'a pas d'inverse multiplicatif si et seulement si (a=-d et b=c) ou (a=d et b=-c),

i.e. si w est de la forme (u,v,-v,u) ou (u,v,v,-u) avec u,ve # .
o

Corollaire 2.2)
Soit w=(a,b,c,d)e 7 .

Alors w est inversible < ww # 0, 1.€. si et seulement si (a+bi")*+(c+di')?= 0.
o

Corollaire 2.3)
Soit w=(a,b,c,d)e 7 .

Alors w est inversible <> ww # 0, 1.e. si et seulement si (a+ci)*+(b+di)* = 0.
o

Rappelons-nous que lorsque w' existe, il peut s'écrire explicitement de la maniére suivante:
L _(LewEm) _ (AW
W= ——— ] ( )
WRHWw)  (WWIW)

Cette fagon d'écrire a évidemment pour but d'avoir un dénominateur réel, mais st 'on se

contente d'un dénominateur complexe ou complexe primes , alors on peut €crire:
—~

w'! =

Wl
S
ww

3=

La preuve se veut la méme que pour (*) mais en plus simple.
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Chapitre 3

Ce chapitre est voué a I'exploration des solutions possibles de I'€quation du second degré
a coefficients réels. Nous essayerons ainsi d'étendre les solutions a I'ensemble des tétranombres.

Notre but est de trouver les racines d'une équation du second degré.
Soit w=(x,y,z,q)e 7 . Et soit 'équation du second degré aw*+bw+c =0 avecabetce # .
Alors, aw*+bw-+c = a(x,y,z,q)*+b(x.y,z,q)+c

= a(x2-y*+q*-2%,2Xy-22q,2Xz-2yq,2xq+2yz)+b(x,y,z,q)+c(1,0,0,0)

= (ax?-ay*+aq®-az>+bx+c,2axy-2azq+by,2axz-2ayq+bz,2axq+2ayz+bq).

Cherchons les conditions sur x,y,z,q pour que aw*+bw-+c = (.

On a quatre équations:

U = ax*-ay*+aq*-az*+bx+c,
V = 2axy - 2azq + by,
K =2axz - 2ayq + bz,
et L =2axq + 2ayz + bq.
Et on veut que U,V, et L = 0 en méme temps, avec a#0.

Supposons donc U,V, et L = 0 et cherchons la forme dont doit avoir w=(x,y,z,q) pour satisfaire a
ce systeme d'équations.

Si g=0, alors L=2ayz=0. Donc yz=0, ce qui implique que (1) y=0 ou (2) z=0.

Dans le cas ou_y=0 (1), on obtient que K = 2axz + bz = 0. Ce qui est équivalent a ce que
2(2ax+b)=0, donc z=0 ou 2ax+b=0. Or dans le cas ou.z=0, on obtient que U=ax*+bx+c=0.

—b+ Jb*—4dac

Ainsi x= si b>-4ac > 0. D'un autre c6té, 2ax+b=0 implique que x=§§.

2a
b2 g B o o =b%  b* _—h% 2b* 4dac _ b2-4ac
SRS a4a2 = 2a+c—0,1.e. a‘_4a+2a &= 4a+4a 4a ~  da
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_p2 +Jdac-b% .
Donc :2=ig:Tb,donc::4a+ sib*4ac < 0.
a

Dans le cas ou z=0 (2), alors V=2axy+by=0. Donc y(2ax+b)=0, i.e. y=0 ou 2ax+b=0.
-b+ Jb? -4ac

Lorsque y=0 on obtient que U=ax*+bx+c=0, 1.e. x= 2a si b®-4ac > 0.
2 2
D'un autre c6té, lorsque x= 2b implique que U——— —ay* - 3— +c=0.
a
=B B b2 26 dac St L A PR
Alors —ay* = 1 + 55 =45 Lo s o et ainsi y= 2 si b*-4ac < 0.
Donc: sig=0 ona
_h+ Jp2_

(a) y=0 avec z=0 et x= e ga 3% si b>-4ac > 0.

=ih +yJdac - b? 495

= = = -dac <

(b) y=0 avec x g et z g si b -4ac < 0.

- +/4ac - b2 .
(c) z=0 avec x= b et y== e sib’-4ac < 0.

2a 2a
Si g 0, alors L=2axq+2ayz+bq=0. Ce qui implique que x = :—q—: = —2-%.
Donc K_—Zqzy. 2g_b —2ayq + bz = 2qy“ —bz-2ayg+bz=0.
On obtient ainsi que yz* +yq®=0, i.e. y=0. Cette derniére information nous indique que x=£—2 et

Z 2
que V=-2azq=0, ie. z=0. Ainsi U= 4b = Sa =0, ce qui implique que
T

b 2 b _=h* 2b2 _dac _ b2 -4ac _tybi—dac ., N
1a T ad 2a!+c—0 Donc aq’ T A g ;L& g S - i sib“-4ac > 0

Donc:sig#0 ona
+Jb*—4dac

S e i - _=b
(d) y=0 avec z=0, q 7a sib°-4ac > Oetx 2
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En résumé: Voici les formes possibles de w lorsque aw?+bw-+c=0,

—bt Jbt-dac
% ,0,0,0).

(a) b*-4ac > 0 avec w=(

_b  tydac—b?

(b) b*-4ac < 0 avec w=(—b, 0, M,O ).
2a 2a

2a

p todac—b? 0,0)

(¢) b*-4ac < 0 avec w=(§,

+/b% —4dac )
2a ’

(d) b>4ac > 0 avec WZ(E—z, 0,0,

On peut ainsi énoncer le théoréme suivant:

Théoreme 3.1)
Soit w=(x,y,z,q)e 7 .
Alors w est solution de 'équation ah*+bh+c=0 avec he 7 etab,ce #
si et seulement si w est de la forme (a),(b),(c) ou (d) du résumé précedent.

Preuve:

Par ce qui a été fait auparavent, il nous reste seulement a vérifier si les solutions du
résumé sont de bonnes solutions. Or on peut vérifier facilement que ceux-ci sont de bonnes

solutions.
o

Corollaire 3.1)
Les solutions de 1'équation ah*+bh+c=0 avec he 7 etab,ce #
sont les suivantes: A = 52 —4ac  (Dans ce qui suit "+” doit étre pris au sens de "+ et - 7)

l)siA>O,(—b—i‘/—é——,0,0,0je( 0,0, ‘/_)

2a 2a’ 7’ 2a
R _p =
2)siA <0, (—b,o,:—A,oj e L et (—b,i,o,oj e ",
2a 2a 2a’ 2a

3)siA=0, (E_Z’O’O’O)'

Preuve:
Direct du théoréme précédent.
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Chapitre 4

Ce chapitre est vou¢ a l'exploration des propriétés de diverses fonctions trigonométriques
pour les tétranombres.

La premiere €tape sera de trouver une fonction exponentielle pour les tétranombres. On a
déja pour les nombres complexes, I'exponentielle suivant: e = e = e*[cos(y) + isin(y)].

Intuitivement, 11 serait naturel de prendre une définition utilisant un x et un y éléments
des nombres complexes. Ceci nous amene a la forme intuitive suivante:

e = ™V = ¥ [cos(z+iq) + isin(z+iq)] = e~ cos(z+iq) + ie*™ sin(z+iq).

Evidemment, on veut que I'exponentielle soit a valeur dans les tétranombres, ce qui nous
amene a poser la définition formelle suivante:

Définition 4.1)
Soit w=(x,y,z,q)e 7 .
Alors €" = [Re(e*" cos(z+iq)), Im(e™” cos(z+iq)), Re(e™” sin(z+iq)), Im(e*"™ sin(z+iq))].

Pour &tre certain de la légitimité de cette définition, il faut au moins montrer que
l'exponentielle complexe est conservée.

Propriété 4.1)
Soit w=(x,0,y,0)e £ .
Alors e”=(e*cos(y),0,e%sin(y),0), i.e. e*[cos(y) + isin(y)].

Preuve:
On a que e" = ™" = [Re(e*cos(y)), Im(e*cos(y)), Re(e*sin(y)), Im(e*sin(y))]
= (e*cos(y),0,esin(y),0).
ol

Propriété 4.2)
Soit w=(x,y,0,0)e £ * .
Alors €"= (e cos(y),e"sin(y),0,0), 1.e. €* [cos(y) + 1'sin(y)].
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Preuve: ‘ ‘ . _
On a que e = ™¥*" = [Re(e"™ cos(0)), Im(e*™ cos(0)), Re(e™™ sin(0)), Im(e™™ sin(0))]
= (Re(e*™),Im(e*"™),0,0) = (e* cos(y),e" sin(y),0,0).
a

Il est maintenant plus facile de généraliser le sinus et le cosinus en ayant déja
I'exponentielle de définie.

Définition 4.2)
Soit w=(x,y,z,.q)e 7 .
_ e e . _ e — =i _ sin(w) B e — e=iv
Alors cos(w)= 5 sin(w)= > et tg(w)= cos(") ~ H(e™ 1 o)

Remarque:
On peut démontrer facilement que: cos(a+bi), sin(a+bi), cos(a+bt') et sin(a+bi') restent
consistants avec la définition 4.2).

1l est évidemment ardu de travailler avec la définition actuelle de l'exponentielle. Il serait
intéressant d'en avoir une définition plus explicite.

Rappel: Poura,b € A, ona les formules suivates:
cos(a+b)=cos(a)cos(b) - sin(a)sin(b),
sin(a+b)=sin(a)cos(b) + cos(a)sin(b),
ch(a+b)=ch(a)ch(b) + sh(a)sh(b),
sh(a+b)=ch(a)ch(b)+sh(a)ch(b),
cos(a+bi)=cos(a)ch(b) - isin(a)sh(b)

et sin(a+bi)=sin(a)ch(b)+icos(a)sh(b).

Proposition 4.3)

Soit w=(a,b,c,d)e 7 .

Alors e* = ¢* [cos(b)cos(c)ch(d) + sin(b)sin(c)sh(d), -cos(b)sin(c)sh(d) +sin(b)cos(c)ch(d),
cos(b)sin(c)ch(d) - sin(b)cos(c)sh(d), cos(b)cos(c)sh(d) + sin(b)sin(c)ch(d)].

Preuve:

Soit w=(a,b,c.d)e 7 . . ' '

e = e*>*d = [Re(e*™ cos(c+di)), Im(e™™ cos(c+di)), Re(e*™ sin(ctdi)), Im(e*™ sin(c+di))]
Posons U=e*"™ cos(c+di) et V=e*" sin(c+di).

On a donc:

U=¢®(cos(b)+isin(b))[cos(c)ch(d)-isin(c)sh(d)] et

V=e* (cos(b)+isin(b))[sin(c)ch(d)+icos(c)sh(d)].
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Ce qui implique que:
U=e"[cos(b)cos(c)ch(d) - icos(b)sin(c)sh(d) + isin(b)cos(c)ch(d) + sin(b)sin(c)sh(d)] et

V=e" [cos(b)sin(c)ch(d) + icos(b)cos(c)sh(d) + isin(b)sin(c)ch(d) - sin(b)cos(c)sh(d)].
Or,
Re(U) = " [cos(b)cos(c)ch(d) + sin(b)sin(c)sh(d)],
Im(U) =¢" [sin(b)cos(c)ch(d) - cos(b)sin(c)sh(d)],
Re(V) =e* [cos(b)sin(c)ch(d) - sin(b)cos(c)sh(d)] et
Im(V) =e* [cos(b)cos(c)sh(d) + sin(b)sin(c)ch(d)].

Mais comme e" = [Re(U), Im(U), Re(V), Im(V)],
on a donc que:

e" = ¢*[cos(b)cos(c)ch(d) + sin(b)sin(c)sh(d), sin(b)cos(c)ch(d) - cos(b)sin(c)sh(d),
cos(b)sin(c)ch(d) - sin(b)cos(c)sh(d), cos(b)cos(c)sh(d) + sin(b)sin(c)ch(d)].
0

A partir de la définition établie de 'exponentielle généralisée, il est possible de
démontrer la propriété fondamentale suivante: e®P = ¢

Cependant, la preuve nécessaire pour établir cette propriété est longue et fastidieuse. Il
est toutefois possible de faire cette méme preuve d'une fagon beaucoup plus rapide. Pour cela il
sera utile d'utiliser la notation qui représente les tétranombres comme complexification des
nombres complexes.

Voici-donc une définition plus intuitive de I'exponentielle,

Définition 4.3)
Soit (a,b,c,d)e 7 .
Alors g9 = gt iz oot [oo4(c+di") + isin(c+di")].
En identifiant (a,b,c,d) "="z| +z2i , on peut écrire e”*% = e%1[cos(z3) + i sin (z3)].

Cette définition semble beaucoup plus naturelle que la précédente. Bien siir, pour rester
consistant il nous faut montrer que les deux définitions sont équivalentes.

Proposition 4.4)
La définiton 4.1) est équivalente a la définition 4.3).
C'est a dire que e*'™ [cos(c+di") + isin(c+di")] est
¢gale a €* [cos(b)cos(c)ch(d) + sin(b)sin(c)sh(d), -cos(b)sin(c)sh(d) + sin(b)cos(c)ch(d),
cos(b)sin(c)ch(d) - sin(b)cos(c)sh(d), cos(b)cos(c)sh(d) + sin(b)sin(c)ch(d)]
V(ab,cd)e 7.
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Preuve:
On a que " [cos(c+di") + isin(c+di")]=e®e” [cos(c+di") + isin(c+di)]
=e® [(cos(b) + i'sin(b))[cos(c)ch(d)-i'sin(c)sh(d)+i(sin(c)ch(d)+1'cos(c)sh(d))]]

=e* [cos(b)cos(c)ch(d)-i'cos(b)sin(c)sh(d)+i'sin(b)cos(c)ch(d)+sin(b)sin(c)sh(d)
+i(cos(b)sin(c)ch(d)+i'cos(b)cos(c)sh(d)+i'sin(b)sin(c)ch(d)-sin(b)cos(c)sh(d))]

=e* [cos(b)cos(c)ch(d)+sin(b)sin(c)sh(d)+(sin(b)cos(c)ch(d)-cos(b)sin(c)sh(d))'
+(cos(b)sin(c)ch(d)-sin(b)cos(c)sh(d))i+(cos(b)cos(c)sh(d)+sin(b)sin(c)ch(d))j]

=¢* [cos(b)cos(c)ch(d)+sin(b)sin(c)sh(d), sin(b)cos(c)ch(d)-cos(b)sin(c)sh(d),

cos(b)sin(c)ch(d)-sin(b)cos(c)sh(d), cos(b)cos(c)sh(d)+sin(b)sin(c)ch(d)]
o

L'avantage de cette nouvelle définition, c'est de pouvoir démontrer le prochain théoréme
de fagon beaucoup plus conceptuelle qu'avec la premiére définition.

Rappel: Pourz, et z, e £ ou & "onaque
cos(z,+z,)=cos(z, )cos(z,)-sin(z, )sin(z,)
et sin(z,+z,)=sin(z,)cos(z,)+cos(z,)cos(z,).

Théoréeme 4.1)
Yo,B € 7, nous avons que e*P = eef.

Preuve:
Soit a=(a,b,c,d) et B=(e.f,g,h).

Alors, e%eP =@ e oot @y @i — g4l (cog(c+di')+isin(c+di))e”™ (cos(g+hi')+isin(g+hi'))
=@ i [cog(c+di')cos(g+hi')+icos(c+di')sin(g+hi)+isin(c+di")cos(g+hi")-sin(c+di')sin(g+hi')]

=0 [cog(c+di')cos(g+hi')-sin(c+di")sin(g+hi')+isin(c+di")cos(g+hi')+cos(c+di’)sin(g+hi')].

Or, eo+B=g@tabiieadi) —glater Ol [oag((c+g)H(d+h)i")+isin((c+g)+(d+h)i")]
=@l [oos((ct+di')y+(g+hi"))Hsin((c+di')+(g+hi"))]

=@ N [oo5(c+di)cos(g+hi')-sin(c+di)sin(g+hi')y+Hi(sin(c+di")cos(g+hi')y+cos(ctdi')sin(g+hi'))].
@
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Pour la suite de ce chapitre, nous allons explorer d'autres résultats découlants de la
définition de la généralisation de I'exponentielle.

Nous savons déja que w! = % lorsque l'inverse de w existe. Pour un w=(a,b,c.d)
inversible,ceci se traduit par:
4 _ (a+biy+i(=c—di') _ (a+bi’) . (c+di')

(@b +(c+din:  (@+bi +(c+d’)?  (a+biNE+(c+diN?’
De plus, si on pose z, =a+bi' et z, =c+di' alors w' peut s'exprimer ainsi:

w' = —i . Cette forme est analogue a celle des nombres complexes.

Rappel: Size £ ouf * alors sin’(z) + cos® (z) = 1, sin(-z)=-sin(z) et cos(-z)=cos(z).

Théoréme 4.2)
Soit w=(a,b,c,d)e 7 .
Alors e” est toujours inversible et (e” )’ =(e™).

Preuve:

Soit w=(a+bi"y+(c+di")i, alors e* =e*" [cos(c+di') + isin(ct+di')].

Ainsi, e¥ = ¥ [cos(-c-di")+isin(-c-di")] = e** [cos(-(c+di"))+isin(-(c+di"))]
— &' [cos(cHdi')-isin(c+di)] .

Or, (e*)! =[ e*™ [cos(c+di")+isin(c+di)]]" .

Pour pouvoir distribuer l'inverse sur ¢*™ et cos(c+di'y+isin(c+di') , nous avons déja vu
quil suffit de montrer que e*™ et cos(c+di)+isin(c+di') soient toutes les deux inversibles.
Evidemment, et est trivialement inversible. Pour pouvoir montrer que
M=cos(c+di")+isin(c+di") est toujours inversible, il suffit de montrer que M e A% 0. Or Mo M =

cos¥(c+di) + sin®(c+di’)y=1. De plus, (e¥)' = ("™ )" [cos(c+di'y+isin(c+di)]"

(b cos(c +di’) - sin(c + di’)
cos2(c +di’) +sin’(c+di’)  cos?(c+di’')+sin*(c +d¥)

=

= g™ [cos(c+di')-isin(c+di')].

Proposition 4.5)
Soitw, etw, e 7.
w1 . ]
Alors e,,.z =g¥1™:  fe e"l e(e??)7l =g
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Preuve:
Premiérement, du théoréme précédent, on note que e est toujours inversible Vwe 7 .
et -1 Wy _ —wo) _ -
De p]us, E - ewl(ewz) = gWlg™¥2 = @W1t(-W1) — gW1-W2
o
Proposition 4.6)

Soitne £ et we 7T .
Alors e™ =(e" )" .

Preuve:

Si n=0, on a que ™ =e’=1.

Si n>0, on vérifie par induction sur n. Pour n=1, e” =¢".

Supposons le résultat vrai pour n-1, i.e. ™ ¥=(e” )™

Alors e™™ = (e" )" (e¥ )", i.e. e™e™=(e"”)" (¢ )" . Donc e™=(e" )" .

Si n<0, on vérifie par induction sur n que Vp>0, e™*=(e")® . Pour p=1, e™ =(e")" .

Supposons le résultat vrai pour p-1, i.e. e =(e")"",
Alors e™™=(e")Pe" , i.e. e™e"=(e")e" . Donc ™ = (e")" .

Proposition 4.7)
Soit we 7, alors cos*(w)+sin*(w)=1.

Preuve:
. w _ ,—iw 2 w —iw\ 2
On a que cosz(w)+sm2(w)=(§—7€——) + (e_i;e__)
i 2
_*(eZiw ] +e—2iw) 2 (e2iw +2 +e—2iw) _4
4 4
o}
Proposition 4.8)
Soit we 7, alors sin(-w)=-sin(w).
Preuve:
i(-w) —i{—w) —iw w w —iw
On a que sin(-w)=¢——£ £ —¢€ =—(e —¢ ):—sinw .
SRl 2i 2i 2i ()
o

Proposition 4.9)
Soit we 7, alors cos(-w)=-cos(w).

Preuve:
ei(—w) +e—i(—w) e—iw +eiw eiw +e—iw
2 B 2 B 2

On a que cos(-w)=
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Proposition 4.10)
Soit we 7, alors tg(-w)=-tg(w).

Preuve:
sin(-w) _ —sin(w) _
cos(—w)  cos(w)

On a que tg(-w)= —tg(w).

8]

Proposition 4.11)
Soit we 7, alors e™=cos(w)+isin(w) et e™=cos(W)-isin(w)

Preuve:

On remarque que (1) e™-e™=2isin(w) et (2) e™+e™=2cos(w).

Par adddition de (1) et (2), on obtient que 2e™ = 2cos(w)+2isin(w) et donc e™=cos(w) + isin(w).
Par soustraction de (1) et (2), on obtient que 2e™=2cos(w)-2isin(w) et

donc e™=cos(w) - isin(w).

Proposition 4.12)
Soit w, et w, € 7, alors sin(w, +w, )=sin(w, Jcos(w,)}+sin(w, )sin(w,).

Preuve:
. Hwi+wa) _ L, —~i(wy+wy) iwy ,iwa _ ,—iwy ,—iwy
On a que sin(w,+w,)=% z.e =6t 2? <
I

_ (cos(w) + isin(w1))(cos(w2) + i sin(w,)) — (cos(w) — isin(w1))(cos(wy) — i sin(w3))
- 2!

= sin(w1)cos(w2) + cos(w1)sin(wz).

Proposition 4.13)
Soitw; et w, e 7, alors cos(w, +w, J=cos(w, )cos(w, )-sin(w, )sin(w,).

Preuve:
ei(w1+W2) 3+ e—i(W1+w?_) _ eiW1 eiw-_) £ e—iwle—iw:g

2 B y

On a que cos(w; + w;) =

_ (cos(w1) + isin(w))(cos(w3) + i sin(w2)) + (cos(w ) — sin(w1))(cos(w2 ) — isin(w-))
- 2

=cos(w, )cos(w, )-sin(w, )sin(w,).
o

Beaucoup d'autres propriétés auraient pu étre démontrées. Mais nous allons voir un peu
dlus loin qu'avec une approche analytique des tétranombres, la plupart des identités
rigonométriques seront valides. Evidemment, les identités utilisant la division seront
sonsidérées comme pathologiques a cause des éléments non-inversibles.
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Chapitre 5

Dans ce chapitre, on explorera la possibilité d'extension des coordonnées polaires pour le
cas des tétranombres. On y verra aussi certaines conséquences.

Avec la venue de l'exponentielle, il est naturel de se demander si quelque chose
d'analogue aux coordonnées polaires existe pour les tétranombres.

Pour répondre a cette question il est nécessaire de vérifier si il existe des identités
trigonomeétriques pour les nombres complexes qui serait analogue ceux des nombres réels.

Rappel:

Soit le triangle suivant:

('

our= Ja*+h?.
Alors cos(p)=a/r, sin(u)=b/r et arctan(b/a)=p.

Aussi, r e cos(arctan(b/a)) =a
et resin(arctan(b/a)) =b si az0.

De plus a l'aide de convention de signes nous pouvons aussi traiter les cas out (a ou b) <0.

Pour les nombres complexes, il est aussi possible de démontrer des résultats analogues.
Pour cela, il faut d'abord préciser une notion de norme complexe pour les tétranombres.
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Définition 5.1)
On appellera la norme complexe d'un tétranombre la fonction suivante:

7>
w=(a+bi'yH(c+di)i = (@ +bi") +(c+di")r = Jww .

Remarque:
Ce n'est pas une vraie norme.

Evidemment, nous devons ici préciser ce que représente la racine carrée. Théoriquement,

c'est une fonction multiforme. Or, ici nous voulons que la norme complexe soit définie comme
une fonction uniforme.

) (o+pn"” —+(,/ P e sgn(B)] I j

Dans notre cas, pour obtenir une fonction uniforme nous allons utiliser celle-ci:
- a+ Jo2+p? ) —a+ Jo24+p?
Jo+PBi = 1/—2— +zosgn([3)1/——2— ;
Remarque:

Cette définition est légitime, car si on pose w=a+bi € £ alors:

Iwll =ll(a + 0y + (b + 0i")|| = ya* + b* . Donc, |a+bij={la + bi] .

Par contre, |a+bi'|# |la + b’

Rappel

Lemme 5.1)
Soit a+bietctdi e £ .
Si a+bi= 0 et si a,b,c et d ne sont pas des deux formes suivantes: 1) a=d et b=-c
et 2) a=-d et b=c.

Alors, (a+bi)? = [(a+bi)*+(c+di)?]e cosz<arctan (C =+ dl)) *)

Preuve:
Avant tout, il faut montrer que I'expression & un sens. Comme a+bi=0 , alors ﬁ—% aun
sens. Aussi, arctan(z) = l—log(% +l‘)+k1t ou ke £ ; donc, si on pose z—zigi 'expression

1+ Ldl) . :
civantes. 1iz T Nawbi) _(@rb)=(d=i0) _(a=d)+ib+0)
t—iz 4 _ (c+dz) (a+bi)+(d-ic) (a+d)+ib-c)
a+bi
satisfont pas les équations suivantes: a=-d et b=c.

a un sens si a,b,c et d ne
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De plus, le log(% + ;_) a un sens si et seulement si i tl“

sont pas de la forme suivantes: a=d et b=-c. Donc, arctan(z) a un sens si et seulement si a,b.cet
d ne sont des deux formes suivante: 1) a=-d et b=c et 2) a=d et b=-c.Par conséquent, les
hypotheses du [emme nous assurent de la cohérence de l'expression (*).

#0; 1.e. lorsque a,b,c et d ne

Démontrons maintenant le résultat.

R NP L o c+diy _ 1
On pose u=a+bi , v=d-ci et P arctan(a+bl) =5 lo g(u+ )Hm.
U=V  U+V
. ; = 2
2 _e¥1e W42 _u+v+ll—V+
Alors, cos” (P) , a = ; 1
U—v _ v Uu+v _ v
Or,u+v— — == -y =t Dong,
U=V , U+vV 1 1 Py 1 L 4v?
vty T a—vt? 4+2v[u—v—u+v}_4+2v[(u—")(u+v)]_4+u2—vz_1+ v2
4 = 4 - 4 - 4 a u?‘—vz
a2 N2
= d-ci) = fBt+di) en utilisant le fait que ~(d-ci)* = (c+di)?.

@b —(d=—c)? @+bit(ctdd?

Ainsi, [(a +bi)? + (c +di)*] » cosz(arctan (Z : Zl)) = (a+bi)* +(c+di)? - (c+di)? = (a+ bi)?
o

Lemme 5.2)
Soitat+bietctdi e £ .
Si at+bi0 et sia,b,c et d ne sont pas des deux formes suivantes: 1) a=d et b=-c
et 2) a=-d et b=c.

Alors, (¢ +di)? = [(a+ bi)? + (c + di)*]  sin (arctan (g_l‘_%)) )

Preuve:
L'expression (**) 4 un sens, la preuve en est la méme que pour le lemme 5.1).

On pose u=a+bi, v=d-ci et P=arctan M = i log| ¥ =Y )4k
a+bi/ = 2i B\urv

. _(eZiP+e—2iP_2) 2 _ 2P _ p-2P 2—313‘Zi¥
Alors, sin® (P) = ) = 7 = 4 :

U—v _ 2v Uu+v _ 2v
Or, ke T et u_v—1+u_v.Donc,

_U—V _ u+v 2v 2 1 1 ( =2y ) — A
u+y u-— u=v 2 _-“-—u-%—v_1 !: U“V} i u? u? —v2

4 B 4 h 4 ' 4 4
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2 —(d—ci)? B (c + di)?
ul=vr  (a+b) —(c+di)? (a+b)?+(c+di)?

Ainsi, [(a+ bi)? +(c+di)*] ® sin’ (arctan (%)) = (c+di)%.

o}

Comme tout ce qui suit utilisera les deux lemmes précédents dans le cas des nombres
complexes primes, nous allons formuler les deux corollaires suivants:

Corollaire 5.1)
Soit w=(a+bi')+(c+diie 7 .
Si at+bi'#0 et si w est inversible,

N2 — i7y2 132 2 c+di’
alors (@ + bi")* = [(a+bi')* + (c + di’)*] e cos (arctan(a+bi,)).

Preuve:
La preuve découle directement du lemme 5.1). Evidemment toute les fonctions: sin, cos,

arctan, / , ... doivent étre utilisées dans le sens de £ .
o

De méme,

Corollaire 5.2)
Soit w=(a+bi")+(c+di)ie 7 .
S1 a+bi'# 0 et si w est inversible,

N2 /N2 IND = 2 C+di/
alors (c+di’)* = [(a+ bi")* + (c+di")*] ® sin (arctan(—a+bi,)).

Preuve:
La preuve découle directement du lemme 5.2).
o
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Voici maintenant le théoréme de la mise en coordonnée hyper-polaire:

Théoréeme 5.1)
Tout tétranombre w=(a+bi')+(c+di")i qui est inversible et tel que (a+bi)= 0, peut étre
exprimée de la fagon suivante:

w=(a+bi")\H(c+diNi=(r| +rai’) e @02V e w=re® ourde £
De plus, ri+r2i’ = (@ + bi") + (c + di')il

et 91+821’=arctan(£+—dil) = (Q+kn+2Ln) +ln(~ir_]-‘-ji’ oulLed,;

a+bi’ 2
. " : —dy+i'(b+ ;
avec r et 0 venant de la mise en coordonnée polaire de Conl) d ,( 2 re™®
(a+d)y+i'(b-c¢)

et ou k est choisi entre O et 1 tel que [wllcos(®1 +02:') = a+bi’, i.e. avec le bon signe.

Preuve:
i/
On sait que (a+bi)* = [(a + bi’)* +(c+di")*] ocosz(arctan (%)) Ce qui implique que
s o ) . 2 C+d1/
a+bi’ = iJ(a +bi")? +(c+di’)* ecos (arctan (a n bi/))'
c+di’

De plus, (¢ +di’)? = [(a + bi’)? + (c + di’)*] » sin’ (arctan ( ) ) . Donc, on saura aussi que

a+bi’

. N2 T o a c+di’
c+di ~iJ(a+bz) +(c+di’) 051n(arctan(a+bi,)).

Nous ne pouvons pour le moment savoir lequel du + ou du - apparaitra, car la fonction
racine carrée est multiforme et le fait de distribuer celle-ci peut engendrer un changement de

signe.

La norme complexe définie antérieurement n'est en fait qu'un des deux signes de
J (a+ bi")? +(c +di’)*> Nous pouvons donc écrire:

Y i
a+ bi’ = Hw|lcos (arctan (Ldl,) ) et ¢ +di’ = H||w|jsin (arctan (C—td—’,) )
a+ bi a+bi

Mais cela ne nous sort pas de l'impasse du signe. La solution a I'impasse nous est livrée
grace a une forme de convention de signe.

. (a-—d)+i’(b+c)_ #
Soit (a+d)+i’(b—c)—re o

c+di’

—L 8 _L Y g
a+bi’) =57 log(re"y+mmn = 2i,(ln(r)+z (0+2nm)) + mr ou nme £

Alors arctan (

= (—% ln(r)) i+ <%+kn) avec ke 2.

Il y a donc plusieurs angles possibles selon le k.
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Soit maintenant 8, + 8,/ = (% + /m) + (-% ln(r)) /= (0] + kn) + (0%)i’ avecke 2,
—04HO] kT’ | 0507 +hm)if @ 0201 phmi’ | 503 564 p—kri

alors cos((0) + km) +8%i') = £ 5 = 7

2020017 4 0% 501/
2

(6926817 4+ g02001"
% 2 '

et

Si k est pair, cos (0] + km) +0%) =

si k est impair, cos (8] + k) + 0%y =

Il suffit donc de choisir I'angle 6, + 6,4/ (i.e. k), de fagon a ce que [wllcos(®; + 02i")y = a+ bi’ (*)
(i.e. avec le bon signe).

Mais 1l reste encore le probleme de savoir si le choix de I'angle fait aussi en sorte que:
[wlsin(®1 +62i") = ¢ +di’ (i.e. avec le bon signe).

Supposons le contraire:

Soit 01 + 024/ tel que (*) soit satisfait et que [jw|sin(0; +8,i")=-c~di’#0 .

~(c+di") _ |wlisin(®1 +0:i")
(a+bi") ~ |wlcos(®1 +01:")

Ceci implique que =tan(01 +024),

—(c+di’ i/ i/ : )
M = tan | arctan | <= dlA = £t dl. . On obtient donc que -1=1, ce qui est une
(a+bi") a+ b’ a+bi’ 4 d
contadiction.

Donc, notre choix d'angle est parfaitement consistant.

Aussi, une fois 0, + 0,4/ choisi (i.e. k fixé), tout autre angle de la forme (0; +2Ln) + 0,/
{a>=d) wt{bse} re® nous avons
(@a+d)+i'(b-c)

avec Le £ est équivalent. Et donc, pour un 0 tel que

I'ensemble solution suivant:
01+i0,; = (g+k7r+2Ln)+i’ln(£> avec Le £ .

On voit aussi que le 0 aurait pu étre choisi comme 6 + 247, mais cette possibilité est déja
inclue dans I'énoncé précédent.

Le reste de la preuve du théoréme est trivial; car une fois que I'on a déterminé: r;,r»,0, et 8, , on
obtient que |lwllcos(®1 + 02i") = a+ bi’ et |wlsin(0, + 02y =c+di’.

Donc, [[wlle® 9% = |lwll(cos(®1 + 02:") + i sin(0; + 0,i'))
= |lwlicos(B1 + 02i') + ilwllsin(® + 8,i")
= (a+bi)+(c+di)i.
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Dans le cas ou w est non-inversible, on a que [wj|=0. Ainsi la mise en coordonnce
hyper-polaire de celui-ci est impossible, a I'exception de (0,0,0,0)=(0 + 0:")e(®1+021)

Il nous reste cependant a traiter le cas ou a+bi'=0 avec c+di'# 0.

Théoréme 5.2)
Tout tétranombre w=(a+bi')+(c+di')i qui est tel que a+bi'=0 et c+di'=0,
peut étre exprimé de la fagon suivante:

w=(c+diNi = (r1 + r2)e®*02 ol pi + i =|(c+ di’)i|

et61+92i’=-72-t-+k7r+2L7t ounLel,

avec k choisi tel que [[wlsin(®, +62i") = c+di’, i.e. avec le bon signe.
q gn

Preuve:

i’(5+k1c —i/(§+k7c) SN —if\Z] _y
D'un ¢6té, cos(®, +92i/)=COS (%+kn) _¢ 2 ) -Ee _¢e { )elkn +2e '(2)6 ik

B ilei’lnt _ I'/e—i’kn

b N .y 5 - :/ il
La derniére égalité vient du fait que e"#* = e=4™ .

D'un autre coté, [wlisin (12‘- + /m) = J(c+di’)? sin (g 23 kn) = +(c + di’)sin (12‘- + kn) .

Or sin (-725 + /m) =+1, selonle "k".

) _ e”(%*’”‘) _ e‘il(§+k7‘) ~ e"'(%)e:"kn _ e—"(%) R

2i 2i a 2
= ek = 1 i k est paitou -1 si k est impair.

Clesta dire, si (% +kn
2ei’k7c
3

On choisi donc le "k" de fagon a ce que c+di'=|jw|lsin (% + kn) .
Ce qui implique que w=(c+di")i=llwlle©*92) = |wlicos (81 + 02i") + dwllsin(B1 + 62i') .
T
2

De plus, une fois le bon "k" choisi il est évident que ¢ =0, +2Ln avec L € £ donne le méme
résultat.

En résumé, r1+r2i' = [(c+di)i|=c+di’ ou—c—di’ et 8, +02/ == +kn,ie avec B2 =0.

o}

Remarque:
Les deux théorémes précédents nous indiquent que tous les tétranombres inversibles
peuvent étre écrits en coordonnée hyper-polaire.

Proposition 5.1)
Soit wy = [wille® 0 et wy = |w,le®+2)  avec w, et w, inversibles.
Alors W, W, =||w l||||W2“e((e1+93)+(9z+04]l")i )



Preuve:

On voit directement que:

B e o U T
o

Théoreme 5.3)
Soit w, et w, € 7 et inversibles.
Sachant que l'on peut écrire w, = [[w[le©92 et w, =|lwafle@+0+)
alors on a que wi = w1 (i.e. [w[le@ 92 = [lw,]le®@3+94))
si et seulement si:

1) |lwll = llwzll avec 82 =04 et 8, =03+2kn ou ke £
ou 2) |lwil=—lwal avec 02 =04 et 8, =03+ Rk+1) ol ke L.
Preuve:

Si |wi] =|wz] avec 62 =04 et 8 =03 +2kn ou ke £
alors utilisant le fait que e(@2m+04i)i = oOs+04) W & 7
on obtient que [[w|le®1#92 = [lw,||e©s+9si

D'autre part, si [w]f = —[lw2|| avec 6, =04 et 01 =03 +nk+1) =63 +n+2kn ol k€ £
alors utilisant le fait que e(©3+m2m+0:) = _p®3+04"i
on obtient que [[w[le®©*92 = |lw,|le®s+04)

De plus, si [w1lle® 021 = [jwole®s+04"
alors |willcos(®1 +02:") = [lwallcos(®3 +04i") et [[willsin(®1 + 02i") = [lw2licos(®3 + 04").
Donc [w1[|*(cos2(01 +62i") +sin?(0 1 + 02)) = w2l (cos?(85 + 8477) + sin’ (03 +04)),
ie. Jwil? = wzl* . On obtient ainsi les deux cas possibles suivants: ||w ]| = w:]
ou [wifl = ~w:ll.
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Si |will = w2l alors a) cos(01 +02:”) = cos(@3 +04i) et b) sin(01 +024”) = sin(@3 +04i”) .

. . , -0, Bli’ 01 —eli/ ~04 03i’ 04 ,—03i
La prOpOSItlon a) ll’npllque que g £ il =& e Bl Ko A

Clest a dire que ¢®2cos(81) + /e~2sin(01) + e~2cos(01) — /e%2sin(01)
= ¢%4c0s(03) + /e ?4sin(03) + e+ cos(83) — i sin(0s.

On obtient ainsi al) cos(01)[e°? + e7°2] = cos(03)[e® +e7%]
et a2) sin(01)[e®> — e™92] = sin(@3)[e® — e~%].

-0 ,01¥ _ 0> -6y —04 93i/ _ 504,030
A .. . . e
De son coté, la proposition b) implique que £ % /e £ =€ ¢ 3 _/e e

i i

Clest a dire que —e%2cos(01) + /e2sin(01) + e 92cos(01) + /e ~2sin(B1)
= _eP4c0s(03) + i’ %sin(01) + e cos(B3) + i'e¥*sin(0;.
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On obtient ainsi b1) cos(8)[e — e792] = cos(83)[e® — 9]
et b2) sin(®()[e% +e~92] = sin(@3)[e® + 70

De a2) et b2), on obtient que sin(0)[2e°2] = sin(83)[2¢%], i.e. sin(0,)[e??] = sin(©3)[e®.
De al) et bl), on obtient que cos(81)[2e°2] = cos(83)[2¢%] i.e. cos(91)[¢%2] = cos(03)[e®.

Ce qui implique que (¢°2)2(cos2(01) +sin*(01)) = (¢%*)2(cos?(03) +sin*(03)).
Donc ¢?: =¢%4 ie 0, =0..

De plus, si cos(01) # 0 et cos(63) = 0 alors on peut conclure de al) et de b2) que 1g(01) = 12(93).
Ainsi, 6 =03 + km.

Dans le cas ot cos(81) = 0 (Par al) cos (B1) = 0 si et seulement si cos (83) = (), on obtient que

0, =%+nnet63=§+mn avec nme £ . Ainsi 0, =63+Ln avecLe £ .

De plus, le cas ou 6 =03 + m(2L + 1) contredit l'hypothese. Donc 8, =83 + 2Lz avec Le Z .

Finalement, le cas |lw1]] = —|lw»|| se fait de fagon analogue
et implique que 0, =04 er0; =03 +7(2L+ 1) avecLe .

Remarque:
Le théoréme 5.3) aurait pu étre traité de fagon plus générale en considérant les conditions
al p ol con plus g : ;
pour que Pe®1+92 = 0e®2+94i 1 e résultat en reste le méme si on considére P et O

inversibles et éléments des complexes primes.

De cette remarque et de la proposition 5.1), nous pouvons dire que
wiwa = [[w[[lwalle @183 @x80" = |l w,]le@s*0) si et seulement si

wiwall = lwillw,l avec 86 =02+ 64 et 65 =(81+03)+2kn ou ke &
ou |lwiwall = —willlwall avec 85 =02 +04 et 85 =(01+03)+n(2k+1) ot ke £ .
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Chapitre 6

Dans ce chapitre, on verra comment étendre le logarithme pour l'ensemble des
tétranombres. Aussi, on y discutera de ses conséquences possibles.

Apres avoir défini I'exponentielle, il est logique de se demander si une généralisation du
logarithme népérien est possible. A la lumiére des théoremes précédents il semble possible de
trouver une fonction(multiforme) inverse de la fonction exponentielle, nous allons voir pourquoi.
On cherche g=/og w comme étant une solution de I'équation e? =w.

Soit q=z,+z,1 ou z,=e+fi' et z,=g+hi'.

Comme w—e® (donc inversible) , on peut écrire w=|w|| » e®1#620
Donc, e=eZe? = [[w]| @ ¢®1402)

*)
Or par le théoréme 5.3) et sa remarque en page 33, on a 1'égalité (*) si et seulement si:
) |w|=e* avec h=0,etg=0,+2kn ou ke £
ou2)|w|=-e* avec h=0,etg=0,+n2k+1) ot ke 2.
Donc g=log w=log|w|+i[(01 + 2kn) + 02:’]

ou =log(—|wl) + i{[(0, + 2k + 1) + 0,)] avec ke £ .

Explicitement, pour w=(a,b,c,d)=z, +z,1
wll = Jz1 +z2 (algébriquement positive),

(a—dy+if (b+c) _
(a+d)+i’(b—c)

0 s

k

91:%+L7r et 62=ln(@) ou re

avec le "L" choisi correctement entre O et 1, afin d'avoir le bon signe(voir le Théoréme5.1)).
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On constate aussi que chacunes des solutions possibles s'averent €tres de vraies solutions.
Ainsi on a caractérisé toutes les solutions possibles "q", telles que e?=w.

Remarques:
1) On peut maintenant définir w® ot w,qe 7 comme w* =¢¥¢™ . A noter ici qu'il
faudrait prendre la détermination principale de log(w), qui pourrait étre la
détermination principale de logjw| et -1 < 0; <=.

2) Ainsi 2" = e"*%* pour a>0. On peut donc généraliser la fonction zéta de
Riemann aux tétranombres.

3) En particulier, les solutions du log complexe sont €largies par les tétranombres.

4) Plus généralement, toute la théorie en ce qui a trait aux coordonnés polaires,
la caractérisation des inverses, l'exponentielle, le logarithme, etc, généralise
directement la théorie faite pour les nombres complexes. Elle donne aussi une
théorie analogue pour les nombres hyperboliques. Comme quoi, ces deux
structures ne sont pas si loin 'une de l'autre(cela sera encore plus explicite
lorsque I'on verra les théoremes d'analyses). Pour le moment , je voudrais
seulement expliciter 'exponentielle pour le sous-anneau des nombres
hyperboliques:

e®¥ = e[cosh(d) + j sinh(d)] (cela se vérifie facilement) et

la+dj| = ya®? —d* qui est le rayon d'une hyperbole x*-y*=r°
(Pour les nombres complexes , c'est le rayon d'un cercle).

De plus, les éléments non-inversibles sont les deux asymtotes des hyperboles.

11 est a noter que ces résultats sur les nombres hyperboliques ont déja
commenceés a étre traités, voir [14]. Mais cela est fait sans le contexte
général des tétranombres.

5) Ces relations sont d'autant plus intéressantes qu' il est démontre dans [4]
que si l'on veut généraliser raisonnablement les nombres réels a une algebre
de dimension 2, il n'est possible d'obtenir que les trois structures suivantes:
Les nombres complexes, les nombres hyperboliques ou les nombres duals
ces derniers étant de la forme a+bk avec k*=0.
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Chapitre 7

Ce chapitre se verra voué a l'exploration de diverses normes sur les tétranombres ainsi
qu'a certaines de leurs propriétes.

Nous avons défini précédemment une forme de norme a valeur dans £ “ . Nous avons
aussi vu que si w, et w, € 7 sont inversibles alors wiwz| =Hwilllwall, le signe étant a
déterminer a chaque fois.

Cependant la fonction ||| est loin d'étre une norme proprement dite, principalement
parce qu'elle est a valeur dans les complexes prime. Pour pallier a cela nous pourrions prendre
la norme de ce dit nombre complexe prime, i.e. |[w]|’ € # ou | |’ est la norme dans £ * .

Malheureusement, cette nouvelle forme ne nous donne pas encore une vraie norme. Par
contre quelques propriétés intéressantes en ressortent quand méme, les voici:

Proposition 7.1)
Soitwietwy, e 7.
Si w, et w, sont inversibles alors [[wlll’ [lw2lll” = [Iwiwalll”.

Preuve:
On a déja vue que [ww:ll = Hiwlllwall , donc [lwiwalll” = [lwilllw:lll” = [lw Il liw=ll”.
3

Proposition 7.2)
Soitwe 7 .
Si w est inversible alors |[w]||’ ! = |||W‘1|”/.

Preuve:
Soit w=(a+bi")+(c+di')i et inversible.
Montrons d'abord que [[w}™" = H|w~!|| (le signe étant & déterminer & chaque fois).

1
1/(a+ bi"? +(c +di')? '

Ona que |w||™' = (f(a +biN +(c+di')?) ! =
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. bi’) (c+di")
A e (a+ _ _
WS = G bV + (e diY @+ b +(c+di)?

(a+bi')? 5 (c+di)
[(@+bi) +(c+di")]"  [(@+bi')* +(c+di)]

Donc |w!| = J

_ l . 1
\/(Cl+bi’)z+(C-|-dl'/):Z J(a+b,-/)2 +(C+di/)2 :

Ce qui implique que [w=!|| = il et ainsi [Jw]||" = |lIwll™* |/ = |Iwll]” L.
o

Proposition 7.3)
On peut exprimer explicitement |[w|” = :/(a2 — b2+t —d»)? +Mab+cd)? .

Preuve:
Posons w=(a-+bi')+(c+di)i, ce qui implique que wiw = (a + bi’)* + (c + di’)?.

il
2

+ i'sgn(P)

L

Ainsi |w] = ﬁa+bi’)2 +(c+di’)? = Jo+Bi = J

Donc ||wll]’ = J Jo2 1B = o+ p? =/Re>(ww) +Im*(wW) ou o= Re(ww)et B = Im(ww).

Or (a+bi'y +(c+di') =(a*-b*+c-d?)+2(ab+cd)i, ainsi |Iwlll’ = (@2 = b +ct—d?)? +4(ab +cd)?

@]

Proposition 7.4)
Voici une liste de propriétés complémentaires et évidentes:

1) |w]l|” = 0 si et seulement si w est non-inversible.

——
2) [wl* = ww, ce qui implique que [[wlll * = [wiw|” = { (Ww)(wW).
3) I-wl = Iwl et [I-wlll” = [iwlll”.

4) [l = lIwl et Iwll= 1wl

= ||/
5 o] -t [ <
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Par contre, on a pas la propriété fondamentale que |[[w) +walll < [Iwilll + [Iw2lll; il suffit
pour le voir de considérer w, et w, non-inversibles avec w, +w, inversible.

Comme nous voulons aborder l'aspect analytique des tétranombres, il nous faut définir
une vraie norme.

Définition 7.1)
On appellera norme euclidienne d'un tétranombre la fonction suivante:
[ T >R

w=(a+bi)+(c+di'yi—> Jat +b2+c? +d? .

L'intérét de cette norme nous sera révélé quun peu plus loin. Pour le moment elle n'a
d'intéressant que ses propriétés de norme, i.e. 1) |w|; > 0.
Dwl=0w=0.
3) wi+walp < wilg+ (walz.
4) |[Awlz = [Allwl; VA e A .

Ce qui est dommage, c'est que l'on a pas la propriété suivante |wiwa|y = [wilglwz|z.
Etudions les conditions pour que {wwa|z = |wil|glwalg.

Proposition 7.5)
Soit wi et wa € I avec w, =(a,b,c,d) et w,=(e.f,g.h).
Alors:
lwiwzalz = [wilglwalz < ad=bcoueh=fg,

wiwal|p > [wilglwalp <> ad > be et eh > fg
ou ad< bceteh<fg

et \wiwalp <lwilglwalz & ad <bceteh> fg
ou ad> bceteh< fg .

Preuve:

Ona que

lwiwa|p= J(ae+dh— bf - cg)? + (af + be — ch — dg)? + (ag + ce — bh— df)* + (ah + bg + cf + de)*

et

wilplwalp= J@+b2+c2 +d) (@ +f +g +h?) = [@ + b2+ 2 +dN e +f +g> +hP) .

De plus |wiw2|z = [wilglw2 |z si et seulement si lwiwalz=(wilglwalp)?,

i.e. (*) (aet+dh-bf-cg)*+(af+be-ch-dg)*+(ag+ce-bh-df)*+(ag+ce-bh-df)*+(ah+bg+cf+de)
(@b errd?) (e dHH2g2))=0.

Or, (*)= a’e*+aedh-aebf-aecg+dhae+d*h’-dhbf-dheg-bfae-bfdh+b*f*+bfcg-cgae-cgdh+cgbf+c’g?
+a*f*+afbe-afch-afdg+beaf+b?e*-bech-bedg-chaf-chbe+c*h*+chdg-dgaf-dgbe+dgch+d’g?
+a’g*+agce-agbh-agdf+ceag+c?e®-cebh-cedf-bhag-bhee+b*h*+bhdf-dfag-dfce+dfbh+d*f*
+a*h*+ahbg+ahcf+ahde+bgah+b?g?+bgef+bgde+cfah+cfbgtc*f*+cfdet+deahtdebg+dect+de?
-a’e?-a*f?-a? gz-azhz-bzez-bZF-bzgz—bzhz-czez-c2f2-czg"'-c’hz-dzez-dzf’-dzgz-dzhz.
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Aprés simplification, (*) = 4adeh-4ehbct+4bcfg-4adfg=4ef(ad-be)+4fg(be-ad)=4(ad-be)(eh-fg)
=4(ad-bc)(eh-fg).

Donc, |wiwalz = Iwilglwal; & ad=bcoueh=fg.

Le reste de la preuve se fait de la méme fagon avec <et>.
o

Remarque:
Siwiyouwy € £ ou £ " alors lwiwalp = |wilglwalg.

Soit f une fonction qui vade 7 — 7 . Alors cette fonction peut étre écrite de la fagon
suivante: f{(x+yi')H(z+qi)i) = u,(X,y,2,q)1u,(X,y,2,q)Huy(X,y,2,q)u(X.Y.2,9)
= (u,+u, i)+ (u, +u,i)i avecu, ,u, u,u, K> K.

Définition 7.2)
Soit f une fonction définie sur un domaine Sc 7 et w, un point d'adhérence a S.
Alors on dit que la limite de la fonction f lorsque w—w, estL, i.e. wE‘,’ﬁvof(w) =F,
si Ve>0, 35>0 tel que 0<|w — wo|z<8 = |Aw) — L| ;<.

De cette définition découle facilement:
1) L'unicité de la limite. . _
2)Pour f,g: Sc 7 — 7, si "7 fAiw) et L0 g(w) existe

Li Li Li
alors 250, (f+ (W) = , 255 /(W) + , 55, 8(W).

Aussi, d'autres normes mieux adaptées aux tétranombres sont possibles. Voici les deux
autres qui seront le plus utilisées:

1) Celle généralisant la norme de £ :
Soit w=z, +z, i=(a+bi'y+(c+di"i=(a+ciyH(b+di)i'=z] + 5.
Alors |w| = || +|=4| est une norme dans 7
avec |wiwa| < |wil|lwz| et [zew| = |z||w] size £ ,ie. généralise celle de £ .

2) Celle généralisant la norme de £ * : (la plus utile)
Soit w=z, +z,1=(a+bi}+(c+di')i.

Alors |w|” = |z1}/ +|z2|” est une norme dans 7
avec |wiwa|” < Iwil/|lwal et [zew| = |z|/|w]’ size £, ie. généralise cellede £ .
Remarques:

a) 7 muni de 1) ou 2) est un algedre de Banach.
De plus les trois normes présentées sont équivalentes, avec:
lwlz < wl, lwle <Iwl’, Iwl <2lwig et wl’ <2lwly (= lwiwa|g < dlwilglwalg).
Ainsi, les limites resteront les mémes quelque soit la norme utilisée.

D)Size £ = |zlp=lz] etsize £ = [zglz=lz’

Ainsi, la norme Euclidienne généralise la norme complexe et complexe prime.
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Beaucoup de propriétés sur les limites seront valides par le fait qu'avec les trois normes
précédentes les tétranombres deviennent un espace vectoriel normé et complet. Par contre
d'autres relatives a la multiplication seront prouvées a l'aide du fait qu'avec 1) ou 2), les
tétranombres deviennent un algébre de Banach. Voici en particulier un de ces résultat:

Théoréeme 7.1)
Soit f et g deux fonctions définies sur Sc Ir-> 7.
Si Wimo W) = 4 et 5, 2(w)= B
alors .00, (f)(W) = G5 NG, 800).

Preuve:
On a que [{w)g(w) ~ AB|’ = [fiw)g(w) ~Aw)B +w)B ~ AB|
< |fiw)g(w) - Aw)B|" + |fiw)B~ 4B’
< |fw)|’|g(w) - B +1B|’[fiw) — 4|” (car c'est un algégre de Banach).

or, [Aw)]" - 141" < [fw) - 4],
Ainsi, pour une >0 donné 35> 0 tel que 0 < |lw—wo|’ <8 = Aw)l <e+14).
C'est & dire que [Aw)|” est borné pour 0 < |w—wo|’ < 8.
Le reste de la preuve se déduit directement.
o
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Chapitre 8

Dans ce chapitre, nous allons voir comment définir de fagon légitime une notion de
différentiabilité pour les tétranombres. Nous y définirons ainsi les concepts de fonction
I -différentiable et 7 -holomorphe. De plus, nous y généraliserons les équations de
Cauchy-Riemann dans le cas des tétranombres.

Définition 8.1)
Soit f une fonction définiesur Sc 7 — 7 .
On dit que f est continue en w,e S (ol w, est un point d'accumulation de S)

. Li
S1 oy fAW) = Awo).

Evidemment, on dit que f est continue si elle est continue en tout point du domaine de
définition. On a aussi une équivalence évidente, i.e. f est continue en w, si et seulement si

;,Li','é)(f(WO +h)—Awo))=0. Aussi, on dit que f Sc 7 — 7 est bornée si 3L>0 tel que

[fiw)] ; < LVw €8S. De plus, grice aux propriétés précédentes il est évident que si fet g: Sc I
—s 7 sont continues en w, alors (frg)(w)y=f{w)+g(w) et (fg)(w)=f(w)g(w) sont aussi continues
en w,.

Nous sommes maintenant préts a aborder la notion de différentiabilité. Partons du cas de
la variable complexe standard. Soit U un ouvert de # 2 (de £ ) et w, el alors
f(x+yi)=u(x.y)+v(x,y)i a une dérivée égale a a+bi en w, si et seulement si la fonction associée
F(x,y)=(u(x,y),v(x,y)) est différentiable en w, dans le sens des variables réelles, avec comme

L . o . o ris B A —b
dérivé une matrice (qui tient lieu de la transformation linéaire) de la forme suivante: ( Z j ‘
7]

Ici, il est important de noter que ( Z ) est la matrice représentant a+bi dans le cadre

de l'isomorphie entre les matrices et les nombres complexes. Ce fait est d'autant plus intéressant
que dans le cadre des tétranombres on a déja trouvé la matrice representant a+bi-+ci+dj, celle-ci
gtant:

(a—b—ca’\
b a —-d —c
c —-d a -b

d ¢ b a
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Nous pouvons donc penser a une définition de différentiabilité dans le cadre des
tétranombres et ce, sans se soucier des éléments non-inversibles.

Définition 8.2)
Soit U un ouvert de # *etw, e U.
Alors f((x+yi YH(z+q)i=u, (X,Y,2,Q)H,(X%,Y,2,)i (XY, 2,0)i+1,(X,y,2,0)]
est dit I -différentiable en w, avec comme dérivé (a+bi'y+(c+di)i,
si la fonction associée F(x,y,z,q)=(u, (x,y,z,q),uz(x,y,z,q),u3(x,y,z,q),u4(x,y,z,q))
est différentiable dans le sens des variables réelles en w, , avec comme dérivée la

(a-b - d )
b a -d —c
¢ ~d a -b
d ¢ b a

matrice suivante:

De plus nous dirons qu'une fonction f: Uc 7 — 7 est 7 -différentiable sur U, si elle
l'est en tout point de U.

Mais la définition 8.2) n'est pas suffisante pour bien travailler, c'est pourquoi nous
devons y trouver un équivalent se servant plus des tétranombres.

Proposition 8.1)
Soit U un ouvertde 7 etw, eU.
Alors f((x+yi)H(z+qi)i)=u, (XY.2,0)+ (%Y, 2, (XY, 2,9 u,(Xy.2.9)]
est 7 -différentiable en w, avec comme dérivé (a+bi')+(c+di'),
si on peut écrire:
f(w, +hy=f(w, Y ((abiy+(c+dii)e (h) + R(w, h)

R /
o OB Be o, et iy, +ha
E

Preuve:
Tout d'abord, assumons que fest 7 -différentiable dans le sens de la définition 8.2).

(a~b-c d)
b a —-d-c
c-d a -b
d c b a

Comme F est différentiable en w, , F peut s'écrire de la maniere suivante:

i IR OW0, )] _
h—0 |/,|E =

Alors, sa fonction associée seraF: Uc # *—> A * et DF(w, )=

F(w, +h)=F(w, ) + DF(w, )(h) + R(w, ,h) o 0.

Posons R'(w, ,h)=(e1(wo, h), e2(wo, h), €3(wa, B}, €4(wo, h)) et h=(h, h b, h,).
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Ainsi, nous obtenons terme-a-terme:
u,(w,+h)=u,(w, y+(ah,-bh,-ch,+dh, yt+e(wo, /),
u,(W, *h)=u,(w,)+(bh,+ah,-dh;-ch, )+ea(wo, ),
u,(w,+h)=u,(w,)+(ch,-dh,+ah,-bh }+e3(wo, h)
et u,(w,+h)=u,(w,)yt+(dh,+ch,+bh,+ah )+es(wo, h).

im |8kl a
De plus, ;] hl; =0 pour k=1,2,3.4.

Ceci revient & écrire f(w,+h)=f(w, ) + ((a+bi")+(c+diNi)((h, +h,i"y+(h, +h,i')i) + R(w, ,h)

_|R(wo, h) |
~ Lim ] E _ b ./ N
h_)o—————lhlE =0 et R(wy,h)=(e1 +e2i")+ (g3 +teai')i.
Ce qui démontre le premier coté de 'équivalence, l'autre cdte se fait de fagon équivalente.

o}

Proposition 8.2)
Soit f définie sur U(ouvert)c 7 — 7 et 7 -différentiable en w, e U.
Alors f est continue en w,,.

Preuve:
Si fest 7 -différentiable, alors sa fonction associée F sera différentiable. Or il est d¢ja
établi que si une fonction qui va de #*—> & * est différentiable en un w, alors elle est aussi

continue en ce w,. Ainsi il est évident que f sera aussi continue en w,.
o

Proposition 8.3)
Si la dérivée de f existe, alors elle est unique.

Preuve: :
Nous savons déja que la dérivée(matrice) de la fonction associée F est unique. Ainsi il est

évident que la dérivée de f sera aussi unique.
a

Proposition 8.4)
Soit f et g définies sur U(ouvert)c 7 — 7 et 7 -différentiables en w, e U
avec f(w,)=a et g(w,)=b. Si o, € # alors af+PBg sera aussi une fonction
différentiable en w, et la dérivée sera aa + Bb, i.e. (o + Bg) (wo) = of (wo) + Bg’(wo).

Preuve:
Encore une fois la preuve est évidente, car la "fonction associée” a cette propriéte. Il faut

tout de méme préciser que dans le cas de aF+BG, la dérivée est aDF(wo) +BDG(wo) et que
cette matrice a les symétries voulues pour affirmer que cette fonction est 7 -différentiable. Et

donc (of + Bg)'(wo) = of' (wo) + Bg' (wo).

@)



Page 44

Proposition 8.5)
Soit f et g définies sur U(ouvert)c 7 — 7 et 7 -différentiables en w,, e U,
avec (w, y=a et g'(w, )=b. Alors (fg)(w) est différentiable en w,
et la dérivée est flw, )btrg(w,)a, i.e. (fg)(wy)=f(w,)g(Wy)+g(wy)f (w,) .

Preuve:
Comme fet g sont 7 -différentiables, cela implique que:
flw,th)y=f(w,)+ah+R,(w,,h)
 Lim IRk(WO:h)lE

et g(w,Th)=g(w,)+bh+R (w, ,h) ou Il =0, k=1,2.
E

Donc,
f(wo+h)g(wo+h)=(fg)(w0+h)=f(w0)g(wo)+f(wo)bh+f(w0)R2(w0,h)+ahg(wo)+ahbh+ahR2(wo,h)
R (Wo,1)g(W) TR, (wo,h)bh+R, (wo, )R, (W, .h),

i.e.fw, h)g(w,+h)=(fR)(w, ) +(f(wy )b=g(wy)a)(h)+[f(w,)R,(wo,h) +abh*+R (i, h)g(w,)
+R (W, h)bh+R, (W, )R, (W, h)+ahR,(wy,h)].

11 faut montrer que le reste entre crochet tend vers z€ro. Or,
0< lf(Wo)Rz + abhz + ng(wo) +R1b/‘l +R1R2 +ahR2 |E ” V(WO)R:ZIE % [abhz‘E ” ‘ng(Wo)LE
- |7 B P, lhlE ||
: IRlbh|E+ IR1R2|E+ 'athlE
|7l |2l g |h| g

Lim MWO) .RZIE _ Lim R, Lim R Lim s

De plus ’HO___IhIE =, fwo) e 75|, et comme h"°—|h|g =0 et 7 Awo)=RAwo),
i : Lim R2 - Lim RZ —
cela implique que " fiwo) ® 77— =0 . Donc 0 |A{wop) ® 7= 0.
1R 1eg(wo)l ,
De la méme fagon on déduit que /ff)’g—ll—lgh(l-—(-)-)-h =0,
E

abh* .

Aussi, ™ l——lE = Limobhe |
0" | h] h—0 Alz |,

Or, pour un 0 < |A| <& on a que (Par équivalence des normes):
/

/
h h /| _h h
abh e < |abh e —t—| < |abhl’|+——| <4|abh|,|——| =<4|abhl;, —>0.
i Pl S i Il [ i T M
. . |Riebhl, . labe R
On a aussi que h’_":)lL_LF: hLﬁz) &Obh =0 etque :iTOMI—E:O.
Al 2| £ |l 5
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: o (R e Ra| :
Finalement hLi’:(’)l—]——-z—l’ = InIR R, =0,
IhIE |/1|E i
Lim IRIlE =AM : Lim . Li |R1 .R2|E =
b0 TR, 0 implique que ,"” |R1|; = 0 et donc hi’)’Z)TIE-—— =

Cette derniére limite étant égale a zéro, ceci est suffisant pour démontrer que la limite du

reste est zéro.Et donc (fg)'(w,)=f(w,)g'(w,)+g(w,)f(w,).
@

Proposition 8.6)
Soit f:U(ouvert)c 7 — 7, 7 -différentiable en w, e U
et g:V(ouvert)c 7 — 7, 7 -différentiable en t=f(w,)e V.
Alors la fonction gof:Uc 7 — 7 est 7 -différentiable en w,
et (gof)'(wo)=g(f(wo))f'(w,).

Preuve:
Ceci découle directement du fait que la régle de la chaine s'applique a la fonction

associée GeF. De plus la dérivée(matrice) de celle-ci est D(GoF)(w,)=DG(F(w,))» DF(w,), ce qui

est suffisant pour affirmer que (g=f)'(w,)=g(f(w,)f(w,).
o

Abordons maintenant la généralisation des €quations de Cauchy-Riemann.

Proposition 8.7)
Soit f définie sur U(ouvert)c 7 — 7 avec f=u +uitui+uj et F(x,y,z.q)=(u,,u,,u;,u,)
ou u, définie sur Uc # *— £ pour k=1,2,3.4. Si toutes les dérivées partielles de u,,u,,

u, et u, existent et sont continues dans U (i.e. f € C!(U)) et si le systéme d'égalite

. . ai au1 _ auZ _ 8u3 _ 6u4
suivant est satisfait: Tl E = 57

_5u1 = auz . au3 == au4
oy oOx dqg 0z’

**)
_au1 = auz - aU3 - 6u4
0z g ox oy’

% __5112 _ alI3 _ au4

8q ~ oz oy ox

en un wye U

alors la fonction fest 7 -différentiable en w, et sa dérivée est donnée par:
6u1 ous ./ au3 . au4 .
+==i"+ + :
ax ax T T ax!

Preuve:
Comme les dérivées partielles existent et sont continues dans l'ouvert U, la fonction F est

dérivable dans le sens réel du terme. Mais de plus le systéme d'égalité¢ implique aussi que la

dérivée(matrice) a les symétries voulues pour que f soit dite 7 -différentiable en w,.
o
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Remarques:
a) Une conséquence directe de la définition 8.2), est que lorsque f:U(ouvert)c 7 — I
est 7 -différentiable en un w, € U alors le systeme d'égalité (**) (page 45) est satisfait.

. ; o1+ 32 1 — I 22+ Iy —Za
= x+ ! =7+ ; = L — F = = =
b) Pour z, = x+yi' et z, = z+qi' on a que x = 5 Y T 5 etg= 2/
Donc, f(x,y,z,q) peut étre exprimée en toute généralité comme fontion de =),Zy,z2 etz .

: " , iﬂl[a Lﬁj _a.__i(_i_i_a_)
¢) Dans le cas ot fest € (''(U), on peut définir pe a7 e 3\ 3y 3y
et des définitions analogues pour z, avec z et q.

Définition 8.3)
Soit f:Uc 7 — 7 avec U ouvert.

Alors on dit que fest / -holomorphe sur U
si elle est 7 -différentiable en tout point de U.

Théoréme 8.1)
Soit f :U(ouvertyc 7 — 7 telque f e C'(U).
Posons Aw) = wi(x,y,2,9) + wa(x,y,z,9)i 0l w,(Xy,2.q)~U(X.y,2,0) Xy, Z. Q1
et Wy(X.y,Z,Q)~u5(X%,Y,Z,q)Tu,(X.y.Z.r"

Alors f est 7 -holomorphe sur U si et seulement si 1) owy _ w1 _ 6‘»112 _Owa _ 0
éLI 5...7 oz 1 oz 9_

et
owi _Owz  Owa _ 0w,
2) 831 B 077 = 5:1 B 027

sur U.

De plus //(w) = owy , Owa,

o T om i pour we U.

Preuve:

Dans un premier temps, il faut remarquer les équivalences suivantes: (pour un w, € U)
6’»11 2 ] 5711 _ au-; am _ auv R 6W1 aul " auvz,

% Yy T e e x| ox

@__ aul_auz 6u1_ auz' awl_am 8u2 ./
b)a"—()@az_aqetaq_ 6:’8:2_6:+6:1

5W2_ au3_6u4 au}_ 5114. 6W2_6u3 au4,
Vo, TV BT ey dct By o T R

owa _ Ous Ous , Ous  Ouq Owy _Ousz  Ousy
% :3_Oc>5:_6qet6q_ o o & e

On vérifie ainsi que 1) et 2) sont satisfaits si et seulement si le systeme d'égalité (**) de

la page 45 est satisfait en w, , ce qui est aussi équivalent a ce que f soit 7 -différentiable en w,.
Notons que ces équivalences sont vraies pour un w,e U arbitraire et fe C'(0).
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La suite de ce chapitre se veut une petite exploration pratique des conséquences de ce qui
a été fait jusqu'a maintenant.

Proposition 8.8)
La fonction e” est 7 -différentiable Vw ¢ 7
e
aw

Preuve:

Soit w=z,+z,1 avec z,,z,€ £ * .

Ainsi, e"=e®1[cos(z2) + isin(z2)] = e*1cos(z2) + e*1sin(za)i = wi(zy, 22) + wa(z1,22).
Dans le chapitre 4, 'exponentielle y est écrite explicitement comme fonction de # *

et il y est clair que e¥ e C!' (£ *). Aussi, w, et w, sont clairement des fonctions partiellement
Ow; 0wy 0wy 0wy _

holomorphes de z, et de z,. Ce qui implique que Rl =
au/]_ FA - _aw?. aW?___ Z1 o i __6W1

Or P = e*1cos(z2) = e et o = e?igin(z;) = o

On a donc que Wy OWg s _ DW

o1 om =5 8z’

Ainsi e¥est 7 -holomorphe sur 7 .

De plus dg,ev:) = %‘;)1] + ?32}12 =e*1cos(z2) +e?sin(za)i =e* Vwe 7T .
0
Proposition 8.9)
Onaque%=ae"w ouae I .
Preuve:

Posons P=aw,

alors LG, = d(e”) = [d(ep)\ ° (_C_JB

) =e’a =ae™ par larégle de dérivation en chaine.

dw ~ aw \dP ) \aw
o
Proposition 8.10)
On a que %@D = cos(w) et d(_ci%(_zv_)l = —sin(w’.
Preuve:

Découle directement de la définition du sinus, du cosinus, ainsi que de la proposition 8.9).
o



Proposition 8.11)

On a que % =nw"! pourne A avec nz1.
Preuve:
Procédons par induction sur n.
- o d(w) 0
Pourn=1,w"=wet —<=1=lenw"=1lel=1].
dw .
Supposons la proposition vraie pour n-1, t.e. %l =(n— w2,
n n-1 n-1
Alors o Ut s - 1180 wH+w™l = (- Dw™ +wl = pwt

dw dw

9

Page 48



Page 49

Chapitre 9

Ce chapitre traitera de la notion de fonction 7 -différentiable par limite ainsi que de la
relation entre les fonctions 7 -holomorphes et les fonctions holomorphes dans & *Z  De plus,
on y verra des notations permettant d'exprimer clairement la notion de 7 -holomorphie.

Définition 9.1)
Soit f: U(ouvert)c 7 — 7 avec w, e U.
Alors, on dit que fest Z -différentiable par limite en w, si:

D) et I Ty existe,
(inv)

Vh

ie. Ve>0, 33> 0 tel que (inversible) ©

fwo +hh) —fwo) *7(Wo) S
E

avec bl <8 =

2) f est continue sur U.

Remarques:
a) L'ensemble des éléments non-inversibles,
ie {(wyv,-v,u)uve £ }u{(uvv,-u) uve £}
est un ensemble fermé et maigre(ainsi l'ensemble est négligeable).

b) Tout élément we 7 est un point d'accumulation d'éléments inversibles.

Proposition 9.1)
Soit f: U(ouvertyc 77 — 7 avecw, €U.
Sifest 7 -différentiable par limite en w, alors fest 7 -différentiable en w,

avec F(wo) = F (wo).
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Preuve:
Comme f est 7 -différentiable par limite en w, , alors il existe un ouvert autour de w,
ou: flw, +th) - filw, ) = f(wodh + P(l)h  tel que L”" o Py =0 (*). On constate que ‘P(#) n'est
(mv)
définie que pour les éléments inversibles de cet ouvert. Par contre, comme f est continue en w,
on peut écrire: f(w,+h) - f{w,) = f (wo)h + V(h) ou V(h)=¥(h)h pour les h inversibles et V est
continue dans un voisinage autour de 0.

D'un autre coté, nous avons déja démontré que fest 7 -différentiable en w, avec comme
dérivé #/(wy) si et seulement si on peut écrire:

1m [P

=0~ |, =4

flw, +h) - f{iw,) = F(wo)h + O(A) ou

Lim | V(h )IE

Comme la dérivée est unique, 11 suffit donc de montrer que ,” 7 =0.
E
V(A X W (h)h
Commengons par montrer que V) g =0,ie l—()—ﬁ =0,
0 Jhlg =0 || g
(inv) (inv)

YAl _ [P _ [P 1A 4P Al

Or, = 4|W(h)|; — O (pour des h inversibles).

|2] 2 7] & ; lh|E 2 |7l g
Y (h)/
Ce qui implique que %ZZI—ME— =
(’mv) Al
o . / W(h)h
Ainsi pour un € > 0 choisie, 38> 0 tel que pour I,IIE <d onaque |—(—)—|E- < €. Prenons
(inv) Az

maintenant un h non-inversible tel que 0 < |A], <8. Il est toujours possible de trouver une
suite {#,}°, d'éléments inversibles tel que /1, — & et |h,|z <3 avec h, # h Vn.Comme V est
continue, cela implique que V(k,) — V(h). Donc |V(hn)|z = [V et |hnl z — |Al 5.

PGl Vg . LQIF Lim V)|
Ainsi — . Ce qui implique que <g.Donc ;" —7—=0.
7l R P 0 TH
Ce qui compléte la démonstration.
o

Proposition 9.2)

Soit f:Uc£?— L2 ouUestunouvertde (7 =£ %), fe C'(1)
et f 7 -holomorphe dans U ot f(z, .z, )=(w, (z,,2,),Wy(z,,.2,)), W, £ x & = £*
pour i=1,2. Alors w, et w, sont holomorphes sur U dans le sens de L2 ici(L'%).
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Par le théoréme 8.1), le fait que f=w, +w.i soit € C!(U) et 7 -holomorphe implique que

a—=' =0 pour 1<i,j<2 sur U. Donc w, et w, sont holomorphes sur U.

Définition 9.2)
Pour f :U(ouvert)c 7 — 7 tel que fe C!(U), notons:

_5___.1(_5_+li) izi(_a__L_a_)
ow 2 62.'1 ialz * oW 2 621 iaZQ ’

) = . pour j=1,2.
Y, foy) o oy Tay) ’

Alors, par calcul direct on constate que sous les conditions de la définition 9.2):

1) f 7 -holomorphe sur U implique que o fosur U,

5, =
et 2) g = 0 sur U si et seulement si Gl g et Bvea, o sur U.
ow Oz 022 071 022
¢ : . Ow; . of
En resumé, f est 7 -holomorphe sur U si et seulement si = - 0 pour 1<4,7 <2 et T 0. De
e of g
plus, la dérivée f/ = == sur U.

ow
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Chapitre 10

Dans ce chapitre, on verra la généralisation du développement en série de Taylor pour les
tétranombres et un théoréme sur le rayon de convergence.

Théoreme 10.1)
Soit f :U(ouvert)c £ *Z — £ "2 tel que fe C'(U).
Sifest 7 -holomorphe sur U alors 7™ existe Vhe M,
i.e. que toutes les dérivées de f sont 7 -holomorphe sur U.

Preuve:
La fonction f est de la forme f(z, ,z,) = w, (z, .2, JtW, (z, .z, Jiouw, . Uc & " x " -

£’ . =12 sont holomorphes dans le sens de £ “Z. En fait, % =0pour 1<i;<2 et

J
Owy _Owa Owa _ Owi (*). Deplusf’=%+iw‘2‘i sur U.

a:'] a 6:2’ 521 - 6:2 a:l 8:1

Comme w, et w, sont holomorphes sur U alors % 1 €14,7 <2 restent holomorphes sur
Zj

. ) a(g;; . 0w, p
U, ce qui implique que /7 € CY(U) et o 0 pour 1< 4,7 < 2. Aussi, 3 a_’ existe pour
= <jOsk
- 62w,- aZW,‘ i
< < = < <
12if k<2 et %05 BRie pour 1< 4,7,k <2.
82w1 a"'Wg 52W2 82W2 _ 62w1 _ 62w1

o - o _ B __
Ainsi, de (*) on peut déduire que :1)° T 021022 05204 : (621)* © 010z 0m0m

Donc /' est 7 -holomorphe sur U. On refait le méme raisonnement a partir de / .et ainsi de

suite, pour obtenir le théoreme.
o
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Evidemment ce résultat nous incite 4 se demander si un développement en série d'une
fonction 7 -holomorphe est possible?

Théoréme 10.2)
Soit fU(ouvert)c £ “% — £ *Z tel que fe C'(U).
Si fest 7 -holomorphe sur U alors Vwq €U il existe une boule B, tel que

VYw e Bw,, AW)=2, A ( O)(w wo)" (#1)

et i j()( )|’ (lw—wol")" converge . (#2)

Preuve: (de #1)

En premier lieu, remarquons que par le théoréme 10.1), /" existe V /7 € /. De plus par
la proposition 9.2), f=f, + if, ou f;:Uc £ “?— £ * est holomorphe pour i=1,2. Ce qui
implique que Ywy €U, il existe une boule B, tel que f;(w) = 2.5, a\.(w — wo)" pour i=1,2
ou w=w, +iw,, wy=wi +iw3, al=al,,, e £ v=(vi,v) e A,

19" fi(wo)
Viva (52'1)\'1(522)"2
Ainsi, une grande partie du travail a déja été fait.

(w=wo)¥ = (wi —w)Vi(wy —w) etal,,, = pour i=1,2.

Remarquons aussi que w* =(w, + iw, )" =2, (Z) W) Gw) =20, (’;) W) (w)* @)+

[we) _1(0%f1 9™f )

al o nl@Ey eyt

fP(wo)
n?

Maintenant, en posant a, =

on obtient que a,(w — wo)" = o (w—wq)"

( a(n]f‘l a(n)f) \

G i ) e 2 (1) ori - whkoma - wykor

L
n!

o £,
E ( )n_klikc(n_k)r (@ ];1" (w1 - W?)k(wz & wg)n—k 1 lk (nl_k); &z f)n o)== w])lk(w2 wg)n—k]_

2 _ 0% _ & __&h

De plus comme fest 7 -holomorphe, cela implique que @t - 510 o @y S e

o, O'fs &' ot
= * = k ” -
GOF - @O e Gea e )

Donc
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Nous aurons besoin pour continuer des deux petits lemmes suivants:

Lemme 10.1)

Sous les conditions du théoreme 10.2), (2‘.%7{ = h(n, k)
]

0" pink
————zfp(’k—)_k lorsquen>0et0<k<n
(021)"(0=2)"
ou p(n,k)=1 si n-k est pair (ou zéro),

2 si n-k est impair,

h(n,k)=Re(i™*) si n-k est pair (ou zéro),
Im(i™*) si n-k est impair.

Preuve: (Par le principe d'induction fini)
Soit n>0 fixé et 0 < k< n.
0"fpit)

J"fi
@21y (@)

(a:l)n e h(L)

Posons L=n-k, ainsi notre hypothése devient: pour 0<L<n (*).

Il est évident que I'hypothése est vraie pour L=0. Supposons maintenant que (*) est vraie
pour un L>0 et montrons qu'elle reste vraie pour L+1<n. Il suffit de remarquer que:

O Jpit = h(L) 02 (1) siL estpair (a l'aide de (o)),

"1
— = (I y——E
( )(821)"‘L(822)L (@2 YD (@)

(6:1)" -

_ 0" : . 2l FPRCE
=—h(L) (= YT (3 ) (2) siL estimpair (a l'aide de (o).

Dans (1), lorsque est L pair on a que L+1 est impair, donc p(L+1)=2.
De plus, h(L+1)=Im(i*"")=Im(i" 1)=Re(i"}=h(L) car i" est réel.

Dans (2), lorsque L est impair on a que L+1 est pair, donc p(L+1)=1.
De plus, h(L+1)=Re(i*")=Re(i" i)=-Im(i"}=-h(L).

O"fpir+1)

Donc O/ =h(L+1) 1.e. que I'hypothese reste vraie pour L+1.

(5:1)" (5:1)'7—(L+1)(822)L+1 4
o
Lemme 10.2)
Sous les conditions du théoréme 10.2), s =h'(n,k) O Tpini) lorsquen>0et 0<k<n

(0z1)" (0= (=5 *

ou p'(n,k)= 2 si n-k est pair (ou zéro),
I si n-k est impair,

h'(n,k)= Im(i"*"") si n-k est pair (ou zéro),
Re(i™") si n-k est impair.
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Preuve: (Par le principe d'induction fini)
Soitn>0 fixéet 0 < k< n.

0" O"fpt)
Posons L=n-k, ainsi notre hypothése devient: = W (L)——*—"— pour 0<.L<n (**),
yp @) ( )(821)"‘L(622)l‘ p (**)

11 est évident que I'hypothése est vraie pour L=0. Supposons maintenant que (**) est vraie
pour un L>0 et montrons qu'elle reste vraie pour L+1<n. Il suffit de remarquer que:

ofr _ O"fo'ty _ "fi : .
@) h/(L)m = _h/(L)(az1)"‘“"”(6:2)“1 (1) siL est pair (a l'aide de (o)),

=h'(L) (8-1)"‘(1{?(8.-2)“1 (2) siL estimpair (a l'aide de (o).

Dans (1), lorsque L est pair on a que L+1 est impair, donc p'(L+1)=1.
De plus, h'(L+1)=Re(i*?)=Re(-i")=-i*=-Im(ii" )=-Im(i""' )=-h'(L) car i" est réel.

Dans (2), lorsque L est impair on a que L+1 est pair, donc p'(L+1)=2.
De plus, h'(L+1)=Im(i***)=-Im(i* }=Re(ii")}=Re(i*"' }=h'(L).

fh O priy
=h'({L+
(a )" ( (azl)n—(L+l)(622)L+1 2

Donc i.e. que I'hypothese reste vraie pour L+1.

o}

0" piny
"D ey ey
(- )

R (n k)————-—-——anfpl("’k)
’ Oz ) (0z,)+* ]
k&n?é!ﬂ (w1 = wi) (w2 = wp)"™®)

Ainsi, a,(w - wo)" =31 ()" (w1 —w)e(wa — wy)"*

+( l) n—k+1

Comme p(n,k)#p'(n,k), on a toutes les a};’n_k pour i=1,2 et ke {0,...,n} (j=1,2) .Le seul probleme
est peut-étre le signe. Or i"*h(n,k) = Re(i""Re(i"*)=1 avec p(nk)=1 sin-k est pair,
= iIm@i™)Im(i**) =1 avec p(nk)=2 sin-k est impair

et " h'(nk) = im@i**HIm@G™*") =1 avec p'(nk)=2 sin-k est pair,
=Re(i"*"Re(i"™!) =1 avec p'(n,k)=1 si n-k est impair.

g )( 0)(W oy =

ot
Donc 1o [abucws = wDEw2 = w9y + iaf (w1 —w)¥ (w2 —wi)"™ .

) - o fO(wo)(w—w
Ce qui implique que Z,L,_Oﬂ (WO)S:} wo)" =0 A O)( o)’ = fiw). Car les
parties réelles-complexes primes et  imaginaires-complexes prlmes se voudront des
réarrangements respectivement de f, et de f, , lesquels convergent par le fait que f| et f, sont

holomorphes .
o
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Preuve: du (#2)

On a que
/

ol/ s
(|w1—w1’| + lwz—wgl )

Jji 0"f1 0"
n! (a:l)n +I(a:1)n

/
laal'(lw—wol")' = (Iw=wol" =

J(wo)
n!

/
BEANIGEDE (0z2)" j(|w1~w?|/+|w2—w2l/)"

o / afs / ; 4§ »
4| 5]+ [ ] i ()il s
anfl 4 1 3”fz 4

= ZZ:O( (w1 —wi)f(w: - WYk (w1 —w)(w, - w(z))n—k ).

+

I
kli{(n—k)! (a:l)n it ———(853)"

Car wi—w)etw,—w) sont € £ et on sait que pour ze £ et we 7 on a que
24" = (l=1)* et lw ezl = [wl’I2I"

o"f, 6”fp(”:k) 'fa
= h(n, b)y——L22 ot L= p(nk
@y = Ny ¢ @y R

af})’(n:k)
(0= Y8z

On sait aussi que:

h(n,k) et h'(nk) =+1.

" ok ] » 4
ooy = i)z = iy

. , n n 1
Ainsi |Cln|"(|W — Wy |’) = Zk=0( Ft(n=k) (a,l)k(a-j)r1~k\

1 anf;}, (nk)

{ —wh# T ONn—k
+ kl(n—k)! (a:.l)k(a_:z)n_k\W] WI) (W‘._ Wz) )

= 2ol ab s —whrowa —w |+ |af,, w1 - wE(wa — w3 | b
Car p(n,k) = p'(n,k).

: L : 1 T g 1
De plus LL_',":,: o ) la'i._,,_k(wl —wh (W, — wlyr ‘ converge pour j=1,2. Car c'est un

réarrangement de £, , lequel converge absolument comme série double.

. . | /
Diils T BE ( e (Z 12 |Bens(1 —whE(w, —wl)yrk | )) converge.

L0

Lim
—>c0

Ainsi 2.7 lanl (Iw—wol”)" converge.

C'est & dire que ,f:O (lanl’(lw = wol")"y converge.

De plus, comme |a,(w—wo)"|" < |a,|’(Ilw —wol")" on a par le critére de comparaison

que la série converge absolument avec la norme | |
o]
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Abordons maintenant un théoreme relatif a la convergence des séries de puissances dans
le cas des tétranombres.

Théoreme 10.3)
Soit fiw)=2.", a,w" aveca, € T .
Alors il existe un 0 < R < oo appelé un rayon de convergence
avec les propriétés suivantes:

1) La série converge absolument Vw avec |w|<R. De plus, si0 < p < R
la convergence est uniforme pour |w| < p.

ii) Dans |w| < R, f(w) est 7 -holomorphe. De plus, /'(w) = 2.~ na,w™!
qui converge dans le méme rayon de convergence.

Aussi, % = Im sup if]a,| est un rayon de convergence possible satisfaisant les propriétés i) et ii).

Remarque:
Dans ce théoréme, les normes | | ou | |/ peuvent étres substituées indifféremment.

Preuve: de (i)
Posons 5 = /7. sup lax| et R>0 (le cas ou R=0 est trivial).

Si |w| < R, on peut trouver un p tel que |w| < p <R.
Alors % > R% implique, par la définition de limsup, que |an| < —pl; Vn 2 Np.

Donc, |an||w]" < (l_‘gl) Vn > Na.

n
Or, '—:,V—I < 1 implique que2. ™, (%') <oo. Ainsi 2,7 lan)lw|" < .

De plus, |a,w"| < |a,||w|” implique que 2., |a,w"| converge (par comparaison)
Ce qui implique que 2, a,w”" converge (absolument).

Pour montrer la convergence uniforme, considérons |w| < p < R et choisissons
un p’ tel que p< p’ < R.

Ainsi, |a,w"| £ |a,||lw]" £ (}?7) V¥n = Nj. De plus, puisque Z:;o (5) < oo (car 5 <1

on obtient par le critére de Weierstrass que 2, a,w" converge uniformément pour [w| < p.

Par la méme occasion, on peut voir directement que f{w) est continue pour [w| < p car la

convergence y est uniforme et les a w" sont des fonctions continues.
o



Page 58

Preuve: de (i1)
Premiérement, considérons g(w) = 2, na,w"".

Alors £ =7 sup iflnaal = 2o ym o F2 sup flaal , car Jfinaa] = g7 Jlaal et 25,

Ainsi, g(w) a le méme rayon de convergence(selon | ] ou| |") que fiw).
Il reste a montrer que 7 (w) = g(w).

Or, de la proposition 9.1) il suffit de démontrer que la fonction f :Uc 7 - VA
ouU={w e I :|w| <R} est I -différentiable par limite Vw, €U avec f(wo) = g(wo).

On sait déja de (1), que f est continue sur U.

Aussi, (Pour des h suffisamment petits et inversibles)

+ 1) — Rw w© 0 n sl n—
on a que f(wo l?l f( 0) “g(Wo) T /—11{211=O an(WO +h)" - Zn:O a"wo} - Zn:l nanwg

= Z:— an{ (WO" +};’Z) s _nwg—l }

(wo +h)" —wy
Ty T

-1 o ((Iw()l + Illzllz)ln = IWOI _nlwﬂln—l);

w6’+(’1')w8‘1h+() with 4 .+ B - W]

car ; —nw] ! S(;_’)Iwol"'2|h|+...+|h|”’l

ol + () twol™ il + (1) Iwol 2112 + ..+ 141" = [wol”
_ _ nlwol™.

|A]

fwo + h}z —fwo) <y lanl{(lwol +]AD" = |wo|” e . -

|A]

Donc —g(wo)

Posons p = RHZ—W"J <R.

Ainsi on peut écrire (*) =27 |a,|p" ® = p {(|WO| - |l|11|1)| i L7} —H|Wo|"—l} -
Or 2.7, lanlp” < o implique que |a,|p™ — 0 lorsque n— oo .
Donc, il existe un X tel que |a,|p” < K Vn. Ce qui implique que:

fwo + h)—fwo)
h

R I e e (]

|l
(1 (2)
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Or,(1)=|,—’f[{ ;';O(lei'%lhl)"_ - (%)}
) “)

De plus, pour des h suffisamment petits:

- o0 wol + |A !
(J)Zﬁ n=0 (l Olp | |) =—L. 1 D

|4l 1o (|wo{p+|h|) - Ihl(p - (lwol + |h|))

(car [wo|<p),

_ v (Iwel)' o P
(4)_Th—| n=0 (T) =m. Gt

P |Wo|
3 - I n-1 p
Q= ”(“%d) = (0—Iwol)?
e _1_( o P \_ p _ Kplh|
Done, (**) K{ H\p—Twol = 1Al p=Twol ) (p- IwODz}' (0 — lwol = [A])(p = Iwal)

Lim Kplx|
> =0 g —Jwol = IxD(p = wol)?

— 0 pour des xe # .

|A] <&

On a donc que Ve > 0, 35> 0 tel que i rversible)

fowo+ B =fiwo) . Kplh|
= h AL e B T T

Ainsi, fest 7 -différentiable par limite Vw, €U avec ?(wo) = g(wo) .
Ce qui implique que f/(w) = 2. na,w""! pour |w| <R.
o
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Chapitre 11

Le but de cette derniére section est de particulariser le principe d'identité de & “Z pour
les fonctions 7 -holomorphes définies de £ % — £ 7.

Lemme 11.1)
Soit f:Uc £ “Z— £ 2, I -holomorphe et C'(U)) ou U est un ouvert connexe(domaine).
Si il existe un w, € U tel que Awo), f(wo), [ (wo), .../ (wq), ... sont nulles (Vrn e H),
alors f{w) est identiquement nulle sur U.

Preuve:

Soit E, l'ensemble des points w,e U ou Awo), ...,/ (wo),... s'annulent (Vne ), et E,
'ensemble des points we U ou f a au moins une de ses dérivées(ou f elle méme) qui ne s'annule
pas. Alors, U=F1 UL et E1NE, =,

Or E, est ouvert, car f 7 -holomorphe et C(U)) implique que Ywq e U il existe une

n)
boule By, tel que Vw € By, /(w)zziof( f;”o)

implique que Aw)=0 dans la boule B, lorsque /" (wy)=0(Vne A). De plus, par la
continuité de /% (Vn € /') on a aussi que E, est ouvert.

(w—wg)" (par le théoremel0.2). Ce qui

Comme U est un ouvert connexe, cela implique que E1 = @ ouE; =&, Mais E # & par

hypothese. Donc £, = &, 1.e. U=E, . Ce qui implique que /= 0 sur U.
o

Definition 11.1)
Soit f Uc £ 2 — £ "2, T -holomorphe et C' () ou U est un domaine et f est
non-identiquement nulle sur U. Si pour un wo €U on a que f{wo) = 0 alors par
le lemme précédent il existe un plus petit entier h tel que /" (wq) = 0.
On dira que w,, est un zéro d'ordre h.

Remarque:
Le lemme précédent nous assure qu'il n'y a pas de zéro d'ordre "™ si la fonction est

non-identiquement nulle sur U.
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Théoreme 11.1)
Soit f:Uc £ “Z— £ %, T -holomorphe et C'(U) ot U est un domaine et f
non-identiquement nulle sur U. De plus, supposons que f{wp) =0 ouw, €U
est un zéro d'ordre h. Alors, il existe une boule B/, sur laguelle

fiw) = (w—wo)fu(w) ol f(w) y est continue

n+h)
et f},(W) = Z:O_O j((n +(Z;(;)( wo)n_

Preuve:
Comme fest 7 -holomorphe et C'(U), cela implique qu il existe une boule B,,, sur laquelle:

f(W) Zw f( (WO)(W w )n

" f(n+h)( ) -
= Zn=0 (}'ZT/’[)?—(W = Wo) h.

f(”)(Wo)

Pour plus de clarté, nous poserons a, =

Notre but est évidemment de sortir (w—wo)” de la sommation. Si (w —w)" est inversible
pour un we B, alors ~ existe et © 2 o Aneh(W — WoY™ = 20 Gpen(w —wo)". Ainsi

(w=waq) w—wo)"

Aw) = (w—wg) e Z:J:o > (w wo)" . Qu'arrive-t-il si (w — wg)" est non-inversible?

11 suffit de montrer que ., @uun(w — wo)” converge Vw €B,,.

Par le théoréme 10.2) (#2), on a que 2, |a.|’(Iw—wol”)" converge sur B,,.De plus,
comme a, =0 pour 0<n<h on a que

n+h

Zn—o lanl (lW Wo [ ) :__0 Ian+hll(|W_W0|/) = ('W_W0|,)h ) 2:;0 lan+h|/(|w—WOI,)n .

Donc, 2. lanasl’ (1w —wol”)" converge sur B, .
Or, o (w—-wo)"|" < |ann I"(lw —wol")". Ce qui implique que ZZO:O [@pin(w —wod|’

converge dans By,.Donc f(w)= 2. _o Ansn(w—wq)" converge dans B.,, car elle y converge
absolument.

Ainsi, comme la série f;(w) converge on a que
(w—woY @ 27 Gpun(W—wo)' = Do Anan(W — o)™ = f{w).
[l reste maintenant & montrer que f/,(w) est continue.

Or considérons un w; # wo avec Wi € By, on a donc que X, |aual’(Iwi —wol")"
converge. Ainsi {|au.4|’(Ilwi1—wol’)"}"_ — 0lorsque n—> o et |auul’(Iwi—wol’)" <M, Vn .
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Soit maintenant w tel que |w—wo|” < |w) —wo|’ avec w#w,.

|,(|W1 —wol)'(Iw = wol")"
(lwy —wol")"

_ AN RT;
<f Jw=wol” ) & eyl
\lwi = wol”/ ol

Alors Iaﬂ+h(w - WO)NI/ L Ian+hll(lw - WOII)" = Ian+h

®

ie. |aun(w—woy'| <c,e A telque 2. c, converge.

Donc, par le critétre de Weierstrass on obtient que Z;’f _o Ansn(W—wg)" converge
uniformément dans une boule B, ayant un rayon <|w; — wg .

Or comme les a,.; ® (W — wo)" sont des fonctions continues sur 57, et que la

convergence y est uniforme, on obtient que Z:io ann(W—wo)" est continue sur B, .
o]

Corollaire 11.1)
Soit fUc & ¢ — £ *Z | I -holomorphe et C'(U) ou U est un domaine
et f non-identiquement nulle sur U. Si f{w, }=0 pour un w, € U alors 1l existe
un voisinage de w, sur lequel f(w)=0 seulement si w-w, est non-inversible.

Preuve:

Par hypotheése il existe un h>0 tel que /) (wo) # 0 , i.e. f4(wo) # 0. Donc, par continuité
fx(w) # 0 dans un certain voisinage de w,. Or, si pour un w de ce voisinage, w-w, est inversible
et f(w)=0 on obtient que (w—wo)"f,(w)=0. Ainsi en divisant par (w—wg)" on obtient que
fy(w) = 0,ce qui est une contradiction.

o]

Théoréme 11.2) (Principe d'identité pour les tétranombres)
Considérons f,g Uc £ “Z — £ *?, T -holomorphes et C!(U) ou U est un domaine.
Si flw)=g(w) VweE ou E est sous-ensemble de U possedant un point d'accumulation
dans U (notons ce point w, ) tel que les éléments de {w-w,| we E} soient inversibles,
alors f(w)=g(w) sur U. .

Preuve:
Soit h(w)=f(w)-g(w) sur U. Alors h sera de la forme £ “Z — £ “? , T -holomorphe et
C'(L)). Supposons que h(w) est non-identiquement nulle sur U.

Comme w, est point d'accumulation de E dans U, cela implique qu'il existe {w,},., €E

Lim Lim

tel que w, > woetw, #wo Vne M. Ainsi, 0 h(w,) = 00 = 0= h(wo) par continuité.

Donc A(wo)=0 et w, est un point daccumulation de {w,},, tel que w, -w, est
inversible ¥n . Ce qui est une contradiction avec le corollaire 11.1).

Ainsi, h(w)= 0 sur U, i.e. fiw)=g(w) sur U.
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Corollaire 11.2)
Toutes les identités trigonométriques valides sur la droite réelle et ne se
servant pas de la division sont généralisables dans le cas des tétranombres.

Preuve:
Le sinus et le cosinus sont des fonctions 7 -holomorphes et C'( # *). De plus, si on
prend, par exemple, w,=0 avec {1/r} ., alors w-w, =1/n sera inversible Vn € /# .Et on conclut

le résultat par le principe d'identité pour les tétranombres.
o

Remarque:
Le théoreme 11.2) est une particularisation du principe d'identité obtenu de 'analyse

complexe dans £ “Z.

o]0[0[0i0/00/00/0/0/0 0/0(0 0 00 0]0]0 001069
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Conclusion

Beaucoup de résultats ont été énonceés, mais encore beaucoup de questions peuvent étre
soulevées. La raison en est que pour chaque résultat de l'analyse complexe dans £ on peut se

demander si une extension en est possible pour le cas des tétranombres.

Ainsi, il m'aurait €té quasi-impossible de faire de ce mémoire une analyse exaustive de
tous les résultats de I'analyse complexe dans £ que l'on pourrait potentiellement généraliser

pour les tétranombres.

Par contre, il est possible de suivre une ligne directrice a l'aide des plus grands résultats
de l'analyse complexes dans & . Dans ce mémoire: les coordonnées polaires, la notion de
différentiabilité, le développement en série ainsi que le principe d'identité¢ on ét¢ ma ligne

directrice de recherche.

Pour ce qui est des résultats & venir, il semble que l'étude de l'intégral pour les
tétranombres soit une voie €vidente et naturelle & emprunter. Ayant personnellement commencé
a explorer cette nouvelle voie, je peux actuellement en dire que certains résultats semblent
réalisables, mais que les €léments non-inversibles rencontrés dans l'ensemble des tétranombres

font pointer d'importants problemes.

Je souhaite donc bonne chance a tous ceux ou celles qui voudront explorer comme moi

les nouvelles frontiéres de cette théorie.



Page 65

Bibliographie

{1
[2]
[31

[4]
i3]
[6]

(71

3]

191

Ahlfors, L., Complex analysis, 3° éd., McGraw-Hill, 1979.
Grauert, H., Fritzsche, K., Several Complex Variables, Springer-Verlag, 1976.

Kaup, L., Kaup, B., Holomorphics Functions of Several Variables, Walter de Gruyter,
1983.

Kantor, LL., Hypercomplex numbers, Springer-Verlag, 1989.
Kaplan, W., Introduction to Analytic Functions, Addison-Wesley, 1966.

Malonek, H., A New Hypercomplex Structure of the Euclidiean Space R ™ 'and the
Concept of Hypercomplex Differentiability, Complex Variables, Vol. 14, pp. 25-33, 1990.

Marsden, J., Hoffman, M., Elementary Classical Analysis, 2° éd, W. H. Freeman and
Company, 1993.

Lanckan, E., Tutschke, W., Complex Analysis: Methods, Trends and Applications,
Akademie-Verlag, 1983.

Lang, S., Complex Analysis, 3° éd, Springer-Verlag, 1993.

[10] Range, M., Holomorphic Functions and Integral Representations in Several Complex

Variables, Springer-Verlag, 1986.

[11] Rudin, W., Real and Complex Analysis, 3° éd, McGraw-Hill, 1987.

[12] Ryan, J., Complexified Clifford Analysis, Complex Variables, Vol. 1, pp. 119-149, 1982.

[13] Shabot, B.V., Introduction to Complex Analysis part II: Functions of Several Variables,

American Mathematical Society, 1992.

[14] Sebezyk, G., The Hyperbolic Number Plane, The College Mathematical Journal, Vol. 26,

pp. 269-280, 1995.



Page 66

Remerciements

Je remercie sincérement mon directeur de recherche Monsieur P.M.Gauthier pour sa
disponibilité et les nombreux conseils qu'il m'a donnés. Merci de m'avoir donneé la possibilité de
faire des rencontres trés intéressantes lors de voyages, ainsi que pour votre aide financiere

apportee.

Je remercie également mon codirecteur Monsieur W.Hengartner pour son appréciation

face a ce mémoire, pour ses conseils et les corrections apportées lors de ma rédaction.

Enfin, je remercie le fond de recherche F.C.A.R. pour l'aide financicre accordeée tout au

long de mes années de maitrise.



	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8
	Page 9
	Page 10
	Page 11
	Page 12
	Page 13
	Page 14
	Page 15
	Page 16
	Page 17
	Page 18
	Page 19
	Page 20
	Page 21
	Page 22
	Page 23
	Page 24
	Page 25
	Page 26
	Page 27
	Page 28
	Page 29
	Page 30
	Page 31
	Page 32
	Page 33
	Page 34
	Page 35
	Page 36
	Page 37
	Page 38
	Page 39
	Page 40
	Page 41
	Page 42
	Page 43
	Page 44
	Page 45
	Page 46
	Page 47
	Page 48
	Page 49
	Page 50
	Page 51
	Page 52
	Page 53
	Page 54
	Page 55
	Page 56
	Page 57
	Page 58
	Page 59
	Page 60
	Page 61
	Page 62
	Page 63
	Page 64
	Page 65
	Page 66
	Page 67
	Page 68
	Page 69
	Page 70
	Page 71
	Page 72
	Page 73
	Page 74

