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SOMMAIRE

Le présent travail est principalement une étude des équations différen-
tielles de la mécanique des fluides et de leurs symétries. Cette étude consiste en
deux thémes principaux. Le premier est une synthése des divers éléments de la
théorie. Nous faisons un rappel de la théorie reliée a la mécanique des fluides
et aux groupes et algébres de symétries des systémes d’équations différentielles.
Nous définissons les algébres et les variables de Grassmann, leurs propriétés et leur
role dans la formation de théories supersymétriques. Finalement, nous présentons
quelques exemples simples de modéles supersymeétriques.

Le second théme est une contribution originale & 1’étude des équations
d’un modéle de fluide particulier appelé gaz de Chaplygin. En premier lieu, nous
utilisons la méthode décrite dans le livre de P. Olver pour calculer et analyser en
détail le groupe de Lie de symétries des équations du gaz de Chaplygin en une di-
mension spatiale. Deuxiémement, nous considérons un modéle généralisé du gaz
de Chaplygin, proposé par R. Jackiw, qui utilise des variables de Grassmann.
Nous associons les charges conservées identifiées par Jackiw & des transforma-
tions supersymétriques. Nous déterminons les relations de commutation de ces

derniéres avec les symétries ordinaires (paires) de la théorie.

Mots-clés: groupes de Lie, supersymétries, variables de Grassmann, équations

différentielles, gaz de Chaplygin.
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INTRODUCTION

Les groupes et les algeébres de Lie jouent un rdle crucial dans la formula-
tion de théories en physique. Durant les trente derniéres années, l'utilisation des
groupes de symétries a connu un essor marqué dans le domaine de la physique
mathématique, particuliérement en physique de particules et de haute-énergie
[Cornwell]. En particulier, les méthodes de groupes de Lie sont utilisées pour
déterminer les symétries continues de systémes d’équations différentielles. Ces
transformations sur les variables, qui préservent ’espace de solutions des équa-
tions, permettent alors de simplifier la résolution du systéme. En effet, lorsqu’une
solution particuliére est connue, il est possible d’utiliser les transformations du
groupe de Lie de symétries pour obtenir d’autres solutions. Dans le cas d’une
équation différentielle ordinaire, 'invariance sous un groupe de symétries & un
paramétre permet de réduire I'ordre de I’équation par un [Olver].

Par ailleurs, suite & la découverte de la supersymétrie (SUSY) par Gol-
fand et Likhtman [West, Golfand], on a vu apparaitre des équations différentielles
faisant intervenir des variables de Grassmann (anticommutantes). Berezin [Bere-
zin], concerné par des questions liées & la seconde quantification, essaya de donner
une description paralléle des champs bosoniques et fermioniques. On a ainsi assisté
a la naissance de théories supersymétriques, permettant de traiter sur le méme

pied les variables paires (bosoniques) et impaires (fermioniques). Des exemples



de telles théories sont le modéle Wess-Zumino en 4 dimensions, ainsi que I'équa-
tion de Korteweg-de Vries (KdV), supersymétrisée par P. Mathieu et P. Labelle
[Ayari, Hussin, Mathieu, Labelle].

Dans ce mémoire, nous analysons plus particuliérement les équations d’un
modéle en mécanique fluide appelé gaz de Chaplygin. Nous considérons également
un modéle proposé par R. Jackiw [Jackiw 1,2,3,4], en collaboration avec A. Poly-
chronakos, pour supersymétriser le gaz de Chaplygin en ajoutant des variables de
Grassmann sous forme de spineurs de Majorana. La contribution originale de ce
travail consiste de deux parties. Premiérement, nous utilisons la méthode décrite
dans le livre de P. Olver [Olver] pour calculer P’algébre des symétries des équa-
tions du gaz de Chaplygin en une dimension. Les résultats obtenus sont analysés
en détail et comparés & ceux de Jackiw, ainsi qu’a ceux de Hassaine et Horvathy
[Hassaine]. Deuxiémement, nous associons les charges supersymétriques, identi-
fiees par Jackiw pour le modéle généralisé, & des générateurs infinitésimaux de
symétries sous forme de champs vectoriels. Nous déterminons les relations de
commutation avec les symétries (paires) de la théorie.

Le contenu de ce mémoire se décrit comme suit. Dans le premier chapitre,
nous présentons une révision des éléments de base de la mécanique des fluides, y
compris les équations de mouvement d’un fluide idéal et les formulations lagran-
gienne et hamiltonienne d’une théorie locale de champs. Nous rappelons le lien
introduit par E. Noether entre les symétries d’un systéme d’équations différen-
tielles et les quantités conservées. Finalement, nous introduisons les équations du
gaz de Chaplygin.

Le second chapitre fait un rappel de la méthode pour déterminer ’algébre

des générateurs de symétries d'un systéme d’équations différentielles, utilisant les



prolongations et les espaces des jets. Le troisiéme chapitre est consacré au calcul
et & I'analyse du groupe de symeétries des équations du gaz de Chaplygin.

Le quatriéme chapitre introduit les variables de Grassmann, ainsi que les
superespaces, superalgebres et supergroupes de Lie. Les fonctions & valeurs de
Grassmann sont définies, ainsi que les supersymétries. Finalement, dans le cin-
quiéme chapitre, nous considérons certains modéles supersymétriques standards,
avant de passer au modéle supersymétrique du gaz de Chaplygin étudié par Ja-
ckiw et al [Jackiw 2,4]. Nous identifions les symétries et les supersymétries de ce

modéle.



Chapitre 1

ELEMENTS DE LA MECANIQUE DES
FLUIDES

Les éléments que nous introduisons dans ce chapitre sont tirés princi-
palement des livres Mechanics et Fluid Mechanics par L. D. Landau et E. M.
Lifshitz [Landaul, Landau2], du livre de M. Peskin et D. Schroeder [Peskin], et
d’articles par R. Jackiw [Jackiw 1,2,3,4]. Nous commencons par dériver les équa-
tions de base de la mécanique fluide, suivant la méthode de Landau et Lifshitz
[Landau2]. Nous décrivons aussi les formulations lagrangienne et hamiltonienne
pour un systéme discret [Landaul], ainsi que pour une théorie de champs [Pes-
kin]. Nous donnons ensuite le théoréme de Noether et la relation entre symétries
et charges conservées [Peskin, Olver, Hassaine|. Finalement, nous introduisons les
équations du gaz de Chaplygin, analysées par R. Jackiw [Jackiw 1,3], dont nous

étudierons les symétries dans le chapitre 3.

1.1. LES EQUATIONS DE BASE DE LA MECANIQUE DES FLUIDES

La mécanique des fluides est I’étude du mouvement des liquides et des
gaz. L’état d’un fluide en mouvement peut étre représenté mathématiquement par
des fonctions donnant la distribution de la vitesse v = v(z,y,2,t) = v(r,t), de la
densité p(r,t) et de la pression P(r,t). Toutes les quantités thermodynamiques du

fluide peuvent étre déterminées par les valeurs de p et P, en utilisant I’équation



d’état:
P =P(T,p), ou T estlatempérature du systéme. (1.1.1)
Cette équation varie selon le type de fluide considéré.
Les deux équations fondamentales qui gouvernent le mouvement d’un

fluide idéal (c’est-a-dire ou la viscosité et la conductivité thermique ne sont pas

importantes) sont ’équation de continuité

dp .
-a‘t-—f‘V'(pV) =0 (1.1.2)
et ’équation d’Euler
ov 1
i . = —-—-VP. .
5 + (v-V)v pV (1.1.3)

L’équation de continuité représente la conservation de la matiére. En
effet, si on considére un volume V;, alors la masse du fluide contenu dans 1} est
fVo pdV. On en déduit que la décroissance de la masse de fluide a l'intérieur de
Vo, par unité de temps, est donnée par

0

- . 1.1.4
3 /., pdV (1.1.4)

Par ailleurs, si dS est un élément de surface & la frontiére de Vj, alors la masse
de fluide passant & travers dS, par unité de temps, est donnée par pv - dS. Donc,

la masse totale sortant de V; par unité de temps a travers sa frontiére est

f{/ pv-dS . (1.1.5)
o

Puisque la matiére doit &tre conservée, ces deux quantités doivent étre égales,

c’est-a-dire que l'on a

fpx%dSz—gl/ pdV . (1.1.6)
Vo t v



En utilisant le théoréme de la divergence, on transforme I'intégrale de surface a

la gauche de I’équation précédente pour obtenir

/Vo (%?+V-(pv)) av =0 . (1.1.7)

Puisque cette équation doit étre vraie pour tout volume V;, on obtient 1’équation
(1.1.2).

L’équation d’Euler peut étre dérivée en considérant les forces agissant sur

un élément de volume de fluide Vj. En 'absence d’un champ de force extérieur,

ce sont les forces causées par la pression du fluide en chaque point de la frontiére

0Vy du volume V;. La force totale agissant sur V4 est donc

Fr = —i% PdS = — /VO(VP)dV . (1.1.8)

Pour un élément de volume infinitesimal dV, la force exercée est alors égale a
—VPdV. Si on définit dv/dt comme étant 'accélération d’un élément de fluide
en mouvement (au lieu d’étre & un point fixe), alors on peut relier I’accélération

de I’élément dV & la force
(pdV)(dv/dt) = -V PdV (1.1.9)

ot d/dt est la dérivée totale par rapport au temps. Cette équation peut étre reliée
aux quantités correspondant & un point fixe de la fagon suivante. Le changement
dv de la vitesse d’un élément de fluide en mouvement durant l'intervalle de temps
dt est composé de deux parties:

— le changement de v durant le temps dt & un point fixe, égal a (%)dtQ

— le changement de v quand I’élément se déplace de dr durant l'intervalle dt,

donné par dz2¥ + dy-% +dz% = (dr- V)v



On obtient donc,

% = %—;%-(V~V)v : (1.1.10)

En insérant le résultat de I’équation (1.1.10) dans I’équation (1.1.9), nous obte-
nons I’équation (1.1.3).

L’absence de conductivité thermique empéche ’échange de chaleur entre

les différentes parties du fluide et le processus est donc adiabatique, ce qui signifie

que l’entropie de chaque particule de fluide reste constante, et que la pression P

est une fonction de p seulement. Par conséquent, pour un fluide idéal, le terme

de droite de ’équation d’Euler, terme qui représente la force, peut étre écrit

1 av
—=VP=-VV'(p)=-V(—) . 1.1.11
; () =-V(T) (1.1.11)

1.2. FORMULATIONS LAGRANGIENNE ET HAMILTONIENNE

Commencons par faire un rappel de ces formulations dans le cas discret
d’un systéme de N particules. Dans un espace & trois dimensions, le systéme

peut étre complétement spécifié par 3N coordonnées de positions (z;,y;,2;, ol

i=12,...,N) et 3N coordonnées de vitesse (v},v},0%, oui=12,...,N). Plus
généralement, il est possible d’utiliser 3N coordonnées généralisées (¢1,qz, - - - ,qs)
et leurs vitesses généralisées (¢i,gs, - .. ,§s) ou le point représente la dérivée par

rapport au temps et s = 3N.



Chaque systéme est caractérisé par une fonction L(g;,g;,t) appelée lagran-
gien. Si le systéme occupe les positions ¢) et ¢ aux instants ¢; et ¢, respective-
ment, le principe de moindre action dit que le systéme doit évoluer de telle fagon

que [’action
to
5= / L(g.d.)dt (1.2.1)
t1

soit minimisée (selon les possibilités de chemin ¢(t)). Cela signifie que si g(t)
est la trajectoire du systéme et que nous ajoutons une variation dq(t) telle que
q(t) — q(t)+dq(t), alors la variation de P’action est nulle: §S = 0. Cette condition

est équivalente aux équations d’Euler-Lagrange:

d (0L oL .
a—t- (521;) - é—q; —_ 0 9 (Z - 1727 st 78) M (122)

Ces derniéres représentent les équations de mouvement du systéme.

La meécanique des fluides étant une théorie locale des champs, nous
sommes intéressés & donner une description semblable. Ainsi, le lagrangien L
peut étre exprimé comme l'intégrale spatiale d'une fonction £(¢%,0,¢") d'un ou
plusieurs champs ¢*(r,t) (i = 1,2,...,N) et de leurs dérivées. Cette fonction est

appelée densité lagrangienne. L’action peut donc étre maintenant écrite comme

S = / L(#',0,¢")d*z dt (1.2.3)
et la condition 65 = 0 génére les équations d’Euler-Lagrange:
oL oL
“\a@.7) ~ 90 (124

pour chaque champ ¢°.



La dynamique d’'un tel systéme peut également étre représentée par une
formulation canonique hamiltonienne. En effet, si nous définissons, pour chaque

coordonnée ¢;(t), un moment conjugué p; = (—% et que nous considérons la fonction
H(gipi) = Y piGi— L (1.2.5)
i

celle-ci est appelée le hamiltonien du systéme. Les variables ¢; et p; forment une
paire canonique pour chaque valeur de i. Dans cette formulation hamiltonienne,

en termes des quantités H, p;, et ¢;, les équations d’Euler-Lagrange s’écrivent:

)
) |
o= 0g;

Ce sont les équations de Hamilton.

Nous allons dans la suite utiliser le crochet de Poisson que nous devons
donc définir. Soit F(p,g,t) une fonction générale des coordonnées, moments et du
temps. La dérivée totale de F' par rapport au temps est donnée par

dt - gy, T apkpk ot

_ oy (B _gnory oF
— \OprOqx  OqxOpr/ Ot
oF

= 5{+{H,F} ,

> — 8A 8B _ OA 9B , : .
ou{A,B} = Ekj (513;55; - 53;-51—);> est appelé le crochet de Poisson des fonctions A
et B. Plus généralement [Olver|, nous pouvons définir le crochet de Poisson dans
un espace M 3 n dimensions pour des fonctions F': M — R. Si chaque élément

q de M est décrit par les coordonnées q = (¢1,42, - - - ,qn), alors nous commencgons
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avec les crochets élémentaires entre les variables {g;,q;}. Ces crochets doivent
satisfaire les propriétés:

~ bilinéarité: {aA +bB,C} = a{A4,C} +b{B,C} et {A,bB+cC} = b{A,B} +

c{A,C}

— anti-symétrie: {A,B} = —{B,A};

— identité de Jacobi: {{4,B},C} + {{B,C},A} + {{C,A},B} = 0;

~ régle de Leibniz: {A4,BC} = {A,B}C + B{A,C}.
Le crochet de deux fonctions F(q) et G(q) est alors défini comme étant

{FG} = ZZ{QM%}Z—Z% (1.2.6)

i=1 j=1

Les équations de Hamilton sont encore données par

¢ = {a:,H}, (1.2.7)
pi ={pi,H}. (1.2.8)

De facon analogue & la densité lagrangienne, il est possible de définir une densité

hamiltonienne:
oL ..
H= —¢' — L, 1.2.9
> o5 (1.2.9)
telle que

H= / H(4',0,¢")d’z. (1.2.10)
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1.3. LE THEOREME DE NOETHER

Si nous considérons des transformations continues sur les champs ¢*(r,t)

telles que, sous forme infinitésimale, elles s’écrivent:
P (r,t) — ¢i(r,t) = ¢'(r,t) +eAP'(r,t) (1.3.1)

alors, une telle transformation est dite une symétrie du systéme si elle laisse inva-
riante les équations d’Euler-Lagrange (1.2.4). Ceci est assuré si la transformation
garde I’'action S invariante ou, plus généralement, ajoute & 'action un terme de
surface. On voit donc que I'action sera invariante si la densité lagrangienne varie

au plus d’une divergence totale du type:
L— L+4ed,J" (1.3.2)

pour une quantité J*, 4= 0,1,... ,N (en N dimensions spatiales, oit o =t). La
variation en £ causée par les variations (1.3.1) des champs est donnée par

oL oL

oL ; oL oL ;
- <2 (3592) +< 55~ ()| 20 029
= €0, (—tﬂg—,iﬁjA(ﬁi) (par Euler-Lagrange). (1.3.5)

Cela nous permet de déduire qu’a chaque symétrie de 'action correspond une
quantité conservée qui s’écrit

)
U TEW)

Ag' — JH | (1.3.6)

satifaisant donc 9,j* = 0. Cela signifie que la quantité Q) = Il 3%dN z est conservée

dans le temps ¢.
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Il est & noter cependant qu’il existe des symétries du systéme d’équa-
tions qui ne laissent pas Paction invariante et qui ne correspondent donc pas a
une quantité conservée. En effet, comme le constate Olver, “Not every symmetry
group of a system of Euler-Lagrange equations will give rise to a conservation
law; one needs the group to satisfy an additional variational property” [Olver,
p.246]. Les dilatations que nous obtiendrons dans le chapitre 3 sont un exemple

de symétries du systéme qui ne préservent pas ’action.

1.4. LE GAZ DE CHAPLYGIN

Un exemple particulier d’un fluide idéal est le gaz de Chaplygin, qui cor-

respond A une pression polytrope de la forme [Jackiw 4, Chaplygin, Krementosov]:
2\
Plp)=——,0ur>0 . 1.4.1
(p) mp 0L A2 (1.4.1)
Dans le cas ou le fluide est irrotationnel, c’est-a-dire, ou la vorticité:
Wi = 3,;Uj - (9j’l}i (142)

est égale 4 zéro, on peut exprimer la vitesse v en termes d’un potentiel 6 [Jackiw
3]. Ce résultat est valide en général pour un fluide en n dimensions spatiales, mais
les modéles en une, deux ou trois dimensions sont les plus utilisés. La vorticité
correspond, en trois dimensions, au vecteur w = V x v et, en deux dimensions,
au scalaire w = 9,0 — 9,v’.

Pour déterminer le lagrangien du systéme, nous utiliserons ’argument
suivant, attribué & Eckart [Jackiw3, Bazeia, Eckart|. Considérons tout d’abord un

systéme de N particules libres, sans interaction externe ou interne, pour lequel le



13

lagrangien est simplement 1’énergie cinétique:
1
L= Z mul(t) . (1.4.3)

En remplagant le systéme par une distribution de matiére continue, et en ajou-
tant la contrainte que I'équation de continuité (1.1.2) doit étre respectée, nous

obtenons:
Lo = / dr (—;-mpvz O+ V- (pv))) , (1.4.4)

ot @ est un multiplicateur de Lagrange.

Une variation de la vitesse v — v + 0v cause une variation, dans le

lagrangien, de la forme
6Ly = / (mpv — pV8) - dvdr . (1.4.5)

De la condition 6Ly = 0, on déduit le résultat:

_ v
—m

v (1.4.6)

En remplacant cette valeur de v dans Ly, nous obtenons finalement

Lo = / dr (ep' - -2—%,0(:79)2) : (1.4.7)

Pour avoir le lagrangien complet, il faut encore soustraire le terme d’énergie po-

tentielle V(p) = A/p. Le gaz Chaplygin correspond donc au lagrangien

L= / dr (ap - 2—17;;)(%)2 - %) , (1.4.8)

ot O(r,t) est une fonction d’état scalaire. En termes de p et 0, 'équation de

continuité (1.1.2) s’écrit

dp 1 29\ _
5+ (VP VO +pV0) =0 (1.4.9)
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et équation d’Euler (1.1.3) prend la forme

(1.4.10)

Ces équations peuvent également étre obtenues en utilisant le hamiltonien

du systéme. La densité hamiltonienne H est donnée en (1.2.9)

H= -2—}777;(93,,)2 - % : (1.4.11)
et le hamiltonien est alors donné par
H= /dr(—l—p(aw)%r é) : (1.4.12)
2m p

Utilisant le lagrangien (1.4.8), nous observons que le moment conjugué de la
variable p est égal 4 6, et que ces deux variables forment donc une paire canonique.

Le crochet élémentaire pour les variables fondamentales p et 6 est alors:
{0(r),p(r")} = 6(r — 1), (1.4.13)

En prenant le crochet de Poisson de H avec les variables p et  pour les
équations de Hamilton, nous obtenons 1’équation de continuité (1.4.9) et ’équa-

tion d’Euler (1.4.10) respectivement.



Chapitre 2

SYMETRIES DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES

Dans ce chapitre, nous faisons un rappel de la méthode qui permet de
trouver les symétries d’un systéme d’équations différentielles. Cette méthode,
proposée dans le livre de P. J. Olver [Olver], ainsi que celui de D. H. Sattinger et
O. L. Weaver [Sattinger], utilise la prolongation de transformations infinitésimales
a un espace fibré des jets, J, incluant non seulement les variables indépendantes
et dépendantes, mais aussi les dérivées de ces derniéres. Une condition reliant le
systéme d’équations & sa prolongation permet de déterminer quand un champ de

vecteurs constitue un générateur de groupe de symétries & un parameétre.

2.1. ESPACES DES JETS ET PROLONGATIONS

Commencons par considérer une équation différentielle ordinaire de degré
1, incluant une variable indépendante z, une fonction dépendante u = u(z), et sa

dérivée premiére v’ = ‘—é—’;. L’équation peut étre représentée par
f(zuu) =0. (2.1.1)

Si lespace décrit par 1’équation f = 0 est une sous-variété de ®*, alors toute
solution de ’équation (2.1.1) est une courbe (z,u(z),p(x)) dans la surface f = 0,

ol p(z) = u'(z). Nous voulons déterminer les transformations du plan (z,u)
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qui laissent invariant I’ensemble des solutions, c’est-a-dire qui envoient chaque
solution u(z) sur une autre solution %(Z).

Prenons un groupe de transformations & un parameétre dans le plan (z,u):
= X(z,ue) , o = U(z,u,e), (2.1.2)

ot X(z,u,0) = z et U(z,u,0) = u. Sous cette transformation, le graphe I' de
la fonction u = u(z) (donné par I' = {(z,u) : v = u(z)} est transformé en un
nouveau graphe I' = {(&,%) : & = %(%)}. Donc, si on inclut aussi la premiére
dérivée de u, chaque point (z,u(z),%|,) de la fonction u = u(z) est envoyé sur
un nouveau point (%,i(%),%|;z). Cela signifie que la transformation (2.1.2) est
prolongée de R? & N3 pour inclure aussi la variable p = ‘;—;ﬁ.

En général, si on considére G un groupe agissant sur le plan (z,u), re-

présenté par les transformations ®,, puisque ®(4,.4,) = @4, © @,,, alors le graphe

sous cette transformation est

F91'92 = (I)(gl-gz)(r) = (Dgl (@92 (F)) . (2'1'3)

Cela signifie que la pente du graphe I' doit également obéir & la propriété de com-
position de la représentation [Sattinger|. L’action du groupe G peut donc étre
prolongée de 2 4 R3 pour inclure la premiére dérivée. Il est également possible
d’étendre la prolongation pour inclure les derivées d’ordre supérieur, ainsi que

plusieurs variables dépendantes et indépendantes.

Soient z = (21,27, - - - T,) les variables indépendantes et u = (u',u?,- - - u™)
les variables dépendantes, fonctions des x;, et prenons X xU = {(z1,- -+ ,Z5,ut, - -u™)}
comme espace de base. Nous définissons alors un multi-index J = (j1,72," " - jn),
ou chaque 7; est un entier non-négatif. Définissons aussi ’espace J; comme

étant Pespace de coordonnées (z;u',u}), on i =1,---n, Il =1,--- 7, et |J]| =
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ji+ja+- -+ < k. Chaque fonction u(z) = (u'(z1, - ,Zn), -+ 0 (T1, - ,Zn))
définit alors une sous-variété dans Iespace Ji, donnée par (z;,u'(z),u}(z)), ou
ol
ozl - .. oy
L’espace Ji est appelé espace fibré des jets d’ordre k.

ul(x) = (u)| = 0su'(z). (2.1.4)

Une action ®, sur 'espace X x U induit une action @gk) sur ’espace
Jx, qu’on appelle la prolongation de ®, d’ordre k . Si on considére un groupe de

transformations & un paramétre @, tel que:
&, F=X'(zuwe) , @ =U'(z,ue), (2.1.5)

otl < 1< netl < j < m, legénérateur infinitésimal de ce groupe

a = Z£(®,)|.=0 est donné par

. 0
= ¢ 2.1.6
o=t (2.1.6)
ou 51 = §i(m7u)7 W = q}j(‘,‘c:u)a avec Engilszo = ‘Si, '%Ujlszo = ¢)J
Sur I'espace Jk, nous définissons ’opération:
i axz +Z 16 ) ou J’t = (jla"‘ 7ji—1)ji+1:ji+1a"' ;]n))
(2.1.7)
Il est clair que D; agit comme une dérivée totale:
d
Dif(ib',u(l'),u‘](l')) = dxf($7u($)’uJ(x))
Plus généralement, pour J = (ji1,j2, - - . ,Jn), nous définissons:

N )
n In
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Pour le champ de vecteurs « défini dans (2.1.6), nous avons le résultat suivant:

Théoréme 2.1.1. Sia = 5' -+ ‘?575?:,7’ alors la premiére prolongation de o est

donnée par

prV(a —a-&—Z@a z (2.1.9)
ou
¢; = Di¢' — u, Dig™. (2.1.10)

Les prolongations de degré supérieur a 1 sont calculées récursivement.
Ayant trouvé la prolongation d’ordre k, pr*)(a), nous trouvons pr+1) en prenant

la premiére prolongation de pr):
pr(a) = pr® [pr®(a)] . (2.1.11)
Si on écrit la prolongation d’ordre k sous la forme

pr®a)=a+ Y ¢J (2.1.12)
L0<|J|<k J

il est possible d’établir la relation entre les fonctions ¢lJi et ¢, et donc entre la

prolongation d’ordre k + 1 et celle d’ordre k. Nous avons:
¢, = Digy — ulj Dig™.

En itérant cette récursion k fois, on obtient finalement l’expression de la prolon-

gation d’ordre £,

pr™(a) = a+ Z«;bl 9 (2.1.13)
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oil, en général, ¢, est donné par

8 = Dy(¢' = €™ul) + (D)™ 2119

2.2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Un systéme d’équations différentielles d’ordre (maximum) k est défini

par une fonction
Azl uhy) = (A (zi,ut ), - - - Az 0t uh) (2.2.1)

de J dans R9, telle que I’espace des valeurs z;, u', u; dans J; ou A = 0 forme
une sous-variété de Ji. Notre systéme est défini par A = 0, et une solution est

donc une courbe (z;,u!(z),u(z)) dans Ji.

Théoréme 2.2.1. Soit G un groupe agissant localement sur X x U par les trans-

formations
i =X zu,g) , @ =U'(z,u,g)

ot geG, et soit A(z,u,uy) un systéme d’équations différentielles. Alors, l'action
du groupe G préserve les solutions de A = 0 (i.e. si u(z) est une solution, (%)

lest aussi) si et seulement si
[pr® ()] (A) = 0 quand A =0, (2.2.2)

pour tout générateur infinitesimal o de l’action du groupe.
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2.3. SYMETRIES GENERALISEES

Les groupes de symétries considérés dans les sections précédentes étaient
telles que les coefficients des générateurs dépendaient seulement des variables
(indépendantes et dépendantes). Il est possible d’étendre la méthode pour in-
clure aussi des générateurs dépendant également des dérivées des variables dé-
pendantes. Une discussion compléte de ce type de symétrie est présentée dans le
livre d’Olver [Olver]. Cette section se limite aux définitions de base, qui seront

utilisées dans les chapitres suivants.

Nous utilisons la notation P(z,u(™) pour indiquer une fonction P dépen-
dant des variables indépendantes z°, des variables dépendantes u® et des dérivées
des u® d’ordre inférieur ou égal & n. Si Pordre maximal des dérivées est indéter-
miné, nous écrivons P = P[u], ou P dépend de z, u et des dérivées de u & tous

les ordres. Ces fonctions sont appelées fonctions différentielles.

Un champ de vecteurs généralisé est défini comme étant une expression

de la forme

A B o
Vo= ;f [’lL] Ot + ;@ba[u]%’ (2.3.1)

ou & et ¢, sont des fonctions différentielles. Nous définissons la n-iéme prolon-
gation d’un champ généralisé de fagon analogue a ’équation (2.1.14):
: G,
prMv =v + Z Z qﬁi[u]%, (2.3.2)
=1 |J|<n J

ot les coefficients sont déterminés par:

p

P
¢2 =Dy (% - }:giu?) + ) &S, (2.3.3)
=1

=1
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Il est également possible de définir la prolongation de degré infini de v comme

étant:

rv=362 Y 6l (2.3.4)
" O “ous’ o

a=1 J

ol J prend maintenant toutes les valeurs possibles. Notons que si une fonction
différentielle P dépend d’un nombre fini de dérivées, il est seulement nécessaire de
calculer un nombre fini des coefficients de la somme (2.3.4). Donc, il n’est jamais

vraiment nécessaire d’étudier la convergence de cette expression.

Par exemple, pour le cas p =1, ¢ = 1 I'expression

V =ZTUz 7 + Ugs

oz ou

est un champ de vecteurs généralisé. La premiére prolongation est donnée par:

0
p'r(l)v = TUg7— + Ugg T+ [uzwx - (-Tua:x + ua:)ux]

ox ou Ouy’
Définition 2.3.1. Soit v un champ de vecteurs généralisé, et

Ayfu] =0, v=1,...,s (2.3.5)

un systéme d’équations différentielles. Alors, v est appelé symétrie généralisée

infinitésimale si et seulement si
prvi[A)]=0, v=1,...s, (2.3.6)

pour toute solution u.
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Le commutateur de Lie entre deux champs de vecteurs généralisés est défini de

facon suivante:

Définition 2.3.2. Soient v et w deux champs de vecteurs généralisés:

0

1,10 ) .
V:;g[u]axﬁ;%[“]ggp W-‘—Ez:n’[ +Z¢a Uz (237)

Alors, le commutateur est défini:

[v,w] = prv(w)—pr w(v) (2.3.8)

— Z [pr v(n') — pr w(gi)] ii + Z [pr v(¥a) — pr w(da)) B

=1 a=1




Chapitre 3

SYMETRIES DES EQUATIONS DU GAZ DE
CHAPLYGIN

Dans ce chapitre, nous utilisons la méthode des prolongations décrite
dans le chapitre 2 pour calculer les générateurs de symétries des équations du
gaz de Chaplygin. A notre connaissance, cette approche n’a pas été considérée
auparavant et représente donc une contribution originale de ce travail. Les deux
cas, A = 0 et \ # 0 sont considérés séparément, car le premier cas contient des
symétries qui ne sont pas présentes dans le second. Les transformations du groupe
de symétries sont ensuite discutées en détail, et le théoréme de Noether est utilisé
pour relier ces derniéres aux charges conservées. Finalement, les résultats sont
comparés aux résultats de Jackiw, Bazeia, Hassaine et Horvathy [Bazeia, Jackiw

1,3, Hassaine].

3.1. GENERATEURS DE SYMETRIES

Nous trouvons ici en détail les générateurs de symétries pour le cas spé-
cifique du gaz de Chaplygin décrit dans la section (1.4). Les équations décrivant

le mouvement du gaz ont été déterminées comme étant

0 1, ., A
5 t5-(V0) =5 (3.1.1)
1

% vy . vo+ i) =0 . (3.1.2)

ot m
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Nous allons étudier les symétries pour le cas d’une seule dimension spa-
tiale, avec une variable spatiale z et la variable temporelle ¢. Les variables dépen-

dantes sont donc
6 =0(zt) , p = p(z,2).

Les équations (3.1.1) et (3.1.2) se simplifient alors pour donner

O+ 5BV =5 (3.1.3)
1

Nous avons donc un systéme de deux équations différentielles pour les deux fonc-
tions, 0 et p, qui dépendent chacune des deux variables, z et ¢. L’ordre maximal
du systéme est 2etonan=2,r =2,k =2.

En utilisant la technique décrite au chapitre 2, nous devons considérer la

deuziéme prolongation d’un champ de vecteurs v de la forme:
0 0 0 0
=& t.0.0) 5+ T(@0,0) 5 + $(zt0.0) 55+ tb(a:,tﬂ,p)gz . (3.15)

La seconde prolongation de v est représentée par

prd(v) = v+ Z > ¢" :

a=1|J|<2
= §%+75¥+¢£+¢?—+¢$£m
R A o
+¢" agtt + ajm + w” 6/1 + ¥ 6(2“ (3.1.6)

Nous avons utilisé z; = ¢, z, =t, ul =0, u> = p, ¢ = ¢’ et ¢3 =97, J = (1,0),

(0,1), (2,0), (1,1), (0,2).
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Par le théoréme (2.2.1), v est un générateur infinitésimal de symétries de

A si

[pr@ )] (A1) =0 et[prP(v)] (A2) =0

quand A; = 0, Ay = 0 o1, dans notre exemple, on a

1 2
A1—9t+”2",’ﬁ(9x) T

1
AQ = p + ““(ngx + pe:cm)
m

Nous déterminons donc les contraintes suivantes pour les fonctions coefficients de
pr®(v):

[pr®(v)] (A1) = 0 implique que

1 2\
Pt —¢%0, + — =0 ; 1.
) +m¢ + 7 0 ; (3.1.7)
[pr®(v)] (Az) = 0 implique que
1 1 1 1
t AT - kT - s ea:a: AT . 1.
¢+m¢p +m?,b0 +m¢ +m¢p 0 (3.1.8)

11 est alors nécessaire d’obtenir seulement les expressions explicites des
fonctions ¢%, ¢, 1¥*, ¥t et $**. En utilisant la formule générale (2.1.14) pour les

coefficients de la prolongation, nous obtenons:
¢z - ¢m + (¢0 - 59:)0:0 - Txet - f&(ex)Q
—190,0: + Gppr — Epprbe — Topabe (3.1.9)

¢ — &by + (Pg — 71)0; — Ta(9t)2

“gﬂgmet + ¢'ppt - gpptex - Tpptat ) (3110)

¢t
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P o= Y+ (wp - fz)px — TPt — fp(pa:)2

—TpPrpPt + ¢60a3 - gﬁempx - Tegmpt , (3111)

P! Ve — &pe + (Y — Te)pr — Tp(ﬂt)2

—&pPepi + o0 — Eobrps — ToOpr (3.1.12)

6% = uz + (2005 — Exo)0s — Toubs + (o9 — 2602) (6c)”
—27950201 + 20p0ps + 2(P0p — Epa)Oapz — 2Tpab10s — Ego(0:)°
—706(05)20; — 260,(02) pz — 270p02005 + Bpp(p2)? — Enpb (pa)?
~Top0t(02)® + (90 — 260) 05 — 2700 — 3€0020z
~ 790402z — 27905001 — 28,020z0 — 27ppobat

+¢ppmx - gpga:pxa: - Tpetpza: . (3113)

En remplacant les fonctions ¢* et ¢ dans la condition (3.1.7) par les formules

(3.1.10) et (3.1.9) respectivement, et en remplacant les 6; et p; par

A 1

b= 2 — —(0,)?
t p2 Zm() ’

1
Pt = _'T;(pa;gw + pexz) )
on obtient les coefficients tels qu’indiqués dans le tableau 3.1.

Les équations (a) et (c¢) impliquent que 7 = 7(z,t). L'équation (b) nous

donne ¢ = &(z,t,0), tandis que (d) donne ¢ = ¢(z,t,0). Par 'équation (e), & =
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TaB. 3.1 —. Equations déterminantes pour la condition (3.1.7)

Monéme Coeflicient
(R _5;%37'910 =0 (a)
00z =0 =0 ()
(6,)* zTg =0 (c)
me ;%,’ p %¢pp =0 (d)
(6.)° A=y =0 (0
(gx)2 517,{73 - ;%fw + ‘2“};{(130 =0 (f)
9:1: ;15¢:c - §t - 59;'\5 - m_/}ﬁ'rm =0 (Q)
1 ¢t+¢9é\§‘—7'9—2—§—7't;}‘5+g§§‘di=0 (h)
<7, on a donc
1
= 1.0 1) . 3.1.14
£= 0 +a(zt) (3.1.14)
L’équation (f) nous donne
2
¢'9 = zfx -t = ““Txa:g +20, -1
m
qui s’intégre facilement comme:
1
= ——757}592 + (20, — )0 + B(z,t) . (3.1.15)

Nous laissons les équations (g) et (k) pour l'instant, pour pouvoir considérer sé-

parément les deux cas A =0 et A # 0.

En procédant de la méme fagon pour la condition ( 3.1.8) , et les fonc-
tions (3.1.9), (3.1.11), (3.1.12), et (3.1.13), et en éliminant les termes contenant

&,, To et T,, on obtient les coefficients tels qu’indiqués dans le tableau 3.2.
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TaB. 3.2 —. Equations déterminantes pour la condition (8.1.8)

Monoéme

Coeflicient

1

0z
2

w

’(/)t + lﬁa‘;\@‘ + ;};p(ﬁmz - ml'p’rza: =0

;1;% + ;?;ﬂd’ax - %pgzx =0

%n‘iﬁa + 5}%{27,07-:1::1: + %p¢00 - ;,%Pfax =0

1 —
—PEee =0
%qsa: —& - &9% - %Tz;)\z' =
‘Tlﬁ¢0+ ;;“Tt - %fx =0

3 3 —
"—2.77—{59 + Iz lz = 0

%(¢*P%+P¢e+/fft*2p§m):0

'ﬁ@%pTx - %pgﬁ =0

—~
™.
S’

B

3

L’équation (n) est équivalente a (f), et les équations (o) et (g) sont

équivalentes a (e€). L’équation (m) est identique & (g).

Puisque & = (3.1.14), ou 7 = 7(x,t), on en déduit que &g = 0, et que

I’équation (I) est identiquement satisfaite. En utilisant (n) pour simplifier (p),

nous obtenons

Cela donne donc:

L’équation (k) implique que

Ve

I

1

——PTzz — 2PPg9 + 4pEpz
m
1

= ——PTzz
m

, (3.1.16)

(3.1.17)
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On obtient finalement:

b = (—%TMH + n(a:,t)) p . (3.1.18)

En utilisant (3.1.14), (3.1.15) et (3.1.18), '’équation (j) nous donne:
2
(;n—me) 0+ (Bagy — 270 + 1) =0 . (3.1.19)
Nous en déduisons que 7,5, = 0, ce qui donne:
1
7(w,t) = 57(7:)932 +6(t)r +€(t) . (3.1.20)
Par ailleurs, on a aussi:
30tz + Np = 271 + 26, . (3.1.21)

Nous devons toujours satisfaire les équations (g), (h), (7), et (3.1.21).
Etant donné que les trois premiéres impliquent le paramétre A, nous allons consi-

dérer les deux cas séparément: le cas libre A = 0 et le cas interactif A # 0.

3.1.1. Lecas A =0

Si A = 0, résumons les conditions & satisfaire:

() & —be-&=0
(h) . ¢t =0 ;
(Z) : Py + %p¢mx =0 ,



Par (h), on a ¢; = 0. Donc, en utilisant (3.1.15) et (3.1.20), on trouve
1 1
—76” + (Q%:t — =z’ — Oyt — 6tt) 0+0.=0
m 2

On en déduit de suite que

et

De plus, on a

20(,;,& = (SttSE “+ Eu

La fonction a(z,t) prend donc la forme:

1 1
alz,t) = Z5t$2 + 6T +o(z) +p(t)

pour des fonctions arbitraires o(z) et u(t).
L’équation (g) implique que
1
m

1 1 1
(2045 — 01) 0 + (—TE'B’” - Z(ﬁtfcz - §€tt$ - Mt) = 0.

30

(3.1.22)

(3.1.23)

(3.1.24)

(3.1.25)

La premiére conséquence est que L3, = 16,2% 4+ Jeux + 1, mais puisque B(z)

est fonction de z seulement, nous obtenons nécessairement:

§(t)=D +Pt+U

e(t)=Et*+Lt+V

(3.1.26)

(3.1.27)
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pt)=Wwt+Y . (3.1.28)

On en déduit aisément ’expression de f3:

B(z) = %L—Dx?’ + %zExz +mWz+2 . (3.1.29)

La deuxiéme conséquence est que 20,, = §; = 2Dt + P. Puisque o(z) est fonction

de z seulement, D = 0, et

1
o(z) = Zsz + Rz +S. (3.1.30)

Enfin, I’équation (3.1.21) implique que 27, = §; — 605, = —2P, donc on a

n(z,t) = =Pz + Q(t) . (3.1.31)
Finalement, (z) implique que §); = —F, donc on a
Q@) =-Et+F . (3.1.32)

Rassemblant toutes ces solutions, nous obtenons les fonctions coefficients

1
E(z,t,0) = %(Cm+Pt+U)9+—;—P$2+Ext+(-iL-I-R)erWt—F(S—I—Y) ,

1
7(z,t) = —Q—C’:c2+th+Et2+U:v+Lt+V ,

1
o(x,0) = -75092 + (Pz+2R)0 + %E:c2 +mWz+ 272

v(z,t0,p) = — (7—2—09 + Pz + Et — F) p . (3.1.33)
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Les symétries infinitésimales pour le cas A = 0 sont alors données par les généra-

teurs suivants:

S

Vv

1 0 1,0 1,0 1
e P L T
8 m ,0 d

e T T 2% 50 " Py
9
Py

11, )
(—ﬁz—t0+—ém)5—+xt§+x95§—mpa ,
—1—x£+ta
27 0x ot’

0 0

1 0 0
mloz e
t———+m:c—8—-

ox 00’
9
o8’
9
oz’
9
ot’

(3.1.34)
(3.1.35)
(3.1.36)
(3.1.37)

(3.1.38)
(3.1.39)
(3.1.40)
(3.1.41)
(3.1.42)
(3.1.43)

(3.1.44)

oll on a utilisé la méme notation pour les générateurs que les parameétres associés.

Ces symétries infinitésimales générent une algébre de Lie de dimension 11 avec

les relations de commutation [X,Y] telles qu’indiquées dans le tableau ci-dessous:
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X\Y C E P L F
C 0 0 0 0 0
E 0 0 0 ~-E 0
U 0 p C i 0
P 0 0 0 | -iP 0
L 0 E lp 0 0
R 2C 0 P 0 0
F 0 0 0 0 0
W P 0 E | -iw 0
zZ (R-F)| 0 W 10 0
S U w + 35 0

~F
A% 0 2L — F U 1% 0
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3.1.2. Lecas A#0

Pour ce cas, nous devons satisfaire les équations

1 A A
(9) : ‘T‘n‘(ﬁx - & — 50;)5 — ‘772‘—03% =0,
A A 2\
(h) ¢t+¢0;“‘7};§+——p3 =0,
1 A A
) : —PPzx - T T Tz — O,
(1) Yt + —PPaz + Yo pim——r

En utilisant (3.1.15), (3.1.18) et (3.1.20), ’équation (h) devient
L0? + ( 200 — 2yuz?® — Guz — e ) 0+ i
m’)’t Qg 2’Ytt33 tL — €t t
A 2
+;2— (20, — 1z — 26,5 — 26, +2n) = 0. (3.1.45)

Nous en déduisons, comme dans le cas ot A = 0, les conditions (3.1.22), (3.1.23),

(3.1.24), ainsi que 'expression (3.1.25) de a(z,t). Nous avons en plus:

20, — 1x® — 26 — 26+ 2n = 0. (3.1.46)

L’équation (g) implique que

1 1 1 1 A
E (20mx - 5t) 0 + (—Tgﬂm - Zéttfzz - ‘2"6tt£l? - Mt) + m’*pz (—ZOCE - 2(5(15)) = 0.
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On a toujours

8(t) = Pt + U, (3.1.47)
e(t)=Et* + Lt+V, (3.1.48)
pt)=Wwit+Y, (3.1.49)
mo 2
B(zx) = —2—E’:v +mWz + Z, (3.1.50)
L 2
o(z) = ZPCL‘ + Rz +S. (3.1.51)

La condition supplémentaire Cz + 6(¢t) = 0 implique que Cz = Pt + U, et donc

que
C=0, P=0, U=0. (3.1.52)

On en déduit que 6(t) = 0, y(t) = 0, a(z,t) = Ext+ (AL + R) s+ Wi+ (S+Y).
L’équation (3.1.21) implique que 7, = 0 et alors

n = n(t). (3.1.53)

De I'équation (3.1.46), on tire & — 6,z — ¢, +n = 0, donc n(t) = Et + (3L — R).

Finalement, en vertu de (i), 2Ep = 0, ce qui donne E = 0.



Les fonctions coefficients sont finalement

£(at) = (-;—L + R) T+ Wi+ (S+7),

T(t)=Lt+V,

é(z,0) = 2RO+ mWz + Z,

w0 = (31-7)p

Les symeétries infinitésimales pour le cas A # 0 sont donc

0 0 0

’ - e — —_—
L = xax+2t8t+pap,
0 0 0

’ pr— — e PR
R = x6$+296’0 p@p’

0 0

W = té; + m:cgé,
0

557

0

"a_;a

0

—ég.
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(3.1.54)

(3.1.55)

(3.1.56)

(3.1.57)

(3.1.58)
(3.1.59)
(3.1.60)
(3.1.61)
(3.1.62)

(3.1.63)

Notons que tous les générateurs de symétries du cas A # 0 sont également des

générateurs du cas A = 0. En effet, les générateurs W, Z, S, et V sont identiques.

Les générateurs L et R du cas A = 0 sont des combinaisons des générateurs L'
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et R’ du cas A # 0 avec le générateur F. Par contre, les générateurs L, R, F', U,
E, C, et P du cas A = 0 ne sont pas des générateurs de symétrie du cas A # 0.
Ces symétries infinitésimales générent une algébre de Lie de dimension 6 avec les

relations de commutations [X,Y] données dans le tableau suivant:

X\Y| L' |R|W| 2 | S |V
L' |olo|w]| o] -5 |-2v
R | 0 |0|-W|-2Z| =5 | 0
W ll-w|w| 0| 0 |-mZ|-S
Zz || o2z, 00| 0o | o0
S| s |S|mz|o| o | o0
vi2v|io|s|o]| o | o0

3.2. TRANSFORMATIONS DE SYMETRIES ET QUANTITES CONSER-
VEES

A chaque générateur de symétrie, déterminé dans la section précédente,
correspond une famille de transformations & un paramétre sur les variables in-
dépendantes et dépendantes. Celle-ci forme un sous-groupe du groupe de symé-
tries du systéme d’équations différentielles. Certaines de ces transformations sont
également des symétries de 'action, modifiant le lagrangien par, au plus, une
divergence totale en z et en t. Pour ces derniers cas, il est possible d’utiliser le
théoréme de Noether pour déterminer les charges conservées. Nous considérons

en premier les générateurs communs aux deux cas A = 0 et A # 0.
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3.2.1. Symétries présentes pour les deux cas

Considérons tout d’abord les générateurs S = 0, et V = 0, qui cor-
respondent aux translations dans ’espace et dans le temps respectivement. La

transformation S est donnée par:
¥=z+e t=t, 6 =0, P =p, (3.2.1)
avec
0(x' ) =0(xt) =0(z'—¢,t), pt)=pt)=pla’—¢c,t') (322)

Cela signifie que si 6(z,t) et p(x,t) sont des solutions du systéme d’équations,
les fonctions 6(z — €,t) et p(z — &,t) le sont aussi. Si la valeur du paramétre ¢
est suffisament proche de zéro, ces derniéres peuvent étre approximées par les

fonctions:
O.(zt) = 0(z—et)~0—eby,
pe(zt) = plz—eit) = p—ecp,.
Sous la transformation S, nous pouvons voir aisément que la densité lagrangienne

est transformée en

1 A
"= 95'6”""‘_596:82““
L p 2mp( ) .

= L+¢e0, (——Gp' + 12mp(6,)* + —;})
= L+e0,(-L)

= L+¢e0,J",
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o J¥ = (0, — L). Suivant notre discussion du théoréme de Noether, nous

obtenons donc

oL oL
0= = —0;) + = (~pe ~J'=-0 z 3.2.3
7= L0+ L) : (3:23)

et la charge conservée est

Q= /jodx = ——/Hpmdx = /p&mdw:: /de, (3.2.4)

ol P = pv est la densité de moment. Cela signifie que le moment total du systéme

est conservé.

La transformation V correspondant a la translation temporelle s’écrit:
T =, t'=t+e, 0 =0, P =p. (3.2.5)

Donc, si 8(z,t) et p(z,t) sont des solutions, alors les fonctions (z,t—¢) et p(z,t—¢)
le sont aussi. On a encore sous forme infinitésimale:
0.(zt) = O(zt—¢)r~0—eb,

pe(zt) = plzt—c)=p—ep.
Une telle transformation donne lieu & la densité lagrangienne transformée:

L = L+¢e0, (—-Bp' + 12mp(0,)* + —2)

Le courant j° est donné par:

o0 _OL 4 0L

J 89( ) ap( p) p (3.2.6)
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et la charge conservée est donc le hamiltonien correspondant & I’énergie du sys-

téme, comme attendu:

Q= / Hdzr = H. (3.2.7)

Le générateur W = td, + maxdy correspond au boost galiléen:

r=x+et, t =t 6 =0 +emz+ %szmt, o =p. (3.2.8)
Les champs modifiés prennent la forme infinitésimale:
O.(z,t) =~ 60— et +emz,
pe(z,t) = p—etps
et le lagrangien modifié est:
L' = L +¢ed; (mzp) + €0, (—0p — tL), (3.2.9)
ce qui implique que J# = (mzp , — 0p — tL), et:
3% = —tbp, — mzp. (3.2.10)
La charge conservée est donc

Q=1tP— m/:cpdx. (3.2.11)

Si on combine ces trois transformations, elles donnent lieu aux transformations
du groupe de Galilée en une dimension spatiale. Dans le cas de deux ou trois
dimensions spatiales, (z,y) ou (z,y,z), ce groupe inclura aussi les translations et

les boosts dans ces autres dimensions, ainsi que les rotations.
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Le champ de vecteurs Z = 0, génére une translation du potentiel @ telle que
7 =, t =t, 0 =0+¢, p=p (3.2.12)

La densité lagrangienne est transformée par:

L= L +e0(p), (3.2.13)
ot J* = (p, 0) et j° = —p. La charge conservée est
Q= / pdz = N, (3.2.14)

qui correspond & la masse, relié au nombre de particules [Jackiw 1,2,3,4], et re-
présente donc la conservation de la matiére. Si on inclut cette symétrie aux précé-
dentes, on trouve le groupe des transformations de symétrie de ’extension centrale
du groupe de Galilée.

Ces quatre transformations sont identifiées par Jackiw et Bazeia, ainsi
que par Hassaine et Horvathy. Il est a noter qu’en général, en d dimensions
spatiales, le groupe comprend un total de 3(d + 1)(d 4 2) + 1 transformations

indépendantes [Jackiw 1,3]: d + 1 translations, d boosts galiléens, d(d — 1) rota-

tions, et une transformation de changement de phase.

3.2.2. Dilatations

Pour le cas A = 0, il existe trois dilatations indépendantes:

) 0
0 0
0

'O—B_,;'
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La premiére, L, est une dilatation en x et en ¢ qui correspond aux trans-

formations:
7 =€z, t = e*t, g =40, P =p. (3.2.15)

Les dérivées par rapport aux variables indépendantes seront transformées selon

Oy — e %0, et 0, — e %0, et la densité lagrangienne sera modifiée sous la forme:
L =e L.
L’action n’est donc pas laissée invariante par cette transformation, mais puisque
le facteur de e~2* multiplie le lagrangien entier, il s’annule lorsque nous détermi-
nons les équations d’Euler-Lagrange. Cette dilatation est donc une symétrie du
systéme d’équations, mais pas de l’action.
La seconde transformation, R, est une dilatation en z et en 6 telle que:
=¢z, t=t =0, p=p (3.2.16)
Encore une fois, la densité lagrangienne transformée s’écrit:
L =e*L

et fait donc apparaitre un facteur multiplicatif.

Finalement, nous avons la dilatation F' en p qui donne:
=z t'=t 0=0 =€ (3.2.17)
Cela produit la transformation:

L =eL.
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Pour le cas X # 0, il n’y a que deux dilatations indépendantes qui sont:

0 0 0

L' = 52— +2t—+ p—
Yoz T o

0 0 0
R = z— +20— — p—.

Yoz T80 " Pop

La premiére correspond a la transformation:
=€z, t=€e*t, =0, p=¢p (3.2.18)

Cette symétrie est ’addition des symétries associées & L et F' données précédem-
ment, donc aussi une symétrie pour le cas A = 0. C’est aussi le cas pour la seconde

dilatation:
7 = ez, t' =t 0 = e*0, = e p, (3.2.19)

car c’est la différence des symeétries associées & R et F. La densité lagrangienne

est modifiée dans le premier cas par:

L =e"L,
et dans le second cas par:

L =¢eL.

Ces dilatations ne sont pas identifiées séparément par Jackiw et Bazeia.

Par contre, la dilatation suivante est discutée par Jackiw [Jackiw 1,3]:

7 =z, t' = e°t, 0 =e %6, p=ep. (3.2.20)
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Cette transformation correspond au générateur D = tgt— - eaﬁe‘“‘ pg‘i—), qui est formé
par la différence: D = %(L’ — R'). Avec cette combinaison, la dilatation constitue

également une symétrie de 'action. La charge conservée est:

Q= / (0p — tH) dz. (3.2.21)

Une autre combinaison de dilatations est identifiée par Hassaine et Horvé-

thy pour le cas A = 0 [Hassaine]:
o=z, t=e¥t, 0=0 p=e*p (3.2.22)

Cette transformation correspond au générateur ¢ = xé—% + 2t—é% + 2p(—%, qui est
formé par la somme: { = 1(L+2F). Avec cette combinaison, la dilatation consti-

tue également une symétrie de I’action. La charge conservée est:

Q= f (%x’P - t?—l) da. (3.2.23)

3.2.3. Symeétries additionnelles pour le cas A =0

Pour le cas A = 0, il existe quatre transformations additionelles qui pré-
servent I’espace des solutions. Il y a tout d’abord le générateur U = ;150(% + 20,
correspondant & la transformation

1 1
P =z4+ =, t=t+tex+-—c%, 6=0, p=p (3.2.24)
m 2m

Cette transformation, appelée “antiboost” est en effet obtenue en invertissant
les variables ¢ et =@ dans la transformation W (le “boost”). Cette symétrie est

fondamentalement différente des précédentes dans le sens que les transformations
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sur les coordonnées z et t de 'espace-temps sont définies implicitement par le

champ 6(z,t). Les nouvelles solutions générées sont, sous forme infinitésimale:
1 :
O.(zt) ~ 60— —ebf, — ez,
m
1 .
pe(zt) =~ p— —ebp, —exp
m
et la densité lagrangienne subit la transformation:

1
L =L4+ed | —zL — LHsz +ed, | ——0L + ie2p . (3.2.25)
2m m 2m

Nous avons donc: J* = (—zL — ;£6%p, , — 0L + 5-6%p) et la composante

temporelle du courant conservé est

1 1
0= —=0%p, — —zp(0,)>. (3.2.26)
2 2
La charge conservée s’écrit ainsi:
Q= / (0P — M) da. (3.2.27)

ol P = pb, est la densité de moment comme définie en (3.2.4).

Il existe également trois transformations conformes qui préservent l'es-
pace de solutions. En effet, le générateur E = 8, +t8,+22°0y—tpd, correspond

a la transformation:

p T , t
= , =
1—et 1—et
2
mex
0 = 0+ m, ,0, = (1 - Et)p. (3.2.28)

Cette transformation génére les nouvelles solutions:
25 1 2
O (xt) ~ 0—exth, —et 0+ —2-€mx ,

pe(zt) ~ p—extp, —et’p—etp.
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Dans ce cas, la densité lagrangienne transformée s’écrit:
1
L' =L+ o, (——t2£ + §mm2p) + €0y (—ztl — 20p) . (3.2.29)
On a alors: J¥ = (—t2L + sma?p , — ztL — z0p) et
0 2 L 5
30 = —xtbp, — thp — t°H — 5P (3.2.30)
La charge conservée est

Q=1tH - t/x’Pda: + %—m/a?pd:c . (3.2.31)

Le générateur C = 1200, + 33°0; + L0%0s — .,0p0, génére la transformation:

2

S oo e g TET
m—ef’ 2(m —e0)’

g = ™ J=(1-Leo)p (3.2.32)
m— e’ m )

Dans le méme sens que le “boost” et “antiboost”, les symétries E et C' sont com-

plémentaires. Nous obtenons les nouvelles solutions:

1 1 . 1
0 — —ex00, — %0 + —eb?,
m 2 m

1 1 1
€ )t ~ - 01:__ 2.——9.
p=(z,t) p— —ealps — sea’p— —ep

0. (z,t)

Q

La densité lagrangienne est modifiée a:

- Lop  Loog,_ Lop 1 L 06, + Loo?s
L' =L+ €0 ( 5% L mx09xp mz@ pm) + €0, ( mx@ﬁ—i— mx00p+ mx@ p) .
(3.2.33)
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Donc, J# = (—122L — Lz66,p — L2b6’p, , — -20L + L260p + L26%)) et le

courant est
1 1 1
0 = —a0p0, — —0%p — ~2*H. 3.2.34
La charge conservée est donc

Q= / (%ﬁ?—[ — —%x@’P + %Gzp) dz. (3.2.35)

Le générateur P = (—%t@ + —21-:1:2) Op + xt0; + 200y — zp0, nous donne une trans-

formation compliquée, dont les termes du premier ordre en € sont:

1
= x+6(-1—t9+—:c2), "=t+e(xt),
m 2
0 = O0+c(z0), p=p—c(zp). (3.2.36)

On peut donc écrire les nouvelles solutions au premier ordre en € sous la forme:

1 A |
O.(z,t) ~ 60— T—n—et%’nc — et — —2-535209; + ez,

1 .1
pe(z,t) =~ p— —?ﬁewpz —extp — isxzpw — £xp.

La densité lagrangienne devient:

1
L = L+ed | —xtl — iwsz - —1~tp06x - E502,0930 — —z%0p, | (3.2.37)
m m 2 2

1 1, . 1. . 1
+ €0, | ——t0L — —1-:132£ + lxzﬁp + =z2pf + —tphf + —t0%p
m 2 2 2 m m

et nous obtenons la composante j° du courant comme:

30 = (~1~t9 + 13:2) PO, — x0p — xtH. (3.2.38)
m 2
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La charge conservée est encore:

Q = ztH — / (—ﬂ%t& + %ﬁ) Pdz + /x@p dz. (3.2.39)

Ces transformations pour le cas A = 0 n’apparaissent pas dans les articles
de Jackiw et Bazeia, mais sont discutées par Hassaine et Horvathy [Hassaine|.
En effet, les charges conservées correspondant aux transformations U, E, C' et
P sont identifiées & G, K, C; et C, respectivement dans l’article de Hassaine et

Horvathy.

3.3. UNE SYMETRIE GENERALISEE

Les équations du gaz de Chaplygin sont également invariantes pour les
deux cas (A = 0 et A # 0) sous une transformation spécifique considérée par
R. Jackiw [Bazeia, Jackiw 1,3], qui mélange les variables indépendantes avec le

champ 6. Les variables se transforment selon les relations:

1
7' =1z + b, ,=t+€l‘+§629, =06, p=npJ|, (3.3.1)

ot J est le Jacobien de la transformation de (z,t) & (z',t'):

9z’ oz’

|
J=| %% % N —14¢0, - =£%. (3.3.2)
ot ot 2
oz ot

Cette transformation correspond au champ de vecteurs

9] 0 9]
V= 953—: g+ /’9“65,3' (3.3.3)

Nous remarquons que ce générateur contient la dérivée 6, et n’est donc plus
une symétrie infinitésimale ordinaire, mais génére une symétrie généralisée. Cette

transformation est presqu’ identique a ’antiboost (générateur U) déterminé dans
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la section précédente, mais ce dernier ne conservait le systéme que pour le cas

A = 0. Les champs varient selon:

1

O.(xt) ~ 06— —ebb, —exb,
m
1

pe(zyt) = p— Ee&px —exp+eply.

La densité lagrangienne se transforme comme suit:

L =L +¢e0 (—mﬁ - igsz + pﬁf)m) + &0, (—lﬂﬁ -+ —}—92[)) ,  (3.34)
2m m 2m

ce qui implique que ’on ait:

1 1
Jb = (—zL ~ =—0%p, + pb0, , — ——1-6’£ + —6%p) et
2m m 2m

1 1
0 _ _Ltpp 1 2
La charge conservée est donc
Q= /(O’P’ —zH)dx . (3.3.5)

Il est remarquable que la charge obtenue pour cette symétrie généralisée soit
identique a celle de la transformation U. Ce résultat est produit par ’annulation
de deux termes. Le coefficient de divergence J° contient le terme additionnel pff,

qui est identique a la différence entre les termes caractéristiques
oL
A
0p p

des deux transformations.



Chapitre 4

VARIABLES DE GRASSMANN

Dans ce chapitre, nous introduisons les concepts d’un espace vectoriel
gradué, d’une algébre de Grassmann By, contenant des variables paires et im-
paires et d’un superespace RB;"" formé de coordonnées & valeurs de Grassmann.
Nous discutons ensuite des fonctions & valeurs de Grassmann (superchamps) dé-
finies sur un superespace, et les notions de superalgébres et supergroupes de Lie
sont ensuite données. Ces éléments sont tirés principalement du livre de J. F.
Cornwell [Cornwell]. Nous rappelons également [Ayari| la méthode de calcul de
symétries pour un systéme d’équations différentielles & variables de Grassmann.
Finalement, nous définissons I'intégration sur les variables de Grassmann en uti-
lisant la définition de Berezin [Freund, Berezin, Matthews, Candlin|. Cela nous

permet d’introduire la notion d’une action supersymétrique.

4.1. ESPACE VECTORIEL GRADUE

Soit V un espace vectoriel de dimension (m + n), dont les éléments de
base sont ay, ag, - **, Gm, Gmat, * °*» Gmen- Chaque élément a de V' peut donc étre
écrit

m+n

a= Z 1, (4.1.1)
j=1
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oil les coefficients p; sont réels. Une graduation peut alors étre définie sur 'espace

en posant que chaque élément de la forme
m
a= Zujaj (4.1.2)
Jj=1

est pair, alors que chaque élément de la forme

m-+n

a = Z HiQj (413)

j=m+1
est impair. Si on définit V, comme étant l’espace d’éléments pairs de V et V)
comme étant ’espace d’éléments impairs, on en déduit que V est la somme di-

rectede Vyet Vi: V=V, V.

Définition 4.1.1. Tout élément a € V qui est soit pair soit impair est dit ho-

mogeéne. Le degré d’un élément homogeéne est défini comme:

0 st ae VW,
deg(a) = i
1 si a€e V.

Définition 4.1.2. Une superalgébre associative est un espace gradué V muni

d’un produit VxV —V : (a,b) — ab tel que:
1. Vabad b € V, et uipu' N e R:
(pa 4+ f'a)(Ab 4+ N'V) = pA(ab) + pX'(ab') + p'A(a'd) + @' N (a'V'),  (4.1.4)

2. Vabece V:

(ab)c = a(bc), (4.1.5)
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3. VYa,b:
ac Vy, et be 'V, = abe V,,
ace Vi, et be Vi = abe V,

ac Vp et be Vi = abe V. (4.1.6)
Définition 4.1.3. Une superalgébre associative est dite commutative si

ba = (—1)(dege)(desd) g (4.1.7)

pour tout a,b homogenes dans V. Donc,

b —ab si a et b sontimpairs,
a =
ab autrement.

4.2. ALGEBRE DE GRASSMANN

L’algébre de Grassmann est un exemple particulier de superalgébre as-
sociative, construite en partant d’un ensemble de L générateurs, 6, 6, ---, 0,

et en définissant les produits 0,0, tels que:

1. (6;6)0, = 0,;(0,6,) V5,k,l =1,2,... ,L (associative), (4.2.1)

2. 0,0, = —06; (donc 67 =0), (4.2.2)

3. chaque produit non-nul 6;,6;, - - -0;, de r générateurs est linéairement
indépendant des produits avec moins de r générateurs. (4.2.3)

Si & tous les produits non-nuls et indépendants de ces générateurs, on ajoute le
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générateur 1 vérifiant 1-1 =1 et 16; = 6;1 = 6, alors on obtient une base de 2l

éléments. Donc, si on note
0u=9j19j2'--0jr, 1§T§L, ].Sj1<j2<...<jr§L,
nous avons un espace vectoriel dont chaque élément est écrit

B=> B, ou B,e R
n

La graduation est définie de la fagon suivante: chaque élément 6, sera considéré
pair s’il est formé d’un produit d’un nombre pair des §;, ou si §, = 1, et §,
sera impair s’il est formé d’un produit d’un nombre impair des 8;. L’élément pair
(impair) le plus général est une combinaison linéaire arbitraire d’éléments pairs

(impairs) de la base.

Cette superalgébre associative, appelée algébre de Grassmann est notée RBy.
Les sous-espaces pairs et impairs sont notés RBy, et RBy, respectivement. Nous

voulons maintenant introduire le concept de superespace RB7"™".

Le superespace RB]"" est formé de m copies du sous-espace pair B,
et de n copies du sous-espace impair RBy,. Chaque élément (X; ©) de RB]"™ est

de la forme
(X, @) = (Xl,XQ, ‘e ,Xm; @1,@2, . ,@n), (424)

ot X; € RBr,, i =1,---,met ;€ RB,, j=1,---,n Donc, en général,

on a:

Xi =) X!, (4.2.5)
n
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ol seuls les indices p pairs apparaissent, et
0; =Y 046, (4.2.6)
m

ot seuls les indices p impairs apparaissent. L’espace RB]"™" est donc de dimen-
sion (m + n)2E~1. En particulier, I’algébre de Grassmann est équivalente au cas

(m,n) = (1,1).

Nous pouvons définir une norme sur RB7"" comme étant

B SEAED B! (4.2.7)

Cette norme vérifie évidemment toutes les propriétés nécessaires d’une norme. Il

est alors possible de définir la métrique:
dmn (X5 0),(X50") = |(X;0) = (X5 0| (4.2.8)

sur I’espace RB7"". Utilisant cette métrique, nous pouvons alors doter I'espace

RB7"" de la topologie habituelle.

4.3. FONCTIONS A VALEURS DE GRASSMANN

Nous considérons maintenant deux types de fonctions a valeurs de Grass-
mann. Le premier type consiste en ces fonctions définies sur un espace ouvert V
de ™. Nous prenons la fonction F : V — RBy qui associe & chaque point

X = (21,Ty, ... ,Zm) de R™ un élément F(x) de RBy pouvant étre écrit sous la
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forme

Fx) = Fulx)0,, (4.3.1)

I

ot chaque F(x) est une fonction V — R. Le deuxiéme type consiste, plus géné-
ralement, en les fonctions définies sur un espace ouvert U du superespace RB7"".
La fonction F' : U —s RB associe a chaque point (X,0) du superespace un

élément de Grassmann de la forme

F(X,0) =) Fu(X,0)b,, (4.3.2)

n

oit chaque F), est une fonction U — R. Une telle fonction est également appelée
un superchamp. Sin = 0 et u est limité a la valeur pour laquelle 6, = 1, on obtient
évidemment le cas précédent. La fonction F' est appelée paire si les fonctions F),

sont nulles pour tout p impair et impaire si les F, sont nulles pour les u pairs.

Les notions de continuité et de différentiabilité peuvent également étre
étendue aux fonctions & valeurs de Grassmann. En utilisant la métrique dp, »(-,*)
définie dans la section précédente, nous pouvons généraliser la définition de conti-
nuité a une fonction & valeurs de Grassmann, définie dans RB7"". Une telle fonc-

tion F : U — RDBy, est continue au point (Xo,00) siVe>0,36>0:

dm,n ((X,@),(XO,@Q)) <§d = dl,l (F(X,@),F(Xo,@o)) < E. (433)

La différentiation est généralisée de fagon suivante.

Définition 4.3.1. Soit F : U — RBy, une fonction définie sur un ouvert U

de RBT™™. Supposons qu’il existe m fonctions 5‘%(]’ =1,...,m) et n fonctions
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OF (k=1,...,n), toutes de U — RBy, telles que

FX+Y,04+9) = Z Y 8F X ) (4.3.4)

Z\pk""”@ F YD), (43.5)

ot (X,0) et X+Y,0+ %) €U etn: RB]"™ — RBy sont tels que
In(Y, 0= 0 si [[(Y,¥)][ = 0. (4.3.6)

Alors, F est dite différentiable sur U, et les fonctzons et 35. sont appelées
les dérivées partielles de F'.

Les dérivées partlelles sont complétement determinées. Cependant,
ce n'est pas tout-a-fait le cas pour une dérivée de la forme aag , car la composante

proportionnelle & 6,6, ...60; peut étre arbitraire (car multipliée par la variable

impaire Uy, elle donne toujours zéro).

Notons que si F est paire, alors les 2E sont paires et les —-—-6F sont impaires.
ax p
Si F' est impaire, c’est le contraire: les S gont impaires et les aires. Les
P J 9X;
dérivées partielles /0x; sont considérées comme étant des quantités paires, tandis
J )

que les dérivées 9/00) sont considérées impaires et vérifient:

6; o 0\

A partir de la définition, on peut déterminer les dérivées successives de

F(X,0). Si toutes les dérivées de F existent sur un ouvert U de RBj"", alors
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la fonction est dite superanalytique sur U. Par ailleurs, nous avons encore la

définition suivante:

Définition 4.3.2. Une supervariété superanalytique Y sur RBy, est définie par
un espace topologique de Hausdorff avec un ensemble de “cartes” {(Ua,iba)} telles

que:
- U Ua - Y7
~ chaque ), est un homéomorphisme de U, sur un ouvert de RB;"",

~ les fonctions ooty : Ys(Ua N Us) = ©a(Us(\Up) sont superanalytiques.

4.4. SUPERALGEBRES ET SUPERGROUPES DE LIE

Définition 4.4.1. Soit V un espace vectoriel gradué, Vg et Vi ses sous-ensembles
pairs et impairs, de dimension m et n respectivement (m,n > 0,m +n > 1). Si

Va,b € V, il existe un commutateur (supercommutateur) [a,b] tel que
~ (i)  VapeV,[ab eV,
- (i) Yab € V, Vo,f € R, [aa+ Bb,c] = ala,c] + B[],
- (i) si a et b sont homogénes, alors [a,b] est homogéne de degré (deg a+
deg b)ymod 2. Donc, [a,b] est pair si a et b sont tous deuz pairs ou tous deux

impairs, et impairs st un est pair et l'autre impair,

- (i) si a et b sont homogénes, alors

[b,a] = —(—1)(e9 @)deg B)[g p], (4.4.1)
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- (v) sia, b, et c sont homogénes, alors

ab,c]) (~1)0%0 D00 9 4 [ [ea]] (—1)00es e ) 4 [ p]) (1) OVees D
(4.4.2)

(identité de Jacobi),
alors V est dite une superalgébre de Lie de dimension paire m et de dimension

impaire n, et on note:  dim(V) = (m|n).

En particulier, une superalgébre de Lie peut étre construite & partir d’une

superalgébre associative en définissant

[a,b] = ab — (—1)(de9 )deg V)pq (4.4.3)

Définition 4.4.2. Unsupergroupe de Lie de dimension (m|n) est un ensemble H

qui est un groupe et une supervariété superanalytique de dim (m|n), ot lopération
Hx H— H: (hy,h) = hy-h3t, (4.4.4)

est superanalytique.

4.5. EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET SUPERSYMETRIES

Il est possible, en général, d’étendre la méthode de calcul des symétries
décrite dans le chapitre 2 & un systéme d’équations différentielles & variables de

Grassmann. En effet, nous considérons maintenant un systéme de la forme:

A(X,0,AF) QR =0,  v=1,...,s (4.5.1)
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ou

X = {z1,29,... ,&m}sont les variables indépendantes paires,
© = {60,6,... ,0,}sont les variables indépendantes impaires,
A = {A'.A? ... A%sont les variables dépendantes paires,

Q = {Q4Q%...,Q"}sont les variables dépendantes impaires.

Les transformations sur les variables indépendantes et dépendantes (mais pas

leurs dérivées) sont alors générées par des champs de vecteurs de la forme:

m _ 9 "9 . 4
szzaxﬁzp‘gafr;@ 8AT Z an, (4.5.2)

ot les fonctions =i, I, & et Al dépendent de (X,0,A%1) Q*2)). Les généra-

teurs de symétries sont calculés de fagon analogue & ceux du cas ordinaire, mais
avec la complication qu’il faut tenir compte d’un changement de signe lorsque
deux variables de Grassmann impaires sont interverties: 6,0, = —6,0,. Les déri-
vées par rapport a ces variables, 0y,,0s,, ... ,0p; doivent étre considérées impaires

également. Par exemple:
831 (6291) - '—92891 (91) == -—92.
Les générateurs que nous obtiendrons pourront donc étre pairs ou impairs et for-

meront une superalgébre de Lie.

Une supersymétrie est une symétrie qui relie les variables paires et im-
paires de facon non-triviale. Ces transformations sont générées par des généra-

teurs impairs de symétries et les charges conservées obtenues par le théoréme de
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Noether le seront également.

Les commutateurs entre les différents générateurs qui forment la structure

de la superalgébre sont définis comme étant:

[Bl,Bz] = BIBZ - B2B1, si Bl et B2 sont pairs,
[B,Q] = BQ — @B, si B est pair et @ est impair,

{Q1,Q2} = @1Q2+ Q2Q1, si Q1 et Q; sont impairs. (4.5.3)

Le crochet de Poisson doit également étre généralisé pour les fonctions
4 valeurs de Grassmann [Casalbuoni 1,2]. Si nous définissons les conjugués cano-

niques:

. 0L oL
= ) ¢ = T, 4.5.4
P %% T T 6, (454)
le crochet prendra la forme
O0B0A 0BO0A 0B 0A 0B 0A
U8 = (Gra ~ dmow) ~ (owow, tomom) (459

Nous aurons donc les propriétés suivantes. Si F, E;, E,, E5 sont des fonctions

paires et O, Oy, Oy, O3 des fonctions impaires, alors le cas pair-pair nous donne:

{EI)EQ} = '—'{E27E1}7
{E\,ExE3} = Eo{E\,Es}+ {E1,Es}Es,

{E\,{Es2,E3}} + {E2{Es,Ei}}+{Es,{E1,E}} =0. (4.5.6)
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Le cas impair-pair nous donne:

{£,0} = —{0.B},
{0.E\B;} = Ei{0,Ex} +{0,E1}Ey,
{0105,B} = 0{02,E}+{01,E}0,
{OE\, By} = O{EyEx}+{0,E:}E,,
{B1{E2,0}} + {B2,{0,E\}} +{0{E1,Ex}} =0. (4.5.7)

Le cas impair-impair nous donne:

{01,02} = {001},
{0,0,,03} = 01{02,05} — {01,05}0,,
{E0,,0,} = E{0:1,05} — {E,02}04,
{E£{01,0:}} + {01,{02,E}} — {02,{E,01}} =0,
{01,{02,05}} + {02,{05,01}} + {05,{01,0:}} = 0. (4.5.8)

4.6. INTEGRATION DES VARIABLES DE GRASSMANN

Pour formuler une action sur un superespace, il est nécessaire de définir
la notion d’intégration par rapport & des variables prenant leurs valeurs dans

'algébre de Grassmann RBy,. Pour cela, nous utilisons la définition suivante:

Définition 4.6.1. Pour une variable de Grassmann impaire 8, on a

/d&:O, /9 dg=1. (4.6.1)
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Pour plusieurs variables impaires, 0, 8%, ..., 6™, on a
/ 0t do = ¥, f d¢’ = 0. (4.6.2)

L’intégrale est donc une généralisation de 'intégrale de Riemann sur les

coordonnées ordinaires.

Une fonction arbitraire f avec valeur dans By, peut étre écrite sous la

forme:
f=a+b0,

ol a, b € RBy, mais sont indépendants de # ce qui donne:

/fdé’:b.

L’intégrale [ fdf représente donc une fonction qui & chaque élément de l'espace
des fonctions dans RB;, associe un élément du sous-espace de By, indépendant

de 0. Cette fonction a les propriétés suivantes:

1. linéarité: / > fi0)dd =Y e / fi(0)dd, c;e RBy,  (4.6.3)

2. invariance sous translation: / f(@+¢e)dd = / f(6)df, e constant.
(4.6.4)

Nous définissons finalement la version Grassmann du ¢ de Dirac:

/ £(0)5(6)d0 = £(0). (4.6.5)
Donc, pour une seule variable 8, on a §(8) = 6, [6(0)d0 = 1, [06(0)df = 0.
Pour plusieurs variables, 81, 62, ..., 8, on a 6™ (9) = §(6™)6(6")---6(6*) =
gron—1t. .. 6%



Chapitre 5

MODELES SUPERSYMETRIQUES

Dans ce chapitre, nous présentons des exemples de modéles supersymé-
triques tirés du livre de Freund [Freund]|, incluant le superpoint matériel et une
théorie supersymétrique de champs bosoniques et fermioniques. Dans ce second
exemple, nous introduisons les spineurs de Majorana que nous utiliserons égale-
ment dans les sections (5.3) et (5.4). Nous examinons ensuite un modeéle proposé
par R. Jackiw [Jackiw 2,4] pour supersymeétriser les équations du gaz de Cha-
plygin étudiées dans le chapitre 3. Les symétries et supersymétries de ce modéle
sont analysées. L’association entre les charges conservées impaires et les transfor-
mations supersymétriques finies et infinitésimales sur les coordonnées représente

une contribution originale de ce chapitre.

5.1. MECANIQUE DU SUPERPOINT MATERIEL

En meécanique classique, nous avons une théorie de champs en une di-

mension, représentée par le temps t. Les coordonnées spatiales z!, z?, ..., z

n
jouent le role de champs z'(t), z%(t), ..., z"(t) fonctions de la variable t. Pour
supersymétriser le systéme, on introduit un superespace de dimension (1/1), avec
les variables ¢, 7, ou t € By, est une variable de Grassmann paire et 7 € By,

une variable impaire.
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La superparticule (non-relativiste) peut donc étre représentée par les n

superchamps: X!(¢,7), ---, X"(¢,7), ou
X(t,r) = 2(t) + 0°(1)T, (5.1.1)

avec 1° € By, et 6* € By, qui sont des fonctions de ¢ seulement. Le générateur

de supersymeétrie est défini comme:
Q =110, — 0Oy, (5.1.2)
qui est tel que:

[Q)Q}-i- = QQ + QQ = —'2H7 [Q?H] = 07

avec H = id;. Ce générateur @) correspond en fait & une translation, de parameétre

impair o, du superchamp (5.1.1). Elle s’écrit:
X*=X°+6X% o0 6X®=ab"+iar0a" = aQz”. (5.1.3)
On définit également I'opérateur:
D =ird, + 0, (5.1.4)
appelé dérivée covariante, qui est tel que
[@,D]+ =0. (5.1.5)

Grace & cette derniére propriété, il est possible de formuler une action supersy-
métrique:

tf

Sl = /dt/dTﬁl, (516)

ti

ot L1 = —;—DX“D(DX“). (5.1.7)
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En effet, considérons la transformation supersymétrique (5.1.3) ci-dessus. Comme

(5.1.5) implique que [aQ,D]_ = 0, on peut écrire:

§(DX®) = D(X®+6X*) — D(X?),

= aQ(DX*). (5.1.8)
Il est donc facile de montrer que

0(L1) = oQ(Ly),

- CY?:’TBtLl - aBTﬂl . (519)
\_..\i,.._/ T

Le premier terme est une dérivée exacte par rapport au temps et donc ne contri-
bue pas a la variation de laction. Le deuxiéme terme —ad, L, est indépendant de
T, car £ est au plus linéaire en 7. L’intégrale f dr annule ce terme. Donc, puisque
le générateur supersymeétrique @ laisse invariante I'action S), cette derniére est

supersymétrique.

Explicitons & présent la densité lagrangienne £; définie par ’équation
(5.1.7) comme fonction des champs z* et 6%, pour voir que nous obtenons une

généralisation immédiate de la mécanique du point matériel. En effet, on a
1 X ¥l -0 .0 -nana
Ly = ~3 (zac 6% + 7(%2* + 100 ))
et I'intégration par 7 annule le premier terme. L’action devient
1 a0 - na na
Si=7 [ dt (23" + i6°6 ). (5.1.10)

ol on reconnait le terme d’énergie cinétique £%2® habituel pour les coordonnées

paires. Le second terme, iﬁaéa, correspond aux degrés de liberté additionnels, a
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valeurs de Grassmann. Par les équations d’Euler-Lagrange, on obtient:
=0, =0 . (5.1.11)

Ces équations représentent clairement le mouvement d’une particule libre dans

I’espace des z°, avec ’addition de coordonnées 6* & valeurs constantes.

On voudrait maintenant considérer le cas plus général représenté par la
présence d’une interaction. Dans ce cas, il n’est pas possible d’ajouter un terme
d’interaction général V (X*) pour supersymétriser le terme d’interaction habituel

V(z) car il devrait s’écrire:

ov
V(X) = V(.’L') + 5;;!7':0907‘.

Le terme V(z) disparait donc lorsqu’on intégre par rapport a 7.

Ce probléme peut étre résolu en prenant deuz variables impaires 71, 7
au lieu d’une seule. On parlera dés lors d’une théorie supersymétrique en 2 di-

mensions dans laquelle nous définissons les superchamps comme:
X (t,m1,m0) = x%(t) + 07 (t)11 + 05(¢) T2 + iF°(t) 1o (5.1.12)
Les générateurs de supersymeétries sont maintenant au nombre de deux avec
Qo =170y — 0, a=12 (5.1.13)
et les dérivées covariantes sont

Dq = i70 + 0y, . (5.1.14)
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Il est alors possible de formuler I’action supersymétrique sous la forme:
Sy = — /dthgdn (zll-gaﬁDaX"‘DﬁX“) , (5.1.15)
= / dt-lz-(g';a:buz'ogéngF"Fa). (5.1.16)
Les équations du mouvement sont:
=0, 6°=0, F°=0 . (5.1.17)

Ajoutons maintenant le terme d’interaction

S = / dtdrydr WX (t,70,m)), (5.1.18)
oW pa . W,

Les équations pour les champs auxiliaires F'* sont & présent moins triviales:

o W(z)
F= (5.1.20)
et 'action totale a la forme
. 0*W
S = /dt [ 45 + iegea V(z)+ oy ———0103 |, (5.1.21)
ou le potentiel V(z) est:
Vig) = LW W (5.1.22)

2 9z fzo
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5.2. THEORIE SUPERSYMETRIQUE DES CHAMPS

Nous considérons maintenant une théorie de champs en deux dimensions,
avec une dimension spatiale z et la dimension temporelle ¢. Cependant, avant de
construire le modéle, il est nécessaire de définir les spineurs de Majorana, ainsi
que certains concepts additionnels. Nous commengons par définir les matrices v*
de Dirac pour I'espace-temps a deux dimensions & I’aide des matrices o® de Pauli
[Peskin]:

01 9 0 —1 3 1 0

ol = , ot= , o°= : (5.2.1)
10 i 0 0 -1

En général, en n dimensions, on cherche n matrices v* vérifiant les relations

d’anticommutation:
{7} = A+ = 20" X Loxn, (5.2.2)

ot g% = —1,¢% = 1 pour i = 1,2,... et g = 0 pour p # v. Pour notre cas, ces

relations sont satisfaites par les matrices:

v =10 = 01 et yl=0l= 01 . (5.2.3)
-1 0 10

En utilisant ces matrices, il est possible [Peskin| de construire une représentation
du groupe de Lorentz formée des éléments S* = %[fy“,fy"]. Les éléments de ’espace
de représentation sont des champs & plusieurs composantes, ¥ = (¢1,%2, . . . ,¥m),
que nous appelons spineurs. Dans le cas d’une représentation réelle, nous obtenons

des spineurs de Majorana (ot ¥} = ;) [Freund, West].
Pour notre théorie, nous utilisons comme variables indépendantes les
coordonnées paires z et t, ainsi que le spineur de Majorana 6 = (6y,6,)" dont

les composantes sont des variables de Grassmann (impaires). Nous utilisons la
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notation 8 = (6*)y° = 6'4°, car pour un spineur de Majorana 6* = 0. Nous

obtenons alors les relations suivantes pour nos spineurs de Majorana:
_ 1 - 1
0= (—'92,91), 509 - 9192, 9a¢a9ﬁ = —§6a9a¢ﬂ7 = 1,2, (524)

ot la derniére relation est appelée le réarrangement de Fierz pour deux spineurs

# et o.
La forme la plus générale de notre superchamp admet trois types de

termes dans son expansion:
®(z,0) = A(x) + iy (z) + %z’éé‘F(m), (5.2.5)

ot les fonctions A(z) et F(z) sont des scalaires et 1 = (1)1,12)" est un spineur.
En effet, tous les termes d’ordre supérieur en 6 sont nuls. Les générateurs de

supersymeétrie sont donnés par:

0
Qa = 'a—é'; - .(7#6)013;1- (526)

Sous ces transformations de supersymeétrie, le superchamp & se transforme donc
en & =P 4 6P avec:
0d = aQ?d,
= —iay"00,A + ianp + ay*000,y + ialF. (5.2.7)
Puisque l’on a aussi 6® = 6 A + if6y + %z’é@éF, il suit que les transformations sur
les champs coefficients sont données par:
JA = i, (5.2.8)
o = (Y*0,A+ F)a, (5.2.9)

§F = iay"0,. (5.2.10)
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oll nous avons utilisé le réarrangement de Fierz, ainsi que les relations de Majo-

rana: € = 10 = io?, Ct = O~ = —C et C(4*)!C1 = —".

La dérivée covariante devient 'opérateur spinoriel:

Do = a%i +i(740) 0B, (5.2.11)

tel que [Dy,,Qs]+ = 0 et [D*D,,Q5) = 0. Nous considérons maintenant la densité

lagrangienne:
Ly = %I)tDD@, (5.2.12)

qui est, vu son expression, associée a une action supersymétrique. Nous pouvons

Pexpliciter en commencant par écrire:

DD® = D,C,sDs?,
= -C i+z‘( #0) a0 ——6——+z‘( ¥6) 50, (A-l—z'ﬁd)-i—lié&F)
- Ba aéa Y a%y aéﬂ vy BYy 2 )
= 2 (—iF + Oy 0,0 + %ée(—ag + af)A) : (5.2.13)

En multipliant & gauche par ®!, nous obtenons ’expression suivante pour le co-

efficient de 00 de L, (le seul qui ne sera pas annulé par l'intégration en 6; et

92)2

_1. 2 _1_ Iz _1" "
2F + 2A(8p8 A) 21/)@7 Outh.

L’action de la théorie sera donc exprimée, a un terme de surface prés, par:
1 =
So=—3 / P [(8,4)(0" A) + iy B, — F?]. (5.2.14)
Les équations d’Euler-Lagrange nous donnent:

8,0"A=0, iy =0, F=0. (5.2.15)
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Nous reconnaissons 1’équation de Klein-Gordon sans masse pour le scalaire bo-
sonique A, ainsi que 1’équation de Dirac sans masse pour le spineur fermionique
2. Le troisiéme champ F' est un champ auxiliaire qui disparait automatiquement

lorsque les deux autres équations sont respectées.

5.3. MODELE SUPERSYMETRIQUE DU GAZ DE CHAPLYGIN

Un modéle fut proposé récemment par R. Jackiw et A. Polychronakos
[Jackiw 2,4] pour supersymétriser le gaz de Chaplygin introduit au chapitre 1
et dont les symétries ont été discutées dans le chapitre 3. Reprenons dés lors la
construction de ce modeéle.

Nous avons au chapitre 1 donné les équations du gaz de Chaplygin dans
le cas d’un fluide tel que sa vorticité w = V x v est nulle. Dans le cas ot la
vorticité est non-nulle, la formulation est moins directe. Si on écrit maintenant la

vitesse sous la forme de la décomposition de Clebsch [Jackiw3, Lin]:
v=V0+aVp, (5.3.1)

la vorticité w est non-nulle et égale & Va x V3. Une algébre canonique hamilto-

nienne peut alors étre construite a I’aide du lagrangien:
. ) 1
L= /dr [—p(& +af) — 5/)2)2 - V(p) (5.3.2)

11 est évident que les variables 6 et p forment toujours une paire canonique, mais
nous avons également la paire formée des variables § et pa. Les quantités o et 3

sont appelées potentiels de Gauss.
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Pour le modéle de Jackiw et Polychronakos cependant, nous n’utiliserons
que deux dimensions spatiales z et y au lieu de trois, ainsi que la variable tempo-
relle t. Ce caractére “planaire” du modéle est rendu nécessaire par le fait qu’il est
dérivé d’une théorie de Nambu-Goto d’une supermembrane en (3-1) dimensions
[Jackiw 2,3,4]. Les potentiels de Gauss a et 3 sont remplacés par des variables
de Grassmann 9 = (11,%2)" qui forment un spineur de Majorana & deux compo-
santes. Suivant la notation de Jackiw, nous ne distinguerons pas entre 9 et *. Le
contexte dictera I'interprétation exacte du symbole. En particulier si ¢ = (¢1,¢2)"

et x = (x1,Xx2)! sont des spineurs, on écrira:

ox = ( b1 P9 ) il = ¢1X1 + P2X2-
2

La vitesse et la vorticité (en 2 dimensions) sont maintenant données

respectivement par:
1
v=V0 - Ezpawa, w = —0;%a0yYa- (5.3.3)

11 est naturel de décrire la vorticité par des variables de Grassmann, car le mou-
vement de vorticité est associé & un moment angulaire semblable au spin, décrit
en physique pseudoclassique par des variables de Grassmann [Freund].

L’équation (5.3.2) décrivant le lagrangien du systéme devient alors:

1

= [ar [—~p<é L)~ 2=V ()| (5.3.4)

Les variables de Grassmann impaires sont ici présentes explicitement ainsi que
dans le terme cinétique % pv?. En déterminant les moments conjugués des variables
6 et v,(a = 1,2) a Paide du lagrangien, nous déduisons que 6 et p restent une

paire canonique, et que les variables 1, et py, forment une paire additionnelle.
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On a donc:

{0(r),p(r)} = 6(r—1'), (5.3.5)
{p(r)¥u(r)} = 0, (5.3.6)
Moo= r)é(r—r
{0(r)a(r)} = 2p(r)¢a’( )é(r —1'), (5.3.7)
; _ 5ab r—r
{wa(r)ﬂbb(r)} - p(r)é( )’ (538)
O} = -, (5.3.9)
N - _YEVYE)
{v({r),0(")} = 25(®) §( ), (5.3.10)
{v(@),p(x)} = V(é(r-Tr)), (5.3.11)
(Vi) vi[r)} = 3"“/’“(;)(‘39)%(")5(1-~r'). (5.3.12)

Jusqu’a présent, les variables de Grassmann n’ont été utilisées que pour
parameétriser la vitesse et servir de variables canoniques. Il est possible cependant
d’ajouter & la densité lagrangienne un terme composé de variables de Grassmann,
tel que le modéle devienne supersymétrique. Ce terme, identifié par Jackiw et al.
prend la forme:

V2

——2—1/)a - Vi, (5.3.13)

ot a = (a!,a?) avec:

01 1 0
ol =o' = , af=0"= (5.3.14)
10 0 -1

Ce terme est associé a 1’élément de spin présent dans le moment angulaire du

systéme, comme nous le verrons plus tard. Nous obtenons finalement la densité
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lagrangienne:

.1\ 1 1 20X V2

Les équations de mouvement prennent alors la forme:

p = =V (pv), (5.3.16)

6 = —v- V9+lvz+~)\—+@¢a - VY, (5.3.17)
2. P 2

Yo = —(v- V¢)a+€(a - V). (5.3.18)

L’équation de continuité (5.3.16) est essentiellement inchangée, & part la présence
de variables de Grassmann a 'intérieur de la vitesse. L’équation de force d’Eu-
ler (5.3.17) regoit une contribution additionnelle causée par I'interaction avec le
spin. Finalement, nous obtenons deux nouvelles équations non-homogénes pour

les variables de Grassmann ,.

5.4. SYMETRIES ET SUPERSYMETRIES DU MODELE DE JACKIW

On retrouve, dans le modéle généralisé de Jackiw, les symétries du gaz
de Chaplygin déterminées dans le chapitre 3. Cependant, nous avons maintenant
les fonctions additionnelles, 1, et 1, ainsi qu’une dimension spatiale y de plus,
ce qui rend nécessaire certaines modifications dans les transformations.

Le modéle considéré est supersymétrique dans le sens suivant [Jackiw

2,4]. Il a été montré que ce modéle admettait les quantités conservées:

Q. = /d27" [pv - (ap®p) + \/ﬁwa} , ot a=1,2. (5.4.1)
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Chacune de ces quantités (impaires) correspond & une transformation supersy-
métrique qui mélange les variables paires et impaires. Pour trouver leurs formes
exactes ainsi que leurs générateurs infinitésimaux, nous devons intervertir I’ordre
des opérations utilisés au chapitre 3. Cela signifie que nous devons premiérement
obtenir la relation entre les solutions originales du systéme: p, 8, 11, 9, et les
solutions modifiées par la transformation: p+dp, 8+ 86, ¥y + 011, 12 +61hy. Cette
premiére étape a déja été accomplie par Jackiw de la fagon suivante [Jackiw 2,4].
Si, nous contractons les charges @;, @2 avec un paramétre constant spinoriel
n = (n',n?) a valeur de Grassmann impaire, nous obtenons la charge conservée

bosonique:

Q=1"Qu = / r [pv - (noup) + V2N (5.4.2)

Chacun des champs A = p,0,1;,%, sera modifié par la transformation ) en une
nouvelle solution A+d6A4, ou §A = {Q,A}. Nous pouvons alors utiliser les crochets

élémentaires entre les variables (5.3.5) - (5.3.12) pour obtenir:

ép = =V -p(nay),
1 1 V2X
o8 = —5(770“/’) -Vl — 1(770”/’) - YVY + 3‘/‘)—77%
0 = —(na) -Vip—v-an— @n. (5.4.3)

La seconde étape consiste maintenant & identifier la transformation cor-
respondante sur les variables indépendantes z,y,t et dépendantes p,0,11,%,. En

examinant les équations (5.4.3), nous remarquons que les variations pour p et ¢
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peuvent étre réécrites sous la forme:

§p = —(nay)-Vp—pnha- Vi),
80 = —(nay)-VO+ —;—(nad)) -V + —-é\/?mb,

Nous observons que sous cette forme, pour chaque 64, le coefficient de VA est

(nap). Cela nous permet d’identifier ) & la transformation:

' =z + noy, Y =y+nay, t=t,

/

po= p—(na-Vi)p,

) 1 V2X
0 = 0+ 5(72010) v+ —27)—77?/1,

Y= ¢~(v-an)~~\/—?n- (5.4.4)

Nous voyons clairement que cette transformation est supersymeétrique.
En effet, elle mélange les variables paires z,y,p,0 avec les variables impaires 1, et
V.

Nous déterminons finalement les générateurs de supersymétries corres-
pondant aux charges @; et Q2. Ceux-ci sont obtenus en dérivant la transformation
(5.4.4) par rapport aux paramétres (impairs) 7' et n*. Nous obtenons:

0 0 0
¢ = ¢25“£+7/)15§—P(¢2x+¢1y)5[—)

+ (%gz% - %i?ﬁl?/flx?/fz + %oy"/)l - ?i’Q/JZwawl + m%) 0

2p

1 V2X\ 0 1 d
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0 0 0
Q2 = ¢1‘5§ - ?Pzg?; — p(t1e — ¢2y)5/_)

0o

1 ) 1 V2a\ o
+ (-—em + é-wwx) + (f)y -~y — ——) 50, (5.4.6)

1 1 1 1 V2A )
=0, — = — =0, + — + =
+ (2 Y1 41/)2¢2x¢1 5 2 4¢1¢1y¢2 % %)
s 2 p
Nous remarquons que ces générateurs contiennent les dérivées de premier ordre
des champs 0, 11 et ¥, et sont donc en fait des champs de vecteurs généralisés.
Pour cette raison, il sera nécessaire de calculer la premiére prolongation pour tout

générateur que nous voulons commuter avec (J; ou (.

Il existe un second type de transformation supersymétrique qui donne lieu aux

supercharges conservées:
Q. = / &rpi,. (5.4.7)

Nous identifions ces transformations de fagon analogue & celles identifiées pré-
cédemment. En contractant ces quantités avec le paramétre 7 = (7},7%), nous

obtenons la charge bosonique:
Q=G = [ Eriom), (5.48)

qui produit les variations sur les champs [Jackiw 2,4]:

fp=0, H=—i(w), =-i (5.4.9)

La transformation supersymétrique correspondante est:

z =z, y =y, t=t,
po= p,
1
0 = 0— =7
znw)

W= 1. (5.4.10)
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Ici, seules les variables dépendantes sont mélangées. Les générateurs infinitési-

maux sont obtenus comme:

~ 0
Q1 = _—1/J1 89 TR (5.4.11)
~ 0
Q: = ——¢2 5 9 (5.4.12)

Nous remarquons la similarité avec les générateurs de supersymétries (5.2.6) de

la section (5.2).

Pour calculer les commutateurs entre les générateurs @), et @),, nous

calculons les prolongations de Q; et Qs

~ 1 o 0 0
6 = - Zahy, ——

~ 1 0 0 1 8 8
M = —Iqpy— — —— — =

Les prolongations de @7 et @2 sont compliquées et ne seront pas présentées ici.

Nous obtenons alors les (anti)commutateurs suivants:

{10} =2, {Q2Q:}=2, {QuQ:}=0,
{Q1,Q1} = -2T;,  {Q2,Q2} =-2T;, {Q1,Q2} =0,
(@i} =-T,, {Q.Q}=-T., {Q:Q}=-T,
{Q2Q2} =T

ol nous avons utilisé la relation: 0, = pg, + 00 + 1&1811,1 + 1/}28¢2.

Nous relions maintenant les supersymétries @), et (), aux symétries or-

dinaires (paires) du systéme.
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5.4.1. Symétries du groupe de Galilée

Commencons par décrire les symétries du groupe de Galilée. Dans le
cas d’une seule dimension spatiale, nous avions les trois générateurs S = 0,
V =0, et W = t0, +mx0y, correspondant aux translations spatiales, translations
temporelles et boost galiléen respectivement. En deux dimensions spatiales x
et y, le groupe de Galilée consistera en sept transformations. On a en effet les
translations spatiales dans les directions x et y qui correspondent aux générateurs
T, = 9, et T, = 0, respectivement. On a aussi la translation temporelle de
générateur Ty = 8;. Les boosts galiléens dans chacune des deux directions spatiales
donnent B, = td, + z8y et B, = td, + ydp. Une rotation dans le plan (zy) est

identifiée par la transformation:

z' = (cose)r — (sine)y, ¢ = (sine)z + (cose)y, 1 =t,
1 1
0 =0, o =p, Py = cos (56) 1y + sin (55) 1y,  (5.4.13)
, (1 1
Yo = —sin | =€ | Y1 +cos | =€ | ¥a.
2 2
Elle correspond au générateur:
1 1
M = —y0, + x0y + 51/126¢1 — -2'¢18¢2 (5.4.14)

Les deux premiers termes du générateur M, reliant les coordonnées spatiales,
constituent la rotation ordinaire. Les deux autres termes, reliant les variables
impaires 9, et 1, proviennent de la contribution du spin. En effet, si on examine

la charge conservée associée:

Qu = /dzr[a:pvg —ypvy] + %i/dQ’l‘ [p¢027,b] , (5.4.15)

il est évident que la premiére intégrale représente le moment angulaire orbital, et

la seconde le spin [Jackiw3]. Finalement, il faut encore noter que la translation
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du potentiel § demeure une symétrie du systéme et correspond au générateur
Z = Oy.
Nous déterminons les commutateurs entre ces générateurs et les généra-

teurs de supersymétries Q, et Q,:

[T, =0, [T,,]=0, [T,Q:]=0,
(2,01] =0, [Bs,@1]=0, [B,,Q:]=0,
[M,Q1] = 5Q»,

[T..Q2] =0, [T,,Q:) =0, [T,Q2] =0,
[2,Q:] =0, [B;,Q] =0, [By,Qs]=0,
[M,Q2] = —3Q1,

1.1 =0, [T,,@]=0, [L,Q]=0,
[2,1]=0, [Bo@i]=Qs,  [By,Qi] = Q,
[M,Q1] = 3Q2,

[T:,Q:] =0,  [T,,Q] =0, [T,Q] =0,
[2,Q:] =0, [Be,Q]=0Q1, [By,@s]=—0Qs
[M,Q2] = —3Q1.

5.4.2. Dilatations en deux dimensions spatiales

On retrouve également les dilatations obtenues dans le chapitre 3, mais

certaines modifications sont nécessaires pour préserver l’aspect symétrique. Dans
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le cas A = 0, nous généralisons les transformations L, R et F' a:

L:od=¢z, y=cy t'=€¢t 0=0, f=p, =9,
R: 2 =¢z, y=¢y t=t 0=, f=p ¢=ev,

F:2=zx y=y t=t 0=0 p=cp ¢v=9¢.

Elles correspondent aux générateurs:

= 0, +yd, + 2t;,
R = 0, +y0y + 2009 + 110y, + 120y,

F = p0,.
Nous obtenons alors les nouveaux commutateurs:

[L@]=0, [RQ]=-Q: [FQi]=0,
[L,R2]=0, [RQo]=-Qo [FQ:]=0,
L] =-Q1, [R]=0, [F]=0,
[L,Q2] = =Q2,  [RQ]=0, [FQ2] =0.
(5.4.16)

Pour le cas A # 0, nous obtenons les dilatations correspondant aux gé-

nérateurs L' = L + F et R = R — F, comme pour le cas ordinaire.
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5.4.3. Transformation conforme et superconforme
Nous avons déterminé que la transformation conforme:

! z ! Y ! t

I e = —— t = ———
YEI T gy 1—et’
e(x? + 12
0 =0+ —é%l*:—s_tT)’ p = (1-cet)p, P =1, (5.4.17)

est une symeétrie du modéle supersymétrique de Jackiw. Cette symétrie est en fait
une généralisation de la transformation conforme E déterminée au chapitre 3, et

elle est associée au générateur:
1
E = 3t0, + ytd, + t*0, + —2-(362 + y%)0 — tpd,. (5.4.18)

Le calcul des commutateurs donne:

[E,Q:] =0, [E,Q2] =0,
[E>Q1] = A4, [E7Q2] = Ay,
ou
A1 = .'17@2 -+ y@l —_ th, (5419)
A2 = CEQl - ‘yQQ - th (5420)

Nous postulons que ces nouveaux champs impairs, A; et Ay, que nous venons de
découvrir sont des générateurs de nouvelles supersymétries appelées transforma-

tions superconformes d’aprés la terminologie de Freund [Freund]. L’analyse de ces



83

transformations est encore incompléte, mais nous avons déterminé les commuta-

teurs suivants:

[Teh) = Qo [TM]=Q1,  [TA] = —Qu,
[Z,A1] =0, [Bz,A1] =0, [By,A1] =0,
[M,A] = %AQ, [L,A1] = A4, [R,A1] =0,
[F,A4] =0, [E,A] =0,

[Toho] = Q1 [Tphs] = —Qs,  [T,A0] = —Q2,
[Z,A5] =0, [B;,A2] =0, [By,A2] = 0,
[M,As] = —3Aq, [L,A) = Ag, [R,A2] =0,
[F,A2] =0, [E,A2] =0,

{Q1,A1} = By, {Q2,M1} = B,
{Q1,0} = By, {Q2,A2} = —B,,

Il est & noter que la formulation de supersymétrie de ce modéle est diffé-
rente de celles discutées dans les sections précédentes, car il n’est pas question ici
d’augmenter P’espace des variables indépendantes & un superespace, ni d’utiliser le
formalisme des superchamps. Dans les théories présentées dans les sections (5.1)
et (5.2), les transformations supersymétriques reliait les variables paires et im-
paires indépendantes. Celles du modéle de Jackiw relient au contraire les variables
dépendantes entre elles (les transformations Qa), ou méme les dépendantes avec
les indépendantes (les @,). Une théorie supersymétrique du gaz de Chaplygin

dans un superespace n’a pas, jusqu’a date, été formulée.
p b) b



CONCLUSION

La contribution originale de ce mémoire consiste donc en deux développe-
ments. Premiérement, nous avons calculé et analysé en détail 1'algébre des symé-
tries des équations du gaz de Chaplygin en une dimension. Deuxiémement, nous
avons identifié les transformations supersymétriques correspondant aux charges
conservées déterminées par Jackiw et al. pour le modéle généralisé. Nous avons
aussi identifié deux nouveaux générateurs impairs A; et Ay qui correspondent &
des transformations superconformes. Il est probable que le modéle de Jackiw ad-
met d’autres symétries conformes, incluant possiblement des généralisations des
transformations C et P déterminées au chapitre 3. Cela ménerait sans doute a
des transformations superconformes additionnelles.

Nous postulons également la possibilité d’une formulation supersymé-
trique du gaz de Chaplygin plus semblable & celle discutée dans les premiéres
sections du chapitre 5. Cela impliquerait la formation d’un superespace de coor-
données paires et impaires en ajoutant des variables de Grassmann indépendantes
@1 et @y, et la reconstruction du lagrangien et des équations en termes d’un su-

perchamp:
F(z,yt,01,02) = Am,y,t) + e1xa(z,y,t) + vax2(z,y,t) + p102B(2,y,t)

ot les fonctions A, x, et B dépendent des champs p et # du modéle ordinaire, ainsi
que des variables 9, introduites par Jackiw. Il est généralement plus simple de

formuler la mécanique des fluides sous forme relativiste [Nyawelo, Landau2]|, et il
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est probable que celle-ci constitue une description plus exacte des phénomémes en
hydrodynamique. Un modéle d’action supersymétrique a été proposé récemment
par T. S. Nyawelo, J. W. van Holten et S. Groot Nibbelink [Nyawelo] pour une
théorie relativiste en trois dimensions spatiales. Ce pourrait étre le point de départ
pour une étude plus a fond le modéle proposé par Jackiw et aussi faire une analyse

détaillée de ses symétries et supersymeétries.
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