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Le présent travail est principalement une étude des équations difFéren-

tielles de la mécanique des fluides et de leurs symétries. Cette étude consiste en

deux thèmes principaux. Le premier est une synthèse des divers éléments de la

théorie. Nous faisons un rappel de la théorie reliée à la mécanique des fluides

et aux groupes et algèbres de symétries des systèmes d'équations différentielles.

Nous définissons les algèbres et les variables de Grassmann, leurs propriétés et leur

rôle dans la formation de théories supersymétriques. Finalement, nous présentons

quelques exemples simples de modèles supersymétriques.

Le second thème est une contribution originale à l'étude des équations

d'un modèle de fluide particulier appelé gaz de Chaplygin. En premier lieu, nous

utilisons la méthode décrite dans le livre de P. Olver pour calculer et analyser en

détail le groupe de Lie de symétries des équations du gaz de Chaplygin en une di-

mension spatiale. Deuxièmement, nous considérons un modèle généralisé du gaz

de Chaplygin, proposé par R. Jackiw, qui utilise des variables de Grassmann.

Nous associons les charges conservées identifiées par Jackiw à des transforma-

tions supersymétriques. Nous déterminons les relations de commutation de ces

dernières avec les symétries ordinaires (paires) de la théorie.

Mots-clés: groupes de Lie, supersymétries, variables de Grassmann, équations

différentielles, gaz de Chaplygin.
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INTRODUCTION

0

Les groupes et les algèbres de Lie jouent un rôle crucial dans la formula-

tion de théories en physique. Durant les trente dernières années, l'utilisation des

groupes de symétries a connu un essor marqué dans le domaine de la physique

mathématique, particulièrement en physique de particules et de haute-énergie

[Cornwell]. En particulier, les méthodes de groupes de Lie sont utilisées pour

déterminer les symétries continues de systèmes d'équations différentielles. Ces

transformations sur les variables, qui préservent l'espace de solutions des équa-

tions, permettent alors de simplifier la résolution du système. En effet, lorsqu'une

solution particulière est connue, il est possible d'utiliser les transformations du

groupe de Lie de symétries pour obtenir d'autres solutions. Dans le cas d'une

equation différentielle ordinaire, l'invariance sous un groupe de symétries à un

paramètre permet de réduire l'ordre de l'équation par un [Olver].

Par ailleurs, suite à la découverte de la supersymétrie (SUSY) par Gol-

fand et Likhtman [West, Golfand], on a vu apparaître des équations différentielles

faisant intervenir des variables de Grassmann (anticommutantes). Berezin [Bere-

zin], concerné par des questions liées à la seconde quantification, essaya de donner

une description parallèle des champs bosoniques et fermioniques. On a ainsi assisté

à la naissance de théories supersymétriques, permettant de traiter sur le même

pied les variables paires (bosoniques) et impaires (fermioniques). Des exemples

u
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de telles théories sont le modèle Wess-Zumino en 4 dimensions, ainsi que l'équa-

tion de Korteweg-de Vries (KdV), supersymétrisée par P. Mathieu et P. Labelle

[Ayari, Hussin, Mathieu, Labelle].

Dans ce mémoire, nous analysons plus particulièrement les équations d'un

modèle en mécanique fluide appelé gaz de Chaplygin. Nous considérons également

un modèle proposé par R. Jackiw [Jackiw 1,2,3,4], en collaboration avec A. Poly-

chronakos, pour supersymétriser le gaz de Chaplygin en ajoutant des variables de

Grassmann sous forme de spineurs de Majorana. La contribution originale de ce

travail consiste de deux parties. Premièrement, nous utilisons la méthode décrite

dans le livre de P. Olver [Olver] pour calculer l'algèbre des symétries des équa-

tions du gaz de Chaplygin en une dimension. Les résultats obtenus sont analysés

en détail et comparés à ceux de Jackiw, ainsi qu'à ceux de Hassaïne et Horvâthy

[Hassaïne]. Deuxièmement, nous associons les charges supersymétriques, identi-

fiées par Jackiw pour le modèle généralisé, à des générateurs infinitésimaux de

symétries sous forme de champs vectoriels. Nous déterminons les relations de

commutation avec les symétries (paires) de la théorie.

Le contenu de ce mémoire se décrit comme suit. Dans le premier chapitre,

nous présentons une révision des éléments de base de la mécanique des fluides, y

compris les équations de mouvement d'un fluide idéal et les formulations lagran-

gienne et hamiltonienne d'une théorie locale de champs. Nous rappelons le lien

introduit par E. Noether entre les symétries d'un système d'équations différen-

tielles et les quantités conservées. Finalement, nous introduisons les équations du

gaz de Chaplygin.

Le second chapitre fait un rappel de la méthode pour déterminer l'algèbre

des générateurs de symétries d'un système d'équations différentielles, utilisant les

u
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prolongations et les espaces des jets. Le troisième chapitre est consacré au calcul

et à l'analyse du groupe de symétries des équations du gaz de Chaplygin.

Le quatrième chapitre introduit les variables de Grassmann, ainsi que les

superespaces, superalgèbres et supergroupes de Lie. Les fonctions à valeurs de

Grassmann sont définies, ainsi que les supersymétries. Finalement, dans le cin-

quième chapitre, nous considérons certains modèles supersymétriques standards,

avant de passer au modèle supersymétrique du gaz de Chaplygin étudié par Ja-

ckiw et al [Jackiw 2,4]. Nous identifions les symétries et les supersymétries de ce
modèle.

u



n

Chapitre l

ÉLÉMENTS DE LA MÉCANIQUE DES

FLUIDES

0

u

Les éléments que nous introduisons dans ce chapitre sont tirés princi-

paiement des livres Mechanics et Fluid Mechanics par L. D. Landau et E. M.

Lifshitz [Landaul, Landau2], du livre de M. Peskin et D. Schroeder [Peskin], et
d'articles par R. Jackiw [Jackiw 1,2,3,4]. Nous commençons par dériver les équa-

tions de base de la mécanique fluide, suivant la méthode de Landau et Lifshitz

[Landau2]. Nous décrivons aussi les formulations lagrangienne et hamiltonienne

pour un système discret [Landaul], ainsi que pour une théorie de champs [Pes-

kin]. Nous donnons ensuite le théorème de Noether et la relation entre symétries

et charges conservées [Peskin, Olver, Hassaïne]. Finalement, nous introduisons les

equations du gaz de Chaplygin, analysées par R. Jackiw [Jackiw 1,3], dont nous

étudierons les symétries dans le chapitre 3.

1.1. LES ÉQUATIONS DE BASE DE LA MÉCANIQUE DES FLUIDES

La mécanique des fluides est l'étude du mouvement des liquides et des

gaz. L'état d'un fluide en mouvement peut être représenté mathématiquement par

des fonctions donnant la distribution de la vitesse v = v(x,y,z,t) = v(r,ï), de la

densité p(r,t) et de la pression P{r,t). Toutes les quantités thermodynamiques du

fluide peuvent être déterminées par les valeurs de p et P, en utilisant l'équation
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d'etat:

P = P(T,p), où T est la température du système. (1.1.1)

Cette équation varie selon le type de fluide considéré.

Les deux équations fondamentales qui gouvernent le mouvement d'un

fluide idéal (c'est-à-dire où la viscosité et la conductivité thermique ne sont pas

importantes) sont l'équation de continuité

t+v-(-) 0

et l'équation d'Euler

^+(v.V)v=-^VP.

(1.1.2)

(1.1.3)

L'équation de continuité représente la conservation de la matière. En

effet, si on considère un volume Vo, alors la masse du fluide contenu dans VQ est

fv pdV. On en déduit que la décroissance de la masse de fluide à l'intérieur de
Vo) par unité de temps, est donnée par

-H.pdv • (1.1.4)

Par ailleurs, si dS est un élément de surface à la frontière de VQ, alors la masse

de fluide passant à travers dS, par unité de temps, est donnée par pv • dS. Donc,

la masse totale sortant de VQ par unité de temps à travers sa frontière est

p-v-dS (1.1.5)
Vo

Puisque la matière doit être conservée, ces deux quantités doivent être égales,

c'est-à-dire que l'on a

i 9
pv.dS=-^ / pdV .

Vo ub JVo
(1.1.6)
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En utilisant le théorème de la divergence, on transforme l'intégrale de surface à

la gauche de l'équation précédente pour obtenir

/J^+V.(^))^=0 . (1.1.7)
/

Puisque cette équation doit être vraie pour tout volume VQ, on obtient l'équation

(1.1.2).
L'équation d'Euler peut être dérivée en considérant les forces agissant sur

un élément de volume de fluide VQ. En l'absence d'un champ de force extérieur,

ce sont les forces causées par la pression du fluide en chaque point de la frontière

9Vo du volume VQ. La force totale agissant sur Vo est donc

FT = - <^> PdS=- l (VP)dV .
'9Vo JVo

(1.1.8)

Pour un élément de volume infinitesimal dV, la force exercée est alors égale à

—VPdV. Si on définit d-v/dt comme étant l'accélération d'un élément de fluide

en mouvement (au lieu d'etre à un point fixe), alors on peut relier l'accélération

de l'élément dV à la force

(pdV)(dv/dt) = -VPdV , (1.1.9)

où dfdt est la dérivée totale par rapport au temps. Cette équation peut être reliée

aux quantités correspondant à un point fixe de la façon suivante. Le changement

d-v de la vitesse d'un élément de fluide en mouvement durant l'intervalle de temps

dt est composé de deux parties:

- le changement de v durant le temps dt à un point fixe, égal à (^)dt;
- le changement de v quand l'élément se déplace de dr durant l'intervalle dt,

donné par dx^ + dy^- + dz^ = (dr . V)v .
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On obtient donc,

dv 9v
'v • V)v

dt ~ 9t
(1.1.10)

En insérant le résultat de l'équation (1.1.10) dans l'équation (1.1.9), nous obte-

nons l'équation (1.1.3).

L'absence de conductivité thermique empêche rechange de chaleur entre

les différentes parties du fluide et le processus est donc adiabatique, ce qui signifie

que l'entropie de chaque particule de fluide reste constante, et que la pression P

est une fonction de p seulement. Par conséquent, pour un fluide idéal, le terme

de droite de l'équation d'Euler, terme qui représente la force, peut être écrit

4VP =-w'(/"=-v€) • (1.1.11)

0

1.2. FORMULATIONS LAGRANGIENNE ET HAMILTONIENNE

Commençons par faire un rappel de ces formulations dans le cas discret

d'un système de N particules. Dans un espace à trois dimensions, le système

peut être complètement spécifié par 3N coordonnées de positions (xi,yi,Zi, où

i == 1,2,.. . ,N) et 3N coordonnées de vitesse (vi^,vi ,v^, où i = 1,2,... ,N). Plus
généralement, il est possible d'utiliser 3N coordonnées généralisées (çi,Ç2, • • • ,Çs)

et leurs vitesses généralisées (çi,ç"2) •• • ,Qs) où le point représente la dérivée par

rapport au temps et s = 3N.
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Chaque système est caractérisé par une fonction L(qi,qi,t) appelée lagran-
gien. Si le système occupe les positions q^ et q^ aux instants t^ et t^ respective-

ment, le principe de moindre action dit que le système doit évoluer de telle façon

que l'action

t2

S = / L(q,q,t)dt (1.2.1)
tl

soit minimisée (selon les possibilités de chemin g{t)). Cela signifie que si q(t)
est la trajectoire du système et que nous ajoutons une variation ôq(t) telle que
q(t) -)• q(t)+ôq(t), alors la variation de l'action est nulle: 6 S = 0. Cette condition

est équivalente aux équations d'Euler-Lagrange:

d_ (9L\ _ 9L_
dt\9qij Qqi~" ' (î= 1,2,...,s) .

Ces dernières représentent les équations de mouvement du système.

(1.2.2)

La mécanique des fluides étant une théorie locale des champs, nous

sommes intéressés à donner une description semblable. Ainsi, le lagrangien L

peut être exprimé comme l'intégrale spatiale d'une fonction £(<f)i ,9p,cf)) d'un ou
plusieurs champs (f>i(T,t) {i = 1,2,... ,N) et de leurs dérivées. Cette fonction est
appelée densité lagrangienne. L'action peut donc être maintenant écrite comme

S = l £{(j)i,9^i)d3x dt

et la condition OS = 0 génère les équations d'Euler-Lagrange:

9,
QC

'?•

9C

,9(9^) j 9<f>'̂ =° '

pour chaque champ ^.

(1.2.3)

(1.2.4)

0
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La dynamique d'un tel système peut également être représentée par une

formulation canonique hamiltonienne. En effet, si nous définissons, pour chaque

coordonnée qz(t), un moment conjuguépi = |4 et que nous considérons la fonction

H{qi,pi)=^piqi-L , (1.2.5)
!

celle-ci est appelée le hamiltonien du système. Les variables g, et pi forment une

paire canonique pour chaque valeur de i. Dans cette formulation hamiltonienne,

en termes des quantités H^ pi, et ç,, les équations d'Euler-Lagrange s'écrivent:

9H
(li =

Pi =

Ce sont les équations de Hamilton.

Qpi '
9H
9qi

0

Nous allons dans la suite utiliser le crochet de Poisson que nous devons

donc définir. Soit FÇp,q,t) une fonction générale des coordonnées, moments et du
temps. La dérivée totale de F par rapport au temps est donnée par

dF
dt

k

9F . 9F .\ 9F
-^ + -^-Pk j +9qhw ' 9pk 9t

' QI^QF_ _ QI^QF_\ 9F_
^Qpkôqk QqkQpk) ' 9t

k

- 9i^H^ •
où {A,B} =^,[j^j^ ~ j^j^) est appelé le crochet de Poisson des fonctions A

fc

et B. Plus généralement [Olver], nous pouvons définir le crochet de Poisson dans
un espace M à n dimensions pour des fonctions F : M -4- SR. Si chaque élément

q de M est décrit par les coordonnées q = (91,92, • •. ,Qn), alors nous commençons
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avec les crochets élémentaires entre les variables {ç,,Çj}. Ces crochets doivent
satisfaire les propriétés:

- bilinéarité: {aA + bB,C} = a{A,C} + b{B,C} et {A,bB + cC} = b{A,B} +

c{A,C};

- anti-symétrie: {A,B} = -{B,A};

- identité de Jacobi: {{A,B},C} + {{B,C},A} + {{C,A},B} = 0;

- règle de Leibniz: {A,BC} = {A,B}C + B{A,C}.

Le crochet de deux fonctions -F(q) et G'(q) est alors défini comme étant
n n ,9F9G

{F'G}=^{î"q'}s
Les équations de Hamilton sont encore données par

g, = {ç,,^f},

pi = {ft,^}.

(1.2.6)

(1.2.7)

(1.2.8)

De façon analogue à la densité lagrangienne, il est possible de définir une densité

hamiltonienne:

telle que

n=Y^-c,
^9^ ~'

H = f n{(j)\9^i)d3x.

(1.2.9)

(1.2.10)

0
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1.3. LE THÉORÈME DE NOETHER

Si nous considérons des transformations continues sur les champs (f)i(r,t)
telles que, sous forme infinitésimale, elles s'écrivent:

^(r,A)—^ ^M=^(r^)+£A^(r,<) , (1.3.1)

alors, une telle transformation est dite une symétrie du système si elle laisse inva-

riante les équations d'Euler-Lagrange (1.2.4). Ceci est assuré si la transformation

garde 1'action S invariante ou, plus généralement, ajoute à l'action un terme de

surface. On voit donc que l'action sera invariante si la densité lagrangienne varie

au plus d'une divergence totale du type:

C—, C+eô^ , (1.3.2)

pour une quantité J^, // = 0,1,... ,7V (en N dimensions spatiales, où XQ =t). La

variation en L causée par les variations (1.3.1) des champs est donnée par

£A£ = aé(e^+&a^^ (1.3.3)

=e8'(^^)+£^-a'(s(^.))]^ t1-3-4'
= e9^ l ^t» ^i\ ^ l (Par Euler-Lagrange). (1.3.5)

Cela nous permet de déduire qu'à chaque symétrie de l'action correspond une

quantité conservée qui s'écrit

y-j" , (1.3.6)^=9(9^)̂ -Jtl '

satifaisant donc 9p,jp' == 0. Cela signifie que la quantité Q = f j°d x est conservée
dans le temps t.

0
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Il est à noter cependant qu'il existe des symétries du système d'équa-

tions qui ne laissent pas l'action invariante et qui ne correspondent donc pas à

une quantité conservée. En effet, comme le constate Olver, "Not every symmetry

group of a system of Euler-Lagrange equations will give rise to a conservation

law; one needs the group to satisfy an additional variational property" [Olver,

p.246]. Les dilatations que nous obtiendrons dans le chapitre 3 sont un exemple

de symétries du système qui ne préservent pas l'action.

0

<J

1.4. LE GAZ DE CHAPLYGIN

Un exemple particulier d'un fluide idéal est le gaz de Chaplygin, qui cor-

respond à une pression polytrope de la forme [Jackiw 4, Chaplygin, Krementosov] :

P(p) = —2A-, où A > 0 . (1.4.1)

Dans le cas où le fluide est irrotationnel, c'est-à-dire, où la vorticité:

a;,,= 9iVj-9jVi (1.4.2)

est égale à zéro, on peut exprimer la vitesse v en termes d'un potentiel 6 [Jackiw

3]. Ce résultat est valide en général pour un fluide en n dimensions spatiales, mais

les modèles en une, deux ou trois dimensions sont les plus utilisés. La vorticité

correspond, en trois dimensions, au vecteur a? = V x v et, en deux dimensions,

au scalaire (j = 9j;v — 9yV1.

Pour déterminer le lagrangien du système, nous utiliserons l'argument

suivant, attribué à Eckart [Jackiw3, Bazeia, Eckart]. Considérons tout d'abord un

système de N particules libres, sans interaction externe ou interne, pour lequel le
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lagrangien est simplement l'énergie cinétique:

Lo=^^mv^(t) . (1.4.3)

En remplaçant le système par une distribution de matière continue, et en ajou-

tant la contrainte que l'équation de continuité (1.1.2) doit être respectée, nous

obtenons:

LO=/dr(l'mpv'A +0 (p+ V • (pv)) ? (1.4.4)

où 6 est un multiplicateur de Lagrange.

Une variation de la vitesse v —>• v + 5v cause une variation, dans le

lagrangien, de la forme

6Lo = / (mpv - pV0) • Jvdr .

De la condition SLy = 0, on déduit le résultat:

V0
v =

m

En remplaçant cette valeur de v dans LQ, nous obtenons finalement

£U'/A(8"-^(V(')2) •

(1.4.5)

(1.4.6)

(1.4.7)

Pour avoir le lagrangien complet, il faut encore soustraire le terme d'énergie po-

tentielle V{p) = \/p. Le gaz Chaplygin correspond donc au lagrangien

L=fdl^-^ey-ï) • (1.4.8)

où 0(r,t~) est une fonction d'état scalaire. En termes de p et 0, l'équation de

continuité (1.1.2) s'écrit

^+l(Vp.V0+pV20)=0
m

(1.4.9)
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et l'équation d'Euler (1.1.3) prend la forme

^+JLrv^=À
^+2m^vyr=p2 • (1.4.10)

0

Ces équations peuvent également être obtenues en utilisant le hamiltonien

du système. La densité hamiltonienne 'H est donnée en (1.2.9)

w=^2+^ •
et le hamiltonien est alors donné par

H=fdr^^+^ •
Utilisant le lagrangien (1.4.8), nous observons que le moment conjugué de la

variable p est égal à 0, et que ces deux variables forment donc une paire canonique.

Le crochet élémentaire pour les variables fondamentales p et 6 est alors:

(1.4.11)

(1.4.12)

{0(r),p(r/)}=5(r-r/). (1.4.13)

En prenant le crochet de Poisson de H avec les variables p et 0 pour les

equations de Hamilton, nous obtenons l'équation de continuité (1.4.9) et l'équa-

tion d'Euler (1.4.10) respectivement.

0



0

Chapitre 2

SYMÉTRIES DES ÉQUATIONS
DIFFÉRENTIELLES

0

Dans ce chapitre, nous faisons un rappel de la méthode qui permet de

trouver les symétries d'un système d'équations différentielles. Cette méthode,

proposée dans le livre de P. J. Olver [Olver], ainsi que celui de D. H. Sattinger et
0. L. Weaver [Sattinger], utilise la prolongation de transformations infinitésimales
à un espace fibre des jets, J^ incluant non seulement les variables indépendantes

et dépendantes, mais aussi les dérivées de ces dernières. Une condition reliant le

système d'équations à sa prolongation permet de déterminer quand un champ de

vecteurs constitue un générateur de groupe de symétries à un paramètre.

(J

2.1. ESPACES DES JETS ET PROLONGATIONS

Commençons par considérer une équation différentielle ordinaire de degré

l, incluant une variable indépendante x, une fonction dépendante u = u(x), et sa
dérivée première u/ = ^. L'équation peut être représentée par

f{x,u,u) = 0. (2.1.1)

Si l'espace décrit par l'équation /= 0 est une sous-variété de SR , alors toute

solution de l'équation (2.1.1) est une courbe {x ,u{x) ,p(x)) dans la surface / = 0,

où p{x) = u'(x). Nous voulons déterminer les transformations du plan (x,u}
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qui laissent invariant l'ensemble des solutions, c'est-à-dire qui envoient chaque

solution u{x) sur une autre solution ù(x).

Prenons un groupe de transformations à un paramètre dans le plan (x,u}:

x = X(x,u,e} î û = U(x,u,e), (2.1.2)

où X(x,u,0) = x et U(x,u,0) = u. Sous cette transformation, le graphe F de

la fonction u = u{x) (donné par F = {(x,u) : u = uÇx)} est transformé en un
nouveau graphe T = {(x,u) : ù = û{x)}. Donc, si on inclut aussi la première

dérivée de u, chaque point (x,u{x),^-\x) de la fonction u = u{x) est envoyé sur
un nouveau point (x,ù(î),^\s:). Cela signifie que la transformation (2.1.2) est
prolongée de SR2 à SR3 pour inclure aussi la variable P = ^-

En général, si on considère G un groupe agissant sur le plan (a;,u), re-

présenté par les transformations ^g, puisque ^"(gi.ga) = ^gi ° ^92; alors le graphe
sous cette transformation est

^i.^=^.^(r)==^(^(r)) . (2.1.3)

Cela signifie que la pente du graphe F doit également obéir à la propriété de com-

position de la représentation [Sattinger]. L'action du groupe G peut donc être
prolongée de 9Î2 à 3Î3 pour inclure la première dérivée. Il est également possible

d'étendre la prolongation pour inclure les dérivées d'ordre supérieur, ainsi que

plusieurs variables dépendantes et indépendantes.

0

Soient 3; = (a;i,a;2, • • • a;n) les variables indépendantes etu= (ul,u2, • • • um)

les variables dépendantes, fonctions des 2;,, et prenons Xx[/ = {(a;i, • • • ,Xn,u\- • •um)}
comme espace de base. Nous définissons alors un multi-index J = (j i,J2,- • •Jn)i
où chaque ji est un entier non-négatif. Définissons aussi l'espace J'k comme

étant l'espace de coordonnées Çxi,ul,ulj), où i = l,---n, l = l,--- ,r, et\J\ =
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0

Ji+j2+- • •+3n < k. Chaque fonction u{x~) = {ul{x^, • • • ,Xn), •• • ,ur(2;i, • • • ,a;n))

définit alors une sous-variété dans l'espace ^i donnée par (xi,ulÇx),ulj(x)), où
QW

ulj[x} - ^(u%=9jul(x). (2.1.4)
Qx{l---9x3nt

L'espace Jk est appelé espace fibre des jets d'ordre k.

Une action ^g sur l'espace X x U induit une action ^(g ' sur l'espace

Jk, qu'on appelle la prolongation de ^g d'ordre fc . Si on considère un groupe de

transformations à un paramètre ^>e tel que:

$e : Xi= Xi(x,u,£) , ûj =Uj(x,u,e), (2.1.5)

où l < i < n et l < j < m , le générateur infinitésimal de ce groupe

cr = ^(<î>e)|e=o est donné par

a ==
î±
9X,

+<^
, 9
Qui '

(2.1.6)

où e = e(^^), <^' = ^^^), avec ^Xl|^o = C, ^^l.=o = ^.

0

Sur l'espace Jki nous définissons l'opération:

Q
9xi

A = ^- +5^ u'j, ^7- , où J, = (ji,... jî-ij, + Ijî+i,..
l,J l9ul,

Il est clair que -D, agit comme une dérivée totale:

Dif(x,u(x),uj{x)) = -^-f{x,u(x),uj{x)) .

Plus généralement, pour J = (jijî, • • • ,jn), nous définissons:

Dj = Ri L>i ...A. • . DnDn •••Dn
31 3n

jn)) .

(2.1.7)

(2.1.8)
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Pour le champ de vecteurs ce défini dans (2.1.6), nous avons le résultat suivant:

Théorème 2.1.1. Si a = ç'^- -\-<y^, alors la première prolongation de a est
donnée par

pr(l)(a)=Q+^^^,
l,i

l9ut:
(2.1.9)

où

i,; ; ..l^=D^(-<Ar. (2.1.10)

Les prolongations de degré supérieur à l sont calculées récursivement.

Ayant trouvé la prolongation d'ordre k, pr(-k\a\ nous trouvons pr^k+l') en prenant
la première prolongation de pr^:

pr(k+l\a) = pr^ [pr(k\a)] .

Si on écrit la prolongation d'ordre k sous la forme

pry(t)(°)=^,E/'4,
l,0<\J\<k UU'J

(2.1.11)

(2.1.12)

il est possible d'établir la relation entre les fonctions <f)lj et <f)lj, et donc entre la
prolongation d'ordre k + l et celle d'ordre k. Nous avons:

^ = D^j - ul^D^m.

En itérant cette recursion k fois, on obtient finalement l'expression de la prolon-

gation d'ordre k,

9
pr(")(a)=a+^^yauv

(2.1.13)
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où, en général, (f)lj est donné par

^ = ^(^ - r^L) + {D^ulMm. (2.1.14)

(

2.2. EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

Un système d'équations différentielles d'ordre (maximum) k est défini

par une fonction

^{xi,u\ulj} = (Al(^,u',u;;),--- ,AÇ(a;,,u',^)) (2.2.1)

de J4 dans SRg, telle que l'espace des valeurs Xi, ul, ulj dans Jfc où A ==0 forme
une sous-variété de Jk. Notre système est défini par A = 0, et une solution est

donc une courbe (xi,ul(x),ulj{x~)) dans Jk-

Théorème 2.2.1. Soit G un groupe agissant localement sur X xU par les trans-

formations

Xi = Xï(x,u,g) , u3 = Uj{x,u,g)

où geG, et soit A(rc,u,uj) un système d'équations différentielles. Alors, l'action

du groupe G préserve les solutions de A = 0 (i.e. si u(x) est une solution, û(x)

l'est aussi) si et seulement si

^r(fc)(a)] (A) = 0 guanrf A = 0,

pour tout générateur infinitesimal a de l'action du groupe.

(2.2.2)

u
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2.3. SYMÉTRIES GÉNÉRALISÉES

Les groupes de symétries considérés dans les sections précédentes étaient

telles que les coefficients des générateurs dépendaient seulement des variables

(indépendantes et dépendantes). Il est possible d'étendre la méthode pour in-

dure aussi des générateurs dépendant également des dérivées des variables dé-

pendantes. Une discussion complète de ce type de symétrie est présentée dans le

livre d'Olver [Olver]. Cette section se limite aux définitions de base, qui seront

utilisées dans les chapitres suivants.

0

Nous utilisons la notation P{x,u^) pour indiquer une fonction P dépen-
dant des variables indépendantes x , des variables dépendantes u° et des dérivées

des ua d'ordre inférieur ou égal à n. Si l'ordre maximal des dérivées est indéter-

miné, nous écrivons P = P[u], où P dépend de x, u et des dérivées de u à tous

les ordres. Ces fonctions sont appelées fonctions différentielles.

(J

Un champ de vecteurs généralisé est défini comme étant une expression

de la forme

-t^^tw^ (2.3.1)
1=1 ~~ Q;=l

où ^ et 4'a sont des fonctions différentielles. Nous définissons la n-ième prolon-

gation d'un champ généralisé de façon analogue à l'équation (2.1.14):

pr(")V=V+EE^M^'
a=l \J\<n

(2.3.2)

où les coefficients sont déterminés par:

^p_ \ _p_
^=^|^-^^<)+E^-

1=1 / t=l

(2.3.3)
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Il est également possible de définir la prolongation de degré infini de v comme

étant:

p g

^v=E^+EE^]^,
1=1 - 0=1 J

(2.3.4)

où J prend maintenant toutes les valeurs possibles. Notons que si une fonction

différentielle P dépend d'un nombre fini de dérivées, il est seulement nécessaire de

calculer un nombre fini des coefficients de la somme (2.3.4). Donc, il n'est jamais

vraiment nécessaire d'étudier la convergence de cette expression.

Par exemple, pour le cas p= l, g= l l'expression

9
v = xux~9x + uxx^u

9
-Qu

est un champ de vecteurs généralisé. La première prolongation est donnée par:

9 . Q . r , -, -, 9
pr^v = xu^^-_ + u^^- + [u^^ - [xu^ + u^u^\ ^—.

(ï

Definition 2.3.1. Soit v un champ de vecteurs généralisé, et

A^[u]=0, iy=l,...,s (2.3.5)

un système d'équations différentielles. Alors, v est appelé symétrie généralisée

infinitésimale si et seulement si

pr v [A^] =0, ^ = l,... ,s, (2.3.6)

0
pour toute solution u.
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0

Le commutateur de Lie entre deux champs de vecteurs généralisés est défini de

façon suivante:

Definition 2.3.2. Soient v ef w deux champs de vecteurs généralisés:

^L.1 9

a

v=E?M^+E^M^. --E''-[»]â+E^»)^. <2^)
Alors, le commutateur est défini:

[v,w] = pr v(w)—pr w(v)
p Q Q

= ^ [pr v(77t) -pr w(ç1)] ^ + ^ [pr v(^) -pr w(^)] ^.
î=l Q=l

(2.3.8)

9
Qua'
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Chapitre 3

SYMÉTRIES DES ÉQUATIONS DU GAZ DE

CHAPLYGIN

0

Dans ce chapitre, nous utilisons la méthode des prolongations décrite

dans le chapitre 2 pour calculer les générateurs de symétries des équations du

gaz de Chaplygin. A notre connaissance, cette approche n'a pas été considérée

auparavant et représente donc une contribution originale de ce travail. Les deux

cas, A=0 et A 740 sont considérés séparément, car le premier cas contient des

symétries qui ne sont pas présentes dans le second. Les transformations du groupe

de symétries sont ensuite discutées en détail, et le théorème de Noether est utilisé

pour relier ces dernières aux charges conservées. Finalement, les résultats sont

comparés aux résultats de Jackiw, Bazeia, Hassaïne et Horvâthy [Bazeia, Jackiw

1,3, Hassaïne].

3.1. GÉNÉRATEURS DE SYMÉTRIES

Nous trouvons ici en détail les générateurs de symétries pour le cas spé-

cifique du gaz de Chap ly gin décrit dans la section (1.4). Les équations décrivant

le mouvement du gaz ont été déterminées comme étant

0

QO . l /^.^ A
^+^^=7Î •

^^(V,.V^^O)=0 .

(3.1.1)

(3.1.2)
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0

0

Nous allons étudier les symétries pour le cas d'une seule dimension spa-

tiale, avec une variable spatiale x et la variable temporelle t. Les variables dépen-

dantes sont donc

0=0(x,t) , p=p(x,t).

Les équations (3.1.1) et (3.1.2) se simplifient alors pour donner

et+^l=7 •
Pt+—(PxOx+P0xx)=0 •

m

(3.1.3)

(3.1.4)

Nous avons donc un système de deux équations différentielles pour les deux fonc-

tions, 6 et p, qui dépendent chacune des deux variables, x et t. L'ordre maximal

du système est 2 et on an= 2, r=2, A;=2.

En utilisant la technique décrite au chapitre 2, nous devons considérer la

deuxième prolongation d'un champ de vecteurs v de la forme:

v=^x,t,e,p~)^+r{x,t,6,p~)^+(f)(x,t,0,p)-^+^x^6,p)^ . (3.1.5)
La seconde prolongation de v est représentée par

^(v) - v.E^^ ,
= îte+T8i+^+';'a,+^a9;

9

's

^xx +<^:+^+^+^+^
90t ' T Qpx' T Qpt'T 90xx

+^^- + ^xx^- + ^t^- + ^4-

xtQ
Q9,.'xt

l -^^+^^+r^+1/) ^ • (3'L6)
Nous avons utilisé x-i_ = x, x^= t, u1 = 0,u2 = p, ^ = (j)J, et ^ = '07, J = (1,0),

(0,1), (2,0), (1,1), (0,2).
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0

A si

Par le théorème (2.2.1), v est un générateur infinitésimal de symétries de

[^(2)(v)](Ai)=0 e*[pr(2)(v)](A2)=0

quand Ai =0, Â2= 0 où, dans notre exemple, on a

^=9-+^-^ •

^2= Ptjr—{px0xjr pOxx) •
m

Nous déterminons donc les contraintes suivantes pour les fonctions coefficients de

pr(2)(v):

[pr(2)(v)] (Ai) = 0 implique que

^.+l^+2^=o ;
m

[j?r^(v)] (As) = 0 implique que

^'+^+^+>"+^=0 •

(3.1.7)

(3.1.8)

11 est alors nécessaire d'obtenir seulement les expressions explicites des

fonctions ^)x, (f)t, -0Ï, '^t et (})xx. En utilisant la formule générale (2.1.14) pour les

coefficients de la prolongation, nous obtenons:

0

^ = ^+(^-^)^-7-A-^(^)2

-Tôôxôt + (f>pPx - ^.pPxôx - TpPxôt ,

^ = <f>t-^+{'PQ-Tt~)ôt-r6(0tY

-^eôxOt + (t>pPt - ^pPtOx - TppA ,

(3.1.9)

(3.1.10)
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^ = ^x+{^p-^x)Px-TxPt-^p[Px)2

-rpPxPt + ^e0x - ^eôxPx - TeôxPt , (3.1.11)

^ = ^t-^tpx+^p-r^Pt-rpW2

-^pPxpt + ^eôt - ^eOtPx - TfffftPt , (3.1.12)

.XX

0

^xx + (2^ - ^)0x - Txxôt + ((f>ee - ^ex){0xf

-ÏTe^Ot + 2^p, + 2(^, - ^)0,p, - 2Tp^(p, - ^(^)3

-rôe(0x)20t - ^ep{Ox)2Px - ïrepO^tp^ + ^p(p^)2 - Çpp^(p^)2

-rpp0t{p^ + {(j)e - 2Q6^ - 2r^t - 3^0^x

-T00t8xx - ^TeQxOxt - ^pPxôxx - ïrpPxOxt

+<f)pPxx - ^,pQxPxx - 'TpOtpxx • (3.1.13)

0

En remplaçant les fonctions 4>t et <px dans la condition (3.1.7) par les formules

(3.1.10) et (3.1.9) respectivement, et en remplaçant les ^ et pi par

c.=^-^)2 ,o2 2m'

Pt=--:{px6xjr pOxx) ,

on obtient les coefficients tels qu'indiqués dans le tableau 3.1.

Les équations (a) et (e) impliquent que T = T(x,t). L'équation (b) nous

donne ^ = ç(x,t,0~), tandis que (d) donne çl> = 4>(x,t,6). Par l'équation (e), ^ =
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TAB. 3.1 -. Equations déterminantes pour la condition (3.1.7)

Monôme

(^)2^.
o.e^
(^)4

QXX

w
w2
e.
l

Coefficient

-2^W=0
^pP = 0
4^T^=0

^p - ^pP = 0
2m?T:r - 2m^ == ^

àT*-^+à^=o
^-^t-^-^r.=0

^+^^-T^-T^+2^=0

(a)
(&)
(e)
(d)
(e)
(/)
(5)
(h)

0
•^TX, on a donc

ç = -^-r^ô + a(x,t) .
m

L'équation (/) nous donne

2
<t>e = 2^ - T( = —TxxO + 2Q;3; - Tf ,

m

qui s'intègre facilement comme:

l
^=^r^02+(2a^-Tt)0+/3(x,t) .

m

(3.1.14)

(3.1.15)

Nous laissons les équations (g) et (h~) pour l'instant, pour pouvoir considérer sé-

parement les deux cas A =0 et À^O.

En procédant de la même façon pour la condition ( 3.1.8) , et les fonc-

tions (3.1.9), (3.1.11), (3.1.12), et (3.1.13), et en éliminant les termes contenant

^p, TQ et 7p, on obtient les coefficients tels qu'indiqués dans le tableau 3.2.

u
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TAB. 3.2 -. Equations déterminantes pour la condition (3.1.8)

Monôme

l

^

w
w
Px

OxPx

(^)2P.
^

xvxx

Coefficient

-^^+^.)xx — ~^pTxx = 0^+^

^ + ^ex - ^P^. = 0
à^ + 2^Pr- + ^^^^ - ^P^- = °

-^ee = 0
^-^-€^-^^=0
^+^-^=0
-^+2^^=°

^ (V> - p^ + p<^>0 + pn - 2pQ = 0

^pr. - ^e = 0

w
0)
w
(0
(m)
(n)
(")
(p)
(ç)

0 L'équation (n) est équivalente à (/), et les équations (o) et (ç) sont

équivalentes à (e). L'équation (m) est identique à (g).

Puisque ^ == (3.1.14), où T = T{x,t), on en déduit que ^ee = 0, et que

l'équation (/) est identiquement satisfaite. En utilisant (n) pour simplifier (p),

nous obtenons

Cela donne donc:

^- p^p = o .

^ = f{x^9)p

0

L'équation (fc) implique que

^e = —pTxx - !2p<t>e8 + 4/?^
m'

l
P^xx

ï (3.1.16)

(3.1.17)
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On obtient finalement:

^= ( -—T^0+r)(x,t) ] p . (3.1.18)

0

En utilisant (3.1.14), (3.1.15) et (3.1.18), l'équation (j) nous donne:

-TXXX ) 0 + (3o;^ - 2r^ + %) = 0 .

Nous en déduisons que T^j; = 0, ce qui donne:

T(x,t)=^(t)x2+ô(t)x+e(t) .
Par ailleurs, on a aussi:

3a^x + % = 27(2; + 2ôf .

(3.1.19)

(3.1.20)

(3.1.21)

Nous devons toujours satisfaire les équations {g}, (h), (î), et (3.1.21).

Etant donné que les trois premières impliquent le paramètre A, nous allons consi-

dérer les deux cas séparément: le cas libre À= 0 et le cas interactif A 74 0.

0

3.1.1. Le cas A = 0

Si A = 0, résumons les conditions à satisfaire:

w

w

w

(3.1.21)

^.-6=0 ,
^=0 ,

^t + ^P^x = 0 ,
m'

3o'^ + ^ = 27^ + 25(



n

Par (h~), on a (/)t = 0. Donc, en utilisant (3.1.15) et (3.1.20), on trouve

17^2 +
m

^ 2o',t - ^fttX2 - 8^ -e^J 0+A = 0 .
On en déduit de suite que

30

0

et

De plus, on a

7(A) = C

/3=/?(rr) .

2o'rf = StfX + eu

(3.1.22)

(3.1.23)

(3.1.24)

La fonction a(x,t) prend donc la forme:

a(x,t) = -,ôtX2 + ^EtX + a(x) + p,{t} , (3.1.25)

pour des fonctions arbitraires o-(re) et fJ,{t).

L'équation {g) implique que

— (2a^ -5t)0+ ^ —^ - -^ttX2 - ^£ttX - //(J = 0.
La première conséquence est que —^ = ^SuX2 + jfu^ + l^-t, raais puisque /?(a;)
est fonction de x seulement, nous obtenons nécessairement:

8{t~)=Dt2+Pt^U , (3.1.26)

0
e(t) ^Et'+Lt+V , (3.1.27)
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^(t) =Wt+Y . (3.1.28)

On en déduit aisément l'expression de ^:

m^3 , m^2f3{x) = '-^Dx3 + '-^-Ex2 +mWx+Z (3.1.29)

La deuxième conséquence est que îo^x = ^ = 2Dt+P. Puisque cr(x) est fonction

de x seulement, -D = 0, et

l
a(x) = ^Px2 +RX+S.

4
(3.1.30)

0
Enfin, l'équation (3.1.21) implique que 2% = 5f - ôo-^ = -2P, donc on a

r]Çx,t) = -Px + ^(t} .

Finalement, (î) implique que ^ = -E, donc on a

n(ï) = -Et + F .

(3.1.31)

(3.1.32)

Rassemblant toutes ces solutions, nous obtenons les fonctions coefficients

0

^x^6)

T(x,t)

^{x^

i)(x,t,0,p)

= ^-{Cx+Pt+U)0+^Px2+Ext+(^L+R}x+Wt+(S+Y) ,
m

^Cx2 + Pxt +Et2+Ux+Lt+V ,

1-C02 + (Px +2R)0+ r^Ex2 + mWx+ Z ,
7TÎ/

-(]-C0+Px+Et-F}p .
m

(3.1.33)
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Les symétries infinitésimales pour le cas A = 0 sont alors données par les généra-

teurs suivants:

c = ^I<l^+ylw+^îw-Ùl>%'
9 9 m 9 9

E = xt^:+tzii+^xzin-tP^-'
Qx

F=4
l

9t

l

2

9

99 '9p'

9 9 9

0

r-2 1 -^ 4- r.t^- -^ Tf)-^- - -r.n-^,mw +2^)ôx+ xt9ï + X090 ~xp9p'
l 9 , ,9

L = ^a;zr+^'
2

R = xiî+2ew
^ = ^^4,

m~ Qx ' " 9t

W = t9x+mx90'

z =

s =

"9x
Q
90'
Q
Qx'

-^.

(3.1.34)

(3.1.35)

(3.1.36)

(3.1.37)

(3.1.38)

(3.1.39)

(3.1.40)

(3.1.41)

(3.1.42)

(3.1.43)

(3.1.44)

où on a utilisé la même notation pour les générateurs que les paramètres associés.

Ces symétries infinitésimales génèrent une algèbre de Lie de dimension 11 avec

les relations de commutation [X,Y] telles qu'indiquées dans le tableau ci-dessous:

0
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3.1.2. Le cas A ^ 0

Pour ce cas, nous devons satisfaire les équations

(,) : ^-^-^-^=°'

A A . 2Ai/;
W : ^+^-^-T^+^-=O,

p p p3

(.) : ^+^.+^-^=0,

(3.1.21) : 3a^ + % = 27^ + 2ôf.

34

En utilisant (3.1.15), (3.1.18) et (3.1.20), l'équation (/i) devient

—7(02 + [ 2a^( - ^ttX2 - ôttX -£u)0+Pt

+^(2a^-^-25tX-2et+2rj) = 0. (3.1.45)

Nous en déduisons, comme dans le cas où A = 0, les conditions (3.1.22), (3.1.23),

(3.1.24), ainsi que l'expression (3.1.25) de a(x,t). Nous avons en plus:

2a^ - ^ - 28tX - 2£( + 2^ = 0. (3.1.46)

0

L'equation Çg) implique que

^ (2a,, - 5t) 0 + [-/?, - ^StfX2 - ^tX - ^) + ^2 (-2^ - 2ÔW == °•
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On a toujours

0

S(t) =Pt+U,

e(t) = Et2 +Lt+V,

^(t) =Wt+Y,

P{x) = ^Ex2 + mWx + Z,

a[x) = ^Px2 +RX+S.

(3.1.47)

(3.1.48)

(3.1.49)

(3.1.50)

(3.1.51)

La condition supplémentaire Cx -{- S(t) =0 implique que Cx = Pt + U, et donc

que

C=0, P=0, [7=0. (3.1.52)

On en déduit que 5 (i) =0,7^) =0, a(x,t) = Ext+{^L + R} x+Wt+{S+Y).
L'équation (3.1.21) implique que 573; = 0 et alors

rj = r](t). (3.1.53)

De l'équation (3.1.46), on tire a-SfX - Et+r]= 0, donc ri(t) == Et + (jL - R).
Finalement, en vertu de (z), îEp = 0, ce qui donne £' = 0.

0
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Les fonctions coefficients sont finalement

ç{x,t)= ^L+R^jx+Wt+{S+Y),

r{t) =Lt+V,

^)(x,0) = 2R0 + mWx + Z,

^{p) = QL - ^ p.

(3.1.54)

(3.1.55)

(3.1.56)

(3.1.57)

0 Les symétries infinitésimales pour le cas A 7^ 0 sont donc

L'

B;

w

z

s

v

xfî+2t9t+p^

x^+îe-8è~~f'^
Q , 9

t^+mx^n'

9
90'
9
9x'
9
9t'

(3.1.58)

(3.1.59)

(3.1.60)

(3.1.61)

(3.1.62)

(3.1.63)

0

Notons que tous les générateurs de symétries du cas A 7^ 0 sont également des

générateurs du cas A = 0. En effet, les générateurs W, Z, S, et V sont identiques.

Les générateurs L et J? du cas A = 0 sont des combinaisons des générateurs L
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et R du cas A 7^ 0 avec le générateur F. Par contre, les générateurs L, -R, F, [/,

E, C, et P du cas A = 0 ne sont pas des générateurs de symétrie du cas A 7^ 0.

Ces symétries infinitésimales génèrent une algèbre de Lie de dimension 6 avec les

relations de commutations [X,Y] données dans le tableau suivant:

0

X\Y

L/

R/

w

z

s

v

L'

0

0

R' w z s

0 w 0 -s

0 -w -ÎZ

-w w 0 0

0 ÎZ 0 0

s s mZ 0

2V 0 s 0

-s

v

-2V

-mZ

0

0

0

0

-s

0

0

0

u

3.2. TRANSFORMATIONS DE SYMÉTRIES ET QUANTITÉS CONSER-

VÉES

A chaque générateur de symétrie, déterminé dans la section précédente,

correspond une famille de transformations à un paramètre sur les variables in-

dépendantes et dépendantes. Celle-ci forme un sous-groupe du groupe de symé-

tries du système d'équations différentielles. Certaines de ces transformations sont

également des symétries de l'action, modifiant le lagrangien par, au plus, une

divergence totale en x et en t. Pour ces derniers cas, il est possible d'utiliser le

théorème de Noether pour déterminer les charges conservées. Nous considérons

en premier les générateurs communs aux deux cas A =0 et A^O.
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< \

u

3.2.1. Symétries présentes pour les deux cas

Considérons tout d'abord les générateurs S = 9j;etV = Qf, qui cor-

respondent aux translations dans l'espace et dans le temps respectivement. La

transformation S est donnée par:

2;/=^+c, f = t, ô'^e, p'=p, (3.2.1)

avec

0'(x',t') = 0(x,t) == 0(x' - e , t'), p'(x',t') = p{x,t) = p{x' -e , f) (3.2.2)

Cela signifie que si 6{x,t) et p(x,t) sont des solutions du système d'équations,

les fonctions 0(x - e,t) et p{x - e,t) le sont aussi. Si la valeur du paramètre e

est suffisament proche de zéro, ces dernières peuvent être approximées par les

fonctions:

0,(x,t) = 0{x-£,t) W 0 - £0^

pe{x,t) = p{x-e,t}w p-ep^.

Sous la transformation S, nous pouvons voir aisément que la densité lagrangienne

est transformée en

£' = ^-^ ).24
= £+£9,(-0p+12mp{0^2+x
= C+EO^-C-)

= C-^eQ^,



n

39

oùjfl = (0 , — jC). Suivant notre discussion du théorème de Noether, nous
obtenons donc

^=%w^-^-^=- x̂ (3.2.3)

et la charge conservée est

Q = / j°dx = - f Op^dx = / pO^dx = / Tdx, (3.2.4)

où? = pv est la densité de moment. Cela signifie que le moment total du système

est conservé.

0

u

La transformation V correspondant à la translation temporelle s'écrit:

x'^x, t'=tjre, e'=0, p'=p. (3.2.5)

Donc, si 0(x,t) et p(x,t) sont des solutions, alors les fonctions 0{x,t-e) et p{x,t-e)
le sont aussi. On a encore sous forme infinitésimale:

0,(x,t) = 0(x,t-e)w0-£0,

p,{x,t) = p{x,t-e)w p-ep.

Une telle transformation donne lieu à la densité lagrangienne transformée:

r' = £+59t f-0p+12mp(^)2+A
= C+e9t{-C-).

Le courant j° est donné par:

/=^(-ff)+I(-'')-JO=-'"i+£=-w' (3.2.6)
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et la charge conservée est donc le hamiltonien correspondant à l'énergie du sys-

tème, comme attendu:

Q = / -Hdx = H. (3.2.7)

0

(J

Le générateur W =t9x + mx9g correspond au boost galiléen:

x' =x+et, t' = t, 6' =0+ emx + ^eîmt, p' = p. (3.2.8)

Les champs modifiés prennent la forme infinitésimale:

0e(x,t) fu 0 - etOx + ernx,

pe{x,t) w p-etp^'X

et le lagrangien modifié est:

C' =C+ eot {mxp) + eô^ {-6p - tC),

ce qui implique que J11 = (mx p , — Op — tC), et:

ju = -tOpx - mxp.

La charge conservée est donc

Q =tP — m l xpdx.

(3.2.9)

(3.2.10)

(3.2.11)

Si on combine ces trois transformations, elles donnent lieu aux transformations

du groupe de Galilée en une dimension spatiale. Dans le cas de deux ou trois

dimensions spatiales, Çx,y) ou (x,y,z), ce groupe inclura aussi les translations et

les boosts dans ces autres dimensions, ainsi que les rotations.
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Le champ de vecteurs Z = 9g génère une translation du potentiel 0 telle que

0

X' ^X, t' = t, 0' =0+ £,

La densité lagrangienne est transformée par:

C'=C^e9t{p\

où J/' = (p , 0) et j° = -p. La charge conservée est

Q = f pdx= N,

./
p- = p. (3.2.12)

(3.2.13)

(3.2.14)

qui correspond à la masse, relié au nombre de particules [Jackiw 1,2,3,4], et re-

présente donc la conservation de la matière. Si on inclut cette symétrie aux précé-

dentés, on trouve le groupe des transformations de symétrie de l'extension centrale

du groupe de Galilée.

Ces quatre transformations sont identifiées par Jackiw et Bazeia, ainsi

que par Hassaïne et Horvâthy. Il est à noter qu'en général, en d dimensions

spatiales, le groupe comprend un total de ^(c? + l)(c?+ 2) + l transformations
indépendantes [Jackiw 1,3]: d+1 translations, d boosts galiléens, jri(d— l) rota-
tions, et une transformation de changement de phase.

0

3.2.2. Dilatations

Pour le cas A = 0, il existe trois dilatations indépendantes:

^ = -ê^4,
R = x-^+20^,

Qx

-4
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0

La première, L, est une dilatation en x et en t qui correspond aux trans-

formations:

2;'=e£2;, t'=e2£t, 0'=0, p'=p. (3.2.15)

Les dérivées par rapport aux variables indépendantes seront transformées selon

QX —>• e~e9x et Qf —> e~2£9t et la densité lagrangienne sera modifiée sous la forme:

£/ = e-2er.

L'action n'est donc pas laissée invariante par cette transformation, mais puisque

le facteur de e-2£ multiplie le lagrangien entier, il s'annule lorsque nous détermi-

nous les équations d'Euler-Lagrange. Cette dilatation est donc une symétrie du

système d'équations, mais pas de l'action.

La seconde transformation, R, est une dilatation en re et en 0 telle que:

x'=eex, t'= t, 0'=e2£0, p'=p.

Encore une fois, la densité lagrangienne transformée s'écrit:

a = e2£r

et fait donc apparaître un facteur multiplicatif.

(3.2.16)

<J

Finalement, nous avons la dilatation F en p qui donne:

x'=x, t'= t, 0'=0, P'=e£p.

Cela produit la transformation:

C,' = e£C.

(3.2.17)
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Pour le cas A 7^ 0, iln'y a que deux dilatations indépendantes qui sont:

Ll = xù+2tm+pfp'
K = 4+2^-p^.

Qx ' - 99

La première correspond à la transformation:

x'=e£x, t'=e2£t, 6'=0, p'=eep. (3.2.18)

0

Cette symétrie est l'addition des symétries associées a, L et F données précédem-

ment, donc aussi une symétrie pour le cas A = 0. C'est aussi le cas pour la seconde

dilatation:

x'=e£x, t'= t, 0'=e2£e, p'=e-£p, (3.2.19)

car c'est la différence des symétries associées à R et F. La densité lagrangienne

est modifiée dans le premier cas par:

e = e-£r,

et dans le second cas par:

r' = e£r.

0

Ces dilatations ne sont pas identifiées séparément par Jackiw et Bazeia.

Par contre, la dilatation suivante est discutée par Jackiw Jackiw 1,3]:

x'^x, t'=e£t, 6'=e~£6, P'=eEp. (3.2.20)
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0

Cette transformation correspond au générateur D = t-^-9-^+p-^, qui est formé
par la différence: D = j(^/ — R'). Avec cette combinaison, la dilatation constitue
également une symétrie de l'action. La charge conservée est:

Q= l (0p- t/H) dx. (3.2.21)

Une autre combinaison de dilatations est identifiée par Hassaïne et Horvâ-

thy pour le cas A = 0 [Hassaïne]:

x'=e£x, t'=e2£t, 0'=0, p'=e2£p. (3.2.22)

Cette transformation correspond au générateur C = x^ + 2f^ + 2p^, qui est
formé par la somme: (^ = i(L+2F). Avec cette combinaison, la dilatation consti-
tue également une symétrie de l'action. La charge conservée est:

Q= ^ ^P-tn)dx. (3.2.23)

0

3.2.3. Symétries additionnelles pour le cas A = 0

Pour le cas A = 0, il existe quatre transformations additionelles qui pré-

servent l'espace des solutions. Il y a tout d'abord le générateur U == ^OOx + xQf,
correspondant à la transformation

x' =x+ —eO, t' =t+ex+ ^-e2e, 6' =0, p' = p. (3.^
m' ' , -- . ^^

Cette transformation, appelée "antiboost" est en effet obtenue en invertissant

les variables t et ^9 dans la transformation W (le "boost"). Cette symétrie est
fondamentalement différente des précédentes dans le sens que les transformations
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0

sur les coordonnées x et t de l'espace-temps sont définies implicitement par le

champ 0(x,t). Les nouvelles solutions générées sont, sous forme infinitésimale:

0^x,f) ^ e- —eee^ - £x0,
m

pe(x,t) w p- —e9px - ex p

et la densité lagrangienne subit la transformation:

£- = £ + .3. (-.£ - ^ff',.) + e8. (-^£ + ^^,) . (3.2,25)
Nous avons donc: J^ = {-xC - ^Ô2px , - ^0^ + 2m^2^) et ^a composante
temporelle du courant conservé est

jo=-J02p,-|^(^)2. (3.2.26)
La charge conservée s'écrit ainsi:

Q= f (0P-x-H)dx. (3.2.27)

où 77 = p9x est la densité de moment comme définie en (3.2.4).

0

Il existe également trois transformations conformes qui préservent l'es-

pace de solutions. En effet, le générateur E = xt9x+t29t+r^x29g—tp9p correspond
à la transformation:

t
X' =

x

î-^'
t'=

e' = e+
mex2

l-et'

p'={\-et}p.2(1-^)'

Cette transformation génère les nouvelles solutions:

0e(x,t) w 0-ext6^-et20+^£mx2,

pe(x,t) ft; p—extpx-etîp-etp.

(3.2.28)
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Dans ce cas, la densité lagrangienne transformée s'écrit:

£' = C+£9t( -t2C + ^mxîp \ + e9^ Ç-xtC - xOp) .

On a alors: J^ = {-t2 L + jma;2? , - xtC - x0p) et

/ = -xtOp^ - top - t2n - ^mx2p.

La charge conservée est

Q=t2H -t l xPdx +^m l x2pd.

(3.2.29)

(3.2.30)

(3.2.31)

0

0

Le générateur C = ^x09x + ^x29t + ^029g - ^0p9p génère la transformation:

X' =

6' =

mx ,, , , mex'2
m^~£0' + 2(m - £0) '
mô _, ^ l„ p' = (l - -:e0}p

m—£0] r v- m
(3.2.32)

Dans le même sens que le "boost" et "antiboost", les symétries E et C sont com-

plémentaires. Nous obtenons les nouvelles solutions:

0,{x,t) w 0- l-ex66^ - \£xî6 + —£02,

pe{x^ w p- —exôpx - -^exîp - —eOp.

La densité lagrangienne est modifiée à:

r/ = r + e9t (-l:xz£. - ^-xee^p - l-x6îp^\ + eQ^ (—^xeC + ^-xe6p+-[-x6îp
2 m '" m ' " f " \ m m 'm

(3.2.33)
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Donc, ^ = (-^2/: - ^xeO^p - ^x62p^ , - ^xôc + ^xeep + ^a:02p) et le
courant est

'°=^-^-¥^
La charge conservée est donc

Q= f (^x2n - ]-x0p + ]-02p} dx.
2 mm

(3.2.34)

(3.2.35)

0

0

Le générateur P = [—t0 + ja;2) ^ 4- a;0( + x99e - xpQp nous donne une trans-
formation compliquée, dont les termes du premier ordre en e sont:

x' = a; + e ( J-^6> + ^2 ) , ^/ = <+ £ (rc^),
m 2

6' = 6+e{x9}, p'=p-e{xp). (3.2.36)

On peut donc écrire les nouvelles solutions au premier ordre en e sous la forme:

0e{x,t) w 0- -'-etOe^ - £xt0 - ^£X20^ + £X6,
m " - 2

pe{x,t) w p— —etôpx — extp — -ex px — ex p.

La densité lagrangienne devient:

/:' = jC,+£Qt(-xt£--t02p,--tp66^-^x2p0^-^x20p^ (3.2.37)
+ £9X {-^t9c - ?2£ + 12Ilep + lîxlpè + ^pa9 + ^f')

et nous obtenons la composante ju du courant comme:

/ = (]-t0 + ^x2} p9^ - x6p - xW. (3.2.38)
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La charge conservée est encore:

Q=xtH- [ (]-t0+^x2}rdx+ l x0p
m 2 y

dx. (3.2.39)

Ces transformations pour le cas A = 0 n'apparaissent pas dans les articles

de Jackiw et Bazeia, mais sont discutées par Hassaïne et Horvâthy [Hassaïne].
En effet, les charges conservées correspondant aux transformations U, E, C et

P sont identifiées à G, K, (7i et C-^ respectivement dans l'article de Hassaïne et

Horvâthy.

0

0

3.3. UNE SYMÉTRIE GÉNÉRALISÉE

Les équations du gaz de Chaplygin sont également invariantes pour les

deux cas (A=0et A 7^ 0) sous une transformation spécifique considérée par

R. Jackiw [Bazeia, Jackiw 1,3], qui mélange les variables indépendantes avec le
champ 0. Les variables se transforment selon les relations:

l
t'=t+£x+^e26, 0'=0, p'= p\J\,X = X + £0,

où J est le Jacobien de la transformation de (x^t) à (x',t'):

l

(3.3.1)

J=
Qx' 9x'
9x ôt
9t' 9t'
Qx 9t

=1+£0^--£20. (3.3.2)

Cette transformation correspond au champ de vecteurs

v=9te+^+^a,' (3.3.3)

Nous remarquons que ce générateur contient la dérivée ^, et n'est donc plus

une symétrie infinitésimale ordinaire, mais génère une symétrie généralisée. Cette

transformation est presqu' identique à l'antiboost (générateur U) déterminé dans
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0

la section précédente, mais ce dernier ne conservait le système que pour le cas

A = 0. Les champs varient selon:

0e(x,t) W 0-—£00^-£X0,
m

pe(x,t) w p- —eôpx - ex p + epO^-

La densité lagrangienne se transforme comme suit:

/:'=/:+ eQt (^-xC - ^62p^ + p00^ + eQ^ (-^^ + ^62P) '
ce qui implique que l'on ait:

J' = (-xc-^+^"-^c+^et
J° = -l^-^)2.

(3.3.4)

La charge conservée est donc

Q= l (6P- xK) dx (3.3.5)

Il est remarquable que la charge obtenue pour cette symétrie généralisée soit

identique à celle de la transformation U. Ce résultat est produit par l'annulation

de deux termes. Le coefficient de divergence J° contient le terme additionnel p99x

qui est identique à la différence entre les termes caractéristiques

9r.
~^p

des deux transformations.

0
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Chapitre 4

VARIABLES DE GRASSMANN

0

Dans ce chapitre, nous introduisons les concepts d'un espace vectoriel

gradué, d'une algèbre de Grassmann BL contenant des variables paires et im-

paires et d'un superespace SRB^' formé de coordonnées à valeurs de Grassmann.
Nous discutons ensuite des fonctions à valeurs de Grassmann (superchamps) dé-
finies sur un superespace, et les notions de superalgèbres et supergroupes de Lie

sont ensuite données. Ces éléments sont tirés principalement du livre de J. F.

Cornwell Cornwell]. Nous rappelons également [Ayari] la méthode de calcul de

symétries pour un système d'équations différentielles à variables de Grassmann.

Finalement, nous définissons l'integration sur les variables de Grassmann en uti-

lisant la définition de Berezin [Freund, Berezin, Matthews, Candlin]. Cela nous

permet d'introduire la notion d'une action supersymétrique.

u

4.1. ESPACE VECTORIEL GRADUÉ

Soit V un espace vectoriel de dimension (m + n), dont les éléments de

base sont ai, 02; • • •, a-m, cim+i, • • •, a-m+n- Chaque élément a de Y peut donc être

écrit

m+n

a = ^ ^a3'
J=l

(4.1.1)
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où les coefficients ^ sont réels. Une graduation peut alors être définie sur l'espace

en posant que chaque élément de la forme
m

(4.1.2)a = ^ ^3a3
J=l

est pair, alors que chaque élément de la forme

m+n

a= ^ fijOj (4.1.3)
j=m+l

est impair. Si on définit VQ comme étant l'espace d'éléments pairs de V et Vi

comme étant l'espace d'éléments impairs, on en déduit que V est la somme di-

recte de Vo et Vi: V =VQ@ Vi.

0
Definition 4.1.1. Tout élément a ç V qui est soit pair soit impair est dit ho-

mogène. Le degré d'un élément homogène est défini comme:

deg(a) =
0 si aC Vç0,

l si a ç Vi.

Definition 4.1.2. Une superalgèbre associative est un espace gradué V muni

d'un produit V xV -^V : (a,b) ^ ab tel que:

0

l. \/a,b,a',b'ç V, et ^X,^',X'ç %;

(l^a + i^'a')(\b + X'b') = ^\{ab) + ^\\ab') + p!\{a!V) + p!\'{a'b'}, (4.1.4)

2. VaAcê Y;

(a5)c == a(&c), (4.1.5)
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0

3. Va,&;

a G YO et bç Vo

a e YI et bç Vi

a G YO et bç Vi

ab 6 Vo,

ab 6 VQ,

abc Vi. (4.1.6)

Definition 4.1.3. Une superalgèbre associative est dite commutative si

ba = (-i)(^sa)(de<,b)^ (4^^)

pour tout a,b homogènes dans V. Donc,

—ab si a et b sont impairs,
ba =

ab autrement.

4.2. ALGÈBRE DE GRASSMANN

L'algèbre de Grassmann est un exemple particulier de superalgèbre as-

sociative, construite en partant d'un ensemble de L générateurs, ^i, 6-2, •••, OL,

et en définissant les produits 0k8j tels que:

l. (9j0k)0i = 9j(0k6i)^j,k,l = 1,2,... ,L (associative), (4.2.1)

2. 0j0k=-ôk0j (donc ^2=0), (4.2.2)

3. chaque produit non-nul Oj^Oj^ • ••Q^ de r générateurs est linéairement

indépendant des produits avec moins de r générateurs. (4.2.3)

0
Si à tous les produits non-nuls et indépendants de ces générateurs, on ajoute le
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0

générateur l vérifiant 1-1= l et 10j = 0jl = 0j, alors on obtient une base de 2L
éléments. Donc, si on note

^=^^,...^,, Kr^L, Kji<J2<...<Jr<L,

nous avons un espace vectoriel dont chaque élément est écrit

B=^B^, où B^G SR.
<^

La graduation est définie de la façon suivante: chaque élément Op, sera considéré

pair s'il est formé d'un produit d'un nombre pair des 0j, ou si 0p, = l, et 0p,

sera impair s'il est formé d'un produit d'un nombre impair des 6 j. L'élément pair

(impair) le plus général est une combinaison linéaire arbitraire d'éléments pairs

(impairs) de la base.

Cette superalgèbre associative, appelée algèbre de Grassmann est notée ^BL.

Les sous-espaces pairs et impairs sont notés ÏÎ.BLQ et ^iB^ respectivement. Nous

voulons maintenant introduire le concept de superespace SRB^1'"'.

0

Le superespace SRB^1'" est formé de m copies du sous-espace pair SR-B^g
et de n copies du sous-espace impair s)tBLi. Chaque élément (X; 6) de SR-B^'" est
de la forme

(x;e)=(XiA,...,^m;ei,e2,...,©n), (4.2.4)

où Xi e SRBLg, î = l,--- ,met 6j 6 5SiB^, j = l,... ,n. Donc, en général,

on a:

^=EX^' (4.2.5)
^
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où seuls les indices /^ pairs apparaissent, et

e,=^e Îll (4.2.6)
?•

où seuls les indices p, impairs apparaissent. L'espace SRB^' est donc de dimen-
sion (m + n)2 . En particulier, l'algèbre de Grassmann est équivalente au cas
(m,n) = (1,1).

Nous pouvons définir une norme sur SRB^' comme étant

m n

(x;e)||=^S|xn+^^|e^|.z^z^
i=l p.

(4.2.7)
3=1 ^

Cette norme vérifie évidemment toutes les propriétés nécessaires d'une norme. Il

est alors possible de définir la métrique:

d^ ((x; e),(x/; e')) = ||(x; e) - (x/; e (4.2.8)

sur l'espace SRB^1'". Utilisant cette métrique, nous pouvons alors doter l'espace
5R.B^'n de la topologie habituelle.

u

4.3. FONCTIONS À VALEURS DE GRASSMANN

Nous considérons maintenant deux types de fonctions à valeurs de Grass-

mann. Le premier type consiste en ces fonctions définies sur un espace ouvert V

de SR7". Nous prenons la fonction F : Y —>• S)ÎB^ qui associe à chaque point

x = (x-i,x^,... ,Xm) de SRm un élément ^~(x) de ^.BL pouvant être écrit sous la
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0

forme

J-(x)=$^^(x)^,L^'
p-

(4.3.1)

où chaque ^(x) est une fonction V ^ SR. Le deuxième type consiste, plus géné-

ralement, en les fonctions définies sur un espace ouvert U du superespace SRB^1'".
La fonction F : U — > SSÎ.BL associe à chaque point (X,©) du superespace un
élément de Grassmann de la forme

F(X,6)=^^(X,6)^, (4.3.2)
^

où chaque F^ est une fonction £7 —>• SR. Une telle fonction est également appelée

un superchamp. Sin= 0 et jj, est limité à la valeur pour laquelle 0^ = l, on obtient

évidemment le cas précédent. La fonction F est appelée paire si les fonctions Fp,

sont nulles pour tout p, impair et impaire si les F^ sont nulles pour les p, pairs.

Les notions de continuité et de difTérentiabilité peuvent également être

étendue aux fonctions à valeurs de Grassmann. En utilisant la métrique dm,n(',')
définie dans la section précédente, nous pouvons généraliser la définition de conti-

nuité à une fonction à valeurs de Grassmann, définie dans SRB^Î'". Une telle fonc-
tion -F : U — > ^.BL est continue au point (Xo,©o) siVe>0, 3 5 > 0:

^((x,e),(Xo,6o))<^ di,i(F(X,9),F(Xo,9o))<£. (4.3.3)

u

La differentiation est généralisée de façon suivante.

Definition 4.3.1. Soit F : U — > SÎB^ une fonction définie sur un ouvert U

de SRB^'n. Supposons qu'il existe m fonctions ^-{j == l,... ,m) et n fonctions
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-^-(k = l,... ,n), toutes deU —)• ÏÏ.BL telles que9Q~k

m,

F(x+Y,e+^) = F(x,e)+^r,^x'0)
J=l

9X.]
(4.3.4)

= +É^^e)+ii(Y'v&)ii^Y'^- (4-3-5)
fc=l

9Qh

où (X,6) et (X + Y,Q +^f) çU etr]: ^B^'n -^ ^BL sont tels que

h(Y^)||-^ 0 ^ ||(Y^)|]-^ 0. (4.3.6)

0
Alors, F est dite difFérentiable sur U, et les fonctions ^- et ^- sont appelées

les dérivées partielles de F.

Les dérivées partielles -^- sont complètement déterminées. Cependant,

ce n'est pas tout-à-fait le cas pour une dérivée de la forme ^-, car la composante
proportionnelle à 6162.. .0 L peut être arbitraire (car multipliée par la variable

impaire ^'k, elle donne toujours zéro).

u

Notons que si F est paire, alors les ^- sont paires et les ^ sont impaires.
Si F est impaire, c'est le contraire: les ^- sont impaires et les ^- paires. Les

dérivées partielles Q/Qxj sont considérées comme étant des quantités paires, tandis
que les dérivées QfQôk sont considérées impaires et vérifient:

w-&.
90, ~ uy'

9-.^-}=0.
96~^~90,f~' (4.3.7)

A partir de la définition, on peut déterminer les dérivées successives de

F(X,©). Si toutes les dérivées de F existent sur un ouvert U de SRB^'", alors
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la fonction est dite superanalytique sur U. Par ailleurs, nous avons encore la

definition suivante:

Definition 4.3.2. Une supervariété superanalytique Y sur SR.BL est définie par

un espace topologique de Hausdorff avec un ensemble de "cartes" {(Ua,'ipcc)} telles

que:

-\JUa=Y,

- chaque •0o, est un homéomorphisme de Ua sur un ouvert de SRB^1'",

- les fonctions t/Ja0^1 '• '^^{UaÇ}U/3) -^ ^(t^aH^s) sont superanalytiques.

0

0

4.4. SUPERALGÈBRES ET SUPERGROUPES DE LIE

Definition 4.4.1. Soit V un espace vectoriel gradué, VQ et Vi ses sous-ensembles

pairs et impairs, de dimension m et n respectivement {m,n > 0,m ->rn > l). Si
Va,6 ç V, il existe un commutateur (supercommutateur) [a,b] tel que

- (i) Va,& e Y, [a,b] e V,

- (ii) Va,6 6 V, ^a,/3 e SR, [cca + (3b,c] = a [a,c] + /? [b,c\,

- (îii) si a et b sont homogènes, alors [a,b] est homogène de degré (deg a+
deg b)mod 2. Donc, [a,b] est pair si a et b sont tous deux pairs ou tous deux
impairs, et impairs si un est pair et l'autre impair,

- (iv) si a et b sont homogènes, alors

[&,a] = -(-1)(^ a)(^ b)[a,&], (4.4.1)
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- (v) si a, b, et e sont homogènes, alors

[a,[b,c\] (-l)(des a)(de5 c) + [b,[c,a]} (-l)(de3 fc)(deff a) + [c,[a,b}} (-1)^ c)(des ;') = 0
(4.4.2)

(identité de Jacobi),

alors V est dite une superalgèbre de Lie de dimension paire m et de dimension

impaire n, et on note: dim(V) = (m\n).

En particulier, une superalgèbre de Lie peut être construite à partir d'une

superalgèbre associative en définissant

[a,b] =ab- (-l)(de5 aWe9 b)ba. (4.4.3)

0
Definition 4.4.2. Un supergroupe de Lie de dimension (m|n) est un ensemble H

qui est un groupe et une supervariété superanalytique de dim (m | n), où l'opération

H x H^ H: (h^hî) ^ hi • h^, (4.4.4)

est superanalytique.

0

4.5. EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ET SUPERSYMÉTRIES

Il est possible, en général, d'étendre la méthode de calcul des symétries

décrite dans le chapitre 2 à un système d'équations différentielles à variables de

Grassmann. En effet, nous considérons maintenant un système de la forme:

A,(X,G,A^,Q(fe2)) = 0, ^=l,...,s, (4.5.1)
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où

x

G

A

Q

{xi,X^, . . . ,Xm}sOïit les variables indépendantes paires,

{01,02, • • . ,^n}s0nt les variables indépendantes impaires,

{A1,A ,... ,AÇ}sont les variables dépendantes paires,

{Q1,Q ,... ,QP}sont les variables dépendantes impaires.

0

Les transformations sur les variables indépendantes et dépendantes (mais pas

leurs dérivées) sont alors générées par des champs de vecteurs de la forme:

m ^ 9 n 9 g Q p 9v = ^Ts1-^ + Vp-^-+ V"$r-°-+ VA;-'=èï"'^+èïL^+^î"aA7+^A'W l4'&
où les fonctions S1, P, $r et A' dépendent de (X,Q,A(kl\Q^). Les généra-
teurs de symétries sont calculés de façon analogue à ceux du cas ordinaire, mais

avec la complication qu'il faut tenir compte d'un changement de signe lorsque

deux variables de Grassmann impaires sont interverties: Oo.O^, = —0^6a. Les déri-

vées par rapport à ces variables, 9g^,9g^,... ,9g^ doivent être considérées impaires
également. Par exemple:

^ 0l)=-02^(^l)=-02.

Les générateurs que nous obtiendrons pourront donc être pairs ou impairs et for-

meront une superalgèbre de Lie.

0

Une supersymétrie est une symétrie qui relie les variables paires et im-

paires de façon non-triviale. Ces transformations sont générées par des généra-

teurs impairs de symétries et les charges conservées obtenues par le théorème de
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Noether le seront également.

Les commutateurs entre les difî'érents générateurs qui forment la structure

de la superalgèbre sont définis comme étant:

[B-i,B^\ == BI-BZ — -BsBi, si BI et Bs sont pairs,

[B,Q] = BQ - QB, si B est pair et Q est impair,

{Qi^Qî} = QiQî + QîQv, si Q\ et Qs sont impairs. (4.5.3)

0

Le crochet de Poisson doit également être généralisé pour les fonctions

à valeurs de Grassmann [Casalbuoni 1,2]. Si nous définissons les conjugués cano-

niques:

p'=^,
p~=w 7Ta=

9L
)

Qôa
(4.5.4)

le crochet prendra la forme

'9B9A 9B9A
^i~\9pi9qi 9qi9pi

9B 9A , 9B 9A\
97Ta~90^ 9e^~97Ta ) ' (4.5.5)

Nous aurons donc les propriétés suivantes. Si E, Ei, E^, Es sont des fonctions

paires et 0, Oi, 0-2-, Os des fonctions impaires^ alors le cas pair-pair nous donne:

0

{E,,E,} = -{E,,E,},

{E,,E^} = E^E^Es} + {E,,E2}Es,

{E,,{E^Es}} + {E^{E,,E,}}+{E3,{E,,E,}}=0. (4.5.6)
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Le cas impair-pair nous donne:

{Eft} = -{0,E},

{0,E,E,} = E,{0,E,}+{0,E,}E,,

{0,0,,E} = 0,{0,,E}+{0,,E}0,,

{OE,^} = 0{E,^}^[0^}E^

{E,,{E,,0}} + {E,,{0,E,}}+{0,{E,,E,}}=0.

Le cas impair-impair nous donne:

{O,M = {02,0i},

{OiOsA} = Oi{02A}-{OiA}02,

{EO,M = E{O,M-{EMO,,

{^,{OiA}} + {0,,{0,,E}}-{0,,{E,0,}}=0,

{Ol,{02A}} + {Û2,{03A}}+{03,{OlA}}=0.

(4.5.7)

(4.5.8)

u

4.6. INTEGRATION DES VARIABLES DE GRASSMANN

Pour formuler une action sur un superespace, il est nécessaire de définir

la notion d'intégration par rapport à des variables prenant leurs valeurs dans

l'algèbre de Grassmann SRB^. Pour cela, nous utilisons la définition suivante:

Definition 4.6.1. Pour une variable de Grassmann impaire 0, on a

dO ^0, l0d0=l. (4.6.1)
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0

Pour plusieurs variables impaires, 01, Qî, ..., Qn, on a

^ d0j = ôij, l d03 = 0. (4.6.2)

L'intégrale est donc une généralisation de l'intégrale de Riemann sur les

coordonnées ordinaires.

Une fonction arbitraire / avec valeur dans SR.BL peut être écrite sous la

forme:

f=a+b0,

où a, b ç. ÏÎ.BL, mais sont indépendants de 0 ce qui donne:

/.fd6 = b.

L'intégrale f fd0 représente donc une fonction qui à chaque élément de l'espace
des fonctions dans îRB^ associe un élément du sous-espace de ?R.BL indépendant

de 0. Cette fonction a les propriétés suivantes:

l. linéarité: j ^Cifi(0)d0 =^a J fi(6)d0, e, ç SRB^, (4.6.3)

2. invariance sous translation: / f(6 -\- e}d9 = / f(0)d0, e constant.

(4.6.4)

Nous définissons finalement la version Grassmann du 5 de Dirac:

J'f(0W)d0=f(0). (4.6.5)
Donc, pour une seule variable 0, on a 6(0) = 0, f 8(0)d0 = l, f08(0)d0 = 0.
Pour plusieurs variables, 01, 02, ..., 0n, on a 6(n\0) = S{0n)ô{0n-1) • ••ô(01) =
0"0"-1...01.

0
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Chapitre 5

MODÈLES SUPERSYMÉTRIQUES

0

Dans ce chapitre, nous présentons des exemples de modèles supersymé-

triques tirés du livre de Freund [Freund], incluant le superpoint matériel et une
théorie supersymétrique de champs bosoniques et fermioniques. Dans ce second

exemple, nous introduisons les spineurs de Majorana que nous utiliserons égale-

ment dans les sections (5.3) et (5.4). Nous examinons ensuite un modèle proposé

par R. Jackiw [Jackiw 2,4] pour supersymétriser les équations du gaz de Cha-

plygin étudiées dans le chapitre 3. Les symétries et supersymétries de ce modèle

sont analysées. L'association entre les charges conservées impaires et les transfor-

mations supersymétriques finies et infinitésimales sur les coordonnées représente

une contribution originale de ce chapitre.

0

5.1. MÉCANIQUE DU SUPERPOINT MATÉRIEL

En mécanique classique, nous avons une théorie de champs en une di-

mension, représentée par le temps t. Les coordonnées spatiales x , x2, ..., xn

jouent le rôle de champs xl(t), x (t), ..., xn(t) fonctions de la variable t. Pour

supersymétriser le système, on introduit un superespace de dimension (l 11), avec

les variables t, T, où t ^ B^y est une variable de Grassmann paire et T e BL^

une variable impaire.
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La superparticule (non-relativiste) peut donc être représentée par les n

superchamps: Xl(t,T), • • •, Xn{t,T\ où

Xa{t,T)=Xa{t)+0a{t)T, (5.1.1)

avec xa G B^g et 6a 6 B^ qui sont des fonctions de t seulement. Le générateur

de supersymétrie est défini comme:

qui est tel que:

Q = irQt - 9r,

[Q,Q]+ =QQ+QQ= -2H, [Q,H] = 0,

(5.1.2)

avec H = i9f. Ce générateur Q correspond en fait à une translation, de paramètre

impair ec, du superchamp (5.1.1). Elle s'écrit:

X'a =Xa+ 8X\ où 8Xa = a0a + zaT9tXa = aQxa. (5.1.3)

On définit également l'opérateur:

D = irQt + 9^,

appelé dérivée covariante, qui est tel que

[Q,D}+ = 0.

(5.1.4)

(5.1.5)

Grâce à cette dernière propriété, il est possible de formuler une action supersy-

métrique:

*/

6'i = l dt l drCï, (5.1.6)
ti

où A = ^DXaD(DXa). (5.1.7)
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En effet, considérons la transformation supersymétrique (5.1.3) ci-dessus. Comme

(5.1.5) implique que [oiQ^D}-. = 0, on peut écrire:

S(DXa) = D{Xa+6Xa)-D(Xa),

= aQ{DXa). (5.1.8)

Il est donc facile de montrer que

5(A) = aQ(A),

CtirQtC-i — aôrCi.
l 2

(5.1.9)

Le premier terme est une dérivée exacte par rapport au temps et donc ne contri-

bue pas à la variation de l'action. Le deuxième terme —aQ^fi\ est indépendant de

r, car L\ est au plus linéaire en T. L'intégrale J riT annule ce terme. Donc, puisque
le générateur supersymétrique Q laisse invariante l'action 5'i, cette dernière est

supersymétrique.

Explicitons à présent la densité lagrangienne C,\ définie par l'équation

(5.1.7) comme fonction des champs xa et 0a, pour voir que nous obtenons une
generalisation immediate de la mécanique du point matériel. En effet, on a

/:! = -l (îxa0a + T(xaXa + Waèa))
et l'intégration par r annule le premier terme. L'action devient

s^=^ f dt (xaxa + ieaèa), (5.1.10)
où on reconnaît le terme d'énergie cinétique xaxa habituel pour les coordonnées

paires. Le second terme, i0a0a', correspond aux degrés de liberté additionnels, à
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valeurs de Grassmann. Par les équations d'Euler-Lagrange, on obtient:

xa^0, 0a = 0 (5.1.11)

Ces équations représentent clairement le mouvement d'une particule libre dans

l'espace des xa, avec l'addition de coordonnées 0a à valeurs constantes.

0

On voudrait maintenant considérer le cas plus général représenté par la

presence d'une interaction. Dans ce cas, il n'est pas possible d'ajouter un terme

d'interaction général V{Xa) pour supersymétriser le terme d'interaction habituel

V{x) car il devrait s'écrire:

v{x}=v{x}+^\^ear.
Le terme V(x) disparaît donc lorsqu'on intègre par rapport à r.

0

Ce problème peut être résolu en prenant deux variables impaires TI, ï2

au lieu d'une seule. On parlera dés lors d'une théorie supersymétrique en 2 di-

mensions dans laquelle nous définissons les superchamps comme:

Xa(t^,r,) = xa(t) + 0a,(f)r, + 0^f)r, + zFa{t}r^. (5.1.12)

Les générateurs de supersymétries sont maintenant au nombre de deux avec

Qa='i'T'a9t-9r^, Ct = 1,2, (5.1.13)

et les dérivées covariantes sont

Dc,=ZTa9t+9^. (5.1.14)
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Il est alors possible de formuler l'action supersymétrique sous la forme:

5s = - dtd^dn^£^D^XaDpXaY (5.1.15)
dt^{xaxa+i6a^+FaFa}. (5.1.16)

Les équations du mouvement sont:

xa =0, 0a = 0, Fa = 0

Ajoutons maintenant le terme d'interaction

Sint == i f dtdT,dr,W[Xa{t^r^],

(5.1.17)

. _^t&a-.^rt1.
9xa' ~ "QxbQxavlu2\'9xb9xa~

Les équations pour les champs auxiliaires Fa sont à présent moins triviales:

(5.1.18)

(5.1.19)

pa_9W(x)^
Qxa '

(5.1.20)

et l'action totale a la forme

S=fdt ^xaxa + ^ - V(x) + z-^-^ ' (5.1.21)

où le potentiel V(x} est:

19W9W
^ )=2~9xa~9xa' (5.1.22)

u
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5.2. THÉORIE SUPERSYMÉTRIQUE DES CHAMPS

Nous considérons maintenant une théorie de champs en deux dimensions,

avec une dimension spatiale x et la dimension temporelle t. Cependant, avant de

construire le modèle, il est nécessaire de définir les spineurs de Majorana, ainsi

que certains concepts additionnels. Nous commençons par définir les matrices 7^

de Dirac pour l'espace-temps à deux dimensions à l'aide des matrices ai de Pauli

[Peskin]:

al=
0 l

l 0
;

a2=
0 -i

i 0
5

a3=
l 0

0 -l
(5.2.1)

En général, en n dimensions, on cherche n matrices 7^ vérifiant les relations

d 'anticommutation :

{^^v} = ^v + 71/7'- = 2p^ x 1,^, (5.2.2)

où g00 = —l,gu = l pour i = 1,2,... et g^v = 0 pour p.^ v- Pour notre cas, ces

relations sont satisfaites par les matrices:

7° = ia2 =
0 l

-l 0
et 71 = a1 =

0 l

l 0
(5.2.3)

En utilisant ces matrices, il est possible [Peskin] de construire une représentation

du groupe de Lorentz formée des éléments Sp'1' = ^[7^,7y]. Les éléments de l'espace
de représentation sont des champs à plusieurs composantes, '0 = ('0i,'02, •.. ,'0m)<)
que nous appelons spineurs. Dans le cas d'une représentation réelle, nous obtenons

des spineurs de Majorana (où ^ = '0,) [Freund, West].
Pour notre théorie, nous utilisons comme variables indépendantes les

coordonnées paires x et t, ainsi que le spineur de Majorana 0 = (^1,^2) dont

les composantes sont des variables de Grassmann (impaires). Nous utilisons la
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notation 0 == (9*)tr}° == 0*7°, car pour un spineur de Majorana 0* = Q. Nous
obtenons alors les relations suivantes pour nos spineurs de Majorana:

0==(-^A), ^60 =0^ Ma^=-|^M/3, a =1,2, (5.2.4)
où la dernière relation est appelée le rearrangement de Fierz pour deux spineurs

0 et (/).

La forme la plus générale de notre superchamp admet trois types de

termes dans son expansion:

^{x,0) = A(x) + i0^(x) + ^ië0F(x), (5.2.5)

où les fonctions A(x) et F(x) sont des scalaires et ip = ('^1,1^2) est un spineur.
En effet, tous les termes d'ordre supérieur en 0 sont nuls. Les générateurs de

supersymétrie sont donnés par:

9
^Q = ^ - ^^a^96

(5.2.6)

Sous ces transformations de supersymétrie, le superchamp ^ se transforme donc

en $' = <î» +5$ avec:

S^ = aQ^,

= -ia^OQ^A + îa^ + a^069^ + ia6F. (5.2.7)

Puisque l'on a aussi 6^ == SA+ iOôif) + ^i09SF, il suit que les transformations sur
les champs coefficients sont données par:

SA = iaif),

^ = (7^A+F)o',

OF == ia^Q^.

(5.2.8)

(5.2.9)

(5.2.10)
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où nous avons utilisé le rearrangement de Fierz, ainsi que les relations de Majo-

rana: C' = 7° = ia2, Ct = C-ï = -C et CWtC-^ = -Y-

La dérivée covariante devient l'opérateur spinoriel:

Da=^.+ ^9)^ (5.2.11)

tel que [Z?a,Ç/3]+ = 0 et [DaDa,Qi3] = 0. Nous considérons maintenant la densité
lagrangienne:

ro = ^DD^, (5.2.12)

qui est, vu son expression, associée à une action supersymétrique. Nous pouvons

l'expliciter en commençant par écrire:

DD^ = D^C^D^,

= ~c^a [w + ^^a9^ [^ + i^0^ (A + l^ + ^ë6F^
= 2(-îF+^^+j^(-9o2+^)A). (5.2.13)

En multipliant à gauche par ^*, nous obtenons l'expression suivante pour le co-

efficient de 90 de CQ (le seul qui ne sera pas annulé par l'integration en 0^ et

6ï):

JF2 + JA^^A) - 1^7^^.
L'action de la théorie sera donc exprimée, à un terme de surface près, par:

S,^-^ d2x [{9,A)^A) + i^9^ - F2}. (5.2.14)
Les équations d'Euler-Lagrange nous donnent:

ô^A=0, i^9^=0, F=0. (5.2.15)
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Nous reconnaissons l'équation de Klein-Gordon sans masse pour le scalaire bo-

sonique A, ainsi que l'équation de Dirac sans masse pour le spineur fermionique

'0. Le troisième champ F est un champ auxiliaire qui disparaît automatiquement

lorsque les deux autres équations sont respectées.

0

0

5.3. MODÈLE SUPERSYMÉTRIQUE DU GAZ DE CHAPLYGIN

Un modèle fut proposé récemment par R. Jackiw et A. Polychronakos

[Jackiw 2,4] pour supersymétriser le gaz de Chaplygin introduit au chapitre l
et dont les symétries ont été discutées dans le chapitre 3. Reprenons dés lors la

construction de ce modèle.

Nous avons au chapitre l donné les équations du gaz de Chaplygin dans

le cas d'un fluide tel que sa vorticité a; = V x v est nulle. Dans le cas où la

vorticité est non-nulle, la formulation est moins directe. Si on écrit maintenant la

vitesse sous la forme de la décomposition de Clebsch [Jackiw3, Lin]:

v = V0 + crV^, (5.3.1)

la vorticité a? est non-nulle et égale à Ver x V^. Une algèbre canonique hamilto-

nienne peut alors être construite à l'aide du lagrangien:

L=J'dr^-p(è+a^-^pv2-V(p) (5.3.2)

Il est évident que les variables 9 et p forment toujours une paire canonique, mais

nous avons également la paire formée des variables f3 et pa. Les quantités o; et /3

sont appelées potentiels de Gauss.
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Pour le modèle de Jackiw et Polychronakos cependant, nous n'utiliserons

que deux dimensions spatiales x et y au. lieu de trois, ainsi que la variable tempo-

relie t. Ce caractère "planaire" du modèle est rendu nécessaire par le fait qu'il est

dérivé d'une théorie de Nambu-Goto d'une supermembrane en (3+1) dimensions

[Jackiw 2,3,4]. Les potentiels de Gauss a et /3 sont remplacés par des variables
de Grassmann •0 = (^\^î) qui forment un spineur de Majorana à deux compo-
santés. Suivant la notation de Jackiw, nous ne distinguerons pas entre ip et ipt. Le

contexte dictera l'interprétation exacte du symbole. En particulier si çi> = (ç!>i,çi>2)*
et ^ == (^i,X2)* sont des spineurs, on écrira:

^X= ( <^>1 <^>2 ) = <?!>lXl + Çf)2X2-

La vitesse et la vorticité (en 2 dimensions) sont maintenant données

respectivement par:

V = V0 - J^aV^a, ^ = -Qx^aQy^a- (5.3.3)

Il est naturel de décrire la vorticité par des variables de Grassmann, car le mou-

vement de vorticité est associé à un moment angulaire semblable au spin, décrit

en physique pseudoclassique par des variables de Grassmann [Freund].

L'équation (5.3.2) décrivant le lagrangien du système devient alors:

L=J'dr ^-p{0 - J^^) - ^pv2 - V(p) . (5.3.4)
Les variables de Grassmann impaires sont ici présentes explicitement ainsi que

dans le terme cinétique ^pv2. En déterminant les moments conjugués des variables
0 et '0a(a = 1;2) à l'aide du lagrangien, nous déduisons que 6 et p restent une
paire canonique, et que les variables •0a et p'0a forment une paire additionnelle.
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On a donc:

{0(r),p(r')} = ô(r-T'),

{p(r),^(r/)} = 0,

{^(r)A(r/)} = -2^)^(r)5(r-r/)'
{^(r),^(r/)} = -^5(r-r/),
{v(r),^(r/)} = -v^)^(^-r/).
MrWr-)} = -^p,(r-^,
{v(r),p(r')} = V(5(r-r')),

{vt(r),^(r/)} = ^a(^û(r)5(r-r?).

(5.3.5)

(5.3.6)

(5.3.7)

(5.3.8)

(5.3.9)

(5.3.10)

(5.3.11)

(5.3.12)

Jusqu'à présent, les variables de Grassmann n'ont été utilisées que pour

paramétriser la vitesse et servir de variables canoniques. Il est possible cependant

d'ajouter à la densité lagrangienne un terme composé de variables de Grassmann,

tel que le modèle devienne supersymétrique. Ce terme, identifié par Jackiw et al.

prend la forme:

V/2A
2

ipa • V^, (5.3.13)

où ec = (o'l,Q!2) avec:

<J

al=al=
0 l

l 0
î

az ==a° =
l 0

0 -l
(5.3.14)

Ce terme est associé à l'élément de spin présent dans le moment angulaire du

système, comme nous le verrons plus tard. Nous obtenons finalement la densité
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lagrangienne:

c=-p(e- j^ - jp (^v0 - ^^ p~ ^x^a ' vv'- (5'3-15)
Les équations de mouvement prennent alors la forme:

p = -V. (pv),
A . v/2A

e = -v. v0+^v2+^+
l
-2 P2 ' 2p

tpot • V'0,

-^a = -(V- V^)a+^-(a • V^)».
p

(5.3.16)

(5.3.17)

(5.3.18)

L'équation de continuité (5.3.16) est essentiellement inchangée, à part la présence

de variables de Grassmann à l'intérieur de la vitesse. L'équation de force d'Eu-

1er (5.3.17) reçoit une contribution additionnelle causée par l'interaction avec le

spin. Finalement, nous obtenons deux nouvelles équations non-homogènes pour

les variables de Grassmann ipa-

0

5.4. SYMÉTRIES ET SUPERSYMÉTRIES DU MODÈLE DE JACKIW

On retrouve, dans le modèle généralisé de Jackiw, les symétries du gaz

de Chaplygin déterminées dans le chapitre 3. Cependant, nous avons maintenant

les fonctions additionnelles, 1/^1 et ^2; ainsi qu'une dimension spatiale y de plus,

ce qui rend nécessaire certaines modifications dans les transformations.

Le modèle considéré est supersymétrique dans le sens suivant [Jackiw

2,4]. Il a été montré que ce modèle admettait les quantités conservées:

Q,„ = y d2r [pv . (a^^a) + V2\^a\ , où a = 1,2. (5.4.1)
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Chacune de ces quantités (impaires) correspond à une transformation supersy-
métrique qui mélange les variables paires et impaires. Pour trouver leurs formes

exactes ainsi que leurs générateurs infinitésimaux, nous devons intervertir l'ordre

des opérations utilisés au chapitre 3. Cela signifie que nous devons premièrement

obtenir la relation entre les solutions originales du système: p, 0, -0i, tp^, et les

solutions modifiées par la transformation: p+Sp, 0+89, •0i+5^i, ip^+S^. Cette

première étape a déjà été accomplie par Jackiw de la façon suivante [Jackiw 2,4].

Si, nous contractons les charges Qi, Qy, avec un paramètre constant spinoriel

rj = (?71,?72) à valeur de Grassmann impaire, nous obtenons la charge conservée
bosonique:

Q = r]aQa = f d2r pv . (7;a^) + v/2A^ . (5.4.2)

Chacun des champs A = p,0^,^ sera modifié par la transformation Q en une

nouvelle solution A+SA, où 6A = {Q,A}. Nous pouvons alors utiliser les crochets

élémentaires entre les variables (5.3.5) - (5.3.12) pour obtenir:

8p = -V • p(?7Q:-0),

80 = -J(7/Q^).V0-^(?7a^)-^V^+^—^,

gt/} == —(?7Q:'0) • V'0 —v • 0:77 — T). (5.4.3)

u

La seconde étape consiste maintenant à identifier la transformation cor-

respondante sur les variables indépendantes x,y,t et dépendantes pfi^^. En

examinant les équations (5.4.3), nous remarquons que les variations pour p et 0
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peuvent être réécrites sous la forme:

8p = -(?7Q'0) • Vp-p(?7Q'• VV>),

80 = -(r]0it}}}-^0-\--{r]0i.ij}}-v-\-——T]'^,

Nous observons que sous cette forme, pour chaque SA, le coefficient de VA est

(?7Q"^). Cela nous permet d'identifier Q à la transformation:

/

X' = X + î7Q:i'0,

p'

e'

^ =

y' =y+ 7702^, *' = ^

p-(r]d- V^)p,

0+^(7/Q'^)-V+—77^,

';/) - (v • 0:77) - -—ri. (5.4.4)

Nous voyons clairement que cette transformation est supersymétrique.

En effet, elle mélange les variables paires x,y,p,0 avec les variables impaires -^i et

^2.

Nous déterminons finalement les générateurs de supersymétries corres-

pondant aux charges Qi et Q^. Ceux-ci sont obtenus en dérivant la transformation

(5.4.4) par rapport aux paramètres (impairs) ?71 et rj . Nous obtenons:

(J

Ql = ^9x+^9y~p^x+i)ly)9p
l l l

+ [ ^0x^2 - ^1^1x^2 + ^Oy^l - ^î^îy^l + -^-^l ) ~QQ

-.+^-f)^^—N^ (5.4.5)
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(J

Q2 = ^~^9y~p^lx~^y)9p

+ ^^1 - ^2^^1 - ^^2 + ^1^1^2 + -^-^2 ) ^2l 4'

l
-r{-9I+î^)w.+ l ^ - y y

2p

V2\\ 9

se

(5.4.6)
P j Q^2

Nous remarquons que ces générateurs contiennent les dérivées de premier ordre

des champs 0, ^ et •^2 et sont donc en fait des champs de vecteurs généralisés.

Pour cette raison, il sera nécessaire de calculer la première prolongation pour tout

générateur que nous voulons commuter avec Qi ou Çz-

Il existe un second type de transformation supersymétrique qui donne lieu aux

supercharges conservées:

'-/Qa = / dzrpîf;a- (5.4.7)

Nous identifions ces transformations de façon analogue à celles identifiées pré-

cédemment. En contractant ces quantités avec le paramètre rj = (r]l,fj2), nous

obtenons la charge bosonique:

Q=rjaQa= fd2r(pfj^,
qui produit les variations sur les champs [Jackiw 2,4]:

jp =0, S0 =-^), 8^=-ri.
La transformation supersymétrique correspondante est:

x' =x, y' = y, t' = t,

P/ = /0,

0' = 0-^,
-0' = tjj — TI.

(5.4.8)

(5.4.9)

(5.4.10)
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Ici, seules les variables dépendantes sont mélangées. Les générateurs infinitési-

maux sont obtenus comme:

1.. 9 Q
-^^1^7-2^90 9^i'
^/. 9 Q

?2 = -^^2^-

(5.4.11)

(5.4.12)
2^90 Q^'

Nous remarquons la similarité avec les générateurs de supersymétries (5.2.6) de

la section (5.2).

0

0

Pour calculer les commutateurs entre les générateurs Qa et Qa-, nous

calculons les prolongations de Qi et Q-i:

^/. 9 9 1^. 9 1.1. 9prwQ. = -^^-4-i^-i^^'
l./. 9 9 1.. 9 l.i. 9prwQ. = -^e-W.~^îx^-^2yWy

Les prolongations de Ci et Çs sont compliquées et ne seront pas présentées ici.

Nous obtenons alors les (anti) commutateurs suivants:

{Qi,Qi}=Z, {Q,,Q2}=Z, {Çi,Ç2}=0,

{Qi,Qi} = -2Tt, {Q2,Ç2} = -2T(, {Qi,Ç2} = 0,

{Ql,Ql} = -Ty, {Ql,Q2} = -T., {QïM = -T.,

{Q^Qî} = Ty.

où nous avons utilisé la relation: Qf = p9p + 69e + ^9^ + ip^Q^.

Nous relions maintenant les supersymétries Ça et Qa aux symétries or-

dinaires (paires) du système.
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5.4.1. Synaétries du groupe de Galilée

Commençons par décrire les symétries du groupe de Galilée. Dans le

cas d'une seule dimension spatiale, nous avions les trois générateurs S = 9x,

V = QfGtW = tôx+mxQg, correspondant aux translations spatiales, translations

temporelles et boost galiléen respectivement. En deux dimensions spatiales x

et y, le groupe de Galilée consistera en sept transformations. On a en effet les

translations spatiales dans les directions x et y qui correspondent aux générateurs

TX = QX et Ty = Qy respectivement. On a aussi la translation temporelle de
générateur Tf = Qf. Les boosts galiléens dans chacune des deux directions spatiales

donnent Bx = t9x + x9g et By = t9y + y 9g. Une rotation dans le plan (xy) est
identifiée par la transformation:

x'= (cose)x — (sine)y, y'= (siTie)x + {cose~)y, t'= t,

ff = 9, p/=p, ^=cos(i^i+sin(J£)^, (5.4.13)
ip'2=- sin [ J£J ^i + cos [ g6 J ^2.

Elle correspond au générateur:

M = -y9^ + x9y + ji/'2^i - j^i^2. (5.4.14)

u

Les deux premiers termes du générateur M, reliant les coordonnées spatiales,

constituent la rotation ordinaire. Les deux autres termes, reliant les variables

impaires ^i et ^2 proviennent de la contribution du spin. En effet, si on examine

la charge conservée associée:

QM = j d2r[xpVî - ypv^} + ^ j d2r [p^a2tf)], (5.4.15)
il est évident que la première intégrale représente le moment angulaire orbital, et

la seconde le spin [Jackiw3]. Finalement, il faut encore noter que la translation



0

80

0

du potentiel 9 demeure une symétrie du système et correspond au générateur

Z=9e.
Nous déterminons les commutateurs entre ces générateurs et les généra-

teurs de supersymétries Qa et Qa:

[T,,Qi] = 0, [T,,Qi] = 0, [T,,Qi] = 0,

[Z,Qi] = 0, [B,,Çi] = 0, [B,,Qi] = 0,

[M,Qz] = i02,

[T^Q,] = 0, [Ty,Q^} = 0, [Tt,Q2] = 0,

[Z,Ç2] = 0, [B,,Q2] = 0, [By,Q,] = 0,

[M,Q2] = -jQi,

[T.,Çi] = 0, [T,,Çi] = 0, [Tt,Q,] = 0,

[ZA]=0, [B,A]=Q2, [B,,Çi]=Qi,

[MM = JÇ2,

[T,,Ç2] = 0, [T,,Q2] = 0, [Tt,Q,] = 0,

[Z,Q2} = 0, [B,,Q2] = Ql, [B,,Q2] = -Q2,

[M,Q2] == -jÇi.

u

5.4.2. Dilatations en deux dimensions spatiales

On retrouve également les dilatations obtenues dans le chapitre 3, mais

certaines modifications sont nécessaires pour préserver l'aspect symétrique. Dans
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le cas A = 0, nous généralisons les transformations L, R et F à:

L: x'=e£x, y'=e£y, t'= e2£t, 0'=0, p1 = p, ^=^',

R: x'=e£x, y'=e£y, t'= t, 0'=ez£0, p'= p, '0 = e£'0/,

F : x' =x, y' ==y, t' = t, 0' =0, p' = e£p, ^ = ^'.

Elles correspondent aux générateurs:

L = x9^+ y9y + 2t9f,

-R = x9^+ y9y + 209e + ^9^ + ^Q^ ,

F = p9,.

Nous obtenons alors les nouveaux commutateurs:

[L,Qi]=0, [R,Qi]=-Qi, [F,Çi]=0,

[L,Q,] = 0, [R,Q,] == -Q2, [F,Q,} == 0,

[^Çi]=-Çi, [^Çi]==0, [F,Çi]=0,

[LM = -Q2, [RM = 0, [F,Q2] = 0.

(5.4.16)

Pour le cas A 7^ 0, nous obtenons les dilatations correspondant aux gé-

nérateurs L ==L+F et R' = R—F, comme pour le cas ordinaire.

0
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5.4.3. Transformation confornae et superconforme

Nous avons déterminé que la transformation conforme:

x'=
x

l-et'
»'=-'

l-et'
t'=

t

l-et'

°'=e+w±^' p'=^-£t^ ^'=^ (5-4-17)
est une symétrie du modèle supersymétrique de Jackiw. Cette symétrie est en fait

une généralisation de la transformation conforme E déterminée au chapitre 3, et

elle est associée au générateur:

E = xt9^ + yt9y + tz9t +^2 + y2)9e - tp9p.

Le calcul des commutateurs donne:

(5.4.18)

[EM = o,

[^ÇiJ-Ai,

[EM = 0,

[E,Q2] = Â2,

où

Ai = xQ^ + yQi-tQi,

As = xQi - yQî - tQî.

(5.4.19)

(5.4.20)

(J

Nous postulons que ces nouveaux champs impairs, Ai et As, que nous venons de

découvrir sont des générateurs de nouvelles supersymétries appelées transforma-

tions superconformes d'après la terminologie de Freund [Freund]. L'analyse de ces
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transformations est encore incomplète, mais nous avons déterminé les commuta-

teurs suivants:

[T.,Ai] = Q2, [T,,Ai] = Qi, [î<,Ai] = -Ci,

[Z,Ai] = 0, [B,,Ai] = 0, [B,,Ai] = 0,

[M,Ai]=jA2, [Mi] = Ai, [-R,Ai]=0,

[F,Ai] = 0, [E,A,] == 0,

[r,,A2] = Qi, [r,,Â2] = -Q2, [Tt,A2] = -Q2,

[Z,À2] = 0, [B,,A2] = 0, [B,,À2] = 0,

[M,Â2]=-JAl, [I/,À2]=A2, [RM =0,

[F,À2] = 0, [Ê,À2] = 0,

{Qi,Ai}=B,, {Q2,Ai}=B,,

{Qi,A2}=B,, {Q^K-i}=-By,

0

Il est à noter que la formulation de supersymétrie de ce modèle est diffé-

rente de celles discutées dans les sections précédentes, car il n'est pas question ici

d'augmenter l'espace des variables indépendantes à un superespace, ni d'utiliser le

formalisme des superchamps. Dans les théories présentées dans les sections (5.1)

et (5.2), les transformations supersymétriques reliait les variables paires et im-

paires indépendantes. Celles du modèle de Jackiw relient au contraire les variables

dépendantes entre elles (les transformations Qa), ou même les dépendantes avec

les indépendantes (les Ça)- Une théorie supersymétrique du gaz de Chaplygin

dans un superespace n'a pas, jusqu'à date, été formulée.
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La contribution originale de ce mémoire consiste donc en deux développe-

ments. Premièrement, nous avons calculé et analysé en détail l'algèbre des symé-

tries des équations du gaz de Chaplygin en une dimension. Deuxièmement, nous

avons identifié les transformations supersymétriques correspondant aux charges

conservées déterminées par Jackiw et al. pour le modèle généralisé. Nous avons

aussi identifié deux nouveaux générateurs impairs Ai et À2 qui correspondent à

des transformations superconformes. Il est probable que le modèle de Jackiw ad-

met d'autres symétries conformes, incluant possiblement des généralisations des

transformations C' et P déterminées au chapitre 3. Cela mènerait sans doute à

des transformations superconformes additionnelles.

Nous postulons également la possibilité d'une formulation supersymé-

trique du gaz de Chaplygin plus semblable à celle discutée dans les premières

sections du chapitre 5. Cela impliquerait la formation d'un superespace de coor-

données paires et impaires en ajoutant des variables de Grassmann indépendantes

ipi et y?2, et la reconstruction du lagrangien et des équations en termes d'un su-

perchamp:

F{x,y,t^^ipî) = A{x,y,t} + y3iXi(^,?/^) + (P2Xî(.x,y,t) + if>^2B(x,y,t)

où les fonctions A, ^a et B dépendent des champs p et 0 du modèle ordinaire, ainsi

que des variables ^a introduites par Jackiw. Il est généralement plus simple de

formuler la mécanique des fluides sous forme relativiste [Nyawelo, Landau2], et il
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est probable que celle-ci constitue une description plus exacte des phénomèmes en

hydrodynamique. Un modèle d'action supersymétrique a été proposé récemment

par T. S. Nyawelo, J. W. van Holten et S. Groot Nibbelink [Nyawelo] pour une

théorie relativiste en trois dimensions spatiales. Ce pourrait être le point de départ

pour une étude plus à fond le modèle proposé par Jackiw et aussi faire une analyse

détaillée de ses symétries et supersymétries.

0

0
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