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SOMMAIRE

L'étude de la classe des systémes différentiels quadratiques dans le plan est
une tache trés complexe, due a la taille importante que prend cette classe. En fait,
elle dépend, & travers des changements de coordonnées affins, de cinq parameétres.
(’est ce grand nombre de paramétres, et la quantité importante de portraits de

phases que ca implique, qui en rend I’étude difficile.

Un certain nombre de sous-classes de ces systémes quadratiques, qui pos-
sédaient des propriétés spécifiques, ont déja été étudié. Citons par exemple les
systémes avec centre (voir [Sch93al, [Sch93b]) ou encore les systémes avec foyer
faible d’ordre trois (voir [AL97]). Le but de ce mémoire est d’étudier une autre
sous-classe. Nous aborderons pour la premiére fois et de fagon détaillée la classe
des systémes quadratiques avec point de selle intégrables. Qu'’ils soient intégrables

ressort, en fait, du travail de Dulac (voir [Dul08]).

Dans ce mémoire, on construit les diagrammes de bifurcations de plusieurs
de ces systémes et on dresse la liste des intégrales premiéres de ces systémes &
I’aide des courbes algébriques invariantes. C’est Mathieu Gagné qui s’est d’abord
penché sur ce sujet de recherche, lors d’un travail pour une bourse du CRSNG, &
Iété 1992. T1 avait alors commencé ’étude des portraits de phases pour les cas non-
Hamiltoniens ainsi que le calcul des courbes algébriques invariantes. Nous avons

donc complété 1’étude des portraits de phases pour tous les cas non-Hamiltoniens
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et avons étudié en détail le cas Hamiltonien, qui était le plus complexe. Notre
approche, pour ce probléme, est analogue a celle utilisée par D. Schlomiuk dans
[Sch93a] et [Sch93b] et celle utilisée par J. Pal et D. Schlomiuk dans [PS97].
Cette approche, qui agence les méthodes géométriques et algébriques, donne une

vision beaucoup plus globale de la géométrie de cette sous-classe de systémes.
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INTRODUCTION

Dulac considére des équations différentielles

X(z,y)dy + Y(z,y)dz =0 (0.0.1)

oit X et Y sont des fonctions holomorphes au voisinage d’un point singulier

(9, o) non-dégénéré, au sens que la matrice jacobienne

3—5(330, Y%o) %(130, Yo)

—%(370,3/0) _%(xo,yo)

admette des valeurs propres A; et g telles que A Ay # 0. Soit A = i—; Par des

changements affins de coordonnées, I’équation (0.0.1) se raméne sous la forme:
(z+..)dy+ My +...)de =0 (0.0.2)

oil 'on n’a écrit que les termes de degré le plus bas. Dulac considere alors le
cas oll A est négatif et, plus précisément, au cas oit ¥ = —A > 0 est rationnel,
c’est-a-dire ol ¥ = p/q avec p et g des entiers positifs. Il cherche "une intégrale
générale de la forme yz"H(z,y) = ¢, ¢ une constante et H étant holomorphe au
voisinage de (0,0) et non nul pour z =y = 0" (cf. [Dul08], page 4). C’est ce que
Dulac appelle centre.

Dans [Dul08|, Dulac considére, pour des équations quadratiques, le cas ou
A = —1 (v = 1) et il montre que si Porigine est un centre pour une équation du

type de (0.0.2) avec A = —1, alors cette équation est intégrable en termes finis,



c’est-a-dire que par un nombre fini de "transformations" effectuées & partir de
’équation, on arrive & l'intégrer par diverses méthodes ad hoc.
Dans ce mémoire, nous nous intéressons aux systémes d’équations différen-

tielles dans le plan:

(P)

avec P et Q analytiques au voisinage d’un point singulier (zo, Yyo). Pour ces sys-
témes réels ou complexes, on peut adapter la notion de centre au sens de Dulac
et nous nous intéresserons au cas A = —1. Supposons donc que le systéme pos-
séde un point singulier (zo, o), i-e. P(%o,%0) = 0 = Q(Zo, o), tel que les valeurs
propres Ap, Ay du linéarisé du systéme soient non-nulles et que A = % = —1. Cela
revient & dire que la matrice du linéarisé a une trace nulle. Si ce systéme admet
une intégrale premiére holomorphe au voisinage de (o, %), on dira que (zo, Yo)
est un centre.

Nous nous intéressons maintenant au cas ou P et () sont tous deux réels. Dans
ce cas, on a deux possibilités. Soient A;, Az € C\ R, et, dans ce cas, A;2 = +iw,
ou encore A, Ay € R. Restreignons-nous aux systémes réels (P) quadratiques, i.e.
P et Q sont des polynomes & coefficients réels tels que max(deg P, deg Q) = 2. Si
A1,2 = =iw, alors (2o, yo) est un centre au sens de Dulac si et seulement si (%o, Yo)
est un centre, c’est-a~dire une singularité isolée entourée de courbes de phases
fermées. Les systémes ont été étudiés en détail dans [Sch93a] et [Sch93b].

Le cas qui n’a pas été considéré dans la littérature est le cas ot A, A2 € R
et i—; = —1. C’est ce cas, dont ’étude a été commencée par M. Gagné dans un
travail d’été sous la supervision de Mme D. Schlomiuk, qui sera étudié dans ce

mémoire.



Un tel systéme se raméne par un changement affin réel de coordonnées a la

forme canonique suivante:

&= T+ asx? + a11 2y + agay® + aze® + ...

§ = —y + baox® + byyzy + booy?® + bgoz® + ...

avec a5, bij; € R. On vérifie sans peine que la transformation (z — X +Y ,y —

X —Y) raméne ces systémes 2 la forme canonique suivante:

&=y + Aga® + Anzy + Apy® + Asez® + ...
§ = & + Bayz? + Bizy + Booy® + Baoz® + ...

(57)

En effet,
X=g+9)=tz—y+.]=Y+..
Y=1¢-9)=5@+y+.]=X+..

Dans ce mémoire, on étudie les systémes (S’) qui sont quadratiques. La forme

canonique est:

i =y + kz? + mzy + ny® (5Q)
§ =z + az® + bzy + cy?

dont I’espace des paramétres est R® /0. On peut maintenant abaisser la dimension
de cet espace pointé & 5, de la facon suivante. On se raméne & un systéme ou les
paramétres a et ¢ sont égaux. Si, déja, a = ¢, iln’y arien & changer. 5i k = n, étant
donné que les solutions z(t) et y(t) sont définies sur R?, on peut les interchanger
et on a le résultat. Dans le cas ot (a — ¢)(k —n) # 0, on utilise la propriété selon
laquelle les systémes de la forme (SQ) soient invariants sous 'action du groupe
des rotations hyperboliques. On effectue donc la rotation hyperbolique des axes

correspondant 4 un angle .

i coshf —sinhf ¢
Y —sinh# coshf 7



D’o1,

¢ coshf sinhé z
n sinh® cosh# Y

Cela nous donne un systéme de la forme (SQ) en ( et 7, i.e.

$=n+ K +m/Cn+n'n
n=(+a+¥(n+cn.
Posant les nouveaux coefficients égaux (a’ = ¢), on trouve la condition:

(n.— k) tanh® @ + (c — a) tanh® 0 + (k — n) tanh§ + (a —¢) =0

qui est une équation cubique en tanh # avec coefficients réels non-nuls. La cubique
(n—k)t3+(c—a)t2+(k—n)t+(a—c) = 0 se factorise: (t—1)(t-+1)((n—k)t+(c—a)) =

0. Comme tanh § € (—1,1),sit = £% € (—1,1), on ramene le systéme au systeme

(S) avec a =c. Si t = &2 € (—o00,—1) U (1,00), on utilise 'équation cubique en

coth @ et on peut encore se ramener au systéme (S) ci-dessous. Dans ce mémoire,

on traitera les cas T==¢ # *1.

On considérera donc désormais les systémes de la forme:

& =y + k2 + mzy + ny? s)
g =z + az? + bzy + ay?

avec coefficients k,m,n,a,b € R. Nous trouvons les conditions sous lesquelles

l’origine est un centre pour un systéme quadratique (S), nous donnons le dia-

gramme de bifurcations de ces systémes ainsi que toute la liste des intégrales pre-

miéres. Ces intégrales premiéres ne sont pas calculées par diverses méthodes ad

hoc comme ’a fait Dulac. Pour leur intégration, on n’utilise qu’une seule méthode:

la trés belle méthode géométrique d’intégration a I’aide des solutions algébriques

des systémes, méthode introduite par Darboux dans [Dar78]. En I'appliquant ici,



on obtient une unification des preuves d’intégrabilité des systémes. Ces solutions

algébriques sont aussi un joli outil pour tracer les portraits de phases.



Chapitre 1

CONSTANTES DE POINCARE-LYAPUNOV

Dans ce chapitre, nous donnons d’abord le bagage algébrique nécessaire pour,
enfin, déterminer les conditions d’intégrabilité pour un systéme avec point de selle

de trace nulle & l'origine.

1.1. PRELIMINAIRES

1.1.1. La notion d’intégrabilité

D’abord, nous définissons l'intégrabilité:
Définition 1.1.1. Une fonction différentiable F' € C*(U,R) ot U est un ouvert

de R? est une intégrale premiére d’'un systéme

(1:1:1)

dans U si F est constante pour toutes les solutions (z(t),y(t)) dans U , ie.
qu'il existe K une constante telle que F(z(t),y(t)) = K, pour tout ¢ tel que
(z(t),y(t)) € U. Si pour tout sous-ensemble ouvert V' de U, il existe une intégrale
premiére F non-constante, alors le systéme (1.1.1) est dit intégrable sur U.
Pour P et @ donnés, dans ’anneau Rz, y] de séries formelles & coefficients

dans R, on pose 'opérateur D : = 4 — pl8 4 09 QOn voit facilement que
@t Bz 3y q



F :U — R € C(U,R) est une intégrale premiére de (1.1.1) sur U si et seulement
si DF =0sur U.

1.1.2. Théoréme de la base de Hilbert

On se référera a [Lan93].
Définition 1.1.2. Un anneau commutatif A avec élément unité est Noethérien
si tout idéal 7 de A posséde une base finie, c’est-a-dire qu’il existe un ensemble
fini S de I, S = {s1,5,..., 51} tel que S engendre I ((S) = I), ou encore tout
élément a de I est de la forme a = a;51 + agsy + ... + agsg, o0 8; € S et a; € A,
i=1,..k.

Alors le théoréme de la base de Hilbert sur les idéaux des anneaux de poly-
ndmes s’énonce ainsi.
Théoréme 1.1.1. Siun anneau commutatif A avec élément unité est Noethérien,
alors I'anneau de polynémes A[X] est aussi Noethérien.
Corollaire 1.1.1. Si un anneau commutatif A avec élément unité 1 est Noethé-

rien, alors 'anneau A[zq, ..., Z,| est aussi Noethérien.

1.1.3. Bases de Griébner

On aura besoin plus tard d’utiliser des bases d’idéaux ayant de bonnes pro-
priétés. Ces bases seront les bases de Grobner. Cette partie est un résumé du
chapitre un de ouvrage de Adams et Loustaunau [AL94]. Une base de Grob-
ner est une base d’un idéal d'un anneau de polynémes & plusieurs variables qui
a certaines propriétés intéressantes. Introduisons quelques notations utiles pour
définir les bases de Grdbner.

— Si K est un corps, on a K[z, ..., 7,], 'ensemble des polyndmes en n variables

avec coefficients dans K, qui consistent en une somme finie de termes de la

forme axfl...xgn, ota€cKet feN, pourtouti=1,...,n.



— On appelle produit de puissances un mondéme de la forme f (Z1y iy Tn) =
g .. .zfr = 2P avec B € N". L’ensemble de tous les produits de puissances
est noté T = {zf*..af | B €N, i=1,..,n} = {z°}.

— 11 est trivial d’ordonner un tel ensemble dans le cas n = 1; pour ordonner
T”, avec n > 1, on rappelle un ordre total.

Définition 1.1.3. Un ordre total strict, <, sur X est une relation d’ordre
entre éléments de X si et seulement si pour tous z,y € X, on a exactement
une des situations suivantes satisfaite: z < y, ¢ = y ou y < z et que si, pour
z,y,2€ X,onaz<yety<zalorsz <z
Définition 1.1.4. Un "terme-ordre” sur T" est un ordre total < tel que:
o 1 <zP VP €T et 2f #1;
o 2% < zP, alors %7 < Pz, V7 € T".
Exemple 1.1.1. L’ordre lezicographique (noté lex) sur T avec T, < Zn_1 <
... < Ty < 71 est défini comme suit:
Soient o = (a1, g, .., ) €t B = (B, Bo, ..., Bn) € N?, on dit que z* < z?
si et seulement si les premiéres coordonnées ¢; et §; de la gauche qui sont
différentes satisfont o; < f;.
Exemple 1.1.2. L'ordre de degré lezicographique (noté deglex) sur T"
avec T, < Tp_1 < ... < Ty < 1 est défini comme suit:
Soient o = (al,gg, ...,oz,;b) et 3= (51,02, .-, Bn) € N*, on dit que
Yo <Y
i=1 i=1
% <1 & ou
n

n
Sa; =Y G et ® < 2P avec l'ordre lex.
=1

i==1



_ Définition 1.1.5. Soit < un ordre de termes sur K[zy, o, ..., Z,], alors
Vi € Klzy, 22, ., T, f # 0, 0n a f = 1% + apz* + ... + ana®™, ol
0#£a; €K z% €T, Vi=1,..,n et z* > 2% > ... > z%. On dénote:

e Ip(f) = z*, le produit de puissances dominant;

le(f) = ay, le coefficient dominant;
e [t(f) = a1z, le terme dominant
avec la convention [p(0) = lc(0) = it(0) = 0.

On définit maintenant une base de Grébner.
Définition 1.1.6. Un ensemble de polynémes G = {g1, 92, ..., g:} d’un idéal I
d’un anneau de polynémes, K[z, %2, ..., T,], est une base de Grébner pour I <
VfeItel que f+£0,3ie{1,2,..t} tel que Ip(g;) divise Ip(f).

On peut en fait démontrer qu'une base de Grobner pour un idéal est une
base au sens oil on 'entend, c’est-a-dire que si G = {g1, g2, ..., g¢} est une base de

Grobner pour I, alors (g1, g, ..., 9¢) = 1.

1.2. CONSTANTES DE POINCARE-LYAPUNOV ET CONDITIONS D’IN-

TEGRABILITE

Dans [Shi84], Shi démontre un lemme pour des systéme différentiels polyno-
miaux & = —y + ..., ¥ =  + ... qui permette de déterminer les conditions pour
avoir un centre dans le cas quadratique. Nous considérons ici 'analogue du lemme
de Shi, prouvé par M. Gagné pour les systémes qui nous intéressent, £ =y + ...,
y=z+...

Théoréme 1.2.1. Soit le systéme:

(1.2.1)
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oi Py(z,y) et Qi(x,y) sont des polynémes homogenes de degré ¢ en z et y, c’est-
i . . . i - . .
a-dire Pi(z,y) = ) a;;z" 7y’ et Qi(z,y) = 3 byyw* ™y’
=0 =0
Alors il existe une série formelle F' € Q[ag, ..., bon][Z, ¥] telle que

F(z,y) = 3@ — ) + Fa(a,v) + Fa(o.) + -

(les Fi(z,y) étant homogenes de degré i) et il existe V4, ..., Vi, ... € Qlazo, --., box]
tels que

0
oy, %Q - vt -y
n n

avec P =} Pi(z,y) et @ = Qi(z,y).

La déll;gnstration de ce tlh:goréme est faite dans I’annexe du présent mémoire.
Les V; ainsi définis sont appelées les constantes de Poincaré-Lyapunov correspon-
dant aux systémes de la forme (1.2.1). Analoguement au cas traité dans [Shi84|
et [Shi81], on a que V| est uniquement déterminée, mais qu’il n’en va pas de
méme pour les autres constantes. La k® constante de Poincaré-Lyapunov, Vi, est
uniquement déterminée modulo l'idéal engendré par les constantes précédentes
(voir Pannexe). Plus précisément, on a:
Théoréme 1.2.2 (Gagné). Soit A = Qlag, ..., bon), I'anneau engendré par les
coefficients du systéme (1.2.1), sur le corps des rationnels. Soit une collection de
constantes de Poincaré-Lyapunov Vi, Va, ..., Vi pour (1.2.1), et soit Ji—1, l'idéal
de A engendré par Vi, Vs, ..., Vi_1. Si {Wi, Wa, ..., Wi} est une autre collection de

constantes de Poincaré-Lyapunov de (1.2.1), alors
Wc = Wk (mOd jk—l)’

ou encore Vi, — Wy € Ji_1.
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De la preuve de ce théoréme, on tire le théoréme suivant, qui est une conse-
quence du théoréme de la base de Hilbert et qui apporte plus d’information sur
la structure des constantes de Poincaré-Lyapunov:

Théoréme 1.2.3. Soit un systéme (1.2.1). Il existe un entier naturel N € N et
B; € Qlagg, -, bon), © = 1,2, ..., N tels que si les constantes de Poincaré-Lyapunov

de (1.2.1) sont {V;}ien, alors,

i—1 &
kBi+ Y P®B,, i=1,2,..,N
k=1

V= (1.2.2)

LA -
k=1

pour k; € Q\{0} et Pi(k) € Qlag, --., bom]- Ce qui revient a dire que (B, By, ..., By) =
V1, Va, ..., V).

1l devient clair qu’un point de selle & P'origine du systéme (S) est intégrable
si et seulement si toutes ses constantes de Poincaré-Lyapunov sont nulles (i.e.
0=V, =V, =..=V,=..), ou encore, avec ce dernier théoréme, si et seulement
gi B;=0,i=1,2,...,N.

Définition 1.2.1. Soit un systéme (S) ayant toutes ses constantes de Poincaré-
Lyapunov nulles. On appelle l'origine de ce systéme une selle réguliére.

D’un autre point de vue, soit J = (V4,V5,...), I'idéal engendré par len-
semble des V;. Le théoréme de la base de Hilbert nous assure de I'existence d’une
base finie pour J, A étant un anneau Noethérien. Il existe donc une collection
{By, By, ..., By} C J telle que J = (By, By, ..., By). Dans notre cas, les calculs

des B; se font en utilisant les bases de Grdbner, qui sont des bases avec des bonnes
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propriétés. Les calculs ont été fait par Mathieu Gagné a I’aide de son programme
en Maple qui est présenté en annexe. Les résultats sont exposés ici.

Théoréme 1.2.4. Pour le systéme (S), on a
B: = (2a+m)(k —n)
By, = m(b+ 2k)(k — n)(b+ 5n — 3k) (1.2.3)
Bs = m(b+ 2k)(k — n)?(4kn — 8n® + m?)

avec
Vi=—5B
Vo=—5By+ PyBy (1.2.4)

Vs = 555 Bs + P + P; B

ou les Pj(i) € Q[k, m, n, a, b] sont homogenes, donc les Vi sont aussi homogeénes.
Ces résultats peuvent aussi étre obtenus par calculs directs, & cause de la
forme spéciale des systémes. Notre hypothése est que l'origine du systéme (S)
soit une selle réguliére. Pour avoir une intégrale premiére locale quadratique, il
est nécessaire d’avoir B; = 0 pour tout i, donc, en particulier, By = By = B3 = 0.
Corollaire 1.2.1. Si un systéme (S) posséde une selle réguliére, alors une des

conditions suivantes est satisfaite:

m+2a=b—-3k+n=a’>+kn—2n2=0
m=a=20

(1.2.5)
) k—n=0

H) b+ 2k=m++2a=0 (la condition hamiltonienne)

P N

DEMONSTRATION. On montre que B; = By = B = 0 si et seulement si une des
conditions énumérées ci-haut est satisfaite. Supposons que B; = By = B3 = 0.

Puisque B, = 0, alors soit k —n =0, ou bien 2a+m =0. Sik—n =0 (condition
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(II1)), nous avons tous les B; = 0, i = 1,2,3. Si 2a+m =0, on a deux cas: ou
bien @ = m = 0, ou bien am # 0. Si a = m = 0 (condition (II)), on a encore
B; =0, i =1,2,3. Mais si am(k — n) # 0 = 2a + m, puisque B = 0, on a soit
b+ 2k = 0, soit b+ 5n — 3k = 0. Si b+ 2k = 0 = 2a + m, la condition (H) est
satisfaite et les B; = 0. Si b+ 2k # 0 et b+ 5n — 3k = 0, puisque Bs = 0, il faut
imposer 4kn — 8n% + m? = 4a® + 4kn — 8n? = 0, (car 2a +m = 0), ou encore
a2 + kn — 2n? = 0. Donc, on doit avoir m+ 2k = b—3k+5n = a®+kn—2n* =0,
la condition (I) est satisfaite. Inversement, on voit facilement que si 'une des

conditions précédentes est satisfaite, alors B; = By = Bs = 0.
O

Ces conditions sont-elles suffisantes pour que lorigine de tels systémes soit
un centre de Dulac (c’est-a-dire un point de selle intégrable dans un voisinage)?
On montre que la réponse est affirmative par la méthode de Darboux expliquée

au chapitre suivant.



Chapitre 2

COURBES ALGEBRIQUES INVARIANTES

Dans [Sch93a] et [Sch93b|, on étudiait les systémes avec centre dont la

forme canonique utilisée, appelée forme de Kapteyn, était:

s = —y — ba? — Coy — dy?
& y—bx Ty — dy (50)
§ =z + az® + Azy — ay®

On peut communiquer du systéme (SC) au systéme (S) réel a 'aide de la trans-

formation:
(z,y,t) — (X, 1Y, i), (2.0.6)

tirée de [RJI89], en autant que b,d, A € IRou iR = {z € C | Rz =0}eta,C R
En effet, %X = &Xdz &t — 1(_y _ pg? — Coy — dy?)i = Y —ibX* — CXY +idY?

et 4 = %%% = Yz + az? + Azy — ay?)i = X +aX? +iAXY + aY? Les
systémes sont intégrables car analogues 4 des centres. Donc, du travail de Dulac
[Dul08], il ressort que les intégrales sont élémentaires (on peut les calculer par
des méthodes ad hoc), mais nous les calculerons a ’aide des courbes algébriques

invariantes et de la méthode de Darboux.
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2.1. DEFINITIONS ET METHODE DE DARBOUX

Maintenant, on introduit la définition de courbe algébrique invariante pour

un systéme:
(2.1.1)

Définition 2.1.1. Soit f € Clz,y] et la courbe C : f(z,y) = 0. Alors C est
une courbe algébrique invariante pour le systéme différentiel (2.1.1) s’il existe
K € C[z,y] tel que Df = fK, ou K est appelé le cofacteur de f.
Définition 2.1.2. Une solution algébriqgue de (2.1.1) est une courbe algébrique
invariante f(z,y) = 0 pour ce systéme, oil f est un polynome irréductible sur C.

La méthode de Darboux vise & trouver des intégrales premiéres a l’aide de
courbes algébriques invariantes. Les intégrales premiéres de Darboux sont de la
forme particuliére F(z,y) = C, ou F = H £, avec \; € C et f; € Clz,y]
ou bien avec f; exponentielle d’'une fonctlon ;atlonnelle de C[z,y]. Si on a assez
de courbes algébriques invariantes f; = 0 pour (2.1.1), alors F(z,y) = C sera
une intégrale premiére pour ce systéme. Le terme assez est trop flou, ici, mais le
théoréme suivant, di & Darboux, le précise.
Théoréme 2.1.1 (Darboux). Soit un systéme (2.1.1). Si fi(z,y) = 0, ¢ =
1,...,q sont des solutions algébriques distinctes, avec cofacteurs respectifs X; et
q > —"i(mT"'l—) (ott m = max(deg P,deg@)), alors il existe des A; € C, 1 =1,...,¢
tels que F' = ﬁ fi)‘i = C soit une intégrale premiére de (2.1.1), en ce sens que
DF =0, avec z17(.1)pér.amteur différentiel D = P2 + Q%.

Des précisions intéressantes concernant cette méthode trés utile pour déter-

miner lintégrabilité de systémes apparaissent dans [Sch93a]. On réfere & cet

article pour les détails.
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2.2. DROITES INVARIANTES

On cherchera & obtenir maintenant les droites invariantes du systéme (S)

i =y + k2 + mzy + ny?
7 =z + az® + bzy + ay?

On devra considérer séparément les cas oil la droite passe par 'origine et ceux ou

ce n’est pas le cas.
2.2.1. Droites passant par 1’origine

Proposition 2.2.1. Le systéme (S) posséde une droite invariante passant par

V'origine si et seulement si une des conditions suivantes est satisfaite:

i) b+m==k+n+2a auquel cas, ladroite est z +y =10

i) b—m =k+n—2a auquel cas, la droite est z —y =0

DEMONSTRATION. F' est de degré 1, donc s’il existe un cofacteur K, il sera
évidemment de degré 1 lui aussi. Posons donc F(z,y) = fioz + foy et K = ko +
k1o + ko1y. Remarquons qu’on ne peut avoir fig = 0, sinon on aurait F(z,y) =y
et DF = Q = z + az? + bzy + ay? qui ne peut étre égal & y(ko + k102 + ko1y). On
peut donc, sans perte de généralité, supposer fio = 1.

Maintenant, P25 + Q‘Z—g =FK

ce qui implique (y + kz? +may+ny?) + for (z+az? + bzy +ay®) = (x+ foy) (ko +
kvoz + kory)
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ou encore, égalant les coefficients,

(1) fu—ko=0

(2) 1— forko=0
§ B) k+afor—ko=0

(4) m+bfor — kwfor — ko1 =0
[ (5) n+afor— fokon =0

De (1), fOl = k'[), dans (2), fézl =1= f[)1 = k.

~§i for =1, de (3) et (5), on a que kig = k + a et koy = n + a. Dans (4), on
obtient que m+b— (k+a)— (n+a) =0=>m+b =k +n+ 2q, et ainsi
Fle ==~y

— si for = —1, de (3) et (5), on a que kig = k — a et ko = n—a. Dans (4), on
obtient que m —b— (k—a) — (n—a) =0=b—m =k +n — 2a, et ainsi

Flz,y)=z—-y.

2.2.2. Droites ne passant pas par l'origine

Etudions maintenant les conditions pour que le systéme posseéde une droite
invariante ne passant pas par l'origine.
Proposition 2.2.2. Si le systéme (S) posséde une droite ne passant pas par
l'origine, alors ou bien a = 0 et b # 0 et, dans ce cas, la droite invariante est

1+ by =0, ou bien £ = n.

DEMONSTRATION. Soient F(z,y) = 1 + fi0z + foy et K(z,y) = kT + ko1y.
- oF aF _
Maintenant, P35 + i FK

donc fio(y+ k2?2 +may+ny?) + fo (z+az? +bzy +ay?) = (1+ frox+ fory) (kwoz +
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ko1y) en égalant les coefficients, on obtient:

’

for = k1o
f10 = ko1
§ kfio+afor — fiokio =0
mfio + bfor — fiokor — forkio =0
| nfio +afor — forkon =0

ou encore, éliminant les deux premiéres conditions:

(1) kfio+afor — frofor =10
(2) mfio+bfo— flo—f =0
(3) nfio+afo — fiofor =0
Soustrayant (1) de (3), on obtient fio(k —n) = 0. Si k # n, alors il faut que
f10 = 0. Mais dans (1), nous donne afy; = 0, d’ot @ = 0, car fo; = 0 ne nous
donnerait plus une droite. Retournant dans (2), on a bfo, — f& =0et doncb+#0,
car sinon fo; = 0. On obtient donc que fo; = b # 0, d’ou, F(z,y) = 1 + by. Dans

le cas ol k = n, le systéme est de la forme:

& =y + ka® + mzy + ky?

(2.2.1)
g =z + az? + by + ay?
qu’on peut ramener & un systéme de la forme:
& =y + Kz? + Mzy + Ky?
: P (2.2.2)

y=z+ Bxy

en effectuant une rotation hyperbolique, qui conserve les conditions k£ = n et

¢ cosh@ sinh@ P
n sinh @ cosh@ Y
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avec tanh @, une racine réelle de
ktanh® 0 + (a — m) tanh® 6 + (kK — b) tanh 0 +a = 0.
Egalant une fois de plus P& + %;— =FK,ona
Fro(y + Kz + May + Ky?) + for(z + Bzy) = (1 + frz + foy)(fuz + foy)

d’ou les conditions:
(1) Kfio= fofor
(2) Mfo+Bfor = fiy + far
—si fio = 0, on a que Bfy; = f&, et, puisque fo; # 0, fio = B et la droite
invariante est F'(z,y) =1+ By = 0.
— si fip # 0, alors fo; = K, et on obtient, dans (2), fi— M fio+K*—BK = 0.

2
Si K =0, fio = M, sinon fio = MM ;‘W(B—’C)

, d’on les deux droites

invariantes

Fi(z,y) =1+ &%@x—HCy: 0
et

F (z,y)=1+ -M_Q—\/ZaH—ICy:O

ot A =/ M24+4K(B - K).
On remarque que si A = 0 # K, on n’a qu’une droite invariante, & savoir F'(z,y) =
14 “—M?_—x + Ky =0.
(]

En résumé, le systéme (2.2.1) posséde une droite invariante ne passant pas

par Uorigine si et seulement si une des conditions suivantes est satisfaite:



k=n K#0et A#0 | f(z,

Condition droite invariante

a=0etb#0 flz,y) =14+by=0

k=net B£0 flz,y)=1+By=0
z,Y)

=2+ M*VA)z+2Kz =0

k=n,K#0et A=0

f(a;,y)=1+%ac—l—l€y=0

k=nK=0et M#0

flz,y)=1+Mz=0

TABLEAU 2.2.1. Droites invariantes

2.3. CONIQUES INVARIANTES

Le calcul des coniques irréductibles invariantes a été fait par Mathieu Gagne,

utilisant Maple V. Le résultat est résumé ci-dessous. On peut vérifier que ces
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coniques sont en effet des coniques invariantes pour notre famille de systémes par

calcul direct sur ces coniques.

Théoréme 2.3.1. Le systéme (2.2.1) posséde une conique irréductible invariante

ne passant pas par l'origine si et seulement si une des conditions suivantes est

satisfaite:

I Condition

| Conique irréductible invariante

k=m=0etb=n

fi(z,y)=1+1tz? —ty? =0,avec t # 0

n=m=a=0et b=k

folzyy) = 1+ 2ky +t2? + (k2 — t)y®> =0, avec t # 0

k=mn,m=2a¢et b=2k

fa(z,y) = 1+ 2az + 2ny + tz? — ty? =0, avec 0 # ¢ # o® —n?

a=m=20

k(k +n + b)(2k — b)(k — b)(k —n) £ 0

f4 (fL‘, y) (b —

— n)(1 4 2ky) + k(b — 2k)((k — b)z? +ny® =0

e?+2n2+am —kn=20
a? +3n24+nb—2kn=0
n(n? + am +a?) #0

f5(z,y) = n? + (n? + am + o*)((oz — ny)* +2ny) =0

TABLEAU 2.3.1. Coniques irréductibles invariantes
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Remarque 2.3.1. Etudions maintenant la nature de ces coniques irréductibles
invariantes. Les coniques données par f;(z,y) sont des hyperboles, celles données
par fo(z,y), si k = 0, sont des hyperboles, ou encore si k # 0, mais que t(k?—t) <
0. Par contre, si t(k* —t) > 0, on a des ellipses et si t = k?, ce sont des paraboles.
Celles données par f3(x,y) sont des hyperboles. Pour ce qui est des coniques
données par les fi(z,y), si n = 0, ce sont des paraboles. Enfin, les coniques

données par les fs(z,y) sont des paraboles.



Chapitre 3

CAS (III)

3.1. PRELIMINAIRES

On commence maintenant 1’étude des cas (II1), (II) et (I), ainsi que le cas
(H) dans le détail. On devra déterminer dans chaque cas les points singuliers et
discuter de leur nature, observer ce qui se passe sur la droite & l'infini et faire la
méme étude pour les points singuliers situés & I'infini. Pour ce faire, on utilisera

les techniques regroupées dans cette section dans les quatre prochains chapitres.

3.1.1. Théoréme de Hartman-Grobman

Pour tracer le portrait de phases d’un systéme & = f(z), on s'intéresse
d’abord aux points singuliers de ce systéme, les points zg ot f(zo) = 0.
Définition 3.1.1. Deux systémes différentiels X = f(X) et X = g(X), définis
respectivement sur des ouverts de R?, U et V, sont dits topologiquement équiva-
lents s'il existe un homéomorphisme h : U — V, tel que h applique les orbites du
champ de vecteurs f sur les orbites du champ g tout en préservant I'orientation
des orbites.

Définition 3.1.2. Un point singulier 7o de & = f(z) est dit un point singulier
hyperbolique si toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne J #(zp) ont une

partie réelle non-nulle.
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Théoréme 3.1.1 (Hartman-Grobman). Soit zo un point singulier hyperbo-
lique de & = f(z), alors il existe un voisinage de zo dans lequel le systéme & = f(z)

soit topologiquement équivalent au systéme linéaire & = J¢(zo)z.

3.1.2. Compactification de Poincaré

Pour étudier les points singuliers & l'infini d’un systéme:

()

avec P, Q € Rz, y], on effectue la compactification de Poincaré (cf. [Vel69]). On
représente dans R® avec coordonnées (X,Y, Z), le plan (z,y) par le plan Z = 1.
On projette le plan sur la sphére unité S* (c’est-a-dire l'ensemble des points
(X,Y,Z) € R® tels que X% + Y? + Z? = 1), utilisant la projection centrale. Un
point du plan Z = 1 est envoyé sur deux points de S? diamétralement opposés.
Ce processus de projection centrale génére sur le complément de 'équateur de la
sphére un champ de vecteurs (S') associé au champ dans le plan (z,y) défini par
le systéme (S). Dans [Vel69], on montre qu'il existe un champ analytique A(S)
sur la sphére tel que sa restriction & ’hémisphére nord ((X,Y,Z) € R? tels que
X2 4+Y24 72 =1 et Z > 0) ait un portrait de phases topologiquement orbita-
lement équivalent & celui défini par (S). La compactification de (S) est obtenue
en considérant la restriction de A(S) & 'hémisphére nord complété de I'équateur.
La champ de vecteurs A(S) est ensuite projeté verticalement sur le plan (z,y)
(i.e. Z = 1), le portrait de phases apparaissant sur le disque de rayon 1. Sur le
diagramme de bifurcation, les portraits des systémes seront représentés sur des
disques. Les points & I'infini sont situés sur I’équateur, lors de la compactification
et, aprés la projection verticale, se retouvent sur la circonférence du disque de

rayon 1.
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E\"‘—" ;X
SN
(b) Etape 2.

Fic. 3.1.1. Compactification de Poincaré

Pour l’étude des points singuliers & 'infini, de la sphére, on considére deux
cartes:

— Touvert X > 0 que on projette sur le plan X =1

— Iouvert Y > 0 que l'on projette sur le plan Y =1
Donc, par exemple, pour la premiére carte, si on choisit un point du plan aux

coordonnées (z,y) 'application envoyant sur un point de la sphére est:

(x,y)|—>(X(a:,y),Y(m,y),Z(:c,y))=(\/&:2 _|_xy2_|_1,\/:1;2—f,y2+1,\/l‘2—i—1y2+1)-

Ensuite, de la sphére, on projette sur le plan X = 1, de coordonnées (u, z), avec
(u,2) = (%£,%) = (4 1). Donc, le changement de coordonnées de cette carte
sur l'ouvert X > 0 est (z,y) — (u,2) = (%, 1). De méme, le changement de
coordonnées sur la deuxiéme carte est (z,y) — (2,v) = (i, %)- On utilisera ces
changements de cartes avec ces changements de coordonnées dans la section sur

les points singuliers & l'infini, la section 3.3.
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Fic. 3.1.2. Ezemple de carte utilisée pour I’étude des points singuliers & Uinfini

3.2. ETUDE DES POINTS SINGULIERS DANS LE PLAN AFFIN

Le cas (III) impose la condition sur les paramétres k¥ = n dans le systéme

(S). On étudie donc les systémes suivants:

=y + kz® + mzy + ky?
d L (3.2.1)

Y =z + az® + bzy + ay?
Ces systémes sont invariants sous rotations hyperboliques.

i coshd —sinhé £
Y —sinh @ coshé 7

Cette rotation des axes d’angle # raméne le systéme d’équations & un systéme de

la méme forme, mais avec coefficients &', m’/,n',a’ et V', i.e.

C=n+kC+mn+n'n
f=C_+a?+¢n+an?

Le calcul nous donne

a' = ksinh? 0 + (m — a) sinh? # cosh @ + (k — b) sinh 6 cosh? 6 — a cosh® .
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Si a # 0, on peut trouver 6 tel que @’ = 0, car, divisant cette derniére équation
par cosh 6, qui est positif, on obtient une équation cubique en tanh 8 a coefficients

réels. Il suffit de prendre 8 tel que:
ktanh® 6 4+ (m — a)tanh® 0 + (k — b) tanh 6 — a =0,

dans le cas ol un tel 8 # =1, et le systéme devient sous la forme:

c =y + kz® + + ky?
BN (3.2.2)

7=z + bxy

L’espace des paramétres de ces systémes est ici R3, car de tels systémes dé-
pendent de (k, b, m). Comme nous sommes intéressés au systémes non-linéaires, il
faut considérer (k,b,m) # (0,0,0). On peut donc changer I'échelle sur les axes et
considérer V’espace des paramétres comme étant le plan projectif Py(R), que l'on
peut représenter comme un disque dont les points de la circonference diamétra-
lement opposés sont identifiés. Plagons la droite m = 0 comme la droite a Iinfini
du plan (k,b). Puisque, pour m # 0, on peut faire un changement d’échelle sur les
axes k et b, on supposera que m > 0. On remarque que lorsque m = 0, puisqu’on
a la condition a = 0, on se raméne au cas (II), traité au chapitre suivant. Donc,
dans la suite du chapitre, on considérera m > 0.

On a un point singulier (xg, yo) lorsque ’fi—“t”(:vg, Yo) = %(xg, ) =0: o=t
alors nécessairement y + ky?> = 0, doncy = O ou y = —%, si k # 0, ce qui
nous donne les points singuliers 0 = (0,0) et P, = (0,—%), si k& # 0. Autre-

ment, si 1 + by = 0, ce qui implique y = —%, sib # 0, doun, z = m;tk‘gz, ol

A = m? + 4k(b — k). On trouve donc deux points singuliers, Py = (™53
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si kb # 0 et si A > 0, un seul autre point singulier si A = 0.

Le linéarisé du systéme au point (g, o), nous donne

DX(z0,0) = 2kxo +myy mzo + 2kyy + 1
1+ by bz
Proposition 3.2.1. Pour le cas ou m > 0,
i. SiA=m?+4k(b—k)<Oet
(i) k > 0, Py est un foyer attractif;
(ii) k < 0, Py est un foyer répulsif.
iil. SIA>0et
(i) k = b, Py est un col-noeud,;
(ii) sgn k(b — k) =1, on a P, un point de selle;

(iii) autrement, on a un noeud; attractif si k£ > 0, répulsif si £ < 0.

m
= =]
DEMONSTRATION. On trouve DX(0, —%) = £ , . Les valeurs propres
I—g O
sont
)\(lc) _ —m+\/K ot /\(k) _ —m—\/Z
K 2k 3 2k

si A <0, )\gf ) est complexe et si 7 > 0 (donc k < 0), on a P un foyer répulsif. Si
k > 0, il est attractif. Dans le cas ol A > 0,si k= b, on a /\Ef) —0et AW = —i;
le point singulier a une de ses valeur propre nulle, autre non. Si 4k(b — k) > 0
(ce qui entraine sgn(k) = sgn(b— k)) et k > 0, alors AS{“) > 0et A® <0 et done
P, est un point de selle. On remarque qu’en inversant le signe de &, on inverse
le signe des valeurs propres et la nature du point singulier demeure inchangée.
Enfin, si 4k(b — k) < 0 et k£ > 0, on aura )\Sf) < 0et AP <0, donc P, est un

noeud attractif. La méme remarque s’applique en ce qui concerne le changement
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de signe du paramétre k, le signe des valeurs propres changeant avec celui de k,

d’ou, si k < 0, on a )\Sf) >0et A® >0et Py est un noeud répulsif. O

Remarque 3.2.1. Dans le cas o k = 0, on trouve le point singulier Py—p} =

(=2, 3), avec les valeurs propres A} = =% et Ay = =L, Py est donc un noeud,

attractif si b > 0, répulsif si b < 0.

On g’intéresse maintenant aux points singuliers Py, aux régions de I'espace

des paramétres ot ils sont définis (kb # 0 et A > 0).

Proposition 3.2.2. Le point P, = (m;k‘l(‘&, =L) est:

i. un col-noeud si A = 0;
ii. si A > 0, un noeud répulsif si b et k sont tous deux positifs, attractif s’ils
sont tous deux négatifs;

iii. si A > 0, un point de selle si b et k sont de signes opposés.

DEMONSTRATION. On trouve d’abord le linéarisé du systéme:

_|[ % HmtvA) -
DX(P+)_ 0 m+vA
2k

Les valeurs propres sont A} = % et M = m_+2_]\€/_Z. Donc, si A = 0, on aura
Af =0 # A, le point singulier est donc un col-noeud. Bien entendu, il est clair
que le signe de b reste le méme que celui de A et le signe de k que celui de P

d’ou la conclusion. O

Proposition 3.2.3. Le point P_ = (m‘k‘l{K, =t) est:

i. un col-noeud si A =0 ou si b = k;
ii. un noeud répulsif si b > 0 et b > k, attractif si b < 0 et b < k;

iii. un point de sellesi kK >b>0o0usi0>b> k.
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DEMONSTRATION. Le linéarisé étant:

B m(n— VE) - %41

DX(P ) s b 2kb b
B 0 m—vA
2k
les valeurs propres sont donc A] = —‘/TZ gl Ay = ’—”-_%LE.

SiA:O,ona)\gz;"—k#O:)\l_;sib—k:Qona)\f:—L”b—;é()———)\z_.
Sib>0, ona)\l"<0etsib—k>0,ona/\;<Opeuimportelesignedek. La

conclusion découle immeédiatement.

O

3.3. ETUDE DES POINTS SINGULIERS A L'INFINI ET COMPACTIFI-

CATION DE POINCARE

On étudie le systéme (3.2.2) et on effectue la compactification de Poincaré,

1

done, pour la premiére carte, avec le changement de coordonnées u = L z=,

%%:%‘fl—f—kg—;%:—#(y%—kﬁ-l—mxy—}—ky?):—uz—k—mu—ku2.

du Oudx Oudy Y ) 5 1
TR IR T e - ol — . k =
dt 8mdt+8ydt xQ(y+ & —I—m$y+ky)+x(x+bxy)

’lL2 3

sesle Glm g ® el g
Z z z z

Comme on veut étudier les point singuliers & l'infini du systéme sur cette carte
(cC’est & dire z = 0), on effectue un changement de I’échelle du temps ¢ = 27. Le

systéme devient donc:

42 — _z(uz +mu + ku? + k)
(3.3.1)

du _ 51 —u?) +u(d—k —mu— ku?).
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De méme, dans la deuxiéme carte (Y > 0, avec changement de coordonnées z = %,

v = 1), on obtient:

L — _y(z+b)

dv _ k z
®— 2 +Eimi+1+(k-0)%.

o1, avec le changement de ’échelle du temps introduit plus haut (t = 27),

& = —zv(z + b)

= 2(1 —v?) + k+mv + (k= b)v’.

(3.3.2)

Dans la premiére carte, un point singulier a I'infini est de la forme (z = 0,u = ug)
et satisfaisant # = 1 = 0. Un point singulier doit donc satisfaire: wo(kug + muo +
(k — b)) = 0, d’ou les trois solutions: ug = 0, us = —'—”gt—k‘/—x. Les points singuliers
4 Pinfini sont donc Py = (0,0) et, si k #0 et A >0, Py = (0, %), ces deux

derniers points singuliers étant confondus si A = 0.

Dans la deuxiéme carte, on a les points singuliers a U'infini Py = (z = 0,v4 =

-2”;;_{)5), sib—k#0et A>0.

Le linéarisé du systéme (3.3.1) en (zo,ug) est:

DX(ZU, o) = ( —ugzo — mup — ku2 — k —28 —mzo — 2kzp ) (3.3.3)

1- ’U,g —2ugzo + b — k — 2mug — 3ku(23
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On peut maintenant étudier la nature des points singuliers a Pinfini trouvés ci-
haut.
Proposition 3.3.1. Py = (z = 0,u = 0) est:

i. un col-nceud sib=0ousib=%

ii. un point de sellesi 0 < k <bousib<k <0

iii. un noeud autrement; attractif si £ > 0, répulsif si £ <0

DEMONSTRATION. On obtient le champ linéarisé au point (0, 0),

: —k 0
DX(0,0) =

le systéme linéarisé devient

z=—kz

w=z+(b—k)u

avec valeurs propres A}, = —k et A§ ,, =b— k.
alors si b =0, on a A} o, = 0 et si b=k, alors Aj , = 0. Le reste de la preuve est
immeédiat.
(]

Proposition 3.3.2. Le point singulier P, est:
i. un col-noeud si A =00usib=0.51A=05b=0, P est un point singulier
a région elliptique;
ii. un point de selle si b et k sont de signe opposé;

iii. un noeud autrement, attractif si b > 0, répulsif si b < 0.

DEMONSTRATION. on calcule la matrice du linéarisé:

—b 0

D | 2 I -
8k2—2m Zz;n\/& 4kb 2—,3(A—m\/Z)

DX(Pioo) = DX(0,uy) =
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d’oil les valeurs propres A} , = —bet A} = %(A—m\/fA). Alorssib=0#£ A,
omadl o =0#M . Sib#0=A,0na) ,#0=2X_.
U]

3.4. INTEGRALES PREMIERES

Comme on I’a vu précédemment, le systéme satisfaisant au cas (III) posséde
trois droites invariantes. Voici des tableaux présentant les intégrales premieres

trouvées grace & la méthode de Darboux, introduite au chapitre 2.

Dans le cas générique mbk(k — b)A # 0, on a trois droites invariantes:
F]_(-'L',y) =1+ bya
Fy(z,y) = 2582 + ky + 1

et

Fy(z,y) = %522 + ky + 1.

avec, %i = %’—;iP - %% = FK;, pour i =1,2,3, ou
Ki(z,y) = bz,

Ky(z,y) = kz + m+2———‘/zy
Ka(z,y) = kz + 258y,

On trouve la combinaison linéaire Q—ICZ/—ZKl +(m—vA) Ky — (m++vA)K; = 0.
VE Tl
D’oti, la méthode de Darboux nous assure que F'(z,y) = F; ° FZ(m a Fy (V&)
est une intégrale premiére. Donc, pour A > 0, prenant la fonction univoque, on
a:

NI —(m+vA)
F(m,y)=[1+by|¥ m—_2—‘/5x+ky+1’ ‘

(m—vA)
ﬂ‘—"z‘/—zx +ky+1 :
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Présentons les intégrales premiéres trouvées grace a la transformation (2.0.6) tirée

de [RJ89], qui permet de communiquer entre les systemes étudiés dans le pré-

sent mémoire et les systémes avec centre, étudiés dans [Sch93a], ot 'on dresse la

listes des intégrales premiéres pour ces systémes. D’abord les intégrales premiéres

pour les cas génériques, c’est-a-dire ol

kbm(k — b)A # 0

Condition | Intégrale premiére
- ‘\/Z—'I"L
A>0 1 +by| 7 |2y
A< |[1+byT (((%x+ky+1) 42) exp(&arctan(r%))>

Ensuite, on présente les intégrales premiéres pour les cas dégénérés:

TABLEAU 3.4.1. Intégrales premiéres, cas (III),kbm(k —b)A # 0

kbm(k —b)A =0
Condition | Intégrale premiére
(1+ Bz +ky) (1+by) P exp (atie ) siv#0
A=0
(1+%x+ky)exp(—1ﬁlﬁfm ) sib=0
m— A —m=vVA
<1+m—+2——‘/Ka:—|-ky) (1+m2‘/_a:—|-ky> S gy siA>0
b=0#k
m 2 z T — V=Az 3
(((7$+ky+1) _ATz)zk exp(kz&arctan(mﬁwﬁ—ky») siA <0
k=0%#b | (1+mz)™> (1+by)™ emblba—my)
E=b#0 | (1- by)(kZ_mQ) (mz + ky + 1)—k2 .
E=b=0 | (1+mz)’ e™'v' —2me

TABLEAU 3.4.2. Intégrales premiéres, cas (III),kbm(k —b)A =10
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3.5. PORTRAITS DE PHASE

Voici les portraits de phase des systémes satisfaisant au cas (I11), séparés
selon qu’ils soient dans les cas génériques ou dégénérés, de codimension 1 ou 2
Les portraits de phases apparaitront sans les fléches pour éviter d’alourdir les

diagrammes.
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et points

1QUES

gENET

m > 0, cas

(II1) avec

Fi1G. 3.5.1. Diagramme de bifurcation, cas

de bifurcation dégénérés a c

odimension 2



Fic. 3.5.2. Diagramme de bifurcation, cas (III) avec m > 0, poinis de bifurcation

dégénérés & codimension 1



Chapitre 4

CAS (II)

Le cas (II) impose la condition sur les parameétres a = m = 0. Le systeme

étudié est donc de la forme:

7 — k 2+ 2
S g (4.0.1)

y =+ by

Le systéme dépend de trois paramétres ici, soient (k, n, b) € R*\ {0}. On voit que
le changement de coordonnées X = lz, Y = ly, [ # 0 nous raméne & un systéme
de la forme:

X=Y+Eix242Y?

Y=X+tXY
d’ou [k, n, b] = [%, L %] . Pespace des paramétres se représente par le plan projectif
P,(R). On place I'équation n = 0 comme la droite  l'infini de P(R). II faudra

donc séparer les cas oi n = 0 de ceux olt n # 0.

41. CASn#0

4.1.1. Etude des points singuliers dans le plan affin

On a point singulier lorsque y + kz? +ny? = z + bzy = 0, donc on trouve soit

z = 0 ou alors y = —3 ce qui méne aux points singuliers (0,0) et P, = (0,—3)
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si n # 0, pour la premiére condition, et Py = (£34/%%,—) si bk # 0 et

(b —n)k > 0, pour la deuxiéme. On note que si b —n = 0, on a que les deux

points singuliers P, et P_ se confondent avec le point F,.

Calculant la matrice du linéarisé du systéme (4.0.1) au point (zg,%o), on

obtient:

2kzqg 14 2ny
1+ byo bxy

ce qui permettra d’étudier la nature locale des points singuliers. On considére le
cas o n # 0 et, en particulier, lorsque n > 0. Le cas n < 0 se ramene au cas
n > 0 par un changement de coordonnées affin.
Proposition 4.1.1. Pour n > 0, on a que le point singulier P, est:

i. un centre si b < n;

ii. un point de selle si b > n.

DEMONSTRATION. Le systéme linéarisé au point P, = (0, —+) est donné par la

matrice:

Les valeurs propres sont A = 4/ ’—’;—", donc elles sont imaginaires pures et conju-

guées complexes si b —n < 0 et réelles de signe opposé si b —n > 0.
O
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Le cas b = n, non traité ici, on Pon voit P, et P_ coincider avec P, sera
étudié a l’aide des courbes algébriques invariantes lorsqu’on les aura exposées.
Dans le cas ot b # 0 et (b — n)k > 0, on peut étudier les points singuliers Py.
Proposition 4.1.2. Pour n > 0, bk # 0 et (b — n)k > 0, on a que le point

singulier P, est:

i. un noeud répulsif sib >n >0et k>0o0usi0<b<netk <0
ii. un point de selle si b et k sont tous deux négatifs;

iii. inexistant, sinon.

DEMONSTRATION. La matrice représentant la partie linéaire du systéme (4.0.1)

au point P, donne:

d’ot1 les valeurs propres A\ = % k(b—mn) et AT = ’%.
Comme les valeurs propres sont réelles dans 'unique cas ot (b — n) et k sont
du méme signe, on retrouve la région de I’espace des parameétres décrite dans les
points %, 7 et 44 de la proposition. La nature de ces points se retrouve facilement.
Dans le cas ot 0 < b < n mais k& > 0, on aura deux valeurs propres imaginaires

pures, mais qui ne seront pas conjugués complexes.

O

Proposition 4.1.3. Pourn > 0,5 # 0 et (b—n)k > 0, on a que le point singulier
P_ est:

i. un noeud attractifsio >n>0et k>0ousi0O<b<netk<O0;
ii. un point de selle si b et k sont tous deux négatifs;

iii. inexistant, sinon.
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DEMONSTRATION. Calculant la matrice du linéarisé du systéme au point singu-

lier P_, on obtient:

DX(—E b—n _1): ~2./k(b—n) 1-2
b AR 0 — /Q:k_n '

Les valeurs propres sont donc A} = —21/k(b—n) et Aj = —/ %32, Cest-a-

dire, l'inverse additif des valeurs propres respectives associées au point P, (voir

proposition précédente). Le résultat en découle immédiatement. O

4.1.2. Etude des points a Pinfini

On utilise les mémes cartes que dans le chapitre précédent, c’est-a-dire la
compactification de Poincaré. On prend les ouverts de la sphére X >0et ¥ >0
que I’on projette par le centre de la sphére sur, respectivement, les plans X =1

et Y = 1. Ca induit les changements de coordonnées (z,y) — (z = £,u = ¥),

pour la premiére carte et (z,y) — (z = %,v = %), pour la deuxiéme. Avec le

changement de I’échelle du temps ¢ = z7, on obtient, dans la premiére carte, le

systéme:

42 — _2(uz + k + nu?)

dr (4.1.2)
% = 2(1 — u?) +uld — k —nu?).

Dans la deuxiéme carte, on a le systeme:
92 = —zv(z+b
i ety (4.1.3)
& — 2(1 —v?) +v2(k —b) +n.

Les points singuliers & Iinfini sont les points de la forme (z,u) = (0, up) et
satisfont %2(0, up) = 2£(0, uo) = 0.

Dans la premiére carte, les points singuliers & Pinfini sont: (z = 0,u = 0), et
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(z = 0,u? = %), d'od les points Pep = (0,0) et P = (0 :I:\/") si
b—k > 0. Dans la deuxiéme carte, on a les points singuliers (z = 0, vy = \/E )s
ce qui n’apporte pas d’autre point singulier que ceux identifiés sur la premiere
carte.

Maintenant, on calcule la matrice du systéme linéarisé sur la premiére carte,
en un point (zp, o).

DK (20, 0) = —2ugzy — k — nud —2z2 — 2nup2o (414)
1— ul —2ugzg + b — k — 3nuj

Reste & étudier la nature des points singuliers & I’infini. On traite le cas ol
b#k, le cas b = k sera étudié a 'aide des intégrales premieres.
Proposition 4.1.4. Le point singulier & I'infini Py est:

i. un point de sellesi b >k >0ousi 0>k > b;

ii. un noeud sinon, attractif si k¥ > 0, répulsif si & < 0.

DEMONSTRATION. La matrice du linéarisé du systéme (4.1.2) au point (0,0)

donne:
> -k 0
DX(0,0) =
1 b—k
ce qui nous donne les valeurs propres A\{* = —k et A3°®® = b — k. Le résultat suit
immeédiatement. a

Proposition 4.1.5. Si b — k > 0, les point singuliers & l'infini P et Py ont
la méme nature locale, & savoir:

i. des points de selle si k <b < 0ousi0<b<k;

ii. des noeuds attractifs si b < k < 0;

iii. des noeuds répulsifs si 0 < & < b.
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DEMONSTRATION. La matrice du linéarisé du systéme (4.1.2) au point Py, la

méme que celle au point Py,_, nous donne:

iy [ O 0 b 0
e 1=k k- 3(b—k) 1— b=k _o(h— k)

Les valeurs propres associées a un de ces points singuliers & l'infini sont A1 =

—b, Ayroo = —2(b — k). Le reste de la preuve suit immédiatement. O

42. CASn=0
Le systéme, dans le cas ol le paramétre n est nul, devient:

B -—i—]{; 2
s (4.2.1)

=+ bxy

Les paramétres, dans ce cas-ci, sont (k,b) dans R? \ {(0,0)}. On s’assure, par

changement linéaire de coordonnées, que c’est une droite dans l'espace Py (R),

soit P;(R).

4.2.1. Dans le plan affin

Les points singuliers finis sont (0,0) et Py = (:I:‘/—lﬁ, —%) si bk > 0.

Comme précédemment, on détermine la nature locale de ces points singuliers
en calculant la matrice de la partie linéaire du systéme (4.2.1) évaluée en ce point

singulier:

2]€.’E0 1
14+ byo b.'l?(]

DX(xg,yo) =
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+2£
= DX(P.) = vbk .
0+

On remarque qu’alors AT AJ = AT\, = 2, ce qui nous assure que les singularités
P, et P_, dans le cas ou bk > 0, sont de type noeud. L’espace des parameétres étant
représenté par la droite projective avec coordonnées homogénes k et b, dans le
premier quadrant, on a P, attractif et P_ répulsif, et dans le troisieme quadrant,

P, répulsif et P_ attractif.

4.2.2. A l’infini

On effectue encore la compactification de Poincaré sur notre systéme. Le

changement de coordonnées (z,y) — (z = %,u = 1), correspondant & la pre-

miére carte, suivi du changement de 1’échelle du temps ¢ = z7, nous méne au

systéme:
L = 2(k — zu)
% = 2(1 —u?) +u(b—k)

Le seul point singulier & 'infini (z = 0) sur cette carte est le point P, = (z =
0,u = 0), sauf si b = k, ou, alors, P = (2 = 0,u) est toujours point singulier.
k0

Le calcul de la matrice du linéarisé dans un tel cas nous méne a , les
10

valeurs propres A\; = 0 et Ay = k nous assurant que localement, ce sont des

col-noeuds. Le méme procédé sur la deuxiéme carte nous donne le systéme:

& = —zv(z +b)

= 2(1 —v?) —v?(k - D)

Encore ici, on n’a qu’un seul point singulier & I'infini, & savoir le point PJ_ =

(z = 0,v = 0), dans le cas oi k # b. Autrement, on a aussi Py = (2 = 0,9)
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toujours des points singuliers, correspondant & ceux trouvés sur 'autre carte. On
va étudier la nature de ces points singuliers.
Proposition 4.2.1. Le point singulier P2 = (z = 0,u = 0), au cas ot k(k—b) #
0, est:

i. un noeud si k(k — b) > 0, attractif si £ > 0, répulsif si & < 0;

ii. un col si k(k —0) < 0.

DEMONSTRATION. Le systéme linéarisé au point (z,u) est:

—2zu+k —z?
DX(z,u) =
1—-u? —2zu—(k—0b)
d’ou
0
DX(0,0) =
1 (k—0b)

Les valeurs propres sont donc AL, = k et A2, = k — b. Le résultat est

immeédiat. U

4.3. INTEGRALES PREMIERES

Comme au chapitre précédent, nous présentons un tableau donnant les in-
tégrales premiéres d’un systéme (S) satisfaisant les conditions correspondant au

cas (IT), a = m = 0. Ces intégrales premiéres sont obtenues de [Sch93a] avec la
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transformation (2.0.6).

Condition Intégrale premiére
bk(k — b)(2k — b) #0 | {k(b— 2k) ((k — b)2® + ny?) + (b—k—n)(L + 2ky) } |1 + by|
b=0#k e~ 2kV[2k32? + k2ny® + 2k%y — 2kny + k + n]
3,232 2 by \ 2(n—b)

k=0#b e(bz'*‘b"'y)(liby)

b5 4b4n42(b—2n)(1+by)
(k—b)=0#k e Gouy? |1+ by|~*"

— 26922 —ntbin(1+by)? b—2n
2k-b)=0#k e T+ |1+ byl
k=b=0 3(x? — y?) — 2ny?

TABLEAU 4.3.1. Intégrales premiéres, cas (II)

Il faut rajouter, grace 4 la proposition (2.2.1), que sur b = k + n, on a deux
droites invariantes supplémentaires, soient z +y = 0 et z —y = 0. La proposition
(2.2.2) nous informe que si b # 0, on a la droite invariante 1 + by = 0, comme on
peut le vérifier dans le tableau donnant les intégrales premiéres pour le cas (II)
ci-haut. Une autre remarque intéressante a tirer de ces résultats est que, ou Py
et P_ existent (les lignes 1, 4 et 5), ils sont toujours situés 4 la fois sur la droite
1+ by = 0 et sur la premiére composante de la courbe engendrée par 'intégrale
premiére (la conique dans le premier cas, annule I’argument de I’exponentielle
pour les autres). Reste & traiter le cas b = n, ot P, et P_ se confondent avec F.

L’étude se fait a 1’aide des intégrales premiéres, listées ci-haut. On se ra-
méne, dans ’espace des paramétres, au cas affin en considérant pour n # 0 la
paramétrisation de 1’espace affin donnée par (k/n,b/n). On peut tout aussi bien
considérer n = 1 et analyser les intégrales premiéres dans chaque cas. Si b = n,
sur k(2k —b)(k —b) # 0, la premiére composante engendre un hyperbole si k < b,

une ellipse si k > b. Le cas k = 0 nous rameéne directement & la proposition (2.2.1)
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et on a les droites invariantes z +y =0 et z —y = 0. k = —g— nous donne des

droites s’entrecoupant en P,.

4.4. PORTRAITS DE PHASE

Comme au chapitre précédent, on présente les portraits de phase des systémes
satisfaisant le cas (IT) pour les conditions n = 0 et n # 0. Les portraits de phases

apparaitront sans les fléches pour éviter d’alourdir les diagrammes.

Fic. 4.4.1. Diagramme de bifurcation, cas (II), n=0.
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Fig. 4.4.2. Diagramme de bifurcation, cas (II}), n > 0, cas génériques et poinis de

bifurcation dégénérés ¢ codimension 2.
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FiG. 4.4.3. Diagramme de bifurcation, cas (II), n > 0, points de bifurcation dégéné-

rés & codimension 1.



Chapitre 5

CAS (I)

5.1. ESPACE DES PARAMETRES

L’étude du cas (I) nous ameéne & travailler avec un systéme du type

& =y + kz? + mzy + ny?
V= + ax® + bry + ay?
avec les conditions sur les paramétres m+2a = b—3k-+5n = a?+kn—2n% = 0.
Ces trois conditions forment des courbes dans ’espace des paramétres et
donc on peut représenter la variété algébrique déterminée par ces équations par
la conique a® + kn — 2n? = 0 qui est située dans le plan projectif déterminé par
les équations m+2a = 0 et b—3k+5n = 0. Ce plan projectif peut étre paramétré
par les coordonnées homogénes [a, k,n]. On pourra donc dessiner le diagramme
de bifurcation des systémes satisfaisant au cas (I) sur la courbe a®+kn —2n? =0
dans ce plan projectif qui sera représenté par un disque dont a = 0 sera sur la

circonférence.

5.2. ETUDE DES POINTS SINGULIERS FINIS

Puisque a # 0 (le cas ot a = 0 nous raméne au cas (II)), on considére dans

le plan affin de 'espace des paramétres I'ouvert correspondant a la carte

U, = {la, k,n]|a # 0},
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ot la conique est une hyperbole. On a n # 0 sur la conique (car a # 0) et donc

5.8 S ) 5 '
on retrouve k = 2”—11“— Le systéme étudié se raméne donc 4 la forme suivante:

do _ g 4 =0’ g2 2aacy + ny?

(5.2.1)
‘Liit—:v+am +" 2y + ay?
Ce systéme est évidemment équivalent au systéme:
de — Liny + (2n? — a®)a® — 2anzy + n’y’] (5.2.2)

i
%% = L[nz + anz? + (n* — 3a®)zy + any?|

En effectuant le changement de 1’échelle du temps Tn = ¢, on obtient le

systéme:
& — ny+ (2n* — a®)2” — 2anzy + n’y’ (5.2.3)
%:mg+an:c + (n? — 3a?)zy + any? - B
On effectue la transformation (X = az — ny,Y = —ny) (doa z = X;Y et
y = ——) et on trouve:

dX dz dy
ar ~ %ar " "ar

Y + (2n? - a?) (Xa_y)2 — 2an (X;Y) (%) e (—”—Y)Q]

—n |2+ By (”2 = 3“2) (X -V)(-1) + 2]

an

= =[-n2X 4+ (n® = &)Y + (2n? — a® —n?)X?

I

+ (—4n® + 202 + 2a% + 2n% + n? - 3a®) XY + (2n® — a® — 24° —a® —n? —n?+3a® - a®)Y?]

[-n2X + (n® — a®)Y + (n® — a®)X* — (n® — ®)XY]

91'—‘

et
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av o dy
ar = "t
n? — 3a3)

n an (
= i | SR X —y)?
n a,(X Y)+a2( Y) + =

v 2
(X —Y)(-Y) +an (‘E) }
= %[_an + TL2Y = TL2X2 + (2n2 + n2 . 3a2)XY + (—TLZ I n2 + 3(12 . az)yz]

= l[_nzx +n2Y —n2X? +3(n? —a>) XY — 2(n® — a®)Y?]
a

ce qui nous donne

X = —AX4Y4+XP-XY 5
dY — —AX 4+ Y - AX?2+4+3XY —2Y? o
ot A = = si n # Fa (notons que si n» = *a, on a k = %—‘ﬁ =

on se raméne au cas (IIT)). Notons que A prend des valeurs supérieures a 1 si
a? < n? et des valeurs négatives si a®> > n?. Pour avoir A € (0,1), on doit avoir
a® < 0, que Pon exclut, écidemment. On étudie maintenant les points singuliers
de ce systéme. Il n’y a aucun point singulier sur la droite X = 1, sinon dans le
dénominateur de (5.2.4) on aurait —A+AY +1—-Y =0 =Y = 1. Mais le point
singulier (X = 1,Y = 1), dans le numérateur de (5.2.4), nous donne —A +1=10
ce qui implique @ = 0, qui nous renvoie au cas (II). Donc, il n’y a pas de point

singulier sur X = 1.

On peut donc tirer, en annulant le numérateur de (5.2.4), que ¥ = Xg?(__l)‘).

On remplace dans le dénominateur , que 1’on annule et on obtient

1
(X -1

ou encore X® —3X2+43XX-X=0.

[X4(=A+1) + X3(3BA = 3) + X2(=3M2 +3)) + X(X* = ))] =0

On a que, pour une équation cubique de la forme Az® + Bz* + Cz + D =0,

le discriminant est donné par:

Q= B4R - 4ACR — 43D - 974* D2 .1 1BABCD.



52

Dans notre cas, la cubique X3 —3X? 4+ 3X A — A = 0 admet le discriminant
Q= -108A\(A2 =X +1). Ona Q < 0 lorsque A > 1 et Q > 0 quand A < 0. La
cubique n’admet donc qu’une racine réelle lorsque A > 1, et donc le systéme n’a
qu'un point singulier fini différent de 'origine, et trois racines réelles si A < 0,
donc trois points singuliers finis outre l'origine. La nature de ces points singuliers
finis sera étudiée plus loin, en faisant intervenir la notion d’indice pour les points

singuliers

5.3. LES POINTS SINGULIERS A L’'INFINI

Comme aux chapitres précédents, on effectue un changement de carte que

nous représenterons par le changement de coordonnées sur 'ouvert X # 0

(X,Y) — (Z:%,U:%)

et sur ouvert Y # 0,

(X,Y)l—)(Z=i vz-ji).

On obtient, aprés changement de I’échelle du temps, respectivement les systémes:

Z=2\Z-UZ+U-1)
. (5.3.1)
U=—-U?+2U - A+ Z(2\U = U? - ))

et

Z=2Z(\ZV - AZ + V2 -3V +2)

. . (5.3.2)
V = Z(=2AV + 1+ AV2) + V(AVZ — 2V + 1)

A Pinfini, correspondant & Z = 0, on trouve les points singuliers P, = (0, 1+
I —X) et P_=(0,1—+/1— A) sur la premiére carte (en coordonnées (Z,U)) et,

de plus, on a le point Py = (0,0) sur la deuxiéme carte (en coordonnées (Z,V)).
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Les points P, et P_ n’apparaissent que dans la région A < 0. Trouvons leur
nature dans leur domaine d’existence. On calcule la matrice du systéme linéarisé

dans la carte en (Z,U).

-1+U+2(0-U)Z (1-2)Z
A+ 20U - U? 29U +200-U)Z
V1-A
donc, Dzy(Py) = 1 0 et
2()\—1)(1+\/1—)\) —2/1 =X
—/1-2A 0

Dgp{P.) = )
zu(P-) 2N —1)(1-vI—N) 2vI—A
P, et P_ sont donc des points de selle. Reste a étudier le point Py, qui existe

pour tout A. Pour ce point singulier & linfini, on calcule la matrice du systéme

linéarisé dans la carte en (Z,V):

INZV —2AZ +AV2 -3V +2 AZ2+2XZV -3Z
.Dzv(Z, V) =
—2AV +12V? —2AZ +20ZV 4+ 3AV2 -4V +1
d’ou, en (Z =0,V =0),
0
Dzv(0,0) =
1 1

Les valeurs propres sont \; =2 >0et Ay, =1>0, (z=0,v = 0) est donc

un noeud répulsif.

5.4. COURBES ALGEBRIQUES INVARIANTES

aX _ “AX+Y+X2-XY
dY T =AXHNY-AX243XY -2Y2

(BXY +AY — AX2 — 2% — AX)dX — (=AX +Y + X? — XY)dY = 0. On pose

On a’équation (5.2.4) ou encore, sous la 1-forme,

la transformation

(X, V) — ((=X2-2Y + A, n=X*-3XY +3Y - ) (5.4.1)
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ce qui nous rameéne, dans la 1-forme, & 1’équation

%ﬂdC — %Cdﬂ = 0. (5.4.2)
Cette équation posséde une intégrale premiére générale
7 =C¢ (5.4.3)
avec C une constante, ce qui nous conduit a I’équation
(X?—3XY +3Y —))?=C(X*>-2Y + 1)

qui, lorsque X? + 2Y + X # 0, méne & une constante de mouvement:
(X3 -3XY +3Y —))?
(X2 -2V +2)®

11 s’en suit immédiatemment que les deux courbes
X3 —-3XY +3Y —A=0
X2-2Y +A=0

sont des courbes invariantes de ’équation (5.2.4). De ces informations, et de celles

& (5.4.4)

des sections précédentes, on peut cerner la nature des points singuliers finis, dont
la présence a été signalée 4 la section précédente. On utilisera le théoréme de
Poincaré, qui stipule que la somme des indices de tous les points singuliers d’un
champ de vecteurs sur la sphére est indépendante du choix du champ et est
constamment égale & 2. L'indice d’un point singulier simple (un foyer, un point de
selle ou un noeud) est toujours 1 (en fait, un noeud ou un foyer ont un indice 1,
un point de selle un indice -1) Pour référence, on revoit & [Arn74]. Comme on peut
imaginer la sphére comme deux copies de notre disque réunies avec I'équateur,
la somme est 2. Dans le cas A > 1, on a deux noeuds sur 'équateur, ce qui fait
une somme de 2. La somme des indices des points singuliers sur chaque copie de

I'intérieur du disque doit donc étre 0. Comme on a déja ’origine qui est un point
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de selle, donc d’indice -1, Pautre point singulier fini, nécessairement d’indice I,
doit &tre un noeud ou un foyer. Mais comme il est & U'intersection de la parabole
et de la cubique invariante, il ne peut étre un foyer. C’est donc un noeud. De la
méme facon, pour A < 0, on a sur I’équateur deux noeuds et 4 points de selle,
la somme de leurs indices donnant -2. Du théoréme de Poincaré, on tire que sur
chaque copie de l'intérieur du disque, la somme des indices des points singuliers
est 2. L’origine, un point de selle est d’indice -1, I'indice des trois autres points
singuliers est 1; comme ils sont tous trois & I'intersection des courbes invariantes

du systéme, il ne peut s’agir que des noeuds.
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55. DIAGRAMME DE BIFURCATION

Voici le diagramme de bifurcation de la famille de systémes satisfaisant le
cas (I). On fait le diagramme pour n > 0 et on peut retrouver le cas n < 0 par

antisymétrie par rapport a k.

F1G. 5.5.1. Diagramme de bifurcation, cas (I)




Chapitre 6

LE CAS HAMILTONIEN

6.1. FORME NORMALE ET SYMETRIE

Pour ce chapitre, on considérera, au lieu de la forme normale du systéme (S)

utilisée dans les chapitres précédents, la forme:

t =y + kz? + mzy + ny?
r=1 Y Y (SH)

Y = x -+ az® + bry
obtenue aussi de la forme (SQ) par rotation hyperbolique (comme dans I'introduc-
tion), mais en annulant le paramétre c au lieu d’annuler a — ¢. De fagon similaire,

on calcule ’angle de rotation 6 dont tanh @ doit étre solution réelle de
ktanh® @ + (a — m)tanh?0 + (n — b) tanh § + ¢ = 0.

On montre que le fait que ce systéme soit hamiltonien correspond & la condition
baptisée (H), au premier chapitre. Le systéme est hamiltonien (voir [Per91]),

c’est-a-dire qu’il existe une application H : R2 — R, telle que H(z,y) satisfasse

] OH 2 2
T=% =y+kx*+may+n
oy — Y e (6.1.1)

g:_%_g:x+am2+bxy

Intégrant %(m,y) = y + k2% + may + ny?, on déduit que H(z,y) = %2 +
1.

kz?y + Zay? + 2y° + f(z). En remplagant dans la deuxiéme équation de (6.1.1),
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on a:
y2
—2kzy — Mg = f'(z) = z + ax® + bzy
ce qui nous donne que m = 0, b = —2k et — f'(z) = z + az®. Avec ces conditions,

la, forme normale devient:

& =y + kz?+ny?
. (QH)
U=z + ax® — 2kzy
et le systéme qui correspond aux paramétres A = (a, k,n) posséde le hamiltonien
suivant:

1 1
Hy(z,y) = g(ny3 — az®) + k2*y + i(y2 - 2?). (6.1.2)

Remarquons que, dans le premier chapitre, on a trouvé les constante de
Poincaré-Lyapunov pour la famille de systémes de la forme (S), i.e. avec a = c.
Avec la forme (SQ), la deuxiéme équation de la condition (H) de (1.2.5) devient
m+2c = 0, d’ot1, dans notre famille de la forme (QH), la condition devient seule-
ment m = 0, ce que 'on a obtenu plus haut. Nous supposons que (a,k,n) # 0,
car si (a, k,n) = 0, le systéme est linéaire avec intégrale premiére égale a y? — 22,
Comme (a, k,n) # 0, on peut changer 1'échelle sur les axes et par conséquent, au
lieu de considérer les paramétres variant dans R®, nous pouvons considérer ’es-
pace des paramétres comme étant le plan projectif P5(R), que ’on peut représen-
ter comme un disque avec les points diamétralement opposés de la circonférence
identifiés. On peut placer la ligne n = 0 comme la droite & l'infini du plan affin
(a,k). Comme pour n # 0, on peut faire un changement d’échelle sur les axes

X = —z, Y = —y et on pourra supposer que n > 0. En plus, nous observons une

symétrie qui est donnée par ’identité suivante:
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H(—a,k,n) ("L', y) = H(a,lc,n) (_—xa y) (613)

Donc, il suffira de considérer les systémes dans le demi-disque correspondant &

a > 0 et de retrouver les autres systémes par symeétrie.

6.2. SINGULARITES DES SYSTEMES (QH) ET MULTIPLICITES D’IN-

TERSECTION DES COURBES PROJECTIVES

Nous commencons I’étude des systémes (QH) par 1’étude des singularités fi-
nies des systémes. Le premier aspect a considérer est le nombre de points singuliers

de (QH). On considére les courbes algébriques suivantes:
P(z,y) =y +ka® + ny> =0, Q(z,y) =z +az®—2kzy =0  (6.2.1)

Les singularités de (QH) sont les points d’intersection de ces courbes algébriques.
Remarquons que l’origine est toujours parmi ces points. Pour étudier les autres
points d’intersection de P = 0 et @ = 0, on considére l'application N : P,(R) — N
qui associe & chaque point A = [a, k,n] € Py(R) le nombre de points d’intersec-
tion dans R? des courbes données par P et (). Pour les détails sur la théorie
des courbes algébriques et sur leurs intersections, on se référe & [Kir92]. On étu-
die I’application N en faisant intervenir le théoréme de Bézout pour les courbes
planes.

Théoréme 6.2.1 (Bézout). Deux courbes projectives complexes f(X,Y,7) =
0 et g(X,Y,Z) = 0 sans composante commune et telles que deg(f) = m et
deg(g) = n ont exactement mn points d’intersection dans P,(C), comptés avec

multiplicité.
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Pour la multiplicité d’intersection des courbes, on se référe encore a [Kir92].
Considérons donc la complétion projective et complexe des courbes définies par

P=0etQ=0.

PX,Y,Z2)=YZ+kX*+nY? =, (6.2.2)

QX,Y,Z)=XZ +aX*—-2kXY =0 (6.2.3)

On vérifie que les courbes (6.2.2) et (6.2.3) sont sans composante commune
pour pouvoir appliquer le théoréme de Bézout. On voit que la courbe projec-

tive Q*(X,Y, Z) = 0 est réductible et a deux composantes:

X=0 (6.2.4)

Z+aX —2kY =0 (6.2.5)

Alors pour avoir la courbe (6.2.2) réductible, on doit avoir £ = 0 et dans
ce cas, la composante (6.2.4) n’est pas une composante de (6.2.2). Mais (6.2.5)
non plus n'est pas composante de (6.2.2) car si £ = 0 et en supposant que
Z+aX = 0et Z+nY = 0 soient la méme composante de (6.2.2), alors on
doit avoir ¢ = n = 0 = k, ce qui contredit la non-linéarité du systéme. Donc les
deux courbes (6.2.2) et (6.2.3) sont sans composante commune. Par le théoréme
de Bézout, elles ont donc quatre points d’intersection dans P,(C) comptés avec

leur multiplicité.

Notation 6.2.1. Posons C = a2n + 4k3.
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Proposition 6.2.1. Les courbes y + kz? + ny? = 0 et z + az® — 2kzy = 0
s’intersectent a U'infini & nC = 0. Dans ce cas, le point d’intersection & l'infini p
est unique et on a:
i. Sin=0%#C,alors p=[0,1,0] et I[,(P*,Q*) =1, et on a Nla, k,n] < 3;
ii. SiC =0#mnet (a k) # (0,0), alors p = [2k,a,0] et ,(P*,Q*) =1, et on
a Nla, k,n] < 3;
iii. SiC =0%#net (a,k) = (0,0), alors p = [1,0,0] et L(P*,Q*) =2, et on a
NI0,0,n] = 2;
iv. Sin=C =0, alors p=[0,1,0] et I,(P*,Q*) =2, et on a Nla,0,0] = 2.

DEMONSTRATION. On considére U'intersection de la conique Y Z+kX2+nY? =0
avec la droite X = 0. On a donc un point d’intersection en [0,0,1] et en [0, 1, —n},
d’ot ces courbes s’intersectent & U'infini si et seulement si n = 0, le point & 'infini
étant p = [0,1,0]. Dans ce cas, on aura Ijp;0/(P*, Q") = 1 car la droite X =0
n’est pas tangente & YZ + kX% +nY? = 0 en [0,1,0]. Intersectant maintenant
YZ + kX% +nY? =0 avec la droite Z + aX — 2kY = 0, on aura intersection &
l’infini si et seulement si les équations kX2 +nY?2 =0 et aX — 2kY = 0 ont une
solution commune dans C?. Sik # 0,ona Y = % et done kX? + %‘2)—2 ="fl;
ou encore X?(k + ZZTQ) = 0. Donc, C = 0 et le point d’intersection est [2k,a,0].
Sik=0,onanY?=0etaX =0 et en supposant n # 0, on a nécessairement
a =0, donc C = 0, et on a point d’intersection en [1,0,0]. On a que Z = 0 passe
par le point singulier de YZ + nY? = 0, on a donc Ijjoq(P*, @*) = 2. Enfin, si
n=C=0,onak=0 etles courbes sont donc YZ = 0 et X(Z + aX) = 0.
Le point d’intersection sur Z = 0 est p = [0,1,0], qui est un point double de

X(Z +aX)=0.0n adonc L,(P*,Q*) = 2. O
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La prochaine proposition dresse les conditions pour que le systéme ait quatre

points singuliers finis distincts.

Notation 6.2.2. Posons 6 = a® — 8k — 4kn.

Proposition 6.2.2. Le systéme (QH) posséde quatre points singuliers finis dis-

tincts (réels ou complexes) < nCd(n + 2k) # 0. Ces points sont: (0,0), P, =

(0,-%), Py = (z1,y+), ol

C

(:I:(_Zk_fk)l/?,%) sia=0

—a(k+n)+ksgn(a)vd 4k?—a?L|a]Vi .
(a T sgnla , azca ) Sl(l?éo

(z+,y4) = (6.2.6)

De plus, on voit que ces points seront tous réels <> ¢ > 0, et dans ce cas, on a

Nla, k,n| = 4.

DEMONSTRATION. Considérant, dans (6.2.1), I’équation ¢ = 0, on a z = 0 ou
bien 1 +az —2ky =0.Siz=0,dans P=0,onay=0o0uy=—= (sin#0),
d’oii les points 0 et P,. Si 1+ az — 2ky = 0 # a, on obtient:

_2ky—1
. a

z (6.2.7)

et, remplacant dans P = 0, y+k(%atl)2 +ny? =0 = oy +k(4k*y? —4ky+ 1) +
a’ny? = 0 = y2(4k® + a®n) + y(a® — 4k*) + k=0 = Cy* + y(a® —4k*) + k=0
on n’aura deux solutions que si C' # 0, auquel cas on a une équation quadratique
en y. Le discriminant est: A = (a? — 4k%)% — 4kC = d?(a® — 8k* — 4kn) = d*§

On aura donc deux solutions si 0 # A = %5 et deux solutions réelles si 0 <

A = a?§ = § > 0. Les solutions sont donc y = —(“2“4]“226)%'”25 = 4}“2_“22;'“"/3 et,

: 2k[MM2C—1 4k3—a2kLk|a|VE-C
remplacant dans(6.2.7), on obtient:z = = =

a aoC
—a(k+n)tksgn(a)V's
C

,Maintenant,siaz(),onak#OcarO#Oetonay:%,de
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P = 0 qui implique que z? = %. On a donc Py = (£(=22)1/2 L), Dans
ce cas, a = 0 et § = —4k(n + 2k) et donc 6 # 0 < (n+ 2k) # 0. O

Proposition 6.2.3. Soit A = [a, k,n] € P2(R) et considérons (QH), le systéme
quadratique associé & ce point. Alors tout point singulier fini p de ce systéme
satisfait I,(P, Q) < 3. Il existe un point singulier g tel que I(PQ) 2 2 &
6(n + 2k) = 0. En particulier, on a:
~Si 6§ =0 # (n+ 2k), on aura N[a, k,n] = 3 (car on aura deux points finis
de multiplicité 1 et un de multiplicité 2);
- Sié# 0= (n+2k), on a également Nla, k,n] = 3, avec deux points finis
de multiplicité 1 et un point de multiplicité 2;
~Sid = 0= (n+2k), alors N[a, k,n] = 2 (car on aura Ig) (P, Q) =1 et
Ip (P,Q)=3)

DEMONSTRATION. L’origine est un point non-singulier de chacune des courbes
P(z,y) =y + kx® + ny? = 0 et Q(z,y) = = + az® — 2kay = 0 car ?9—5 00 =1+
2ny0,0 =1 # 0et %_SI(O,O) = 14+2az—2ky|n,0) = 1 # 0. Les courbes s’intersectent
transversalement en (0, 0), car les tangentes correspondantes sont y = 0 et z = 0
et donc on a que I(g0)(P, Q) = 1. Pour un autre point singulier fini p du systéme,
on a I,(P,Q) < 3 avec égalité dans 'unique cas ol p est & la fois & l'intersection
des droites X = 0 et Z + aX — 2kY = 0 (c’est-a-dire le point p = [0, 1, 2k]) et
que I'une de ces droites soit tangente & la conique ¥YZ + kX 24+ nY? =0en p.
La tangente & YZ + kX% +nY? = 0 en [0,1, 2k] étant 2(k +n)Y +Z =0, la
droite X = 0 ne peut jamais y étre tangente en ce point. Donc, en [0, 1, 2k], on
devrait avoir Z +aX — 2kY = 0 tangent &4 Y Z + kX% +nY? =0, ce qui entraine
a=0et2n+k)Y + Z|pi) = 0= 2k+n=0= 6 =0. Mais dans ce cas,
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p=1[0,1,2k] = [0,—%,1] = P, et donc Ip, (P, Q) = 3. On peut avoir I,(P,Q) =2
dans les cas suivants:

— Le point d’intersection des droites de @, [0, 1, 2k], est sur la conique Y Z +
kX% +nY? =0 (ce qui entraine 2k +n=0et a # 0 = & # 0);

— Le point p (# [0, 1, 2k]) est sur Z-+aX —2kY = 0 et est son point de tangence
avec YZ + kX2 +nY? = 0. Notons que si (a,k) = (0,0), Z+aX —2kY =0
devient la droite a l'infini. Donc, on considére (a,k) # (0,0) et la droite
Z +aX — 2kY = 0 est tangente & la conique YZ + kX% + n¥Y? = 0 au
point p = [u,v,w] & 2ukX + (w+ 2vn)Y +vZ = Z + aX — 2kY, donc
v=1,u=£& et w=—2(k+n). De ce fait, [u,v,w] = [5,1,-2(k+n)] €
{Z+aX -2kY =0} & —2(k+n)+ % —2k=0< 6 =0. Aussi, p =
[u,v,w] € {YZ+kX?+nY?=0}& —2(k+n)+k(%)+n =0 ki=0
et comme k # 0 il faut donc ¢ = 0.

U

L’ensemble de bifurcations des points singuliers des systémes quadratiques
causées par le nombre de points singuliers finis du systéme est ’ensemble algé-
brique de P»(R) défini par ’équation nCd(n + 2k) = 0.

Proposition 6.2.4. ) est un point de discontinuité de NV < A € B, ou

B = {[a, I{I, n] S PgRlnCJ(TL + Qk) = 0} = Bn U BC U B§ U Bn+2k (628)

avec la convention

B, ={[a,k,n] € B(R) | v =0} od v € {n,C, 6,2k +n} (6.2.9)

et B C {points de bifurcation des systémes}.
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6.3. NATURE DES POINTS SINGULIERS FINIS

Etudions la nature des points singuliers. La matrice du systéme linéarisé au

point (zg, yo) est:

2]6.‘130 14 2ﬂy0
L(zo, y0) = (6.3.1)
1+ 2axg — 2kye  —2kzy

avec polyndéme caractéristique:

A — 2kzg -1 — 2nyp
p(A) =
—1 —2axo + 2kyy A+ 2kzxy

= A2 — 4k%22 — (1 + 2nyo) (1 + 2azo — 2kyo)

= A2 = DetL(mg, 'yg)
et
DetL(z,y) = —4k*z* — danzy + 4kny® + 2(k — n)y — 2az — 1 (6.3.2)

La nature d’un point singulier (z, yo) du systéme est donc déterminé par le signe
de DetL(zq, o). Si A1 et Ay sont les deux racines du polynéme caractéristique,
on a:

— Si DetL(zg,y0) < 0, alors A Ay < 0 et (2o, yo) est un point de selle.

— Si DetL(zo, v0) > 0, alors \; 3 = +i1/DetL(zo,Yo) et (%o, o) est un centre,

car le systéme est hamiltonien.

Remarque 6.3.1. Soit (zg,yo) un point singulier du systéme, et, puisque le sys-
téme est hamiltonien, on a %(Cﬂo, Yo) = %—5(3:0, o) = 0. Donc, le point singulier du

systéme (zg, o) est un point double de la courbe de niveau H(x,y) — H(zo, yo) =
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0, avec I’équation des droites tangentes aux courbes de niveau en (%o, Yo):

kS T —x)? +2 2K z — —yp) + 2H —y)? =0
0% |(zg,40) ( o) 928y |(z4,y0) ( .’Eo)(y yO) W |(zo,y0) (y yO)
(6.3.3)

ou encore (—1+2kyo—2az0) (z—0)?+4kzo(z—0) (y—yo)+(1+2ny0) (y—0)* = 0.
Proposition 6.3.1. Soit n > 0, alors la singularité P, = (0, ——71;) posséde, selon
les cas, la nature suivante:
i. Sin+2k + 0, le point singulier P, est soit un point de selle (si (n+2k) < 0),
soit un centre (si (n + 2k) > 0);
ii. Si n+ 2k = 0, alors P, est soit un cusp (si § # 0), soit un point de selle
nilpotent (si 6 = 0) .

DEMONSTRATION. i. OnaDetL(0,—%) = —4k%a? — (1+ 2ky)(1 + 20z — 2ky) I(O’_%) =
nt2k donc si (n + 2k) et n sont du méme signe, DetL(0,—%) > 0, alors
c’est un centre. Par contre, si DetL(z,y) < 0 alors (0, —%) est un point de
selle.

ii. Sin+2k =0, alors DetL(0, —%) = (. Mais la courbe de niveau passant par

P, est:
H(o,) - HO,-2) = 20—+ kby + (o = a0®) = (50— 51 ) =0
(6.3.4)
oot (P ) =
L e ) V-1 o oo

3 2 6n?

aussi, dans (6.3.3), on voit que les droites tangentes & la courbe de ni-

veau en (0, —1) sont —(y + 1) = 0, deux droites coincidentes. Si, de plus,
n n

a =0 (= 6 = 0), on a les droites tangentes & cette courbe données par
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(”L;l—) [—3:2 + %@_—1)] =0, alors ny + 1 = 0 est une composante de la
courbe de niveau; P, est donc un point de selle topologique. Mais si a # 0,
en plus des conditions précédentes, (ny + 1) = 0 n’est pas une composante
de la courbe de niveau; le point singulier est donc un cusp. C’est d’ailleurs

le seul point nilpotent de multiplicité 2.
O

On s’intéresse maintenant a la nature des points Py, qui dépend du signe de
DetL(xy,y0). On a 6 > 0 et on suppose toujours, sans perte de généralité, que
n > 0.

Proposition 6.3.2. Si nCé(n+2k) #0et d >0, on a:
i. Si C(n+ 2k) > 0, un des points Py est un centre, 'autre est un point de
selle;
ii. Si C' > 0 et (n+ 2k) < 0, alors Py sont des centres;
iii. Si C < 0 et (n + 2k) > 0, alors P, sont des points de selle.

DEMONSTRATION. On a

(z e —a(k +n) + ksgn(a)Vs 4k? —a® £ 5
+,4+) = = ’ =

et

DetL(z,y) = —4k?z® — danzy + 4kny® + 2(k — n)y — 2az — 1

on calcule (épargnant les détails au lecteur)

DetL(zy,ys) =+ ('ﬁl(—nc,——k)> Ve — %(i

= —(4) (Ialkx/(? - Igln\/gzi: kd)

= —(+)sgn(a)z= Vs
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et donc,

—(%)sgn(C)sgn{—sgn(k + n)|k + n|la] £ sgn(k)|k|v8} sia#0
-1 sia=0

(6.3.6)

sgn(DetL(z, yx)) = {

On note que |k + n||a| > |k|vV§ & C(n + 2k) > 0. En effet, |k +nl|a| > k|6
& a2k? + 20%kn + a®n® > a®k? — 8k* — 4k*n

& a?n(n + 2k) > —4k3(n + 2k)

& (a’n+4k%)(n+2k) > 0, ce qui équivaut & C(n+2k) > 0. 1- Si C(n+2k) > 0,
on a deux cas:

a) C >0etn+2k>0(=n+k>—k) Donc,

—sik < 0= sgn(n+k)=1= —sgn(k) donc sgn(Ps) = —(£)sgn{—|k +
n||a| F |k|v/3} donc sgn(Py) = 1 (P4 est un centre), et sgn(P-) = —1, (P-
est un point de selle);

—si k=0, = sgn(Ps) = —(£)sgn{—|k + n||a|}, donc sgn(P;) = 1 (P; est
un centre), et sgn(P_) = —1 (P_ est un point de selle);

—sik >0 =>n+k>0=sgn(n+k) = sgn(k) =1 donc sgn(Ps) =
—(+)sgn{—|k + n||a| £ |k|/§} donc sgn(P;) = 1 (P; est un centre), et
sgn(P_) = —1, (P est un point de selle).

b) C < 0etn+2k <0 (commeC etn<0,=k<0= sgn(k)=—1):

~sin+k>0 (= sgn(n+k)=1), donc sgn(Ps) = (£)sgn{—|k + nlla] ¥
|k|v/8} donc sgn(P;) = —1 (P- est un point de selle) et sgn(P-) =1, (P-
est un centre);

—sin+k<0, (= sgn(n+k) =—1) donc sgn(Ps) = (£)sgn{|k + nlla| ¥
|k|v/&} donc sgn(P,) =1 (P4 est un centre), et sgn(P-) = —1, (P- est un
point de selle).
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2- Si C(n + 2k) < 0, on a aussi deux cas & considérer:
a) C <0etn+2k>0(=k<0=sgnk) =-letn+k>n+2k>
0 = sgn(n + k) = 1) donc sgn(Ps) = (£)sgn{sgn{—|k + nl|a| F |k|/6}} donc
sgn(Py) = —1 (P, est un point de selle), et sgn(P_) = —1, (P- est un point de
selle).
b) C' >0 et n+2k <0 (commen>0,k<0=sgn(k)=—1):
—sin+k >0, sgn(Ps) = —(x)sgn{—|k + nl|a| F |k|v/8} donc sgn(Py) =1
(P, est un centre), et sgn(P_) =1, (P_ est un centre);
—sin+k=0, sgn(Py) = —(£)sgn{F|k|/3} donc sgn(P;) =1 (Py est un
centre), et sgn(P_) =1, (P_ est un centre);
—sin+k <0, sgn(Py) = —(£)sgn{|k + n||a| F |k|V3} donc sgn(P.) =1
(P, est un centre), et sgn(P_) = 1, (P- est un centre).
O

Etudions maintenant les courbes de bifurcation qui apparaissent plus haut
dans ce texte, c’est-a-dire nCd(n + 2k) = 0. Nous avons placé n = 0 la droite &
Iinfini et n+ 2k = 0 est une droite dans le plan projectif. Les autres composantes
de la courbe sont:

~ C = 0. C(a,k,n) = a’n + 4k*. C = 0 est une cubique dont le seul point

singulier est [0,0,1] (2 = 2an, & = 12k%, ¢ = ¢*). Posant n = 1 pour
trouver les coordonnées déshomogénéisées et calculant 'équation des droites
tangentes en (a, k) = (0, 0), on trouve a? = 0; il y a double tangence a I’axe
a = 0, la courbe posséde un cusp a lorigine. C' = 0 posséde aussi le point &

I'infini [1, 0,0], la tangente & C = 0 en ce point est n = 0, la droite a I'infini.
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—§=0.6(a,k,n)=0a®—8k>—dkn=0a®—8(k+2)*+ " La conique § = 0
est donc une hyperbole, avec points sur n = 0 en [+2+/2, 1,0]. On remarque

que I'une des branches de I'hyperbole passe par I'origine.

Enoncons maintenant un théoréme qui récapitule les informations sur I’ap-
plication N.
Théoréme 6.3.1. Pour le systéme (QH), on a

4 nCé(n+2k)#0etd>0

ok T 3 & exactement une des égalités suivantes: n =0,C =0,6 =0,n +2k =0
a, k,n| =
’ 2 § < 0etn#0 ou bien exactement 2 parmi les précédentes sont satisfaites

1d<0etn=0
(6.3.7)

DEMONSTRATION. On introduit la notation
Bn = {p € P(R)|Fv1,1n € {n,C,6,n+ 2k}, 11 #1p et p€ B,, N B, }. (6.3.8)

Trouvons les points de P;(R) appartenant & Bn.
e B, N B ={[1,0,0]};
e [a,k,n] € B, N Bs, donc a® = 8k* = [a,k,n] = [+2v2,1,0];
® B, N Bpyar = {[1,0,0]};
o [a,k,n] € B N By, donc a? = =2 = —4k(n + 2k + B =0=k=0o0u
k = —n. Alors, B¢ N By = {[2,-1,1],[-2,-1,1],[0,0,1]};
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e [a,k,n] € Bo N Bpyox, done 2k(2k* —a®) =0=>a = ++/2k = :F%Q—’l. Donc,
Ben Bn—|—2k = {[17 0, 0]7 [\/57 =1, 1]7 [_\/ia =, 1]}7
e [a,k,n] € Bo N Bpyax, done a® = 0. Done, Bo N Bryox = {[o, —%, 11}

Donc,

B = {[1,0,0],[2v2,1,0], [-2v2,1,0],[2, - 1,1], [-2, -1,1],[0,0, 1], [v2, —1,2],

[v2,-1,2,[0,~3, 1)

Etudions maintenant le nombre de points singuliers pour les systémes correspon-

dant & chacun de ces points.
=1y
x [1,0,0] = le systéme est
7 =1 + az?

donc les points singuliers sont:{(0,0), (—1)};

a

& =y + ny?
x [0,0, 1] = le systéme est . yrny
=2
les points singuliers: {(0,0), (0, —%)};
i =y + kx?

 [24/2,1,0] = le systéme est
§ =z + 2v/2kx? — 2kzy

donc les points singuliers sont:{ (0, 0), (—ﬁ, —ﬁ)}; en effet, y = —kz? dans
Iexpression en g donne y = ;—Ii

= gk et

y =z — 2v/2kz? — 2kzy

donc les points singuliers sont:{(0,0), (&, —3)}; de la méme fagon

¥ [-2v/2,1,0] = le systéme est

i =y + kz? — ky?
7 =z + 2kx? — 2kzy = z(1 + 2kz — 2ky)
donc les points singuliers sont:{(0,0), (0, +)};

x [2,1,—1] = le systéme est
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& =y + kz® — ky?

g =z — 2kz? — 2kzy = (1 — 2kz — 2ky)
donc les points singuliers sont:{(0,0), (0, £)};
i =y+ kz? — 2ky?
§ =z + V2ka? — 2kzy = z(1 + v2kz — 2ky)
donc les points singuliers sont:{(0, 0), (0, —5)};
i =y + kz? — 2ky? .
§ =1 — V2ka?® — 2kzy = (1 + V2kz — 2ky) ’
donc les points singuliers sont:{(0, 0), (0, —5=)}
i =y + kx® — 2ky?

* [—2,1,—1] = le systéme est

* [v/2,1,—-2] = le systéme est

* [-v/2,1,—2] = le systéme est

% [0,1,—2] = le systéme est
y=x — 2kzy

done les points singuliers sont:{(0,0), (0, —5=)}

On résume les calculs dans le tableau suivant:

point de B | points singuliers finis du systéme
[1,0,0] {(0,0)
[0,0,1] {(0,0),
)
)

[2\/57170] {(an ’ _—\/l_g_ka_%)}

(
(
(

-2v2,1,0] | {(0.0), (Zhp, — )}

2,1,-1 | {0.0,0,1)}
(
(
(
(

k
[-2,1,-1] [ {(0,0),(0:%)}
[v2,1,-2] |{(0,0),
[-v2,1,-2] | {(0,0),
[0,1,-2] [{(6,0),

%)}
%)}
7))

TABLEAU 6.3.1. Points singuliers dans Bn

=
0,=
0,—
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Maintenant, étudions le nombre de points singuliers dans les cas satisfaisant
[a,k,n] € B, — Bn, v € {n,C, 6,n + 2k}.
* sur B, —Bn, le systéme devient bRl e
y =z + ax® — 2kzy = (1 + az? — 2ky)
on a donc (0,0) comme premier point singulier et aussi y = —kz?. Dans
I'expression § = 0, un point singulier doit satisfaire 1 + az + Fldp? =) =
= ﬂ{%@ avec la coordonée y correspondante. Ces points ne sont
autres que Py. Il y a donc trois points singuliers:{(0, 0), Py, P_}.
% sur Bs — Bn, on a évidemment les points singuliers (0,0) et P, = (0, —+).

De plus, on a ici P, = P_ car ¢ = 0.

* Sur Bniok — Bn, on a V6 = /a® — 4k(n + 2k) = |a| = a (car on a consi-

déré a > 0). Donc, P = (“Metml-burm(oll 4= o)  (skcok 07007)

(0, a%’“:;fka) = (0, '213(]262%22)) (0,4) = (0,—%) = P,. Donc sur n+ 2k =0,

le point P se confond avec P,. On a donc les points singuliers:{(0,0), Py, P, =
P}
% sur Bo — Bn,ona,sia=0et C =0= k=0 également et § = 0. D’oq, il
faut avoir a # 0. Le systéme est B=gfettay de (2), on tire
=z +ax?® - 2kzy (2)
z = =1 puisque a # 0. Dans (1), on obtient y+ k(2 4 ny? =0 =
ay + 4k3y? — 4k*y + k+na®y? = 0 = y(a® — 4k*)+ k = 0 car C = 0. Donc,

2k(a§:§k2)—1 2k2—a?

on obtient y; = ;ﬁl’zﬁ, d’ou z5 = = = ar—arTys @ qui donne
By = (20’;2—4"]62), —~=%). Donc, les points singuliers sont:{(0, 0), P, Pr}.

Pour le reste de la preuve, on se référe aux propositions (6.2.3) et (6.3.1).

d



74

région points singuliers du systéme

By \ Bn {(0,0), P,, P_}
Bs \ Bn {(0,0), Py, Py = P_}
Bry2 \ Bn | {(0,0), Py, P = P_}
Bo\Bn | {(0,0),Pn, Ps}

TABLEAU 6.3.2. Points singuliers dans B, — Bn,

On passe maintenant aux systémes dont les paramétres sont situés sur les
lignes de bifurcation, d’abord omettant les intersections, puis aux intersections.
Proposition 6.3.3. Supposons que nC(n + 2k) = 0 et que § > 0, alors I'étude
des points Py (dans le cas C # 0) et Py (dans le cas C = 0) donne:

i. sur B, — Bn, on a P, un centre et P_ un point de selle (sauf dans les cas
ot a = 0, ou il n’y a que (0,0) comme point singulier);
ii. sur Bo—Bn, on a Py un point de selle si n+2k > 0 et un centre si n+2k < 0;
iii. sur Bpyor — Bn, on a Py = (57, Ek_zk—?) est un point de selle et P_ = P,
est un cusp;
iv. sur Bn, on a:
— pour [1,0, 0], les points singuliers sont (0,0) et Py = (=F,0), un centre;
— pour [2v/2,1,0], les points singuliers sont (0,0) et Py = (7, 3;) un

cusp;

— pour les autres cas, les points singuliers sont (0,0) et P,.

DEMONSTRATION. i. on a n =0, donc
—atvaZ—8k? 4k?—a?+aval_8kZ ;
(==t ] o ) sia#0
(T, Yi) = 1 )
(£ 2k2’2k) sia=0

on remarque que les points ne sont pas réels dans le cas a = 0. Sinon, on a
DetL(z,y) = —4k?z? + 2ky — 20z — 1 = Tokr (202 — 8k* T 2av/a® — 8K?%) +
2k (4k? — o L av/a® — 8K%) — 2a(—at Ve — 8k —1 = 5[32k* — da’k* £
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1.

iv.

8%H
Bz2
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4ak?\/a? — 8k?) = £5[8k% — a® £ av/a? — 8k?| = —(+Va? — 8k?)(gz(—a
VaZ = 8k?)) = —(&)z++/3, et comme, toujours, ona z+ < 0,on a sgn(P+) ==

1 et sgn(P_) = —1, d’ot P, est un centre et P_ est un point de selle.

sur C = 0, on avait Py = (a(sz_f;z), az";kg) on calcule DetL(zys,y;) =

—4k*s% — danzpys + dkny? + 2(k — n)yy — 2azp — 1 = %)— =
dank(a?—2k2) 4k3n 2(k—n)k  2a(2k*—a?) . 2
S e + gy — wiai — aera, — 1 = g (¥ - 2@

2_012Y(g4 —8a2k2 4 16k% — 2k (a2 n+4k? 2_on2
Ra2k? 22 k4 — 2a2kn) — (a®—2k )a i‘;(§2t42];)2 2k(a’n+4k”) _ @ aé?k car O =

a’n + 4k3 = 0. Enfin, sur C =0, a® — 2k? < 0 & n+ 2k > 0. Le reste de la

preuve se déduit facilement.

sur n+2k =0, on a § = a®—4k(n+2k) = o? et C = 2k(2k*—a?). On a donc

- — 2
T+ = 2k(2kgria2) aogz et T = ____a,(Z(ch—{—n) = 0. Aussi, yy = & = e
2L L E
et y_ = 4—;1(’“—2%2—) = £ = —1 Donc, on obtient P, = (577, 5mzz) €t
P_ = (0,-1) = P,. On calcule donc DetL(Py) = —4k*z? — danz iy, +

dkny? +2(k - n)y+ — 205, — 1 = ALK — 2k — 8k () + 2(k -

n) (gpr=er) + m- az —1= (2_192—172?[—6@2]?2 — 8k* — 4k*n + 20%kn — 3a*] =
(2k2£a2‘)2[ 10a2k?—3a* +(n+2k) (2a2k 4k3)] = R a2) [ 10a2k2— ] &1,

car n + 2k = 0. Alors, on a que P, est un point de selle. Aussi, P_ =

(0,—%) = P, et c’est un cusp lorsque n + 2k = 0 (voir la proposition
(6.3.1)).
~ [a,k,n] = [1,0,0]. Donc les points singuliers sont (0,0) et (—%,0) et

DetL (—%,0) = 1> 0, donc c’est un centre;
— [a, k,n] = [2v/2,1,0]. Donc les points singuliers sont (0,0) et (7, 5;)-
Pour ce dernier point singulier, on calcule les droites tangentes:

b A= 2 1 1 2 ?
o+ ) 42 21 | (a+ %) (v+3)+ 2% | +1) =0
‘(—ﬁ,—%)( ﬁ) =0V |(—Jz—}) 2\ T2)T e ey e

o) e ) o) )
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- (o)) - (e -

une droite double, donc ¢’est un cusp.
— Dans les autres points de B, on se retrouve avec les points singuliers
(0,0) et P,, déja étudié & la proposition (6.3.1).
Ol

6.4. ETUDE DES POINTS SINGULIERS A L'INFINI

Pour étudier les points singuliers a I'infini du systéme, on effectue la compac-
tification de Poincaré. Sur la sphére S2, on considére deux cartes:

— Pouvert X > 0 que 'on projette par le centre sur le plan X = 1;

— Pouvert Y > 0 que l'on projette par le centre sur le plan ¥ =1,
avec le systéme dans le plan Z = 1 avec coordonnées z,y. Lorsqu’on étudie le
systéme dans la premiére carte, on a le changement de coordonnées (z,y) —

(u,2) = (¥, 1) et, dans la seconde carte, (z,y) — (2,v) = (3, £). Sur la premiére

carte:

& — %‘Z—f-i-g—;%% = — L (y+kz*+ny?) = —uz—k—nu?; on effectue un décalage
de I'échelle temporelle: 7 = £ = % = %% = z% on a donc %ﬁ = z(—uz—nu—k).

De méme, % = Zudz 4 ‘g—’;% = Ky + kz? + ny?) + 1(z + az® — 2kzy) =
—u? — k% —nulz+ 14 £ —2k%,

. ) _ & = z(—uz — nu® — k)
Aprés le décalage, on obtient: d ;
Su — 2(1 —w?) — 3ku —nu’ +a

et, sur ur la deuxiéme carte:

L — z2(—2v — av® + 2kv)

@ — 2(1 —v?) + 3kv? — av® + n.

dr
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Considérant ’axe z = 0 sur chaque carte, on trouve les points singuliers a
I'infini du systéme (QH). Sur la carte en (u, 2), il faut avoir f(u) = nu’+3ku—a =
0; sur lautre, g(v) = av® — 3kv? — n = 0. Ces deux cubiques ont évidemment
le méme discriminant: A = —27nC et on a les renseignements suivants sur les
racines des cubiques:

— les trois racines de la cubique sont toutes réelles & A > 0;

— les trois racines sont distinctes <> A # 0;

— la cubique n’a qu'une seule racine réelle & A < 0.

Pour les systémes ci-haut, les matrices des systémes linéarisés au point sin-

gulier (0,u) (respectivement (0,v)) seront:

—nu® -k 0 —(k + nu? 0
Af (07 u) = = ( )
1—u? —3k— 3nu? 1—u?  =3(k+nu?)
(6.4.1)
et
—av? + 2kv 0 —v(av — 2k 0
A 0,v) = = ( )
1—v*  6kv— 3av? 1—v? —3v(av — 2k)
(6.4.2)
Par exemple, dans la premiére carte, on trouve que A\; = —3k — 3nu? = —f'(u)
et g = —k — nu? = —ﬁé”—), d'ot A g = L(;‘)X Si u est une racine simple de f,

alors (0,%) est un noeud. Dans les cas oi u est une racine multiple de f, c’est-
a-dire si A = 0, ou encore nC = 0, nous nous proposons d’étudier les propriétés
géomeétriques des courbes dans ce cas pour dégager la nature des singularités du
systéme.

Proposition 6.4.1. Au moins deux des trois points singuliers & l'infini du sys-

téme coincident < nC = 0. Dans ce cas, toutes les courbes de niveau H(z,y) =
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K, ot K est une constante, sont tangentes & la droite 4 I'infini en ce point et on
a:
— si n =0, le point de tangence est [0,1,0];
-sin#0=C,
— Si (a, k) = (0,0), le point de tangence est [1,0, 0];

- Si (a,k) # (0,0),le point de tangence est [2k, a, 0].

DEMONSTRATION. La complétion projective de la courbe H(z,y) — K = 0, ol
K est une constante, est

1
H*(X,Y,Z)-KZ® = %Z(Yz - X% + kXY + 5(an‘ —aX¥)-KZ®=0.

Les points a l'infini de cette courbe sont de la forme (Xo, Y5, 0). Une tangente

la courbe en un de ces points est de la forme:

1
(2kXoYo — aX)X + (kX3 +n¥)Y + 5(Y5 - X3)Z = 0.

Pour avoir tangence avec la droite 4 I'infini, on doit donc avoir 2k XYy — a X2 =
Xo(2kYp — aXo) = 0 et kX2 +n¥2 = 0.
i. Si Xo = kXE + nY{ = 0 est vérifié, alors on a n = 0 et dans ce cas
[0, 1,0] = [Xo, Yy, 0] est le point de tangence de la droite & l'infini;
ii. Si2kYy—aXp = kX2+nY? = 0 est vérifié, alors ces deux équations, linéaires

en (X2, Y}), ont une solution commune non-triviale si et seulement si:
=0eC=0. (6.4.3)

On a alors deux possibilités. Soit (a, k) = (0,0), et dans ce cas [1,0,0] est
un point de tangence, soit (a, k) # (0,0). Si £ # 0, on a que Yy = 5= X, et

dong, le point de tangence est [2k, a, 0]
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A la lumiére de ce résultat, il vient que si deux des points singuliers a I'infini
du systéme coincident au point [Xy, Yp, 0], alors ce point est un point singulier

du systéme qui a un secteur elliptique.

6.5. CONNEXION DES POINTS DE SELLE

Soit X(z,y) = P(z, y)% + Q(z, y)g—y, un champ de vecteurs différentiel poly-
nomial (avec P,Q € R[z,y]). Soit une courbe f(z,y) =0, avec f un polynoéme a
coefficients réels ou complexes. On dit que f(z,y) = 0 est une courbe algébrique
invariante de X s’il existe un polynoéme g(z,y), avec g € K[z,y] K= R ou C tel

que:

P(z, y)%ﬁ-(w,y) + Q(z, y)g—;(m, y) = f(z,9)9(z,v). (6.5.1)

Ici, comme le systéme est hamiltonien, si on a une connexion de selle entre deux
points distincts, on a deux points singuliers du systéme, p et g, qui soient sur
la méme courbe de niveau, ou encore tels que H(z,y) — H(g) = 0 passe par
p. Mais un point singulier du systéme est aussi un point singulier de la courbe
H(z,y) — H(q) = 0. Cette cubique est donc réductible (car elle a deux points
singuliers), elle a donc une droite comme composante. Le systéme posséde donc

une droite invariante. Soient, donc, f(z,y) = uz+vy+wet g(z,y) = Uz+Vy+W.
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Il faut chercher les cas ol une droite de la forme f(z,y) = 0 soit invariante sous
X = (y+ka? +ny®) & + (z + az® — 2kzy) 4.
Proposition 6.5.1. Le systéme (QH) admet des droites invariantes < [a, k,n] €
Py(R) satisfait ’une des conditions suivantes:

i. an(n — k) # 0 et [a,k,n] est situé sur (CPS) ou (CPS) : a’n+ (n —
k)?(n + 2k) = 0. Dans ce cas, le systéme posséde une droite invariante,
flz,y) =anz +n(n—k)y+ (n—k) =0;

ii. @ = 0 # k. Dans ce cas, le systéme posséde la droite invariante 2ky —1 = 0.
Si, de plus, n + 3k = 0, on aura deux autres droites invariantes: z +y = 0
etz —y=0.

iii. @ # 0 et [a, k, n] est sur I'une des deux droites

e a+ 3k +mn =0, alors on a la droite invariante z + y = 0;

e a — 3k —n =0, alors on a la droite invariante x — y = 0.

DEMONSTRATION. On aura une droite invariante f(z,y) = uz + vy + w = 0,

avec (u,v) # 0 si:
u(y + kz? + ny?) + v(z + az® — 2kzy) = (uz + vy + W)Uz + Vy + W).

En identifiant les coefficients des deux polyndémes en z et y, on obtient:

(6.5.2)
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de (4), on tire que ou bien w = 0, ou bien W = 0.

— Siw =0, alors v = uW et u = vW. De (5) et (6), on a que v(1 — W?) = 0.
Mais v # 0, sinon, par (6), v = 0. Si W = 1, on obtient u = v, donc de (3),
V =mn, et de (2), a+3k-+n = 0, la droite invariante étant f(z,y) = z+y =0
et, de méme, si W = —1, on a avec a — 3k — n = 0, la droite invariante
f@y) =z -y=0.

-siW=0,alorsu =Vwet v=Uw.

e sia=0,de (1), on a ulU = ku, donc u =0 ou U = k;
x si U =k, v = kw. Donc, dans (3), nu = vV = nu = kVw, d’ou
nVw = kVw = n—k = 0. dot v = nw. Mais, dans ce cas, dans

(2), on a:

~2kv =uV + Uv
= —2k*w = uV + k*w
= 4V = —3k*w
= uVw = -3k*w’

= u? = —3k*w?

ce qui n’est possible que si u =w =0 =w.

* si u = 0, on a, de (3), vV = 0. Mais, déja, w = 0, donc v # 0,
d’ot V = 0. Cela implique, de (2), —2kv = Uv = U = -2k,
donc v = —2kw. On a donc, sur ¢ = 0 # k, la droite invariante
2%y —1=0.

esia#0,de (3),onanu=9V=>nVw=UVwdoncU =nouV =0

Notons que si V = 0, v = 0, mais, dans (1), uU = ku+av = av =0 =
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v = 0, ce qui méne & une contradiction. Donc, U = n = v = nw.

Dans (1), on obtient

UVw=kVw+ aUw

= UV =kV +aU

=>nV =kV +an

an
n—=k

cette derniére égalité si n # k. Donc, v = 22 W. Maintenant, dans (2),

= Y=

on obtient

—2kv =uwV +Uv
= —2knw = Viw + nw

= V%= —n®-2kn

2.2
é%z—rﬁ—ﬂm
n_
a’n
im:—’n—2k

= a’n+(n+2k)(n—k)>=0.

Done, dans le cas ou [a,k,n] € (CPS), ou (CPS) = {[a,k,n] €
Py(R) | a*n + (n + 2k)(n — k)* = 0}, on a une droite invariante, cette

droite ayant ’équation: -“4z +ny + 1 =0,

ou encore anz +n(n — k)y+n—k = 0.
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Etudions enfin la courbe (CPS) et ses points d’intersection avec les autres
courbes de bifurcation. On a donc CPS(a,k,n) = a®n + (n — k)*(n + 2k) = 0.
Les points sur n = 0 de cette courbe sont donnés par (—k)?(2k) = 0, on n’a donc
que p = [1,0,0]. On a %585 = 2an, 2585 = —6kn+6k? et 25E5 = o2 + 3n? — 3k2.
La droite tangente au point p est donc la droite n = 0. Les points singuliers de
(CPS) sont donnés par 2an = k(k —n) = a® +3n? — 3k* = 0, on n’a que le point
[0,1,1]. L’équation des droites tangentes & la courbe en ce point est donnée par
2a%+46n? = 0, des tangentes complexes, p est donc un point isolé. Que se passe-t-il
en ce point isolé? Ce point [0, 1, 1] remplit la condition que n = k, qui été exclue

dans la preuve et n’est donc pas un point de bifurcation pour le systéme (QH).

Pour l'intersection avec les autres courbes de bifurcation, on a:

- (CPS) N {n+ 2k = 0}. L’intersection est constituée des points de P,(R)
tels que a’n = 0, donc [a, k,n] = [1,0,0] et [a,k,n] = [0, -1, 1]

- (CPS)NC = 0. Ces courbes se rencontrent & l'infini, au point [1,0,0].
Autrement, sin =1, on a a® = —4k3, d’ou —4k3+(1—k)?(1+2k) = 0, donc
(k+1)*(2k —1) = 0. On prend k£ = —1 (k = { meéne & un point complexe
de CPSNC et done, (CPS)N{C =0} ={[1,0,0],[2,-1,1],[-2,—1,1]}.

- (CPS)N 6 = 0. Ces deux courbes n’ont pas d’intersection sur n = 0,
considérons donc n = 1. On a 4k(2k + 1) + (1 — k)*(2k + 1) = 0, ou encore
(2k+1)(k+1)? = 0. £ = —% méne au point d’intersection [0, —1,1], k = —1
au point d’intersection [+2, —1,1].
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6.6. PORTRAITS DE PHASES

On présente enfin, dans cette section, les portraits de phase. D’abord, sur
cette page, un apergu global des courbes de bifurcation, puis les diagrammes
de bifurcation, séparés comme dans les chapitres précédants pour en alléger la

présentation.

[0,1,0]

Fic. 6.6.1. Courbes de bifurcation, cas hamiltonien.
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Fi1a. 6.6.3. Diagramme de bifurcation, cas hamiltonien, points de bifurcation dégé-

nérés G codimension 1, deuziéme partie.
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)

%

0

a=

Fic. 6.6.4. Diagramme de bifurcation, cas hamiltonien, points de bifurcation dégé-

nérés & codimension 2.



88

2

hamailtonien, régions générigues

Fi1a. 6.6.5. Diagramme de bifurcation, cas



Annexe A

CALCUL DES CONSTANTES DE
POINCARE-LYAPUNOV

Voici une adaptation du programme écrit par Mathieu Gagné sur le calcul
des constantes de Poincaré-Lyapunov avec Maple (voir [Gag]).

Soit le systéme

(A.0.1)

t=y+ P(z,y)
y:$+Q($7y)

n n
avec P(z,y) = 3, Fi(,y) et Qlz,y) = 3, Qi)
ot Pi(z,y) = > ayz' Iyl et Qi(z,y) = Y bijztIy?, avec a5, b € C et posons
=0 3=0
K = Q[ago, -, @on, bao, ..., bon]. Rappellons le théoréme (1.2.1):
Théoréme A.0.1. Etant donné le systéme (A.0.1), il existe une série formelle &

coefficients dans K, avec

F(.’E,y) = ZFp(a?,y),

p=2

p 5
avec Fy(z,y) = ”Z—ELZ et Fp(z,y) = > fpiz?P 'y, telle que

i=1

oF oF = :
P — (2 o2V i1 10
e -+ ———ay Q ;ZO Vi(z® — v*) (A.0.2)

avec V; € K.
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On doit d’abord entrer des sous-procédures. La premiére nous retourne n!!

ffact:= proc(n) option remember;

if n<=1 then 1 else n*xffact(n-2) fi end:

Pour un polynéme & deux variables, on considére deux représentations pos-
sibles. La premiére est la représentation dite usuelle (ex.: f(z,y) = = + 3z% +
2zy — 4y® + 11y°), la seconde se voulant une représentation dite vectorielle(ex.:
f = [[1,0],[3,2,—4],]0,0,0,11]]). La procédure suivante transforme un vecteur

m—i, i

m
| = [ayg, ..., @] en le polynéme homogéne de degré m 3 a;z™ "y
1=0

polyus:=proc(l) local k,i;
k:=nops(1);
sum(?1[i]#x~(k-1i)*y~(i-1)’,’i’=1. .k) end:

La seconde procédure accepte un polynéme sous sa forme usuelle p = Z a;;zty’
v
et un nombre n et donne la n-iéme composante homogéne de ce polynéme sous

la forme vectorielle [ayg, ..., Gon)-

polyvec:=proc(p,n)
map (proc(k,p,n) ,coeff (coeff (p,x,n-k),y,k) end, [$0..n],p,n) end:
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On peut maintenant transformer 1'équation (A.0.2) comme suit:

(E#) (+£n)+ (£%) (- 29)

=3 (VR +oB) + L3 (BE %)

1=2 =2 j=2
= 3~ Vila® — ).
=1
Définissant les opérateurs différentiels Dy = y% + :c;—y et D, = P, 3z + QL 550 ©

réécrit maintenant 1’équation

Y DuF) == DiF)+ > _Vile® -y (A.0.3)
i=2 i=2 j=2 i=1

On introduit maintenant une procédure qui prend deux polynémes P(z,y) =
n n
3" P(z,y) et Q(z,y) = > Qi(z,y) et qui les retourne sous la forme vectorielle,
séparés selon leurs composantes homogénes. En fait, la procédure nous retourne

un objet de la forme [[], [P2,Q2],[P3,Q3],...,[Pn,Qnl].

divihomo:= proc(P,Q) local djs,i;
djs:=[1];
for i from 2 to max(degree(P,{x,y}),degree(Q,{x,y}))
do djs:=[op(djs),il od;
djs:=map(proc(n,P,Q) [polyus(polyvec(P,n)),
polyus(polyvec(Q,n))] end, djs,P,Q) end:

Nous formons ensuite, de chaque paire de polynémes homogénes obtenue,
Popérateur différentiel qui y correspond: D; = R;’—m +Qi5‘9§. La procédure qui suit
saisit un polynéme p sous sa forme usuelle et lui applique ’opérateur dj.
djer:=proc(p,dj);

expand(dj[1]1*diff(p,x) +dj[2]*diff(p,y)) end:
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Dans (A.0.3), si on réunit les composantes homogénes de méme degré, on se

raméne au systéme d’équations suivant. Puisque deg D;(Fj) =1+ j — 1,

deg=2 Dl(Fz) =0
deg =3 Dl(F) = —DQ(FQ)
deg =4 Dy(Fy) = —Dy(F3) — Ds(F3) + Vi(a® — y°)?
;
deg =2k —1 Di(Fa_1) =— »  Dj;(F,
i+j=2k
deg = 2k Dy (Fy,) = Z D;(F;) + Vi (22 — %)
i+j=2k-+1 J

Afin de rendre ces résultats plus conviviaux, on notera

min(n,k—1)

k
Z Di(F) = - Z DiFry1-4 ng,imk_iyi-
i=0

14j=k+1

Maintenant voici une procédure pour, F' étant donné sous sa forme vectorielle,
nous fournir Gg.
Gn:=proc(F,p,djs) local u,j;
u= min(p-1, nops(ejs));
polyvec(-sum(’djer (polyus (op(p+1-j,F)),djs[jl1’,”j’=2..u),p) end:
On doit donc résoudre le systéme d’équations (A), que ’on a transformé sous

la forme:
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Di(F) =0 (A.0.4)
Dy (Fop-1) = Gag—1 (A.0.5)
Dy (Fa) = Gag + Vi1 (z® — )" (A.0.6)

La premiére équation se résoud manuellement, 5 = ‘”2—;32— Tout est en place
pour débuter la preuve par induction. On suppose que I'on connait déja Fy, F3,...,
Fsj_o, on connait aussi Gs,..., Ga_1, calculées avec Gn. Les constantes Vi,...,Vx—2
sont donc aussi supposées connues et les équations précédentes satisfaites jusqu’a

Pordre 2k — 2. On s’attaque maintenant & calculer Fpg_1, Vi1 et Fay.

D’abord, FQk—l-

On résoud I’équation (A.0.4) en termes des fog_1;.

g 2k—2—i, i . 2k—1—i, i—1
¢ O Fip—rge®™ 7+ x D ifumt T YT
= =t
2%k—2 .
= for_122% 7 + for—126—2y® 2+ Y [(2k — 1) fak—1,-1 + (P4 1) for—1441]32F 10y
£
2%—1 2 Z
= Y Pap—1sE Iyt
=

Cela nous permet d’exprimer sous la forme matricielle:

[0 10 000 0\ [ faro \ [ oo
2k —1 0 2 ... 0 0 0 fok—11 9ok—1,1
0 2%-2 0 3 0 0 -
0 0 B .0 2 0 28
\ 0 0 0 0 1 0 ) \ fok—-1,26-1 / \9%_1,%—1

(A.0.7)
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On a det A = (2k — 1)!! donc il existe une solution unique a ce systéme; on
peut donc déterminer Fo,_1, et du méme coup Gy = _ Z D;(f:).
Fimp:=proc(k,g) local tempF,]j,cons; rm

tempF:=table();
tempF[1] :=g[1];
tempF [2*k-2] :=g [2%k] ;
for j from 1 to k-1 do
tempF [2%k+1] : =expand ((g[2*¥k+1] - (2¥k-2%j) ¥tempF [2%j-1])/(2%j+1));
tempF [2%k-2%j-2] :=expand ((g[2¥k-2%j] - (2%k-2%j) *
tempF [2¥k-2%j1) /(2%j+1));
od;
cons:=[tempF[0]];
for j from 1 to 2*j-1 do cons:=[op(cons,tempF[jllod end:
On s’attaque maintenant & trouver Vi_i, et par la suite Fy. On résout

D(Fy) = Gop + Vi—1(z% — y?)F. 11 faut résoudre:

2k—1 o % .
Yy Z (2k = i)f2k’i$2.’c—l—z,yz 4+ Z Zfzk’ixmc—zyz—l
= i=1
%1 N
= fou1Z® + foron_19 + 3 [(2k — i+ 1) fanio1 + (i + 1) fopira] 22779
i=1
k

2k
i k PR T
= Z g2k,ifl32k v+ Vi Z (z) (—1) 72 2"y21.
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Identifiant les termes de méme degré, on retrouve:

fora = goro + Vi1 (A.0.8)
for2k—1 = G2k,2k + (—1)ka_1 (A.0.9)
(2k — 25) fon25 + (27 + 2) far 2512 = Gok,2j (A.0.10)

(2k — 25 + 1) fargj—1 + (25 + 1) for2j1 = Gar5 + (1) (J.)V}c—1 (A.0.11)

Ce systéme se scinde en deux systémes indépendants, ce qui en simplifie la
résolution. Le premier sous-systéme contient les for; avec les ¢ impairs confrontés
aux gop; avec i pairs. Le deuxiéme sous-systéme comporte, quant & lui, les for,
ol les i sont pairs et les gay; ou les ¢ sont impairs, ce qui correspond a I’équation
(A.0.11).

Le premier sous-systéme s’illustre sous la forme matricielle suivante:

( 1 0 0o ... 0 0 for1 92k,0 1
(2k—-1) 3 0 0 0 for3 92k,2 -k
0 (2%-3) 5 0 0
= +Vi_1 i 75
: . (=)
0 0 0 ... 3 (2%-1)
\ 0 0 0o ... 0 1 for, 201 G2k, 2k (-1

On nommera cette équation B f =g+ WC_IE. Pour trouver Vj_1, on multiplie
de chaque coté a gauche par la matrice A, diagonale de dimension (k+1) x (k+1),

avec terme général

0 sii# j
(12— )2k —2i— DN sii=j

CLij =
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A gauche, ’addition de tous les termes du vecteur AB f s’annule, donc ’ad-

dition des éléments de Ag + Vk_lAE s’annule aussi, c’est-a-dire,

k k
3 (133 — 12k — 2= Dl + Vs 3 () 2= 12k =28 = )1 =0
i=0 i=0
Cela nous donne
k .
Vi1 = ——— (A.0.12)
S (5) (26 — D)2k — 26 — 1!
i=0

et que l'on calcule, connaissant G, comme suit:
Vj:=proc(ok,g) local j,k;
k:=0k+1;
—sum(? ((-1)~j)*g[2*j+11*ffact (2xj-1) *ffact (2xk-2%j-1) 7,
»§2=0..k)/sum(’binomial (k, j) *ffact (2%j-1) xffact (2¥k-2%j-1),
’§2=0..k) end:
Ayant maintenant cette constante connue, on peut résoudre le systéme pré-
cédent de fagon unique.

Reste A résoudre le deuxiéme sous-systéme, celui avec les for; et 7 pairs.

(26 2 0 ... 0 0\ /[ fwo\ [ o
0 2t-2 4 0 B 0 for2 92k,3
0 0 .4 262 0

\ 0 0 | 2 2k / \ fak 2k ) \ g2k 2k-1

systéme avec k — 1 équations, k inconnues. La matrice étant de rang maximal

on a une variable libre, ce qui est concordant avec le fait que les constantes de
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Poincaré-Lyapunov, Vi, pour k > 2, ne sont pas uniquement déterminées. Donc
connaissant G et Vi_1, on résoud les deux sous-systémes avec la procédure:
Fpai:=proc(k,g,alpha,V) local tempF,j,cons;
tempF :=table();
tempF [1] :=g[1]+V;
tempF [0] :=alpha;
for j from 1 to k-1 do
tempF [2%j+1] :=expand ((g[2*j+11+((-1)~j)*binomial (k, j)
¥V - (2%k-2%j-1) *tempF [2j-11) / (2%j+1)) ;
tempF [2%]] :=expand ((g[2*j]- (2xk-2%j+2) *tempF [2j-2]/(2%j)) ;
od;
tempF [2%k] : =expand ( (g [2*k] -2*tempF [2xk-2]) / (2%k)) ;
cons:=[tempF[0]];
for j from 1 to 2%k do cons:=[op(cons),tempF[j] od end:
Reste la procédure principale, celle ou, étant donnés P et (), les polyndmes
et k, un nombre naturel, nous retourne la k° constante de Poincaré-Lyapunov.
V:=proc(P,Q,k,retV,retF,o0ldF) local djs,F,G,Vs,j,n;
djs:=divihomo(P,D);
if nargs<6 then
F:=[0,[1/2,0,-1/2]];
G:=[0,0,6n(F,3,djs)];
F:=[op(F),Fimp(2,G[31)];
G:=[op(@),Gn(F,4,djs)];
Vs:=[Vj(1,G[4])]
else

F:=01dF;



G:=[0,0];
Vs:=[];
n:=(nops(F)-3)/2;
for j from 3 to 2*n+4 do
G:=[op(G),Gn(F,j,djs)] od;
for j from 1 to n+l1 do
Vs:=[op(Vs),Vj(j,G[j,G[2*j+2])] od fi;
j:=nops(Vs);
while j<k do
F:=[op(F),Fpai(j+1,G[2*(j+1)1,0,Vs[j1)];
G:=[op(@),Gn(F,2*(j+1)+1,djs)];
F:=[op(F) ,Fpai(j+2,G[2*(j+1)+11)];
G:=[op(G),Gn(F,2%(j+1)+2,djs)];
Vs:=[op(Vs),Vj(j+1,G[2%(j+1)+21)1;
ji=j+1 od;

retV:=Vs;

retF:
Vsik] end:

¥4
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