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SOMMAIRE

Le présent mémoire considere le systeme d’équations différentielles

i+ du= (@uu ov u=(u.u.u)

qui est une généralisation de 'équation bien connue de Schrodinger. Le systeme susdit, appelé
auyjourd’hur systeme de Schrodinger non-linéaire couplé est déa étudié dans un article de
A.Sciarrino et P.Winternitz ou sont citées les sources physiques des probléemes menant a ce
systéme et sont trouvées les solutions invariantes provenant des algebres deux- et
tridimensionnelles qui satisfont a la condition de rang maximal. Dans le mémoire sont considérées

les deux sous-algebres tridimensionnelles {sz +a,M+a,1; + a3U3,P1,PZ} et {C, D,H,} de
lalgébre de Lie, L= s5ch(2)® su(3) correspondant au systéme de Schrodinger non-linéaire couplé,
ou L, est lalgebre de rotation, D- dilatation, F,,A,P, - translations suivant f,Xety
respectivement, C - transformation projective, M,T; et Uj- changement des phases. Ces sous-
algebres ne satisfont pas 4 la condition de rang maximal et les solutions provenant d’elles sont
supposées (d’aprés la terminologie contemporaine) partiellement invariantes. En dépit des
apparences certaines solutions provenant de ces algébres restent invariantes sous 'action des sous-
groupes correspondant aux algebres déja étudiées. De pareilles solutions sont appelées
partiellement invariantes réductibles. Telles sont les solutions (I1I.20) et (II.21) - invariantes sous

action du groupe engendré par l'algébre L,, = {Kl +a,g,, 5+ bké;k} et les solutions (I1.19) et
(11.22) - invariantes sous I'action d’un groupe correspondant 2 une algébre conjuguée a L,,. Ces

quatre solutions ne doivent pas étre considérées comme essentiellement différentes. Du méme type
est la solution (I1.29) - invariante sous 'action du groupe associé a I'algébre

L, ={B + kM +aT, +a,U,, B+ bT, +bU,, B, + Ty +c,U,

Une exception curieuse de ces solutions est (I1.18). Cette solution, pour autant qu’on le sache, n’a
pas été publiée (au moins on ne peut pas la trouver dans les livres et les articles des références).
Elle est invariante sous I'action des rotations du plan qui constituent un groupe dépendant d'un
seul parametre auquel correspond une algebre unidimensionnelle. Faute d’une classification des
algebres de cette dimension, la solution mentionnée ci-dessus a échappé aux chercheurs. Les
véritables résultats nouveaux sont les solutions qui ne sont invariantes sous 'action d’aucun sous-
groupe du groupe engendré par Palgebre L = sch(2)® su(3). Elles sont appelées pattiellement
invariantes irréductubles . Ce sont les solutions (I1.24)-(I1. 27) et toutes les solutions obtenues de

Palgébre {C, D, B} - (IIL16)-(I11.20).
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I. INTRODUCTION

Le but de cette recherche est 'étude du systéme de Schrédinger non-linéaire couplé c’est-a-

dire

A, 7y, N Fu,
a &l &; )
u Fu, & o
Ly i —572 + dcuz é;fz = (@wu,ovu=|u|eC’
u
My Fu, L) Fu, d
a &' &

Pour séparer la partie réelle de la partie imaginaire on pose

u = pe™ 2,.®, R
0,20 k=123
0<®, <27

i®
W, =pe "
i
U = pye”

Apreés la séparation, on obtient le systeme des six équations suivantes :

2
AD, 2,( 2 : 3
A -p AZ(?) =n2.0 220'30& +pAD; =0
k

k=1 p=1

)

aD - 0”,07 dp, AD
(1.2) Apz—pzj—pzZ(?j —pzzpﬂ ZZ& 2, —+ p,AD, =0

k=1

2

a, [ ap 23 a, A

A _ 3 E 3] — 2 2§ 3
p3 p3 0} 103 pr ( 2 ’ p} . p;l 2 2

ou sous une forme matricielle

(8]



2
étD 2
A . ]_ [ 1) p
2 A A ~ oA 22 |
po)
+i 220%2 =i/32p
&, dc 2 Ape

=1
22 op; A dc

™.3) | Ap, — i [

A Sciarrino et P.Winternitz ont utilisé la théorie des groupes de Lie afin d’obtenur certaines
solutions invariantes de (I.1) - (L3) (voir [41]). Ils ont trouvé que lalgebre de Lie

correspondant au systéme considéré est L = sch(2)@ su(3). Dans [41] la classification

compléte des sous-algebres deux- et tridimensionnelles de L est faite et pour celles dont le
nombre des invariants n’est pas inféreur au nombre des variables dépendantes (les fonctions
inconnues dans (I.1) - (I.3)), les solutions invariantes sont trouvées. Le nombre des invariants
des algcbres {Lu +a,M+a,T, +a;U;, B, Pz} et {C, D,PO} est inférieur au nombre des
fonctions inconnues. Ces deux algebres s’averent donc de bons candidats pour qu’on obtienne
des solutions partiellement invariantes. Pour chacune d'elles on obtient six invariants
linéairement indépendants dont il n’y a qu'un seul qui dépend des variables indépendantes (le
temps ¢ pour la premiére algebre et 'angle polaire @ pour la seconde). Les autres cing
invariants sont aussi fonctions des variables dépendantes dont le nombre est six. Alors on peut
exprimer en termes de ¢ (pout la premicre algébre par exemple) les trois modules mais I'une
des trois phases (@, par exemple) dépendra de ! (invariant) et des deux variables
indépendantes (x et y dans le cas considéré). On se propose de résoudre le systeme (1.2) pour
les cinq fonctions inconnues A une variable indépendante, et une fonction inconnue a trois
variables indépendantes. Les pages qui suivent visent Iétude et l'analyse des solutions
provenant de ces deux algebres tridimensionnelles. Elles n’ont pas la prétention d’avoir épuise

le probléme, mais plutot d’avoir contribué a Pavancement de sa resolution.



I1. SOLUTIONS OBTENUES DE I’ALGEBRE

j

{L,+aM+aT +alU

32

B,

e

Pour trouver les invarants du groupe de Lie correspondant 24 lalgebre

o 7 5 J 7
{L"‘a]M'f—azT'} +513C/'3,1’3],P2}01‘1L]2 :ng—xlg,M:ZE,P]:g,
1 2 1

p=1 u

l{ 2 74 1{ 2 7
T, = 5(?;81_ &Dj LU, = 5(@2 - a’tDJ et a, = const (i = 1,2,3), on forme le systeme

aF (aF aF é’F) a7(0”F 5Fj a3£0”F &’F)
By X + + = - +—= - =0
& ', D, av, ap,) 2\ap, ab,) 2\4p, A&,
oF
II.1 ==
@y 1o
aF
— =0
|

Les deux derniéres équations montrent que la fonction F ne dépend pas de x,etde x,. On

a a a
4, =a, —72+73, 4, =aq, —73;1 Paide

4

introduira les nouvelles notations 4, = a; + X

desquelles la premiére équation s’écrira sous la forme

F
3@3—

A 0

ar F
1.2y 4 —+A4, —
( ) 1@1 Z&DZ-{_



Le systeme caractéristique pout cette équation est

do dp, dp, d®, _d0, dD,
0~ 0 0 4 A4 A4

[ 3

dt
0
d’ot1 on obtient les six invariants

(I1.3) {t =const, p =const, p, =const, p; =const
. § =40 -40,, §=4,D -4,

Apreés avoir calculé les dérivées partielles des invariants par rapport aux fonctions inconnues,

on obtient pour le jacobien:

0000 0 O
1000 0 O

_ D(t, p1, 5, £, 5) _|0100 0 0
D(p, pys 05, D, @y, D;) 001 0 G 0

000 4 -4, 0

000 4 0-4

{Azq)l = AICDZ + 51(’)
A3CD1 i AI(D3 + fa(l‘)

Dans ce qui suit on ne traitera que le cas - Jacobien de rang cing.

Soit A, # 0, ce qui assure la condition rang/ = 5. Choisissons parmi les six invariants (1I.3)

cinq qui seront considérés comme des fonctions du sixieme (considéré comme variable

indépendante). On va sauvegarder [ en tant que variable indépendante. Alors on aura



4,

o =p, () (k=123) & =£4(1)=4,,,D, — 4,D,,,. Posons C,= - G= e
1 1
introduisons @, = —%, (k = 1,2) (a, sont aussi des invariants, ayant en vue que 4, sont

1
des constants) . Pour faciliter Décriture, on posera X, =X et x, =Y. Les variables

dépendantes deviennent

10] = pl(t) ('Dl - (Dl(taxay)
(L4 p,=p(1) ©, = C,D,(t,x,y) + ()
2= p(1) ®; = C3®1(t=x:y)+&3(t)

Il faut donc établir des conditions de compatibilit¢é entre les six fonctions
2. = p. (D), (k = 1,2,3) ; @, =0,(1,x,y) ; =0 (1) (k = 2,3) de telle facon que les
fonctions définies par (I1.4) satisfassent au systéme de six équations non - linéaires aux

dérivées partielles (I. 2)

Aprés avoir remplacé (IL4) dans (L.2), on obtient pour g, =p, (), (k=1,2,3);

O, =@,(t,x,y) et @, =a,(t) (k =23) le systéme suivant

éq)l abl ? &)1 ’ ¥ 2 2
a Val) g =’ + 02 +4i)
a0 ’ aD, | 2 2 2 vyl
:C, C;y] +C22[( dcl +( @lj ]:_(Pf +8 + )= @0
2D a) (&)
G5 +G (El— +( 0’*/1) J:_(/%2+P§+Pf) (1)
arsy |

0’ﬁ+ (0”%1)1 +5ZCD1 _ 0

a & G

o D, IO
<§ C, 7( dle*' @;jzo

p SO, S

%"'Ca 3( dvzlﬁ' @/2]j=0




Il faut remarquer aussi que la solution du systéme (I1.5) dépendra essentiellement des

constantes  C, et C, donc on commencera pat le cas le plus simple ou ces deux constantes

sont zéro.

A) Létude ducas C, =C;, =0.

Le systeme (IL.5) est réduit a

@0 =-(a"+ 0l +pl)
&y =—(ot + P2 + )

(115

3 3
Il en résulte que p, = ¥, = COnst et py =y, = constet oy = P, a==).p, cequi
k=1 k=1

3

entraine @, = &, + K, et @, =a,(1)= —IZ o2 ()dt , @, = &, (1) + const. Pour trouver la
k=1

solution dans ce cas, il suffira donc de déterminer p = p(f) et @, = D,(£,x, y).

Fo, o,
dcfl + @/2

doit étre une fonction de

Puisque g ne dépend que de 7, le laplacien

f (sinon I’équation A =0

(ﬁ@l 70,
a

=iy + PE J = 0 n’aurait pas eu de sens). En introduisant une

#@tﬁﬁn__fm
& 3 SO

fonction f = f(t) (pour linstant inconnue), on pose (IL.6)
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(ﬁszl FD,

pY + @}2 j =0 est résoluble par une

fois f = f(t) trouvée, Péquation (11.7)5

quadrature. La solution la plus générale de (IL.6) est obtenue par la somme de la solution la
Fo, Fo,
dCz + @}2

Péquation non-homogéne (IL6) , cest-a-dire @, (¢,x,y)= R(¢,&)+S(t,n)+4(1,x,y) ou

plus générale de I'équation homogene =0, plus une solution particuliere de

E=x+iy, n=x—iy et ® =d;, ce qui implique S(t,7)=R"(1,&")=R(1,n). On

f@
4£(t)

pour n'importe quelle fonction dérivable f() (qui ne s’annule pas pour {20), d'ou la

vérifie aisément que ¢(7,x,))=— x? + y2 est une solution particuliere de (I1.6),
q P

solution @, (¢, x, y) sera obtenue sous la forme

110,

AL8)  ®,(t,x,») = R(t,§)+S(t.1) — 7 00 (x + %)
Les dérivées partielles de @, par rapporta x et y sont
a_RE Bon & “R.+5, - JO
e o Pk O & 210
A, &’Ra§+ésan a ~i(R, S)_f(t)y
3y X My & 21(t)

Aptes avoir remplacé ces dérivées dans Iéquation

0’@1)2+(0’CD

2
D
(II.lO) érl +( @C @1j = _(/012 + pzz * p32)

on wouve

a(J0 (., i
R,+S,—E(m(x +y>j+(R§+Sn——2—f—xj ((R S) }

—Z pLt)
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Apreés la simplification ( compte tenu de (x —iy)(x +1y) = x>+ y* = &n), on obtient

d . -3 - 3 -
R +S, - iﬂ{df@j _[_9 }41{55,] ~ (&R, + 77&)% = —;pﬂ

En dérivant cette égalité successivement par rapporta & et 77, on aura

. L
1l d
v {E (?J - (%j } +4(R.S,),, =0, ot en intégrant réciproquement :

L(F) dfJ
(1L.11) R.S, = —EH% - E[% }rfn +h(1,8)+1(1,17)

Supposons que les fonctons R(£,&) et S(f,§) solent analytiques au voisinage de

(£,1) =(0,0) et considérons leurs développement de Taylor autour de (0,0).

R:070+iﬁ,+(b?,+i/z)§+(o72+i,8~2)§2+(5Z3+iﬂ~j)§3+... ‘ .
e m e sy e s d’ou on obtient
S=a,—ify+(oq, —if)n+(a, — i)y + (o, — i) +...

R, =@ +iff +2G, +iB)E+ X +iB)E +...

S, =&~ iff + 2 — i)+ 3@ — B0 +...

Dans les derniéres égalités, les coefficients 07k et f3, sont tous des fonctions de # et ils n’ont

tien 4 voit avec les fonctions @, = @,(t), k =12 qui font partie des formules (IL3). La

multiplication des expressions R, et .S, donne
RS, =&’ +/%+ 2(51&2 +Eﬂ~2)(§+ 1)+ 21‘(071,5’; - 072,[;’1)(5— n)+ 4(0722 +ﬁ22)§n+...

En comparant le dernier résultat avec (IL.11), on constate que
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= LAY d(f)| @&=0
a3y 4a+47)=-— (Q ——Lij et ~ Y k23
= 16\ f ar\ f B. =0
On substitue les expressions de R, et S, dans (I1.8) et on en obtent

@, =2 +c?,(§+ 77)+i,§,(§— 77)+522(§2 + 7]2)+i,gz(§2 = nz)—zfj—;(xz +y2) =

= 2a, +2ax —2,513/ +2072(x2 —yz) +4/§2xy—%(x2 +y2)

On changera les notations, en posant 2a, =0y, 24, =a;, 20, =a; —-28=F4. 28 =5

ce qui permettra d’écrire @, sous la forme
_ 2 . S (2, 2
(I1.14) O, =, +ax+ By + az(x -y )+2ﬁ2xy—ﬁ(x +y )
Les dérivées partielles par rapporta X et y sont respectivement

=q +2a2x+2ﬂ2y—5f7x:a, +£20¢2 ——z—j}Jx+2ﬂzy

:ﬂ—2a2y+7-ﬂzx_%y=ﬁ +2ﬁ2x—(2a2+§jy

2|3 o3

Ces détivées remplacées dans (I1.10) donnent

do +d]x+ﬁy+d2(x2 _yz) +2ﬂ.2xy——4—;t

+ol + [+ (2052 —i] +4,Bf}c2 +{4ﬂf +(2oz2 +%J ]y2 +

2f
+2{0¢1[2052 _ S +2Aﬂ2“x +2{2al/i,_ —,@[2052 o %ﬂy—égﬁz—;—xy = —ipj

27
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. ) 9 2 A LN
La comparaison des coefficients devant x°, y°, xy, X, y et ] en derniere égalit¢ donne le

systeme des six équations suivant :

(2%—2’;] +4ﬂj+oz2—%%(§]=o
4@2+[2a2+§J2—d2~%%(§]=0
—4ﬁ2—]i+2/§2 =0

(IL.15) 4 4 _
2{%(2% _Effj +2,6§ﬂ2}+d] =0
4a1ﬂ2—2/31(2a2+§f;j+,3=0
Lawmﬁilp;,:o

B _d
B f

B = f* (Qecas 3, =0 y est compris pour g = 0). En soustrayant la seconde équation de

La troisieme équation est aux variables séparées et s'integre directement : d’ou

%j +2a, =0, ce qui implique, apres la

2
N /
la premiére on trouve (2052 —ﬁ =i 205 +

da, df

=== soit @, = ] ?. I’addition des deux premiéres équations entraine

simplification ,
2

Al AR YIfAR
(20{2—5]7) +(20€2+—27j +8ﬂ2 —EE(7J—O

S? o ep L[]
272 +843 - Y] 7 =0 et aprés une simplification, on retrouve (I1.13)

ou bien 80{2‘7‘ +
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On remplace dans (I1.13) les expressions trouvées poutd, et [, et on obtent

16( o+ ) 7+ (?} — —j; + [-;J =0, ce qui donne apres la simplification I'équation
. 27 5
@) =16+ u s

En mettant @, et /3 dans la quatriéme et la cinquiéme des équations (I1.15) et en simplifiant,

on obtent un systéme d’équations ordinaires linéaire du premier ordre par rapporta a; et B

a "'{4#1][2 _§}al +du A =0
(I1.17) S ,
B +4u e, —{‘sz +ﬂﬂ. =0

.

A partir d’ici on va faire une étude des solutions possibles, suivant les valeurs de 14 et 1.

L 40+ 2 =0 . Cette hypothése implique immédiatement o, = £}, = 0. L’équation (IL.16)
27 i S d(f}_fz
2

est réduite 2 | = - On va la réécrire sous la forme =——=— =5 soit — | = |="=7
f 7 dt

o

S 5 P ; S 2 . . .
La substitution ~ = u améne Péquation a ' =u" ; apres une intégration, on trouve

1
Y

a
et une seconde intégration donne f = P Le systeme (I1.17) devient ( a
14

A=t
7

partit d’ici on utilisera les constantes A, i=12,... comme n’ayant rien a voir avec celles

utilisées pour définir C,, k=12),

a +—1—a =0 _ 4
F By | . “=
, ce qui donne

: 1
:O =
ﬁ+l‘+vlq A r+v
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3 3
. ~ 2 -~ 2 ~ ~
Puisque «, =—E Oy 5 O =—Zpk = a,—a,+const et p,=y,, py=7;,alorsonaura

k=1 k=1

3
D, =a,(t)=- J‘Z pr()dr, @, = (1) + const. La fonction @, devient
p=)
j.

@, =a0+a1x+ﬁy——f( 2+y2)

N

1 d dt
alors A S soit O =L—.
t+v y2) r+v r+v
712 B
+v

et son laplacien d’apres (I1.6) est AD, = —”—f]i_ =

712
(1 +v)°
1

ot déeoule 073(z)=t—7+——(y§ D+ K,
v

(y3+y7+K,

Alots on trouve pour 072(t): —[ +y2 +}/32} soit o, (1) =

, ; : A+ A7+
Ala fin aoz—(al’+ﬁ12+2pij :_(1_04_::/_)27_14_722_!_732 , ce qui donne pour
k=1

A12 +A22 +712

le premier coefficient &, (7) = —(y; + ]/32 )t + const. Finalement on a

+v
_r CD_A12+A22+712 (2 + 2)t+A1x+A2y+ 1 x2+y2+K
pl_t-kv . (+v EIRE [+v tr+v 4 \
7/12 2 2
2=V (D2=H_V_(72+73)t+K2
72
p=7s <D3=—~t+‘v—(7§+73')t+1<3

Il est évident que cette solution est transformée par le groupe des translations ¢ "=t+Vv en
une solution de (IL.5) (plutét (IL.5%)) mais cette évidence disparait quand il s’agit des
x'=x+A4

. , . 2 R
34 cause de lexpression x> + y>. A son tour, cette derniére
P A
y=y+u

2

translations {

expression suppose invariance par rapport au groupe des rotations du plan, mais la partie
linéaire A,x + B,y en est un obstacle. Il est facile 2 démontrer, qu'en dépit des apparences
cette solution se transforme en solution sous 'action du groupe des translations

xX'=x+A, Y =y+u et
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que dans I'ensemble des solutions de ce type il y en a une qui est invariante sous l'action du

groupe des rotations du plan.

Silonpose 24, = A, 2B, = p alors la solution devient

7, % _(x+/1)2+(y+,u)2+4712

=t d = — G +yH(t+v)+ K
A T ] 4(t+v) (73 73)( V) 1
}/2
2=V, q)zz +] —(y§+}/§)(t+v)+K2
v
71 =
=7, ®3=——t+lv—(7§+75)(l‘+V)+K3

Il est déja évident que cette solution se transforme en solution sous l'action du groupe des
translations x'=x+A, y'=y+u, t'=t+v . Pour le choix spécial 4 =0,

(=10, v=0, on aura la solution

2 2 )
Y xT 4y +4yy 2
p‘:-t_l CD]='"—41‘—]—(7’2+7§)1‘+K1
72
(IL18) p, =7, ®2=7L_(7§+7§)t+K2
712 2 9
P =73 ®3=T‘(72+73)t+K3

S . x'=xcos@p— ysing
qui est invariante sous Paction du groupe ) ) ,
y' =xsm@+ ycose

On est donc arrivé au phénoméne suivant : en cherchant une solution (supposée pattiellement
invariante) a partit d’'une algébre donnée A, on obtient une solution qui est invariante par
rapport au groupe engendré par une autre algébre B, différente de l'algebre A de départ. On

appellera une pareille solution, par convention, solution partiellement invariante réductible.
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S1l n’existe pas une algeébre B jouissant de cette propriété, la solution obtenue sera appelée -

solution partiellement invariante irréductible.

II. 44, =0, g #0 . Cette hypothése implique [ =0. I’équation (II.16) est réduite a

5 B 1 w26t 20 164
/= —f‘+16,u *f> etpar la substitution, f =— devient ~—5+—5 =—5+ 'L:I
i w w w w w
S 7 . o . - , W .
soit W= ——=—. On multiplie cette équation par W et on trouve Ww = —164" —, ce qui
w w
1k kw? +164°
donne aprés une intégration —(W)Z = 16;&12 —+—. Alors, w= ——,—'u'— d'ou on
2 2w 2 w”
trouve
J‘ wdw

NIw? +164] = )

Cette intégrale dépend essentiellement des valeurs de k& (supposées réelles)

a) k=0 .Onaura w’ =8|,ul‘8(l‘—l‘o) , {iil 1 tt><t: , alors w= 802112’M‘1f‘t—[0|
—— 0

&

1 :
Comme & =11, g =-—,ontrouve [ = soit

& 22|t~ o]

g 1

<t
2 2’,&1| Vi1 ¥ sgn 44
& 1 t>t )
2w,2|#1‘ NE— 1 O

On différentie f et on obtient
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4 : t<t
3
22l 2, -1
=9
! al = g
3 0
24/20u] 26— 1,
; 7 1
ce qui permet de calculer  —=-— [L#1,
b 2 =1,
En substituant expression obtenue pour — dans (16), on aura

[ 11
i sgnfy 1 o
qe—t,| 21-1

I@-_{sgn,ul 1 I}A:O

Adr—t| 211,

Il faut donc étudier les cas possibles suivant le signe de z4 et la valeur de ‘t - l‘0| .

, On aura

a’) =>sgny =l=>a= g\t%t—‘ et d’apres la valeur de ‘t — 1
0

1 1 1
a, + +— a =0 cequidonne
gyt -

t<t,=0 =0 o =4 =const

, 0% A :
t>t,=>d +——=0 g =—"" soit
o =1
4, [ <1,
o ()= 4 ssh
0



1 1 1
== =10 ui impli
ez, 2 z‘—to}’q R i b

et de méme pour ﬂ — [

t<t,= B + A =0 ﬁlz—B‘
t—t, r—t,

[>1,= =0 B =B, =const soit

f 11 é

Puisque Ea

=-= = p)= 5=V A=V
oS 21-1, : lt_[o‘ A

Pour la dérivée de ¢ (?) on trouve

,. B
3 _(A‘_Jr(t 1t)2+t7’1 t
ay(t)=—(of + B+ ). pp) = v
k=1

7 2 i
+7’z+737) I <i,

4 ¥ :

_((t—t)2+B2+t t+722+7/32) =1,
0 0

ce qui donne, aprés une intégration,

B2
— (A +y) Ay . lt +ylIn(t, ~t)+ K, 1<ty

(1) = !

9

2 2 A') 3
_(B:)2+72-+7§)[+r _l‘ -y In(t-¢,)+ K| >t
—ho

3 2 2 2 2
. - yi In(ty =)= (y; +75 )t + K,
%(f)=—zpf = —( a +722 +7’32):>a2(t)={ l ’ ’ ’

k=1

-1

_712 11'10"’0)‘(722 +732)t+K2

t<t,

(=,

18
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712]n(to_t)_(722+732)t+K3 1<l

&,(1) = &, (1) = @&, — @, = const. Alors &,(t) = ,
(=& U - {_71-111(’_[0)_(722+732)f+K3 1>1,

Solution pour ruozo k=0 14>0 I<M

p=—2 p=7 o=y

ly—1 2 2 3 3
(AL19) @, =—(4] +y; +yi)+ B +ylin(t, — )+ Ax + - y+ Y +K
. 1 1 2 3 t_to 1 0 1 t—'to 4(t_t0) 1

D, :712 111({()_t)"(7/22 +}/32)l‘+K2

0, :7/|2 In(z, _t)_(722+732)t+K3

Solutjonpour| =0 k=0 4>0 l‘>l‘0|

p =2 P =7 p=7
S S — 2 P
2 A 2
11.20) @, =—(BX+y2+y ) +—2——y In(t—t,)+——x+B,y+ A
( ) 1 (By +1, +¥3) (1, 71 In( o) f—l‘ox 2y A1 —1,) 1

0, :_712 ln(t_[o)_(722+732)t+K2

O, =y In(t—1,) = (y; +r )+ K,

On peut , bien sir, présenter cette solution sous une forme plus simple, ainsi qu’on I’a fait dans

le cas précédent. Par exemple, si dans expression pour @, correspondant 2 1 <f; on ajoute
et soustrait (A +y; + ¥4 )t, et 4x,, on obtiendra aprés une simplification l'expression

(y_y0)2 7

D, =(A12 +;/22 +y32)(t0 —t)+7l2 In(z, —t)+Al(x—x0)— + K
4(10_0
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ou 2B, =—y, et la solution peut étre mise sous la forme
Y1
2= P =7 £ =73
T
2 2 2 2 (y_yo)z £
AL19) @, = (A +y7 + 7Dty — 1)+ yP In(t, — )+ A,(x—xo)————4(t s T
e

P, :ylzln(to_t)+(722+732)([0_[>+K2

@, =y In(t, - )+ (2 +y2)t, — 1) + K,

d’oli on constate que les translations x' = x —x,, ' = y — y, transforment une solution dans
une autre solution. Les solutions obtenues sont invariantes sous 'action du groupe engendré

par lalgébre L,,(voir [41]) et d’aprés la terminologie introduite ci-dessus elles sont
partiellement invatiantes réductibles. Les mémes remarques sont valables dans le cas 7> 1,

auquel correspond une solution analogue a celle qui vient d’étre trouvée.
On applique le meéme ralsonnement pour

a”) 14 <0 . Des calculs analogues a ceux qu’on vient de faire donnent :

Soluﬁonpour| =0 k=0 n <0 t<i

Ié!
A= P =7 P=7s
e
1121) @, = (B> +y2+ 7)) 2 G, — )= - x + B Lk
. =- S - n(t, —t)— x -
(IL.21) 1 p T ¥ Y f—t 4 0 fo—1 B4 A, -

D, :712111([0_[)_(722+732)[+K2

D, =712 ln(ro—t)_(}’z2 +732)1+K3
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Soluu'onpouxr,uo=0 k=0 1 <0 >4,

P =0 P =7s

B? B yz
0228 @ =—(A2+72+y2+—2——p ln(t—t)+ Ax+——y+ +K
( ) ] T 7ol d=idy 7i g o) 2 l—foy 4(t —t,) 1

@, '_‘_712 hl(t_to)_(}’; +732)1+K2
@, = -y In(t —1,)—(y; + 73t + K,

Chacune de ces solutions peut étre mise sous une forme permettant de conclure
immédiatement que le groupe des translations pat rapport a x et y transforme toute solution
en une autre solution. Quant aux translations pat rapport a ¢, elles doivent étre telles que les

quantités sous les racines et les logarithmes soient positives. Pat exemple pour £ <, on aura

A=Y P =73

sz ;

L2y @, = (B> +y2 +yD)t, — 1) +y2 In(t, —1) - =D +B(y-y,)+K,
0

~

®, = y2In(t, - 1)+ (2 +y2t, ~ 1)+ K,

®, =y In(t, — 1) + (7l + ¥t — 1) + K,

Cette solution n’est pas invariante par rapport aux rotations du plan. Un résultat pareil tiendra
pout >1;.

b) k#0

1

Alors, Tintégral | i &t —1,) impli (ow? +1644)?
ors, lintégra ——= ~ mmplique
S5 ot +16,2 ’ 5 k
L R —t,) ~ 164
w = r

=¢g(t-1t,), dou

. On étudiera les solutions possibles suivant le signe de k.
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b) k>0
Jk
KAt = 1)} =164

On aura alors [ = . Le domaine de définition pour f est déterminé par

. Comme

Pinégalité |f — 1| > ‘Z‘ll d’olt on obtient te}—w,to—@[u Jt 3 ’;’1| s

wk
K (r—1,) -164’

oa,(t)=wf?, on aura a,(f)= . Apres avoir trouvé la dérvée

. Kt —t,) . f kz(t—l)
f:—«ﬁg T, on obtlent — = :

(I1.17), donne

=Ty - et ce résultat, mis en

kit = duk :

2(t o) + 414 a, =0 soit a]+k———a'—:
k (t—1,)" 164 k(t—ty)—4u
kz(t_to) 4/”1 A

B =0 soit ﬂ+

+73 ) TET L g DAt =
A K (t—1,) 164 k(t—ty)+4u

En résolvant les deux derniéres équations, on trouve

f e t -
)= i) —4n A= Ty v 4
Pour obtenir p(f), on forme
ldg _f___Ke-i) _ K1
podt f kK—t,) —1647 2| k(t—t)+4u kit —1,)-4u

et apres une intégration, on trouve g = 4 .Onaaussi p, =%, et o, =7;.
JE (= 1,)? 1644}
En mtégrant
2 2 4l
=—(a + 4"+ 7tV + =
(o + 4 k'(t—to) 16 72 73)
A2 B2 7
=—( : 77 7’3 )

(Rt —to) =i ) (k(—1)+4p) B (i—t))-
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on obtient

A4’ 1 B? 1 ¥} o K= 1) + 4

t)y=—— —_ L 2
B0 = =t —dm T E Rt +am  Buk k(-1 g 2T

3 2
v 7/ 2 ~ ~ —~ P
azz_zplf:_(kz(t—fo)lz—16ﬂ2+y2 +}/32)) a3([):az(f):>a3—052=00nst

k=1
soit

7. n k(t—1t,)+4y
8uk " k(t—1,)—4u

(1) = — (2 +yn+K,

712 In k(i —1)+4u
Buk k(t—t))—4u

a,(t) = — (I +yIn+K,

i

Ona @, = a,(t),D, =0~c3(t). On substitue les ,(¢) , f(t) et f = \/kz(,_t )2 16#12
oF =

dans (I1.14) et on trouve O, (7).

Solution pour | =0 1,70 k> 0, t e}— 0,1, —%M}[U :lfo +%,+O{

Y

1
,0 = 9 p,:]/Z’ :y
| \/]‘72(1‘—1‘0)2 ~164 : fa=ia
O =— +— + 1 1 0 Al ?2 2t
Tk KU —r)—du K k(1) A Buk kG- 1) -4 Rt R

it X+ + + il
K1) -4 Kt —t)+am”  afk(t—t)— 4] 4k —1,)+4u]



712 lnk(t_t0)+4/"1
8uk k(t—t)—-4u
712 1 k(t—t)+4u

8uk | K(1—1,)—4u

D,(1) = ~(r; +7 N+ K,

—(7;+7’3?)t+K3

CD3(t)=

On peut présenter cette solution sous une autre forme . En posant successivement

24 2B 4 ~ " o~ .
_k—:_xO’ — =Y. U, TN on obtiendra

k

12 (x—xo)i N (y—yo)z~ +J71~21 t—t0+/2]_(y22+}f32)t+1<|
Yr-t-A] dr-t+B] 28 i-t-F

- -~ L—1
f, (ce qui implique g4 = —1), donne

2

Un nouveau changement £, + 24 = 70, ty—h =

t=1)

24
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Cette solution définie pour ¢ a Iextérieur de Pintervalle [l‘o, l‘l] montre que chaque solution
est transformée par le groupe des translations dans une autre solution, mais comme 70 # ?1
parce que 24 # 0, les coefficients devant x? et y? sont différents. La solution n’est donc pas

invariante par rappott aux rotations du plan. Elle ne dépend pas de Pordre de T el et
ptésente une solution partiellement invariante irréductible, c'est-a-dire il n’existe aucun sous-
groupe du groupe de Lie engendré par l'algébre L = sch(2)® su(3) du systéme considété,

pour lequel cette solution est invariante.

b”)

1

, wdw L (w16t
Puisque lintépral | ———=—===&(f —1,) implique = g(t —1,) Cest-a-
kK t—1,) =164 e 164" = B (t— &3
dire w* = (t=t) = on aura W~ = £ (L= 6) . Comme f =— on trouve
k -k w
N—k 4 4 4
= > = = avec lt—t0‘<——‘M‘:>te t0+—lﬂl’,l‘o—————‘#l‘
Ji6u =t =1,)’ -k k k

— uk
16,4 -k (-1,

Comme a,(f)= 4 f? on aura a,(f)= Aprés avoir trouvé la dérivé

_ 20p _ ' kXt -t
f=+-k K =t) T on obtient i= 2 ( = o) 5 et ce résultat mis en

(I1.17) donne

(04
T L. VR
T s —k(t—1,)

A

st -y
Atk k=10

En résolvant les deux dernieres équations on trouve
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B

= e ——
(1) Ap — k(2 -1,) AW du + k(t 1)
Pour trouver p(f) on forme
ldg _f__ Ke-w) k[ 1 1
podt 16—kt =1, 2| dp —k(r—ty) 4y +k(1—1,)

Vi
1647 =K (t =1, )}

et aprés une intégration on obtient g, =

.Onaausst p, =y, et g, =y,.

En intégrant

7’12

164° —k*(t—t,)
A2 " B2 i 7]2

(4pn —k(t—1))" (4 +k(t—1,))" 164" —F*(t—1t;)

a, =—(a’ +f* + 2+)/22+;/32)=

—+¥s +73)

=~

on obtient

pa 1 LB 1 L A1)
kodp—k(t—t) k Ay +k(1—1,) 8umk 4w +k(t—1,)

a,(t)=- —(7: ¥t

3 2
< 2 )4 2 2y~ - ~ o~
a, =— =- e v +y), a.()=a, ()= a, — a, = const
Z}Pk (16;1’—](2(1‘—!0)2 Y2 +73), a5(t) > (1) 3 2

soit

Y 4w = k(r—1,)
n
uk 4 +k(t—ty)

&z(t): _(722+}/32)I+K2

2

}/1 1n4lul_k(t—t0)
8uk Ay +k(t—1,)

(1) = —(r; +r )+ K,
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4 4
Solutionpouxl =0 1 #0 k<O| ze}t(ﬁ_%‘l’to_ |:Il[
4\
AT 6@ k-1, ’ 43
4 I B_ 1 7 A k(1)
CD == —_— - — 1 1 0 _ 2 2
S TR T E A Bk Rty TN
M 0 lLt] 0 i} /‘1 0
2 A 4 B kxz . kyZ e
X y—
4y —k(t—1)"  Ap k(1) ddp -kt —1)] Adu +k-1)]
712 4;“1_k(t_to) 2 b
D,(1) = 1 —(y2+ ¥+ K,
(1) 8,U,kn4,ul+k(t—to) (2 +75) g
2
}/1 4M—k(t"‘t0) 9 9
D,(f) = 1 —(v7 t+K
(1) 8,u1kn4,u]+k(t—to) (ra +y30r+ K,

Cette solution, ainsi que dans le cas & >0 peut étre présentée sous une autre forme. Si P'on

24 2B 4 = N .
pOS(-:?:xO, 72—)/0, —}C—=,ul, —k-=}/1,0nobtmnd_ta

Rt oy N e
(x xO) + (y yO) 71 lnlul t+t°—(722+732)t+K]

® T a-r+1,] 4A +t—t0]+2ﬁ, b+t =1,

=) o R
Un nouveau changement f, + 4 = &, {, — 44 = § (ce qui implique £ = . > L), donne

(""CO)2 (v =) Aokt s,
T o R R A A

Pour 2 et CD2 on aura tespectivement

~ ~2 s o

t,—t
4 ¢ @, =="=ln? = —(y2+y2)t+ K,

AT a-0G-0 G-k i-h
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Alors la solution est présentée sous la forme

- = = v <0, 7,20, .20
A \/(t —z)(t—T) P=7 P=7s (7 72 y;20)
C xmx) ey 7 G-t :
(1124) (Dl i 4(?[;_1‘) . 4(?1'-—[) +;;_'l:1‘lnt tl (}/2 +73)t+K

~79 L

71 L — 2 2
O, ===h—F- +y:)t+ K
2 A, (72 73) 2
7 h-
O, ===t —=-(y+y)t+K
ST E % t-1 (72 7/3) 3

Pout cette solution (définie pour ¢ € [?{,,Z]) est valable la méme remarque que pour le cas

k>0, cest-a-dire la solution se transforme par le groupe des translations dans une solution.
Elle n’est pas invariante par rapport aux rotations du plan et présente une solution

partiellement invariante irréductible.

IIL. |4 # 0| On aura pour léquation (I1.16) f = 2% +16(4 + 7)1, et apreés avoir fait la

- 1w 2wt o e ) 160+ )
substitution f = —, égalité ——+—=—5+ : soit W=———5—=.
w w” w W w w

On muldplie cette équation par W et on trouve WW = —16( Mo + 14 ) i , ce qui donne apres

w? +16( 18 + 14
E. Alors, W=\/ (,2110 M)
w

, dou on

TR 2
une intégration E(W) . 16('“‘)2 TH ) 2w’ R

trouve

wdw
'[\/kw +16,u0 +,u1) o= )

Cette intégral dépend essentiellement des valeurs de & ( supposées réelles).



29

a) [k =0| Laderniére égalité implique

dew= E,4 i + 1 (t—1,) soit
wh =g, 81 + 1 (t=1,) = wh =8 + i? |t =1,
w=\/8w/,u(,2 + 4 l‘—t0| . Posons A =8y + 4 alors

1 1
t<t, 3 <y
1 A(t, — 1) . |24, -1)?
———m etlona f =1
A -1, 1 —]
0 —;1-(:_) >t — & >4
: 2N A —1,)?
. <t
Alors i— 2t =) 0 = = [#£t
. 1 g o o 2r-1y) 2
2(t_to) ’

2 5
Comme a, = f" et B, =t ", on aura respectivement

H Hy

N [ ﬁzzgm\’”t‘]l

Pour le systeme (I1.17) on obtiendra

: 444 1 Ay 5 _
% +a1[A‘t—to| " 2(t—t0)1+ A([~t0"3| =4

P S B -
At —a® L{r—roj 2(1—[0)% 0

ou A=8Ju +u’
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a%) £

On aura

=0

: H . 1 I. Ho
& +a"21/y02 + 12 (1, —1) 2t —f)J+ 2.1 + 1 (1 —r)ﬁ
o g t 1 _
g - L\/ﬂé 1) 20 J’q

soit

( VA”O"'M Hy B =0
1} 2+ 14 (2, —r) 2-\f,qu + 4l (t, = 1)

/‘1"‘\):“0"’/"1 ﬁ—O
24 iy +/J] (l _l) 2\//‘0 +/"| (t; —

On exprime ,@ de la premiére équation et on remplace dans la seconde :

2+ Hh= st
— |, -+ ————
Ho 21//.102 +y]2

'6":_

Apres une simplification on obtient

+B = a(t)=—"

4
=1 ¥ =) y, =0= = ) >
(n=r)e=2a; o, (1) = 1)

d’ot on calcule facilement

ﬁz_ﬂlwﬂéwf R A
I Hy (ty=1) Hy 1

Le calcul de g est immeédiat si Pon connait f .
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. 3 et
Alors = -2 :_(t% RIERTEY
k=1 {1

2

Vi

a(n=-2 0 =

2 2
_t+72 +%;)

0
ce qui donne
a,(t) =y In(t, — )= (y5 + y3i )t + const
a,(t) =yl In(t, =)= (y; +yi)i + const
Pour @, on obtient

3
a, = _(alz +ﬂ2 +ZPK2):
-l

_(2\/1102 ARG ) o 2 e ) +z3:pz)
1 2 1 x
Hy

/Uoz(to_l‘)2

x=1

. Vi + 1 A , %
soit a0=—2°T (ut ++ 14 “"2);_1—?_(“1_’/“‘5 + 1l )Bt |+
0

+712 In(z, _f)"(722+732)t

Solution pour |,uo #0 k=0 t<l‘0‘

(IL.25) Fi= =¥ A=y

31
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Hy +zul

]+71 In(t, - 1) -

\/ +/U f
D, =-2 l ’>(1”1+ Ju() +/Jl
4 +B lul+'\)/u0+tul /-‘1_\/1”02'1'/1123
PR - L |y

t—t

+(722+732)(to_t)+[t

0 Ho

1 ) 3 2
o Py +ﬂf(to—t)[(#l —W)x“ﬂﬂoxy—(ﬂq +W)y2]+1<1

@, = p2In(ty - 1)+ (2 +y2)t, - 1) + K,

0, = 712 In(z, “t)+(7’22 +732)(t0 't)“'Ka
Des résultats analogues sont obtenus pour
a”) >,

On aura successivement

: 7 1 Ho
a, + + a, + =
‘ L\/uhﬂf(t—to) 2(,_,0)}1 2\/;15+M2(r—r0>@
<

o Ho . H 1 5=
2 v t-t) |2 e -1) At =1p)

soit

(. M+\/ﬂo +,U1 Hy B =0
TR 1) 2 -t
Hy M~ /"0 +lul -0

+ 5 o~ |
2+ (E—1y) 2\}/‘()2+/L‘12(t_t0)

En exprimant £ de la premiére équation
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Pt

2 e + 14

a(t, — )+

ﬁ__21/,u()2+,u|2 |
Ho

et en remplacant dans la seconde, on trouve

A ) A
L +B =a()=- L
t—t, (t—1,)

(t-1)a +20,=0= o(t) =

La fonction ¢ (1) et sa dérivée substituées dans expression définissant [ donnent

MmNt A4 _M+WB

Hy (r-1) Hoy

B =

1

Pour les fonctions p,(¢) on obtient successivement

_ 1 = g
2t= 1) =1

A i s A=V B TYV3
A

Alors, on aura poutr @, (1), et a,(t) les expressions suivantes :

3 P
~ d 2 2
az(l‘)=—zp,f=—(f =7 )
k=1 i
, 3 y?
073(t)=—2p5=—(t s )
k=1 iy

Apreés une intégration on obtient
072(’) = _712 ln(l‘_l‘o)_(?’z2 + 732)t
&;(1‘) . —7’12 In(t —¢,) - (722 +732)t
On aura

3
a, :_(alz +ﬁ2 "'Zp,f):

K=
_(2\/,“()2"‘/112(!‘1_\/ﬂ()2+MZ)Az+2\/l‘(]2+M2(/‘1"‘\//-‘02"'/‘12) :
1 2

: - B +).00)
o (L —15)° Hy 1 ;
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so1t
2

2 2
Ny A
%=—%—i;—«M—J%+MU ‘-HM+J%+MUEﬁ

t—1,

_712 ln(t_to)_(yzz +732)t

On remplace les fonctions obtenues a(t), B(t) dans (I1.14) pour obtenir @, .

Solution pour ’,UO z0k=0 l>tol

(IL.26) P = ’ P =Y 2=V

} 2 2 )
/’l +ll’tl 2 2 A“ 2 2 2 )
®wri—4jr—%M—VM4¢4%jl+UwhH6+MW&O—%w—th—%)
0 0
BN Y A g
+ 8, | ¥ p . . “ B y+
0

_Z‘O

3 o A
—WJWQU—M+L i

0

1 2, 2.2 __222]
+8%@::EU_%JQK%W%+M)x+2%m2(M \ﬂ%+M)y + K,

D, (1) = = In(t—1,) = (r2 + 72t —1,) + K,
Dy (1) =~y In(t — 1)~ (¥2 + 721 = 1,) + K,

by [k = 0]

On va traiter du cas k> 0. Comme les calculs sont tres longs et fastidieux on donnera

seulement les résultats définitifs. Pour la fonction f, on obtient

c’est-a-dire

k - Wty +
== 3 3 57 - Elle est définie pour |l‘—l‘0‘>—
k(e =t,) =160 + 44 ) k

Ul +

p . On trouve successivement

4\}/‘02 +MZ +oo|‘
k 2

k

4 2+ 2
fe}w%_;wb%i
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Mok

_ HE :
WO e ) PO e )

) At-1)
ARy 168 )

A B )+ Ak =) - 4uk{n - 1) - 160 + 1)
A=~ Gk Pt ~1604 + )

/d
1 1 2=V P =7
[2(t = 1,)" =16(s85 + p])]?

plz

ay(1)=~A" [— Gt =
[£2(t =1, =16(283 + p11)]
A I[[kz(tl_to)+4/“1k](t_fo)—4,ulk(t1—to)—16(,u§+ @i d (5
16#02](2 [kz(t_t0)2_16(luo2 +.U12)]2 = p_j
07=—ip.2=_ 7’12 —(}’2+}’2)' &
2 J k2(t_t0)2_16(#62+M2) 2 3 N 3 5

™o

=

]

S

= ’ 2!
a, = 21 =In k(t t0)+4 +M2 —(y: +y; )(t —t0)+c0nsz‘
8y + 44 k(t—to)—41/ + 44

a, = a, + const

La solution que 'on obtiendra d’ic1 est une solution pattiellement invariante irréductible, c'est-
a-dire il n’existe aucun sous-groupe du groupe de Lie engendré par lalgébre

L = sch(2) @ su(3) du systéme considéré, pour lequel cette solution est invariante.
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Solution pour |,uo 0 k> OJ

4
a2 pg= ' T Pr=V2 P

[kz(t —t,) = 16( +#f)]2

I
o

cDIAz{[k(tl—to)+4,ul]2_[,ulk(tl—to)+4(y§+,uf)]2 (t-1.) l}x

2K R+ ) 16 ) 2K
t .
kz(t— t0)2 —16(,uo2 +y|2)
il h=t 4k[k(tl —t0)+4y1][y,k(t, —t0)+4(y02 +,ulz)] 1 ~
K 164 k' K (r—1,) —16(1 + 1)

B T | LR L Y L
1667 \ag + 457 164K 2 245 + 14) 8
Mo-o)- 4 +id

1 — - P
i—t)r R (72 +72)i+

A-(-0) 4 k[k(f]—fo)+4#1](f—fo)’—4[ﬂ1k(t1_t0)+4(/“02+”12)]

" kz(z‘—to)2 —16(;102 +,u|2) Ak K (e -1,) —16(;102 +;112)

P lnk(t_tO)_4W—(7§+}/32)I+K2
ByiE + 18 K(t—to)+4ug + 18
1 k(l_to)_4 lul)z—i_:ulz 2 2
O, = 1 (.2 5 X
T8+ nk(r—t0)+4 Mo + 18 (73 +73)r+ K,

On pourrait obtenir, bien sur, une solution analogue pour & < 0, qui sera définie pour

|4+ 4l + |
kT k

! e . Cette solution sera aussi partiellement invariante

wrréductible.

\/,Uo2 + ! }

X

y+
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B) Cas général (quels que soit C,, C;)

On retourne au systéme (IL.5). En soustrayant la premiére équation multipliée par C, et C;

tespectivement de la deuxieme et de la troisiéme on obtient

(¢, - Ci)% =(C7 -1)> i) - a(r)
(11.28) =
(€~ S =(C - )% A -a0

D
Si les coefficients devant 7] ne sont pas identiquement nuls, alors 71 ne dépendra que de

I etenvertu de (IL.14) on aura
Ry - *+y2 d |
—5[—'=ao+a1x+ﬂy+a2(x2—y2)+2/%xy—u—£—]:j

Pour que la partie droite soit une fonction de £ il faut qu'on ait

dlzﬂ':%:ﬁ.)_:%(i}:()

En templacant ces résultats dans (I1.15) on trouve @, = f =~ =0. La solution dans ce cas

~ [~

est
pt)=2 ~(A+R)t+Bx+vJA-B*y+B,

D, =
(11.29) sp,()=u D, = —(CZZA + R)t + 8+ Cov A~ B’y + B,
o, =

() =v (C2A4+R)t +C,Bx +C;N A~ By + B,

avec R =2+ 15+, &y(0)=(C, ~1)(R-C,d)t + B et &,(1) =(C, ~1)(R- C,4)t + B”
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Cette solution est invariante pour Palgébre Ly, (voir le sommaire) et d’apres la terminologie

introduite elle est aussi une solution partiellement invariante réductible.

1 reste a considérer le cas ot les coefficients devant ?1 s’annulent identiquement. On a déja

traité C,=C.=0. Si ces deux constantes sont égales a un, alors (I1.28) mmplique
2 3 & phq

a, = a; = 0et donc a, = const, a, = const . Alors (I1.4) et (IL5) impliquent

p=pt)y=nf d, = O,(1,x,y)+ K,
p=pB)=rf D, = @(t,x,y)+ K,
p=p0) = D, = ©(t,x,y)+ K,

A partir d’ici on peut dresser encore une liste de solutions partiellement invariantes (réductibles
ou irréductibles) suivant les valeurs des parametres [, f4, K et les intervalles de variation de
t. Par exemple la solution pour C,=C;=1 , 44,=0, 4 #0, k>0 (une solution

partiellement invariante irréductible) est (comparer avec la solution (11.23) page 24)

N B V2 V3

. (t—1,)(r—1,) & (t-2,)(r—1,) £ (6=, 1=

x’ Y rtrty t-
D, = + i= + K,
Hr-1) 4r-1) £y — 1y t—t,
2 2 2 2 2
+y2+ =
®, = X Y +y1 Ya T7s In LK,
He—rt,) 4(r-1) " -1, R
2 2 2 2 2
+y2+ it
®, = X " Y +71 Y2 773 i 1_|_K3
Hr-1,) 4t—1,) ty— 1, -1,

Les formules (I1.29) présentent une solution quels que soient C, et C;( zéro et un y
compfis).

Remargue : St dans (I1.29) on considére B, comme fonction de A et B on peut résoudre le
systéme (L. 2) d’'une maniéte tout a fait différente de celle qu'on vient d’exposer.
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III. SOLUTIONS OBTENUES DE I’ALGEBRE

(c.D.5)

Pour trouvet les invariants du groupe de Lie correspondants a I'algebre {C, D,PO} ou,

za(a g 4 2 a] x2+y2(0"+é’+0"J
4 \ao o, av,)’

D ta+1[xﬁ+ é) 1( 5+ 0”+ 5) t P e f le systé
e et Yp— | == g — — — e = — on forme le systeme
Y 2 A an P o, P P, 0T e 1€ 5y

't +( . ) 1( F _F o"FJ :
& Yk A L ok F T
a 25 &V 3) 2P g T, TP,

o & [ F FF T fij+x2+yz(ﬁ+ﬁF+ﬁFj
g pzﬁpz p35p3 4 a3, A,

=0

La derniére équation montre que F ne dépend pas de ¢, c'est-a-dire on aura le systéme

simultané des deux équations :

N - R AN
(IIL.1) .
t( 2NN S F é’FJ x+y(0”F+§F+0"Fj "
X— _ =
d 4 \av, ~ av,  av,

Y +
& g o o P

;) ¢! 2 ) ~ 3 - .
L’expression x° + ¥y~ suggere le changement des variables par des coordonnées polaires



- eoso? rsno &
{xzrcosa) —Cosa)o,k——rsma) =
y

] . On trouve successivement d’ou on obtient
=rsinw 0=si V74 N o
=sin@—+rcosm—
Ok 17,9
. 17,0
] O=cosw——rsin® —
174 ow sin @ AL Joi
— =C0Sw — = et de meme ou on trouve
179 T & ¥ . O Co
1= sma)—+rcosa)—5}—
a . dw  cosw . .
?@— =sinw, E = . Alors le systeme (II1.1) devient
¥

( (aF& é’F&’a)j . (aFo"r o"Fo”a)) oF aF F
FCcos@ +rsin @

Gatwa o wa) Pm P Pe

J, COS@(&’FO’%JFO”Fo”w]+r51na)(ﬁF0’}~+0”F0”w) I F a

. o a o ow o er A
& & do & ago wa) Py P, Do

(é’F AF ﬁFJ .

ap, 4D, a0

ce qui donne

a ) oF ( ) ﬁw] AF

[f’cosa)é'*'rSin(O_J——'f' rCOSCL)—+l’SlnCO_ = i Oﬂ’F‘
& &) & P &) ow =P T

t( cosa)&+ sinw&] aF+(rcosa)0’)a)+ sinw J 23:
r — 47 = | =—— —4rsin—|—
17,3 &) dp & ow o”p,

__z____o

Apres la simplification on obtient

3
I
S Xag
F rt & oF
( z 5,0,] 4225:0

i=1

(I11.2)
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dr__dp_ _9p_ b .

Le systeme caractéristique pour la premicre équation est — = — = - =

r A 2 £s

on trouve les trois intégtales premiéres 713, =rg@, 7, =rpy, 1, =rp; ou les 77, sont des

A
fonctions de @. On en obtient o, = 17—'-(—), i=1,23. En soustrayant la premicre équation
r
2 3
| r AF . dF dF dr
multipliée par ¢ de la seconde on trouve T 2 —0:®—, = 0 soit 20, + 0, + 20, =0. Son
do, do do
systéme caractéristique L= =2 =—2 implique f(0)=D,-D, , (@)=, - D,

@, @, @,

et finalement on obtient

(I1L.3) @, =D, (r,w,1)+ f(w)
D, =0 (r,w,0)+ (@)

Pour trouver les équations auxquelles ces fonctions satisfassent il faut changer les variables
dans le systéme initial (L. 2). Pour faire ce changement on calcule d’abord les dérivées

secondes de ¥ et @ pat rapporta X et y . On obtient successivement

(2] )

&’ x r X2 2 2

co 2D i @
: S@—r— - sin
Fr “in do  sinwcosw Fw & & cos 2
=-—sinp—=—-——""— =— =5

&y & r xoy r? r
sina)&o ad oS @

—~ —r-—c¢ :
5r do  cos’w o & & _ sin2w
5 =CosSw = 7 = 2 P!

Py &y r Py r ¥

Ensuite, on exprime les dérivées de g, et @, par rapport aux anciennes variables x ety a I'aide

de détivées par rapport aux nouvelles variables 7 et@ . On aura
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Pb_Pd P Db _ B Pow
& & & o & &y FY o d

7o

2 2 2
as) do. O :
dcz_ﬁéﬁ(é}‘) +20"p, d’é’a)+0"’2/),(0"a))+,o,&’r+o”,o,a"za)

& 3w &k & O’ \ & & &° oo &

@ﬁa(z@)ﬂzﬁ% zé’_m@(ﬁwﬂ@% » o
&  a*\y Ao & & o'\ & & & v §*

Apreés I'addition des deux égalités derniéres, on trouve

w-28(2) ()] 22222 22). 22](2) (&),

&2
ap,[ﬁ 0”2"]+%(@2+5sz
a\a 3 T\ 8
_@2+(_0_“V_J2_1 Ga o (@)2+(@]2_L
& &) T & & *\ & &) r

Comime (UL Fr r 1 Fo éza)

a3 a8

1
—2 =3

Zp  18p 1dp
onaura Ap, = dﬁ' + = o,,a?' + ;—;—' i =1,2,3. D’une maniére analogue on trouve

a, _F A D, & D
& & & o & &y &y e &
7o, Fo, (gjz , O, & do  FO (ﬁa)) o, FIr o, o
&' At \& Gdw & & | oo \ & & & v &
70, _a@(_a:_jz I, & o IO [a )2+a1> Fr 2,7
& ot \& Aow & @/ ow* \ & & 4 v §*



43

Apres I'addition des deux égalités dernieres, on trouve

o2& 35205 39)- {8 (37

25284

+

& \a " 3) a3
En utilisant (IIL.4 btient AD 52@'4152 ] I rest lculer 1
- n .= — -
n utilisan ), on obtie = a2 Y2 7 r = reste a calculer les
| (5@;]2 (5@,}2 PR, BB, _—
XPr 101 — S @ n o €1 1vemen
€ p €58 S @C @) @C @C @/ @} successiveme

(%JZ(—%T=(%f[(%ﬂ(%ﬂ 2222, 28),

(le résultat est obtenu en utilisant (IT1.4)). On aura aussi

23 &

m@(ﬁj%@] _ P2 12,
Sw oo |\ & & & & r e oo

On substitue ces résultats dans (I. 2) et on obtient

m@ﬁ@@Lmn(ﬂﬂ@y4@@qﬁﬁxm%ﬁ%j
& & & & & & & dw v FN& & & &

o 1 Pp lo"plj AD, (
a Par ra) Mg A

Fp, 1p mpz) 20, (
1I1.5 — +— - -
( ) PE +r2 am’ 1 o 2 P P
3
Of) 2

& 1 &
5,/2)3+_ B e

A,
a
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Z2) +2(é&@+i@_@j ) (ﬂzcbl , 120, +15®1)
a d a row fw at ot dwt r o

a
. o”p2+2(z9pz , 1P asz+ (52®2+L52®2+15®2j _in,f(an "((m))
a \a a o o al o a) e '72()
(L

5’P3+2(0’)Pa abz_l_iapzy 0’&)3)+ (52®3 +_1_é) _,_1@3)

a & & r ow dw At row r &

ce qui présente le systéme initial (I.2) en coordonnées polaires. En utilisant les formules

gp, 10p 1dp _
a4 rréwt r &
A\ 10, (&0 1(&D e I ER | 0'(1)’2
(2] ) (2] L 2ern) (2] A2 AR £
oF r\ dw 174 r -\ dwo o r“\ do P 0”0) 7
a0\ 1(ap,\? _

POUI = +— — O11 aura ufie CXPICSSIOII analogue H

o 0}

CORICINCHRICIMEE) NIC) REE

En remplagant ces résultats dans (I. 2) on arrive au probleme suivant. Trouver les fonctions

n(w), (@), (@), flw), f(@) et D(t,r,w), telles que

r771"+771 _n R, _i[(@l_jz +L2(0’®1)2} T Z (@)
r

77, 1 n'+n

=g —=h= - et aussi
7’3 i 7"3 i }"3

(I11.3) on obtiendra Ap, =

r? r a r 174 o0 o

772""‘ ™ 772 oy [(@j _I_L(
r o .

"+, 1, AD aD 1 Aab 2 s,
SR LIS FNE R Rs
(I11.6) 4 -
2 a P a) e T st T a
A, 1 A S, 150, 14D 1
A 1 ot 1 (v 1 S i - I = "_
2(—7”2 +r3772 5(0)-'-}‘(0?2 +r2 é’wz+r ] 3772A+ 3”2@ 0

3 773157 773@” =
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o 1|(a) 1(ap) N . :
On exptime —|| —— | + 2\ de premiere des équations (IIL.6) et on obtient
¥

ow 771 k=1

(o), 1 (2 _i(n{’w na_n J |
{( * ¥? 3 r & 7 Zﬂk (0)) Cette expression

remplacée dans la seconde équation donne

mrn A "+ 7 S 7 i :
3z__2 1_&(77131_771 1_&32 j 2(2A +ﬂj= Zm
k=1

r n @ n\ & ¥ g

Cette équation aprés une simplificaion et multiplication par r*  donne

W~
yi

7ﬁ,7 == 2
"n__ 14 @
équation donnera il _ 7T B -2, ,B, =0). La méme procédure, appliquée
h

7o, +L0’QCD]+15D
ot o ow r &

1] des deux

pour les trois dernieres équations, permet d’exclure —(

derniéres équations. Le résultat de cette élimination sont les deux équations suivantes :

4

D, aD
2B+ B+ 2771(;77—?) ;—a; =0 et 2,8 + B+ 2771[7;3) —é’—a)_] = 0. On supposera que

1

les coefficients devant -2,—1 dans les quatre dernieres relations sont différents de zéro (sinon
(/)

elles deviennent des trivialités) c’est-a-dire on suppose

&0, _ = m'- mmpB 20, _ iy = mi'= mif’
2 2mmA e 208
ey 2o 2T BA &, _ 2+ npy

ow n Z0) " '
0 4
n Y/
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En égalant les parties droites de ces équations on trouvera trois relations reliant les cing
fonctions inconnues 73, 7,7, 4 et ff, ce qui n’est pas, bien str, un grand progres ( bien

que, 2 ce moment-13, surgisse idée que les fonctions 73,7, et 7, sont proportionnelles ).

Toutes les quatre relations montrent quand méme que 0,,—1 est une foncton de @ et donc
w

onaura @, = A + B(r l‘)

La troisiéme des équations (111.6)

n &0, 1 'ﬁDlj m(a@] 1 F, mqalJ
(AR, 100 n(P0 170 1)
r? d’+r3m ow +r a- +r2 0”a)2+r0'}f

Fo, 150 18, 28, 215 dp
o — === . On remplace

07’2+r a"a)2+r0'}" r o rnlé’a)

peut étre écrite sous la forme

B 1 1B 26B 2
dans cette égalité @, et I'on trouve 37 +—2A"+~—=—*———,l A" dou apres
r

avoir séparé les dérivées de B de celles de 4 et multiplié par *, on obtient

,&B B —A”—2l"

= A'=4
a’ 74 n

Dans cette équation les variables sont séparées et A est une constante. On a donc a résoudre

FB B s
s—r——=A4 et —A”—ZﬁA’zl ou les fonctions
o o 7

, : : 2
les deux équations suivantes: r

inconnues sont B = B(r,t) et A= A(®). La premiére équation est une équation d’Euler qui

ar la substitution” = e" peut étre ramenée a une équation linéaire ordinaire de second ordre
p

1 1
pat rappott & ¥ en considérant ¢ comme parametre . Onaura u=1Inr, ¥’ =—, u" =——,ce
r r=
, B 1B B 1B 1B . OB _B
qui donne —;—;E et -67=;—2— Y —r—“ N On en obtient Py —22};:&. La
solution de léquation homogene est donc B(u) = C, + C,e™". On remplace u par Inr et on
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trouve la fonction B(r)=C, + C,r* qui vérifie équation homogéne d’Euler. Pour trouver

une solution particuliére de 'équation non homogene on va appliquer la méthode de Lagrange

de variations des constantes, c’est-a-dite on cherchera une solution particuliére de 'équation

non homogene &(r) = C/(r) +C, (r)r*, telle que les fonctions C(r) et C,(r) vérifient les

conditions :
Ci(r)+ Cli(r)r* =0
A
C'(r)0+2Cr)r = =
r
A A A
On obtient C,’(r)=—5;:>C( )——Elnr Ci(r) = 27 = C,{(r) = ok
; A A . n .
on aura B(r,t) == C](z‘) + Cz(t)r' - Elnr e L’équation — A" —2— A" = A4 devient une
7
équation linéaire de premier ordre par la substitution A’ =z .Onaura z' = -2 iZ — A . Alors
yi

-2 ”—{zm A
z=e j"‘l (A /’LJ‘ ZI"' ] dot A'(w) = —lz—(Al —ﬂj?]ﬁdd)) A4, = const
J

3
-

On multiplie la premiére des équations (IT1.6) par — et on obtient
Th

" 2 2 3
mtn ) D, 2(0’@1) (@1) 2
I11.7 . _ _ N
b, B ab, B A AD dA
Comime 7——07——C1’(1‘)+C£(t)r2 7:—;:2(?2(1‘)}‘—5 et é’—a)lzzl—w-—:A'(a)),

on aura, en remplagant dans (II1.7)

2 3
-(c)+ ) - (260r-2) = a7@)+ T - T s

~(G(r) +4C3 ()" + (2G, (DA - i) _% - 4 (0) + i B
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Pour que cette égalité soit possible, il faut que les coefficients devant les puissances de r sotent
nuls. On aura donc Cz'(l‘) +4C(t) =0 et 2C,(1)A—C!(t) = 0. L’intégration de ces

A
et C,(f)=In K1(4t + Kz) ? et pour la fonction @, on aura

équations donne C, (1) = T K
2

g rz—ilnr—i+A(a)) avec
4t+ K, 2 4

- ]
A1.8) @,(t,r,0)=InK, (4 +K,)? +

(1LY  A'(w)= 7;;2—(14, -2 Jnlzdw) A, = const

La méme procédure appliquée 2 la deuxiéme des équations (III.6) et compte tenu de (IIL.8)

3 2

T 2
donne u—(A'(a))+ﬁ')7 2277,3 +7 et d’'une maniére analogue on obtent de
h k=1

'+ 1

3

troisiéme équation

) 3 ’ 12
(@) +B) =D+ - La fonction ®, définie par (IT1.8)
k=1

satisfait 2 la quatriéme des équations (II1.6) quelques soient les constantes [Zl, K,,A et
fonction A(@) telle que la condition (II1.9) soit vérifiée. La méme fonction remplacée dans

les deux derniéres équations (III.6) permet d’établir certaines relations entre

A(w), (@) et f(w). Ona

a, 2 i Fo 2 A
= T 2 = 2
(I11.10) a 4+K, 2r 174 4 +K, 2r
éqi = A’ @L = A"
ow o
3
En multipliant la cinquiéme équation par — , on obtient

2

v, ,80, 0, 4D

n 1 h
&l ST Y T e + + +2=4'+["=0
(rﬁr nzo”wj T T Ty T A
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En remplacant dans cette équation les détivées partielles de (IT1.10) et en simplifiant, on trouve

A" +2—= U A+ B'+2 772, [+ A =0.Posons A’ + ff = z. Alors, la derniére équation devient

2 2

7 N
—2, z+ A =0 dont la solution générale est

une équation ordinaire de premier ordre z' + 2
h

A'(o)+ flo) = (A -A .[772 da)) A, = const

2

"+ .
Cette expression mise dans 'équation LN (A'(a)) + ﬁ’)z = Z 7t 7 donne

™ k=1
w1 )
T - ? (A2 -1 I?b da)) Z m + —-et une équation pareille est trouvée a partir de
la derniére équation (II1.6). On est donc arrivé au probléme suivant - trouver trois fonctions
771(0)) 772( ) et 7= 773(60) qui satisfont au systeme suivant :
/N ( 2 ! -, A
B (4 -Afnde) =Y 5+~
771 7714 1 _[ 1 ; k 4
7u_*_ A 1 2 3 /12
@ty IR (4 -2 fpde) =Yg+
g h =1 4
w1 ( AR NP 5
———\4,-A nda))z n +—
7 g\ _[ s ; e Ty

Une fois résolu ce systéme, on peut trouver A(®) par une quadrature en intégrant Pégalité

A'(w)= (A - A _[771 da)) et par conséquence, on trouvera @, = O (t I a)) Les fonctions
/8

B = B(®) i=12peuvent étre obtenues des égalités A'(w)+ plw) = Lz(Ai a—A J‘nfz da))
n

i+1
ou 4, =const i=12 cequipermetde résoudre complétement le probleme, en utilisant les

formules (II1.3) . On laisse en héritage le probléme de solution générale du systeme (II1.11)

aux générations qui viennent apreés nous. Clest un systéme intégro-différentiel pour la
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tésolution duquel il n’existe pas une théorie générale. On considérera ici le cas

particulier7, = C,1 7, = G373 et A = 0. On aura alors

4 d
A(w) == A =const quiimplique A(w)=4, jn—? + const
1

1

On pose In IZ'I = K, et on obtient

@, (t,r,0)= K, +——r*+ 4 I

1
4r+ K,

Pour A =0 le systéme (II1.11) devient

S 7

g 7714 k=1 .
+ Y

(111.12) B 2=
1 ) k=1

w4 >

— 4 I

o kz; )

En posant 73, = C, 1 et 73, = (57, on arrive au systéme

"+ A‘ s 4

77177771—77——-7]1(1 C'+C3')
1 1

e/ N 5 2, g

77177771_C224=771(1+C2_+C3_)
1 2

771:!_{_77] AZ

S e - o ; N N S R R
Ces trois égalités ne sont possibles que si 45 = C; A4, 4; = C; 47 . Dans ce cas elles sont

ramenées 2 la premiére équation, c'est-a-dire on aura
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124 2

A
(111.13) %H—ﬂ—l“ =?(1+C +C})

| 1

En posant 1+C; +C; =2C} et en multipliant par 7,7} ,on obtient

2

A
mh + i, — 77—13 i =20 g

1

1 4 Cnt oo
2 o d +— soit

+=n +—5
2Tt T 2 T2

(x4

1
d’ou en intégrant 5 ]
2
(111.14) (77,771’) =Cln’ —n' +an - 4

1
On fait la substitution 17 (@) = z(@) = 7’ = -2—2' et  z(w)=0. En remplacant dans

1
(I11.14), on trouve Zzﬂ =CZ -z +az— 4

On change les notations des constantes en posant
4C? = 4>, da =B, 4K} ="

5 d.
Alors z''= A2 -4z +Bz-C* > z =dw
NAz2 — 4z + Bz —C?

Cette égalité impose la condition 4°z° —4z*> + Bz—C? >0,

Pour z = u+ =5 on obtient l'expression suivante :

34*

2 du —
A233 — = do
P A + 3 A (BAPB-16)u+ (43 BA* —24° -3 4'C?)




52
En retournant vets les constantes C,, a, 4, on aura

du

=dw
JFECowP +34CP BAC 4 — 16)u + (43740 4CT - 24" - 34 C}44])

4C233

soit

34/3C? du
2 BC +32CGR.Cla-Du+ (3 a.CP-2-3C AY)

=dw

A . 6
En mettant en évidence le coefficient 3°C} devant #° et pour

1-3Ca_ 3Ca-3C 4 -2
ST ie

p

on aura définifivement

du

1
I11.15
( ) 2¢, 1/u3+pu+q

L’intégration de I’équation (II1.15) est étroitement reliée a la théorie des fonctions elliptiques.

=dw

Pour une initiation & cette théotie on peut consulter [11] ou sont ramassés aussi les formules
ct les résultats principaux concernant la théorie des intégrales elliptiques. On va faire une

étude des solutions provenant de I'intégration de (II1.15) suivant le signe du discriminant

3 2

I. £ + g < 0. L’équation T pu+q =0 atrois racines réelles distinctes #,,u,, U
27 4 b

On suppose 4, < u, < u;. Alors (IIL.15) implique

1 du

2C, Ju—u) - )u-1) ha
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1. Soit u, <u <u, <u, .Ilvient

@ J- aw
2G, 2 W =w)(w -, )(w — 1)

= - o,

On se propose d’exprimer Iintégral a gauche par les fonctions elliptiques de Jacobi.

. " 3 )
Faisons dans cette intégral le changement w —u, = (4, —,)sin” & .On aura

dw = 2(u, —u,)sin @cos 0dO , w—u, = (u, —u,) + (u, — u;)sin® 6 = (y, —uz)[l—sin2 9],

b u = Ll "
w—u, =(u —uy)+(u, —uy)sin” 0= (u, —uy, )[1 ——2—1Lgin® 9}. Le calcule des bornes de

Uy — U

=
J

Pintégrale indique w=1u = 0=0ct w=u=0=¢ ot u—u =(u, —1,)sin’ ¢ Alors

j s

A \/(W ul (W M2 )(W H3)
(u, —u,)sinBcos 0dY

Il
[\
S8
Il

(3 —uy)

\/(uZ—ul)sinz O(u, — u,)(1-sin’ 6’)(u1—u3)(1 o ‘)sm ej

_[ F((p k), on k’ e Rt t sing it
Jk),ou k7 = e =
“1 o\[ k’ sin 9 Uy — Uy =ty Uy —
Alors
bt it Cfu —u ( )= F(p, k) s'l[ 4] kj
== K= - 1 U, — U (W —w,)= ,K)=81n s
T (—%_u] g SO Ry ol = & 0 @ —

U—1Uu
Il vient de cette égalité (C iy —u (0 — ) ) = 1

2
et w=u+ (U —u,)sn'(C“/u3 — By (a)—a)o),k)avec U SuULuy, <.



1 1
Ona z=u+—get 7 =2z(®) donc u>-=— d’ouilvient
3C; 3C;

Lo o -
n = Fﬁ [3C1~”1 +1+ 3C12(u2 = U )Snu(cl Uy — Uy ((0 - @, )9 k)]-
1
C 1
n, = C—\7/§ [3C12u1 +1+3C (4, — )snz(C“/u3 —u (@ —w,), k)]z
|

C : :
e 2 NG [3C3u +1+3C2 @, = w)on?(Cfi =4 (@ - @,), )|

Comme p =

n(@)
¥V

, =123, onaura

(@) 1 : ) 5
- ’ﬁr - 5 [3C12u1+1+3C1 Gty —2)s0*(C o, 14 (a)~a)0),k)]2

C " l,
@116y p, = 2@ _ i (3G, + 14 3C7 1y - w)sn*(C, o, (@ @,). k)|
1
=T T ALY y (= )sn*( Cyfu —uy (@0 — @),
!
A, CLA A
Puisque Aw)+ o) = —l = -C—";—l—; =t = A'(w) i=12donc B(w)=const pour
771+1 1+l771 77[

i=12.Alots onaura @, = Q,(r,w,t)+const i=23.Pour @, on obtient

CD](z‘,r,a))=K1+ ! 2+A1 Id—w

2

soit
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1 dw
O, =K, + r? +3CA +L
TS “hqm+u3@mfmmﬁ@w%—%w—%xﬂ ‘
dw
O, =K, + r?+3C24 +L
PN A+ K, : 1JSCful +143CH(u, — 1y, )5112((31,/1,13 -y (a)—a)o),k) i
dw
@, =K, + r* +3Cl A +L
i ' A+ K, : 1‘[3C12u1 +1+3C (u, —ul)snz(C']Ju3 —~ U (a)—coo),k) ’
avec k% = e
Uy = 3

2. Soit #, <u, < u; <u.Enintégrant (IIL.15) de # a ©, on trouve

®) 1? - R
2C, ) Jow =) (w— 1w — 1) '

1 u

o i w U, — U U, — U
Dans cette intégrale on fait la substitution w —u = 2 > L. gw=-2"2 3 Lcos8de
sin” @ sin” @
Alors
U, — 4, U—u u, —u, .
W—U, = —U, + 3.21= i L(1-—2—Lsin’H)
: sin“d  sin” @ Uy, — Ui
U, —u U —U .
Wty = U — U+ ~(1—sin’ 8)

sin@ sin’ @

U, — U
On calcule les nouvelles bornes w=0 =>8=0et w=u=60=¢ ou u—y, =—?—2—1
sin® @

On aura °]l L =
’ e




=-2
.[sm 9\/ — U~ ul(_uz"

(u; —u, )cos8do

sin® @ sin’ @ Uy —

2
avec k° =

soit

f

—Uu o\/l k?*sin’ @ \/u3—u1

u —_
2 . En comparant avec (b), on trouve
-u
1
1 U, —u
- |
S k|=w-a,
C U, u—u
Uy — U
s Y 2
———=sn (C1 Uy, — U, (a) - a)o), k)
u—u,

De cette égalité on peut exprimer # explicitement

1

Comme z=u+—-—7 ¢t 7]1(&)) = /z(®) , on obtient

3C?

[(3qzu1 +1)sn2(C i, — 14 (@ — @,), k) + 3C (1

2 _
F({D,k) = —msn 1(
3 1

B

U—1u

)

G V3 }sn(C1 U, — U (a) -, ), k)‘

m(w) = C «/g‘Sn(Cl u, —u, (0 — ), k)’
1
S [(3C12“1 + 1)5n2(C1 Uy — Y (a) -, ), k) +3C} (u3 -y )}’
Us 2 C 3 ’SII(C1 Uy — U (a) -, ), k)‘
1
aleli= [(3C12”1 + 1)Sn2(C1 Uy — U (60 - (00), k)+ ?aClz(u3 - “1)]2
@) = Cy

56

)

d’ou
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| —

7(o) [(3C]2u1 + l)snz(C] u, — (@ — @, ), k) +3C7 (u; -1 )l
g = .

4 Clr«/g‘sn(Cl Uy — U, (a) -, ), k)’

1
@) - [(3C12u1 + l)snz(C1 u, —u (0 - a,), k) +3CHu; — ul)]2
- - 2

& Clr\/g‘sn(Cl Uy — Uy (a) -y, ), k)‘

D | —

_ (@) _ o [(3(]12141 + 1)sn2(C1 U, — U, (a) = wo), k) +3C] (u3 —y, )]

: r ! Clr\/g‘sn(Cl Uy (a) - a)o), k)
(111.17)
sn*(C Ju, —u (a)—co ),k)da)
K 213074 (G —u(o—o L
P AT 4t + K, g 1J-(SCI2 +l)sn2(C1 U, — U (a)—a)o),k)+3C12(u3 ~u) i
e 5 e J. Snz(C1 u3—ul(a)—a)0),k)da) g
! 4+ K, v (3C12 + 1)5112(C1 U, — U (50 = a)o)a k) + 3C'12(u3 N ul) 2
snz(C] u, — (@ - @), k)da)
@, =K *+3C 4 L
: L F 4t + K, rr A '[(3C12 +1)sn2(C1 Uy — U, (a)—a)o),k)+3C12(u3 —ul) b
avec k¥ = G,
U, — U,
3 2
II. % + % = 0. Dans ce cas on aura une racine simple %, et une racine double #, = u,

1. Soit u, <u<u,. Puisque u, =u,, k=1. (voir [11] - page21), on a sn(u,1) =tanhu.
Alors, on n’a que remplacer par ‘[a.nh(C]Ju2 —u (0 - o, )) dans les expressions

définissant 7(@) pour 4, Su<u, <u, la fonction Sn(C1 i, —u (0 — @), k) pour

obtenir
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1
7= —Cl—ﬁ I:3C12ul +1+ ?’Cf(u2 -1, )‘[anhz(Cl,/u2 —u (@ — @, ))]2
1

1
= Pdm+nﬁdw,wmmwkw%—wm—%ﬁk

fe
v

Cc. =
h = C \3/§ '3C12”1 +14+3C7 (4, — 1, )tanhz(Cl Vi~ th (@ = wO))]z
|

1
77(0)) 1 A2 2 2 5
A= Ir = c A [.aC1 u, +1+3C (4, —y Ytanh (C“/u2 —u (@ —a)o))]
n@) _ C :
(IIL18) p, =—"+—= c «/%r [3C12u| +1+3C (4, — 1, )tarlhz(cmlu2 —u(® —600))]2
(@) £ :
R B i p@M+u3qwfmmmw¢M%—%m—%L@P
r Ca 3r
Pour calculer
do
O =K+ r* +3CA +L
VTR T K, llhd%+usaw,wmmwkmw—%@—%ﬁ ‘
on utilise

-[ dx 1 b

!t Sant|
- —— x+ 2 arctg| — tanhx |,
a’ +b*tanh’x o’ + RPN il

(a)

Dans Pintégrale de @, on fait le changement x = C 1, — (a) = a)o) et on obtient

3¢24, do =

3C2 +1+3C7 (1, —u Ytanh?(C, o, — 1 (@ - @)
3C, 4,

dx
- ./uz —u, J.az + bztanhzx
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ot a’ =3C’u, +12=0et b* =3C} (1, — ;). En appliquant (c) on trouve (I11.18°)

1 3C*4
@1 - Kl 2 1471

Turx, T (3Cu, +1) i -n
\/7 3(u2 - ”1) 3(7,12 - “1) =
u, —u (a) = coo) + .| —=——arctg| C, tanh(C1 U, — U (a) ~ i )) + I

X

3CMu, +1 3C2u, +1

e I 3C7 4

HF 41+ K, s (B,Cfu2 +1),/u2 -y
e R Mmg[q A=) oo, (- 04 ))H V1,

X

3CHu, +1 3C7u +1

B 1, 3C74

(OR —K| +4[+K21” +(3C12u2+1) [u2_ul

3(u, — f3 .
[ fu, —u, (a) - a)o) + %wc‘[g[q —3%%{]%1) tanh(C1 U, — 1y, (a) - a)o))j] + Ly

2. Soit uy <u, =uy <u.Ona k=1, sn(ul)=tanh(u)

X

Alors,

(3672 +1)tanb?(C, o, — 4 (@ - @,)) + 3C7 (1, ul)]%

m(w) = C, ﬁltanh(cl u, — (@ -, ))}
" [(?,Cfu1 + 1) tanhz(C1 U, —uy (a) -, )) +3CH(u, —u, )]%
m(w)=C, e ﬁ’tanh(cl U, — U, (a) - a)o))
. [(3C12u] + 1) tanhz(Cl u, — (@ - a)o)) +3CH(u, — )‘I%
THw)=C;

C3tanh(C i, — 14 (@~ @, ). )
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Alors, on aura

1

[(3cful +1) tanh?(C, 1, — 1, (@ - @,)) + 3C2(u, - ul)F

_n(w) _
‘ r Clrﬁ’tanh(cl u, —u (0 - foo))
1
IL19) p = (@) _ & {(3(?12”1 +1)tanh’ (G o, —u (@ = @,))+3C7 (1, — )]2
r Clr«/gtanh(C] U, — (a) = a)o))
1
o) [ (-0} 23 )]
P = =G
r Gr ﬁ‘tanh(cl U, =t (a) @ ))

Pour calculer

tanhz(C1 u, — (@ — ayo))a’a)

1
O =K +—r'+3C7'4 A
| B e s J(3C,2u1 +1) tanh?(G, fu, — 24 (a)—a)o))+3C12(u2 —u) =
On utilise
tanh® xdx 1 b 1 b
(ﬂ) J.aztanhzx +b? = a* 4 bzx ¥ g a’+ b? arCtg(atanhx] ’

Dans Pintégrale de @, on fait le changement x = G/, — (@ — @, ) et on obtient

tanhz(C1 Jiu, —u (0 - @, ))da)

(3C24 +1) tanh?(C,uy = 14, (@ ~ @,)) + 3C (uy ~ 10,

3C24, |

3C, A tanh? xdx i
} \/Z‘;l_—luj J.az tanh? x + b° - o a =3C12 +1 et b :3C12(”2 —u)

En appliquant (/) on trouve (I11.19%)
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1 3C 4,
@ =K + r:+
: b4+ Kz (3C u, +1),/u2 —
Cl

' ORI i £
m(a) . a)o) + 3C12u1 1 arCtg[ 3C12u1 +1 tanh(Cl U, — U (a) - Cl)o)) E L]

X

o, aK+—L 24 3C24
TuTK, (3czu,+1),/ —u,

3(u2 - ul) 3(u2 - u,) G
3Cy, i g[ 3CHu, +1 tanh(Cq/ u (o~ a)o)) s

X

Ju, —u (0 - @) +

B a, 3G 4, v

D, =K, + 47 + K2 (3C2u, +1)m
EORD I e CRLy G
Vi, —u (@ - ) + 3CHu, +1 arCtg[ 3CTu +1 tanh(C1 =t (0~ a)o)) .

3 2

III. p_+q_ > 0. Dans ce cas I'équation W + pu+q = 0aura une racine réelle et deux

27 4

racines complexes conjuguées. Supposons que dans P'expression sous le radical de (III.15)
mis sous la forme
du

1
T (R TR T

u, est réel et u, et u, sont les deux racines conjuguées. Puisque ces trois nombres vérifient

Iéquation W'+ pu+qg=0, en vertu de la premiére formule de Francois Viéte, on aura

U +u, +u; = 0. I existe alors un nombre réel o >0 unique, tel qu’on ait u, = —-71 + oi et

3
U, = —% — ai . Considérons P'expression H= \/(“1 - U, )(”1 — M3) = \/(% — ai) (% + al)

f9u2
ce qui donne ff = —74'— +a*20.En intégrant (II1.16) pour ¥, <u < w < ,0n obtient
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aw
= - o,

1
2G5 Jﬂw—ul)(w—uz)(w—u3)

:Htang 2L
2 cos2€
2

, 0
=Htan‘§ . On aura dw

Faisons dans l'intégrale la substitution w—1

2E

On change les bornes de lintégrale w=c0= 0 =7 et w=u= 6 = ¢ de facon a ce qu'on
2

Hun??. On calcdle les différences w1, =% —u, + Htan®

alt  U—u =
_ ,» @
w—u, =i —u, + Htan E.Alors,onaura
I(w ul)(w uz)(w u3)
7 tangdé
[ 29 29 29 2
cos’ —.|Htan* =| u, —u, + Htan" — || 4, —u; + Htan" —
2 2 2
§ do
S
(ul—u3)cos‘—+Hsm‘~
2 2

o
f \K(u1 ~ u, ) cos’ ki Hsin® 3

VA

do
6 o 0
sin? = cos® — + H?sin* —
2 2

R S}

=) —0)eos' D G-} + (1 -1)]

§ dé
=m5 (a0 .0 Y
H~| sin —2—+cos 5 +H[(ul—u2)+(ul—u3)]sm Ecos 5
Pui sin“g+cos4g—(sinz—g—nLcoszgj2 ZSinz—qcos L _sinzé?
Hisque 2 G 2 2 2% 27T
(u1 — u7) + (”1 — u3) = 3u, , on obtient
; 46 )
0,0
sin® —cos’ —
2 2

]
¢ \/;(sin“ g +cos? 9 + H[(u1 - uz) + (M] = M3)]
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_Jﬁ’] do 1 f do ~
- 18 sin>@ 3y, sin’ 6 JH i 3 ) =5
1- +— - 1-| === |sin" @
2 H 4 2 4H
LT do
JH
? l—l(l—i%—) n’ o
2 2H
C e % ot one s 3 B e 0<1- 24 0
NI = -

O € 4 n a 9 H 2H , CE qulassure 2H na
—1—(1 é—u]—)<1 - 3u, >—2H quel it E t l(l 3’i)—kZ
aussi 5 SH (car 3u, quel que soit #%). En posan 7 B on

obtient

7 deo
[ Trms 2aFle-a)
¢

En utilisant
(’] do +’]- de = ’]- do
I1-k*sin@ ,1-k’sin® §1-K*sind
t ] 2 2K (4K est la période des fonctions elliptiques sny, cnu) btient
€ —— = estla odae des 1o 011§ € e b , on obuen
sl1—k’sind P E

2K - sn'l(go, k) =26 \/_ﬁ(a) - wo) d'oona

sing = sn(2K =2C; «/ﬁ(a) = wo)) = SH(ZQ Jf{_(w — @y ))

ce qui implique COS @ = cn(2C’1 JH (a) -, )) A partir d’ici, on trouve
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Y
u—u, 5 ﬂ Slnz E _ l—COSQ) _ 1—C1’1(2C1’\/ﬁ(0)—0)0)) S
2 29 ltcosp 1+cn(2C1\/ﬁ(co—a)0))

2

co

B Hl—cn(2ClJﬁ(w—w0))
R 1+cn(2C1«/l7(co = a)o))

d’ou

1 1- cn(2C1 \/—ﬁ(a) - a)o))
" 32 i 1+ cn(2C1 \/—I;I_(a) - a)o))

z=1y, ce qui donne

| —

(3C]2u1 N 1)(1 g cn(2C1 JH (a) = a)o))) +3C? H(l = cn(ZC1 JH (a) = a)o)))
(@)= VG 1+ en(2CVH(w - »,))

772((0) = Cz’ﬁ(a)) ) 773(50) = C3771(a))

. (3C12”1 7 1)(1 " cn(2C1 VH(o - o, ))) + 3C12H(1 - cn(ZC1 x/f{—(co - w, )))
A= ey 1+en(2CVH (0 - @,))

C, (3C12ul + 1)(1 -+ cn(2C1 \/ﬁ(a) - a)o))) +3C7 H(l - c:n(fZC1 \/_ﬁ(a) == a)o)))
(IT1.20) p, = \/gclr 1+ cn(ZCl \/ﬁ(a) I wo))

B | =

6] -(3C12u1 + 1)(1 + cn(ZC'1 JH(o - 600))) +3CIH (1 - cn(ZCl \/ﬁ(a) n a)o)))
A= Ber L+ en(26,VH (o -a)

| —

B | —
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1
L+ 7 e
4t + K,

D =K

I+ cn(2C1 «/ﬁ(a) -, ))

2
+GA "‘(3C12u1 + 1)(1 + cn(?_C1 VH(w - wo))) - 3C12H(1 + Cn(2C1 JH(o - o, )))da) ~
2, :K1+4th, i
+3C2 4, J. i Cn(zcl JH (0o, )) do + L,

(3¢ +1)(1+en(2GVH(w - @, ))-3ciH (1+en(2cVH(0- wo)))

1 2
re+
4t + K,

D, =K +

1+en(2CVH (o - 0,))
(320, +1)(1+ en(2CVH (0 - @,))) - 36 (1 + on2CH (0 - w,))

+3C] 4, I do+ L,

Avant de terminer ce chapitre, on considérera encore une fois les formules

D, = nn = - 771772:@2 AD, _ Y/ 771773132’2
o 2mnf om 2 5
@ 2 ,)V /+ , " @ 2 ! '+ n
(IIL6") o 4 77_,:@ 1 _ mh 773'ﬂz
aw n w .
0 0
7 7

Les exptessions dans les dénominateurs sont supposées non nulles et sous cette condition on

a séparé les variables de @, . Il est 4 remarquer que si, 7, = 0 = p, = 0, les équations (I11.8)

sont vérifiées quelles que soient les fonctions @, . Siles /4 sont des constantes alots an aura

14

11
o

"

_

T T
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Cest-d-dire les trois premiéres équations (IIL.8) sont réduites a la premicre et les trois

derniéres umpliques

ce qui entraine
Inn, =InCn et lnn =InCn

autrement dit 77, = C,73 et 13, = G313 Cest-a-dire le cas qui a été déja traite.
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IV.CONCLUSION

A la fin, quelques mots pour terminer. Le mémoire considere les solutions obtenues par
les deux sous-algébres tridimensionnelles {L +a, M +a,T;, +a;U,, B, Pz} et {C, oy Po} de
Palgébre de Lie, L= sch(2)® su(3) du systéme (L. 2). Parmi les solutions obtenues de la
ptemiére sous-algebre {L +a,M+a,T, +a,Us,, R, Pz} il y a des solutions réductibles (c’est-
a-dire invariantes sous ’action d’un sous-groupe engendré par une autre sous-algebre) et
irréductible (c'est-a-dire qui ne sont invariantes sous P'action d’aucun sous-groupe engendré

par une sous-algébre de L). Le cas qui n’a pas été traité pour cette sous-algebre Cest - le

jacobien de rang quatre. Dans ce cas, les formules (I1.4) deviennent

o= p () ®, = ®,(1,x,y)
p2=p2(f) q)z= (Dz(t:x:y)
o =p(1) @, = CD,(t,x,y)+a(f)

et le remplacement dans (I.2) donne un systéme de six équations avec les fonctions mconnues
20, 2y (D), ps (1), D, (%, ¥,1), D, (x, y,1),a(t) donc une fonction a trois variables de plus
que dans le cas qui a été traité. Certaines solutions peuvent étre obtenues en imposant des

restrictions sur les fonctions inconnues. Voila, par exemple ,une solution

2

Ys 1-t

A=N (D1=_(}/12+7,32)(t—l‘1)+t1_ zlnt__;l__*_Kl
2
_ 72 B x? yz 5 . }/22 .
ety vy vy S rory v cors IR e AP
: e
. CD3:_(712+732)(t_t1)+t1y—2t2 ln%‘FKa
2

partiellement invariante irréductible obtenue sous la restriction @, = @,(r) et C=0. Une



analyse approfondie du cas - jacobien de rang quatre, offre beaucoup de possibilités de
recherche des solutions pattiellement invariantes (réductibles ou irréductibles) ce qui pouttait
servit 4 écrire un autre mémoire.

A ce qui concerne lalgébre {C, D,PO} il faut remarquer que méme pour A =0 si les

P

fonctions 77,(®) ne sont pas proportionnelles ( ce cas est plus général que celui qui a été déja

traité) les chances de résoudre le systéme (II1.11) sont négligeables.

Finissons par poser une question : Trouver un critére permettant de connaitre si une solution
p q p
préalablement donnée est invatante, partiellement invariante réductible ou particllement

invarante irréductible.

68
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