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SOMMAIRE 

Le présent mémoire considère le système d'équations différentielles 

au 
+ Au = (rtu)u où u = (u1 1,1

23
) 

qui est une généralisation de l'équation bien connue de Schrödinger. Le système susdit, appelé 
aujourd'hui système de Schrödinger non-linéaire couplé est déjà étudié dans un article de 
A.Sciarrino et P.Winternitz où sont citées les sources physiques des problèmes menant à ce 
système et sont trouvées les solutions invariantes provenant des algèbres deux- 	et 
tridimensionnelles qui satisfont à la condition de rang maximal. Dans le mémoire sont considérées 

les 	deux sous-algèbres tridimensionnelles 	{L17  + M + a, T3  + a3  U3  , , } et {C, D, Po  } de 
l'algèbre de Lie, L = sch(2) 9 su(3) correspondant au système de Schrödinger non-linéaire couplé, 
où 	L12  est l'algèbre de rotation, D - dilatation, Po , 1, P2  - translations suivant t, x et y 
respectivement, C- transformation projective, M, 73  et U3  - changement des phases. Ces sous-
algèbres ne satisfont pas à la condition de rang maximal et les solutions provenant d'elles sont 
supposées (d'après la terminologie contemporaine) partiellement invariantes. En dépit des 
apparences certaines solutions provenant de ces algèbres restent invariantes sous l'action des sous-
groupes correspondant aux algèbres déjà étudiées. De pareilles solutions sont appelées 
partiellement invariantes réductibles. Telles sont les solutions (II.20) et (II.21) - invariantes sous 

l'action du groupe engendré par l'algèbre L2,2  -= {K1  a kaoh.  , P2  bk  50e } et les solutions (II.19) et 

(11.22) - invariantes sous l'action d'un groupe correspondant à une algèbre conjuguée à L22 . Ces 

quatre solutions ne doivent pas être considérées comme essentiellement différentes. Du même type 
est la solution (11.29) - invariante sous l'action du groupe associé à l'algèbre 

L3,1  == {Po  kM + al T3  + a2U 3 , + bi  T3  + b2U3 , P2  + Ci  T3  + C2U3} 

Une exception curieuse de ces solutions est (II.18). Cette solution, pour autant qu'on le sache, n'a 
pas été publiée (au moins on ne peut pas la trouver dans les livres et les articles des références). 
Elle est invariante sous l'action des rotations du plan qui constituent un groupe dépendant d'un 
seul paramètre auquel correspond une algèbre unidimensionnelle. Faute d'une classification des 
algèbres de cette dimension, la solution mentionnée ci-dessus a échappé aux chercheurs. Les 
véritables résultats nouveaux sont les solutions qui ne sont invariantes sous l'action d'aucun sous-
groupe du groupe engendré par l'algèbre L = s ch(2) su(3) . Elles sont appelées partiellement 
invariantes irréductibles . Ce sont les solutions (II.24)-(II. 27) et toutes les solutions obtenues de 

l'algèbre {C, D, Po} - (III.16)-(III.20). 
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I. INTRODUCTION 

Le but de cette recherche est l'étude du système de Schrödinger non-linéaire couplé c'est-à-

dire 
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Pour séparer la partie réelle de la partie imaginaire on pose 

l

ui  = pl  e e' 

u2 = P2e le'l  
u3  = p3ee3  

Pk3(11)k e R.  

pk  ?_ 0 k = 1,2,3 

0 	(1) k  < 27z.  

Après la séparation, on obtient le système des six équations suivantes : 
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A.Sciarrino et P.Winternitz ont utilisé la théorie des groupes de Lie afin d'obtenir certaines 

solutions invariantes de (1.1) - (1.3) (voir [41]). Ils ont trouvé que l'algèbre de Lie 

correspondant au système considéré est L = sch(2)0 su(3) . Dans [41] la classification 

complète des sous-algèbres deux- et tridimensionnelles de L est faite et pour celles dont le 

nombre des invariants n'est pas inférieur au nombre des variables dépendantes (les fonctions 

inconnues dans (1.1) - (1.3)), les solutions invariantes sont trouvées. Le nombre des invariants 

des algèbres {L12 ± al M + a, T3 + a3 (-13 PI P2 } et {C, D, Po} est inférieur au nombre des 

fonctions inconnues. Ces deux algèbres s'avèrent donc de bons candidats pour qu'on obtienne 

des solutions partiellement invariantes. Pour chacune d'elles on obtient six invariants 

linéairement indépendants dont il n'y a qu'un seul qui dépend des variables indépendantes (le 

temps t pour la première algèbre et l'angle polaire 	pour la seconde). Les autres cinq 

invariants sont aussi fonctions des variables dépendantes dont le nombre est six. Alors on peut 

exprimer en termes de t (pour la première algèbre par exemple) les trois modules mais lune 

des trois phases ((I), par exemple) dépendra de t (invariant) et des deux variables 

indépendantes (x et y dans le cas considéré). On se propose de résoudre le système (1.2) pour 

les cinq fonctions inconnues à une variable indépendante, et une fonction inconnue à trois 

variables indépendantes. Les pages qui suivent visent l'étude et l'analyse des solutions 

provenant de ces deux algèbres tridimensionnelles. Elles n'ont pas la prétention d'avoir épuisé 

le problème, mais plutôt d'avoir contribué à l'avancement de sa résolution. 
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II. SOLUTIONS OBTENUES DE L'ALGÈBRE 

{42 + a,M + a,T3 +a,U„Pi ,P2 } 

Pour trouver les invariants du groupe de Lie correspondant à l'algèbre 

	

ô 	Ô 	3 ê 	Ô 	ô  
{L + al  M + a 2  T3  + a 3U 3 , P,, P2} où L ,— x 1_ 	2 a 	 — . X 1  	 2  , /1// — 1 ‘..T.,,  , Pi  — 	— 
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et a , = const (i = 1,2,3), on forme le système 
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Les deux dernières équations montrent que la fonction F ne dépend pas de x1  et de x2 . On 

2 
introduira les nouvelles notations A — a1  + —a2 , A2  = a1  — —

a2 + —
a3 A

3 
 =a1  — - à laide 

	

2 	 2 	2 

desquelles la première équation s'écrira sous la forme 

ÔF  ÔF  
(11. 2) A1 —

c2F' 
+ A2 	+ A3 	— 

'9111 	Ô`D 2 	'91)3 



Le système caractéristique pour cette équation est 

dt d pl  d p, d p3  dcla c/02  d(I)3  

0 	0 	0 	0 	A1 	A2 	A, 

d'où on obtient les six invariants 

(11.3) 
{ t --- const, pi  = const, p2  = const, p3  = const 

= A2(1).1 — A9 2 , 	=-- A301  — AM), 

Après avoir calculé les dérivées partielles des invariants par rapport aux fonctions inconnues, 

on obtient pour le jacobien: 

D(t , 	P2, P3, e2) 

'000 

1 	0 0 

0 1 0 

0 0 1 

0 0 0 

O 0 0 

o 	o 
0 	0 

0 	0 

0 	0 

A2 —A1  

A3 	— 

0 

0 

0 

0 

J= 
D ( Pl P2 P3 (1)1 , (1)2 C133 ) 

A2  (I1  = 402  + (t) 

1A3c1)1  = 	+ (t) 

Dans ce qui suit on ne traitera que le cas - Jacobien de rang cinq. 

Soit A1  # O, ce qui assure la condition rangJ = 5. Choisissons parmi les six invariants (11.3) 

cinq qui seront considérés comme des fonctions du sixième (considéré comrne variable 

indépendante). On va sauvegarder t en tant que variable indépendante. Alors on aura 
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Pk = Pk(t) (k =1,2,3) 4 — 	— Ak+11)  k Ak0  k+i • Posons C A — 	2 	C 
= A3 

 et 
2 	 3  A1  

introduisons Sk 	(k = 1,2) (o7k sont aussi des invariants, ayant en vue que A k  sont 

des constants) . Pour faciliter Péciiture, on posera x1  = x et x2  = y. Les variables 

dépendantes deviennent 

= (t) 

(II.4) p2  = p2 (t) 

P3 ".= P3(t) 

(1)1 = (1)1 (t,X,y) 

(1) 2 = C2(1)1 (t,X, y) + Ft2 (t) 

(1 ) 3  = C3( 1)1 (t ,x, y) + -d3(t) 

Il faut donc établir des conditions de compatibilité entre les six fonctions 

pk  = ,ok (t), ( k = 1,2,3) ; (I)1 	x, y) ; FCk  = 	(t) (k = 2,3) de telle façon que les 

fonctions définies par (II.4) satisfassent au système de six équations non - linéaires aux 

dérivées partielles (I. 2) 

Après avoir remplacé (11.4) dans (I. 2), on obtient pour pk  = pk (t), (k =1 ,2 ,3) ; 

(I)= (1)1 (t ,x, y) et Sk  = bik (t) (k = 2,3) le système suivant 
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Il faut remarquer aussi que la solution du système (II.5) dépendra essentiellement des 

constantes C2  et C3  donc on commencera par le cas le plus simple où ces deux constantes 

sont zéro. 

A) L'étude du cas  C2  = C3  -= O. 

Le système (11.5) est réduit à 

(II.5') 

- -(Pi2  Pi; P32 ) 

—o 

3 	 3 
2 Il en. résulte que p2  = 72 = const et p3 =73 = coflst et bi; = —/ ,cr3  ---- _E „k  , ce qui 

k=1 	k=1 
3 

entraîne 	= 	+K3  et (1)2  = (t) = — 	)0,2  (t)dt ,cD 3  = S2  (t) + const. Pour trouver la 
k=1 

solution dans ce cas, il suffira donc de déterminer pi  = p(t) et (IDI  = 	(t , x, y). 

Puisque p1  ne dépend que de t, le laplacien 
e9 

(92  
2 	1  doit être une fonction de a2 

(3)-  

p 1 	( 672 (131 	(72 (D1  
t (sinon l'équation. 	+ 	2 	 + 	2  - 0 n'aurait pas eu de sens). En introduisant une 

a2(31  .92(1)i  f(t)  
fonction f = f (t) (pour l'instant inconnue), on pose (11.6) . Une a  2 	63)2 	 f(t) 



fois f -= f (t) trouvée, l'équation (II.7) e/31  + A (g2cD, 	a2 (1)1 \  o2 	.j)2 — 0 est résoluble par une 

9 

quadrature. La solution la plus générale de (II.6) est obtenue par la somme de la solution la 

82(Di g201  
plus générale de l'équation homogène 2  	 — O, plus une solution particulière de a  

l'équation non-homogène (II.6) , c'est-à-dire (Dl  (t ,x, y) = R(t , + S(t , ri) + 4-( t, x, y) où 

= x + iy, 	= x - iy et (I)1  = (11) , ce qui implique S(t, 77) = R*  (t , e ) R *  (t ri) . On 

(t) 
vérifie aisément que (t,4-  x, y) — — 

4f (t)
(x 2 

+ y2 ) est une solution particulière de (11.6), 

pour n.'importe quelle fonction dérivable f (t) (qui ne s'annule pas pour t 0), d'où la 

solution (Di  (t, x, y) sera obtenue sous la forme 

(II.8) 	(Di  (t ,x, y) = R(t , + S(1, 77) — 	e  (1-) 
4f (t) (x

2  + y2 ) 

Les dérivées partielles de (DI  par rapport à Y: et y sont 

c9R (t)  (91)1 	 (517  +  84-  _  a 
 

api  5R 	 517 	 ± 	_ 	 :f (t)  
- S ,7 ) 2f(t ) 

c3) —ec3) c71c5) '°3)  

Après avoir remplacé ces dérivées dans l'équation 

el)cul 	1`2  (II.10) 	+ +  	± )022 + p32) 
) 	, (â) , 

on trouve 

(11.9) 

R,+ S,  
d 
dt 

( 	(t) 	2  ( x + y + 
\ 

2)  

f (t) 	2 

• 2 	r 	 •2 3 

s - 2f  f  x + 	- S „) - 	 y j  = 	 pp2  (t) 



Après la simplification (compte tenu de (x — iy)(x + iy)-= x 2 
± y 2 

= 	on obtient 

10 

17 d 
dt 

lï 
f) 
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\f) 

R, + S, — 
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+4R,s„-(R,+ Tiso— 	e„ 

	

f 	/2.1 

En dérivant cette égalité successivement par rapport à et 17, on aura 

1 d ( 	• \ f • 
( f \  

2  

— 4 dt f 
+ 4(R4S,1 ),7  = 0, d'où en intégrant réciproquement: 

1 
ULM ;S,7  = — 17

6 

  

2 d  r »-

dt \ f 

 

   

+ h(t,)+1(t,77) 

    

      

Supposons que les fonctions R(t,) et S(t, 	soient analytiques au voisinage de 

= (0,0) et considérons leurs développement de Taylor autour de (0,0) . 

R= 	+ iflo  +Cci; 	
d'où on obtient 

S b-to 	±—i/)17+(a2( —i/ 	)/12 	)773 +••• 

= 	+2(â2  + 	+3( -c-i3 + 	+... 
(11.12) 	

= 	+ 2(a7  — 	)ii+ 3(Ei; — iß3 )172 +... 

Dans les dernières égalités, les coefficients a; et i fik  sont tous des fonctions de t et ils n'ont 

rien à voir avec les fonctions C7ik  = Flk(t), k = 1,2 qui font partie des formules (II.3). La 

multiplication des expressions Re  et Sri  donne 

+ A 2  + 4(71(72  + fli A )( + /7)4-  2i( 
	-a2 )(- ri) + 4(i€22  

En comparant le dernier résultat avec (11.11), on constate que 



+ a12  + ß2 + +4ß,2  
( 	• 

4ß,2 + 2a7  + 
- 2f )  

2 
± Y 2  ± 

( 	 3 

2a1 A- A 2a2  + y - 4,6,—f xy 
2f) 	 f 	p=1 

+2 ce1 x + 2 

 

•-•,2 
1 
16 	f) 	dt \.f 
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(11.13) 4( 2  

 

    

On substitue les expressions de R et S77  dans (II.8) et on en obtient 

- 772 ) - 	+ 4ff  (x 2  y 2 ) -= 

4f 

On changera les notations, en posant 2 -do  = ao , 2a-; =a, 2, = a„ - 2À = A, 2:j; = 132  

ce qui permettra d'écrire (1), sous la forme 

(II.14) (1), ao  + al x + 	+ a2 (x 2  - y 2 )+2,32xy- 4f  x 2  + y 2) 

Les dérivées partielles par rapport à x et y sont respectivement 

c1:1)1 	 :f  f.  - 	+ 2a2 x +2/32 y - 
2f 

x= + 2a, - 	x +2Ay , 	2f, 

	_ 	- 2a 2 y +2,62 x - 
2f 

y - +2,62 x - 2a
2 
+

2f) Y 
c3)  

Ces dérivées remplacées dans (II.10) donnent 

r • 
• 

+ ifix + ,6y + c.z2 (x 2  - y 2 ) +2Axy -
x2 + y 2  d f 

4 dt 
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La comparaison des coefficients devant x2 , y ") , xy, x, y et 1 en dernière égalité donne le 

système des six équations suivant : 

7  fj 
f = 0 

Y — = O 
f 

• +2A = 0 

(II.15) 

2[a1  2a2 	 +2A,62  + èfi =O 
2f j 

( • 
4a1,62  —2,61 2a2  + 

2f) 
+A=0 

3 
2 

,0,21  = 

d/3 	df , , 
La troisième équation est aux variables séparées et s'intègre directement . A   - 2 f  , d ou 

= ,uo  f 2 (le cas P2  = 0 y est compris pour ,u0  = 0). En soustrayant la seconde équation de 

la première on trouve 
( 
2a --- ---  2 2f)  

2• 

— 2a + 	 + 26(2  = O, ce qui implique, après la 
\ 2  2f )  

simplification , 
d a2 

— 2 
df 

soit a2 = f 2 . L'addition des deux premières équations entraîne 

. 	••\ 2 2. („)fy 	 s.r 

2  2ff) 	

8,2 1 d (  2a + 	jtj2  2 dt f 
,•-••-•,•2 

2a2 — 

4 g + 

• s\  

f  

2 

• 
 

+ 

+ u2  

2  _ a, 

1 d 
4 dt 

1 d _ _ — 
4 dt 

2f) 

( 
2a, 

- 2f
1 

=O 

( 1 d f ' 2 	2  ou bien 	+ 	, +8fl,-  
2 	2f - 	- 2 dt f 

= 0 et après une simplification, on retrouve (11.13) 
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On 	remplace dans (11.13) les expressions trouvées pour a2  et P2  et on obtient 

7- 	 \ 2 	(•\ 2 

1 6( 4 
+ 2 

) f
4 ± = 	, ce qui donne après la simplification l'équation 

f) f 

, 
(II.16) j — 	+16(,u 20  + ,u 12 )f 

En mettant a2  et ß2  dans la quatrième et la cinquième des équations (II.15) et en simplifiant, 
on obtient un système d'équations ordinaires linéaire du premier ordre par rapport à al  et A 

+4,u0f 2 J1 = 0 

4/112  + 	0 

A partir d'ici on va faire une étude des solutions possibles, suivant les valeurs de po  et u,. 

I. 	+ ,u = O . Cette hypothèse implique immédiatement a2  =132  = O . L'équation (II.16) 

• 2 je  2 	
ff 	f 2 j^ 2 

soit 
d 
dt est réduite à je -= 	On va la réécrire sous la forme — 	, f . œ

f 2. 
 

La substitution —f =u amène l'équation à u = u2  ; après une intégration, on trouve 

f 	1 	 a 
u=—= — 	et une seconde intégration donne f — 	 . Le système (11.17) devient ( à 

f 	t + v 	 t + v 

partir d'ici on utilisera les constantes A,, i = 1,2, ... comme n'ayant rien à voir avec celles 

utilisées pour définir Ck ,  k = 1,2), 

1  
là 1+ t + V

a1 = 0 

• 1 
A± 	 = O 

t + v 

   

, ce qui donne 
t + v 

A  

A 	r +2v 

 



Y I 
t+ v 

soit pl  

71
2 

2 	 2 
pont -à; (t) 	

(t + v)
2 	+7 Alors on trouve 

2 

soit 54(0 - (y  22  + 7 23 )t + K2  
t+ v 
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3 	 3 • 2 Puisque a2  = -LA , a3  =-p 	a3  - a2  + const et p2  = y 2  p3  = y 3  , alors on aura 
k=1 	 k=1 

3 

CD2  = a-2(t) = - f/ )0,2  (t)dt , (133  a-2(t)+ const. La fonction (te i  devient 
k=1 

\ 
CD ]  = ao  + ocix + y - 	2 ) —

4f 	
+ y  

1 	dp 	dt 
alors 	_ - 	 

J t+v 	p1  t+v et son laplacien d'après (II.6) est LS.(1)1  - 

2 

d'où découle 	(t)= 1.711_ 	v  (y 22  + 32 )t+ K3  • 

3 	\ 	( 

A la 	
2 	2 	2 AI  + 4  + 71  

fin ào  = - a 12 + je 12 + I p k2 - - - 
. (t + v)2 	

± 722  + y; , ce qui donne pour 
k=1 	) 

A 2 + A22 + ri2 

le premier coefficient ao(t)- 	1 	 (y. + 732  )t + const. Finalement on a 
t+ v 

	

A2 + A2 + 2 	 i1x+A y 	1 x2 +y2  

	

_ 	I 	2 	I 	(r1  ± y32 )t 4_  I 	2  + 	+ 
t+ v 	 t+v t+v 4 

P2 = 2 

2 
I 	2 	2 

(1).) 	t+ (72 r3 )t + K2 V 

2 
7  -(722  + 7 .32 )t+ K3  
t+ v 

Il est évident que cette solution est transformée par le groupe des translations t' = t + v en 

une solution de (II.5) (plutôt (II.5')) rnais cette évidence disparaît quand il s'agit des 

Íx =x+2 
translations 	 , à cause de l'expression x2  + y 2 . A son tour, cette dernière 

= Y + P 

expression suppose invariance par rapport au groupe des rotations du plan, mais la partie 

linéaire Arx + Bi y en est un obstacle. Il est facile à démontrer, qu'en dépit des apparences 

cette solution se transforme en solution sous l'action du groupe des translations 

x' = x + , y' = y + 	et 



-(y 22 -1-.7'3)(t+v)+k1 4( t + 

(x  + 2)2  +(y+  ,u)2  +4y 
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que dans l'ensemble des solutions de ce type il y en a une qui est invariante sous l'action du 

groupe des rotations du plan. 

Si l'on pose 2A1  = 2, 2B1  = ,u alors la solution devient 

P2 «= 7 2 

P3 - r3 

2 
2 	2 

C137  - 	- 
t+

(y 2  + y 3  + + 
v 

I/  2 
/ 1 	2 

(1:13 t+v-(r2+7i)(t+17)+k-3 

Il est déjà évident que cette solution se transforme en solution sous l'action du groupe des 

translations 	x = x + 2, y' = y + , t = t + v . Pour le choix spécial 2 = 0, 

0, v = O, on aura la solution 

x 2  + y 2  + 4y  12 	2 (DI  
4t 	

(y -2. +y 3 )t+K I  

(11.18) 	p2 = 7 2 

P3 - 3 

2 

	

ri 	2 	7 
1:1)2 	t 	(Y 2 +7)t  ± K2 

2 

.1)3 = Y i —(n•+773 )t+K 3  

x' = x cos ço — y sin ço 
qui est invariante sous l'action du groupe 

y' = x sin ço + y cos ço 

On est donc arrivé au phénomène suivant : en cherchant une solution (supposée partiellement 

invariante) à partir d'une algèbre donnée A, on obtient une solution qui est invariante par 

rapport au groupe engendré par une autre algèbre B, différente de l'algèbre A de départ. On 

appellera une pareille solution, par convention, solution partiellement invariante réductible. 



a) k = 0 . On aura w2  = 81,u, E(t — to ) , 
i

s = 1 t > to  
alors w = 80 2)12 

e=-1 t < to  

soit 4,1 t — to  
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S'il n'existe pas une algèbre B jouissant de cette propriété, la solution obtenue sera appelée - 

solution partiellement invariante irréductible. 

II. itto  = 0, 1u1  # 0 . Cette hypothèse implique /32  = O. L'équation (II.16) est réduite à 

1 	 21,i)2  2W2  16,u12  
2je 	 + 16,u; f 5  et par la substitution, f — 	devient 

w- 2 
W

3 - 3 W  

1 6/112  
soit «a)= — 

w3 
	. On multiplie cette équation par il) et on trouve WW — —16,cti2 	3  , ce qui 

1 	k 
donne après une intégration —

1
(W)

2 
= 16 2 	3 	. Alors, w — 

2 	 2w 2 

trouve 

kw2 +.6,u12 
 d'où on 

w- 

wdw 
	 s(t t o ) 

+16A2  

Cette intégrale dépend essentiellement des valeurs de k( supposées réelles) 

1 
Comme so = ±1, s =— , on trouve f — 

so  

f= 

1 
t < 1-0  

t > to  
a2 — 

sgn 2\i2, 

61 

.,/to  —t 

1 8 t — to  

2.\121/4  njt — t, 

On différentie f et on obtient 



/11 2j2 

sI  
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1 

2( to  — t)Y2 
	t < to  

_1 
t > to  

2(t— t0 ) 2  

1 	1  
ce qui permet de calculer 	

f 	2 — to 
 t # to  

En substituant l'expression obtenue pour dans (16), on aura 

sgn1u1  1  1  
21t — t0 
	+ 

2 t — to 
a

i 
 0 

sgnu1  1 1 
	 A = ° 2 t — to 	2 t — to  A - 

Il faut donc étudier les cas possibles suivant le signe de 	et la valeur de t - 	. 

   

1 

   

2) / > sgn,u1  # 1 	a2  — 8 	 et d'après la valeur de t — to  , on aura 
t - t 

1 
	+ 

1  il 
 a]  # 0 ce qui donne 

	

t — to 	2 t — to  

t <t0  = c 1  # 0 al  = A1  const 

al 	 A2  
t > t o 	à 1 	 — 	a1  — 	 soit 

t — to 	t — to  

2 

t < to  

t > to  



1 	1 	1 • 
et de même pour A— 

2 	
— 	 A= 0 ce qui implique 

1t 	to 	2 t — to  

,; A 	B1 
t <1'0 	pl + 	—0 A _ 	 

r — r o 	1—r 0  
1> r 0  = A = o 	A = B2  = const soit 
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A(t),{t—to  
B, 

A 	1  1 	 Yi  Puisque 	— — — 	 (t) 
pl 	f 	2 t — t 0 	t — t 0 

P2 	72 P3 =73 • 

t < to  

t > t o  

Pour la dérivée de a0  (t) on trouve 

+ 
B 

+ Yi +r- 	72  +ri) 3 	 < to  2  i2  

k=1 	A222  
+ 	+ 	+y;+ y) t>to  

(t —t0 ) 2 	t—to  

ce qui donne, après une intégration, 

B,2  
Al2  + y22  + y3-

, 
 )t + 	1n(t 0  —t)+K 1 	t<t 0  

ao(t)= 
, 

B22  + y22  + 2/;.  )t + 	— Y 2  ln(t — to )+ K, 	t>to  
t — to  

3 
• 2 c7-€2(t)= —Epic  

k=1 

yi2  
+ y22  + y32  ) 	(t). 

2/12  ln(to  — t)— 	+ y32 )t + K2 	t < t0  

yi2  ln(t — to ) — (y22  + y32  )t + K2  t > t0 
— —( a'2 

— to  
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ly12 ln(to  — t)— (y22  + y; )t + K3  t <t 0  
ei3(t) = bi2  (t) 	dt3  — Ei2  = const . Alors  

— y,-  ln(t — to  ) — (y; + y32  )t + K3  t > to  

Solution pour 1u0 =0 k=0 pi >0 t<to  

li  
-vit°  — t P2 = 72 

y2 
(II.19) 	(D I  = —(42 +y22 + )1. +  B12  + y 12  ln(to  — t)+ Al x + 

t —
1
to 

y + 
4(t — to) 
	+ K, 

3 	t — t 

(1)2  = y i2  ln(to  — t) — (y; + y32  )t + K 2  

CI:1 3  = 2 ln(to  — t) — (y; + y32  )t + K3  

Solution pour 1u = 0 k =0 pl >0 t>to  

A 	»vit
Y 

 —  to 	p2=72 
i 	

— Y3 

A22 	 A2 	 X2 
(II.20) (D I  =—(B22  +y  22  + y3-  )t + 	 y12  ln(t — to  )+ 	x+B,y+ 

4(t — to) 
+ 

t — tO 	 t—t 0 

(1)2  = —2/12  ln(t — to ) —(y + )t + K 2  

CD3 	ln(t — to )— (y22  + 732  )t + K 3  

On peut , bien sûr, présenter cette solution sous une forme plus simple, ainsi qu'on Pa fait dans 

le cas précédent. Par exemple, si dans Pexpression pour cl), correspondant à t < to  on ajoute 

et soustrait (42  + y22 + y)to  et Alx0  , on obtiendra après une simplification l'expression 

( 	
\  2 

\ Y YO  
= (A2  + y2.2  + y32  )(to  — + 712  ln(to  — t)+ (x — x0)— 4(t — t) 

+ K
'
, 
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où 2B1  =- —yo  et la solution peut être mise sous la forrne 

7  
A —  	

	

\it

1

o  —t 	
P2 - 72 	P3 Y3 

\ 2 

(II.19') 	(D i = (Al2  + *22  +y)  (t0  — t)+ 7,2  ln(to  — t)+ .4(x — x
° 
 )— 	 

4(to  — t) 

(1)2 = yi2  ln(to  — t)+ (y22  + y32  )(to  — t) + k2  

01)3  = 2/12  ln(to  — t)+ (y22  + y32  )(to  — t) + k3  

d'où on constate que les translations x = x — xo , y' = y — yo  transforment une solution dans 

une autre solution. Les solutions obtenues sont invariantes sous l'action du groupe engendré 

par l'algèbre L2,2  (voir [41]) et d'après la terminologie introduite ci-dessus elles sont 

partiellement invariantes réductibles. Les mêmes remarques sont valables dans le cas t > t o , 

auquel correspond une solution analogue à celle qui vient d'être trouvée. 

On applique le même raisonnement pour 

a") itt, < 0 . Des calculs analogues à ceux qu'on vient de faire donnent : 

Solution pour 	/10 =0 k=0 ,t1,<0 t<to  

Yi  Pl 	73 

	

.\/to  — t 	p2 — 72 	P3 

, 	Al2 	
X2 

(II.21) cDi  = —(B12  + y; + 73- )t — 	+ 712  ln(to  — t)— 	 x + 	— 
4(to — t) 

+ 
to —t 	 t0  —t 

ln(t — t)— (y; + y32 )t + K2  

cD3 	9/12  ln(to  — t)— (y22  + 732  )t + K3 
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Solution pour 1u0 =0 k =0 1u1 <0 t>to  

 

71  
—  	 P2 72 p3 = 73 

B2 	 B, 	y2 
2 	2 

(11.22) (DI  = —(A;9  + y2  + y, )t + 	2  — 7,2  ln(t — to  )+ A2 x + 	y + 
4(t — to) 

+ K
1 t — to 	 t — t 0 

11)2 = —712  ln(t — 1.0 )— (y + y)t + K2  

C1)3  = —y12  ln(t — to  ) — (y22 + y)t + K3  

Chacune de ces solutions peut être mise sous une forme permettant de conclure 

immédiatement que le groupe des translations par rapport à x et y transforme toute solution 

en une autre solution. Quant aux translations par rapport à t , elles doivent être telles que les 

quantités sous les racines et les logarithmes soient positives. Par exemple pour t < to  on aura 

Yi  
Pl to  — t 

(II.21') 	(DI  _ (B12 ± r22 + 732 )(1.0  

P2 =  72 	 P3 =  73 

+ yi2  ln(to  — t)— 

(x_xov+ /3
1 (y — yo ) + 

4(to  — t) 

= 712  ln(to  — t)+ (y22  + y32 )(t0  — t)+ k2  

	

CD3  = yi2  ln(to  — t)+ 	+ y32  )(to  — t) + 

Cette solution n'est pas invariante par rapport aux rotations du plan. Un résultat pareil tiendra 

pour t > to . 

b) k # 0 
i 

	

vidw 	 (iav 2  + 16A2  )2  
Alors, l'intégral f 	

k-w2  + 16A2  
i 	 e(t — t 	

k 
0 ) 	implique 	 — 6(t —10 ), d'où 

- V  

k 2  (t — to  )2  16/A2 

W2  — 	 . On étudiera les solutions possibles suivant le signe de k. 
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k > 0 

On aura alors f — 
V

, 	
2(t—t0 )2  —16A 

. Le domaine de définition. pour f est déterminé par 
k 2  

l'inégalité It — to  
4 

> 	
k 	

d'où on obtient t 
 el

— 	41111[ , 0 
41/4 1  

t + 	+00 
° 	k 

. Coi-nrne 

    

a2(t) 	f 2  , on aura a2 (t)— 	Après avoir trouvé la déiivée 
k2(t - t0 )2  -16A2  

k2 (t  
k 2 (t - to  ) 

t0) 	3  , on obtient 	= 	 et ce résultat, mis en 
f 	k 2  (t — to )2  —16A2  

[k 2(t — to)2  

(11.17), donne 

k2 (t—t0 )+4Ak  
à 

1 + k2  (t — t0  )2-16A2 	
soit 	+k 	 — o

k(t — to )— 4A 

• k 2(t — t0 ) - 4,ui k 	 A  
k 2 	— 4)2  —16,u,2 	

0 soit A+ k 
k(t — to)+ 4A 

— O 

En résolvant les deux dernières équations, on trouve 

A 
ai(t)   	

k(t — to)+ 4A k(t — to )— 4A 

Pour obtenir p, (t), on forme 

1 dp, 	 k2  (t — to)1 	1  

p dt 	f 	k 2  (t — to ) 2  —16A2 	2 [k(t — 	to)+ 
	 + 

k(t — to )— 4A 

71  et après une intégration, on trouve 	- r- 	 . On a aussi 
— t0 )2  —16,q2  

En intégrant 

P2 = 72 et P3 = 73 ' 

0.(0 	—(a12  A2 	(t — to) 2  —1 	- 6,u
,  + 

727 
+ Y3)= 

A 2 	 B2 	 2 
+ 	2 	

71 	
2 +7  ,2  + r32  

(k(t — to )— 4A) - 	(k(t — to )+ 4A) - 	k (t — to)-16,111 



on obtient 

A2 	1 	B2 	1 	yi2 	k(t - t0 )+ 4 pi 	„ 
ao(t)- 	 + 	ln 

k 	k(t - t0 )- 	k k(t -t0 )+ 4,u, 	k k(t - t 0 )- 4 p -(y, + r3 )t 

2 3 2 ) 	(t)  s2 ( t) =  it3  - 	const 	 + 	+ 73 	3 = -EA2  - ( k 2 (t  — to2  —16,u-k=1 

soit 

)+ 7,2 	k(t—t0 4,u, 
a7  (t) — 	ln 	  (y,2  + y32  )t + K2  

8,ul k k(t—t0 )-4A 

k(t —t0 )+ 4,ui 
(y2

2 
 + 73

2 
 )t + K3 rii3 (t) — 

8/21k 
ln 

k(t 	4,u, 

On a (1)2  = Fe2  (t) (I33  = éi3(t) . On substitue les ai (t) , /3,(t) et f 

dans (II.14) et on trouve (Di  (t). 

  

  

.N./k2 (t — to  )2 _162 

23 

Solution pour po 	k> 0 t e 
4 1u1  

- co, to  - 

 

41/4  
t + 	+co 
° 	k 

      

	

— -Vik 2(t to )2  —16A2 	
= y2, 	P3 = 

21 2 	1 	B2 	1 712 	k(t — to )+ 	„ 
	 + 	 ln 	 —(y -  + 73-  )i 

1)1  = k k(t 	 k k(t —to )+ 4p, 	8,u1 k 	k(t —1-0 )— 4,u, 

A 	 B 

	

kx  2 	 ky  2 

r 	 , + 	 , + 
k(t —t0)-4A

x + 
k(t — to ) + 4,11, 	4[1c(t — to )— 4,111 ] 4[k(t — to )+ 	_I 
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y12 	k(t — to)+4A  ln 	 - 	± 732 )1- -I- K2 a), 	_ 	 k(t to  _ 4/./1 	- 

	

712 	k(t —to)+4,411  - 	+7;)t + K3  (D3  ( t) 8 juik 	 ln k(t 	
4/4 

On peut présenter cette solution sous une autre forme . En posant successivement 

2A 	2B 	4p1 	71 
—k  = —X0 , 	= — yo , k  = 	—k  = yi  on obtiendra 

— x0)2 	(y yo  \ 2 
	

+ _2 
to + t  (Di  — 	 

	

0 	A 	Litt — to 	 t — t0— 	
( 

Y') — i1 +  r 	j 	ln 

	

4[t — t 	
, 

)t + 
A - 

-t;  Un nouveau changement to  + /71 .70, to  — p1  = t1  (ce qui implique À — 2  ), donne 

	+ ()) Y0)2 	71 2  
(1:11 4(t — To) 4(t— 	

_ il t io  

Alors la solution est présentée sous la forme 

   

P2 = 72 	P3 = 73 

   

— 

 

(11.23) 
(x —.X0 )2  (Y — Y0)2  
4 t — 	± to 	4(t 

—2 

	

)11 	t — 
ln 	 — 

	

to  — 	t — to  (7 22 .  

v-2 
1  t  ln 

2 y3  )t + K3  

CD — 
2 	to  — 

fil 2  

t 

t 

to  

2 — ( 72  + 
to —tl  

ln 
t to  
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— 
Cette solution définie pour t à l'extérieur de l'intervalle[ to , ti  I montre que chaque solution 

est transformée par le groupe des translations dans une autre solution, mais comme 70  # 

parce que /71  # O, les coefficients devant x 2  et y 2  sont différents. La solution n'est donc pas 

invariante par rapport aux rotations du plan. Elle ne dépend pas de l'ordre de 70  et 71  et 

présente une solution partiellement invariante irréductible, c'est-à-dire il n'existe aucun sous-

groupe du groupe de Lie engendré par l'algèbre L = sch(2)0 su(3) du système considéré, 

pour lequel cette solution est invariante. 

b") k <0 

1 

	

r 	wdw 	 ( 1w 2  +16  A 2  ) 2  
Puisque l'intégral j i 	 e(t t0 ) implique 	 — e(t — to  ) c'est-à- 

.N1 kw 2  + 16 2 	 k 

	

k 2 (t — t0 )2  -16,u12 	2 	16/t12  — k 2(t — t0 )2 	 1 
dire w2 	  on aura w  	 .Comme f =iy  on trouve 

	

k 	 —k 

— k 
f — k -  (t — t 0  )2 avec  

t — to  
41/41 	41A1  

t + 	t — 
° k ° k 

   

Comme a2(t)= Af2 on aura( 
ge2  't' 	16, 2  — k2(t t0 )2  

— Ak 
	  Après avoir trouvé la dérivé 

k on obtient f_ = 	  et ce résultat mis en k 2(t—t) 	 k 2  (t — to ) 
16A2  — k 2 (t — to  )2  

3 

a1  à1  — k —O 

A  A+ k
4 + k(t — to) 

_ o 

[16A2  — k 2(t — to  )2 12  

(11.17) donne 

41u1 — k(t — to ) 

En résolvant les deux dernières équations on trouve 
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A 
(t) — 	

— k(t — to ) 
	

+ k(t — t) 

Pour trouver R (t) on forme 

dt 	f 162  k2  (t t0 )2 	2 [4,u, — k(t — t 0 ) 4,u, + k(t — t 0 ) 

71  

	

et après une intégration on obtient 	, 
V16 2  — k 2  (t — t )2 

. On a aussi p2  = y, et p3 =73. 
,111   

En intégrant 

ri2  

	

a0 = —(a12  +A2  + 	 +Yi +7,2 )= 
16y2  —k 2 (t—t0 )2  

A2 	 B2  

= 	
( op, — k(t — to  ))2  (4fli  k(t —to ))2  16A2 — k2  (t —1'0)2 	+ 73. 

on obtient 

A2 	1 	B2 	1 	y12 	4,u1  — k(t — to) 
(y 2 
	2  

CeO(t) = 	 9 ± r3 )t 
k 	— k(t — t 0 )

+ 	
k 41.1, + k(t — to)

+ 	 ln 
8 Ak 	+ k(t — to ) 

3 	 • 
P 	 Y212 	 2  t 	Ft 3  — a-2  const 

k=1 - 	 16,u-  — k 	_ to)2 	1122. + 732 ) , 

soit 

— k(t — to  ) 	2 	7
)t + K2 — 	ln 

8,ul k 4/_t, + k(t t0) 
— (y2 +  

712 — k(t — to) 
(y2

2 
 + y3

2 
 )t + K3 

	

8,u,k 
ln 	

+ k(t t0) 

1 dp, 	k2  (t — 1'0 ) 	 1 1 
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Solution pour po =0 	k <0 t e t 	+ 
411-111  ,t o — 41111  

° k k 

   

71  
-V16 A2  — k 2  (t — to)2 	

P3 — 72 	P3 = 73 

A2 	1 	B2 	1 	ri2 	41-11 —  k(t to) 	2 	2 (DI  — — 	  
k 4A — k(t —1'0 ) k 4A + k(t — t o )

+ 
8 Ak 

ln 	
+ k(t — to) — (r2 +r3)t+ 

A 	 B kx2 	 ky  2 

	Y 	 + r 

	

— k(t — to)
x + 

4A + k(t — t0) — 4[4 — k(t — t 0 )] 41.
r 	
4A + k(t — to)] +  

( ) 	71.)  ln 	
— k(t — to )  _ ( ,2 +

Y 
 2)t 
3 8 Ak 4A + k(t — to) 

7121n 
	

— k(t — to) 	
+ y32  )t + K3 

4 	+ k(t — to  ) 	2  

Cette solution, ainsi que dans le cas k > 0 peut être présentée sous une autre forme. Si l'on 

2A 	2B 
pose 	

k 
— xo , 	= —yo , 4111 	 = , 	= 571  , on obtiendra 

k 

(X — X0)2 	(3)  — Y0)2  
+ 	 ln 	 )/ 32  

1:1)1 	4[A—  — t + to ]
+ 

4{T4 + t — to ] 2A A + t — to 
—( + 7)t + 

 

— 
Un nouveau changement to  + = ì , to  — Tt, = (ce qui implique Ty — 	° 2 ), donne 

(Di 	( 	2  x - x0 ) 	(y - y0 )2 	5712 	t 

4(70 	4(71 	70 — ln  t —
(722 + y32)t + 

Pour pi  et 02  on aura respectivement 

— t 
Pl \iivo  

t —  ii 	t — li  
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Alors la solution est présentée sous la forme 

-  
.\/(i0  - t)(t - ii ) P3 - 72 	P3 - 73 	0, 72  0, 73  0) 

(X - x0 )2  (y —  yo )2 	71 2 	t 
(11.24) 	(131  — — 	+ 	ln ° 	— 

4(io  — t) 	— t) 	to  — tl 	t — tl  
(722  + 732 )t + 

712  ln 	
;—t 

 S  2 - 70 —tl 	t 	\ 2  

t 
I 	ln ; 	îz;  —(Y2  + 7,2 )t + K3  

Pour cette solution (définie pour t E Vo ,/ ) est valable la même remarque que pour le cas 

k> 0, c'est-à-dire la solution se transforme par le groupe des translations dans une solution. 

Elle n'est pas invariante par rapport aux rotations du plan et présente une solution 

partiellement invariante irréductible. 

# 0  On aura pour Péquation (11.16) f = 2—
f 

+16(p'02  + 2 )f' , et après avoir fait la - f 

1 	
21;v 2 	2}i,2 	16( du(2 	iti12) 	16( po2  +p1- ) 

substitution f = —, Pégalité — 	, + 3 	 - 	
w3 

 + 	  5 	SOit = 	  
141- 	W 

On multiplie cette équation par W et on trouve -a)* = —16( il: ,,2) 	ce qui donne après 
w3  

1 
une intégration —

2 
(1, )2  f 

= 16w02  
,\ 
	

1 	k 
-W 

kw 2  +16W + 
d'où + 	 — 

2w3 + 
	. Alors, 
2 W

2 , 	on 

trouve 

wdw  
1 2+16( +2)

c(t — to ) 
„ik-w 2 

Cette intégral dépend essentiellement des valeurs de k ( supposées réelles). 



1 1 t < 

t > to 

1 
et ron a 

to  

Alors , 
2(t — to  ) 

t < to  

t > to  

t < 1' 0  

t > to  

\ A(t 0  —t) 

1  

A(t — t 0 ) 

1  

i2(t 0  — t) 

f 	—1  

2(t — t 0 ) 

3 
1.74. 	2 	(to  — 

f = 	—1 
3 

2VA(t — jo )2  

—1 
t # 1-0  

8-N1A2  + /102  t — to  t — t0 1 
A  

a2 	8..\/A2  + P02  

Po 
A — 

a) 	k 0 La dernière égalité implique 

wdw = s 4 ,j,u02  + ,u12  (t — to ) soit 

2 = s 	+ 	(t — to  ) 	w2  = 8 u02  + 	t — to  

. Posons A = \ ,u02  + A2  alors 
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Comme a2  = f 2  et )32  = ,uo f 2  , on aura respectivement 

Pour le système (II.17) on obtiendra 

A = 0  
1 

t — to  + 2( t — to  ) 
4,u0  

At—t0  
où A = \ ,u02  + 

• 4,u0  
A + A t — ` 0  2(t — t 0 ) 

A = o — 

   

 

A t — to  

    



Po  +  	A =o 
2v,u02  + 2 (to —t) 
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A — 	
Po 

211/1 .02  + 

a') t < to  

On aura 

A 	l 
ét1  +a1 	 f 

+ A2  (to  —t) 2(t0  — t) 
_ 

A+ 	
Po 	

ai 
2-\  I ,u02  + 2  (t 0  — t) 

1 

2. 	p;; + 1117  (I- 0 	2(1'0  — t) /=o 

  

soit 

{.ei 
+ 	(to  — t) 	+ p12  (to  — t) 

e 	
A — .N1Po2  ± A2 	Po  a, +  	g =o 

A + 	
110 	a — 1-11 	,uô 	 2

=0 
2.\//i02  + 	(to  — t) 	2•M + 	(to  — t) 

On exprime ß  de la première équation et on remplace dans la seconde : 

2 
— 	+ A

2 
 ài (to  — t) + 

+ /..t12 	
a1 

Après une simplification on obtient 

(to  — t)â, —2ä1  = 	(t) — 	Al  + 	(t) — 	
A
' , 

t o  —t 	I 	(1-0  — 

d'où on calcule facilement 

+ -NIA; + A2  A1 	P1 — 	+ A2  
A -- 

Po 	00  —t) 

Le Le calcul de pi  est immédiat si l'on connaît f. 



soit 	=-2 	, 
/Io 

'\ 1102 +1L11 
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1 	 ïi  
— 	, 	= 72 , P3 = 73 p, 	f 2(t — t) 	to  — t 

3 	 2 
Alors 

k=1 

3 

c73 
t) 	 = 	to — t 

ce qui donne 

= 2/ 2.  ln(to  - t)- (y; + 732  )t + const 

(t)= )/ 2  ln(t, - t)- (y22  + 2/32  )t + const 

Pour a, on obtient 

     

/ 2 

K = 1 
2,/,uo2 + 

 2 
	1L1°2  ± 

2) 
B12  ± 	19;2 ) 

K=1 

2\1,1402 
 

,u02  (to  —t)2  

t:112 t 	(1/1 	1/P1.32  ± /112  )B12 t  

+ yi2  ln(t, - t)- (y22  + y32  )t 

Solution pour ,u0 	k = 0 t < 10  

(11.25) P2 = 72 	P3 = 73 



+ 2.v 	
+ (t - t 0) 

A = 0  

/40  
A + 

2,\U + (t — t 

A 	1  

2 \i,u02  + 	(t — to  ) 2(t — to 

2.\/,uc2 + ,u12  (t — to ) 2(t —t0 ) 
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4 + + (7.22 + 7,2 )(to — t) + , to  — t /31 , 

A12 ) /102 
to  

+ cul  
— t 

A ± -\//102  /-112  
1L1 , 

— I 	+ pi2  p, 
t — t + 	 B, y + 

(1;e1  — 2 	 
Pô 

p02. ± A2 )B12(1.0 t)1 + 712 in(to t)  

1  
[( 	— )11102  + fil2 )x 2  + 2 ,uo xy 	+ \ 	+ A2 )y 2 ]+ 

8-\I P:32  + IA2  ( 1- 	t) 

cD2  = yi2  ln(to  — t)+ (y22  + 732 )(to  — t) + K2  

(I)  3 = 712  111( 	 t) (2/  + Y32  )(t0 t) + K3  

Des résultats analogues sont obtenus pour 

a") t > to  

On aura successivement 

A ± 	± A2  	+ 	Po o  
+ /112  (t — t 0 ) al  2.ut2 + pi2  (t — to  ) 

A = 

	 A 
2\ip: + ,u12  (t — ) 	2)//./c2 + 	(t — to  ) 

soit 

En exprimant 	de la première équation 



     

A - - 2-\1/-1 + à1(to — t)+ 
A +/-‘1/4ô +1-112  a1 

+ 

et en remplaçant dans la seconde, on trouve 

(t — to 	+ 	= 0 	ai (t)— 	+B1  => c 1 (t)= 	 
t — to  

La fonction a, (t) et sa dérivée substituées dans l'expression définissant A donnent 

— !PO'  ± 2A1 	 A ± 1-1+  1112  B1 A 
(t 	t 0) 

Pour les fonctions pi  (t) on obtient successivement 

1 — — 	 
— t 	

P2 72 	P3 = r3 

Alors, on aura pour a-2(t), et a-3(t) les expressions suivantes : 

3 	 2 
71  

k=1 	t — to  

3 
71 	2 

—)e3 (t)  
k=1 

Après une intégration on obtient 

= 	ln(t — to) —  (722, + y32 )t 

Fx3(0= —2/12  ln(t — to ) — (y22  +732  )t 

On aura 
3 

cio =—(a12  A2 	p2 ) = 

x=1 

2"11/ + /112  (A 	 + A2  (A + itiC2 + A2  )  2 	3  
+ 	 B1 + 	) 

/102  (t  tO )2 	 /4 	 K=1 

33 
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soit 

-1- 1112  2  
ao 	—2 	2 	[Cui — Viuô 

	,  A1
) t  _ t 	C121 ± 1/1/02  /112  )B1211 o   

— yi2  lri(t — t o  )— (y; + 	 )t 

On remplace les fonctions obtenues a ,(t) , )0,(t) dans (II.14) pour obtenir (D I  . 

Solution pour p0 #0k=0 t>to  

 

(11.26) 71  
Pl 	I 	0  P2 — 72 	 P3 = 73 

    

[Cui• Po2  P.12  ) 
Al2 

+(ul + ,J/ /02  ± dul2  )B12  ( t tO — y1 2  ln(t — t o ) 

  

     
 

r 
a  + 

,t — t 	.) 

 

( 	 ) 2 
A — 	+ A  A1 	1-11 	Ai +  

Bt Y + t — to  —(722  + 732 )(t — to)± x_ 

  

 

1 

  

+ itio2  + )x .2  + 2,uoxy (pi  — 	+ )y2 } + 

   

    

8.\1/102  + 	(t — to  ) 

 

  

(1)2(t) = —7,2  ln(t — to) (7; + 72)(t — to )+ K2  

b) k # 0 

 

On va traiter du cas k> O . Comtne les calculs sont très longs et fastidieux on donnera 

seulement les résultats définitifs. Pour la fonction f, on obtient 

     

4 -vi,u02  + A2 
	 c'est-à-dire 

    

. Elle est définie pour It — to  

  

k2(t — to )2 	+,u12 ) 

 

     

t c 
4-\///02  + /112  

C°' t° 	k 
0  + 	

itio2  + /11 2  
1  

k
+Go . On trouve successivement 
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k  a2 (t) — 2 	2 	2 	2 k (t—to ) — 16(,uo + Po ) 

,uok 
2 	2 k2 (t — to )-,  — 16(,uo  + ,u0  ) 

A(t  — t1 )  
k 2 (1' to  )2  —16(y: + 	) 

A 	(k 2  (t1 — to )+ 4,1111c)(t — to )— 41.111((t1  — 1-0 )-16( 	+,u .02 ) 
A(0_ — 

4 pok 	 k 2  (t — 1,0 )2  —16(g +p:) 

= 
71  

 

1 , 	P 	Y . 2 - . 2 	P3 — 73 
2)] 

 

[k 2(t — to)2  —16(11 + 

ao(t) = _A2 $ 	
(tdt 

A2  	f  [[k2  (t1  to 	4,u,k1(t— t0 )-4Ak(t1  — t0)-16Cuô 	)]2  dt 	3  
fEp(t)dt 16,uck' 	 [k 2(t— to )2  —16(p c2,' + A212 	

j2  
.1=1 

3 	 2 
V' 2 	YI 	9  

J.2  = 	P 	k2  — to  — 16(duô /112 ) — (2/2 +
732 )

; J=1 
= 

1 	k(t  — t o )+4.,/,«; 	„ , 
(72 — 	ln „   (y2-  + 73-  — to  + const 

+ 	— to )— 4.W + ,u12  

a-3  = a7  + const 

La solution que l'on obtiendra d'ici est une solution partiellement invariante irréductible, c'est-

à-dire il n'existe aucun sous-groupe du groupe de Lie engendré par l'algèbre 

L = sch(2) 0 su(3) du système considéré, pour lequel cette solution est invariante. 

[k 2 (1- —ro  )2  —16(p: + p12 )]2  



Solution pour //0 #0 	k>0 

(11.27) p — Yi 
, 	P3 — 73 P2 — r2 

[k 2(t— o )2  — 1 6( p o2  + A2 )] 2  

., \ 12 	,   
(1)1  = _A2  

{ 
[k(ti  — t0 ) ± 4-IA r [A k(ti  — t0 ) ± 4(1.101  + P11.1 VI  — t0 )2  1 

} X \ , 
- 3 2//02  k 2 	 2  3402  k (iti, 	-I-  A2  ) 16( po2  + pi2  ) 2k 

k 2  )2  —16(//02 +A2) 

_ 1,0 	4k[k(t1  — 	+ 4,111 ][,u,k(t1  — t0 ) + 4(p O2  + A2 )] 

k 2 	 16,u02k4 	 k2 (t — 02 — 16(//02  + p12  
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16k 2 -1,u02 	/112 	16/1.02  k 2  
A 2  A 2  

- 
[k(ti  — to ) + 4 1 	[1/1  k(ti 	to 	1/1 2  

2 	 2(,u02  + ,u1 2  
Yi  

8 ,11102  + /-112 X  

k(t — to )— 4-1,u02  + p/2  f  „ 
ln 	„ , 	+ y3- )t + 

k(t — 0 ) + 	,u -02  + pl2  

A(t_(t10)) 
+ 	„ x 

k -  V 	— 16(f/, +/./1 2 ) 

{[k(t — 0 ) + 4 A]x 2  

k 2 (/` — t0 )2  16(p02  + A2) 	
y+ 

+ 8,uoxy + [k(/` — to ) — 	]y 2 } + 

4,u 0 k 

4k 2(t -1.0 )2  -16( /102  +/A2 )1 

A 	k[k(t i — t0 )+4111 ](t —to )-4[Ak(t i —to )+ 4(k2  + 

1 	k(t 
(D, — 	ln , 

8 \ j,u;,,2  + 

1 	k(t — 
(1),  	 ln 	, 

8\i,u02  + 	— 

- t0 ) -4p +/112  

— t0 )+ 4-b102  + 

t 0 ) — zkip,2)  + 

t0 ) + zki,u;02  + itti2  

— (y22  + y32 )t+ K2  

— (r22  732  )t + K3  

On pourrait obtenir, bien sûr, une solution analogue pour k < 0 , qui sera définie pour 

4-Niti02  + pi2 	 2 + /112  

k 

irréductible. 

t E . Cette solution sera aussi partiellement invariante 



(C2  — 
(11.28) 

(C3  — 
3 

_ 	-1)Id(t)-éi3r(t) 

3 
1)Ipk2(t)-S2i(t) 

k=1 

2) 

B) Cas général (quels que soit C,, C3 ) 

On retourne au système (II.5). En soustrayant la première équation multipliée par C2  et C3  

respectivement de la deuxième et de la troisième on obtient 
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k=1 

0213 
Si les coefficients devant 	ne sont pas identiquement nuls, alors 	 

â 
ne dépendra que de 

t et en vertu de (II.14) on aura 

. 	X 2  + y 2  d r  	 _ 	
° 	

x + AY à2(x 2  Y2 ) +2e2xY 	4 dt 

Pour que la partie droite soit une fonction de t il faut qu'on ait 

• • • d ( 
= A = à2 132 = 	- di - jj 

=o 

En remplaçant ces résultats dans (II.15) on trouve a2  = 	-
f 

= O. La solution dans ce cas 

est 

p1 (0= 	(ID,=—(A+ 	+ Bx 	A— B 2  y+ B, 

(11.29) p2 (i)=i 	(1) 2  = --(C22  A+ R)t + C2Bx + C2 -‘ I A — B 2  y + B2  

p3(t)=v 	€1)3  = —(C; A + R)t + C3BX + C3  *NIA — B2  y + B3  

avec R = + 12 2  +v 2  , S2 (t) = (C2  -1)(R - C2A)t B*  et ét-3  (t) = (C3  — 1)(R — C34 + B** 
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Cette solution est invariante pour l'algèbre L3,1  (voir le sommaire) et d'après la terminologie 

introduite elle est aussi une solution partiellement invariante réductible. 

611),  
Il reste à considérer le cas où les coefficients devant 	 s'annulent identiquement. On a déjà 

traité C2  -= C3  = O. Si ces deux constantes sont égales à un, alors (11.28) implique 

Ft; # Ft3  # 0 et donc aï2 = const, c = const . Alors (11.4) et (11.5) impliquent 

-= 	 f 
	

(1), =  

P2 = P2 (t) = Y2 f 
	

(I) i (t,x, y) + K2  

P3 - P3(t ) 73f 
	

CD3 	01 (t, X, y) + K 3  

À partir d'ici on peut dresser encore une liste de solutions partiellement invariantes (réductibles 

ou irréductibles) suivant les valeurs des paramètres ,u0 , A , k et les intervalles de variation de 

t. Par exemple la solution pour C2  = C3  = 1 , 	# 0, 	# 0, k > 0 (une solution 

partiellement invariante irréductible) est (comparer avec la solution (11.23) page 24) 

	

71 	 72 	 73 	

R 	.\ j(t—to )(t —t1 ) 	P2 	P3  

	

2 	7 	2 	2 
X2 	Y 	+ y2  + y3 	t — 

(1), 
4(t — t 0 )

+ 
4(t — t )

+ 	  
t0 - t, 	t - t 	1 

0 

2 	
2 	

2 	2 	7  
X 	 Y1 + Y2 + 7ç  ln t  

(1P2 

	

	 K, 
4(t — t 0 )

+ 
4(t — t 1 )

+ 
to  —t, 	t — t 0 

X
2 	2 	2 	2 	2 

Y  (1)3 	 ± — 

	

4(t — to ) 4(t — 	to  — 
± 73  ln 

tt — tro
1  + 

K3 

Les formules (11.29) présentent une solution quels que soient C, et C3  ( zéro et un y 

compris). 

Remarque : Si dans (11.29) on considère B1  cornme fonction de A et B on peut résoudre le 
système (I. 2) d'une manière tout à fait différente de celle qu'on vient d'exposer. 



5F A  
=u  

III. SOLUTIONS OBTENUES DE L'ALGÈBRE 

{C,D,Po } 

Pour trouver les invariants du groupe de Lie correspondants à l'algèbre { C, D, Po} où, 

,c la 

1 1  
D= t— +— 

â2âic 

a 

a 	a x—+ y-- 
(3) 

a ô aI x 2  +y2  p2 	a 	a 

1 
2 

4 

et Po  = —
a 

on forme le système 
41 P2 

ô/D2  
+ P3 

i(P3 

1 	(9F 	(9F 	c9F.\ =O t  5F + 1 ( 5F 5FJ 
â 	2 x  a ± Y 	2 Pi 	+ P2  e P2 + P3 eP3I 

2  5F 
+ t 

r  aF 	5F 	aF 	5F 	dl x 
+ 

+ Y2  (2F 	êF 	5F + 
U t x a  + y —(3,  — A epi  — p2 ap2  — p3 ep3  4 	cip  + eD2 	av3  

La dernière équation montre que F ne dépend pas de t, c'est-à-dire on aura le système 

simultané des deux équations : 

eF ÔF ÔF 5F  5F 
x 	+ Y + 	+ P7 

e°2 
 + P3 	= ° e3) 	 i 	5)03 

ÔF   

	

ÔF 	5F 	5F 	aFj x 2  +  y2  ( ÔF ÔF 5F  
x 	+ y — 	— P2 	— P3 	±  

	

(3) 	ePi 	402 	403 	4 	\ el)I 611)2 11)3 )  

39 

L'expression x2  + y 2  suggère le changement des variables par des coordonnées polaires 



r cos co( 
ôx 

+ 
c9co âc 

5F 	c2F go) r sin  co eF ta^ + 5F 5c0 pi  5F ) 8F  p3  e5F 02  
c3) act) 	em 402 	493 

= r cos CO 
y = r sin co 

On trouve successivement 

{aco 
1 =--- cos co --

cl' 
— r sin co 

& a 
ô- 

0 = sin co — + r cos co ec° a 	a 
d'où on obtient 

40 

0 = cos co — r sin co —ec° 
(7i) 

	

eco 	sin co 
— = cos co, 	 a 	a d'où on trouve 

5co 
1 = sin w —

â•

) 
 + r cos co 

c3 

et de même 

	

eco 	cos co 
= sin  co, 	 

c) 
. Alors le système (III.1) devient 

( 8F8r 5F 5co 
r cos 	-- + — 	+ 

a- a ôcoôx  
(  5F cl' 8F 5co \ 	5F 	5F 	5F 

r sin co 
& 63) eCt) 	ePI 	aP2 	eP3 

r 2  c9F' 8F ÔF  
4 	ô:DI  cli) 2  CM) 3  

ce qui donne 

a  	 —(
8r 
3

\ 5
a
F ( 

  	
e
aw  

ô
(
c

) 
5F v  F 

r coso+r sin o
» 
 —+ r cos o—+rsino 

 
aco 	R  ôpi  

5c0 5F v3  teF 

e) 8C0 	R  c2pil 
. 

rcoscoà+rsinco— —+ rcosw 	+rsinco 
5F ( 	ôco 

É/ eP 

r2 3  5F 
--E 4 	- ° ,=.1  

Après la simplification on obtient 

i (III.2) 	( 8F  3 	8F) 7.2  x-,3  8F 
t r 	a. — ER ) +

4 L-, 	 —0 , 	i., 	ôpi 	' =1 (31)1  

5F 3  8F 
r — — I 	= 0 

40; 
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Le système caractéristique pour la première équation est 
dr d  p d ,o d ,o 

2  — — 3  d'où 
Pi 	P2 	re3 

on trouve les trois intégrales premières /h = rp1 , 12 = rp,, 173 = rp3  où les ri, sont des 

fonctions de w . On en obtient pi  = 	, i = 1,2,3. En soustrayant la première équation 

r 2  x-13  ÔF 	ÔF ôF aF  
multipliée par t de la seconde on trouve 	 — u soit 	+ 

aD  + 
	— O. Son 

4 	 2 611)3 

système caractéristique cep1  — 
cgp

2  — dcl) 3  implique A(0). 	cD 2  , ß2(w) = (DI (D3 

	

(D1 	1:1)  2 	CI)  3 

et finalement on obtient 

rl , (0 )  
— 	, i = 1,2,3 

(III.3) 	el)  2  -=  

cl)  3 = 3  ) i(r co ,t) A(co) 

Pour trouver les équations auxquelles ces fonctions satisfassent il faut changer les variables 

dans le système initial (I. 2). Pour faire ce changement on calcule d'abord les dérivées 

secondes de r et co par rapport à x et y. On obtient successivement 

ôc° & 

	

2  r 	. 	cYco sin 2  co 	 co 	r — — co 	cos 	sin co a 	sin 2co 
	 — — sin co 	— 	 

	

2 	(YXr c92 — 	 r 2 	 r 2 

	

er 
	— — sin co 

aco 
— — 

sin co cos co 	ê2co 
cos co 

(9co 
r — —

& 
sin co 

cos 2w 

a.J! 	() 	 af.53) 	r2 	 r 2 

e 2  r eCO 	C0S2 CO 

	

— sin co 
(1) 
	

& 
r — — cos co 

ô2  co a) 	c3) 	c) sin 2co 
C 0 S CO 	 

() 	03) 

      

  

) 2 r 2 	 r 2 

Ensuite, on exprime les dérivées de R et 0, par rapport aux anciennes variables x et y à l'aide 

de dérivées par rapport aux nouvelles variables r et w . On aura 
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(3p, api 	êco 
ôx_5rôx + 

ôoi ôc  

ap, 	ôpi  5co 
‘j) 	c3) ±  eco 

52 p, 52  p,(a-) 2 	Ô2p, 	ôco  ô2R(acoy 	(92r 	a2c0 
a- 	a , 	 = a- 2 	+ 2 a-ôco a a 

+ 
(2(.02 	

+ 
a 	a- a2 

+ 
aco a2  

g pi  epi   (12  2  a2,0, 5r • 	a2R  (ôco 2  api  ô2r (YR eco  
63, 	2 - â  2 (3, ± 	aco 63,, 63, ± 1960  2 	2 + ao 63)  2 

Après l'addition des deux égalités dernières, on trouve 

AR 	ô2a,p2,  [( acâ-) 2  ±(c3121+ 2  ta,ô 2  5,9,co : ±: ,31+ 525col  [(dia/  2  

ôp, ( c22r e 2  r 	ap, ôco2  ô  2  co' 
„9x 2 ± 63,2 )  + gco 	(3„2 

 

2 	t 	2 	ia" CYCOôr ôoi 
ôcJ

=1, + 	= 0, 
Comme (III.4) 

 	a a 	63) 
ier (22r 1 ô2co c92co 1 
a 	2 	(3„2 r  , 	a  2 + 63,2 - r  2 

5(11  2  + teCù j 2  
a 	r  2 

52p. 1 gp  1 Ôpi  
on aura AP1 — 	2 + 2 	+ 

r 5r
i= 1,2,3. D'une manière analogue on trouve â, 	r gc02  

ciD, 5r 	eD, aco aiD 5r ap, act) 
5xr5xôoiôx  

52 c1), ê2c1),(c1-12  0/213, â- aco 	ô2(1),(ôco 2 	ôZ, Ô2r 	ôZ. a2c0 
a2  a) ±2 5raco a a ± teco2 	a) + 	a2+  aco a 2  

52.1), a2a), ( a-j2  a2o, 	aco 	a2cp, ace) 2  ê2r 	a2a) 
(3)2  +2--+ &oz 63, ) 63)2 	ao 63)2 



43 

Après l'addition des deux égalités dernières, on trouve 

 

r a,1 2 .11(3121+2 a2cDi (a. cor + a- 0 	cI (01  ô2 ),  
) U3))  

(ec)  + l+  

(3) 

521:te  
Ad) — 	 

   

eD, a2r e2r \ 	(aN2  452 CO 
â 	5x2 e:73,2"  • 5c0 5x2 	c3▪ )2 ) 

.e211). 	1 Ée2.1),  1ô1) 

	

En utilisant (III.4), on obtient Ad), — 	2 + r 2  eco2 
	 + 

r 
— . Il reste à calculer les a,   

2  expressions (61:11 + C11:),J 2  
et ePi al  49 aiDi  

a 	(3) 	a a +   On obtient successivement 

  

(a-y + (a- 21+2  al), ars, (a,. eco 	aco ) 

  

    

aco)  2 ( eco  j 2 
+ 	 

	

(I) 	a , () .-G1-1e112 +71  (ZY 

(le résultat est obtenu en utilisant (III.4)). On aura aussi 

ep, Î 	ep, 	 (a.j21 (ep, 	aD,( eco 	eco) 
a a + 	- 	a a) , 	-%â) 	eco eco âcc ±  ¿y,) 

ep, 611), eco) 2  
e 	) 

+ recol
2
1_ lepi 	+ ep 

e
, 

co co 	a 	.)) 	a, 	r 2  eco eco 
On substitue ces résultats dans (I. 2) et on obtient 

b  2 '\ (/ (92 joi 	I ô2p 	8/1 _ 	(11  — 	â, 
) 	

r 2  (9co 

011)1 2  + 1 a ij 
2 	 ± 2 (202 + r r 

( Ô2  p2  1 ô 2  p2
â 	

1  Ûp2 	M)2 	(e1)2)
2 
 12  ( 1)2)11 

2 	 + r 2 50)2 + r
j 

A a, — p2 _ 	
r ôco  

(5 2  p3 + 1 1 2  p3 + 1 ep3 j 	aD3 	[(eD3)2 	(eD3) 
\ (A- 

2 



772 
3 

k=1 

773 v,  
11k2(w)  k=1 

3 
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( ÔA al), 1 eR  aD11 	(a2  o, 1 e2cD1  1 ¿D
a 

+2Í 	+ 
r 2  aco (5co )+ 	+ r 2 (202 + r 

ap2  êp2  + 	 (I)2 	1 ôp2  al)21 	(a2  (D2 	1 52.1)2  1 ab,` i a 4-z" a- a- + r2  êco ô) +2  a-2 + r2  eco2  + r 	) 

(5)93 	(  êp3  azI33 	1 ê93  (1)3 	(a2CD3 	1 ecD3  1 611)3 \  
â 	+ r2  (5co êco +193  a-2 +r2  aco 2 + r  a- 

  

3 	2 	\ E  rik (6°)  
3 

k=1 

  

ce qui présente le système initial (I. 2) en coordonnées polaires. En utilisant les formules 

ô2p1 	1 ô2p1 	1 ôp, 	rh 	1 	, 1 	77,"+ 
(III.3) on obtiendra Api -. a,2 	r 2 eco 2 	r e7r 	2  r 3 r3 77; r 3 17i - r 	3 	et aussi 

(aD212 4. 1(a1)2 )2  (a.v» +  (aIDI   + W 2  rall 	
2 

2 	(a1)1 2  +_ A' 	Ai 2  
•) ) r.(5co 	) r -  (90 ) 	 r 2 ÔCO 	r - 	r 2  

Pour 
2 

+ 
1 	al)  3  2 

on aura une expression analogue : 
r êco 

(M)31  2  + 1 (C1D31  2  (19112 	(eDil 	)2 (

—â   
2 	g e 	)62'2  

) r(5c.o) 	
+

r 2 (90) + r 2 
aCO + 2  r 2  (2co +  r 2  

En remplaçant ces résultats dans (I. 2) on arrive au problème suivant. Trouver les fonctions 

/A (0), rh (0), 773  (0); A(0), ,62 (co) et (l), (t, r, co), telles que 

le+ /h 	/71 	 2 al), 771  [(avi) 2 	(a=112-  
r 3 	r a 	r 	a- 	

+ 
r 2 \ 190 

1/1  V 
77k (0) 

,„ 3 

11;!+ 772  _ 772 cul  _ 772 [(api) 2  ± 	el)1)  2 	172 (2A'  cil)]  + Al2) 
r 3 

aco 

	

(211), 	1 	(9:1), 
+ 	771' 	+ r 2  a- r 3  &a/ r 

4_ 772 e131  + 1  , ezpi) 772 

	

r 2 a„ 	r 3 172  50 + r 

( g2 cip1 	1 a2o1 	1 al),` 
a, 2 + r  2 (9c0  2 4-  r 	) 

± 1 a2(1),  1 el)/ 	2 	1 

61'2 	r 2  gC0 2  + r 	r 3  17;ji  r 3 	° 

	

r â 	 r r 2 e5co 	r 3 \ 	49C0 

	

7734 773  773 cul 	773 [(Di) 2 
+ 

1 eD1 \ 2 	173 - 	2A 	1  ± 
r 3 	r â r r 2 	

C2C0 	r 3 

2( 773  
r

2 on:11 	1 (91)11  173  r  ô2(1), 	1 (52 4:1), 1 (ni  2 
3 113

fi  1 	„ 
r 3  773fl, = 0 + 3-+ 

 

r 3  '1  50) \,,r 	a, 2 	
+ 

r  2 êco  2 r 	j  



172 (2/4 t  ei)1  + 
3  - 

r 	aco 

3 
,2 	77, 

Z_r 17k 
r k=1 

2re+ 772A"+ 277, /72 —o et 2 70: + 77132 + 2 7/1  — O. On supposera que 
\7,ì C2C0 771) ec° 

2217;.g+77214  (111.6) 	 — — 
c9c0 	

rh 
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(1[ cD 2 	1 r  4M) 2  1 	 1  On exprime 	+ 
r K âir -  oco 

de première des équations (III.6) et on obtient 

  

 

(el:1:1
2 
 + rcz),I  

) 	r 	Ôco ) 

  

1 (  le+ Th  771 a: 	
‘1"4

131  ri, 	(,)) Cette 
r 3i. 	r 	1- 3  1 ._1   

expression 

    

remplacée dans la seconde équation donne 

le + 772 772 Cn'1 712 

171 
( 7A"±  171 /71 eD1 	2 

\ 
1 	\ 

Cc)) 
) r 3 r 	ô r 3 - 	lik  L _ 

r 	a 	r3 k=1 

Cette équation après une simplification et multiplication par r 3  donne 

771 1727 — 772 171 	 )1  
172A 	2172g êco 	Ci  • (La 

771 

équation donnera 771 	713" 713111"  — 773  g 2  - 2 ri
3  
	 — 0). La même procédure, appliquée 

771 	 - ÔCÛ 

1 52 4:1:0/ 	1 ô21:1)1 	1 ers 
pour les trois dernières équations, permet d'exclure 	+ 	des deux 

r a-2 	r 2  ôoi 2  r â ) 

dernières équations. Le résultat de cette élimination sont les deux équations suivantes : 

même substitution faite dans la troisième 

el) 
les coefficients devant cYcol 	 dans les quatre dernières relations sont différents de zéro (sinon 

elles deviennent des trivialités) c'est-à-dire on suppose 

el)  I 	)7i 77 -  )72)7i 	17177214 2 	 eD1 	771 773 f  - )73 )71 	171 773g 2  

ÔCO 	 2112/7114 	 (2C0 	 2 773 771g 

cl,D1 	2701 + 773A" 
c2c0 

773 2 
771) 
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En égalant les parties droites de ces équations on trouvera trois relations reliant les cinq 

fonctions inconnues rio  712 , 773 ,A et ,(32 , ce qui n'est pas, bien sûr, un grand progrès ( bien 

que, à ce moment-là, surgisse l'idée que les fonctions i , th et 7/3  sont proportionnelles ). 

Toutes les quatre relations montrent quand même que 

 

est une fonction de CO et donc 
cl) 

on aura (Di  = A(0) + B(r, t). 

La troisième des équations (III.6) 

1 	et,,)  77, ( ecD, 	a'cr.  
2 — 	+ T 3  h 	+ 	 

r 	aco 	r 	r -  ôco 2 
+ 

r 	) 
—o 

(9201 	1 (3201 	1 el--)1 	2 el), 	2 ri (3:D i  
peut être écrite sous la forme 	 cî.2 	r2 aco2 r 	r 	r 2  771  Ôco  • On remplace 

(92  B1 	1 (2.13 2 ÔB 	2 771  
dans cette égalité c1)1  et l'on trouve 	+ A" + 	— 	— -- A' d'où après 

â:2  r 2  r r r 2  

avoir séparé les dérivées de B de celles de A et multiplié par r 2 , on obtient 

r 2  82 B êB 
	

" — 2 A' = 1 - r —= — A ea..2 	â. 	
771 

Dans cette équation les variables sont séparées et 	est une constante. On a donc à résoudre 

les deux équations suivantes r
2 ê2B

—r —
.(213 

= 1 et — A" — 2 —17(  A = 1 où les fonctions 
â. 	 771 

inconnues sont B = B(r,t) et A = A(co) . La première équation est une équation d'Euler qui 

par la substitution r = eu peut être ramenée à une équation linéaire ordinaire de second ordre 

	

1 	1 
par rapport à r en considérant t comme paramètre. On aura u = ln r, u' = —

r
, u" = 	, ce 

r - 

ÔB 1 d3 
qui donne et 

ô2B 1 ê2B 1ô13 	 te2 B 	(913 
— r2 (2 	On en obtient 	ê — 2 	 — 	La 1 r2  . 	 ôt  

solution de l'équation homogène est donc B(u) = C1  + C2e2u  . On remplace u par ln r et on 
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trouve la fonction B(r) = C1  + C2 r 2 qui vérifie l'équation homogène d'Euler. Pour trouver 

une solution particulière de Péquation non homogène on va appliquer la méthode de Lagrange 

de varintions des constantes, c'est-à-dire on cherchera une solution particulière de l'équation 

non homogène er) = (r) + C2(r)r 2  , telle que les fonctions CIO et C2(r) vérifient les 

conditions : 

{

C,'(r) + C7 (r)r 2  = 0 

C 1' (r) .0 + 2C; (r)r = -/-11, 

2 	 2 	 2 	 2  

	

On obtient C' (r) = - — = C (r) = - — ln r , C,' (r) = 	= C2 (r) - - 	. Définitivement i 	 1 2r 	 2 	- 	2r3 	 4r 2  
/1, 	2 

on aura B(r,  , t) = Cl (t) + C7 (t)r 2 - i ln r - i . L'équation - A" - 2.11'  A' = 2 devient une 
711 

771' équation linéaire de premier ordre par la substitution A' = z. On aura z' = -2 — z - 2 . Alors 
711 

-2 .1. 	( —cho 	2 f Idco 	 1 
z = e 	A1  - 2 e 	da) d'où A(w) = 	, (A, - f 771 2  d co) A1  = const 

111- 

r
3 

On multiplie la première des équations (III.6) par — et on obtient 

771  (III.7) 	
2 Aft  2 3 

14  771  -r 2 etil  r 	 - 	 - 
171 	 ) 	 k=1 

01) 5B c11) dA 

	

Comme —1  - — = Cii(t)+ g(t)r 2  , 	1)1  - 	 _ 2C7  (t)r - 	et 	- 	 - A'(co), 

	

â â 	 c ôr - 2r êco do, 
on aura, en remplaçant dans (III.7) 

2 	 3 
2 

- r 2  (Cie(t) 	(t)r 2 ) - r 2 (2C2(t)r - 	= Al 2  (co) + E 7712,. 77(4  711  s Oit 27r )  
k=1 	771 

	

12 	 3 

— (C; (t) 4C22  (t))r 4  + (2C2  (t)2 C,'(t))r 2  - 	= A' 2  (CO) 4- 	711"+ 	 
k=1 	771 
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Pour que cette égalité soit possible, il faut que les coefficients devant les puissances de r soient 

nuls. On aura donc 
	

(t) + 4C22  (t) = 0 et 2C2 (t)2 — C1 (t) = O. L'intégration de ces 

1 
équations donne C2  (t) — 

4 K2 et 
C (t) = ln K Vît + K2  ) -2-  et pour la fonction eD on aura 

t +  

1 	 
(III.8) eDI  (t,r,co)= ln Ri  (4t + K2  ) 2 + 	r 2 

4t ± K2  
Â. 

ln r — —
2 

+A(w) avec 
2 	4 

(1IL9) 
	

Ai(w) = _-(A1  — 2 f1A2dco) A1  = const 

La même procédure appliquée à la deuxième des équations (III.6) et compte tenu de (III.8) 

donne 
3 22  

712'+ /12 	f 	\ 2 	x---1  
-1/41(W) + A) 	+ 

772 	 k =1 

et d'une manière analogue on obtient de 

	

3 	2 \ 2 

	

troisième équation 173'4 	173  — (A1(a)) + )62') = 	771,2  +
4

. La fonction eDi  définie par (III.8) 

	

773 	 k =1 

satisfait à la quatrième des équations (111.6) quelques soient les constantes K1 , K2 , 2 et la 

fonction A(0) telle que la condition (III.9) soit vérifiée. La même fonction remplacée dans 

les deux dernières équations (III.6) permet d'établir certaines relations entre 

A(co), (w) et A(co). On a 

(III.10) 

OJ31 	2r 	2, 
4t + K2  2r 

OD  , 
aco  — A 

(224:Di 	2 
â.2 	4t + K2  + 2r 2  

el) 
Ô0 
	 — A" 

r3 
En multipliant la cinquième équation par — , on obtient 

/72 

OD I  
2— r 	

 772' OD 

772 ôw 
+r 2 C12  (Dl  + e2  (1)21  + r t111  + 2 L7;_ + „= 0 er  2 	eeco 	a,. 	177 
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En remplaçant dans cette équation les dérivées partielles de (III.10) et en simplifiant, on trouve 

77; 	77Z A" + 2 A +/3+ 2 — Ar + 2 = 0 . Posons À' +/3= z . Alors, la dernière équation devient 
77; 	77; 

une équation ordinaire de premier ordre z' + 2 z + = 0 dont la solution générale est 
/72 

z = A'(co)+ A(co)— T712  (A2  — *CO) A2  = const 

3 \ 2 
Cette expression mise dans Péquation 77211+ 	712  (A1 (0) + A) 	+ —

4 
donne 

772 	 k=1 

11+ 172 	1 2 	2 	3 
2 

4  (A)  — f 712  do) 	 + —
4 

et une équation pareille est trouvée à partir de 
772 	772  

la dernière équation (III.6). On est donc arrivé au problème suivant - trouver trois fonctions 

ijl = (0) , 772  = 772(w) et Th = 773(0)) qui satisfont au système suivant : 

(III.11) 

3 
T  

	

\ 2 
e+  771 	

14  (A1  — 	7712  do ) 	+ —4 171 	 k=1 

\ 2 	3  77  x-1 / 112  + 772 	
1,4  (A2  — 	7122dC0) 	Ld  77-  — 

k  4 k=1 772 	772 
22  

	

re+ 773 	1 (A3  a .1'7732c/0)2 	+ — 
4 k=1 773 	77: 

Une fois résolu ce système, on peut trouver A(o) par une quadrature en intégrant l'égalité 

A(o) = 	12  (A1  — 	7712  do) et par conséquence, on trouvera (Di  = (t,r , co) . Les fonctions 

A = p(co) i = 1,2 peuvent être obtenues des égalités 261(0) + /3,(o) = 2  (A1,1  — f 77,2  dco) 
71+1 

où Ai+1  = const i = 1,2 ce qui permet de résoudre complètement le problème, en utilisant les 

formules (III.3) . On laisse en héritage le problème de solution générale du système (MM) 

aux générations qui viennent après nous. C'est un système intégro-différentiel pour la 
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résolution duquel il n'existe pas une théorie générale. On considérera ici le cas 

particulier 772  = C,i71  773  = C3 /71  et Ä. = 0. On aura alors 

A 
Al(o)=,A1  = const qui implique A(co) = A1 	+ const 

77i 	 171 

On pose ln Ki  = KI  et on obtient 

1dco  
ctek,r,o)= K1+ 

4t + K2 
	r 2  + 	,

ijí 

Pour 2 = 0 le système (III.11) devient 

(111.12) 

171"- 77i 	Ai 	3  ,n2 
— 7714 — 

11+ 7/2  A22  ÷ 
— qk 

772 	72 	k=1 

77311+ 773 	A32 	2 
- 4 	Ld 77k 

773 	773 	k=1 

En posant Th = C,771  et th = C317 on arrive au système 

Te+ 771 42  
77 

12 (1 + c22 + c32 
771 

 

2  11(r+ ri' 	A2 	 — 7112  (1 + c ± C32  ) - c2 n4 
771 	2 

771+ 771 	A;  
- c2 	 — 7712  (1 + C22  + C32  ) 

771 	3 ql 

Ces trois égalités ne sont possibles que si A,2 = 	A32 = c34 Dans ce cas elles sont 

ramenées à la première équation, c'est-à-dire on aura 
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s (m.13)   
171 

En posant 1 + C + C = 2C12  et en multipliant par rh /h' ,on obtient 

1711171 - 3 /h'  = 2C-12  iir/i3  
771 

1 	 1 , 	 /714  
d'où en intégrant — 7711 , - + — 171-  	 - c1

2 	a 
± 	soit 

2 	2 	2 ri,- 	2 	2 

(II1.14) 	7777 , :)2  = C12  7716  — 7714  + am2  — 

1 
On fait la substitution 7712  (W) = Z(W) 	rit  = -

2
z et 	z(co) .?_.• O. En remplaçant dans 

1 

	

2 	 az  (III.14), on trouve 	z r2 = n_3 z2 +—A 
4 	L-1 

On change les notations des constantes en posant 

4C12  = A 2 , 4a = B, 4K12  = C2  

dz  
Alors z' 2  = .42 Z3  - 4Z2  Bz —C 2    do 

-NI A 2 Z3  - 4Z2 C 2  

Cette égalité impose la condition A2z3  — 4z2  + Bz — C2  > O. 

4 
Pour z = u+ 	on obtient l'expression suivante : 

3A2  

du 
	  do .\133 A6u3 32 2 A . (3A 2 B —16)u + (4.32  BA 2  —2.43  — 33A4C2) 
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En retournant vers les constantes C1,  a , A1 , on aura 

du 
4C12 3-à-   do 

-0343  C16 243  + 324C12  (3.4C12  4a — 16)u + (4.324a.4C12  — 2.43  — 3342  C14 442  ) 

soit 

3-i§C12 	 du 
	  doi 

2 	i./33  Ci6u3  + 32  Ci2  (3. C12a — 1)u + (32  a.C12  — 2 — 33  C1442  ) 

En mettant en évidence le coefficient 33  C6  devant u3  et pour 

1 — 3C 2  a  3 2  C 2 a —33 C14  A12 - 2 
P — 3C14 	 33 C 

on aura définitivement 

1 	du  
2C1  .‘//43  + pu + q 

dco 

L'intégration de l'équation (III.15) est étroitement reliée à la théorie des fonctions elliptiques. 

Pour une initiation à cette théorie on peut consulter [11] où sont ramassés aussi les formules 

et les résultats principaux concernant la théorie des intégrales elliptiques. On va faire une 

étude des solutions provenant de l'intégration de (III.15) suivant le signe du discriminant 

3 	2 

I. P  
27 

 +— < O. L'équation u3  + pu+q=0 a trois racines réelles distinctes u1 , u2 , 113  . 
4 

On suppose u1  < u2  < u3 . Alors (III.15) implique 

1 	du 
2C1  .\l(u — ul )(u— u2 )(u — 113 ) 

dco 
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1. Soit ul  < u < u, < U3  . Il vient 

1 "r 	dw 
(a) 	 

	

2C1 	V(w — ui )(w — u2  )(w — u3  ) 
CO — CO0  

On se propose d'exprimer l'intégral à gauche par les fonctions elliptiques de Jacobi. 

Faisons dans cette intégral le changement w — u1  = (u, — u1 )sin2  0 .0n aura 

dw =2(u, — Il l ) sin cos 0 d0 , w — u 2  =(u1  — u2 )+ (u, — u l )sin 2 	(u, — u,)[1 — sin2  0], 

[ 	
21,  - 211 	, 

w — u3  = (u, — u3  )+ (u2  — u, )sin2  0 = (u, — u3 ) 1— - 	sin-  0 
U3  - U1  

. Le calcule des bornes de 

 

l'intégrale indique w =(9=0   et w = u 	0 -= 9 où u — = (u2  — u l )sin 2  ço .Alors 

dw 

..v1(w — ul )(w — u2 )(w — u3 ) u, 

(u, — u, )sin 0 cos 0 d0 

(u - u
' 	
) 
sin  0 (u2  — u, )sin2  0(u1  - 	u,)(1 — sin 2  0)(u, — u3 ) 1 

(u3  — ) 

2
f 	

d0  

	

_  	
113 - 1'11 0 -V 1 - k 2  sin2  0 

 

2, 	11. )  - 
	F(9, k), 	k -  — - 	 et sin — 
-u1 	 u3 - u1 

U — U, 

 

 

112 - 111 

 

Alors 

=2 J  
o 

1 	2 
2C1 
	F(ço, k) — w — coo  soit C l .\lu3  — ul (co — coo ) — F(ço,k) — sn -1  

Il vient de cette égalité sn2(C1 .\/u3  — u, (co — w))o )) — 
u — 

et 	u = u +(u2  — u, )sn-(C',.\/143  — (co — coo  ), k) avec ul  u u2  < . 

u— 	 k  
u2  —u1 

U2  - Ul  



[3Cu, +1+ 3C12  (u2  — )sn2  (C, .\//t3  — (co — ai°  ), 	2  

1 

[3C12 2/1  ± 1 + 3C/2  (242  - )sn2  (CI 	— (co — c),, ), Ic)] 2  

2 
[3C12 	+ 1 + 3C12  (U2  - )sn2  (CI  .\/u3  — (co — coo  ), k)1 

1 

C2  

	

172 = 	
-\5 

	

773 = 	3r- 
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Ona z=u+
1 	 1 

3c  2  d'où il vient 2 et = -Mo) donc u > — 
3Ci  

17,(co)  Comme 	 p, — 	, i = 1,2,3, on aura 

171(co)  
= 

1 
[3C12 u1  + 1 + 3C12(u2  — u1  )sn 2  (CI  .N/ U3  - u1  (a — co0 ), k)12  

C1  -Jr 

(111.16) p2 	
772 (0)  C2 	[3C,2 

Ui  + 1 + 3Ci2  (42  - u1  )sn2 	.ju3  — u1  (co — a0), k)] 2 
C1 113r 

1 
773(C°)  

p3= 	 C31- 	 [3C12  U1 + 1 ± 3 Ci2  (U2  - )sn2(Cuju3  — (co — coo  ), 
C-\13r 

Ai+i 	C,24.1  A, 	A, 	, 
Puisque ibli(c0)+16,((.0) = 	= 	2 	- 	 = 	 i = 1,2 donc p(c0). cone pour 

	

Ci+1 711- 	771 

i =- 1,2 . Alors on aura fDi  = éDii (r,co,t)+ const i = 2,3. Pour (1)1  on obtient 

1 	 2 	dco 
r I 2  + A 

	

4t + K2 	771 

soit 
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1 dw 
(13K + 

4t + K2
r2 + 3C;2 24, 	  

3C12  ul  +1 + 3C12(u2  — )sn2(Cu3  — (co — coo  ), k)+ 
Li 

1 	 da) 
41) 2 K1  + 4t + K 
	r2 1n2A 

1  f 
	  L, 

2 
'1 

3 Ci2  /41  + 1 ± 3 Ci2  (U2  - )sn2  (Ci  .\/u3  — (oo — co,3  ), 

1 	 dco 
(1) 3  = K1  + 

4t + K2 
	r 2  +3CA1 	 \+ L 

	

3C12  u, +1 + 3C12  (u2  — )sn2 	.,/u3  — (co — coo  ), kj 	3  

u — u 
avec k 2  - 	2 	1  

/43 - Ul 

2. Soit u1  < u2  <143  < u. En intégrant (III.15) de u à co, on trouve 

-r 	dw  
(b)  	 0 .1(w — ul )(w — u2 )(w — u3) co 0  

	

u3  —u1 	 u3  — 
Dans cette intégrale on fait la substitution w — — 	2 	dw — —2 	3  COS 9 de9 

	

sin 0 	sin 

Alors 

U3  - 	/43  - 	 - U 

	

W -4/ = -U 	 	(1 — 	2 	I  sin2  0) 

	

2 	1 	2 	 0 	
sin2  e sin2  u3  — 

U3 - U1  U - U 

	

W-U3 	1 -U 

	

3 	sin2 	3 	I  (1 - sin2  0) 
sin2  0 

On calcule les nouvelles bornes w = 00 O = 0 et w=u=r9=ço où u— u1  — u
3  — 741 

 . 	2  
sin ço 

dw 
On aura 	

(w — ui )(w — u2 )(w — 143) 



771(co) = 
-1-§Sn(C1  -ju3  — (co — c)0 ), 

[(3C12 u1  + 1)sn2  (C, ju3  — (co — 	+ 3C12  (u3 	2  

7-12(w)- e2 
— 	(co — 00 ), k 

[(3C12 u, + 1)sn 2 	.\./u3  — u, (a) — co0),  k) + 3C12  (u3  — u1  )] 2  

= —2 	 
sin3  0 

 

(u, — u,) cos 0 d0 
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U3  - u1  U3  - 	U - U 	U - U 2 	I  sin2 0)  3 	1  (1 sin2 0)  
sin2  0 sin2  0 	u3 - U1 	sin2  0 

  

2 	
f 	

d 0 	2 	 2 
F(ço, k) 

— 	0  -v1 — 	sin2  0 -‘1u3 — 	— 

, 
avec k -  — u, 

— 
 . En comparant avec (b), on trouve 

u3  — 

1 	u— u 
	sn-1 	3 	 , k 	co — (oc , 

\ u, — 	
, 

u — 	 j  

soit — sn2 (C, Vu3  — (co — oo0 ), k) 

De cette égalité on peut exprimer u explicitement 

U = U1  ± 
sn (C, Vu3  — 	- .0 ),k) 

1 
Comme z u + 	 et (0) = .\/z(co) , on obtient 

3C1- 

U3  - 

[(3C12 /41  + 1)sn 2  (Ci  VU3  - /41  (0.) - C00  k) 3 Ci2  (U3  _u1 )] 

173( W ) C3 	  
-1/j sn(C1 Vu3  — (co — co0 ), 

d'où 
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771(co)  
R 

[(3C12u1  + 1)sn2(C1  Vu3  — (ce — 	k) + 3C2 (u3  — )12  

Cir•\/sn(C,.\ju3  — u (co — coo ), k) 

— 
T2(a) e2  [(3C12u, + 1)sn2  (C Vu3  — u1  (a) — co), k)+3C2(u3 - 2 

P2  C -Nlj sn(CI .\iu3  — u, (to — co, 

[(3C,2 ui  + 1)sn2(CI .ju3  — (c.o — coo ), k) + 3C12  (u3  — 111
)]

2  
P3 = 

113(a)  

(111.17) 

C3  
Clr-flsn(C,-\/u3  — u1  (ro — a0 ), k) 

1 	 sn 2  (CI  •\1243  — (0) — CO0  ), k)d0) 
(1) = K + 

4t + K2 
	r2 

J%-1 f 
	

1 (3
C

2
I 	1)sn2 	.\//43  — (a) — coo 	+ 3C,2  (u3  — 

1 	 sn2 (C,.\/u3  — u (co — o_)0 ), k)dco 
CID 2 = K1  + 

4t + K2 
r2 _,_ 1n A2 

j‘-'1 	(3c2  + 1)sn2 (C,.‘1143  — (a) — oc, k) + 3C12 (u3  

1 	 sn2  (C, Vu3  — u1  (a) — coo ), k)dco 
c1)

3 
= K

1
+ 

4t + K2 
	

r2 + 3c12,41 	  

(3C12  + 1)sn 2  (Ci  .j2/3  — (CO — 0)0  ), k) 3C12  (U3  _ u1 ) 
+ L3  

1-  avec k 2  — 17 111  

U 3  — 

3 	2 P 11. —
27 

+ —
4 

= O. Dans ce cas on aura une racine simple u1  et une racine double u2  = u3  

1. Soit u1  u u2 . Puisque u2  =u3, k=1. (voir [11] - page21), on a sn(u,l) = tanh u . 

Alors, on n'a que remplacer par tan*, Vu2  — u l 	— )) dans les expressions 

définissant rh(a) pour u, u u2  < u3  la fonction 	sn(C1 .\/u2  — u1  (a — oc) ), k) pour 

obtenir 

+ L2  



713 (co) 	C3  
p3 =  [3C,2  + 1 + 3C12  (1/2  — )tanh2  (Ç .ju2  — /41 	— ú) ), k)P.  

C,-\173r 
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— 
	1 

	

[ 3C"
2U + 1 + 3C12 

( u2  — u1  )tanh2  (Ci  .\iu2  — u1  (a) — wo  ))r 

172 	
C2 

= 
	[_

3Ci— 	12  Ui  ± 1 ± 3 Ci2  (U 2  — )tanh2  (C,..1u2  — (a) 
Ç 

C,  [ 2 
773 	 3Ç + 1 + 3C (u2  — u1 )tanh2  (c1  u2 — u1  (co 

771 (0)  
— 	 1,— 	 [3C /4 12  , + 1 + 3C12  (u2  — )tanh2  (C, .\iu2  — (a) — coc , ))] 

C1 -\13r 

(III.18) 	p2=172(04  _ 	C2 
	

[3C12  u, + 1 + 3C12  (u, — u, )tanh2  (C, .\14/2  — u1  (a) — wo  ))]2  

Pour calculer 

1 	 dco 
+ L 	r 2 4- 3 Ci2 	2  

(el 	
+ 

4t + K2 	 3Ç u1 + 1 + 3C,2  (4/ 2  — )tanh2  (Ç \//42  — (a) — wo  

on utilise 

(a) 
dx 	1  b  1  

f a 2 
4-  b

2 tanh 2  x a 2  + b2 x  + a a2  + b 2 
arctgtanilx , 

Dans l'intégrale de (D1  on fait le changement x C1  -\///2  — tti  (0 — 00 ) et on obtient 

do  

3C12 ui  + 1 + 3C12  (u2  — )tanh2  (Ç .\1142  — u1  (a) — wo  

3C1 A1 	 ç 	dx 

V u2 -241  a2  + b2tanh2x 

3C12  



-u1) 
--1 

 	tanh(C1 .\/u2  - u, (a) - 0)0 )) 
3C 

 
12 u, 

X 

X 

\ - 
3(u2  - u1 ) 
	tanh(C1 .\/u2 - U I (0)- (Do )) 
3C12ui  +1 

± L2  

où a 2  = 3C12u1  +1 0 et b 2  = 3C12  (u2  - u1 ). En appliquant (a) on trouve (III.18') 

13 Ci2 Ai  (131 = Kl + 
4f + K2 

r 2 + 	X 
(3Cl2  U2  + 1).N1U2  - 

Vu2  - u1  (a) - wo ) + 	 
3Ci2ui  +1 
3(u2 -u  1)

arctg  \.C/  .\ 
3
3
(u

122u
-
1 +

u1)
].  tanh(C, Vu2  - u, (a) - wo )) 
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c1)2 
1 3C12 A1 r2+ 

4t + K2 

\ 

, r` 

+ 

(3C,2 u2  + 1).\/u2  - 
( 

arctg
3(242  3(u2 - 	) 

.\./24"2  - 

CrI3  = 

U1  (C) - CO ) 0 

1 
+ 

3C12 u1  +1 •  

3 C12 A1 + 
4t + K, (3Ci2u2  +1). 1u2 - 

( 

C 

\ 	\ 

3(u2  - 
.\/U2  - (0) - CO0  

are-
2 

3C12  u1 	1  

2. Soit u1  < u2  =u3  < u . On a k = 1, sn(u,l) = tanh(u) 

Alors, 

171(co) = 
C, 	tanh(Ci \///2 	(a) (Do)) 

772 (co) = 
[(3C12 u1  + 1) tanh 2  (Ci  .N/U2  - u1  (a) - coo  )) + 3C12  (u2  - 241 )]2  

1,/j tanh(q.‘iti2  - (co - coo )) 

[(3C12  u, + 1) tanh2(C,.\iu2  - u1 (a)- coo  )) 3C12  (U2  - 
/13 	= C3 

'‘h tanh(g Vu2  - (a) - coo  

[(3C12 u, + 1)tanh2(C1 .\1242  - u1  (a) - coo ) + 3C12  (u2  - 



Alors, on aura 

[(3C12 u1  + tanh2  (Ci  .\iu2  — u1  (a) — coo )) + 3C12 (u2  — /412  

Cir-Jltanh(Ci .\/242  —u (co — coo» 

77,  (co ) 	[(3C12 u1  + 1) tanh 2  (CI  .\/u2  — (co — coo ))+ 3C2 (u2  — )] 2  
(III.19) 	p, = 	— C, 	  

C1 rr3tanh(C1 	— (co — coo )) 

1 
773  (a)  ) 	[(3C12 241  ± tanh 2  (Ci  •\/U2  — (CO — co)) 3C2  (U2  u I  )12 

p3 = 	 
Clr-\/tanh(C \///2  — u1  (co — coo )) 

Pour calculer 

tanh2  (CI  Vu2  — 	— coo ))dco 
cI)1 2  = K I + 

4f +
1 	

K 
r 3C12 A1  , 	  

2 	OC12 u1  + tanh 2  (cl  -\11i2  — /41  (CO — co)) 3C12  (u2 — u1 ) 
On utilise 

	

(P) 	a tanh-x + b-  a-  +b- 	a a-  + b- 	atanhx 
„ 	, — „x + „ 	 arctg( 	 
tanh 2  xdx 	1 	b 	1 b 

Dans l'intégrale de (DI  on fait le changement x = Cu \b42  — u1 (co — coo ) et on obtient 

tanh2  (CI  .\//42  — u1  (a) — wo ))dw 

	

3C12  A1 	  $OC12 u, + 1) tanh2  (Ci 	— u1  (a) — w0 )) + 3C12 (u2  — u1) 

tanh2  xdx 
u2 — U1 ja2  tanh2  x + b

2 	 , où a2  = 3C12  +1 et b2  3Cl2 (u2  — ) 
..\/  

60 

En appliquant (6) on trouve (111.19) 



3(u2  — u1) 
3C'12ui  + 1 arctg  

( 
3(u2  — u1)  
3C;2u1  + 1 tanh(C1.\iu2  — u1  (co — coo )) )  

+ L1  

3(u2  — u1) 
3C12 /41  +1 tanh(C, ju2  — (a) — coo  

+ L3  

13C12 A1 	 	r 2 + 	 X  
4t + K2 	(3Cl2U2  + 1)VU2  - 

61 

-\12.12  — i/1  (CO - co) + 

	

3C12  A1 	X 1 	r 2 + 
4t + K2 	(3C121.12  +1). \ »42  — 

3V/2  — u1 ) CI  
— u, (co — (vo ) + 	 

	

3

3

(

C

u

122 U
-
1  ±

u1
1
)arctg 	

3C12u1  + 1 tanh(CI  .\/u, — u1  (co — (vo )) )  

1 	 3C12  
(1)3 

= K
1 
 + 

4t + K2 	PC24 12 , + 1).N1U2  — 
	r -  + 	X 

± L2  

.N/U2 — U1 (CO — co ) 0 \ 

f 
3(u2  — u1) 
	arctg 

+1 

111. 19
3 

27 
+ q2  > O . Dans ce cas Péquation u3  + pu + q = 0 aura une racine réelle et deux 

4 

racines complexes conjuguées. Supposons que dans l'expression sous le radical de (III.15) 

mis sous la forrne 

1 	du  
(III.16)   dco 

2C1  .\i(u - )(u - u2 )(u - u3  ) 

u1  est réel et u2  et u3  sont les deux racines conjuguées. Puisque ces trois nombres vérifient 

l'équation u3  + pu + q = O, en vertu de la première formule de François Viète, on aura 

241  
u1 + u, +u3 = O. Il existe alors un nombre réel a > 0 unique, tel qu'on ait u2 = —-+ ai et 

2 

     

(3u1  
——+ai  u, = — — ai . Considérons l'expression. H = 	— u2 )(u1  — u3 ) = 

      

	+ a 2  O. En intégrant (III.16) pour ui  < u w < oc ,on obtient 
4 

ce qui donne H — 



ç, cos2 — 
2 

1 	 dw  
2C1  u 	(w 	)(w u2 )(w u ) 3 

W — ú)0  
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0d0  
Faisons dans Pintégrale la substitution w — u1  = H tan-  . On aura dw = H tan 

2 	2 9  COS 

On change les bornes de l'intégrale w= co 	O= 71" et w=u0-=:ço de façon à ce qu'on 

ait 	u — u1  = H tan2 —g) . On calcule les différences w— u2  = Ul — U2 + H tan-,  —
2 

et 
2 

— u3  = U1 — U3 + H tan2  . Alors, on aura 
2 

=H 

= \I H 
f 

dw 
(w — ul )(w u2 )(w — u3 ) 

0 
tan —

2 
d 0 

2  0 	 0 
H tan-2  —2- 1 — u2 + H tan-  —

2
)(u

' 
— u

3 
+ H tan-

, 
 —
2
) 

d0 
( 0 f \ 	2 	• 2 

(Ui  — U2 )COS —
2 

+ 	 — u3)COS2  —o  + H sin-  2-
) 2 

et 

d0 

\ 	 \ 	 2 • 4 0 
(u, — u2  )(u1  — u3 ) cos4  + HRui  — u2 )+(u1  — 113 )] sin2  —

2 
cos2 —

2 
+ H sin —

2 

d0  

	

H2 (

0 	0 	 2 0 	0 
sin4  —

2 
+ cos4 —

2
) + H[(ul  — u2 ) + (ui  — u3)] sin —

2 
cos 2 —

2 

	

o 	0 	0 	2 
2 sin 

2 	2
2  — cos'  — 	2 

1— 
sin2  0 0 0 

Puisque 	sin4 —
2 

+ cos4  — si n2  — + cos2  — — 
2 	 2 	2  

(141  — u2 ) + (u, — 	3u1  , on obtient 

d0 
\ 	, 	2 0 	0 

H2(sin4 	
-1  

+ cos -
2
j + HRui  — u2 )+(u, — u3 )] sin-  —

2 
cos —

2
-  



'r 
— H 

dO 

1 - sin2  0 3u1  sin2  O -\1-11-
2 H 4 

  

dO 
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1 ri 	3,411 .  2  
2 	411) sin  

  

      

dO 

çoi 	1 2H
3741 )  . 2  

31'11  31u1  
3u1  

0 	1— .0n a 
2H 

< 	< 1, ce qui assure 	< 
2H 	 2H 

 

9u1
2 

+ a 2  on a H > 31111  
4 	 2 Comme H — 

 

1( 3u1  
aussi —2  1 — 2H) <1 (car 3u1  >-2H quel que soit u1 ). En posant 

obtient 

i( 	3u1 	k 2 on  
2 2H) 

7, dO r  
j 	k2  sin 0 

2Ç ./T-40 — coo ) 

En utilisant 

dO 	 f dO 	 dO  f 

o 	k2  sin 0 ço  111 k2  sin 0 	i )/ 	— k 2  sin 0 

et 
f  dO  

;Di  -\11— k 2  sin Ei 
2K (4K est la période des fonctions elliptiques snu, cnu), on obtient 

2K — m-1(ço, k) = 2Ç -\/11(a) — 0)0 ) d'où on a 

sin ço = sn(2K — 2CI .NFH"(co — co))= sn(2C,-,rÉ(. _ .0 )) 
ce qui implique cos ço = cn(2Ci -iii(0 — coo )). A partir d'ici, on trouve 



2 
u  — 	

40 sin 	1— cos  ço  1 — cn(2C1•NFEI(co — coo )) 
	— tan- 

H 	2 c0s2  çl) 1 + cos ço 1+ cn(2CI .Nrif(co — w0)) 
2 

1 — cn(2g 	— coo)) 
u 	+ H 	 \\ d'où 

1 + cr4 	) 2CI -Jr—H(co — (Do) 

1— cti(2Ci-ifi(w — coo )) 
Z = u + 	+ H 	

( 	
\\ 

rii( 	
ce qui donne 

3C12 	1+ cn2,Ci  -Nco — coo  ))  

 

(3C12u, +1)(1+ cn(2CI -r1-71(co — coo ))) + 3C12 H(1 — cn(2CI -T17(co — coo ))) 2  

1 ± cn(2C1  -\FH(co — coo )) 
1 

  

rh (w) c2.771(co) , 173(0) = c3771(0) 

(3C12 u1  +1)(1 + cn(2C1.NFH(co — coo )))+ 3C1211(1 — 	— coà) 

1 + cn(2C, „ri-1(w _ coo )) 

  

  

  

(3C12 u1  +1)(1+ cn(2C, -\FH(co — co0 )))+ 3C12H(1 — cn(2C1 	— oc))) 

1 + cn(2C1  •Nr—f/(co — coo)) (III.20) p2  = 	 
-\13C r 

 

   

   

  

(3Ci2ui  +1)(1 + cn(2C1  -\FH(co — coo ))) + 3C12H(1 — cn(2C, ,r17/(co — coo))) 

1 + cn(2Ci  -\/Ti(co — coo)) 
C3  

-NljCir 
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donc 



711 

cD 	277;,6+ 773132" 

ôco 	( 
773 2771  
171 ) 

. 131 	2773.A r  172A" (111.6) 
Ôcv 	f 

7/2  2 ri, 

65 

1 1)1 =K , + 	r 2 + 
4t + K2 

 

1 + cn(2C1 -\/71(co — coo  
+ 3C12 

	

	 „ 	+ 
(3C12u1 +1)(1+ cn(2C1  -1-17(co — coo ))) — 3C12  H(1 + cri(2CI.N/7/(co — coo ))) 

1   1),=K,+ 	r 2 + 
4t + K2  

+ 3C2 	
1 + cn(2C1 (co — oc,» 

1  	 \\\ c/co + L2  
(3C,2/ ± 1)(1 + cn(2CI-JT-1(co — coo  ))) — 3 C12  H(1 + cn(2 -\/11(co — coo  ))) 

1 	2  
(1).

3 
= 	+ 

4t + K2 
	r + 

+ 3C2 	
1 + cn(2C, -\FH(co —a0 )) 

1 	f 	 \\\dco + L3  
pCl2 U1  ± 1)(1 ± cn(2C11—H(c) — coo ))) — 3C12 	+ cn(2C1  -\FH(co — coo ))) 

Avant de terminer ce chapitre, on considérera encore une fois les formules 

1 	17l172 	1727i 	171172/ 2 	 el)1 	711 77;'— 773 771—ij1i3ß2 2  

ÔCO 	 23/2111g 	 (7C0 	 2 713 711 

Les expressions dans les dénominateurs sont supposées non nulles et sous cette condition on 

a séparé les variables de c1)1 . Il est à remarquer que si , /7, = 0 > A = O, les équations (111.8) 

sont vérifiées quelles que soient les fonctions (1), . Si les ß,  sont des constantes alors an aura 

= re et —713  = 111" 

112 	711 	113 	rh 
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c'est-à-dire les trois premières équations (III.8) sont réduites à la première et les trois 

dernières impliques 

17;_ 711' t  7131. _ 71; 
712 — 771 e 713 	771 

ce qui entraîne 

ln 772  = ln C2  711  et ln 7.73  = ln C3  rit  

autrement dit /72  = C2 7.-A et 773  = C3  ri, c'est-à-dite le cas qui a été déjà traité. 



IV. CONCLUSION 

A la fin, quelques mots pour terminer. Le mémoire considère les solutions obtenues par 

les deux sous-algèbres tridimensionnelles {L + al  M + a2T3  + a3U3 ,11, P2} et {C, D, Po} de 

l'algèbre de Lie, L = sch(2) 0 su(3) du système (I. 2). Parmi les solutions obtenues de la 

première sous-algèbre {L + a1 M + a2  T3  ± a3U3 , 	P2 1 il y a des solutions réductibles (c'est- 

à-dire invariantes sous l'action d'un sous-groupe engendré par une autre sous-algèbre) et 

irréductible (c'est-à-dire qui ne sont invariantes sous l'action d'aucun sous-groupe engendré 

par une sous-algèbre de L). Le cas qui n'a pas été traité pour cette sous-algèbre c'est - le 

jacobien de rang quatre. Dans ce cas, les formules (II.4) deviennent 

P 	P(t) 
	

CD1 = (1)1(4 X, Y) 

	

P2 = (t) 
	

02  = 02  (t, X, Y) 

	

= P3 (t) 
	

03  = CO2  (t, x, y) + a(t) 

et le remplacement dans (I.2) donne un système de six équations avec les fonctions inconnues 

(t), p2(t), p3(t),(1),(x, y, t), 02  (x, y, t), a(t) donc une fonction à trois variables de plus 

que dans le cas qui a été traité. Certaines solutions peuvent être obtenues en imposant des 

restrictions sur les fonctions inconnues. Voilà, par exemple ,une solution 

+ 	r2  ln 	1  + K1  
t1  -t2 	t - t2  

72 	 X 2 	2 	 7 

P2 	i 	+ 	Y 	(712 + y32 )( t  _ t1)  ±  77 	t - t 1  

t1 :t2 
ln 

t - t2 
+ K

2 
it - ti )(t - t2) 	C1)2  - 4(t - ti  ) 4(t — t2 ) — 

2 
p3 — Y3 	

(D3  _ +12 + 732)( t  _ 1.1 ) +  72 	t — t1  

	

ln 	+ K3 f 	ti  — t2 	t — t2  
partiellement invariante irréductible obtenue sous la restriction (DI  = (I) (t)et C =--- O. Une 
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analyse approfondie du cas - jacobien de rang quatre, offre beaucoup de possibilités de 

recherche des solutions partiellement invariantes (réductibles ou irréductibles) ce qui pourrait 

servir à écrire un autre mémoire. 

À ce qui concerne l'algèbre {C,D,P0} il faut remarquer que même pour À. = 0 si les 

fonctions ri, (w) ne sont pas proportionn.elles ( ce cas est plus général que celui qui a été déjà 

traité) les chances de résoudre le système (MM) sont négligeables. 

Finissons par poser une question : Trouver un critère permettant de connaître si une solution 

préalablement donnée est invariante, partiellement invariante réductible ou partiellement 

invariante irréductible. 
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