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Sommaire 

L'objet de ce travail est d'étudier les états cohérents et comprimés, associés à des 

couples d'opérateurs hermitiens engendrant une algèbre de Lie déterminée. Ces états 

sont définis comme les états rendant minimale la relation d'incertitude générale de 

Schrödinger-Robertson. Plus précisément, ce travail met l'accent sur l'obtention des 

états cohérents et comprimés associés aux algèbres de Lie h(1), su(2) et h(1) su(2). 

Ces algèbres sont liés à des systèmes physiques fondamentaux comme l'oscillateur har-

monique quantique, les systèmes atomiques et l'oscillateur harmonique quantique su-

persymétrique respectivement. 

Il existe au moins trois définitions, qui ne sont en général pas tout-à-fait équivalentes, 

de ce qu'est un état cohérent. On peut les considérer comme des états propres d'un 

opérateur d'annihilation donné ou comme des états résultant de l'application d'un 

opérateur du type déplacement sur un état arbitraire d'une représentation d'une cer-

taine algèbre ou encore comme des états minimaux d'incertitude. Ces trois définitions 

ainsi que celle concernant les états comprimés à partir des états minimaux d'incertitude 

ont été récemment rassemblées dans le concept d'états propres d'algèbre associés à une 

algèbre de Lie déterminée. 

Dans ce travail, nous construirons, en utilisant autant la technique des opérateurs 

ordonnés que celle des équations différentielles, les états propres d'algèbre des algèbres 

mentionnées plus haut. Notamment, dans le cas de l'algèbre h(1) su(2), nous obtien-

drons des résultats importants concernant les états super-cohérents et comprimés de 

Poscillateur harmonique supersymétrique et ceux de, ce que nous appellerons, l'oscilla-

teur harmonique déplacé généralisé. 
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Introduction 

Une façon nouvelle de définir les états cohérents et comprimés associés à des 

opérateurs hermitiens Â et Ê, satisfaisant la relation de commutation [Â, Ê] = iê, 

est de dire que ce sont les états rendant minimale la relation d'incertitude générale de 

Schrödinger-Robertson plutôt que celle mieux connue de Heisenberg. Rappelons que 

cette relation d'incertitude de Schrödinger-Robertson s'écrit: 

(Â)2(È)2> (e)2 (P)2) 

où (AÂ)2  = ((A - (Â)2) représente la variance de l'opérateur Â et (fr) = ({Â, Ê}) — 

(Â)(Ê) est une mesure de la corrélation entre les opérateurs Â et Ê. On trouve que les 

états d'incertitude minimaux satisfont l'équation aux valeurs propres: 

[Â+ iÀÊ]lo =ph* où ÀEC,ÀO et /3 = (Â) + D(Ê). 

Il faut noter que de tels états ont reçu une attention toute particulière au cours de ces 

dernières années ( [Pu 94, Tr 99]) et donnent de nouveaux résultats notamment dans 

le cas où l'opérateur ê n'est pas un multiple de l'identité et peut donc être tel que 

(â) = 0. 

Dans un cadre plus général, nous sommes intéressés à trouver les états propres 

d'algèbre pour des opérateurs représentant les générateurs d'une algèbre de Lie 

déterminée. Ces états ont été définis par C. Brif [Br 97] comme étant les solutions 

de régulation aux valeurs propres 

21e) = rkb), 

où 5 . {ßi, ß2, • • • , en} est un vecteur dont les n composantes sont complexes et les 
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composantes de 2 = 	Z2, 	ZnI représentent les générateurs de l'algèbre de 

Lie de dimension ri. Nous allons étudier des différentes méthodes de résolution de 

cette équation pour les algèbres de Lie de Heisenberg-Weyl h(1), su(2) et su(1, 1). 

Notamment, nous allons analyser les avantages et les inconvénients de différentes 

méthodes de résolution de telles équations aux valeurs propres. Ainsi, nous utiliserons, 

par exemple, le développement de l'état propre dans des bases surcomplètes d'états 

cohérents standards et nous comparerons ces résultats à ceux obtenus grâce à la tech-

nique des opérateurs ordonnés. Nous considérerons aussi la somme directe h(1) ED su(2), 

en profitant des résultats obtenus pour les algèbres h(1) et su(2) prises séparément. 

Dans le chapitre 1, nous étudierons les états cohérents et comprimés associés à 

l'oscillateur harmonique quantique standard. Ceux-ci correspondent à des états propres 

associés à une combinaison des opérateurs de création et d'annihilation habituels. Ils 

sont donc basés sur l'algèbre de Heisenberg-Weyl h(1). Dans le même ordre d'idée, nous 

étudierons de tels états pour les opérateurs de moment angulaire Ji  et :T2  associés à 

l'algèbre su(2). Nous terminerons ce chapitre en rappelant le concept de systèmes d'états 

cohérents généralisés, introduit par A. M. Perelomov [Pe 86], dont les états cohérents 

constituent un cas spécial. 

Dans le chapitre 2, nous déterminerons les états propres d'algèbre associés aux 

algèbres su(2) et su(1, 1). Nous rappellerons que ces états ont été obtenus par C. 

Brif [Br 97] en développant les états propres d'algèbre dans la base des états cohérents 

standards correspondants et en transformant ainsi les équations aux valeurs propres en 

des équations différentielles ordinaires. La méthode que nous utiliserons, à la différence 

de celle utilisée par C. Brif, se base encore sur la technique des opérateurs ordonnés. 

Nous transformerons le problème de solutionner les équations aux valeurs propres à 

celui de résoudre une équation algébrique du deuxième degré. De plus, nous obtien-

drons les états propres d'algèbre à partir de l'action d'un opérateur agissant sur un état 

appartenant à la base de l'espace de représentation en question. 

Dans le chapitre 3, nous généraliserons les considérations sur les états propres 

d'algèbre au cas de h(1) e su(2). Nous construirons des opérateurs hermitiens en fai- 
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sant de combinaisons linéaires d'opérateurs engendrant cette algèbre et établirons ainsi 

un lien entre les états propres d'algèbre respectifs et les états cohérents et comprimés 

associés à ces opérateurs. En particulier, pour un choix spécial des coefficients, ceux-ci 

correspondront à des opérateurs de super-position et de super-impulsion. Nous obtien-

drons ainsi une généralisation des états super-cohérents introduits par C. Aragone and 

F. Zypman [AZ 86] ainsi que des états super-comprimés correspondants introduits par 

V. Hussin [Hu 00]. 

Dans le chapitre 4, nous donnerons une application physique des résultats précédents 

en travaillant avec le modèle de Jaynes-Cummings [JC 63] important en optique quan-

tique. La plupart des approches connues traitent d'états cohérents du champ radiatif 

associé à ce modèle qui interagissent avec le système atomique. Dans notre approche on 

considère non seulement des états cohérents mais aussi comprimés, ce qui est nouveau. 

Nous faisons aussi le lien avec les états proposés récemment par Y. Bérubé-Lauzière, V. 

Hussin and L.M. Nieto [BHN 94]. 

Dans l'appendice A, nous rechercherons les états propres d'algèbre associés à l'algèbre 

h(1) ED su(2) par la méthode des équations différentielles. Dans ce cas, nous sommes 

capables de reproduire tous les résultats que nous avons obtenus par la méthode des 

opérateurs ordonnés, ce qui vient légitimer davantage ces deux méthodes. Dans 

l'appendice B, nous présenterons un rappel des polynômes de Jacobi et de quelques-

unes de leurs propriétés qui seront d'une grande utilité lors de la construction des 

états propres d'algèbre associés aux algèbres su(2) et su(1, 1). Ensuite, dans l'appen- 

dice C, nous calculerons les valeurs moyennes des opérateurs i3, :1_ et 	de su(2) 

dans les états propres d'algèbre correspondants: Nous constaterons que le fait d'avoir 

exprimé les états propres d'algèbre sous la forme d'un opérateur agissant sur un état 

pur de la représentation nous permet d'obtenir des expressions explicites pour les va-

leurs moyennes des opérateurs d'échelle L et J. Ce qui est un avantage par rapport 

à l'approche de C. Brif [Br 97]. 



Chapitre 1 

États minimaux d'incertitude 

On se rappelle que le principe d'incertitude de Heisenberg impose une limite na-

turelle sur la précision avec laquelle on peut mesurer simultanément deux quantités 

physiques représentées par des opérateurs hermitiens qui ne commutent pas. 

Si, par exemple, représente l'opérateur de position et fi l'opérateur d'impulsion 

d'une particule, on sait que ceux-ci satisfont la relation de commutation canonique 

, 	ih Î. Alors le principe d'incertitude de Heisenberg nous dit qu'on ne peut pas 

préparer une expérience qui nous permette de déterminer simultanément la position 

et l'impulsion exactes de cette particule. Plus précisément, on peut connaître simul-

tanément la position et l'impulsion de la particule seulement avec la précision permise 

par la relation d'incertitude de Heisenberg 

?_ h 

où (3:)2  = (v( - (ol&1b))21o) et (342  = (e1(23- (/ele))21o) sont les dispersions 

de 	et de 15 respectivement. Les quantités (el '40) et (elfile) sont les valeurs moyennes 

de 	et j3 respectivement, calculées dans l'état le) représentant l'évolution la particule. 

Dans le cas de deux opérateurs hermitiens quelconques Â et .£3 qui représentent des 

observables physiques satisfaisant la relation de commutation [Â, 	iê, Ô Ô, la 

relation d'incertitude de Heisenberg s'écrit: 

(AÂ)2 (3,È)2 > 

pour le produit des dispersions de Â et deÊ. On remarque que pour des opérateurs non-

canoniques, c'est-à-dire tels que Ô n'est pas un multiple de Î, on peut avoir (Ô) -= O. 
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Dans ce cas, la relation précédente ne nous apprend rien sur le produit des dispersions 

de Â et Ê. On utilise alors la relation d'incertitude générale de Schrödinger-Robertson 

[Me 98], 
- 2 	- 2 	1 

(AA) (AB) 	—4 ((â)2  (Ê)2) , 

où (Ê) est une mesure de la corrélation entre Â et :à, que nous allons définir plus loin. 

Les états d'incertitude minimale satisfont alors l'égalité et donneront lieu à des états 

cohérents et comprimés dont nous allons discuter dans ce qui suit. 

1.1 	Relations d'incertitude de Schrödinger-Robertson 
et de Heisenberg 

Reprenons les deux opérateurs Â et Ê introduits précédemment et mettons en 

évidence la relation d'incertitude de Schrödinger-Robertson. En vertu de l'inégalité 

de Schwarz, on sait que (AÂ)2  et (AÊ)2  satisfont 

(Â)2(Ê)2  = (À.2)(É2) 	1(ÂÊ)12, 

où on a défini Â = Â — (Â)Î et ià = Ê — (Ê )Î. Le produit Âifi peut bien sûr s'écrire 

comme la demi-somme du commutateur et de l'anticommutateur des opérateurs Â et 

É3, c'est-à-dire 

Âlâ = —21[Â, 	—21{Â, ià}. 	 (1.2) 

En insérant (1.2) dans (1.1), on trouve: 

  

2 

 

(ail)2(3e2  ?_ (1.3) 

    

Comme [Â, Ê3] = [Â, És ] = iÔ, où l'opérateur Ô est hermitien et {Â, 	-= Ê est 

hermitien, on écrit finalement 

(Â)2(Ê)2  > 	((ê)2  + (fr)2) , 	 (1.4) 

car la valeur moyenne d'un opérateur hermitien est réelle. C'est la relation d'incertitude 

générale de Schrödinger-Robertson. 



(3LÀ, )2 = 1 
2 (ReA(Ô) + ImA (Ê)) et ImA (Ô) = ReA (Ê). 

La valeur moyenne de Ê, qui peut encore s'écrire 

(Ê) = 	if)l) = ({À‘,./j}) - 2(Â)(Ê), 

est une mesure de la corrélation [MW 95] entre Â et Ê. S'il n'y a pas de corrélation 

entre ces deux quantités, c'est-à-dire si (Ê) = 0, la relation d'incertitude générale (1.4) 

devient celle de Heisenberg: 

(3.Â)2(3.Ê)2  > (â)2 . 
— 4 
	 (1.6) 

Nous sommes intéressés à trouver les états qui minimisent (1.4), ce qui a lieu si et 

seulement si les états 4b) et fàle) sont multiples l'un de l'autre. On peut exprimer 

cette condition sous la forme: 

Âio) = -2,Aiâw) 	 [Â+ who) = ele), 	(1.7) 

avec 

= [(Â) + iA(Ê)l, A E C, A O. 	 (1.8) 

Il faut remarquer qu'à partir de l'équation (1.7), on peut obtenir quelques relations 

générales se rapportant aux valeurs moyennes et aux dispersions des opérateurs Â et 

Ê dans les états d'incertitude minimale et cela sans avoir à résoudre l'équation aux 

valeurs propres. En effet, en multipliant les deux membres de l'équation (1.7) par Â , 

ensuite en les projetant sur l'état 1'0) et en tenant compte de l'équation (1.2), on trouve 

(AÂ)2  = ((â) — i(Ê)) . 	 (1.9) 

Cela implique ( (AÂ)2  étant réel positif): 

(1.10) 

6 

(1.5) 

D'autre part, de l'égalité 
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(AÂ)2(AÊ)2  = —41  ((ê)2  + (.t)2) 	 (1.11) 

en tenant compte de (1.9), on trouve 

(1.12) 

- 
Cela donne ( (AB)

2 
 étant réel positif) encore 

(3,Ê ) 2 1 (ReA(â) + IrnA(P)) 
2 	1N2 

Ainsi, on conclut que 

et IniA(Ô) = ReÀ(P). 	(1.13) 

(AÂ)2  = 1Al2(31j)2 
	

(1.14) 

et que 

ReA = 
(Ô) 	ImA -=  (-el) 	 (1.15) 

2(31)21 	2(AB)
2 
 . 

L'équation (1.14) nous permet de classifier les solutions de l'équation aux valeurs 

propres (1.7) en deux catégories d'états: 

- Les états cohérents, associés aux opérateurs Â et Ê, sont les états vérifiant (1.7) 

pour lesquels les dispersions de Â et Ê sont égales, ou encore ceux pour lesquels 

1A1 = 

- Les états comprimés, associés aux opérateurs Â et Ê, sont les états vérifiant 

(1.7) avec IA1* 1. 

De cette classification, on déduit que les états cohérents sont tels que 

-À)2 	)2 = \/(6)2 (Ê)2.  
(1.16) 

Les états comprimés satisfont soit (AÂ)2  < \/(ê)2  (P)2  < (AÊ)2, soit (AB)2  < 

We)2  (F)2  < (AÂ)2  dépendant du fait que Àj est < 1 ou > 1. Pour exprimer 

quantitativement ce que nous venons de dire, nous pouvons définir le facteur A tel que: 
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(AÂ)2  = 	et 	(Aià)2  = 	 (1.17) 

c'est-à-dire 

     

A = vi(AÂ2) (AÊ2) 	(ê)2  + (Ê)2  (1.18) 

D'autre part de (1.7), on peut exprimer les valeurs moyennes (Â) et (Ê) en fonction 

de À et de e. En effet, on a 

(Â) — ImA(Ê) = Re,3, 	ReA(Ê) = Imß. 	 (1.19) 

Si RO% 0, on obtient 

(Â) = 	+ TRine  Im,3, 	(Ê)=. (1.20) 

Si RO\ = 0 alors Im ß = 0 et la seule relation qui reste est 

(Â) = Reß + ImA 	 (1.21) 

1.2 	États• cohérents et comprimés de l'oscillateur 
harmonique quantique 

Nous considérons les opérateurs de position et d'impulsion /5 satisfaisant la relation 

de commutation canonique (lorsque h = 1) 

, 13} = iî. 	 (1.22) 

Alors, la relation (1.4), donne 

(A±, )2(345)2 > 41 (1  ± (fi)2) 	

(1.23) 

avec 

(Ê) = (15'c, Pl) = ({,5})- 2(&)(e). 	 (1.24) 
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Les états qui minimisent la relation d'incertitude (1.23) satisfont l'équation aux 

valeurs propres: 

p+imie) =[(&)-FiA(23)ile), A e C. 	 (1.25) 

Si on définit les opérateurs de création âf et d'annihilation â comme 

al 

 

(1.26) 

 

tels que [â 	= 1, alors l'équation (1.25) devient 

1 
—[(1  A)at  + (1  + A)EilW) = me), (1.27) 

avec /3 = [(") + iA(25)]. 

Dans le cas particulier où A = 1, l'état 10) est un état propre de l'annihilateur â, 

c'est-à-dire l'état cohérent de l'oscillateur harmonique de hamiltonien 	= âtâ + 

Dans le cas où A = —1, 1q,b) est un état propre de l'opérateur de création Ect qui, 

comme nous le savons n'est pas normalisable. Ce dernier cas sera donc éliminé de nos 

considérations. 

Proposons-nous, à présent, de résoudre l'équation générale (1.27). Pour cela, expri-

mons la fonction pp) comme une superposition des états propres 1n) de l'énergie de 

11"2„ On se rappelle que 

avec En°  = (n + ). 	 (1.28) 

Un tel état 1n) peut s'obtenir comme 

âtn 

In) = 	10), VF-i! 
où 10) est l'état fondamental. Les opérateurs â et ect satisfont les relations habituelles: 

â1n) = NF" ln — 1), êtfln) 	+ 1 + 1). 	 (1.30) 

Ainsi, si nous écrivons 

(1.29) 
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Pi)) = c4E)  Criln), Cn  E C, 	 (1.31) 
n=0 

en insérant (1.31) dans (1.27), et en tenant compte (1.30), nous trouvons le système 

d'équations suivant, servant à déterminer les coefficients Cn: 

— A)Ci ± Vn + 1(1 ± A)Cn+11 = e cn, n = 1, 2,3,..., 

(1 + A)  
Ci  = /3 Co. 

- Si À = 1, la relation de récurrence des coefficients Cr, est donnée par 

0 	cn 	 ( 0. VI  C0 
n = 0, 1, 2, . . . Cn+1 —   —} 

Cn 	- \ / i ) •\-1,1: 

(1.32) 

(1.33) 

En utilisant (1.30), on en déduit rien d'autre que les états cohérents de l'oscillateur 

harmonique standard: 

IE.C) = Co  exp (2—ât .vi  ) 0).1 	 (1.34) 

Pour avoir des états normalisés, c'est-à-dire tels que (E.CIE.C) = 1, il faut que 

Co = e 4  . Cela nous donne 

IE.C) = exp (_g) exp (eât) 1 0 )  , 	(1.35) 

avec $ = -,A que l'on peut encore écrire sous la forme suivante [Pe 86]: 

IE.C) = h (S)10) , 	où 	be = exp ($ât — $êt) 	(1.36) 

est un opérateur unitaire de déplacement qui satisfait 

me) âht (s) = â - 0 
	

(1.37) 

Les dispersions des opérateurs et .73 dans ces états sont données par 
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()2 	(3k1̂9)2 	12° 
	 (1.38) 

On peut ici faire un lien avec l'ocillateur harmonique déplacé dont l'hamiltonien 

est donné par 

qui est tel que 

= 	+ —1  OÙ Â=êt -F ià, 	 (1.39) 

Â] = —Â, car [Â, Ât] = 1, 	 (1.40) 

ce qui nous dit que Â continue d'être un opérateur d'annihilation. Les états propres 

de l'énergie de cet hamiltonien sont 	tels que 

	

eh) = En  lib). 	 (1.41) 

On a alors 

Âtn  
I n J = 	 lu) 	Én = n —2' 

n = 0, 1, 2, .. . , 
vn! 

(1.42) 

où lb-) est la solution normalisée de l'équation aux valeurs propres (1.41) corres-

pondant à la valeur propre Ê0 = c'est-à-dire 

(atêt 	.7e'â Sât +1M2)1Ô) = 0. 	 (1.43) 

Si on écrit l'état l'Ô) comme une série d'états propres de l'oscillateur harmonique 

standard, à savoir: 

CO 

Io) = 	Cn in) 	 (1.44) 
n=0 

et qu'on insère cette expression dans l'équation (1.43), on obtient la relation de 

récurrence suivante pour les coefficients Õn: 

(—M n  ùo, 	 (1.45) 
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ce qui nous dit que l'état 	=   n) n'est autre que l'état cohérent — - vn! 
de l'oscillateur harmonique standard et 

1 .-C» = :/)( -ià)10), avec .b($) = exp (ijâ, — $ât) . 	(1.46) 

Les états propres correspondant à l'hamiltonien de l'oscillateur harmonique déplacé 

sont donc donnés par 

Âtn 
= n!D(0)10), 

ou encore, en tenant compte de la propriété (1.37) mais sur at: 

= b(S) 	1 0) = - 
 âtn 	

b(P)In), 

(1.47) 

(1.48) 

c'est-à-dire, les états propres de f-e„ mais déplacés par l'opérateur unitaire /5(ß). 

De plus, les valeurs propres associées à ces états (les énergies) restent les mêmes 

que pour le cas de l'oscillateur non déplacé. 

Si A 	zE1 et que /3 -,-- 0 (cas dégénéré), la relation de récurrence des coefficients 

est 

= 0, k = 0, 1, 2, . 

C2k = 
1 • 3 • 5 ... (2k — 1) (A — 1

)  Co, k = 1, 2, 3, ... 
	(1.49) 

On peut alors poser 

(11   

et les états propres sont donnés par 

e R+, E (1.50) 

10) = C0 {10) _ 	jeio12  ± 382 , 
NW:I. e2214> ± • • I. (1.51) 

Cette dernière équation peut s'écrire sous la forme d'un opérateur exponentiel 

agissant sur l'état vide: 



13 

10) = Co  exp (-Jet' —e2 ) 10). 
2 

(1.52) 

- Pour le cas général où À ±1 et ,3 0, il est difficile de trouver une expression 

simple pour la relation de récurrence des coefficients Cfl, en utilisant l'équation 

(1.32), mais on peut construire la solution en profitant des résultats particuliers 

que nous venons d'étudier. En effet, à l'aide de la relation de commutation 

e_7702 âenat2 = â 
2 7â , 	 (1.53) 

on peut démontrer facilement que 

1 
,_[(1 - Mat + (1 + A)â] exp (-6e,,, 
V2 	

_ 	élt 2 
 - exp ( _8

e 2 	(1 + Sei0) 
(1.54) 

d'où on tire, en regardant (1.34), que la solution générale de l'équation aux valeurs 

propres (1.27) est de la forme 

= (CA,p)-1/2  exp (-beâ t 2 i° 	exp 	(1 + Sei°)ât) 10). 	(1.55) 
2 

Les constantes de normalisation Cx,f3  telles que () = 1 sont données par: 

où 

cx,)3 	(1 _ 82)-1/2 exp [22 SRe(e-kb77Z)] 
1- 82  (1.56) 

= 	-r uei  . 	 (1.57) 

En principe, ces constantes peuvent s'obtenir en prenant directement la norme 

des états (1.55), mais il existe une méthode plus facile pour les obtenir, basée sur 

la représentation de Fock-Bargmann de ces états (voir appendice A). 

D'autre part, si on introduit les opérateurs k, et k3, quadratiques en â et -Ce, 

=k2  = ât 2  k_ = 	- ik2  = 	k3  = -1  (Mt + a t êt) , (1.58) 2 	 2 	4 



qui satisfont l'algèbre de Lie su(1,1): 

[k1,k2] = —if(31 	[k25 

on peut écrire la décomposition 

exp 	— 

k3] = 

[MW 72] 

= exp 

[k35 kit] = ik21 
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(1.59) 

(1.60) 

(cri tanhYo cr2) 	x  

k3) exp 

I 

o-2  tanh( N/0-10-2) k_) exp (21n [(cosh(-Vœicr2)) 	1] \/criGr2 
On obtient ainsi l'état 10; A, ,3) en agissant sur un état cohérent avec l'opérateur 

unitaire 

  

où 	—x tanh = —Sei° 0 
1X1 

(1.61) 

On s'aperçoit que le paramètre S est restreint à l'intervalle [0,1[. En effet, si 

on multiplie l'état PP; A, 0) par une constante, cet état continue d'être une solu-

tion de l'équation aux valeurs propres (1.27). En particulier, en profitant du fait 

que l'action de l'opérateur â sur l'état cohérent exp (712e) 10) ne produit qu'une 

constante, on peut écrire kb; A, 0) sous la forme: 

Io; 	= 
(é

- À,0)---1/2 exp (-6e45k+) exp (vk3) exp 	exp (772e-'/2ât) 10), 

(1.62) 

où v et -y sont des constantes. Si l'on choisit les constantes v et ry de manière à 

rendre unitaire le produit des opérateurs signalés par la parenthèse, c'est-à-dire, 

qu'on le remplace par l'opérateur unitaire Š(x), par une simple comparaison des 

termes, on trouve que 1 ,-xd  tanh lx = —5ei(15  = et c 2  = cosh x.  Les états 

comprimés deviennent (voir, par exemple, [rli 92]) donc 

Š(x) exp 	(1 + deo) cosh(lx1) 	Io) 	(1.63) 

et les constantes de normalisation, ti-À,p, peuvent maintenant se calculer facile-

ment. Elles s'écrivent 



15 

= exp [2(1  + 28 cos 0 + 52) cosh2 (17(1)] 	(1.64) 

On se rappelle que pour des valeurs de A telles que 1A1 1, les solutions des équations 

aux valeurs propres s'appellent des états comprimés car, dans ces états, la dispersion 

de l'un des opérateurs ou j est plus petite que - .11 + (Ê)
2 	
.Si lAi = 1, on a des états 

cohérents. 

Le calcul des valeurs de (3, '42  et (3,)2  se fait aisément. En effet, à partir de 

l'équation (1.50), nous pouvons démontrer que 

[ 	(1 — (52) 	 26 sin 0 	1 
[1 + 26cos0+ (52 	1 + 26cos0+ 62.1' 

(1.65) 

ce qui nous dit que ReA est toujours différent de zéro. Grâce à (1.10), la valeur moyenne 

de Ê dans les états comprimés est donnée par: 

lm 	—26 sin 0  (Ê) 	 (1.66) -
ReA 	(1 — 62) 

et les dispersions de et 25 sont obtenues de (1.10) et (1r13) comme étant: 

1Al 2 	(1 — 26 cos 0 + 62)  (A .±.)2 = 	 _ 
2 Re A 	2(1 — 62) 

et 

1 	(1 + 28 cos 0 + 62) 
(3.15)2  = 2 Re A = 	2(1 — 62) 

Selon l'équation (1.18), le facteur 3, est donnée par 

= 
2(1 — 62) 

Le quotient entre les dispersions 2  et (3,25)2, à savoir: 

_ 82)2 ± 4(52  sin2  

(1.67) 

(1.68) 

(1.69) 

'±)2 	2 	(1 - 26 cos 0 + 62)  

	

= IA1 = (1 + 26 cos 0 + (52) 	 (1.70) (L3)2  

nous dit qu'on aura des états cohérents lorsque 0 -= 	ou 0 = 121, tandis qu'on aura 

des états &-comprimés lorsque 0 e I — , [ et 23-comprimés lorsque 0 E 	[. 
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FIG. 1.1 - Graphique des dispersions (A..")2  et (A25)2  en fonction de l'angle q5, å = 0.5. 

La figure 1.1 montre les graphiques des dispersions de 	et /5, données par les 

équations (1.67) et (1.68), en fonction de l'angle 0 pour ö = 0.5. Dans cette figure, 

on peut observer le comportement prédit par l'équation (1.70). Les deux courbes s'in-

tersectent lorsque l'angle 0 = —ir et 0 = 'frr, ce qui correspond bien aux états cohérents. 

La figure 1.2 montre le comportement des dispersions de & et 15 en fonction du 

paramètre å pour l'angle 0 = U. Nous y observons que dans cette région est comprimé 

et que pour (5 1—> 0 les deux courbes coïncident en un point. En fait, ce point représente 

un état cohérent particulier, à savoir l'état avec A-= 1. 

1.3 États cohérents et comprimés associés aux 
opérateurs de moment angulaire 

Dans cette section, nous allons présenter les états cohérents et les états comprimés 

associés aux opérateurs de moment angulaire :ii  et :h satisfaisant la relation de com-

mutation 

[J , J2] = ifs. 	 (1.71) 

En d'autres termes, nous allons trouver les états propres solutionnant l'équation aux 
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FIG. 1.2 - Graphique des dispersions (A')2, (4/5)2  et du facteur A en fonction de (5 
pour 0 = 

valeurs propres 

[Ji + iAj2]10) = 010, 	 (1.72) 

avec ß -=[(j.,)+ i),(j2 )] . Nous ne donnerons pas tous les détails de calcul car, dans le 

chapitre suivant, nous allons résoudre une équation aux valeurs propres dont l'équation 

(1.72) est un cas particulier. Par contre, ce qui est intéressant de retenir de cette section, 

c'est la méthode de résolution qui est tout-à-fait différente de celle que nous utiliserons 

dans le prochain chapitre. 

Si nous introduisons les opérateurs d'échelle 	et 	tels que J. = J ± ii2  avec 

les relations de commutation: 

[j- 	=-7 -2  J3, 	[j3 	j±3 	 (1.73) 

l'équation (1.72) devient 

Abi_]lo)= e le) 	(1.74) 

Exprimons les solutions de cette équation comme une combinaison linéaire des états 
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lj, m) de la représentation irréductible Ti (g) du groupe SU(2), à savoir: 

 

E Ce„li "I) 
171=-2 

 

(1.75) 

En insérant (L75) dans (1.74) et en tenant compte des relations 

 

rn) = (i 711)(i m + 1) m ± 1) , (1.76) 

on trouve le système d'équations suivant servant à déterminer les coefficients C: 

(1+A) \/(j + m)(j — m + 1)CL1  + (1— A).\/(j — m)(j + m + 1)C 1  = 2)3q,„ (1.77) 

lorsque m = —j, 	j et que C1+1  = C1_(+1)  = O. 

- Si À = 1, l'équation aux valeurs propres (1.74) devient 410) = ßl) et la relation 

de récurrence pour les coefficients C.,?; en termes du coefficient Cl est donnée par 

n = 0, 1, 	, 2j — 1 et ßC= O. 	(1.78) 2-n — 

Alors la seule possibilité de solution est la valeur propre ß = 0, le seul coefficient 

non nul étant C. L'état propre correspondant est l'état 10) = j, j). 

Si A = —1, l'équation aux valeurs propres (1.74) devient L1e) = ,31,1)) et la 

relation de récurrence pour les coefficients C en termes du coefficient Ci  i  est 

donnée par 

(2j — n)!  ci  
(2j)!n! 

n = 0, 1, . , 2j — 1 et ßC= O. 	(1.79) 

Alors la seule possibilité de solution est encore la valeur propre )3 = 0, le seul 

coefficient non nul étant C. L'état propre correspondant est l'état 1/P) =lj,  —j). 

- Si A ±1, le système d'équations (1.77) présente la symétrie suivante: 

( 1 — A)mc =±(1   + A )m  etn 
	 (1.80) 
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ce qui va aider à la résolution. Lorsque e = 0, la relation de récurrence pour les 

coefficients Ci.7;., en termes des coefficients CI est donnée par 

Cl_2k  

et l'état 

k (1 - 	k  (2A 
21c) 

est 

log= 

- 1) 

1 . 3 .. • (2k - 1) 
 

(1.81) 

(1.82) 

"=" (-1)11 + A) '\ 

propre correspondant 

1 . 3 ... (2k 

[(2j - 

C ei(i9v2) 

1) . (2j - 3) 	(2j 

(-1)k 
k=0 

5k  e-i(3-2k)1)/2  ij, 

- 2k + 1)] 

(22jk) 

j - 2k), 
[(2j - 1) . (2j - 3) ... (2j - 2k + 1) 

où on a utilisé la relation (1.50) exprimant A en fonction de 5 et O. Cet état peut 

encore s'exprimer sous la forme 

= Ceiu0/2) 53/2  exp (--1  ln(6) :i3) 	(- )k  
2 

k=0 

-iu-2k )0/2 

(2j 
2k) x  

Si A est imaginaire pur, on a (5 = 1 et A = 	tan(), le résultat (1.83) se réduit 

à celui trouvé par R.R. Puri [Pu 94], à savoir : 

I7,bM = = exp ( _(e_ 2  J+  _ ei0/2 )) 
4 

(1.84) 

Pour A un nombre complexe quelconque, nous combinons les informations données 

en (1.83) et (1.84) pour trouver une expression simple de la forme: 

= C exp 	ln(S) 	exp [--(e-i°/24 - e 2L)] j,  0), 	(1.85) 

où les termes constants ont été rassemblés dans la constante C. 

- En général, si A ±1, l'analyse du système d'équations (1.77) nous dit que pour 

chaque j, il existe (2j + 1) valeurs permises de la valeur propre fi. Ces valeurs sont 

1 • 3 • • • (2k - 1) 
- 2k). 	(1.83) (2j - 1) • (2j - 3) • • • (2j - 2k + 1) e  
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= mN/1 — A2, (1.86) 

Nous pouvons alors démontrer que les états propres associés à ces valeurs propres, 

solutionnant l'équation (1.74), sont donnés par 

	

10)4, = 	exp [--21  ln(8)13] Û i  m), 	 (1.87) 

lorsque m = —j, 	,j et Û est donné par la formule (1.84). En effet, en utilisant 

l'algèbre des opérateurs, il est aisé de voir que l'on a 

[j]. + jAi2][exp (--21  ln(6) 13) tT] = [exp (--21  ln(6) f3) (T] [N/1 	— A2  J3]. (1.88) 

Nous réalisons alors que si nous appliquons j, m) aux deux membres de cette 

dernière équation, nous obtenons comme solutions de (1.72), les états (1.87) 

lorsque les valeurs propres ß sont données par (1.86). 

On peut démontrer que les états (1.87) exprimés en termes des polynômes de 

Jacobi (voir appendice B) prennent la forme suivante: 

	

= 	exp 	1n(5)i3) x 

   

(1.89) 
eim0/2 	2r 	(3 + r)!U — r)! 	

(0) j, r). 
M)!(3 7n)! Pi+r 	r M   

On s'intéresse, à présent, aux dispersions des opérateurs Ji  et :12  dans les états 

associés à A ±1 et e 0. Si Re A 0, les valeurs moyennes des opérateurs Ji et 12 

dans les états kb)-I sont obtenues à l'aide de l'équation (1.20) avec )3 donné par (1.86). 

Ainsi on trouve: 

et 

= m[Re(1 — A2)1/2 im 	IM (1 — A2 )1/2 ] Re A (1.90) 

(J2 ),, m 	 Im (1 — A2 )1/2 . 
Re A (1.91) 



21 

Comme l'équation (1.50) nous donne 

\h.  _ A2 = 281/2 r  ( 6  ± cos(1).  (1 — (5) sin(e) 
L1+28cos0+62  % 1+28cos0+62 P 

(1.92) 

nous pouvons donc simplifier les expressions données en (1.90) et (1.91). On obtient: 

61/2 	0 	 51/2 
(j1)277, 	2m (6. + 1)  cos( 2 ), 	(j2 )377 , = 2m (5  + 1)  sin(). 	(1.93) 

c  
D'autre part, les équations (1.13) et (1.15) nous disent que les dispersions ( ii)2  et 

(3.i2)
2 
 ainsi que la valeur moyenne de P dans les états kb)jni  se rapportent à la valeur 

moyenne de l'opérateur .j3 de la façon suivante: 

<Pym = im Re  (j3)37n, ((j1)2)-1  = 21rt.el2A (j3)ini' 
.2\3 = 	1 
	 (î3) .  

)rn  2ReA m  
(1.94) 

Selon l'équation (1.87), la valeur moyenne de .j3 dans les états 	s'écrit: 

= (i, met e-q )j3  j3 e-(Vi3Ûij,m) 
= - —a ln ((i,  met e-e3 	m))1, 

(j,mlÛt e-qi3 	7n) 	5q 
(1.95) 

où nous avons défini q = ln(S). L'opérateur unitaire Û, donné par (1.84), peut s'exprimer 

sous la forme 

	

Û = e—i433 e J2 eilj3 	 (1.96) 

car 

e 	2 	e  2 3  = e+i  2 J± 	eiv% 	= _ j1. 	(1.97) 

Nous pouvons alors écrire: 

(j, mi ût e—qi3ÛJj, m) = 	Trilegji  172). 	 (1.98) 

Si nous décomposons Oeil de la façon habituelle 
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= eqe 	2 	etanh()3± e 21n(c05h(1-)) 33 etanh( 9 ) 4 
5 

ou bien de la façon plus convenable 

f 	\ 
eqeji = eqe 	= etanh(g) j± 	sinh(q€) 	eT21n(c0sh(g)) f3 , 

 

et utilisons les relations 

(1.99) 

(1.100) 

(j±)n  m) = 
(.1 	rn)!(j ± m + n)!  

mn/ 	m - n)! 1j, m n),  

nous obtenons alors les valeurs suivantes pour les éléments de matrice (1.98) : 

(j 	m + n)! 	1 - cosh q n  
(j, mle Ij, 	= COSh(1) 27n  (j m)! 	( 

2 	(j 171)! n é=c)  " (j M — n)!n! n! 	2 
(1.102) 

Ces éléments peuvent s'exprimer en termes des polynômes de Jacobi (Voir appendice 

B): 

T2m 	„ _2_ 
(j, M'Of!  I j, 7/7, 	cosh() 	(cosh q ) . (1.103) 

En insérant (1.103) dans (1.95) et en utilisant la règle de dérivation des polynômes 

de Jacobi (Voir appendice B): 

a+1 /3+1 
—d Pce'fl  (X) 	

(n 	± )8 ± 1) 
	(), dx 	 2 

nous arrivons au résultat 

1,1T2rn (cosh q) = ±m tanh(2) - -1  sinh(q) (j m + 1) 	  
2 	2 	 -,-‘0,T2rn r 	(cosh q) 

ou bien, 

(1.104) 

(1.105) 

P '11+21 177  
(j3)ini  = 	tanh(-q ) - -

1 
sinh(q) (j + 1ml + 1) 	771,,,,„-  

3 	(cosh q) 
2 	2 	 P3°11,7:11  (cosh q) 

(1.106) 
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car (1.105) nous dit que la valeur moyenne de 'h dans les états 10).1n  ne dépend pas du 

signe de m. 

En insérant (1.106) dans les équations (1.94) et tenant compte de l'équation (1.65) 

et de la définition de q, nous obtenons finalement 

(1 — 28 cos 0 + 62) [  Iml 	± (i + Iml + 1)  P.> 2i-E7n21 171  il  (e)] (wIrym.  = 

	

2(1+ 6)2 	85 

((3  J2)2)377, 	
P3911:11  ( 3* 2  ) - I ' 

. 	(1+2S cos 0 + 62 )[  17711  	± (i ± Iml + 1 )  13M'Cl 71111  (126 	 )1 

	

L 2(1 + 6)2 	86 	p39,2e1 (1125 2 ) ' 

(P>irn = — sin 0 [  25
1ml  ± (i + Pnl + 1)  Pi 21+2  i  l'I l l  ( 1*2 ) 

(1.107) 
(1 + 6)2 	2 	p39,211:11 (11:2) I . 

Le passage à la limite Re ). —› 0 équivaut au cas 6 = 1 et A = —i tan e. Dans ce cas, 

les équations (1.93) se réduisent à 

= mcos(--) 	(j2)-4, = msïn(P-2 ), 2 

tandis que les équations (1.107) deviennent 

(1.108) 

1 
= 	+ 1) — m21 sin2 (—) 

2 
1 

= 	[i(i  ± 1) — m2] c0s2 ( —2 ) 

+ 1) — m21sin 0, (1.109) 

en tenant compte du fait que 

P:s3(1) = 	 
(a+1), = (a+  1)(a+  2)...(a+n) 

Ce sont exactement les résultats obtenus par R.R. Puri [Pu 94] après le changement 

01—> —20. On se rappelle que c'est le cas où (J3) = 0, permis ici car les opérateurs ji 

et j2 ne sont pas canoniques. 

n! 	 n! 



((jr1)
2
)

1 
= ±1 	2(1 + (5)2  

(1 — 26 cos 0  + 62)  
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Pour le cas j = les équations (1.107) se réduisent à: 

(1 — 26 cos 0 62)  
4(1 + 6)2  

(1 + 26 cos 0 +  82)  
4(1 + 6)2  
sin0 

(1 + 6)2 ' 

et les facteurs A respectifs sont donnés par: 

\/(1 — 62)2  + 462  sin2  ±= 
	 (1.112) 

4(1 + 6)2  

La figure 1.3 montre les graphiques des dispersions de Ji  et de :i2  en fonction de 

l'angle 0 pour ö = 0.5 et j 	Les courbes sont pratiquement les mêmes que celles que 

nous avons obtenues dans le cas des dispersions et 15 de l'oscillateur harmonique, cela 

parce que le quotient entre les dispersions est toujours 1Al2  et que le facteur commun de 

ces dispersions ne dépend pas de 0. Cependant, il est évident que, pour une valeur fixée 

de 0, le comportement des dispersions par rapport à la variable õ est complètement 

différente. En effet, la figure 1.4 montre le comportement des dispersions de î  et 12 

en fonction du paramètre 6.  lorsque l'angle 0 = et j = 12-. Nous observons que dans 

cette région :il  est comprimé et, qu'au fur et à mesure que 81—> 0, les deux courbes se 

rapprochent jusqu'à coïncider en un point. Ce point représente un état cohérent avec 

= 1, à savoir, l'état112-1', 1), c'est-à-dire l'état propre de l'opérateur 4. D'autre part, 

nous observons que pour des valeurs de õ plus grandes que 1, au fur et à mesure que 

croît, les deux courbes se rappochent encore. Dans la limite 	oo, les deux courbes 

coïncideront en un point. Ce point correspond à l'etat cohérent avec A = —1. En fait, 

il s'agit de l'état 	c'est-à-dire l'état propre de l'opérateur L. 

Lorsque j = 1, les dispersions de J1  et j2 sont données par: 

(1 — 25 cos 0 + 82)  
(21j1) )1  

2 
0 	2(1 + 62) 

j
2

.,\ 	= 

+1 

((î2
)

2
): 

(1 + 26 cos 0  + 62)  
2(1 + 8)2  

(1 + 28 cos 0 + 62)  
2(1 + 62) 

, (1.113) 
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FIG. L3 — Graphique des dispersions ((A:11 )2 ) et ((3,l2 )
2
) en fonction de l'angle 

0 pour å = 0.5, j = 

FIG. 1.4 — Graphique des dispersions ((AM 2 ) et ((A:i2 )2 ) en fonction de õ pour 
= et j=.  6 	2 ° 
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1 
FIG. 1.5 — Graphique des dispersions (Wi.)

2
)
1 
 et (W2 )

2
) en fonction de â pour 

j = 1 et m = O. 

tandis que les facteurs A respectifs sont donnés par: 

V(1  — 62)2  + 462  sin2  

2(1 +å)2  

et 

,V(1 — 62)2  + 462  sin2  Al 
2(1 + 62) 

La figure 1.5 montre le comportement des dispersions de Ji  et j2 et du facteur A 

en fonction du paramètre 8 lorsque l'angle 0 = j = 1 et m = O. Les différences avec 

les courbes de la figure antérieure proviennent essentiellement des termes contenant les 

polynômes de Jacobi. 

1.4 Système d'états cohérents généralisés 

Pour que notre discussion soit complète, il est utile de faire le lien avec le travail de 

Perelomov [Pe 86] qui établit les fondements de la notion de système d'états cohérents 

généralisés (SECG) basés sur l'action d'une représentation irréductible d'un groupe de 

Lie sur certains états privilégiés d'un espace de Hilbert 7-1. 
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Si on se donne G un groupe de Lie arbitraire et T(g), g e G, une représentation 

irréductible agissant• sur les états de l'espace de Hilbert 7-1, on peut définir un système 

d'états cohérents généralisés comme étant {109)} tels que 109) = T(g) I00 ) lorsque leo > 

est un vecteur fixé de 7-1. De plus, si H est le sous-groupe d'isotropie de l'état 100, 

c'est-à-dire si on a 

T(h) leo) .= e(h)100), Vh E H, 	• 	(1.116) 

alors un état cohérent leg) est déterminé par un point x = x(g) dans l'espace quotient 

G/H correspondant à l'élément g: 11P9 ) = ea(h)lx). 

- Remarque 1: Pour sélectionner l'état 100) engendrant des états aussi proches 

que possible des états classiques, il faut trouver l'extension complexe L de l'algèbre 

de Lie L du groupe G, et considérer dans L la sous-algèbre d'isotropie Lo  de l'état 

1/P0). Les états engendrés à partir des vecteurs l'00) pour lesquels la sous-algèbre 

Lo  est maximale sont les plus proches des états classiques, on parle de systèmes 

d'états cohérents standards. Pour un groupe semi-simple compact, ces états auront 

aussi l'incertitude minimale. 

- Remarque 2: Une propriété non usuelle des SECG est qu'ils sont surcom-

plets, c'est-à-dire, que ces systèmes contiennent plus d'états que ceux qui sont 

nécessaires pour décomposer un état arbitraire appartenant à 7-1. 

Par exemple, prenons le groupe de Heisenberg-Weyl dont l'agèbre de Lie peut être 

réalisée par les opérateurs de création et d'annihilation ât et â et l'opérateur identité 

Î et dont l'espace de Hilbert 1-1 peut être pris comme l'espace des états propres In) 

de l'hamiltonien de l'oscillateur harmonique standard. Le sous-groupe d'isotropie H 

laissant invariant un état 100) quelconque dans l'espace de Hilbert 7-1 est constitué des 

éléments 

T(h) = eitl , 	t e R. 	 (1.117) 

La représentation unitaire irréductible T(g) du groupe de Heisenberg-Weyl est donnée 

par l'ensemble des opérateurs 11(g) de la forme 
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Î(g) 

= e(atif 
	

a E C. 	 (1.118) 

Les systèmes d'états cohérents généraux sont donc obtenus par l'application de l'opérateur 

unitaire h (a) comme donné en (1.36) sur l'état 100), à savoir : 

la) = b(a) 

L'algèbre de Lie complexe L est engendrée par les opérateurs Eif, â et Î. Dans ce cas, la 

sous-algèbre d'isotropie maximale est donnée pour des états 100) E 7-t tels que â100) = 0. 

Pour ces états L0  = {â, 	110  = 	Îl et Lo  Lo  = L. Les systèmes d'états cohérents 

standards associés au groupe de Heisenberg-Weyl sont donc tous ceux engendrés par 

l'application de l'opérateur unitaire .15(a) sur les états 100) tels que â100) = 0 . Le vide 

10) satisfait notamment cette propriété, alors les systèmes d'états cohérents standards 

correspondent à ceux trouvés en (1.36) et ils ont en plus la propriété de minimiser la 

relation d'incertitude de Heisenberg 

1 AXA/5 > 
— 2 (1.120) 

Un autre exemple est celui qui concerne le groupe SU(2). Ce dernier est le groupe 

des matrices unitaires 2 x 2, de déterminant 1 qui peuvent être parametrées de la façon 

suivante : 

u(a, = (le eâ) 	+1012  = 1, Œ, ß E C, 

qui nous dit que SU(2) est homéomorphe à la sphère S. En effet, si on écrit 

OL = X0 ix3 , 	= x2 + ixi, 	xR, réel, v = 0, 1, 2, 3, 	(1.122) 

alors la matrice U prend la forme 

U (xo ,) = xoi + d • ô-, 	x2 	2 	2 	2 0 + 	+x +x3  = 1, 

où ±-= (x1 , x2 , x3) et cl = (cri , 02 , os) sont les matrices de Pauli: 

(1.123) 



0 
-= ( O1 	01) 	0-2 = ( • 

satisfaisant les relations de commutation 

[0-i 	0-k] = 2 i cik10Z, 

ainsi que les relations d'anticommutation 

cri } -= 2 Sii  /, 

' 	'73  = (01  

j,k,l = 1, 2, 3, 

j, j = 1, 2, 3. 

—01 ' 
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(1.124) 

(1.125) 

(1.126) 

Si U(xo , d) et U(yo, g) représentent deux éléments quelconques appartenant à SU(2), 

à l'aide des équations (1.126), on peut démontrer que le produit: 

U(Xo, -=U(xo,2)U(Yo,Y) 
	

(1.127) 

est un élément de SU(2) avec 

Xo  = xo yo  — • y, 	= xoil + yoe — e x 
	 (1.128) 

satisfaisant 

n+1g12.1. 
Si on choisit la paramétrisation 

0 	 0 	 0 	 0 xo  = cos —, x1  -= ni  sin —2, x2  -- = n2  sin —, x3  = n3  sin— , 2 	 2 	 2 
telle que 0 E [-27r , 27r] et que: 

(1.129) 

(1.130) 

2 	2 	2 + n2  + n3 =,  

alors la matrice U(xo , le) devient 

0 U (0 , = cos —2 / + i sin —2 n • ô-  , = 	n2, n3). 	(1.132) 
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De plus, grâce aux propriétés des matrices de Pauli (1.126), on peut exprimer U sous 

la forme exponentielle 

0 
U(0, 	= exp (i —

2 
71, • 6- ) 

Pour les éléments U(xo , 2) et U(yo, déterminés par: 

(1.133) 

0 	0 	 . 0 

	

xo  = cos —
2 

x1  = sin —
2 	sin cp, x2  = — sin —

2 
'0 yo  = cos —2  , 	y1  = 0, 	Y2 0, 

COS (/), .X3  = 0, 

y3 = sin —0 
2 

(1.134) 

respectivenment, lorsque ço E [0, 27] et ti) E [-27 27r], en tenant compte des équations 

(1.128), on trouve 

gi) 0  )(0  = cos —
2 

cos —
2 ' 	

= sin —
2 

sin (v, + —
2

)
' 

0 	 0 	,b 
X2  = — sin —

2 
cos (ço + —

2
)
' 	

X3  = cos —
2 

sin (1.135) 

De cette dernière équation, on peut remarquer que si on restreint l'angle 0 à l'intervalle 

[0,7r], on obtient une nouvelle paramétrisation qui décrit tous les éléments de SU(2). 

D'autre part, les représentations unitaires irréductibles Ti (g) de SU(2), j étant un entier 

ou un demi-entier non négatif, agissant sur les états de l'espace de Hilbert 7-1 dont la base 

est formée des états propres des opérateurs J et :13, sont données par les opérateurs 

unitaires 

= exp 0 fi • 3) , 
. 	1 

0 , — , 2 
3 
— • 2 • • (1.136) 

-7; 
où J = (.11 ,32 , f3 ) sont les opérateurs de moment angulaire déjà introduits précédemment. 

En tant que représentation, Ti (g) a la propriété 

Ti (gi  g2 ) = Ti (g i ) Ti  (92), 	91,92 e SU(2), 	 (1.137) 
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ce qui nous dit que si on choisit la paramétrisation (1.135), en tenant compte des 

équations (1.136) et (1.134), on peut écrire les représentations irréductibles de SU(2) 

sous la forme 

Ti (g) exp 	[sin 	- cos cp:i2 )] exp '1)2 	, 	(1.138) 

qui, à l'aide des relations j±  = Ji ± ii2 , se transforment en 

Ti (g) = exp(_ [e- J+  - 	)] exp 'tP2  :i3) 	(1.139) 

En conséquence, les systèmes d'états cohérents généralisés engendrés par l'applica- 

tion de la représentation irréductible Ti (g) sur les états de base 1j, m), m =-j, 	j, 

sont donnés par: : 

0 1 0,cp,0)4, = Ti (g)lj,m) exp(--[e'P j+  - 4).-1-1 	
( 

) exp z-J3) jm). (1.140) 
.° 

	

2 	 2 

Pour un état 1j, m) fixé, l'opérateur exponentiel exp (ig) n'ajoute qu'une phase 

superflue aux différents états dans le SECG, alors on aura des classes équivalentes et on 

pourra donc sélectionner un représentant de chaque classe pour obtenir ainsi le système 

d'états cohérents associés à l'état 1j, m) fixé. C'est ainsi qu'on peut définir le SECG 

associé à l'état 1j, m) comme 

	

10, ço)im.  = exp (- 	- eiw 	) 1j, m). 2 
Si m = ±j, on obtient les systèmes d'états cohérents standards: 

j,() = exp (- {e-4'j+  - e 	) 1j, ±j). 	 (1.142) 

Si on décompose l'opérateur 

exp (- [e-ì P - 	:1_)]) = exp (CM exp [1n(1 +1(12 ):i3] exp 	, (1.143) 
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avec ( = — tan(l)e-iv et si on agit sur l'état I j, —j), on trouve que les états cohérents 

standards sont donnés par 

li,()= (1+I(12)-  E 
//=-3 

(2j!  
(i + bt)!(i 	

(i-Hu (1.144) 

Dans ce cas, on peut démontrer [Pe 86] que les états cohérents engendrés par les 

états 100) = Ij,±j), sélectionnés au moyen de la technique de l'extension complexe de 

l'algèbre su(2), minimisent la dispersion de l'opérateur de Casimir f2 = -12 ± J22 ± J-32. 



Chapitre 2 

Les états propres d'algèbre et 
l'algèbre des opérateurs 

Les états propres d'algèbre (EPA) associés à un groupe de Lie arbitraire ont été 

défini [Br 91 comme l'ensemble des états propres d'une combinaison linéaire des éléments 

de l'algèbre de Lie (complexe) correspondante. 

Si G est un groupe de Lie arbitraire et G, son algèbre de Lie, vue comme un espace 

vectoriel réel, on considère È l'algèbre de Lie complexe associée, c'est-à -dire l'ensemble 

de toutes les combinaisons linéaires des éléments de l'algèbre réelle avec des coefficients 

complexes. Si nous choisissons une base {X1, X2, 	, Xp} pour l'algèbre de Lie È, alors, 

un élément de l'algèbre de Lie complexe peut être écrit comme le produit scalaire 

euclidien dans l'espace vectoriel de dimension p: 

5 . 	= eixi+ e2x2+ + fipxp, 

où 	, op sont des coefficients complexes. Alors les EPA sont définis comme les 

solutions de l'équation aux valeurs propres: 

[0. g]10) 	E C, 11P) 

étant l'espace de Hilbert sur lequel agit l'algèbre r. 
Les valeurs admissibles de ,6 et r dépendent de la structure du groupe. Un cas spécial 

de l'équation aux valeurs propres est l'équation de Schrödinger indépendante du temps 

pour des hamiltoniens qui s'expriment comme combinaison linéaire des générateurs 
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de l'algèbre £. Par ailleurs, nous allons voir que parmi les sous-ensembles d'états 

appartenant à l'ensemble des états propres d'algèbre, on peut compter les systèmes 

d'états cohérents généralisés et ceux obtenus en minimisant la relation d'incertitude de 

Schrödinger-Robertson. Nous allons détailler, en utilisant une méthode originale basée 

complètement sur l'algèbre des opérateurs, les exemples des algèbres' su(2) et su(1, 1). 

Les états propres d'algèbre associés à l'algèbre de Heisenberg-Weyl, qui correspondent 

essentiellement aux états cohérents et comprimés de l'oscillateur harmonique standard 

que nous avons déjà étudiés dans le chapitre antérieur, seront considérerés dans le pro-

chain chapitre. Nous allons, en effet, nous placer dans une situation plus générale, à 

savoir, étudier le problème de trouver les états propres d'algèbre pour l'algèbre formée 

de la somme directe des algèbres de Heisenberg-Weyl et su(2), c'est-à-dire h(1)ED su(2). 

2.1 Les états propres d'algèbre associés à l'algèbre 
su(2) 

On se rappelle que les générateurs de su(2) satisfont 

1j] - Eijk ik 	i,j,k = 1,2,3, 	 (2.1) 

OÙ eiik  est le symbole de Levi-Civita et on suppose une somme sur les indices répétés. 

Dans ce cas, les EPA vérifient l'équation aux valeurs propres: 

[i4  :i]10) = 	+ 02j2 +,33j3]10) = rle), 	01,02,03 E c. 	(2.2) 

On peut encore écrire (2.2) en termes des opérateurs d'échelle j±  = J + ii2  que 

nous avons introduit dans le chapitre 1. On a alors 

[0-4 + 0+L + 03j3]1'0) =- rk,b), 	 (2.3) 

où on a défini e, P1±202 .  

Nous présentons ici une méthode pour trouver les états propres satisfaisant (2.3), 

qui est différente de celle utilisée par C. Brif [Br 97], et qui met l'accent sur l'algèbre 
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des opérateurs et leurs règles de commutation plutôt que sur le développement de l'état 

10) dans la base des états cohérents standards. C'est ainsi que nous supposons que les 

solutions de l'équation aux valeurs propres (2.3) prennent la forme suivante : 

10)-1. = (n)-'12 	 j, m), 

où Ar7in  est une constante de normalisation, m = —j, 	,j et fi est l'opérateur (qui 

généralise l'opérateur unitaire Û introduit en (1.84)): 

- 	- = exp (--
2 [e-45  i+  — ei(i)  (2.5) 

avec 	des quantités, en général, complexes, déterminées en insérant (2.4) dans(2.3) 

et en exigeant que les valeurs propres Pln, soient égales à: 

= mb, (2.6) 

c'est-à-dire que l'on ait: 

[e.  • Y] 	Ij, m) = mb 	Ij,m). 	 (2.7) 

Afin de calculer le membre de gauche de (2.7), on utilise la décomposition habituelle 

pour l'opérateur fi, à savoir: 

exp (— e-i ç-b  tan (15 ) :14.) exp (ln sec2(i6).".3) exp 	tan (16 ) L) 	(2.8) 2 

et les relations 

ehi3 I±e-e3 
	 e±11  i± , 

enj± j3e--7/3± 	= 
	 (2.9) 

eni± 	= JTT  277/3 - ?]2 J±. 
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C'est ainsi qu'on peut démontrer que 

[(3° 	= [{03  cos Õ + 2 sin (g) cos (oi ) 	+ ße) }J3  + 

{ß_ cos() — 0+  sin2(-2 ) C -22(1' - '33  sin (-2 ) cos (-2 )C1-4 + 2 
(2.10) 

le, cos ()  — e_ sin2(-62 )e2"' - 03  sin (-26) cos (-26)eillil 

En conséquence , si l'on veut que (2.7) se vérifie, il faut que les coefficients de 	et 

de 	soient égaux à zéro et que le coefficient de i3  soit égal à b. Cela nous donne le 

système d'équations suivant : 

0_ cos() — 0+  sin2(g)e-2'7' - [33  sin () cos (t)e-i5.  = 0, 

/3+  cos() -ß sin2(-2-6 )e24-b  - 03  sin (-26) cos (-62 )ei ' = 0, 	(2.11) 

,83  cos Õ + 2 sin (-62 ) cos (-62 ) 	+ 	 b. 

Dans le cas où )3+  0 et [3_ 0 , les deux premières équations en (2.11) donnent 

i r+ e = 	 (2.12) 
P- 

Si l'on insère (2.12) dans la troisième équation en (2.11), on obtient l'équation algébrique 

du second degré: 

6 x 2(b + 03 ) - 2xilb2  - + (b - 3 ) = 0,  

qui admet la racine double 

(2.13) 

x = b — 03  
-= arctan 

b+ß3 	2 
b —  
b + 03) .  

(2.14) 

En insérant les résultats (2.12) et (2.14) dans (2.8), nous obtenons 

+ = exp  	exp (ln( 
2b 

pQ3 	 p 
)J-3 ) exp (

U
L 

2/3 
 0  J_) , 	b 0. 	 (2.15) b + )33 	0-1- 3 
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La forme originale (2.5) de l'opérateur il, nous permet de visualiser plus facilement 

les cas spéciaux que sont les SECG de Perelomov [Pe 86] ainsi que les systèmes d'états 

cohérents et comprimés rendant minimale la relation d'incertitude de Schrödinger-Ro-

bertson ( [Pu 94, Tr 99]): 

Les SECG de Perelomov sont engendrés par l'application d'un opérateur unitaire 

sur des états arbitraires de la représentation irréductible Ti (g) du groupe SU(2). 

Pour obtenir cet opérateur, il suffit de prendre le cas particulier 

	

= (sin 0 cos ço, sin 0 sin y, cos0), ce qui implique que 13± 	sin0 et b = 1. 

En se servant de (2.12) et (2.14) on en déduit que = ça et 6 = O. C'est ainsi que 

t devient l'opérateur unitaire 

	

= exp (--e2[e-4  i+  — eì P ,L1) . 	 (2.16) 

Les états intelligents généraux, sont les états comprimés qui minimisent la relation 

d'incertitude de Schrödinger-Robertson. Pour les opérateurs J et :h cela signifie 

qu'ils vérifient l'équation aux valeurs propres (1.72). C'est un cas particulier de 

(2.2), si on prend AL  = 1, 02  = 	= 0 ou encore /3±  = 	 b = -V1 — A2. 

Cela implique encore que ei"«  = .V11+1= Ô112e 2 et Õ = et en conséquence, 2 

l'opérateur T s'écrit: 

exp 

- Dans le cas où A est un 

{— —21  ln(8) J3] 

nombre imaginaire 

exp q5/ ei2,1 	)1 

pur, on a 8 = 1 et A = 

(2.17) 

tan(), donc 

(2.17) devient l'opérateur unitaire Û défini dans l'équation (1.84). 

- Lorsque IÀ = 1, c'est-à-dire = ei`P avec 0 < (,t) < 27r, alors 

6 sin 0 = 	sin ço  
1 -I- cos (p • 

cos 0 = 0, (2.18) 



(.7 + u)! 	1  
u)! (u _ (2.22) 

Les états propres sont donnés par 

10)im, = Cte E 
U=M 03 	

1j, u), 
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Cela implique que si 0 = ±11-- alors 6 = 	sin '1-1-cos rp avec 7r < cp < 27r et 0 < (do < 7r 2  

respectivement. On a donc 

exp Hl  ln (  sin  `P  
2 	1 + cos cp 

J3] exp [-7-;(e i7r/4:i+  — ei±7114 L)]. 	(2.19) 

Si on applique cet opérateur sur un état quelconque 1j, m) on obtient les états 

cohérents associés aux opérateurs il  et J2. D'autre part, si A = +1 les états 

cohérents correspondent à 1j, +j) respectivement, c'est-à-dire les états propres 

des opérateurs 	avec la valeur propre 0. 

Si on revient à la forme décomposée (2.15) et qu'on tient compte du fait que 

l'opérateur t dans (2.4) agit sur l'état 1j, m), on peut toujours ajouter et supprimer des 

termes qui, à la fin, seront considérés dans la constante de normalisation N. t peut 

alors se mettre sous la forme 

b )i+ni  
lieff = (-0+ 

(i + in)!(j— m)! 	 ) 	(fi+  
exp 	

b + 
/33  4 exp —

b
J_ 

' (2j)! (2.20) 

ce qui nous permet de calculer plus facilement les états 1zbg et faire une analyse plus 

poussée de certains cas spéciaux: 

- Si 13+  = 0, 0.3  0 alors b = ,33. Dans ce cas, l'opérateur tell  en (2.20) devient 

f'ef f  = exp 	. 	 (2.21) 

qui deviennent les états cohérents standards lorsque m = —j. Par ailleurs, si 

/3_ = 0, 03  0, on a on a des résultats similaires. En effet, on a 

teff= eXP(11j—) 	 (2.23) 



et 

711 

= Cte E ±- 
u)! (m 

(m  1  u)i  (0,8_:)u-rn  
(2.24) 
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qui deviennent les états cohérents standards lorsque m = j. 

- Dans le cas dégénéré où b = 0, la seule solution valide de l'équation aux valeurs 

propres est 	= Cte i'ef ,  -j) avec tell  = exp(-2,6_41,33 ), c'est-à-dire, 

les états cohérents standards de SU(2). 

- Dans le cas où {fl, = 0 et )63  = 0} ou 	= 0 et 03  = 0}, seuls les états j,  ±,j) 

représentent des solutions normalisables valides de l'équation aux valeurs propres. 

Pour calculer les états propres 10),i pour le cas général b 0, on met teff , donné 

par (2.20), à la place de 1' dans (2.4). En redéfinissant les indices des sommes, on trouve 

1,0).41  = (g7 
i73-1/2 (1-1-u)!(j-u)! 	b 

P+ I 

(j+ m)! 	n 	(j - u  +  n)! 	(  (1  - )n 
13, u)- (j - u)! r f--20  ) n! (Tri - u + n)! + - n)! 	2 	) 

En termes des polynômes de Jacobi, on a alors, (voir appendice B): 

(2.25) 

10)1n = (1S1.7n)-1/2  

 

(j+ u)!(i — u)!  b \i+u 	u 	o 
(2j)! 	 Pi+nu m' 	rn(TP j, u) 	(2.26) 

et on retrouve le résultat obtenu par Brif [Br 97]. La constante de normalisation 

est donnée par 

 

! (2j  - n)! 
(2j)! 

pnj-1-m—n,j—m—n ( 133 
b 

2 

 

2n 

 

= 

 

(2.27) 

      

Celle-ci a été calculée par Brif [Br 971, premièrement continuant la somme en (2.27) 

à l'infini, deuxièmement en utilisant le theorème de sommation pour les polynômes 

de Jacobi [SM 84], pour l'exprimer en termes des fonctions hypergéométriques et, 

troisièmement, en utilisant la relation entre ces dernières et les polynômes de Jacobi 

[Er 53]. Cela donne 
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= 	 nou —.)!p(_2;_1,o) 	2t  
(2j)! 	 S+S_) 	

(2.28) 

où 

 

2 

  

2 

 

S±  = 1 + t= 
+ 

(2.29) 

     

Notons pour terminer que la valeur moyenne de j3 dans les états (2.26) est donnée 

par 

t 	 
( 33)i  = 	m 	 (2.30 ) 

rn 1\477i  at 

Elle a été calculée par Brif en utilisant (2.28) et la règle de dérivation (B.12) des 

polynômes de Jacobi, on obtient 

où 

(33)in,  = jY + m(S+  —  S_) (j +Im)Yt 
S+S_ 	 S+2  S2 ç2 ' (2.31) 

Y = S+S_ — S+  — S_, 	 (2.32) 

et 

= 
p(-2i 1) 	2t  

.j—inzl-1 	S+S_ 

 

sjftn < j; 	=0, sim =j. 	(2.33) D(-2j-1,0) (1 	2t 	' 1 	 s+ s_ 

Le calcul de la valeur moyenne des opérateurs <Î±  dans les états (2.26) est pratiquement 

impossible à réaliser en utilisant la constante de normalisation de Brif. Une méthode 

différente de calcul de la valeur moyenne de j3 ainsi que de celles de 	dans ces états 

est décrite dans l'appendice C. En réalité, le fait d'avoir trouvé la forme explicite de 

l'opérateur îl nous permet d'appliquer aisément la méthode de l'ordonnancement des 

opérateurs et par la suite de trouver des expressions adéquates pour les constantes de 

normalisation des états (2.26) servant à calculer ces valeurs moyennes. 
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2.2 Les états propres d'algèbre associés à l'algèbre 
su(1, 1) 

Les états propres d'algèbre associés à l'algèbre su(1, 1) peuvent être déterminés en 

adaptant convenablement les équations utilisées pour obtenir les états propres corres-

pondants associés à l'algèbre su(2). En effet, on se rappelle que les générateurs J1, J2, J3  

de su(2) satisfont les relations de commutation (2.1). Si on pose alors: 

j = 1, 2, 	J3  = k3 	 (2.34) 

les générateurs K1 , K2, K3  forment l'algèbre de Lie su(1, 1), avec les relations de com-

mutation: 

[k1, k2] = -ik3, [k2 k3] = ik15 [k3 kil = 
	 (2.35) 

Par définition, les états propres d'algèbre associés à l'algèbre su(1, 1) vérifient l'équa-

tion aux valeurs propres suivante: 

[ez 	IO) = [ce1k1 + a2k2 + ce3k3]kb) = ne), 	cl,Œ2,Q3 E C • 	(2.36) 

On peut encore introduire les opérateurs d'échelle k, = 	ik2) satisfaisant les 

relations de commutation 

[k3 , kj = ±k±, 	[k3 , k±i = 2k3  

et écrire (2.36) sous la forme: 

[a+k- + oz- k+ + a3k3]10) = 

où oz 
— 
_ («1±ia2)  

2 	• 

(2.37) 

(2.38) 

-2  2 	 „ 
L'opérateur de Casimir K = 	 = 	 k+ ) commute avec 

chaque ki  pour i = 1, 2, 3 et, en vertu du lemme de Schur, pour chaque représentation 

irréductible, cet opérateur est un multiple de l'opérateur identité: 
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2 
k(k — 1)1. 	 (2.39) 

C'est ainsi qu'une représentation irréductible de SU(1,1) est déterminée par le 

nombre k. Dans le cas des séries discrètes, ce nombre prend les valeurs k = 1, 2, 

Les vecteurs de l'espace sur lequel la représentation Tk  (g) agit sont alors identifiés par 

ce nombre k et un autre nombre n qui est une valeur propre de l'opérateur k3: 

k31k,n) = 	n = k + m, 	 (2.40) 

où m est un entier > O. Les opérateurs d'échelle k±  agissent sur ces états de la façon 

suivante: 

k±lk,n) = \/(n k)(n k 1)1k,n ± 1), n = k, k +1, 	(2.41) 

Si on ne s'intéresse qu'aux solutions de l'équation aux valeurs propres (2.36) associées 

à la série discrète, on prend les solutions sous la forme: 

10)7k1, = (Albe ) 1/ 2  1--1 	 (2.42) 

où NTI: est une constante de normalisation, n = k, k +1,... et 

= exp (—[e k+  — e k]) , 	 (2.43) 2 
avec 	5('' des quantités, en général, complexes. Ces dernières sont déterminées en 

insérant (2.42) dans(2.36) et en exigeant que les valeurs propres 1;kr, soient égales à: 

f,nk 	avec 	b = ,Vceî — ceî — (A, 	 (2.44) 

c'est-à-dire que 

[Ev.  • «k] 	k,n) = n 	k,n). 	 (2.45) 

En fait, dans le cas où -6 o 0, nous avons trois classes d'éléments d'algèbre ( -ék' • K). 

La première classe consiste en des éléments ayant un spectre continu, ce qui n'impose 
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aucune restriction sur 	La deuxième classe consiste en des éléments ayant un spectre 

discret équidistant. Dans ce dernier cas, il y a deux sous-classes, à savoir, une avec 

= nb et l'autre avec f = —n-1). Pour ce qui concerne le cas discret, il suffit de trouver 

les solutions avec le spectre positif, car les solutions avec le spectre négatif s'obtiennent 

des antérieures en faisant le changement b 

En vertu des équations (2.34), on peut s'apercevoir que l'équation aux valeurs 

propres (2.36) devient pratiquement la même que pour le cas su(2), lorsqu'on iden-

tifie 

— —iai , j = 1, 2, 	P3 = a3. 	 (2.46) 

De plus, vu que dans la procédure suivie pour trouver l'opérateur t, lors du traite- 

ment de l'algèbre su(2), l'état de référence 	n2) n'intervient que d'une façon passive 

et qu'il serait de même pour le rôle que jouerait l'état k, n) dans un processus direct 

de résolution de l'équation aux valeurs propres associée à l'algèbre su(1, 1) , on peut en 

déduire, en utilisant les équations (2.12) et 

et que l'équation de deuxième degré correspondante 

(2.14), que dans le cas où a+ 	0 et a_ 	0: 

(2.47) 
a+  
a_ 

est 

y2(b + a3) + 2eicTiT2  + (a3  — b) = 0, 	 y = tanh (2.48) 

En solutionnant cette équation, on trouve: 

tanh 	= a3  — b  (2.49) 
a3  + b •  

Si on utilise la décomposition habituelle (1.60), l'opérateur T prend la forme: 

exp (— 	tanh (-.1) k+) 	exp (-2 {ln cosh( 72-1 )1 k3) 	exp 	tanh , 
2 

(2.50) 

ou bien, en utilisant (2.47) et (2.49), 



44 

6 

	

= exp (2_ 
	 2-  

	

a_ 
	 .k+  exp (1n(- 	).k3 	

2a+  _ 
exp 	_ 	 

) 	
(2.51) 

b + a3 	b + cy3 	b + a3  
C'est ainsi que les états propres d'algèbre que nous cherchons sont donnés par: 

wyrcrt 	(is-7.7kn ) —1/2 F(2k)t!  
r(2k +.e) 	a+) 

(2.52) 

m! 	(-1)8(--e - 2k H- s)!((1 - a3/T))/2)8  
(4e + 2k))! s=0 	s!(m - £-1- s)!(£ - s)! 

lorsque n = k + m, avec m =- 0,1, 2, .... Alors en vertu de l'équation (B.28), on obtient 

le même dévelopement que Brif [Br 97] en séries de polynômes de Jacobi, à savoir: 

re7crt 	(is•r-eik  ) —1/2 É°  

P=0 

 

.e  F(2k) t! 	p(77,-e,-2k-m-e)(a3  po) ik, k + .e). 	(2.53) F(2k 	ce+) 

La forme de l'opérateur (2.51) nous dit que les états (2.52) sont normalisables si et 
2a_ seulement si 1— bi-ce3 < 1 et 1-61=qa 2a+ >1. 

  

Si on s'intéresse au cas particulier où le vecteur â.  est donné par: 

= (sinh x cos y sinh x sin ci), cosh X), 	 (2.54) 

alors = 1. L'équation (2.47) implique que -q-5 = ço et l'équation (2.49) implique que 

5-( = x, alors l'opérateur T prend la forme 

exp 	k+  - 	k_]) . 	 (2.55) 

Si on applique ce dernier sur l'état de référence lk, k), on obtient les états cohérents 

standards associés à la série discrète de su(1, 1), à savoir: 

() = exp (e.k+  - ék_) Ik , k) , 	 (2.56) 
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où e = 	ou encore, si on utilise la forme décomposée (2.50) pour T: 2 

lk; () = (1  — 1(12) k  exP ((k+) k,k), 	 (2.57) 

où ( -= — 	tanh () est un paramètre complexe tel que 1(1 < 1. En vertu de l'équation 

(2.41), les états cohérents standards (2.57) prennent ainsi la forme: 

lk; 	= (1  - 1(12)k 00 
77,=0 

r(2k + rn)  (Tri 	+ rn)• mrn(2k) (2.58) 



Chapitre 3 

États cohérents et comprimés 
associés à l'algèbre de Lie h(1) e su(2) 

Notre but dans ce chapitre est de généraliser les considérations sur les états propres 

d'algèbre au cas de l'algèbre h(1) e su(2) qui est la somme directe de l'algèbre de Weyl-

Heisenberg h(1) avec su(2). Nous voulons aussi faire le lien avec les états supercohérents 

de l'oscillateur harmonique supersymétrique, introduits par divers auteurs (Aragone et 

Zypman [AZ 86] et Nieto [Ni 92]). 

Nous commencerons, en fait, par rappeler la construction de ces derniers états, 

en généralisant les considérations de Aragone et Zypman afin d'inclure la recherche 

d'états comprimés dans notre discussion. Nous aborderons ensuite la discussion des états 

propres de l'algèbre h(1) e su(2). Finalement, la considération des états cohérents et 

comprimés pour les opérateurs de super-position et de super-impulsion nous permettra 

de faire le lien mentionné précédemment. 

3.1 Les états super-cohérents 

Commençons par rappeler qu'un oscillateur harmonique quantique supersymétrique 

est la combinaison d'oscillateurs bosonique et fermionique (spin 	de telle sorte que 

l'hamiltonien s'écrive 

L.,,* 	\ 	1 
11.  susy 	Ut )  ± £2  ) 	0-3 — êtt â ftf ,  

2 	2 
où at et â sont définis en (1.26) et 

(3.1) 



1, ft = 	 f = 0-_ = 	ior2). 2 

Notons que le caractère supersymétrique vient du fait que l'hamiltonien peut être écrit 

comme l'anticommutateur des supercharges conservées '0 et 0f: 

fisusy = 	c2t}, 
	"cj = iâtf,  C2t = iâft. 	(3.3) 

Pour décrire les états super-cohérents pour un tel modèle, nous prenons l'espace de 

représentation F = 	= {ln, +) -= (l),  ln, 	= (1>),r = 0, 1,2, ...}. Les états 

super-cohérents sont ainsi définis [AZ 86] comme les états propres de l'opérateur 

Â _ â 
1 â (3.4) 

qui est appelé l'opérateur d'annihilation supersymétrique. Ces états sont donnés par 

	

= exp (Sât) 10; +), 	= exp (1ãâf) [at10; +) — 10; —)]. 	(3.5) 

À partir de ces états, nous pouvons construire des états propres orthogonaux tout en 

remplaçant â,1" par ;if = ât — 	dans le facteur non exponentiel de l'etat représenté par 

10)_, à savoir: 

	

le)+ = exp (e) 10; +), 	10)- = exp ($at) [A10; +) — 10; —)]. 	(3.6) 

Nous voulons ici présenter une généralisation de ces états pour un spin quelconque 

en décrivant les solutions de l'équation aux valeurs propres 

	

[â 	+ Me) = 
	 (3.7) 

où â est l'opérateur d'annihilation habituel et :4 l'opérateur d'échelle défini auparavant. 

En général, les états solutions de (3.7), pour un j déterminé, peuvent s'écrire 

	

10)i = 	E E c ;rnin; j, m), 	 (3.8) 
?n=—j n=-0 
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(3.2) 
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où les états In; j, m) = ln) 	 j, rn) sont le produit direct des états propres In) de 

l'oscillateur harmonique usuel et des états ij; m) de la représentation irreductible Ti (g) 

du groupe SU(2). Ainsi, on a: 

avec 

	

â In; j,m) = 	ln — 1; j,m), 

Ett In; j, m) 	Vn + 1 In + 1; j, rn), 

i± 	 j,m)= \/(j 	m + 1) In; j, m 1), 

	

(ni ; j, 	rn2) = 5n1,n2 &ni ,rn2 ° 

(3.9) 

(3.10) 

En vertu de (3.9) et (3.10), l'insertion de (3.8) dans (3.7) produit un système 

d'équations qui nous permet de trouver la valeur des coefficients C ;77, et d'écrire (3.8) 

sous la forme: 

kI) = E cig;. leg„ 	 (3.11) 
m—j 

où les coefficients Cg ;,, sont arbitraires et les états 1,0).,/ sont des solutions indépendantes 

de l'équation aux valeurs propres (3.7), donnés par 

k 
10) jrn = (C 2)  [-1E 

0 
 (-1) 	k k  ( j  n2) 	(20  (2j k)! 	e t t (i -771-k)  (''!--) 	exP ($ât ) 1 0; ili), 

k=  
(3.12) 

où C (m = —j,. , j) sont des constantes de normalisation. 

Que les états (3.12) soient des solutions de (3.7) se déduit directement du fait qu'en 

général, nous avons 

r (r) 
dâtk 
dk ârâts = 	

k 
	afsar-k, où r, s sont des entiers > 0 

k=o 
(3.13) 

et 
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â exp ($âli ) 10; j, m) = exp (fiât) 0; rn)• (3.14) 

   

À l'aide des équations (3.9), (3.10), (3.13) et (3.14), on peut calculer les constantes 

C. Celles-ci sont données par 

k 

= (j 	
m)!

eXp (012) 3E.-rn(j-,. 7n) (2j - k)! 	2 ) 	(-012 ) , 	(3.15) (2j)! k=o 

où 	(-012) sont des polynômes de Laguerre. 

Des expressions générales pour les valeurs moyennes des opérateurs 	et 4 

dans les états (3.12) sont données par: 

(01j3111)).„ 	± 112 
a 

al12 in(q), 
'7 

(3.16) 

(elLioj 	f 1 --m2 Eik=79e 1  (i7:12)(2i k)!Cil ) k 	(_1$12 ) 

lm b12  b' 	(i-km)(2j - 	 (-012) 

avec m = —j,...,j— 1. Quand m = j, on a lî_l 	= O. Par ailleurs, on a 

(3.17) 

S 	(j-km) (2j — k)!(j — — k)!(11[2. )k Li-l-m-k (-012) 
(rolj+ieg,, 

1,81 2 	Eik-="0/ () (2i — (-1 -M2) 
(3.18) 

avec m = —j, , j — 1. Quand m = j, on a 	= O. 
On s'aperçoit que cette dernière expression donne les résultats corrects pour la valeur 

moyenne de j+ , même si les polynômes de Laguerre L(x) ne sont définis que pour n 

entier, n > 0 et a réel, a > —1. Pour être correct, on devrait utiliser l'expression 

suivante pour la valeur moyenne de 4: 

-m-1 
k=o (23 — k)!()k{4_m_k_i  (-012)L mkl (He)} (3.19) 

(i-km) (2i - k)!(*)k-LC.) rn k 
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avec m = —j, 	j — 1. Quand m = j, on a (elf± kb)-ii = 0. 

Les calculs se simplifient énormément si, au lieu d'utiliser directement les états (3.12) 

pour faire les calculs, on considère plutôt un ensemble de solutions orthonormales et 

indépendantes de l'équation aux valeurs propres (3.7). On va donc prendre: 

k 
i-m 	k 	 (2j - k)!  Âti—m—k) (_) 	exp(Sât) 10; j, i), = en)

2) 
 [ E (-1) 	k 	(2j)!  

k=0 
(3.20) 

où m = —j, —j + 1, 	 j — 1, j et Â = 'à — -e7 est l'opérateur d'annihilation décalé qui 

a été défini dans le chapitre 1. 

Les constantes de normalisation Õ sont données par 

m 	(20 	exP VF-J12) 32: 	k  rn) (2j — k),  ( 1  )k  
I f_12 

k=o 
(3.21) 

de telle sorte à obtenir (iplz- ) n = 1. 

La valeur moyenne de l'opérateur j3 dans les états (3.20) est alors donnée par 

a  
j + [5:1 2 	2 111(Ù-;2n), 	= —j,...,j, (3.22) 

expression qui est visiblement indépendante de S. Pour les valeurs moyennes des opérateurs 

on a 

= 0, 	rn 	--j,".,i, 
	(3.23) 

car 

Â exp (Sett) 10; j, m) = 0, (3.24) 

D'autre part, en utilisant les résultats que nous venons d'obtenir, il est aisé de 

déterminer les solutions de l'équation aux valeurs propres 

[â+'fj_]e) = 
	 (3.25) 

qui diffère de (3.7) par le remplacement de :T+  par 	et par. En effet, un ensemble 

de solutions orthonormales et indépendantes de cette équation s'obtient directement, 
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par analogie avec (3.20), comme 

ki )im  = (Õ.7in)(-112) - — k)! [ 3Én  (-1)k 
k 

_rn_ k)  (4 ) 
eXP(ât ) 10; j, —j), 

1(2 (j 

k=0 	 k 	(2j)! 
(3.26) 

où m = — j, —i +1,...,j — 1,j. Les constantes de normalisation (C- ) sont encore 

données par (3.21) et la valeur moyenne de l'opérateur j3 dans ces états est alors 

W3W)im = —j+ If-1 2 	a  2 1n(), 	m = —j, 	,j. 	(3.27) 

3.2 	États propres d'algèbre associés à h(1) 9 su(2) 

L'algèbre de Lie h(1) ED su(2) est la somme directe de l'algèbre h(1) engendrée par 

{ge,13, Î} et de su(2) engendrée par {,J1, J2, j3}. En termes des opérateurs de création et 

d'annihilation usuels, on peut encore prendre l'ensemble de générateurs 

fâ, â,t, Î; 	J_, :i31. Ces opérateurs obéissent aux règles de commutation suivantes : 

[a, al =1, 	[ J3 ,4] = ±j± , 	[1_, 	= —233 , 	(3.28) 

tous les autres commutateurs étant nuls. 

La forme la plus générale d'un opérateur hermitien Â construit à partir de la com-

binaison linéaire de tels opérateurs est: 

= Aiêt ÀlEif  + A2/ + A3j+ A3j— A4j3, 	 (3.29) 

OÙ A2 et A4 sont des nombres réels, tandis que A1  et A3 sont des nombres complexes. 

Si on prend deux opérateurs hermitiens quelconques, Â et Ê, de la forme (3.29), 

leur commutateur est donné par [Â, És ] = iâ, où Ô est l'opérateur hermitien 

ê = 	(AiBi — 111131) î + 2i (133A3 — B3A3) j3 

i (A3/34 — A4B3)4 + (AB 3  - A3.134) î_] . 
Nous sommes intéressés à minimiser la relation d'incertitude générale de Schrödinger-

Robertson pour de tels opérateurs Â et Ê, c'est-à-dire à chercher les états 10) qui sont 

(3.30) 
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solutions de l'équation (1.7), avec les conditions (1.8). À l'aide de l'équation (3.29), on 

obtient donc 

	

[cu_â ck+êtt 013Î 	+ ßî + ,83j3ile) =el« 
	

(3.31) 

où 

a_ = A1  + iX/31, 	a+  = Ã1  ± 014, 	a3 = A2 + 2:AB21 (3.32)• 0_ = A3 + W33, 	e+ = À3 iAB3, 	133 = A4 + iAB4. 

Les solutions de l'équation aux valeurs propres (3.31) correspondent aux états propres 

	

d'algèbre associés à l'algèbre h(1) 	su(2). Dans le cas spécial (3.32), si I1 	1, ces 

états correspondent aux états comprimés associés aux opérateurs Â et Ê tandis que si 

IÀ = 1, ce seront les états cohérents associés. 

Afin de résoudre (3.31), on peut écrire l'état 10) comme une superposition des états 

fondamentaux In; j, m) représentant le produit direct des états fondamentaux In) de 

l'oscillateur harmonique standard ( n entier positif ou nul) et les états j,  m) ( j entier 

ou demi-entier, m = —j, —j  +1,...,j —1,j ) de la représentation irréductible T3  (g) 

du groupe SU(2). Pour un j fixé, on écrit donc l'état cherché sous la forme: 

o. 
= E E 	m). 	 (3.33) 

7n—j n=0 

En insérant (3.33) dans l'équation (3.31) et, en tenant compte des équations (3.9) et 

(3.10), on obtient un système d'équations pour les coefficients Cia;, ,,„, dont la résolution 

nous permet de déterminer 10)i . Cependant, cette procédure devient de plus en plus 

compliquée au fur et à mesure que la valeur de j augmente. 

Une manière plus efficace consiste à utiliser les résultats que nous avons décrits 

précédemment ( chapitres 1 et 2 ) pour les états propres d'algèbre de l'algèbre de 

Heisenberg et de su(2). En effet, un ensemble de solutions des équations (3.31) est alors 

donné par: 

10)ini= Cte exp 2&_ e2) exp (-1°  al') ef . 10; 	 (3.34) a_ 
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lorsque a_ 0; m = —j,—j + 1... , — 1, j et que 

p = ß - a3  — mb, 	 (3.35) 

avec b = 	+ 	b 0. De plus, dans (3.34), îleff  est donné par 

b rfief ,  

	

m)! (i m)! exp  (  —2)3- 	exp  ()31- 
(2j)! 	b+ß3 

(3.36) 

Un cas particulier important, non inclu complètement dans la solution (3.34), est 

obtenu quand fi+  = 0, e, = 0 et a+  = 0, ce qui implique b =- O. Dans un tel cas, on 

résout l'équation aux valeurs propres (3.7), où = 	), = ( 3 ) et a_ = O. L'en- 

semble des solutions orthogonales et indépendantes de cette équation est alors donné 

par l'équation (3.20). Revenant au cas particulier de l'équation (3.32), en comparant 

l'équation (3.7) avec (3.31), on s'aperçoit que, pour une valeur fixée du paramètre A, 

les coefficients Ai, Bi  (i = 1, 	, 4) des opérateurs Â et Ê ont un rapport spécial entre 

eux. En effet, les conditions e, = 0, fi3  = 0 et ce + = 0, insérées dans (3.32) impliquent: 

- si Re A 0, on a 

,;41 	.243  A4  = B4 = 0 et Ao 	 = 
B1 	1 3  

- si Re A = 0, Â et Ê sont essentiellement des multiples l'un de l'autre. 

(3.37) 

Mais, si nous voulons que, pour une valeur fixée du paramètre A, se vérifient les 

conditions 0_ = 0, 03  = 0 et a+  = 0, c'est-à-dire qu'on ait à résoudre l'équation aux 

valeurs propres (3.25), il faut choisir les coefficients Ai  et Bi  (i -= 1, 	, 4) de la façon 

suivante: 

- si Re A L  0, on a 

.A1  .A3  A4  = B4  = 0 et Ao  z—, = z— 
B3  

- si Re A = 0, Â et Ê sont essentiellement des multiples l'un de l'autre. 

(3.38) 
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Il faut remarquer que les cas décrits par les équations (3.37) et (3.38) sont les seuls cas 

non triviaux pour lesquels le commutateur [Â ià] = iC présente la forme canonique 

généralisée, c'est-à-dire, 

= (AiBi — AiBi) î + 2i (B3A3  — B3A3) j3. 	 (3.39) 

Un cas particulièrement intéressant se présente lorsqu'on choisit les coefficients Ai  

et Bi  (i = 1, 	,4) de la façon suivante: 

A4 A3 
B4 B3 

Dans ce cas, le commutateur des opérateurs Â et Ê présente la forme canonique 

(3.40) 

	

[Â , ij] = (ArBi — 111131)i-, 	1—> 	Ô = 	— 	 (3.41) 

Ce cas sera analysé dans la section 3.4. 

En général, pour calculer la valeur moyenne de l'opérateur C, donné en (3.30), il 

faut calculer les valeurs moyennes des opérateurs î , j3 j+ et 	dans les états 10)17, 

comme donnés par l'équation (3.34). Par ailleurs, si le cas pour lequel ê est donné par 

l'équation (3.39) se présente, il faudra aussi calculer les valeurs moyennes des opérateurs 

I et j3 pour une valeur donnée de en utilisant les états donnés par l'équation (3.20) 

ou ceux donnés par l'équation (3.26). Ces valeurs moyennes se calculent sur la base des 

résultats présentés dans l'appendice C et la section précédente respectivement. 

3.3 États cohérents et comprimés associés à 
l'opérateur de super-position X et de super-
impulsion P 

Si les coefficients des opérateurs Â et Ê sont donnés par 

A4 = B4 = A2 = B2 - 0, 

= 	B1  = 	 (3.42) 

	

A3== , 	B3 = -i A3, 
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Â représente l'opérateur de super-position Î et ./j l'opérateur de super-impulsion P: 

= 	[(p,â + rial") + (rj+  + 

(3.43) 
[(p,ett - 	+ 	- TM] 

et l'équation aux valeurs propres (1.7) correspond donc à: 

(3A 4 ) 

L'opérateur ê devient 

Ô = 1/..112  î + 2 I T 2  j3 	 (3.4 5 ) 

Dans ce cas, on a: 

a_- p (1 + A) 	

a+ 
 - ft  (  1  — ) 	

Ck3 = 0, 

On a, par ailleurs, 

7(1+A) 	(1 - À) 
/6- = 	e+ = 

Nfi 
de3 = O. 

(3.46) 

b = 	ITIN/1 - A2 . 	 (3.47) 

Étant donné que les coefficients en (3.42) vérifient l'équation (3.37), pour la valeur 

fixée de = 1, les solutions de l'équation aux valeurs propres (3.7), qui sont des états 

super-cohérents associés aux opérateurs Î et P, sont données par les équations (3.20) 

avec Â = 'à - 	= -0- et = c'est-à-dire 

hoin, = (c)(-112)  

[ Eik_71  (-1)k k 
 (2j-k)! 	t 	u-m-k) 

(20 a rivi  
k] 

eXp ( i ) 10; j, j), 
(3.48) 

o ù m = -j, -j + 1, 	 j - 1,j; ti 0 et 
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= 	— rn)! exP 118122) 	
77/, (2j —  k)! 	k 1 

4/i 	k=0 	k ) (23)!ITI 
(3.49) 

La valeur moyenne de ê dans les états (3A8) est 

(Ô)377, = 1,12 +217-12p+ 1 712  alay12 	Cgo 
(j-m\

k 	rn)!(2 i  k)!  II/12 kY1  
(2j)! bl 

(3.50) 

En particulier, quand j = 	les équations (3.48) et (3.50) se réduisent à: 

Io+= exp (-411,01 ) exp (e) 	+), 

= 	171  \A[112 +1712  exp 411 /_1122 	exp (tifi\Fâf2)  [(iit 	it\ii)  10; 	_ a  1 0 ; —)] 

(3.51) 

et 

e+=  IP12  + 171 21 
(é) 	

(1/114 	17.14) 

(l12 ± 1712) (3.52) 

Lorsque y = 1, ces résultats reproduisent ceux obtenus par V. Hussin [Hu 00]. Les 

dispersions de .)^( et './2) dans ces états sont données par: 

et 

(A.g2)+  (AP2),_ 	(1/112  + ITI2) 

21 /11 2 1 T I 0 	2 1.2  [(1/112 +1712) 	/112+1712)  

(3.53) 

 

(2) = (A.252) (3.54) 

   

On s'aperçoit donc que les dispersions de Î et './5  calculées dans les états le)-  sont plus 

petites que celles calculées dans les états 10)+. Nous pouvons dire que les états 10) - 

constituent les états le plus proches aux états classiques pour l'oscillateur harmonique 

supersymétrique. 
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Selon les équations (3.34), (3.35) et (3.36), dans le cas où A 	1, les états qui 

minimisent la relation d'incertitude générale associée aux opérateurs 5( et ./5  sont donnés 

par 

f  _ bai 2 ,5eioat2 
exp 	{0(1+5S' )  

	

10)17, = Cte. exp  	 2m17181/2ei0/21 at) x 

(_T6-1/2e—i0/2 	(t61/2ei0/2 
exp 	 J+) exp  	1 0;:7, 7n), 

1 71j 	2171 

lorsque m = —j, 	 j La valeur moyenne de Ô dans ces états est 

	

jm 	112 	1712 (1- 	(5) 	4 (3 	177/,1) 
I I 	(1 + (5) 	(1 ± 5)2 	") 

(û) 	1 /  ± 2 
  

où S2 s'exprime en termes des polynômes de Jacobi sous la forme: 

(1  e  = 	 (1-15)-11 
D(-2j-1,0) 

(1+5) 
tandis que S-2 = 0 pour m = ±j. Dans ce dernier cas, on a 

e) 	1111 2  ± 2 j 17-12 	(5")  
(1+5)  

et, si j = 

(3.55) 

(3.56) 

(3.58) 

m=—j+1,.. ,j-1, 	(3.57) 

(ê )± _ 	+ 1712 (1  — (5 )  (3.59) 

ce qui correspond bien aux résultats obtenus par V. Hussin [Hu 00] dans le cas où µ = 1. 

Dans le cas où j = les dispersions de k et P dans ces états sont données par: 

_ (1 — 26.  cos q5 ± 62 ) r 
2(1 — 52) 	[1 

	11 	 ,212 + 7  2 (1 — 
I I  (1 + 5)] ' 

_ (1 + 26  cos ± 82 )  r 
2(1-52) 	1.1m 2 + 171 2 (1 	5)  (1+ 5) ]  (3.60) 



58 

FIG. 3.1 — Graphique des dispersions (Aji 2 ) et (A.152 ) et du facteur A en fonction de 
l'angle 0 -= x, å = 0.005, ftl =lil= 1, j = 

FIG. 3.2 — Graphique des dispersions (Ak'') et (3.152 ) et du facteur A en fonction de 
l'angle 0 = x, å = 0.5, 171= Iµ1= 1, j = 
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FIG. 3.3 — Graphique des dispersions (A)C2) et (A.152 ) et du facteur A en fonction de 
l'angle ç5 = x, = 0.8, H  =1,11=1, j = 

FIG. 3.4 — Graphique des dispersions (3,5(2 ) et (A.152 ) et du facteur A en fonction de 
l'angle ç5 = x, 8 = 0.99, ITI = 1p1 = 1, j = 
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Dans ce cas, le facteur A, défini par l'équation (1.18), est donné par: 

\/(1 — 62)2  + 462  sin2  0  [11112  ± 1712  (1 — 8)1 A±  = 	 (3.61) 

	

2(1 — 62) 	 I I  (1 + (5)] 
Nous observons que dans la limite 8 1—›- 0, les dispersions de 5T et P coïncident avec 

celles qu'ils avaient dans l'état super-cohérent le. Les figures 3.1 à 3.4 montrent 

le comportement de (2) (Ap2) et A±  lorsque l'angle çb varie et 6 est fixé. On l± 
voit clairement la position des états cohérents pour lesquels (A5(2) = (AP2) = A. Par 

ailleurs, les figures 3.5 à 3.8 donnent le comportement des mêmes fonctions lorsque 

l'angle 0 est fixé et que 8 varie entre 0 et 1. 

	

Dans le cas j = 1, les dispersions de 	et 15  dans les états super-cohérents corres- 

pondants sont données par 

(A)-(2)1; = (31)2)1 = (11112 + 21 712) , 

(3,52)10  = (3,152) 01 	[(1 1112 ± 21712) 	211/121 7-1 2   1 

	

j 	(11112 	21 71 2)] 

(32,2)1_1 = (3:132)-11  = 	[(11112  + 21712) 	(lill21+121r1 7121 2)] 
et les dispersions dans les états comprimés par: 

(35(2)11  

(3352)11 

(3,i0  ) 1 

(k152)1 1 

= (1 — 2(5 cos 0 + (52) [ 	2 	2(1 — 6)1 

(1 

2(1 _82) 
+ 	62)[11112 

21T1 
 

)(i 
[
1l 

(1 

21712 

+ (5)] 

2
2
(
6
1
c

—
os

:2)
+ 

± (
(
1
1 
+
— 

5

6

)

)

] 
et 

	

(350)1 	(1 — 28 cos 0 + 82)  [1p12  + 21T12 (1 62)1 

	

o 	2(1 — 62) 	 (1 + 62) 

(3.62) 

(3.63) 

(
3352\1 	(1 2(5cos + 62) r 2 	2(1 — 62)1 

)0 — 	2(1_62) 	[1111  + 2 IT1  (1 + 62) j 

Nous observons que dans la limite õ 1--> 0 toutes les dispersions des opérateurs .)-( et 

P données par les équations (3.63) et (3.64) tendent vers les valeurs calculées dans les 

états super-cohérents 

(3.64) 
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FIG. 3.5 — Graphique des dispersions (3,..k2 ) et (3,152 ) et du facteur A en fonction de 
Ô = x pour 0 = 0,  

FIG. 3.6 — Graphique des dispersions (3.Î 2 ) et (A152 ) et du facteur A en fonction de 
6 = x pour 0 ='i, ITH Lui = 1, j =.12- . 
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FIG. 3.7 — Graphique des dispersions ( 2 ) et (3.152 ) et du facteur A en fonction de 
å=x pour q5 	 frr , 171=1/11=1, j = 

FIG. 3.8 — Graphique des dispersions (A.f( 2 ) et (AM et du facteur A en fonction de 
= x pour -= 	=1111= 1, j = 
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Dans le cas j = 1, m = ±1, le facteur A est donné par 

(A)±1= 	
( 1 — 62)2 + 462 sill2  [

1[11 2  ± 2 1 71 2 (1 	— 6) 	(3.65) 2(1 — 62 ) 	 (1+6)1 
tandis que si j = 1 et m = 0, il est donné par 

(3 	
\/(1 — 62 )2  + 462  sin' 0 

, )0 2(1 — 62 ) 

   

 

pi 2 ± 217_1 2 (( li  ±—  66.221 
(3.66) 

    

3.4 États cohérents et comprimés de l'oscillateur 
harmonique déplacé généralisé 

Si les coefficients des opérateurs Â et ij satisfont les conditions données par l'équation 

(3.40), on peut écrire 

Â 	 A2I A3j± A3j_ A4j3, 

+ 	+ B2/ + —B4  (A3,-/
+ 

+ 	) + B4j3 • 	(3.67) 
A4  

Cela correspond à la forme la plus générale des opérateurs Â et Ê donnant des relations 

de commutation canoniques. Par exemple, si les coefficients de Â et Ê sont choisis de 

la façon suivante 

et 

A1  

A  
1-.13 

A  
114 

ces opérateurs deviennent 

—=(â+ er 

A2 -= 01 • 	 B2 = 0 

, 

'T 

1 

(3.68) 

(3.69) 

(3.70) 

B3 — —A3, 

Gr 
B4 

5 	
= — A41 

1 4, 	, 
v ri + — 7J+  + - J 3  + —o 

Vr-2 
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= —(eit - pâ)Î — —
1 

Ti++ 'T ) — 
Vr-2 

respectivernent. Ils satisfont la relation de commutation canonique 

'13] 

(3.71) 

(3.72) 

Si on définit les opérateurs de création et d'annihilation de la façon habituelle, à savoir: 

Â = 	(‘ 	 Ât 	1 
	

(3.73) 

on trouve 

1 	 1 	 1 pâî+ —27- (1 — 	+ —
2f(1 — 	+ —2o-(1 — 

	

Ât 	pari+ il l=(1. +0+  + ilr(1 	+ ilo-(1 +03. 	(3.74) 

On s'aperçoit que ces opérateurs satisfont les relations de commutation 

[Â ,  Â:r] =  1/112. 	 (3.75) 

Nous pouvons donc définir un hamiltonien ayant le même spectre que celui de l'os-

cillateur harmonique standard, à savoir: 

= ÂtÂ = 1/-112A + [(1.2  - 217-11 J +1712./"J 

+ r2e1+ a [p(1 + i)â + p,(1 — 

± 	[Tp(1 + i)â,4 + i-p(1 — 	+ [rp,(1 — i)âti+  + f-p(1 + 

	

- 	[T (i+  + :/34) 	JT3  j_ j_ i3  ) , 	 (3.76) 

où J est l'opérateur de Casimir de l'algèbre su(2). 

Pour trouver les états cohérents et comprimés associés à ce système, il suffit de 

résoudre l'équation aux valeurs propres 
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- A):Àf + (1+ A),41 1o) = 	 (3.77) 

Comme nous l'avons déjà consigné, lorsque (72+ 41 71 2  0, ces solutions correspondent 

aux états propres (3.34) avec 

et 

(1+A) 	_ (1 — )) oz_ = i-e 	 04 = P 	, 	oz3 = 0 

(1 — iA) 	 (1 — iA) 	 (1 — i)) /3- =  y 
5 	

133 = a (3.78) 

p = e - mb, 	b = \140+,3- + A = 	z) o-2  + 41T1 2 . 	(3.79) 

Dès maintenant, nous étudierons les états cohérents associés à ce système pour la 

valeur fixée du paramètre A = 1. Notamment, nous analyserons le cas j = En effet, 

ces états correspondent aux états propres de l'opérateur d'annihilation Â donné par 

	

l'équation (3.74). Dans la représentation j = 	l'hamiltonien du système se simplifie 

pour donner: 

= ÂtÂ 	= 1µ12ât êt + à1  [o-2  + 41T121Î 	o- 	± 	+ p(1 _ i)êtt i :13 	(3.80) 
1 	 1 + 	[rp(1+ i)a,j+  + f t--1(1 — 	+ HT-1(i — i)ati+  + 	 . 

Les etats cohérents orthonormaux associés à ce système sont donnés par 

exp[  1012  + )81g  (o-  , -D? —  [  g (o-, 17-1) (cos — sin  cp)1 
2Ip12  

[ pl 	(171 i)  g (o -,171)
) 	

g ( -,17 1)  [10; +) + r g2j D 10; )]  x exp  	  (3.81) 
1[9(a,171)12  + ag(cr, 171) 

et 
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11'31 2 + [g (/o- , [ri)? +ILL' g (o-, 17-1) (cos y — sin cp) 
2Ip12  

(ISI 	(1,;i4(6r517-1)) 
 ât 	

V); ±) 	cr+97;171)10; 	
, (3.82) 

	

VÎITI  	

exp 

x exp 

où e 	1 -,à1e0  et 

 

g (o-,17-1) = VO-2 +41r12 	0. 	 (3.83) 

Dans la limite T31---> 0, ces états deviennent évidemment les états propres de l'opérateur 

Â avec la valeur propre 0, c'est-à-dire les états vide du système, à savoir: 

et 

= exp 

	

L
[g(a, 171121  exp  r 	— i) g(a,  1,1)al 
1412  j 	L 

g (o-, 	) [ 1 0 ; ±) ± 	g2( u,11-1)10; —)]  
/ [g (a , 171)12  + o- g (a, Pl) (3.84) 

16)-  = exp 	[g(°-' 171)12 ] exp [  (i exp i)  g (a, ly I reil 
161,u12  

[10; 	elco r;IT1) 1 0; —)]  

\/[g(e, 1 71)] 2  + 0-9( 0-'171) 
.N511-1 (3.85) 

Ces états continuent d'être orthonormaux. 

En vertu de la relation de commutation (3.75) et de la définition de 7-2 donnée par 

(3.80), nous avons 

['ît , Â] = 	 (3.86) 

et nous pouvons donc construire les états propres de É' de la manière habituelle: 

_ (Âtr  - 
I 2 	- 	l e) 	 = 

( Âtr 
 ICI)- Vn! 	 -Vri! 	• 

(3.87) 



2 
Ibil 

15(r3, ,u) = exp (1,3k SÂ)  
(3.89) 

Ces états sont tels que 

= n1P121î-i)±, (3.88) 
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c'est-à-dire que nous avons un système ayant le même spectre que celui de l'oscillateur 

harmonique standard représenté par Phamiltonien fi0  = 2âtâ, mais dégénéré. 

D'autre part, les états cohérents de ce système peuvent s'obtenir par l'application 

de l'opérateur unitaire de déplacement 

sur les états vide (3.84) et (3.85). En effet, si l'on écrit cet opérateur sous la forme 

(bât _ epa) 
I exp 	

2 

(Rejà + ImS)  ( 	= exp 	
112 	

± Ti+  + Cf /31 	(3.90) 15
1/ 	

z 	
1/-11 

et qu'on l'applique sur les états (3.84) et (3.85), on s'aperçoit que 

j_ 	T j+ + j311ê)-  = 	
g ( a 

2
1 
71 

2 ) 
(3.91) 

ce qui veut dire que l'action de la partie unitaire de 75([3~„u) contenant les opérateurs 

de su(2) ne contribue à la construction des états cohérents qu'avec une phase superflue. 

C'est ainsi que les états cohérents associés à ce système sont donnés par: 

le)± = exp ($riât  — emâ)1  16)+,  
(3.92) 

1111 2  

qui correspondent exactement aux états cohérents donnés par les équations (3.81) et 

(3.82). 

On peut toujours utiliser la forme (2.5) pour l'opérateur f. Les équations (2.12) et 

(2.14) impliquent: 

171' 	2 	g (o-  , 171) - 	' (3.93) 



[

f' = exp 9(0.'1/-  )-oj  
2 	

" 	Il [7-4 - i- J_] 
g(0-,11-1)—  

ITI 
(3.94) 

   

(ÊP— ' 
12; +) 

ât 

11; +) 

ât 

10; +) 

    

    

Ât 

  

ij 

cer1  

   

 

Ât 

  

hp 

    

FIG. 3.9 — L'action des opérateurs sur les états 

d'où on déduit que l'opérateur unitaire s'écrit 
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Les états vide AI  peuvent donc s'écrire sous la forme: 

IÔ)±  = Ê±10;±), 	 (3.95) 

où Ê±  est un opérateur unitaire donné par: 

.15±i-', 	 (3.96) 

avec l'opérateur de déplacement 

/3±  = exp [Tg(ci' 	17-21)  [0- — i)ilett  — (1 + i)Pâl] • 	 (3.9 7) 41,41 
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En utilisant (3.91), on peut démontrer facilement que 

= 	 

	

otr 	± = [fi ± (114-i) g(a,  ITD]n  p)±  10)  

D'autre part, il est aisé de vérifier que 

(at)n 	= L 	(1+i)4 g(al 1 71)] rt  B±  

En insérant (3.95) dans (3.98) et en tenant compte de (3.99) on trouve que 

1771,)± =-1.7tnijIn; ±), 

(3.98) 

(3.99) 

(3.100) 

ce qui veut dire que les états propres de 7:t ÂtÂ. s'obtiennent de ceux de l'oscillateur 

harmonique standard en appliquant l'opérateur unitaire f3n± = fin ± sur ces derniers et 

viceversa Le diagramme dessiné dans la figure 3.9 montre l'action des opérateurs sur 

les états. Cette sorte de diagramme est typique lorsqu'on analyse les états cohérents 

pour des hamiltoniens iso-spectraux [FHN 94]. 



Chapitre 4 

Des quantités physiques 

Nous allons calculer dans ce chapitre les valeurs moyennes et les dispersions de 

l'hamiltonien de Jaynes-Cummings [JC 63], fljc, dans les états cohérents et comprimés 

associés aux opérateurs de super-position «.k et de super-impultion P que nous avons 

étudiés dans le chapitre précédent. 

Le modèle de Jaynes-Cummings, dont on connaît exactement le spectre ainsi que les 

états propres [NSE 81, BHN 94], a été l'objet d'études diverses. Ce modèle, rappelons-le 

décrit l'interaction entre un champ fermionique et un champ radiatif. En ce qui concerne 

les états cohérents, expérimentalement, c'est le champ radiatif qui est préparé dans un 

état cohérent et qui interagit avec le système atomique. Plusieurs informations sont 

déduites de là. Mentionons que l'évolution temporelle de l'inversion atomique présente 

les fameuses oscillations de Rabi [NSE 81]. Comme nous avons construit des états qui 

généralisent ceux décrits dans ces approches, nous voulons étudier les comportements 

des valeurs moyennes et dispersion de fl jc  dans ces états afin de les comparer avec 

les approches précédentes. Une analyse plus approfondie est en cours [AH 00] afin 

de rendre compte du comportement d'autres quantités physiques, comme l'inversion 

atomique dans des états comprimés du champ radiatif. 

Nous commencerons le chapitre en donnant une description du modèle de Jaynes-

Cummings, en particulier, nous trouverons le spectre et les états propres associés. Nous 

reproduirons aussi les résultats obtenus par Bérubé et al [BHN 94]. Ensuite, dans les 

sections qui suivent, nous calculerons les quantités physiques dont nous avons parlé plus 

haut. 



(4.4) 

( -11— ) =w (Eh+) _ wo 
2 	2 ' (-1-l1jc1±) = nât, 
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4.1 Le modèle de Jaynes-Cummings et le lien avec 
l'oscillateur harmonique supersymétrique 

Le modèle de Jaynes-Cummings décrit l'interaction d'un fermion de spin avec un 

champ magnétique qui a une composante oscillatoire le long de l'axe x et une compo-

sante constante le long de l'axe z. Ce champ magnétique s'écrit explicitement: 

t) = 	+ c(k)[â exp (i(Ky — wt)) + ât exp (—i(Ky — wt))1i, 	(4.1) 

où c(k) est une constante dépendant de K et d'autres paramètres [Lo 73] et 'y est la 

constante gyromagnétique. De plus, w est la fréquence du champ et wo  est la fréquence 

atomique. Dans l'approximation d'onde-tournante, ce système peut être décrit par l'ha-

miltonien 

1 	
w fí jc  = ID (a4  

l  'à, ± -2 ) o - 0 + —1  o-3  + K(â,to-_ + âo-+). 2 (4.2) 

Dans cette expression, K s'interprète comme une constante de couplage, e et â sont 

les opérateurs de création et d'annihilation de photons, a± = a ± i0-2, 

sont les matrices de Pauli usuelles and o-0  est la matrice identité. 

On peut écrire f I je sous la forme d'une combinaison d'opérateurs de su(2) et de 

l'identité comme suit 

fljc = W (êttâ ± —21) î ?Do j3 K(ât  j_ êlj+). 	 (4.3) 

En effet, lorsqu'on se restreint à la représentation de su(2) avec j = 	on trouve 

(4.2). On peut encore écrire les éléments de matrice de fl jc  comme: 

(+Ifijcl+) = w (âtâ + —1) + 11±3  2 	2 = Ka , 

avec I±) = 	±-12- 
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Pour déterminer les états propres de l'énergie, il suffit de résoudre 

fldrIE) = EIE), 	 (4.5) 

avec 

CO 

	

1E) = E[cni+ In;  +) + cn; _ 	—)1, 	 (4.6) 
n=0 

où In; ±> = 	, ±D. En insérant (4.6) dans (4.5), on obtient les systèmes d'équations 

suivants pour les coefficients cn;+; 

= (w — wo)  co;_ 0; 2 

[E1  — (n + 1)w 	(w 
2 

w())1 cn+1;_ — [K-V n + Cn;± 	0, n — 0,1,2, • • • ; 

[Ky' n 	en+1;_ — [E — (n + i)w (w w  
2 	Cn;+ 	0, 	n 	0, 1, 2, . ... (4.7) 

Pour chaque n, on a un système d'équations aux valeurs propres indépendant. C'est 

ainsi qu'en résolvant chacun de ces systèmes, on trouve les énergies correspondantes: 

(u) wo)  
2 	co;- 0, 

	

En+1 	+ 1)w + 	+ 1) + ( ID 	w() 2  

	

)2n 	= 0,1, 2, ..., 

	

E,-"„i"" 	+ 1)w — Kil(n + 1) + ( w  2:0 	 2  

	

), 	n -= 0, 1, 2, .... 	(4.8) 

En insérant d'abord (4.8) dans (4.7), on trouve les relations de récurrence pour les 

coefficients cn;± et ensuite, en insérant ceux-ci dans (4.6), on obtient les vecteurs propres 

normalisés correspondants: 



1 0; 

147+i  ) 
[K N/n +1] ln; 	+ [K\An + +(11 ;c 2D  )2 + ( IL ' ae  )] In + 1; —) 

 

2  ± 1) + [K\ (n + 1) + ( u-L2rar)2  ( IJ22v  q 	5  

[(n + + (1211,1' )2 + 	)1 In; +) — H/n + ln + 1; —) 
2 	9 (4.9)  

  

lorsque n = 0, 1, 2 .... 

On peut démontrer [BLIN 94] que l'hamiltonien fbc peut être diagonalisé et écrit 

sous la forme matricielle: 

fi D  = ôt j c 	(w (N + 1) — (N + 1) 	0 (4.10) 0 	 w + (N)) ' 
où N = Ett â et Ô est l'opérateur unitaire: 

Ô = exp 	 f (N + 1)cr_ — f (N + 1)âo-± )] , 	 (4.11) 

avec 

et 

1 	 2K.NM f (N) = arctan 	 
N/N. 	(A + (N) (4.12) 

( A  \ 2 
r(n) = (8 + n)1  / 2  , 8= = 	 (4.13) 2KI 

Un annihilateur pour le système Jaynes-Cummings peut être défini comme suit: 

= ôaôt. 	 (4.14) 

C'est ainsi que, si 

73 

±)1J = e-lel2/2eeât i 0;±) 	 (4.15) 
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FIG. 4.1 - Graphique de (Aii jc)2+1w2  en fonction de -à et x pour = 8. 

représentent les états cohérents de l'oscillateur harmonique standard, c'est-à-dire, les 

états propres de l'opérateur d'annihilation â, alors, en vertu de (4.14), les états cohérents 

associés au système de Jaynes-Cummings qui sont des états propres de l'opérateur 

d'annihilation ê, sont donnés par: 

= 	-g; ±)D. 

Les valeurs moyennes de etc  dans les états (4.16) sont données par: 

(ià; +1f-Lree +) = w[(x + 1) — 

<8; 	—) = w[x + -5tG( — 1, x)], 

où À = et 

(4.16) 

(4.17) 

cc ,rn 	 oo xn 	 
G(i5,X) = e-x 	r(n + 1) = e-x E 	+ n + 1, n! 

x =ß   11. (4.18) 
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- 	2 FIG. 4.2 — Graphique de (Alijc)+Iw2  pour la résonance exacte (i5 = 

Les dispersions de fi jc  dans les états (4.16) s'écrivent: 

(311../C)2+ = w2{À2 (1 -1-  C5-) ± (1 + 512)x ± 	 — G(à ± 11  X)] — 2[G(, 421/ 

(419) 

(Afijc)2_ = w2{À-2-4 ± (1 ± -À2)x — 2-ÂX[G(i5 — 1, — G(C,x)]-5t2 [G(3 

- 	2 La figure 4.1 montre le comportement de la dispersion (3,11jc)+  en fonction des 

paramétres -4 et x pour À = 8. La figure 4.2 montre que dans la résonance exacte 

= 0), le minimum de la section À = constante s'approche de zéro lorsque À1—> O. 
- 	 - 	2 La dispersion de (3ifijc)

2  
_ a un comportement similaire à celui de (AHjc)+, comme 

le montre les figures 4.3 et 4.4. Mais on s'aperçoit que les dispersions, pour les mêmes 

valeurs des paramètres 	x) ou (x, À) sont plus grandes. 

4.2 Valeurs moyennes et dispersions fl jc dans les 
états super-cohérents 

Dans cette section, nous allons calculer les valeurs moyennes et les dispersions de 

l'hamiltonien de Jaynes-Cummings dans les états cohérents associés aux opérateurs de 



FIG. 4.3 — Graphique de (All- jc ) 2  1w 2  en fonction de i5 et x pour À = 8. 

76 

4›,  
eeere. e-e4edee 

oe,144adea<4.ea• ee 	 4,4",  44 , 
, 474>44e›.44.4e.4. .e.:444,444.44.44 4 ed. 4 ..' 4 4. 4... 4 ewe 	

. „fetteezteet. 

.- eeee. eeee etpete *4 4.  4^ ..4.• <a,  
lie:st...Z.1 tere....

s.beetereteeetekeetetreeedeet0 

e  eieWe eeeeeateeeee4eee 44' 4.  'ni* 4,,  4- . eeeeteetlleee 4% 
.z.eqee,*...-*ettr4*,***:e.,dteeeMre:49e46,:ee,44.#e  * *4. • 4. • • ...• ar 4.4elp› e. oit.- 4 1 , •-e..4,  + 44e,ii -0•44.:46,,e4C:ittee•e„:44,41,4„:4444* lit *1,, ......,,xt eze"..z.... et***,:riezem•eitt , ---4.-*.• 4e4e# .- 44.. .1.. .0. 44, + .... • ..a> 4 I 

•••••,,•4,,,e•4•40 4, 4›. 4„*„.4„, 

*****"› • 4e4he.  

- 	2 FIG. 4.4 — Graphique de (Alijc)jw2  pour la résonance exacte (i = 



77 

super-position 	et de super-impulsion P, que nous avons étudiés dans le chapitre 3. 

Nous calculerons aussi les valeurs moyennes et les dispersions de la version diagonalisée 

// D  dans ces états et comparerons les résultats avec ceux de la section précédente. 

Rappelons que les états super-cohérents orthonormalisés solutionnant l'équation aux 

valeurs propres: 

(â+ rj+)ko 	-Sie), 	7  O5 	 (4.20) 

dans la représentation j = 1, sont donnés par ( voir équation (3.51) dans le cas où 

= 1 et 8 = 	° 

10)1-  = exp (—I -812/2) exp ([3â,t) 10; 	 (4.21) 

et 

10) _ = 	171 	exp (-1,312/2) exp (fiât) [(ât - )0;  +) - 	-)] , 	(4.22) 

où nous notons que 1,0+ est en réalité état propre de â de valeur propre e et de 4, de 

valeur propre 0. 

Calculons maintenant la valeur moyenne et la dispersion de fl jc  dans les états 

Ô10)--", ou ce qui revient au même, la valeur moyenne et la dispersion de 1--/ D  dans 

les états 10)-. Les résultats dans les états ÔIV))+ ont été obtenus dans Bérubé et al 

[BHN 94]. Si on écrit fi-D, donné par l'équation (4.10), sous la forme: 

fin  = (N):0_ + F2(N)44, 	 (4.23) 

avec 

Fi(N) = [w(N +1) — Kr(N + 1)] 	et 	F2(N) = [wN Kr(N)], 	(4.24) 

on s'aperçoit que le calcul de la valeur moyenne se réduit essentiellement au calcul des 

éléments de matrice: 



78 

(0; +1 exp (Nt) (â - r3) (N) (at  — 	exp ,ââ) o; 	 (4.25) 

et 

(0; —I exp ($â) F2(N) exp ($â) 10; 
	 (4.26) 

En faisant les calculs nous obtenons les résultats suivants: 

(0; +1 exp ($a) (â — 	(N) (ât — /3) exp ($â) 10; +) = 

ex { w(x + 2) — [x 	(iS x) - G(3.  + 1, x)) + G(i5 + 2, x)] 	(4.27) 

et 

(0; —1 exp (ãâ) F2 (N) exp ($a) 10; —) = ex {wx + KG((-5' — 1, x)} . 	(4.28) 

Donc, la valeur moyenne de /ID  dans les états (4.22) est donnée par: 

lelf1D10)-  = 	1712
(1 ± 17-1 

{W [2 + ± 1712  X1 — 
2 ) 	171 2  

[X (G (Ô X) + G (3 ± 2, 4) + (1 — 2x)G(iS + x) — 1,71 	— 1, x)]} 	(4.29) 

De manière analogue, on peut calculer la dispersion de HD dans les états (4.22), 

cela donne: 

(A/1/) )2_ 	w2{[1+ 2f(171)1x + 4.f(17-1)[1  — f(17-1)]} 

2wKf (171){ [x2  + 17(121
(1

11-1174)12) x] G(8, x) — x2  G( + 3, x) — 

[3x2  — x + 2[1 — f(17- l)][1  — 2x]] G( + 1, x) + [3x2  — 2[2 — f (17-1)1]G( -  + 2, x) — 

1 
171

2 [X  ± 2 f (ITI)P(4 — ix)} + K2{ [2 f (171) + (i5 + x)] — 

[f (17- 1)] 2 [x[G(i5 , x) + G(õ + 2, x)] + [1 — 2x]G( + 1, 	— 	G(5 — 1, x)]2}(4.30) 
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FIG. 4.5 - Graphique de (A.HD )2  1w2  en fonction de i5 et x pour À = 8, II-1= 40. 

où 

1 71 2  
f(171) = 	

+ 171
2
) 

• (4.31) 

2 Les figures 4.5 et 4.6 donnent le comportement de (1HD)_/w2  lorsque Ir' = 40 et 

on constate aisément la similarité avec les figures 4.1 et 4.2. 

D'autre part, un calcul simple nous permet d'écrire la valeur moyenne de fi jc dans 

l'état super-cohérent l'O+ donné par l'équation (4.21), cela donne: 

+ MfLicki))+  = w (012  + 1) (u) -2  w°) . 	 (4.32) 

De la même façon, on peut calculer la valeur moyenne de l'énergie dans l'état super-

cohérent le)-  donné par l'équation (4.22), on obtient: 

leify jab)_ (w+wo)  (1712-  
2 	l'i-1 2 +1) .  

(4.33) 

Les deux valeurs moyennes (4.32) et (4.33), ne dépendent donc pas de la constante de 

couplage K. 
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FIG. 4.6 — Graphique de (3,11D )2  1w2  pour la résonance exacte ( -4 = 0) lorsque H = 40. 

Le calcul des dispersions s'avère plus laborieux, mais direct. Pour ce faire, écrivons 

Ibc sous la forme: 

± 
	

(4.34) 

avec 

fis = w I( 	4- 	w033 	et 	fir  = 	 j_ â 	. 	(4.35) 

Dans cette dernière expression fis , lorsque wo  = —w, correspond à l'hamiltonien de 

l'oscillateur harmonique supersymétrique et îi1  tient compte de l'interaction du fermion 

avec le champ magnétique. 

À l'aide de l'équation (4.34), la dispersion de .fijc dans un état quelconque le) 

s'écrit: 

(AfiJc)2  = (Afis)2  + (Afiar) 2  + [(( fisfli + l'Us)) — 2(fis) 	. 	(4.36) 
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Il est alors aisé de trouver la dispersion de fi jc  dans l'état supercohérent Fo+ car 

on a: 

(+3f,  jc)2 w21$12 ± k2(01 2 ± 1).  

Dans l'état le)-, les calculs donnent: 

3 2 	_21 	(11. 	31T12 	( 	17 1 	) 2  

IFji 	1 	1T12  ) 	1 71 2  
firs) 

	2  (-Atm2 = (012 ± (12+'71,1 1 2)) 
et 

(4.37) 

„ 

—0/2'  
(4.38) 

(4.39) 

( 2 ±Te2).  
(4.40) 

) cos(2ço — e). (4.41) 

	

[((fiser + 	s)) — 2(11' s) (fi 1)] 
_ (:+2w1:12)  

En écrivant T3 = ISleiv et 1-  = Irleie, nous obtenons: 

	

[((f/S111" -[://f/S)) 	2(ftS) (ft1)] = —4WK1,812 	IT1  2  
(1 + 	) 

Afin de comparer ces résultats avec ceux de la section précédente, exprimons-les en 

termes des variables x, 5 et 3. Cela donne: 

(+31)-JC) 2  = W2{X (ag 1.)À2}, 
	 (4.42) 

(-3f/JC) 2  = w2  {x (1 + 31712  
+ 1712  

/ 	\ 
2 	 in/2\2 

+ IT12 ) YL ew°A°  ) 
(4.43) 

+  21712  ) 
(1 ± 1r12)) 45tx( 1+1r12) 

171 	 ) cos(2ço — e)}, 
(  

OÙ E„0  = 1 Si Wo > w et ewo  = —1 si wo  < w. 
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Dans l'expression (4.43), on observe un comportement linéaire en x et quadratique 

en À lorsque 25 = 0 et linéaire en x et quadratique en 	lorsque la valeur de À est fixée. 

Ce comportement est plus simple que celui donné en (4.19). De plus, (-3. kic)
2 
 /w2  

présente des minima en À et SI 

4.3 Valeurs moyennes et dispersions de fljc dans 
les états comprimés 

Dans la représentation j = les états comprimés normalisés associés aux opérateurs 

de super-position .f( et de super-impulsion P, que nous avons étudiés dans le chapitre 

3 (voir équation (3.55) avec ti -= 1), sont donnés par: 

1+å 	
X 

(x) eXP 	COSh(1X1) êtt ) [10; +) 	I'LIT  81/2  e4  10; — )1 	(4.44) 

où Š(x) est l'opérateur unitaire 

avec 

et 

ât 2 	â2 \ 
exP 

—x tanh(lx1) = 
lx1 

~± _ _(1+  dé/ 

(4.45) 

(4.46) 

(4.47) 

Pour calculer les valeurs moyennes de iir jc  dans ces états, l'identité suivante va nous 

être utile: 

10>+ = 
exp [—Wel2  cosh2 (IXD1 

.̀s t(x)âÊ(x)) = 	cosh(lx1) + 	sinh(lx1) at) , 	 (4.48) 
IXI 
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qu'il est facile de démontrer en séparant l'opérateur unitaire Š(x) de la manière habi-

tuelle. On se sert aussi du fait que la valeur moyenne de fijc dans les états 11P)±  est 

donnée par: 

-±(oifisio)±+±(Imiiile)±, 	 (4.49) 

en séparant Ibo  comme en (4.34). Après quelques calculs, nous trouvons: 

±(`011Liskb)±  = w{sinh2(IXD 	l2l cosh2(17d) (cosh2(1x1) + sinh2(1)(1)) - 

1 	wo  1 -  (ei4e2  er)sinhaxl) cosh3(1x1) + -} + 	) 	(4.50) 2 	2 	1 + 6 

et 

±(eltii i0)± = '£1611:82  { 	e-i0/2 e + bei0/27e1 cosh2(lxl) - r 

[ I'Ll e-"95/27-e + 1:1-l ei4/2 ] sinh(lxi)cosh(lX1)}. 	(4.51) 

En insérant (4.47) dans (4.50) et (4.51) et en tenant compte de (4.46), on peut 

expliciter davantage la nature réelle des valeurs moyennes, à savoir: 

lw  (1 - 6)  ± 	 
±(0111s10) 	2 ° 	± 6 	(1 - 62 )2 x  

64) 1_ 	_ 5)2c51/2 1 ,7_ 1  [51/217 i f 201  (cos (_2) 
 1-6cos (°±2 2( ))1 + 

le12  [ci+ Pm. + 82  ± 26 cos 0) - 26 (cos( 0 - 2(p) + 62  cos( 0 + 2(p) + 26 cos(2))1} 

(4.52) 

et 
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(eiffile = 	2k81/2  (1 + 6)(1 — 52 ) 

ISI [cos (° ± 	- 26) 25 sin 3° 
 2
- 2e  sin cp (52  cos 	 2 	 2 

61  /2 17-1(1 - (5) cos( 0 - E)}. (4.53) 

Pour les valeurs permises de ô, c'est-à dire 0 < õ < 1, ces expressions sont bien 

définies. Dans la limite d 1-> 0, les valeurs moyennes ±('011-1b)+ 1-> 0 et les valeurs 

moyennes ±(01f1s10}±  tendent vers la valeur moyenne de fijc dans l'état super-cohérent 

10)± donné par l'équation (4.32). On a, par contre, perdu -(01/1jcle)-, car dans le 

processus du passage à la limite, on peut juste récupérer l'état super-cohérent le)+. 
Le calcul de la dispersion de l'hamiltonien fi jc dans les états comprimés 10)±  donnés 

par l'équation (4.44) est nettement plus compliqué que dans le cas des états super-

cohérents mais en procède de façon similaire, pour obtenir: 

2 	efin2 2112  

	

0 	 ± 	 X 
(1 +8)2 	(1 - (52 )2  

{
28

2 
± 

(1 - (5)3 
 [(51712  ± 20117151/2  (cos ( çb -24) + d cos (° +2))] 

 + (1 + (5) 	 2 

1/M 2  
1 - 52) [(1 + (5

2  + 28 cos 0) ((1 + (52 )2  + 482) - (  

46(1 + 52 ) (cos(0 - 2(p) + 82  cos( 0 + 2(p) + 	cos(2(,o))] }, (4.54) 

/Ç2  
(±311/)

2 
 = 

(1 - 52)2 
{(i - 5 + 52 )(1 - 52 ) + 

(1  _ 6)261/217 _1 [6 i/2171  201( 	(  2 21  + cos ( 15 	+2(P )) .1 + 012  x c os °1  
\ 2 j 

[(1 - 6)2(1 + 62  + 26 cos 0) + 48 (sin 
(çb — 2(p 	6sin  (0 +2))2] 	46  

2 	 2 	(1 + 5)2  

pi [cos ( 0 + 2Ç° 26)  2(5 sin 	
2 

(3°  -  2e ) sin c,o 52  COS ( çb  - 
2 
 - 2E  2 	 ±(4.55) 

2  
61/2 17-1(1 - 6) cos( 0 - E)] 

} 

(fi) = 
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FIG. 4.7 — Graphiques de la dispersion ((±A1-1)2 ) 1w2  en fonction de å et À pour 

et wo  = E = . 

et 

[((fisfir + 	— 2(fis) (fis)]± = ± 	2wå1/2 
(1 + 6)(1 — 62)2 	>< 

{ (1 — 6)3  cos(0 — 	(cos ( 95 	2 2Y) + 6 cos ( 	± 2(P) ) RF 171(51/21 1_ 
2 

	

(1 + 6)3  sin(0 — e) 	(sin ((t)  
2

2(i)  sin  +21P  (4.56) 

Il faut remarquer que pour les valeurs permises de (5, ces expressions sont bien définies 

et des nombres réels > O. De plus, dans la limite 61--> 0, la dispersion de ii jc  dans les 

états comprimés lzi))± tend vers le résultat (4.37) comme attendu. 

La figure 4.7 montre le comportement ((+Af-142)/w2  en fonction de å et À pour 
= 	= 	T = 1,31 = „fi= 1 et wo  -= e = O. On constate le comportement para- 

bolique en À lorsque å = cte. Notamment, lorsque ò = 0, on observe le comportement 
prédit par l'équation (4.42). 
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FIG. 4.8 — Graphiques de la dispersion ((+ Afijc)2 )1w2  en fonction de l'angle 0 pour 

= 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 7-  = IT31 = -‘,5 = À = 1 et wo  = e = O. 

FIG. 4.9 — Graphiques de la dispersion ((+All jc )2 )1w2  en fonction des angles q5 pour 

go = U-, Ô = 0.5, 0.6, 0.7, T = 1 -/(51 = fi = À = 1 et wo  = e = O. 
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FIG. 4.10 — Graphiques de la dispersion ((± Alljc)2 )1w2  en fonction de l'angle çb pour 

= 	= 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 7 = IT31 	= À= 1 et w0  = e= 0. 

FIG. 4.11 — Graphiques de la dispersion ((± Afi jc)2 )1w2  en fonction des angles q pour 

= 	, 5 = 0.5, 0.6, 0.7, 7 = 	= •\/ = À = 1 et w0  = e = 0. 
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FIG. 4.12 — Graphiques de la dispersion ((+3.1bc) 2 )1w 2  en fonction de l'angle 0 pour 

cp = 0, .5 = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, a-  = ISI =- -V-ji = -.5t.  =- 1 et wo  = E = O. 

FIG. 4.13 — Graphiques de la dispersion ((± Afijc) 2 )1w 2  en fonction des angles 0 pour 

w = 0, å= 0.5, 0.6, 0.7, r= IT31= -fx-  = Â = 1 et w0  = c = O. 
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Les figures 4.8 à 4.13 donnent le comportement de ((+Aiijc)2) /w2  en fonction 

des angles 0 et cio pour des valeurs du paramètre S comprises entre 0.1 et 0.7. Au fur et 

à mesure que õ augmente, on observe une croissance plus rapide de la dispersion dans 

la région 	<< "i que dans la région < çb < 	lorsque cio = 7§r-. Par contre, c'est 

le contraire lorsque cp = 0. Par exemple, les minima de la dispersion lorsque ço = U, se 

trouvent approximativement à la valeur de l'angle 0 = 7r, comme le montrent les figures 

4.8 et 4.9. Ces minima se déplacent vers 0 = lorsque l'angle ça diminue et finalement, 

lorsque ço = 0 les minima de la dispersion se trouvent approximativement à la valeur 

de l'angle 0 = 0, comme le montrent les figures 4.12 et 4.13. 



Appendice A 

Recherche des états propres 
d'algèbre par la méthode des 
équations différentielles 

Nous présentons, dans cet appendice, une façon alternative de résoudre les équations 

aux valeurs propres qui permettent de générer les états propres considérés dans les 

chapitres 1, 2 et 3. On commence par rappeler la représentation de Fock-Bargmann 

des états quantiques de l'oscillateur harmonique et la résolution des états cohérents et 

comprimés associés. Nous allons ensuite discuter la résolution des états propres d'algèbre 

basée sur h(1) e su(2) de deux façons différentes. Dans un premier temps, en mettant 

en évidence un système d'équations différentielles ordinaires et, dans un second temps, 

un système d'équations aux dérivées partielles. 

A.1 La représentation de Fock-Bargmann 

Soit x l'espace des fonctions analytiques f(), z E C, muni du produit scalaire 

(fi, h) = f fi(2)f 2(2)e'edz 
27ri V f1 f2 C X (A.1) 

où le domaine d'intégration comprend tout le plan complexe. En général, une fonc-

tion analytique f() quelconque peut s'exprimer comme une combinaison linéaire des 

fonctions ço„(i) = 	; n = 0, 1, 2, ... , satisfaisant 

vm) 	çon(2)(pm(2)e_iz didz 
c 	 27ri 	77" (A.2) 
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c'est-à-dire 
co 	 oo 	-n z 

	

0 "1 	
(A.3) 

n=0 	n= 77! 
Si on exprime l'état If) comme une combinaison linéaire des états propres ln) de l'ha-

miltonien de l'oscillateur harmonique standard, c'est-à-dire si 

If) = 	 fnln) 
n=0 

et que l'on définit les états cohérents 

oo 
IZ) = eât  = 	=ln) 	 (A.5) 

n=0 \/ -0. 

alors l'équation (A.3) représente la projection de l'état If) sur l'état z). L'action des 

opérateurs de création et d'annihilation â,f et â dans l'espace des fonctions analytiques 

est donné par 

d (*ln = f(), 	(*self) =f ( 2 ). 
dz 

(A.6) 

On se rappelle que les états cohérents et les états comprimés peuvent être obtenus 

en résolvant l'équation aux valeurs propres (1.27) qui peut encore s'écrire sous la forme: 

+ 71âtile)= 7/21o, 	 (A.7) 

où 7/1 = 6é0  et 172 = 5 (1+ de). En projetant les deux membres de cette équation sur 

l'état lz) et en utilisant les relations (A.6), on obtient l'équation différentielle: 

+ 7712) 0(2) = 7 /2'«2 ). 	 (A.8) 

Une solution normalisable de cette équation est donnée par 

0(2;  d, 0 , ,6) = 0(0) exp (7722 — 	, 	 (A.9) 

avec 0 < õ < 1. En vertu de (A.1), la normalisation se calcule comme suit: 

(e; (5, 95, file; 6,o, e) = Le(2; ô, çb, ß)(2;me-"dzdz = 27ri 
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10(0)12 	exp (fie — 7122) exp (77,2z  - 	-2) e_'-z didz  
2 	 — 27i 

(A.10) 

On complète d'abord le carré par rapport à la variable z et on résout l'intégrale 

gaussienne qui en résulte. Ensuite, on fait de même avec 2, ce qui donne finalement: 

(17721 2  — Re(r-hrg)  
= le("2 \ 1— 177112 exp 1  — 177112 	) 

(A.11) 

En exigeant que la norme de l'état '0(z; 6, 0, /3) soit égal à 1, on obtient l'état normalisé 

e(2; (5, 0, 0) 	177112) 1/4 ex,,  ( 1 [177212 	—Re(i)1\  
— 17/112 

777 	exp  (772.2.— ?712))  . (A.12) 
2 	1 	 2 

Cette dernière expression est en accord avec les résultats du chapitre 1, notamment, 

avec les équations (1.55) et (1.56). 

A.2 Résolution d'un système d'équation.s diffé-
rentielles ordinaires de premier ordre 

Dans le chapitre 3, nous avons résolu l'équation aux valeurs propres (3.31), en 

écrivant la solution sous la forme 

o. 
le) = E E c7,1n; Trt). 	 (A.13) 

m—j n=0 
Dans la représentation de Fock-Bargmann, la projection de 10) sur les états 1z; j, m) 

1z) 0 1j, m) peut s'écrire 

00 

(z; rnio) = 	(2) = E 	(2). 	 (A.14) 
n=0 
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C'est ainsi que si on projette (3.31) sur les états lz; j, m) et que l'on tient compte 

des relations: 

(z; j , mrett10) = 	 n(2), 	(z; j , miâle) = 

(z; 	m1j310) = m rçb.71; 	(z; j, 	= \/(j m+  1)(j ± m) 
(A.15)  

on peut transformer l'équation (3.31) en un système d'équations différentielles de pre-

mier ordre: 

(a_ 	± 	+ 0,a) 	[ß(i — m +1)(j + 	1,1),7 1(2) + 
(A.16)  

+ rn +1)(j - m) 	(2) + /33me?„(2)] = 

où m = —j,...,j. Pour résoudre ce système d'équations, on peut utiliser la méthode 

de diagonalisation des matrices. 

En effet, si on définit l'opérateur différentiel 

d 
L = 	— + a+z o3  - 

et que nous rassemblons les 	pour m = —j,...,j, dans le vecteur 

(A.17)  

f 

(A.18) T 

0'1-1 
\ 	I 

alors le système d'équations (A.16) correspond à: 

LW = —AT, 	 (A.19) 

avec la matrice A donnée par 



0 0 0 
0 0 /(2 j _1)2/3+  

(_.; ± 2)03  \/(2i _ 2)3,8+  0 

° . 
V1(2j — 2)30_ (j — 2)ß3  ,V(2j — 1)2,8+  o 

o ./(2.i _1)20_ (j _ 1)/83  ,v2i,3+  

o 
0 

Ai  j+1 
i  A 0 0 -j+2  

0 0 0 Aij-2 0 
0 0 
0 0 

(A.21) 

+ = E 	exp (13  — a3  — 	a -2)  2 
a_ 	2a_ 

z 
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— ifl3 	013+  
..vue_ (-j+1)ß3  

0 	,\/(2j — 1)20_ 
A= 	. . 	. . 

0 	0 
o o 
o o 

	

	o 	o 	077,3_ 	3)33 
(A.20) 

Si on trouve une matrice S qui diagonalise la matrice A, de telle sorte que la matrice 

D = S'AS soit donnée par 

alors le système d'équations peut se mettre sous la forme 

= 	, 	 (A.22) 

avec Ï = S-111/. Si a_ 0, de l'intégration directe de (A.22), on trouve que les fonctions 

m  sont données par 

	z, = 	(0) exp (13 a3 	z- 
2aa+_ 

-2) 	 (A.23) a_ 

où les 'J'AI:n (0) sont des constantes arbitraires. Donc les solutions de l'équation aux valeurs 

propres (A.19) sont 



95 

Pour résoudre (A.16), il suffit donc de calculer les valeurs propres et les vecteurs 

propres de la matrice A. Dans le cas non dégénéré, les valeurs propres Ai? sont données 

par 

Min  = m\140+0_ + ß2  = mb m= -j,• • •,3, (A.25) 

tandis que les composantes des vecteurs propres, pour m fixé, exprimées en termes des 

polynômes de Jacobi, correspondent à: 

Tri = 
+u)!U - u)!  b 	p7u-l-m,-u-m (3153) , 

)3+) 	24-u u. -j,... ,j, 	(A.26) 

lorsque )3_ 0, 3+  0 et 33  0 ou )3_ = 0, )3+  0 et )33  0 et 

Su m = 

 

(j + u)! 	1 	( p_ yu-m 

(j 	U)! (U - m)! 	03 ) 
m < u < j, —j < u < m, 

(A.27) 

lorsque )3_ 0, 3+  = 0 et )33  O. 

A.3 Résolution d'une équation différentielle aux 
dérivées partielles de premier ordre 

On se rappelle que les états cohérents standards de SU(2) sont donnés par 

lj, 	= (1+ 1(12)3 	(2./)! 	 (A.28) 
m=-j\ (j + m)!U - no!  

où 	= - tan(g)e. Ils sont normalisés mais ils ne sont pas orthogonaux car on a: 

(j,G1j,(2) = (1 + IC112)-2(1 +1(212)-3(1 +U2)2i• 
	(A.29) 

La résolution de l'identité s'écrit dans ce cas: 

j 
I 	E 	m)(j, 	= f 	()1j, () (j, (I où dbi(j, 	

2j ± 1 	<2  

= 7 (1+) 1(122  m=--j 
(A.30) 
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Pour un état 14.) = 	Cm1j, rra) donné dans l'espace de Hilbert, on peut alors 

construire une fonction analytique -(4(") de la forme 

1 2 )3  + 	u, (PD) = 
m=-j 

(2j)! 
2±7n (./ + m)!(j — m)! (. (A.31) 

De cette façon, l'état 1(D) peut être développé dans la base des états cohérents standards 

de SU(2): 

1 4.) =() (1  + (2)j,().1  Jc (A.3 2 ) 

L'action des opérateurs j+ , 	j3  dans l'espace des fonctions analytiques 0-((--) est 

donnée par: 

d 
(1j+r) = (--2C 	+ 2.g) 

(A . 33) 

(IL  

(i,( j31.*) = 

(A.34)  

(A.35)  

où on a défini 	= (1 +1(12)4). 

On peut aussi transformer l'équation aux valeurs propres (3.31) en une équation aux 

dérivées partielles. Pour ce faire, nous définissons 1z; j, (") = 1z) 01j, () comme étant le 

produit direct entre les états cohérents de l'oscillateur harmonique standard 1z) et les 

états cohérents standard de SU(2) que l'on note 1j, (). 

Revenons, à présent, à l'équation (3.31) et agissons avec l'état 1z; j, () à gauche sur 

les deux membres de l'équation. En tenant compte des relations (A.15) et (A.35), nous 

obtenons l'équation aux dérivées partielles suivante: 

+ 2..7()1-P-  + )3+/-4 +)33 	= 	(A.36 ) 52 	 a( 	a( 	a( 



avec 

=-• (z; (W), 	117))= (1 +1(12)-3 ). 
	 (A.37) 
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La résolution de l'équation (A.36) peut se faire en utilisant, par exemple, la méthode 

de Monge [CH 62]. Cette méthode consiste à trouver les équations caractéristiques et à 

bien poser les conditions initiales le long d'une courbe non caractéristique. 

	

Si nous définissons p = g et q = 	l'équation (A.36) peut se mettre sous la 

forme 

	

Fg 	q) = 0 	 (A.38) 

et les équations caractéristiques sont données par: 

d2 _ OF cl- —QF 	, OF n eF 
dr — Op 5  dT 	aq 	dr — 81) 	8q 

(A.39) e 	_( ODF2 	 qe,), 

où on suppose que z, p, q et 'j) dépendent des paramètres s et r. Les conditions initiales, 

pour 7 = 0, le long d'une courbe non caractéristique doivent satisfaire: 

di d( c4-1) F (i(s , 0) , ((s , 0) , (s , 0) , p(s , 0) , q(s , 0)) = 0; 	1)—ds +q- = -ds • 	(A.40) 

De plus, pour assurer l'inversion des variables, elles doivent être choisies de telle sorte 

que 

det 

- Commençons par prendre le cas 

82 	82 
OS 	8T p_ç 
aS 	8T 

particulier 

0. 

a+  = 0 , )3+  

(A.41) 

= 0 et )33  -=- 0 et écrivons 

= fi — a3. Avec ces restrictions, l'équation (A.36) devient 

F(2, C, P, p,  g) =ce—p — ( 2 ß_q (2j,6_( - 	= o. 
	(A.42) 
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Les équations caractéristiques sont, dans ce cas: 

(12 	a 	_ _72 p 
dr — 	dr — s 	 dr 	 sb-b, 

(A.43)  
(dIET =—p(2i,3_-- /à), 	= (q[i3+ 2,841  - i)1 2./P4-b) • 

La résolution des équations (A.43) pour 2(s, 	, ((s, y) et (s, r) est aisée et 

donne: 

2(s, 	= 	+ 2(s, 0), 	((s,7- ) = 1+ ,( (s's°2 ) 	, 

=1-4(s,0)(1-1- ,81((s,0)7- ) 23eST. 

Un bon choix des conditions initiales correspond à: 

(A.44)  

((s,o) =1, 2(s, 0) = s, 	(s, O) exp (—s) (s - 	' 
	(A.45) 

lorsque m = -j, 	, j. En effet, avec le choix (A.45) et en vertu de l'inversion des 

équations (A.44), on obtient l'ensemble des solutions indépendantes de l'équation 

(A.42), à savoir: 

() = exp r±i) (2 - (1- 	m((-)2i 	= 	• • • 	(A.46) 
a- 	fi-( 

En fait, ce sont exactement celles trouvées par la méthode de l'algèbre des opérateurs. 

Pour avoir la correspondance, il suffit de projeter les états 10)-1m, donnés par 

l'équation (3.12) (avec les changements = 	et ij 1-> 	 ), sur les états lz; j, () 

et les comparer avec (1 +1(12 )i (2, 

- Pour le cas général b = ,14,3+ ,3_+ 	0, on peut trouver un ensemble de so- 

lutions indépendantes de l'équation (A.36) en utilisant la méthode de séparation 

des variables. Ces solutions correspondent à un choix spécial des conditions ini-

tiales lorsqu'on utilise la méthode de Monge. En effet, supposons que la solution 

de l'équation aux valeurs propres (A.36) soit de la forme: 

= 	 (A.47) 
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Alors, en insérant (A.47) dans (A.36), on obtient deux équations différentielles 

ordinaires de premier ordre découplées: 

où 

a J-t-d + 	 O ' 

0 
[fi+ + 03( — ß 2 ] 2  + [W—C — je 3 —  r2]02 = 

(A.48) 

ri + r2 = P. 	 (A.49) 

Les solutions sont données par 

01(2) = 01(0) exp (,,_a 2" el  i2) , 

(¢2(() = N2(1 - ()i+m  (1 - -r+CY m  , 	 (A.50) 

avec 

2,3_ 
7± = 	 

/33 b' 

On en déduit que: 

F2  = mb, 	F1  = ß — mb, 	m = 	• • • 	(A.51) 

1-P,•?;,(i,() = Cte. x 

Íß 	—mb — a3  exp 	 2 	i2  (1 — 	i+m  (1  Te m " a_ 	2a_ 
(A.52) 

ce qui correspond à l'ensemble des solutions trouvées en utilisant l'algèbre des 

opérateurs. Si on veut établir la correspondance exacte, on doit à nouveau projeter 

les états 10);;„ donnés par l'équation (3.34), sur les états lz; j, () et les comparer 

avec (1 ± 1(12)(2, () . 

Le fait que 02 K) soit un polynôme en normalisable et analytique dans tout le 

plan détermine les valeurs admissibles de )3 et de 112  [Br 97]. Si b 0, il existe 



(-(s'1.)  = 	— r_Ci(s)e-br'  
— T+((8,  CI)  (S) = 1 	 (s, 0)  

1— ci(s)e— br 
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(2j ± 1) états propres avec un spectre symétrique F2 = —ib, ( — j 1)b, • • • 	— 

1)b, jb. 

- Si nous résolvons le cas général en utilisant la méthode de Monge, nous trouvons 

les équations caractéristiques suivantes: 

ce= p++,63.(—)3_(2], 

= [fi +i,63 — 2Jo_c — 	— ct-FibdT 	 b, 

= --- [a+'ç~b +P(a+2  + o3 + 	— 	,6 )], dr  

dT = —Re3  — 20_()q ± 2j /3_b q(a+2 a3 ± 2jß_( — j — 0)]. 

La résolution des équations (A.53) pour i(s, 7- ) , (s, 7) et ii)(8,7- ) donne 

(A.53) 

2(s,r) = ce_r i(s, 0), 

(A.54) 
r) = (s, 0) exp  ([0+ + jß3 a3 — 	0)]r 	2

a_ 
72) 

2  j 0_) 
b7-4_ 	7-+ — r_Ci(s)e- 

2j — r_Ci(s) 

Le choix des conditions initiales: 

exp ((—&-/-) 
br  

((s, 0) = 1, 	2(s, 0) = s, 

(s, 0) = exp (fi — mb — a35 a+ s2 	 ji+m(1 — r+) .1 -m a_ 	2a_ 

lorsque m = — j,...,j, nous donne, en fait, les solutions (A.52). 

(A.55) 



Appendice B 

Les polynômes de Jacobi 

Si on se donne trois fonctions continues p(x), q(x) et p(x) sur un intervalle fermé 

borné [a, b], vérifiant p(x) > 0 de classe Cl et p(x) > 0, on veut résoudre le problème 

aux valeurs propres et fonctions propres suivant: 

1 
 

p(x) 	(\P())(13(x)  ddx) q(x)]µ(x) = 

avec les conditions aux bords de l'intervalle: 

aop(a) + ai c(lea) = 0, 	lao' + lad > 0, 

dit bo p(b) + b1 —dx (b) = 0, 	Pol + Ibi l > 0, 

ou encore: 

p(a) = p(b) = 0, 	p, est régulière sur [a, b]. 	 (B.3) 

La recherche des nombres À et des fonctions p(x) non identiquement nulles, solu-

tions de (B.1), vérifiant les conditions (B.2) ou (B.3), s'appelle un problème régulier 

de Sturm-Liouville. Le théorème de Sturm-Liouville [Lu 69] affirme que les polynômes 

orthogonaux de degré n sont des solutions du problème de Sturm-Liouville avec les 

conditions (B.3). C'est le cas, par exemple, des polynômes de Jacobi dont nous allons 

donner les propriétés ici. 

(B.1)  

(B.2)  
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Les polynômes de Jacobi vérifient l'équation (B.1) lorsqu'on se restreint à l'intervalle 

[a, b] = [-1, 1] et qu'on choisit 

p(x) = (1 — 	(1 + x)' 	avec 	c> —1,ß > —1. 	(B.4) 

L'intervalle [a, b] et la fonction p(x) fixés, la fonction p(x) prend la forme 

p(x) = (1 — x2 )(1 — 	(1 + x)8 	 (B.5) 

C'est ainsi qu'on peut démontrer que les polynômes de Jacobi de degré n, notés 

P 8(x), satisfont l'équation aux valeurs propres 

d 2  
(1 — x2 ) w p:- 8  (x) + [(3 — ce) — (a + 	4/1 + 2):6  (x) = 

avec 

An  =—n(n+o1+0+1). 	 (B.7) 

La formule de Rodriguez [Ca 77]: 

1P(x) = (2.1n)In  (1 4' (1 + 	cdn  [(1 — 	(1 + x)(1 — x2 )1 , 	(B.8) 

nous donne la forme explicite des polynômes de Jacobi satisfaisant l'équation (B.6). En 

utilisant la règle de dérivation de Leibniz, on trouve 

n  la+ n\ — n\ 
1313 (x) 	E 	k )7‘i — k) (x  1

)n-k (1 + X)k  . 

Par exemple, les polynômes de Jacobi de degré 0, 1 et 2 sont donnés par: 

(B.9)  

P 8(x) = 1, 	P(x) = [(a — e)  + (a + + 2)x] , 

(B.10)  

(B.6) 

P 8(x) = 1 { [(a — 0)2  — (a + ß + 4)] + 

2(oz — te)(a -F i3+3)x+ ± fi + 3)(a + ß  + 4)x2}. 
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FIG. B.1 — Graphique des polynômes de Jacobi 1321'2(x), p31,2 x. ) et 13,11 2(x) pour lx1 < 1. 

La figure B.1 montre les graphes des polynômes de Jacobi P21,2 (x), p31,2(x) et P41'2(x) 

dans l'intervalle [-1, 1]. Nous pouvons observer que le nombre de zéros d'un polynôme 

de Jacobi de degré n est égal à n, ce qui nous dit qu'au fur et à mesure que le degré du 

polynôme augmente le comportement de celui-ci devient plus oscillatoire. 

Les coefficients binomiaux satisfaisant la relation: 

s = 	
—1 

1)
(1 — s + 1), 	 (B.11) 

on peut démontrer que: 

  

(B.12)  dx 	 2 

et, par récurrence sur m, que 

  

dm 	 pna,s (x) 	((n 	+ +1), rn)  
dxm 	 27n 

La notation (a, b) signifie: 

(B.13)  

(a,b) = 	+ 1)(a + 2) • • • (a + b — 2)(a + b — 	 (B.14) 
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À l'aide de la formule de Rodriguez, on peut démontrer que les polynômes de Jacobi 

satisfont les relations d'orthogonalité suivantes: 

L
it 

1 (1 — 	(1 ± x)/ P:'13  (x)P,`;','S (x) dx = hn (5n m, 	(B.15) 

avec hn, donné par 

2 (a+0+1) 	1.'(n + a + 1)r(n + + 1)  
(B.16) hn 	m! r(n + ce + ± 1)(2n + + + 1) 

Si on suppose qu'une fonction f(x) peut être développée en série de polynômes de 

Jacobi, de la façon suivante: 

00 
f (x) = E c„P(x), 	 (B.17) 

n=0 

comme c'est le cas des fonctions analytiques dans l'intervalle lx1 < 1 ou bien des fonc-

tions continues par morceaux dans lx1 < 1 avec des dérivées continues, alors on peut 

utiliser les relations d'orthogonalité (B.15) pour déterminer les coefficients cn. Ces co-

efficients sont alors donnés par: 

en  = —1  f
1 
 (1 — 	(1 + x)S 	(x) f (x) dx. 	 (B.18) hn  - 

Nous sommes intéressés, à présent, à examiner le lien entre les polynômes de Jacobi 

et les polynômes de Legendre associés genéralisés. Pour ce faire, écrivons les polynômes 

de Jacobi sous la forme 

	

p7c,o(x) = (1 — 4—'2 (1 + 	 (B.19) 

en termes d'une fonction .1.na ,.8(x) que nous voulons déterminer. En insérant (B.19) dans 

(B.6), on trouve que les fonctions q)ce'ß(x) satisfont les équations 

[(1 — x2 ) cic 1  Ce (x)1 + 	+ \ 	+ ± 2 
ß+aß)1 

\ 2 	2  

(B.20) 
2 

(1 _ x2) ( [(ce (j )2] [(212  (I )2] x*e(x)  = 0. 



105 

Si nous nous restreignons au cas où a = m — k, ß = m+ k et n = / — m avec m,k 

et / des entiers, alors (B.20) devient 

CU[
d 	d 	 (m2  — k2 ) 2mkx „ 

1—X2 ) ci,lr_e_;: 	(X)] ± [W14) 
(1—x2) +(1 _ x2)] 	k  X) = 0. (B.21) 

: ( 

Les polynômes satisfaisant cette équation, écrits sous la forme: 

im—k 
411  k(X) = 	2711 

(1 — m)! (1 + m)! vn_k,m+k 
(1 — k)! (1 	k)! 

(B.22)  

sont, en fait, les éléments de matrice de la représentation irréductible T1  (g) du groupe 

SU(2) [Vi 68]. Ces polynômes sont donnés par: 

i(m—k) 
Pmi  

(1 — m )! (1 _ k)!  
± X)(m+k)/2  (1 — x)rn—k)/2 x 

k ( X ) = 	2m\ (1  + In)! (l 	k)! (1  

(B.23)  
(-1)8 (l±m±s)! 	(1—x 8  

szzi)  s! (m — k s)! (1 — m — s)! 	2 ) 

De plus, pour k = 0, (B.21) est l'équation pour les polynômes de Legendre associés, 

Pr(x), à savoir: 

d d 
— x 2) -( x )] + 1) 	

m2 
X) = 

1—m  ( 	
O. 	(B.24) [1(1 + 

— X2) 

On a alors: 

Vill'mm(x) 	Pin(x) = (-1)m(1 dm  /3/ ( x — x2 )m/2  
dxm 	\ 	

(B.25) 

où ,Pi (x) sont les polynômes de Legendre usuels qui sont donnés par: 

131(x)  == 
, 

21  1! 	dx11 	
x2\1 

(B.26) 

C'est ainsi qu'en comparant les équations (B.19) et (B.22), on trouve que: 

prm—k,M+k 	= ()k-77127n 

 

(1 — k)! (1 + k)!  
(1 — m)! (1 ± m)!

(1 — x)(k-m)/2  (1 X)—(k+m)/24,1  k (X), 

(B.27) 



pi m  rri —k,rn+k ( x ) .= ( l — k)! (-1)3  (1+ m +  s)! 	(1 — x 8  
!(m — k ± s)! (1 — m — s)! 	2 ) * (1 + nt)! , 

(B.28) 

ou encore, si on insère (B.23) dans cette dernière équation, on obtient finalement: 
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Appendice C 

Valeurs moyennes des opérateurs 
J+, J_ et J3 dans les états propres 
d'algèbre associés à su(2) 

Nous calculons, dans cet appendice, les valeurs moyennes des opérateurs 4, J_ et 

J3 dont nous avons fait référence dans les chapitres 2 et 3. La méthode que nous allons 

utiliser est basée entièrement sur l'algèbre des opérateurs ordonnés. Cette technique 

nous permettra de calculer à partir des mêmes expressions autant la valeur moyenne 

de l'opérateur j3 que celle des opérateurs .r+  et 4. Il faut remarquer qu'avec les ex-

pressions trouvées par C. Brif [Br 97], on peut seulement calculer facilement les va-

leurs moyennes des puissances entières de l'opérateur J3. De plus, le calcul des valeurs 

moyennes des opérateurs 4 et J_ s'avère plus compliqué, sinon impossible, dû au fait 

que ces expressions sont nettement symétrisées par rapport à l'indice m. Nous utilise-

rons une deuxième méthode pour calculer la valeur moyenne de J3 encore basée sur 

l'algèbre des opérateurs ordonnés, mais cette-fois-ci nous ferons référence au concept 

de représentation d'un groupe pour simplifier les expressions. Nous aboutirons de cette 

façon à la généralisation des résultats du chapitre 1, notamment, les équations (1.103) 

et (1.106) ainsi que les résultats apparus dans [Gi 94]. 

C.1 Valeurs moyennes des opérateurs J± , J_ et J3 

Pour calculer les valeurs moyennes des opérateurs 4, J_ et J3 dans les états 

(2.4), nous allons agir avec l'opérateur teff  , donné par l'équation (2.20), à la place 



p=o 

(C.3)  

(C.4)  

 

  

P0} 
(C.5)  
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de l'opérateur f. Dans le but d'obtenir une expression commune servant à calculer ces 

valeurs moyennes, on peut d'abord calculer les éléments de matrice suivants 

	

N(p) = (.1,mlee3+ e'L  ePi3  eal+ ê jij,m), 
	 (C. 1) 

avec 

1 ) 

2e_ 	(b —  )33 ) 	 )6+ a-- = 	 et 	 ß = — . 	
(C.2) 

b + ,83 	2)3+  

	

En effet, les valeurs moyennes des opérateurs î 	et et j_ dans les états (2.4) sont alors 

données respectivement par 

1m(elj3legi = ep-  [ln (n(P))] 

= 	[in (Mi(P))1 

et 

im 	j- 10)2m = 	[in (n(p))1 

Le calcul de n(p) peut être effectué comme suit: 

N (  p) 

= eMP(i,  M I eei+ 	 eceeP 	epe-P j_ 

= emp mleal+  eckeP [4-2à:13-a2 	erei+ ee-P] _ 

ãlal2e  
= emP(j ,  mleaj+ e (i+apeiP2e)  4 e-21.(1-Hai 2eP) /3 e  (i+lai2e) ep+fie-P1 j- 1j, in) 

2 	—2m 	faeP+B(1-1-1a12eP)] ; 

= emP  [1 ± lal 	(j, Traie 	( 1±ial EP ) erci-Oe-P(1i- lal 2eP)1(1+1a12eP)i-j, m). (C.6) 

La dernière égalité dans l'équation (C.6) correspond à: 

N(p) _ emp [1  ± 	(j + m)! 31f  jok  (j — m — k)!  (  (1 — Z (p) k  
m)! k=0 	 M — k)! k! k! 	2 	) ' 

(C.7) 
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avec 

Z(p) = 1 +2[aeP + P(1 + lal 2e)][à + ße-P(1 + 

En comparant la somme de l'équation (C.7) avec l'équation (B.28), on arrive à exprimer 

.N(p) en termes des polynômes de Jacobi, à savoir: 

N(P) = emP  [1  ± lal2eP1 2m  Pi°:Fin2,m  (Z(P)) • 
	 (C.9) 

En insérant (C.9) dans (C.3) et en tenant compte de l'équation (B.12), on trouve: 

 

ini(e1j3ie)i = in (1-  la121 (j - m+ 1 ) P.7=4-1  (Z( 0» aZ(P)  
m 	\1 + la12) 	2 	P39-i- m  (Z( 0 )) 	aP 

Z(0) = 1 + 	+(1 +1(11 2 )12  

  

 

P=0' 
(C.10)  

où 

 

et 

 

(C.11)  

aZ(p)  
ap 

   

p=0 
= 2 [1a12(1 + aß + 60) +1012(1a14  — 	• (C.12) 

  

En insérant (C.9) dans (C.4) et en tenant compte de l'équation (B.12), on trouve: 

où 

L(01J+Iip)i. = 	2ma (j  m  + 1) P3-27-n1+1  (Z(0 ))  aZ(°)  
1 + laj2 	2 	P394- rn  (Z(0)) 	Da 

(C.13) 

az (o)  = 
aa 	

2[(51+ p(1 +1a12 )1+ LIEE Re [fi 	+ 	+ 1 a1 2 ) )]. 	(C.14) 

En insérant (C.9) dans (C.5) et en tenant compte de l'équation (B.12), on trouve: 

im(oli 	= 2ma 	_ m  ± 1) pen1+1 (z (0)) az (0)  

m 	1 +lai 2 	2 	P39 	(Z(0)) 	où ' 
(C.15) 



et 

82 (o) _ 	2 	4 = —2 [là12(1 + 	a0)+ 	— i)]. 

La valeur moyenne de L s'écrit 

= 
	2m 	(j  u m  + 1)  19.7-2,77ni'Lli  (z(0)) 82(0)  
1 + 	2 	p39 ,2rnnl (2(0)) 	Oã 

p=0 
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où 

az(o)  
= 2[a +0(1 + 	+ 4a Re [0 (a+ e(1 + 

(9à 

Il faut remarquer que si nous étions partis de l'expression 

/S- (P) = 	e-&j+  ePj3  eàj.-  eS3+1,i, 

avec 

(C.16)  

(C.17)  

_213+ 	(b — ,a3 ) 
=  	 et 	 (C.18) b + 133 	2e_ 

et que nous avions suivi le même traitement, nous arriverions à exprimer Ñ(  p) sous 

la forme 

Ñ(p) = emP  [1 + lee-]2n1 	(19)) 

avec 

2(p) = 1 + 2[àe-P + 	+ im2e-P)][6 + seP(1 + »12e-P)]. 

La valeur moyenne de /3 prend alors la forme 

ini(01:1310g, = m (1 	- 	+ u - m  ± 1)  1111  (2(0))  02(p)  

	

1 + 	2 	p39,2: (2(0)) 	ap  

avec 

2(0) = + 2 là -I- -)j(1 	g12)12  

(C.19) 

(C.21)  

(C.22)  

(C.23)  

(C.24)  

P=05  
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où 

  

e(0)  = 	+ 	+1(112)] + ecRe p(& + 8(1 + là12))] (C.25)  

où 

Enfin, la valeur moyenne de 	admet l'expression 

4i(elj±lo)in, =  2m&  + (j m  ± 1) P1:2::±11  (2(o))  320:0  
1 ± là12 	2 	pj,2rrrni (2 (0) ) 	O.& 9 (C.26)  

   

4à Re [T3 ( + -,à(1 + là12))] (C.27)  

   

Ces dernières expressions pour les valeurs moyennes de j3, :i+  et L sont les mêmes 

que celles que nous avons trouvées plus haut mais avec un ordonnancement différent 

des variables. Le choix d'utiliser l'une ou l'autre dépendra du calcul à effectuer. Par 

exemple, si nous voulons calculer la valeur moyenne de j3 dans l'état 	il vaut 

mieux utiliser l'expression (C.10) car, dans ce cas, on sait que le terme contenant les 

polynômes de Jacobi s'annule tandis que si l'on ,veut calculer la valeur moyenne de :13 

dans l'état 10)-11:, pour une raison similaire, il vaut mieux utiliser l'expression (C.21). 

C.2 Valeur moyenne de J3 en fonction de l'angle 
et du paramètre q 

Dans cette section, nous présentons une autre façon de calculer la valeur moyenne 

de j3 dans les états FOL. En utilisant l'equation (2.4), on peut écrire 

jr;g1 	MI 14  :13 	m)  

ml 11  in) 
En décomposant f donné par l'équation (2.5), sous la forme: 

e-i9j2 ei033,  

l'équation (C.28) devient 

(C.28)  

(C.29)  
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(j3)im = 	ml eie2 	
ej2 

li) 172>  

(ilml eijj2 	3 	
— e-i0J2 l, m) • 

Si on écrit 

= 	= 
 (

10+1  
10-1) 

•alors l'équation (C.30) peut se résumer à 

(C.30)  

(C.31)  

= — 	ln ((j,mlei6j2 e-e3  e-iéj2  li,  m)) 
Oq 

À l'aide de la relation 

(C.32)  

 

6 Õ32 J3  6_i32 =cos à j3 — sin à :il , 	 (C.33) 

on réduit le problème de calculer la valeur moyenne de :13 au calcul suivant 

_ a 	 eq(si nâ Ji—cos j3) 	m))1 	(C.34) 

Le produit des opérateurs exponentiels dans cette dernière équation peut s'écrire 

sous la forme d'un seul opérateur exponentiel en exploitant conceptuellement les pro-

priétés données dans la section 1.4 concernant le produit des représentations. En effet, 

si on considère les paramétrisations des facteurs exponentiels des expressions ei(e-e)j2  

et eq(sin 	-633 ), 

et 

= cos (
—iq
-2 

on a 

— 
x1  = 0, 	x2  = sin 

(le) , 	y2  = 

- 

— 

2 	)
x 3  = 

cos U sin( 

[icefi • Y] 

0, 

—iq 

(C.35)  

(C.36)  

(C.37)  

2 

,Yi =sin 

[i( 	— '0)32] 

selon l'équation 

) 

-à sin 

exp 

y3  = 

écrire 

= exp 

Yo 

respectivement, alors 

exp 

0, 

(1.128), on peut 

{q(sin 	— cos à :7'3 )] 

2 	
), 

, 
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avec 

X0  = cos() = cosh .à/  cosh() 	X1 = n1  sin() = —i sin -67R  sinh(), 

a (C.38)  a 	 q X2 = n2  sin( —2 ) = 	sinh O cosh(-
2

), X3 = n3  sin( = i cos OR sinh(-
2

)
' 

où les ni  (i = 1, 2, 3) sont réels tels que nî + n + n = 1, a est un nombre imaginaire 

pur et 6R et Õrr  sont les parties réelle et imaginaire de Õ respectivement. 

L'opérateur exponentiel ei°71*3  peut se décomposer de la manière habituelle 

eicefij = exp ((l+ne+nn2 t)ini)  tanW j+) 

exp (2 ln [ 	
] 
j3) exp 

1 	( (1 + q)(n2  — Zr/1) 
cos(c) — in3 sin() 	 tan(2) L) 

2 (nî + q) 

(1+ n,)(n2  —  

	

exp 	 11  
(n+ 	

tan() J ) x 
î 	 2 

1  

	

j3) exp 
(1 + 	(n2  + 	tan( cE ) i+ exp (-2 ln [

cos( ) + in3 sin( ) •  (n+  n) 	 2 
(C.39)  

ou bien 

eicenj = exp 	tan( ci) 4) 
. . a  

exp 
( (1 + n )  (n2 — ini)  tan(-c—' 	

2 „ 

(n +n) 	
)[cos(-

2
) — zn3  sm(-2 )] J_ 	X 2 	2 

''21 	 2 

exp (2 ln [
cos( 	

1
— in3 sin  (D 

J3) 

exp 

( 	(1 + n) (n2  — in') 	ce exp 	
+ 	tan( —

2
) J_ 

a 2  ((1 + 4)(n2  + in') 	
2)[ 	

a 
(n+ 	tan(cos(—) in3 sin( —)] 

)

î 	 2 	2 	2 

n exp (--,.. 9  1 	
1  

cos(f)+in3sin(U.) 

(C.40) 



C'est ainsi qu'en utilisant l'équation (1.101), on trouve 

	

(j, m exp 	J)1j,m) = [cos() - ien3 sin( i«)]-2' 

(j + em)!  jr` 	. 	
U/ 

(j — 	+ n)! 	(1 ± 4)2 	
2 	

a  2 
tan (2) [COS() — ien3sin(-

2
)] 

(./ 	em)! 	( 3  + E — fl)!n! 	1.(4 + 	2 	2 
(C41) 

où E = +1. 

Si on identifie 

	

(1 ± 4)2 	 a 2  
Z(E) = 1 2 tan2() [cos (2) - kr/3  sin (-

2
)] , 	(C.42) (4 + 	2 	2 

on peut exprimer la somme dans (C.41) en termes des polynômes de Jacobi, 

a 	 —2rne 0 —2e (j, 77/1 eXp (iaii, • j) 	m) = [cos( -2  ) - ien3  sin(-2 )] 	(Z (6). 	(C.43) 

À l'aide des équations (C.38), on peut revenir aux variables originales, ce qui donne 

?n i 	eq(sin j —cos j3) f m ) 

[cosh à/  cosh(1) + € cos àR  sinh(1)] 2em j-l-ern(Z(C)) 2 	 2 
avec maintenant, 

(C.44) 

Z (e) = 1 + 2 
[sinh2  à/  + sinh2 W(cosh2  à/  + c0s2  9R )]2  [cosh Oi  + e cos àR  tanh(/)]2  2  

COSh2  â [sinh2  Õ1  + sinh2()(cosh2  à/  - cos2  àR)] 
(C.45)  

La valeur moyenne de .f3  s'obtient de l'équation (C.34), en utilisant la règle de 

dérivation des polynômes de Jacobi (1.104) 

[cosh sinh() + E cos àR  cosh()] 	(j - cm + 1)  Pl-'Fle-m2-erin(Z(E))  a Z (e)  
(13)inl = 	

[cosh cosh 	e cos sinh()] 	2 	P39-re7277(ZW) aq 
(C.46)  
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Ceci représente le même résultat que ceux donnés par les équations (C.10) et (C.21), sauf 

que cette-fois-ci nous avons réussi à tout exprimer en fonction de la variable angulaire 

et du paramètre q = ln (M). 
Donnons pour terminer quelques relations afin de mettre en évidence quelques cas 

particuliers qui recoupent des résultats obtenus par ailleurs. À partir de l'équation 

(2.14), on peut démontrer facilement que cos â = 	et que sin â = 2 \/3:-S-  , alors 

cos à = cos cosh -6 /  — jSinOSiflhOI  = 

sin à = sin cosh + i cos â.R  sinh ijr  — 	— 
b 	b 

En prenant la norme au carré de ces deux expressions et en utilisant des identités 

trigonométriques de base, on obtient les relations 

COSh2 	C0S2 	= (1b12+1ß312)  
1bl 	5  

	

cosh2 	— cos2  R 	
4  1,8 1 IP 1  

lb12  

d'où on déduit que 

c0sh2  Õ1  — [1 b12-43312 +4,10+11,8-11  21b1 

	

cos2 6R 	[1b12 +18312  —  418+1141. 
211)12  

D'autre part, de la première relation en (C.47), on peut démontrer que 

- 2 	lb — )331 2  = 	 = (COSh 	- 2 11 — COS 01 	 — COS OR ) 
1b12 

et, de l'équation (2.12), en tenant compte de la définition de q, on a 

(C.48)  

(C.49)  

(C.50)  

(C.47) 

sinh(g) = am— lß-l)  
2 	2  \AP+110-1 

cosh( q) = (113+1+10-1)  
2 	2 \API-1 IP-1 

(C.51) 
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On est en mesure d'analyser quelques cas particuliers: 

- Si on calcule la valeur moyenne de 33 pour m = j, en utilisant la formule (C.46) 

avec e = —1, on obtient 

= 	[cosh( -0/) sinh() — cos(0"R) cosh()]  
[cosh( -à/) cosh() — cos(ijR) sinh()i 

qui, à l'aide des relations antérieures, donne: 

j3).;  _ i[ 41,3_12  - lb-031 21 	(1 — là12 	( 	2 
3 	[41)3-12  +1b — 0312] 3 	+ le) 	S+) 

(C.52)  

(C.53)  

c'est-à-dire, l'expression obtenue par C. Brif [Br 97] dans ce cas particulier. 

- De la même façon, si on calcule la valeur moyenne de 33 pour m = —j, en utilisant 

la formule (C.46) avec e = 1, on obtient 

[cosh(0-i) sinh() 	cos(àR) cosh()]  
= 	 (C.54) 

[cosh( -0/ ) cosh() 	cos(0-R) sinh()] 
ce qui donne un résultat analogue (obtenu par C. Brif également) au précédent: 

= 	[41 ,8+12  — lb-03121  _ _ . (1  - la12 	(1 	2 \ 
[410+12  + lb 0312] 	3 	± 10/12 ) — 

- Si on considère le cas 11301 = 1, c'est-à-dire q = 0, et -C,1  = 0 , alors ez(e)  

on obtient 

(C.55) 

= 
q=b«.1=0 

(j3 );Çi  = TT/ COS 6R. 	 (C.56) 

En particulier, pour les systèmes d'états cohérents généraux, le vecteur 13-  est donné 

par 0 = (sin cos 0, sin 0 sin 0, cos 0), d'où O± = sin 0 
2 	e±i0  , b 	1, q3 =1,0' = 0 et la 

valeur moyenne de 33 est donnée par 

(j3) -77.n.  = m cos 9. 	 (C.57) 



Conclusion 

Dans ce travail, nous avons étudié les états minimaux d'incertitude associés à 

des couples d'opérateurs hermitiens. Ces états, définis comme les états rendant 

minimale la relation d'incertitude générale de Shradinger-Robertson, s'obtiennent 

en solutionnant une équation aux valeurs propres. Dans le cas des opérateurs de 

moment angulaire :/1  et j2 , nous avons construit les états propres de Ji  + 	en 

utilisant la technique des opérateurs ordonnés. C'est ainsi que nous avons trouvé 

la forme explicite de l'opérateur qui, agissant directement sur les états j,  m), 

de la représentation irréductible Ti (g) de SU(2), donne les états cohérents et 

comprimés. Il faut remarquer que la forme explicite de cet opérateur n'était connue 

que partiellement, c'est-à-dire seulement pour des valeurs de A imaginaires pures. 

Nous avons, par la même technique, trouvé les états propres d'algèbre de l'algèbre 

de Lie su(2). Nous avons réussi à simplifier ce problème à la résolution d'une 

équation algébrique de deuxième degré. Nous avons ainsi obtenu la forme explicite 

de l'opérateur qui, agissant directement sur les états ij, m), donne comme résultat 

les états requis. Cela nous a permis de calculer de différentes façons la valeur 

moyenne de l'opérateur :13  dans ces états et de donner des expressions explicites 

similaires pour les valeurs moyennes des opérateurs d'échelle J±  qui n'avaient pas 

encore été calculées. Nous avons obtenu les états propres d'algèbre pour l'algèbre 

su(1, 1). La forme explicite des états propres d'algèbre de ces algèbres était déjà 

connue mais notre travail a permis de mettre en évidence les opérateurs en ques-

tion. 

Dans un cadre plus général, nous avons étudié les états cohérents et comprimés 

associés à des opérateurs hermitiens associés l'algèbre de Lie h(1) 69 su(2). Nous 
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avons interprété ces états comme les solutions d'une équation aux valeurs propres 

donnant les états propres d'algèbre. Nous avons trouvé les solutions de cette 

équation pour différentes valeurs des paramètres. En particulier, nous avons résolu 

complètement le problème de trouver les états propres de l'opérateur d'anni-

hilation super-symétrique, introduit par Aragone et Zipman, pour j arbitraire. 

Cela impliquait de connaître, pour tout j, les états super-cohérents associés aux 

opérateurs de super-position et de super-impulsion. De plus, nous avons obtenu les 

états comprimés associés à ces opérateurs. En outre, nous avons trouvé les états 

cohérents et comprimés, pour tout j, de ce que nous avons défini comme le système 

de l'oscillateur harmonique quantique déplacé généralisé. Notamment, nous avons 

explicité les résultats pour j = et nous avons établi les correspondances usuelles 

entre les états propres d'hamiltoniens iso-spectraux. 

Nous avons calculé les valeurs moyennes et les dispersions de l'hamiltonien de 

Jaynes-Cummings dans les états super-cohérents et comprimés. En vertu de la 

forme simple que nous avons donné à ces états, ces valeurs moyennes ont été 

obtenues de façon directe. 

Finalement, nous avons réussi à solutionner, par la méthode des équations différen-

tielles, les équations aux valeurs propres déterminant les états super-cohérents et 

comprimés ainsi que celles déterminant les états propres d'algèbre de l'algèbre 

h(1) su(2). Nous avons bien établi le lien entre cette dernière procédure et la 

méthode des opérateurs ordonnés. Les avantages et les inconvénients ont été mis 

en évidence. 
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