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Sommaire

L’objet de ce travail est d’étudier les états cohérents et comprimés, associés a des
couples d’opérateurs hermitiens engendrant une algebre de Lie déterminée. Ces états
sont définis comme les états rendant minimale la relation d’incertitude générale de
Schrédinger-Robertson. Plus précisément, ce travail met ’accent sur l'obtention des
états cohérents et comprimés associés aux algébres de Lie h(1), su(2) et h(1) ® su(2).
Ces algebres sont liés a des systemes physiques fondamentaux comme 'oscillateur har-
monique quantique, les systemes atomiques et l'oscillateur harmonique quantique su-
persymétrique respectivement.

Il existe au moins trois définitions, qui ne sont en général pas tout-a-fait équivalentes,
de ce qu’est un état cohérent. On peut les considérer comme des états propres d’un
opérateur d’annihilation donné ou comme des états résultant de ’application d’un
opérateur du type déplacement sur un état arbitraire d'une représentation d’une cer-
taine algebre ou encore comme des états minimaux d’incertitude. Ces trois définitions
ainsi que celle concernant les états comprimés a partir des états minimaux d’incertitude
ont été récemment rassemblées dans le concept d’états propres d’algébre associés & une
algebre de Lie déterminée.

Dans ce travail, nous construirons, en utilisant autant la technique des opérateurs
ordonnés que celle des équations différentielles, les états propres d’algebre des algébres
mentionnées plus haut. Notamment, dans le cas de 1’algébre h(1) & su(2), nous obtien-
drons des résultats importants concernant les états super-cohérents et comprimés de
I'oscillateur harmonique supersymétrique et ceux de, ce qu{ev nous appellerons, 1’oscilla-

teur harmonique déplacé généralisé.
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Introduction

Une fagon nouvelle de définir les états cohérents et comprimés associés & des
opérateurs hermitiens A et B, satisfaisant la relation de commutation [A,B] = iC,
est de dire que ce sont les états rendant minimale la relation d’incertitude générale de
Schrédinger-Robertson plutot que celle mieux connue de Heisenberg. Rappelons que

cette relation d’incertitude de Schrodinger-Robertson s’écrit:

" " ; L .
(A4 (AB) 2 7 (€ + (8)?),
ol (Afﬁl)2 = ((A — (A)?) représente la variance de 1’opérateur A et (F) = ({4, B}) -
(A)(B) est une mesure de la corrélation entre les opérateurs A et B. On trouve que les

états d’incertitude minimaux satisfont 1’équation aux valeurs propres:

[A4iAB)|) = Bl), ot AeC,A#0 et B=(A) +i\B).

Il faut noter que de tels états ont recu une attention toute particuliére au cours de ces
derniéres années ( [Pu 94, Tr 99]) et donnent de nouveaux résultats notamment dans
le cas ot 'opérateur C n’est pas un multiple de I’identité et peut donc étre tel que
(C) =0.

Dans un cadre plus général, nous sommes intéressés & trouver les états propres
d’algebre pour des opérateurs représentant les générateurs d’une algébre de Lie
déterminée. Ces états ont été définis par C. Brif [Br 97] comme étant les solutions

de 'équation aux valeurs propres

B-Zly) =Ty),

ol ﬁ = {B1, P2, ..., Bn} est un vecteur dont les n composantes sont complexes et les



composantes de Z = {Z1,2Zs,...,2Z,} représentent les générateurs de ’algeébre de
Lie de dimension n. Nous allons étudier des différentes méthodes de résolution de
cette équation pour les algeébres de Lie de Heisenberg-Weyl h(1), su(2) et su(l,1).
Notamment, nous allons analyser les avantages et les inconvénients de différentes
méthodes de résolution de telles équations aux valeurs propres. Ainsi, nous utiliserons,
par exemple, le développement de ’état propre dans des bases surcompletes d’états
cohérents standards et nous comparerons ces résultats a ceux obtenus grace a la tech-
nique des opérateurs ordonnés. Nous considérerons aussi la somme directe h(1) @ su(2),
en profitant des résultats obtenus pour les algébres h(1) et su(2) prises séparément.

Dans le chapitre 1, nous étudierons les états cohérents et comprimés associés a
I'oscillateur harmonique quantique standard. Ceux-ci correspondent & des états propres
associés & une combinaison des opérateurs de création et d’annihilation habituels. Ils
sont donc basés sur ’algebre de Heisenberg-Weyl h(1). Dans le méme ordre d’idée, nous
étudierons de tels états pour les opérateurs de moment angulaire Ji et Jp associés &
I'algébre su(2). Nous terminerons ce chapitre en rappelant le concept de systémes d’états
cohérents généralisés, introduit par A. M. Perelomov [Pe 86], dont les états cohérents
constituent un cas spécial.

Dans le chapitre 2, nous déterminerons les états propres d’algébre associés aux
algébres su(2) et su(l,l). Nous rappellerons que ces états ont été obtenus par C.
Brif [Br 97] en développant les états propres d’algébre dans la base des états cohérents
standards correspondants et en transformant ainsi les équations aux valeurs propres en
des équations différentielles ordinaires. La méthode que nous utiliserons, 3 la différence
de celle utilisée par C. Brif, se base encore sur la technique des opérateurs ordonnés.
Nous transformerons le probléme de solutionner les équations aux valeurs propres &
celui de résoudre une équation algébrique du deuxiéme degré. De plus, nous obtien-
drons les états propres d’algebre & partir de action d’un opérateur agissant sur un état
appartenant a la base de I’espace de représentation en question.

Dans le chapitre 3, nous généraliserons les considérations sur les états propres

d’algébre au cas de h(1) & su(2). Nous construirons des opérateurs hermitiens en fai-



sant de combinaisons linéaires d’opérateurs engendrant cette algebre et établirons ainsi
un lien entre les états propres d’algébre respectifs et les états cohérents et comprimés
associés a ces opérateurs. En particulier, pour un choix spécial des coeflicients, ceux-ci
correspondront a des opérateurs de super-position et de super-impulsion. Nous obtien-
drons ainsi une généralisation des états super-cohérents introduits par C. Aragone and
F. Zypman [AZ 86] ainsi que des états super-comprimés correspondants introduits par
V. Hussin [Hu 00].

Dans le chapitre 4, nous donnerons une application physique des résultats précédents
en travaillant avec le modeéle de Jaynes-Cummings [JC 63] important en optique quan-
tique. La plupart des approches connues traitent d’états cohérents du champ radiatif
associé a ce modele qui interagissent avec le systéme atomique. Dans notre approche on
considere non seulement des états cohérents mais aussi comprimés, ce qui est nouveau.
Nous faisons aussi le lien avec les états proposés récemment par Y. Bérubé-Lauziére, V.
Hussin and L.M. Nieto [BHN 94].

Dans ’appendice A, nous rechercherons les états propres d’algebre associés & 1’algébre
h(1) & su(2) par la méthode des équations différentielles. Dans ce cas, nous sommes
capables de reproduire tous les résultats que nous avons obtenus par la méthode des
opérateurs ordonnés, ce qui vient légitimer davantage ces deux méthodes. Dans
I'appendice B, nous présenterons un rappel des polynémes de Jacobi et de quelques-
unes de leurs propriétés qui seront d’une grande utilité lors de la construction des
états propres d’algébre associés aux algebres su(2) et su(1,1). Ensuite, dans I’appen-
dice C, nous calculerons les valeurs moyennes des opérateurs Js, J_ et J, de su(2)
dans les états propres d’algebre correspondants. Nous constaterons que le fait d’avoir
exprimé les états propres d’algébre sous la forme d’un opérateur agissant sur un état
pur de la représentation nous permet d’obtenir des expressions explicites pour les va-
leurs moyennes des opérateurs d’échelle J_ et j+. Ce qui est un avantage par rapport

a I'approche de C. Brif [Br 97].



Chapitre 1

Etats minimaux d’incertitude

On se rappelle que le principe d’incertitude de Heisenberg impose une limite na-
turelle sur la précision avec laquelle on peut mesurer simultanément deux quantités
physiques représentées par des opérateurs hermitiens qui ne commutent pas.

Si, par exemple, & représente 1'opérateur de position et § l'opérateur d’impulsion
d’une particule, on sait que ceux-ci satisfont la relation de commutation canonique
[, p] =ik I. Alors le principe d’incertitude de Heisenberg nous dit qu’on ne peut pas
préparer une expérience qui nous permette de déterminer simultanément la position
et 'impulsion exactes de cette particule. Plus précisément, on peut connaitre simul-
tanément la position et I'impulsion de la particule seulement avec la précision permise

par la relation d’incertitude de Heisenberg:

AZAp >

2

o | St

o (AZ)* = (Y|(& — ([2]v))*[) et (Ap)* = (Y|(h— (WIP[w))*|w) sont les dispersions
de Z et de p respectivement. Les quantités (1|Z|) et (1|p|v) sont les valeurs moyennes
de % et p respectivement, calculées dans 1’état |1)) représentant 1’évolution la particule.

Dans le cas de deux opérateurs hermitiens quelconques A et B qui représentent des
observables physiques satisfaisant la relation de commutation [A, B] =iC, C £ 0, la
relation d’incertitude de Heisenberg s’écrit:

(AA) (AB)* > (&),

B |

pour le produit des dispersions de A et de B. On remarque que pour des opérateurs non-

canoniques, c’est-a-dire tels que C n’est pas un multiple de I, on peut avoir (C) = 0.



Dans ce cas, la relation précédente ne nous apprend rien sur le produit des dispersions
de A et B. On utilise alors la relation d’incertitude générale de Schrodinger-Robertson
[Me 98],

(A4 aB)" 2 5 (10 +(&)),
ol (13’) est une mesure de la corrélation entre A et B, que nous allons définir plus loin.
Les états d’incertitude minimale satisfont alors ’égalité et donneront lieu a des états

cohérents et comprimés dont nous allons discuter dans ce qui suit.

1.1 Relations d’incertitude de Schrodinger-Robertson
et de Heisenberg

Reprenons les deux opérateurs A et B introduits précédemment et mettons en
évidence la relation d’incertitude de Schrédinger-Robertson. En vertu de l'inégalité

de Schwarz, on sait que (AA)2 et (ABS)2 satisfont

2D, L a D L e aal 2
(AA) (AB)” = (A")(B®) > (AB)[, (1.1)
olt on a défini A = A — (A)] et B = B — (B)I. Le produit AB peut bien siir s’écrire
comme la demi-somme du commutateur et de 'anticommutateur des opérateurs A et

B, c’est-a-dire

. i 1= =
AB = J[A,B] + 3{A,B}. (1.2)

En insérant (1.2) dans (1.1), on trouve:

2

! . (1.3)

(A (AB)" 2 |34, B]) + (A, BY)

hermitien, on écrit finalement
@y g . L9 ~ 2
(A a8 > 7 (& +(F)), (L4)
car la valeur moyenne d’un opérateur hermitien est réelle. C’est la relation d’incertitude

générale de Schrodinger-Robertson.



La valeur moyenne de F', qui peut encore s’écrire

(F) = ({A,B}) = ({4, B}) — 2(A)(B), (1.5)

est une mesure de la corrélation [MW 95] entre A et B. $il n’y a pas de corrélation
entre ces deux quantités, c’est-A-dire si () = 0, la relation d’incertitude générale (1.4)

devient celle de Heisenberg:

50
(AA AR > % (1.6)
Nous sommes intéressés a trouver les états qui minimisent (1.4), ce qui a lieu si et

seulement si les états A|ip) et Bly) sont multiples I'un de 'autre. On peut exprimer

cette condition sous la forme:

Alp) =-idBly) <« [A+iABllp) =Blv), (1.7)

avec

B=[(A)+iXB), AeC,A#0. (1.8)

Il faut remarquer qu’a partir de ’équation (1.7), on peut obtenir quelques relations
générales se rapportant aux valeurs moyennes et aux dispersions des opérateurs A et
B dans les états d’incertitude minimale et cela sans avoir & résoudre I’équation aux
valeurs propres. En effet, en multipliant les deux membres de I’équation (1.7) par A,
ensuite en les projetant sur I'état 1) et en tenant compte de ’équation (1.2), on trouve
i

(AA) =2 ((C) —i(Fy). (1.9)

2
Cela implique ( (Ajl)2 étant réel positif):

1

(AA) = 5 (ReA(C) +ImA(F)) et ImA(C) = Re (F). (1.10)

D’autre part, de ’égalité



(AAAB) = i (&) +¢877), (1.11)
en tenant compte de (1.9), on trouve
(AB) = % ((©) +ihy). (1.12)

Cela donne ( (AB)2 étant réel positif) encore

sz 1 (ReA(C‘) + ImA(F)
2

(AB)" = I ) et ImA(C) = ReA(F). (1.13)

Ainsi, on conclut que

(AA)” = pP(AaB)” (1.14)
et que

~ ~

R — i A (1.15)

—3, Im —.
2(AB) 2(AB)

L’équation (1.14) nous permet de classifier les solutions de Iéquation aux valeurs

propres (1.7) en deux catégories d’états:

- Les états cohérents, associés aux opérateurs A et B, sont les états vérifiant (1.7)
pour lesquels les dispersions de A et B sont égales, ou encore ceux pour lesquels
|A| = 1.

- Les états comprimés, associés aux opérateurs A et B, sont les états vérifiant

(1.7) avec |A| # 1.

De cette classification, on déduit que les états cohérents sont tels que

2

(AA) = (AB)? = 2(0Y + (F), (1.16)

L
2
Les états comprimés satisfont soit (Afl)2 < 2/ (CA')2 + (13’)2 < (AB)Q, soit (AB)2 <
: (é)2+ (F)2 & (AA)2 dépendant du fait que |A| est < 1 ou > 1. Pour exprimer

quantitativement ce que nous venons de dire, nous pouvons définir le facteur A tel que:



(A’ =]NA et (AB)’ = A, (1.17)

c’est-a-dire

A =,/(Ad?)(AB?) 1\/0 (1.18)

D’autre part de (1.7), on peut exprimer les valeurs moyennes (A) et (B) en fonction

de A et de 8. En effet, on a

(A) — ImA(B) =Ref,  ReA(B)=Imj. (1.19)

Si ReA # 0, on obtient

. mA ~ Imp
=L, 1,2
() =Rep+ 2o tmp, (B = ot (120)
Si ReA = 0 alors Im 8 = 0 et la seule relation qui reste est
(A) = Ref + Im) (B). (1.21)

1.2 Ktats cohérents et comprimés de l'oscillateur
harmonique quantique

Nous considérons les opérateurs de position £ et d’impulsion p satisfaisant la relation

de commutation canonique (lorsque h = 1)

[z, p] =il (1.22)

Alors, la relation (1.4), donne

(A2)*(Ap)* = % (1 + (F)z) , (1.23)

avec

(F) = ({%,}) = ({2,5}) — 2(2) (p). (1.24)



Les états qui minimisent la relation d’incertitude (1.23) satisfont I’équation aux

valeurs propres:

(2 +pl[Y) = [() + e Ap)lY), AeC. (1.25)

Si on définit les opérateurs de création &' et d’annihilation @ comme

G _E—ip . _@+ip Lo
a 7 a VR (1.26)

tels que [, a'] = 1, alors équation (1.25) devient,
5l =Nt + 1+ Nallg) = B, (1.27)

avec 8 = [(Z) + i\ (p)].
Dans le cas particulier ou A = 1, 'état |1)) est un état propre de I’annihilateur a,

c’est-a-dire ’état cohérent de l'oscillateur harmonique de hamiltonien H2

=a'a+ 5.
Dans le cas ot A = —1, |¢)) est un état propre de l'opérateur de création a' qui,
comme nous le savons n’est pas normalisable. Ce dernier cas sera donc éliminé de nos
considérations.

Proposons-nous, & présent, de résoudre I’équation générale (1.27). Pour cela, expri-

mons la fonction |1) comme une superposition des états propres |n) de I'énergie de

A2, . On se rappelle que

1
ln) = Bojn), avee BY=(n+y) (1.28)

ﬁo

Un tel état |n) peut s’obtenir comme

atn
|TL> = \/m|0>? (1.29)

ou |0) est I’état fondamental. Les opérateurs et a! satisfont les relations habituelles:

alny =+vnln-1), &'jn)=vn+ijn+1). (1.30)

Ainsi, si nous écrivons
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) = i‘ Cnln), Cn €C, (1.31)

n=0

en insérant (1.31) dans (1.27), et en tenant compte (1.30), nous trouvons le systéme

d’équations suivant, servant a déterminer les coefficients C,,:

LI1=NCri+ VR + 11+ AN)Cpia| =BCn, n=12,3,...,

v
e (1.32)
14 A
Cy = B Cy.
‘\/Q 1 IB 0
Si A =1, la relation de récurrence des coefficients C,, est donnée par
IB Cn ( ﬂ )n CO
Chi1=—F4—=—F7—+= —- Ch=|—&=| —, n=012,... 1.33
+1 \/5 /4 1 F1 \/5 \/ﬁ ( )

En utilisant (1.30), on en déduit rien d’autre que les états cohérents de l'oscillateur

harmonique standard:

|E.C) = Cyexp (-\%a*) |0). (1.34)

Pour avoir des états normalisés, c’est-a-dire tels que (E.C|E.C) = 1, il faut que

_la?
Co = e 2. Cela nous donne

|E.C) = exp (—"%I) exp (Bd*) |0}, (1.35)

avec f = % que I'on peut encore écrire sous la forme suivante [Pe 86]:

|B.C)=D(B)|0), on  D(B)=exp(Bal - fa) (1.36)

est un opérateur unitaire de déplacement qui satisfait

D(B)ab'(B) =a— B. (1.37)

Les dispersions des opérateurs £ et p dans ces états sont données par
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(A3) = (89 = 3. (1.38)

On peut ici faire un lien avec 'ocillateur harmonique déplacé dont I’hamiltonien

est donné par

B
i
2
_I_
ot

TR
H:ATA+§, ot (1.39)

qui est tel que

[H,Al=-A4, car [A, AN]=1, (1.40)

ce qui nous dit que A continue d’étre un opérateur d’annihilation. Les états propres

de ’énergie de cet hamiltonien sont |71) tels que

H|) = E,|7). (1.41)
On a alors
Atn

Vn!

olt |0) est la solution normalisée de I’équation aux valeurs propres (1.41) corres-

y 1
0),  Ba=n+z n=012..., (1.42)

) =
pondant & la valeur propre Ey = 1, c’est-a-dire

o ZA =P ~ 2~
(a'a+ Ba + Bat + |4]7)|0) = 0. (1.43)
Si on écrit 'état |0) comme une série d’états propres de l'oscillateur harmonique

standard, & savoir:

0) = i‘ Cnln) (1.44)

n=0

et qu'on insere cette expression dans I’équation (1.43), on obtient la relation de

récurrence suivante pour les coefficients C,,:
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ce qui nous dit que Iétat |0) = Cy ©2, g_vfz%:m) n’est autre que 1’état cohérent

de loscillateur harmonique standard et

0) = D(B)|0), avec D(B) = exp (fBa - fa'). (1.46)

Les états propres correspondant a I’hamiltonien de I'oscillateur harmonique déplacé

sont donc donnés par

Atn
vnl

ou encore, en tenant compte de la propriété (1.37) mais sur a':

D(B)l0), (1.47)

|7) =

.A~d1‘n

i) = D(ﬂ)m

c’est-a-dire, les états propres de H?,, mais déplacés par I'opérateur unitaire D(5).

0) = D(B)In), (1.48)

De plus, les valeurs propres associées & ces états (les énergies) restent les mémes

que pour le cas de oscillateur non déplacé.

Si A # £1 et que 8 = 0 (cas dégénéré), la relation de récurrence des coefficients

C,, est

02k+1=0, k=0,1,2,...

1.3.5...(2%k—1)(A-1\" (1.49)
02k= Co, k=1,2,3,...
(2k)! A+1
On peut alors poser
1-A : T 37
AN RN 1 el s
(1+)\> de'?, §eRy,0€ [ 2,2[ (1.50)
et les états propres sont donnés par
) =Ca[0) - 5e|2) + g2ty 4 ] (151)
V2! v

Cette derniere équation peut s’écrire sous la forme d’un opérateur exponentiel

agissant sur ’état vide:
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|y = Co exp (—5ei¢ %2_) |0). (1.52)
- Pour le cas général ou A # +1 et B # 0, il est difficile de trouver une expression
simple pour la relation de récurrence des coeflicients C,, en utilisant I’équation
(1.32), mais on peut construire la solution en profitant des résultats particuliers
que nous venons d’étudier. En effet, a ’aide de la relation de commutation

—nat? »

€ ae™’ =g+ 2nal, (1.53)

on peut démontrer facilement que

af2 a2 J2
—Nat ; _geit 2 = 7 S .
(1—-XNa"+ (14 A)a exp( de 2) exp( de 2) ((1+5ei¢)a)’

(1.54)

=l
V2
d’ou on tire, en regardant (1.34); que la solution générale de ’équation aux valeurs

propres (1.27) est de la forme

[0; A, B) = (Cog) M exp (—661'43%12) exp (%(1 -+ (Sei"s)&f) |0). (1.55)

Les constantes de normalisation C) g telles que (¢|1)) = 1 sont données par:

2 _ —ig,.2
ol
_B is
= (1+0€™). (1.57)

En principe, ces constantes peuvent s’obtenir en prenant directement la norme
des états (1.55), mais il existe une méthode plus facile pour les obtenir, basée sur
la représentation de Fock-Bargmann de ces états (voir appendice A).

D’autre part, si on introduit les opérateurs K. et f{g, quadratiques en @ et af,

E B B® o e
K+=K1+z‘K2=a7, Bom B =

MIQ[:.,

o i
, K3:Z(&df+aTd), (1.58)
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qui satisfont Palgébre de Lie su(1,1):

[KI,KQ] - —ZHRF3, [f{z, Kg] - —fljkl, [K;g,}?l] —_— ’L.KQ, (159)

on peut écrire la décomposition [MW 72]

exp (0’1K+ = GQK_> = exp (%{7(1—021@2}%4_) X

(1.60)

exp (2 In [(cosh(@))_l] f(g) exp (—02 tail/ha(? VZIUZ)K_> ’

On obtient ainsi 'état |1; A, B) en agissant sur un état cohérent avec 'opérateur

unitaire

" At .
S(x) = exp (X%" - X%—) . ou |);—|tanh |x| = —6€*®. (1.61)

On s’apercgoit que le paramétre § est restreint a lintervalle [0,1[. En effet, si
on multiplie ’état |¢; A, 8) par une constante, cet état continue d’étre une solu-
tion de I'’équation aux valeurs propres (1.27). En particulier, en profitant du fait
que 'action de 'opérateur a sur 1’état cohérent exp (ngdf) |0) ne produit qu’une

constante, on peut écrire |1; A, B) sous la forme:

l; A, B) = (C’A,ﬂ)—lﬂ exp (—6ei¢K+) exp (Z/f{g) exp (—ny'_) exp (ﬂQC—U/sz) |0},
- - (1.62)

ol v et 7y sont des constantes. Si l'on choisit les constantes v et v de maniére a
rendre unitaire le produit des opérateurs signalés par la parenthése, c’est-a-dire,
qu’on le remplace par 'opérateur unitaire S (x), par une simple comparaison des
termes, on trouve que X tanh|x| = —de** = 7 et e™¥/? = cosh|x|. Les états
comprimés deviennent (voir, par exemple, [Tr 92]) donc

—1/8

92, 8) = (Crg) ™" S(x) exp %(1+5€""’)Cosh(lxl)&T 10) (1.63)

et les constantes de normalisation, C) g, peuvent maintenant se calculer facile-

ment. Elles s’écrivent
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2
Chp = exp ['—%—l—(l + 24 cos ¢ + 62) cosh2(|x|)] ; (1.64)

On se rappelle que pour des valeurs de A telles que |A| # 1, les solutions des équations
aux valeurs propres s’appellent des états comprimés car, dans ces états, la dispersion
, ; - - . 1 2 Qs ;
de I'un des opérateurs & ou p est plus petite que 5v/1+ (F) . Si |A] =1, on a des états

cohérents.
Le calcul des valeurs de (A%)? et (Ap)® se fait aisément. En effet, & partir de

I’équation (1.50), nous pouvons démontrer que

(1 - 6?) 2 2§ sin ¢
1+ 26 cos ¢ + 62 1+ 28cos g+ 62]’

ce qui nous dit que ReA est toujours différent de zéro. Grice a (1.10), la valeur moyenne

A= (1.65)

de F' dans les états comprimés est donnée par:

ja g ImA —24sing

== = 1
1= Rex =~ -2 LLg8)
et les dispersions de £ et p sont obtenues de (1.10) et (1.13) comme étant:
AP (1 —28cos ¢ + 62)
Az)? = M :
(A%) = 3Rex 51 —062) (L)
et
(A“)z— I (1+4+25cos¢+6?) (1.68)
Pl =5Rer~ " 20-02 ‘
Selon I’équation (1.18), le facteur A est donnée par
1 — 4%)% + 46%sin?
A Vi) 7o (1.69)
2(1 - 6?)
Le quotient entre les dispersions (Az)? et (Ap)?, & savoir:
Az)? 1-26 62
. A)z == ( Gomie ), (1.70)
(Ap) (1+25cos ¢+ 62)
nous dit qu’on aura des états cohérents lorsque ¢ = —3 ou ¢ = 7, tandis qu'on aura

des états Z-comprimés lorsque ¢ € | — o %[ et p-comprimés lorsque ¢ € ]%, 37[
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F1G. 1.1 - Graphique des dispersions (A2)? et (Ap)® en fonction de Uangle ¢, § = 0.5.

La figure 1.1 montre les graphiques des dispersions de £ et p, données par les
équations (1.67) et (1.68), en fonction de I'angle ¢ pour § = 0.5. Dans cette figure,
on peut observer le comportement prédit par ’équation (1.70). Les deux courbes s’in-
tersectent lorsque I'angle ¢ = —7 et ¢ = Z, ce qui correspond bien aux états cohérents.

La figure 1.2 montre le comportement des dispersions de £ et p en fonction du
parametre 6 pour I’angle ¢ = %. Nous y observons que dans cette région & est comprimé
et que pour ¢ — 0 les deux courbes coincident en un point. En fait, ce point représente

un état cohérent particulier, a savoir 1’état avec A = 1.
3

1.3 [Etats cohérents et comprimés associés aux
opéerateurs de moment angulaire

Dans cette section, nous allons présenter les états cohérents et les états comprimés
associés aux opérateurs de moment angulaire .J; et J, satisfaisant la relation de com-

mutation

[Ji, 2] = iJs. (1.71)

En d’autres termes, nous allons trouver les états propres solutionnant 1’équation aux
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Fi1c. 1.2 — Graphique des dispersions (A%)?, (Ap)® et du facteur A en fonction de &
pour ¢ = %.

valeurs propres

[Jy + iAJo] ) = Blap), (1.72)

avec 8 = [(J;) +iA(J5)] . Nous ne donnerons pas tous les détails de calcul car, dans le
chapitre suivant, nous allons résoudre une équation aux valeurs propres dont 1’équation
(1.72) est un cas particulier. Par contre, ce qui est intéressant de retenir de cette section,
c’est la méthode de résolution qui est tout-a-fait différente de celle que nous utiliserons
dans le prochain chapitre.

Si nous introduisons les opérateurs d’échelle j+ et J_ tels que ji = fl + ijz avec

les relations de commutation:

[J-, L] =-2Js, [Js, Jx] = + Jy, (1.73)

I'équation (1.72) devient

20T+ =01 1) = 1), (1.74)

Exprimons les solutions de cette équation comme une combinaison linéaire des états



18

|7,m) de la représentation irréductible 77(g) du groupe SU(2), & savoir:

) = XJ: Chli, m). (1.75)

m=—j

En insérant (1.75) dans (1.74) et en tenant compte des relations

Jeljymy = /(G Fm)G £m+1)|j,m£1), (1.76)

on trouve le systéme d’équations suivant servant & déterminer les coefficients C? :

(L+N)/ (G +m) (G — m+1)Ch_ + (1= W)/ (G — m)(j +m + 1)C2, .y = 28C%, (1.77)
lorsque m = —j,...,J et que Cj-;_1 = C’f(jﬂ) =L

- Si ) = 1, I’équation aux valeurs propres (1.74) devient J,|¢) = S]4) et la relation

de récurrence pour les coefficients C?, en termes du coefficient C]J- est donnée par

Gl =8 —ch, n=0,1,...,2j -1 et BC’,;=0. (1.78)

Alors la seule possibilité de solution est la valeur propre 8 = 0, le seul coefficient
non nul étant CJ’: . L’état propre correspondant est 1’état |¢) = |7, 7).

- Si A = —1, P’équation aux valeurs propres (1.74) devient J_|¢)) = B|¢) et la
relation de récurrence pour les coefficients C? en termes du coefficient Cij est

donnée par

2j —n)! .
MGJ,., n=0,1,...,2j—1 et BCI=0. (1.79)

i —gn
Cin=F (27)in!

Alors la seule possibilité de solution est encore la valeur propre 8 = 0, le seul

coefficient non nul étant C'JJ L’état propre correspondant est 'état |¢)) = |7, —7).

- Si A # %1, le systéme d’équations (1.77) présente la symétrie suivante:

(1=XN™C =+(1+N"C7,, (1.80)
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ce qui va aider a la résolution. Lorsque 8 = 0, la relation de récurrence pour les

coefficients CJ, en termes des coefficients C? est donnée par

cta=0(533) () [ s =mesn]
(1.81)

et l’état propre correspondant est

. oo J 24

J _ i Li(i9/2) _1)* J
9= 0] 04 32 (-1) (%) x
1-3---(2k — 1)

(25 —1)- (25 —3)---(2j — 2k + 1)

] gre U5 j — oK), (1.82)

oll on a utilisé la relation (1.50) exprimant A en fonction de & et ¢. Cet état peut

encore s’exprimer sous la forme

. e : 25 id 24
)] = C1 e'9%/2) §/2 exp (—% In(8) J3) S (=)F ( 4 ) X
k=0

2k
1 3 3 e (2k - ].) —'(j—2k)¢/2 ..
i i — 2k). 1.83
(2j—1)-(2j—3)---(2j—2k+1)]e S A
Si ) est imaginaire pur, on a § = 1 et A = —itan($), le résultat (1.83) se réduit

a celui trouvé par R.R. Puri [Pu 94], & savoir:

i 7T ; T —id/2 7 i¢/2 7
) = 05,00, U =exp (—Z(e 425, e ¢/2J_)) . (1.84)

Pour X un nombre complexe quelconque, nous combinons les informations données

en (1.83) et (1.84) pour trouver une expression simple de la forme:

o 1 . T I
995 = G exp |5 In(6) Jo| exp [~ T(e 420, — 427 )] 1,0, (1.89)

oll les termes constants ont été rassemblés dans la constante CJ.
En général, si A # +1, I'analyse du systéme d’équations (1.77) nous dit que pour

chaque j, il existe (25 +1) valeurs permises de la valeur propre 3. Ces valeurs sont
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ﬁfnzm 1—')‘21 m:_ja'-'aj' (186)

Nous pouvons alors démontrer que les états propres associés & ces valeurs propres,

solutionnant ’équation (1.74), sont donnés par

. . 1 e
9 = Cih exp | ~5 1n(6) Jo| U lj,m), (1.87
lorsque m = —3j,...,j et U est donné par la formule (1.84). En effet, en utilisant

I’algebre des opérateurs, il est aisé de voir que l'on a

[ +irdi) [exp (—%111(5) ) 0} = [exp (—%111(5) i) 0‘] (VI= 2 Ji). (1.88)

Nous réalisons alors que si nous appliquons |j, m) aux deux membres de cette
derniére équation, nous obtenons comme solutions de (1.72), les états (1.87)
lorsque les valeurs propres 8 sont données par (1.86).

On peut démontrer que les états (1.87) exprimés en termes des polyndmes de

Jacobi (voir appendice B) prennent la forme suivante:

~

[6)3, = Ci, exp (—1In(6).J3) x

(1.89)

wm —il J J (.7 +T)'(.7 i ’I”)' —r+m,—r—m -
R . NG T O )

r=—j

On s'intéresse, 4 présent, aux dispersions des opérateurs J; et J, dans les états
associés & A # £1 et 8 # 0. Si Re\ # 0, les valeurs moyennes des opérateurs Jiet J
dans les états |1))7,, sont obtenues & 1'aide de I’équation (1.20) avec B donné par (1.86).

Ainsi on trouve:

. I
(1), = m|Re(1 — 2)"* + It (1= 22 (1.90)
Re A
et
(o)), = = Tm (1 — A2)"/%. (1.91)

Re A
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Comme ’équation (1.50) nous donne

(0 + 1) cos(2) (1 —0)sin(2)

VI =22 = 2512 ,
A 1+ 25cosg + 62 z1.-|—26c05<;5+62

(1.92)

nous pouvons donc simplifier les expressions données en (1.90) et (1.91). On obtient:

.. 1/2 - 1/2
(i = 2m; > 5 cos(D), (B, = 2m(—;+—1) in(®). (199

aiv'g
D’autre part, les équations (1.13) et (1.15) nous disent que les dispersions (AJl) et

5 B " :
(AJQ) ainsi que la valeur moyenne de F' dans les états |)7, se rapportent & la valeur

moyenne de Popérateur Js de la facon suivante:

~ . Im)\ ... N2\ J |,\|2A. R 1 =

J — J = i J = J

(E)m = Rex Jahm ((AJI) )m 2Ren \Jm <(AJ2) )m TRe \Jelm
(1.94)

Selon I’équation (1.87), la valeur moyenne de J; dans les états |1))J, s’écrit:

(Ja) =

(G, m|Ut e Jy =@ )5, m) _l

5 X b
- — — —In({j,m|Ute 92 U|j,m ],
(G, m|0" e=4% 01 j,m) e i)

9q
(1.95)
ol nous avons défini ¢ = In(6). L’opérateur unitaire U/, donné par (1.84), peut s’exprimer

sous la forme

U — e—i%fa e—’i%jg ei%fa’ (196)
car
e_i%j:; j:l: ei%ja = e$i% j:l:y Bi%jz j3 C_i%jz = —jl. (197)
Nous pouvons alors écrire:
(G, m|U" e~ U5, m) = (j, m|e*" |5, m). (1.98)

Si nous décomposons %1 de la facon habituelle
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‘ gt L ) o~
eqe.Il:eqe( 2 ____eta.nh(gz—).]i e:]ZZIn(cosh(%e-))J:; etanh(gz,—)Jq:’ (199)

ou bien de la fagon plus convenable

x j:l:+j—) a 1 . 3 7
ct<h :6“( =) — granh(§) e ghsinh(ee) Jx oF2In(eosh(§)) s (1.100)

et utilisons les relations

GFm)(G£m+n)
(7 £m){(j Fm —n)!

(J2)" |j,m) = \l lj,m £ n), (1.101)

nous obtenons alors les valeurs suivantes pour les éléments de matrice (1.98):

. ; ] fam " ! 1 —coshg\"
ety — eosn( Iy U £ m)! _qyr _UFmAn)! a)
R T f==TE0g (2) (j Fm)! 7;) (=1) (j £m —n)In!n! 2

(1.102)
Ces éléments peuvent s’exprimer en termes des polynémes de Jacobi (Voir appendice

B):

- 2m
(G, mlet|j,m) = cosh(3) " PR (coshg) . (1.103)

En insérant (1.103) dans (1.95) et en utilisant la régle de dérivation des polyndmes
de Jacobi (Voir appendice B):
d

w8y — §
%Pn ﬂ(x) =

n+a-+pB+1)

. PP (g, (1.104)

nous arrivons au résultat

PF™ (cosh q)

7 \j q T, : itm—1
J3)? = +m tanh(=) — = sinh +1) - 1.105
ou bien,
o 1 . P.lf:f'_ml cosh ¢
(J3)] = —|m)| tanh(—g—) =7 sinh(q) (j + |m| + 1) -2 il ( ) (1.106)

PP (costrg)
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car (1.105) nous dit que la valeur moyenne de J; dans les états |¢)7. ne dépend pas du
signe de m.
En insérant (1.106) dans les équations (1.94) et tenant compte de I’équation (1.65)

et de la définition de ¢, nous obtenons finalement

) | G+ |+1)P1’1::f"”‘ i
(@), = o-somes) [ty o i SR

' . phi+2ml (1+
(oY, = st £ Y

. L1+2im| (1442
(P, = —sing| 20, Or Il td) S (T)] (1.107)
m 0,2lm| (1462 )
(1+3) : P (45F)
Le passage a la limite Re A — 0 équivaut aucas d =1 et A = —itan % Dans ce cas,
les équations (1.93) se réduisent &
(j i ¢ TN — 1
L fo— mcos(E), (Jo)!, = m51n(§), (1.108)
tandis que les équations (1.107) deviennent
11 L Y 212/
((a8)) = FUG+D-msin’(})
A2\ B 1..,... = A ¢
((a5)) = JUG+D-meo(E)
A 1
(Y, = ~3li(i+1) —m’]sing, (1.109)
en tenant compte du fait que
a+1), 1 2] pmy

n! n!
Ce sont exactement les résultats obtenus par R.R. Puri [Pu 94] aprés le changement
¢ — —2¢. On se rappelle que c’est le cas ol (jg) = 0, permis ici car les opérateurs J;

et J; ne sont pas canoniques.
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Pour le cas j = %, les équations (1.107) se réduisent &:

)2 (1 —24cos¢p+6?)
L =

((A : 4(146>%
) _ (1+2bcos¢ +6?)
((A 2) + A(1+6)2
(FY = —%%, (1.111)

et les facteurs A respectifs sont donnés par:

/(1 — 62)° + 4625in? ¢
Ay = s
4(1+9)

La figure 1.3 montre les graphiques des dispersions de J1 et de J, en fonction de

(1.112)

Pangle ¢ pour 6§ =0.5et j = % Les courbes sont pratiquement les mémes que celles que
nous avons obtenues dans le cas des dispersions Z et p de l'oscillateur harmonique, cela
parce que le quotient entre les dispersions est toujours |)\|2 et que le facteur commun de
ces dispersions ne dépend pas de ¢. Cependant, il est évident que, pour une valeur fixée
de ¢, le comportement des dispersions par rapport a la variable ¢ est complétement
différente. En effet, la figure 1.4 montre le comportement des dispersions dp Ji et J
en fonction du paramétre ¢ lorsque I'angle ¢ = % et j = % Nous observons que dans
cette région Ji est comprimé et, qu’au fur et & mesure que d — 0, les deux courbes se
rapprochent jusqu’a coincider en un point. Ce point représente un état cohérent avec
A =1, & savoir, I'état |3, 1), c’est-a-dire I'état propre de opérateur J,. D’autre part,
nous observons que pour des valeurs de ¢ plus grandes que 1, au fur et & mesure que §
croit, les deux courbes se rappochent encore. Dans la limite § — oo, les deux courbes
coincideront en un point. Ce point correspond a ’etat cohérent avec A = —1. En fait,
il s’agit de I’état |7, 5}, c’est-a-dire I'état propre de I’'opérateur I

Lorsque j = 1, les dispersions de J; et J, sont données par:

((Af1)2)1 (1 —2dcos¢ +62) ((Aj2)2>1 (14 26 cos ¢ + 6%)

+1 2(1 + 6)? ; +1 2(1 + 6)° ’
A2 1__(]_—2(5(:os¢+62) N 1_(1+25COS¢+52)
((A‘h) >0 T 21+ ((AJZ) )o 21+ Hlip)
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F1c. 1.3 — Graphique des dispersions ((Ajl)g) et ((Ajz)z) en fonction de l’angle
+ -
¢ pour § =0.5, j = 1.

»~

F1G. 1.4 — Graphique des dispersions ((AJ1)2> et ((Aj2)2> en fonction de § pour
+ +
p=%etj= %
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A 1 A2\ 1
Fi1G. 1.5 - Graphique des dispersions ((AJl)Z) et ((AJg) ) en fonction de § pour
0

0
¢=1,j=1etm=0.

tandis que les facteurs A respectifs sont donnés par:

V(1= 62)? 4+ 482 5in

AL, =
=1 2(1 4 6)?

(1.114)

et

V(1 — 82)% + 462 sin’ ¢
2(1+ 0?)

La figure 1.5 montre le comportement des dispersions de J; et J et du facteur A

] o= (1.115)
en fonction du parameétre ¢ lorsque I'angle ¢ = %, 7 = 1 et m = 0. Les différences avec

les courbes de la figure antérieure proviennent essentiellement des termes contenant les

polynémes de Jacobi.

1.4 Systéme d’états cohérents généralisés

Pour que notre discussion soit compléte, il est utile de faire le lien avec le travail de
Perelomov [Pe 86] qui établit les fondements de la notion de systéme d’états cohérents
généralisés (SECG) basés sur 'action d’une représentation irréductible d’un groupe de

Lie sur certains états privilégiés d’un espace de Hilbert H.
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Si on se donne G un groupe de Lie arbitraire et 7'(g), g € G, une représentation
irréductible agissant sur les états de ’espace de Hilbert #, on peut définir un systéme
d’états cohérents généralisés comme étant {|1,)} tels que [¢py) = T'(g)|1o) lorsque |t)p)
est un vecteur fixé de . De plus, si H est le sous—groﬁpe d’isotropie de I’état |ip),

C’est-a-dire si on a

T(h)lwo) = e*®|yo), Vh€H, (1.116)

alors un état cohérent |¢,) est déterminé par un point z = z(g) dans 'espace quotient

G/H correspondant & I'élément g: |1,) = e*P)|z).

- Remarque 1: Pour sélectionner 1'état |1)y) engendrant des états aussi proches
que possible des états classiques, il faut trouver ’extension complexe L de ’algébre
de Lie L du groupe G, et considérer dans Ella sous-algebre d’isotropie Lo de I’état
|1g). Les états engendrés & partir des vecteurs |1)y) pour lesquels la sous-algébre
Ly est maximale sont les plus proches des états classiques, on parle de systemes
d’états cohérents standards. Pour un groupe semi-simple compact, ces états auront
aussi 'incertitude minimale.

- Remarque 2: Une propriété non usuelle des SECG est qu’ils sont surcom-
plets, c’est-a-dire, que ces systémes contiennent plus d’états que ceux qui sont

nécessaires pour décomposer un état arbitraire appartenant a 7.

Par exemple, prenons le groupe de Heisenberg-Weyl dont I’agébre de Lie peut &tre
réalisée par les opérateurs de création et d’annihilation a' et @ et opérateur identité
I et dont 'espace de Hilbert H peut étre pris comme ’espace des états propres |n)
de I’hamiltonien de l'oscillateur harmonique standard. Le sous-groupe d’isotropie H
laissant invariant un état |1) quelconque dans I’espace de Hilbert # est constitué des
éléments
T(h)y=¢", teR (1.117)
La représentation unitaire irréductible 7'(g) du groupe de Heisenberg-Weyl est donnée

par ’ensemble des opérateurs T(g) de la forme
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T(g) = eleal-ad)gitl 4 € C. (1.118)

Les systemes d’états cohérents généraux sont donc obtenus par I’application de I’opérateur

unitaire D(c) comme donné en (1.36) sur état |¢), & savoir :

&) = D() tbo)- (1.119)
L’algébre de Lie complexe L est engendrée par les opérateurs af, a et I. Dans ce cas, la
sous-algebre d’isotropie maximale est donnée pour des états |@) € H tels que @ |¢o) = 0.
Pour ces états Lo = {a, 1}, Ly = {a', I} et Ly@® Lo = L. Les systémes d’états cohérents
standards associés au groupe de Heisenberg-Weyl sont donc tous ceux engendrés par
lapplication de 'opérateur unitaire ﬁ(a) sur les états |@p) tels que @ |¢pp) = 0. Le vide
|0} satisfait notamment cette propriété, alors les systémes d’états cohérents standards
correspondent & ceux trouvés en (1.36) et ils ont en plus la propriété de minimiser la
relation d’incertitude de Heisenberg

AZAp > (1.120)

B | ==

Un autre exemple est celui qui concerne le groupe SU(2). Ce dernier est le groupe
des matrices unitaires 2 x 2, de déterminant 1 qui peuvent étre parametrées de la facon

suivante:

Ula, B) = (_aﬁ '?) , e+ 18P=1, o,B€C, (1.121)

o

qui nous dit que SU(2) est homéomorphe & la sphére S3. En effet, si on écrit

o = Tg + T3, B = zo +ix1, z, réel, v =10,1,2,3, (1.122)

alors la matrice U prend la forme

U(zo, Z) = ol +1Z -3, 22+ +z2+22=1, (1.123)

olt T = (%1, %y, 3) et & = (01, 09,03) sont les matrices de Pauli:
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01 0 —1 1 0
0'1—(1 O), Ug—(i 0), 0'3—(0 _1), (1124)

satisfaisant les relations de commutation

[0j, ok = 2i €501,  F, k1 =1,2,3, (1.125)

ainsi que les relations d’anticommutation

{O’i 9 U]‘} = 2(5,_] I, Z,] = 1, 2, 3. (1126)

Si U(zo, Z) et U(yo, ¥) représentent deux éléments quelconques appartenant & SU(2),

a laide des équations (1.126), on peut démontrer que le produit:

U(Xo, X) = U(zo,Z) U(yo, 9) (1.127)

est un élément de SU(2) avec

Xo =2oYo — Z - ¥, X = a0 + yof — T X 7, (1.128)

satisfaisant

X2+ | =1 (1.129)

Si on choisit la paramétrisation

: .0 :
Tp = COS 3 T1=musing, z3=mnsin 3 T3= Mg sing, (1.130)
telle que @ € [—27, 27] et que:
n} +n3 +nj3 =1, (1.131)
alors la matrice U(zo,Z) devient
3 B o 8 "
U(8, ) = cos 5[ +isin ot - 3, ii = (n1, ng, n3). (1.132)
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De plus, grace aux propriétés des matrices de Pauli (1.126), on peut exprimer U sous

la forme exponentielle

U(f,7) = exp (z g i - 6‘) . (1.133)

Pour les éléments U(xzg, Z) et U(yo, §) déterminés par:

Ty = cosi, Ty :sin§ sinp, xp= —sin§ cosp, x3=0,
-4
Yo = €OS %, y1 =0, Yo = 0, ys =sin o, (1.134)

respectivenment, lorsque ¢ € [0, 27| et 1) € [—27 27, en tenant compte des équations

(1.128), on trouve

0 0
Xo=Cos§ cos—q’é, X1=sin§ Sin((p-l—%),

2
0 Y g .
— — QIn — — = — = g 5
X sin o cos (p+ 2), X3 = cos 5 Sl g (1.135)

De cette derniére équation, on peut remarquer que si on restreint I’angle # a ’intervalle

[0, 7], on obtient une nouvelle paramétrisation qui décrit tous les éléments de SU(2).

D’autre part, les représentations unitaires irréductibles 77(g) de SU(2), j étant un entier

ou un demi-entier non négatif, agissant sur les états de ’espace de Hilbert H dont la base
=2

est formée des états propres des opérateurs J et J3, sont données par les opérateurs

unitaires

oG o 1 _ 3
Tj(e’%""’)zexp(wﬁu]), i=05,1,5,... (1.136)

ot J = (jl, jg, jg) sont les opérateurs de moment angulaire déja introduits précédemment.

En tant que représentation, T7(g) a la propriété

T'(g192) = T(g91) T%(g2),  g1,92 € SU(2), (1.137)
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ce qui nous dit que si on choisit la paramétrisation (1.135), en tenant compte des
équations (1.136) et (1.134), on peut écrire les réprésentations irréductibles de SU(2)

sous la forme

T7(g) = exp (z’@ [sin @J; — cos gpjg)D exp (Z%jg) , (1.138)

qui, a ’aide des relations J+ = J; * iJy, se transforment en

TI(g) = exp (—5 [e—w,]_,_ - eWJ_)D exp (Z%Jg) : (1.139)
En conséquence, les systémes d’états cohérents généralisés engendrés par I’applica-

tion de la représentation irréductible 79(g) sur les états de base |j,m), m =-j, ..., j,

sont donnés par: :

16, 0,%)., = T?(g)|4, m) = exp (—g [e‘i‘PL - ei“’j_)]) exp (z%]}) ljm). (1.140)

Pour un état |j,m) fixé, 'opérateur exponentiel exp ('L%jg,) n’ajoute qu’une phase
superflue aux différents états dans le SECG, alors on aura des classes équivalentes et on
pourra donc sélectionner un représentant de chaque classe pour obtenir ainsi le systéme
d’états cohérents associés a ’état |j,m) fixé. C’est ainsi qu’'on peut définir le SECG

associé a I'état |j, m) comme

. g oA oA
16, o) = exp (‘5 [B_WJ+ —€e¥J)

) 15, m). (1.141)

Si m = %7, on obtient les systémes d’états cohérents standards:

5,¢) = exp (—g [e—wj+ _ eiwj_)D G, £3). (1.142)

Si on décompose I'opérateur

5 (-—g[e_i“’ T ei‘Pj_)]> = exp (¢J4) exp [111(1 + |¢|2)j3] exp (—¢J_), (1.143)
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avec ¢ = —tan(£)e~" et si on agit sur 'état |5, —j), on trouve que les états cohérents

standards sont donnés par

5,0 = 0+ kN7 3\ G e

Dans ce cas, on peut démontrer [Pe 86] que les états cohérents engendrés par les

états |¢o) = |7, 17), sélectionnés au moyen de la technique de 1’extension complexe de

I’algebre su(2), minimisent la dispersion de l'opérateur de Casimir J2 = J;?+ Jo2 + J52.



Chapitre 2

Les états propres d’algebre et
I’algebre des opérateurs

Les états propres d’algebre (EPA) associés & un groupe de Lie arbitraire ont été
défini [Br 97] comme I’ensemble des états propres d’une combinaison linéaire des éléments
de lalgebre de Lie (complexe) correspondante.

Si G est un groupe de Lie arbitraire et £, son algébre de Lie, vue comme un espace
vectoriel réel, on considére £ I’algébre de Lie complexe associée, c’est-a -dire I’ensemble
de toutes les combinaisons linéaires des éléments de 1’algebre réelle avec des coefficients
complexes. Si nous choisissons une base { X3, X»,..., X, } pour 'algébre de Lie L, alors,
un élément de l'algébre de Lie complexe peut étre écrit comme le produit scalaire

euclidien dans ’espace vectoriel de dimension p:

E'X:ﬂle+ﬁ2X2+'-°+ﬁpoa

ol Sy, fa, ..., By sont des coefficients complexes. Alors les EPA sont définis comme les

solutions de 1’équation aux valeurs propres:

[B-Xll¥)=Tl), TeC, |v)eH,

‘H étant I'espace de Hilbert sur lequel agit ’algébre L.
Les valeurs admissibles de 5 et [ dépendent de la structure du groupe. Un cas spécial
de I’équation aux valeurs propres est I’équation de Schrodinger indépendante du temps

pour des hamiltoniens qui s’expriment comme combinaison linéaire des générateurs



34

de l'algeébre L. Par ailleurs, nous allons voir que parmi les sous-ensembles d’états
appartenant & ’ensemble des états propres d’algebre, on peut compter les systemes
d’états cohérents généralisés et ceux obtenus en minimisant la relation d’incertitude de
Schrédinger-Robertson. Nous allons détailler, en utilisant une méthode originale basée
complétement sur algébre des opérateurs, les exemples des algebres su(2) et su(1,1).
Les états propres d’algébre. associés a l'algebre de Heisenberg-Weyl, qui correspondent
essentiellement aux états cohérents et comprimés de l'oscillateur harmonique standard
que nous avons déja étudiés dans le chapitre antérieur, seront considérerés dans le pro-
chain chapitre. Nous allons, en effet, nous placer dans une situation plus générale, a
savoir, étudier le probleme de trouver les états propres d’algebre pour l'algebre formée

de la somme directe des algebres de Heisenberg-Weyl et su(2), c¢’est-a-dire h(1) @ su(2).

2.1 Les états propres d’algebre associés a ’algebre
su(2)

On se rappelle que les générateurs de su(2) satisfont

[ji) j]] = &5k jk i)j7k = 17273: (21)

ol € est le symbole de Levi-Civita et on suppose une somme sur les indices répétés.

Dans ce cas, les EPA vérifient I’équation aux valeurs propres:

B+ 1) = [Buy + oo + Bodall) =T1),  Br Bas s € C. (2.2)

On peut encore écrire (2.2) en termes des opérateurs d’échelle Jy = J; + iJ, que

nous avons introduit dans le chapitre 1. On a alors

[B-Js + By J + BsJa]lw) = T|p), (2.3)
ol on a défini By = 'Bl—i;éz
Nous présentons ici une méthode pour trouver les états propres satisfaisant (2.3),

qui est différente de celle utilisée par C. Brif [Br 97, et qui met 'accent sur ’algébre
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des opérateurs et leurs regles de commutation plutét que sur le développement de Iétat
|1} dans la base des états cohérents standards. C’est ainsi que nous supposons que les

solutions de I’équation aux valeurs propres (2.3) prennent la forme suivante:

, T
[)s, = (NZ) ™" T |j,m), (2.4)
ol N, est une constante de normalisation, m = —j,...,j et T" est Popérateur (qui

généralise I’épérateur unitaire U/ introduit en (1.84)):

T = exp (—g[e_"".5 Foo it j_]) : (2.5)

avec ¢, O des quantités, en général, complexes, déterminées en insérant (2.4) dans(2.3)

et en exigeant que les valeurs propres I/ soient égales a:

T, =mb,  b=+/B}+p%+ 43 (2.6)

c’est-a-dire que ’on ait:

G- DT |, m) = mb T |j, m). (2.7)

Afin de calculer le membre de gauche de (2.7), on utilise la décomposition habituelle

pour 'opérateur 7', 4 savoir:

~ -~

T = ezp (— e tan (g) j+> exrp (ln sec2(g)J3> exrp (ei"3 tan (g) j_> (2.8)

et les relations

en’s JyenJs = e Jy,
e = Jy o o, (2.9)

el j;Fe‘"ji = Jr & 2nJ5 — P Js.
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C’est ainsi qu’on peut démontrer que

[ﬁ j] T=T [{B3 cos 0 + 2sin (g) cos (—g—) (,34_6_16 + ﬁ_ei‘z’)}jg +
0 Y N e i
{B- cosz(i) — By sm2(§)e 2 _ Basin (5) cos (5)6 1T, + (2.10)

g 0. o 0 . .z -

{By cos?(=) — B_sin?(z)e*® — Bysin (=) cos (=)e}J_|.

2 2 2 2

En conséquence , si I'on veut que (2.7) se vérifie, il faut que les coefficients de J, et

de J_ soient égaux A zéro et que le coefficient de J; soit égal a b. Cela nous donne le

systeme d’équations suivant :
)e‘%a’ — B3 sin (g) oS (g)e‘i"-S

0 0. 5z 6. 8. .
207y fn20 0\ 200 : = YN i
B+ cos (2) S sin (2)6 B3 51n(2) cos(2)e =0 (2.11)
7] .0 6 —i¢ i
Bscosf + 2sin (5) cos(i) (,6+e i o ) = b
Dans le cas ou1 B # 0 et B_ # 0, les deux premieres équations en (2.11) donnent

(2:18)

Sil’on insére (2.12) dans la troisiéme équation en (2.11), on obtient ’équation algébrique

du second degré:

(b + B3) — 2z4/b% — B3 + (b — fB3) =0, :cztan(g),

qui admet la racine double
_ [b=5s o [b— B3
T=A3T %, — 3= arctan ( b7 B ) (2.14)

En insérant les résultats (2.12) et (2.14) dans (2.8), nous obtenons

(2.13)

o f+) exp (ln(b —?—bﬁg)j3> exp (62—523 j_) ) b# 0. (2.15)
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La forme originale (2.5) de 'opérateur T', nous permet de visualiser plus facilement
les cas spéciaux que sont les SECG de Perelomov [Pe 86] ainsi que les systémes d’états
cohérents et comprimés rendant minimale la relation d’incertitude de Schrédinger-Ro-

bertson ( [Pu 94, Tr 99]):

- Les SECG de Perelomov sont engendrés par ’application d’un opérateur unitaire
sur des états arbitraires de la représentation irréductible 77(g) du groupe SU(2).
Pour obtenir cet opérateur, il suffit de prendre le cas particulier
B = (sin 6 cos @, sin f sin , cosh), ce qui implique que Bo = zet¥ sinf et b = 1.
En se servant de (2.12) et (2.14) on en déduit que ¢ = @ et § = §. Cest ainsi que
T devient I'opérateur unitaire

~

T = exp (—g[e_w j+ — e j_]) . (2.16)

- Les états intelligents généraux, sont les états comprimés qui minimisent la relation
d’incertitude de Schrédinger-Robertson. Pour les opérateurs J; et J, cela signifie
qu’ils vérifient ’équation aux valeurs propres (1.72). C’est un cas particulier de
(2.2), si on prend 8; = 1, B = i), B3 = 0 ou encore ;. = %’3, b=+1-)2.
Cela implique encore que e = \/ijr:i = 6'/2¢i#/2 et § = I et, en conséquence,
'opérateur 1" s'écrit:

A ~

1 s P
T =exp [—5 In(6) J5| exp [—Z—(e"¢/2J+ — 2 )|, (2.17)

- Dans le cas ol A est un nombre imaginaire pur,onad =1et A = —i tan(%), donc

(2.17) devient I'opérateur unitaire U défini dans 1’équation (1.84).

- Lorsque |A| = 1, c’est-a-dire A = e avec 0 < v < 2, alors

sin ¢

dcos ¢ =0, 5sin¢:—m.
0s

(2.18)
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Cela implique que si ¢ = +Z alors § = :F%% avec T < p <2ret 0 < p <

respectivement. On a donc

- 1 Fsin - M i gg e
T = exp l~§ In (I—i—c—os(pcp) J3} exp [——Z(e?"r/‘lJ_F e g TN (2.19)

Si on applique cet opérateur sur un état quelconque |j, m) on obtient les états
cohérents associés aux opérateurs Ji et J,. D’autre part, si A = +1 les états
cohérents correspondent & |j,4j) respectivement, c’est-d-dire les états propres

des opérateurs J4. avec la valeur propre 0.

Si on revient & la forme décomposée (2.15) et qu'on tient compte du fait que
I'opérateur T dans (2.4) agit sur 1’état |, m), on peut toujours ajouter et supprimer des
termes qui, & la fin, seront considérés dans la constante de normalisation N7,. T peut

alors se mettre sous la forme

= () T () (52, m

ce qui nous permet de calculer plus facilement les états |1b)7, et faire une analyse plus

poussée de certains cas spéciaux:

- Si By =0, B3 # 0 alors b = B5. Dans ce cas, l’opérateur'Teff en (2.20) devient

Topr = exp (— %L) : (2.21)

Les états propres sont donnés par

m J_u)| (u ﬂ.‘}

qui deviennent les états cohérents standards lorsque m = —j. Par ailleurs, si

j « 1 u—m
. 7+ u)! 1 B_ )
wh=cle ¥ |t (-5) e, o)
B_ =0, B3 #0, on a on a des résultats similaires. En effet, on a

Teff = exp (,IBB—:j_) (223)
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et

WY = Cte E (J"“) - 1u)! (ﬁi) i 17, u), (2.24)

Sif (G +u) Bs
qui deviennent les états cohérents standards lorsque m = j.

- Dans le cas dégénéré ou b = 0, la seule solution valide de I’équation aux valeurs
propres est |1,[))’;j = Cte Teff|j, —j) avec Teff = exp(—2B_J,/Bs), c’est-a-dire,
les états cohérents standards de SU(2).

- Dans le cas ot {f; =0 et B3 =0} ou {B- =0 et 33 = 0}, seuls les états |j, +j)

représentent des solutions normalisables valides de I’équation aux valeurs propres.

Pour calculer les états propres [%)J pour le cas général b # 0, on met Teff, donné
par (2.20), & la place de 7" dans (2.4). En redéfinissant les indices des sommes, on trouve

), = (W) 7 s [ ()7

u=-j (25)! B+

(2.25)

GAmI 0 (G—un) L=t
-y &) n!(m—u+n)!(j+u—n)!( 7 ) s

En termes des polyndmes de Jacobi, on a alors, (voir appendice B):

] w)l(j —u i 3
U = ()™ ;‘,_J“* () ey e e

et on retrouve le résultat obtenu par Brif [Br 97). La constante de normalisation N7,

est donnée par

- 27l (27 =)' | itmeniemen B3 b
M=% =gy B | )

Celle-ci a été calculée par Brif [Br 97], premitrement continuant la somme en (2.27)
a l'infini, deuxi®émement en utilisant le theoréme de sommation pour les polynémes
de Jacobi [SM 84], pour I'exprimer en termes des fonctions hypergéométriques et,

troisiemement, en utilisant la relation entre ces dernitres et les polynémes de Jacobi

[Er 53]. Cela donne
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i _ (_N\i—-Imlg j+mag j-m (J +m)i(j —m)! (=27-10) {1 _ 2t 2.98
Nz =(-) S¢S (25)! Py imi - 5:8 /1 (228)
ou
28_ |2 b |?
S. =1+ : t= ‘_ : 2.29
= PsFb B+ (229)

Notons pour terminer que la valeur moyenne de Js dans les états (2.26) est donnée
par
<t ONZ

J = —J 2.30
(o = 27 5= = (230)

Elle a été calculée par Brif en utilisant (2.28) et la régle de dérivation (B.12) des

polyndémes de Jacobi, on obtient

JY +m(S, = 8) _ (+|ml)v

AT Q 2.31
Walm S+S- §252 7 (1)
ol
Y=9,5-8,-5, (2.32)
et
P-(_2j’1) 1— 2t
Q= (’:2‘;”};3)( S+jt-) . si|m| < j; Q=0, si|m|=j. (2.33)
Pj—lml (1 o S+s_>

Le calcul de la valeur moyenne des opérateurs JAi dans les états (2.26) est pratiquement
impossible & réaliser en utilisant la constante de normalisation de Brif. Une méthode
différente de calcul de la valeur moyenne de J; ainsi que de celles de Jy dans ces états
est décrite dans 'appendice C. En réalité, le fait d’avoir trouvé la forme explicite de
'opérateur 7' nous permet d’appliquer aisément la méthode de I'ordonnancement des
opérateurs et par la suite de trouver des expressions adéquates pour les constantes de

normalisation des états (2.26) servant a calculer ces valeurs moyennes.
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2.2 Les états propres d’algebre associés a ’algebre
su(1,1)

Les états propres d’algébre associés & ’algebre su(1,1) peuvent étre déterminés en
adaptant convenablement les équations utilisées pour obtenir les états propres corres-
pondants associés a ’algebre su(2). En effet, on se rappelle que les générateurs Jy, Jy, J3

de su(2) satisfont les relations de commutation (2.1). Si on pose alors:

jj = ikja J=12, j3 = R?n (234)

les générateurs K, Ky, K3 forment l'algébre de Lie su(1,1), avec les relations de com-

mutation:

[Kj_, Kg] e —'Z.IA{;;, [Kz, Kg] —_ ’l:.kl, [}%3j }%1] — ZKQ (235)

Par définition, les états propres d’algebre associés a l'algébre su(1, 1) vérifient 1’équa-
g

tion aux valeurs propres suivante:

[(Y 0 f(] |¢> = [alffl + O!QKQ + agkg]l’lﬁ) = f‘hb), o, Oip, (g € C. (236)

On peut encore introduire les opérateurs d’échelle K = (Kl =+ if(g) satisfaisant les

relations de commutation

[Ks, K]l =+Ks,  [Ks, Ki] = 2K, (2.37)

et écrire (2.36) sous la forme:

[er K + a Ky + osKs]|p) = T|y), (2.38)
01\1 Q4 = ﬁ—lalztiaz 7

2
=22 e 2 = - . sl
L’opérateur de Casimir K = K3 —K?—K? = K3—3(K.K_+K_K.) commute avec
chaque K; pour ¢ =1,2,3 et, en vertu du lemme de Schur, pour chaque représentation

irréductible, cet opérateur est un multiple de 'opérateur identité:
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2 ~

K = k(k—1)f. (2.39)

C’est ainsi qu’une représentation irréductible de SU(1,1) est déterminée par le
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nombre k. Dans le cas des séries discretes, ce nombre prend les valeurs £ =1, 3,2, 2,.. ..

Les vecteurs de 'espace sur lequel la représentation T%(g) agit sont alors identifiés par

ce nombre k£ et un autre nombre n qui est une valeur propre de 'opérateur Kj:

Rilk,n) = nlk,n), n=k+m, (2.40)

ott m est un entier > 0. Les opérateurs d’échelle K, agissent sur ces états de la fagon

suivante:

Kelkyny = J(ntk)nFhk£lk,n£l), n=kk+1,.... (2.41)

Sion ne s’intéresse qu’aux solutions de I’équation aux valeurs propres (2.36) associées

a la série discréte, on prend les solutions sous la forme:

A

)% = (N2 T [k, m), (2.42)

ot N¥ est une constante de normalisation, n =k, k +1,... et

~

T = exp (—g[e_i‘;’ K, — et K'_]) : (2.43)
avec ¢~3, X des quantités, en général, complexes. Ces derniéres sont déterminées en

insérant (2.42) dans(2.36) et en exigeant que les valeurs propres I'* soient égales a:

Ik = nb, avec  b=+/a}—a? — a2, (2.44)

c’est-a-dire que

@ K] T [k,n) =nb T |k,n). (2.45)

En fait, dans le cas ol b # 0, nous avons trois classes d’éléments d’algébre (@ - K ).

La premiére classe consiste en des éléments ayant un spectre continu, ce qui n’impose
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aucune restriction sur I'. La deuxiéme classe consiste en des éléments ayant un spectre
discret équidistant. Dans ce dernier cas, il y a deux sous-classes, & savoir, une avec
I' = nb et 'autre avec I' = —nb. Pour ce qui concerne le cas discret, il suffit de trouver
les solutions avec le spectre positif, car les solutions avec le spectre négatif s’obtiennent
des antérieures en faisant le changement b — —b.

En vertu des équations (2.34), on peut s’apercevoir que 1’équation aux valeurs

propres (2.36) devient pratiquement la méme que pour le cas su(2), lorsqu’on iden-

tifie

,Bj - _iajﬁ .7 == 17 27 ﬂ3 = Q3. (246)

De plus, vu que dans la procédure suivie pour trouver ’opérateur T, lors du traite-
ment de I'algebre su(2), I'état de référence |7, m) n’intervient que d’une facon passive
et qu’il serait de méme pour le réle que jouerait 1'état |k,n) dans un processus direct
de résolution de I’équation aux valeurs propres associée & l’algébre su(1,1), on peut en

déduire, en utilisant les équations (2.12) et (2.14), que dans le cas ol ay #0et a_ #0:

¥ = Z—“L (2.47)

et que I’équation de deuxiéme degré correspondante est

v2(b+as) + 2yyo — 12 + (a3 —b) =0,  y = tanh (?2£). (2.48)

En solutionnant cette équation, on trouve:

)2 Qg —5
tanh = = —1,’ =, 2.49
2 043+b ( )

Si on utilise la décomposition habituelle (1.60), I'opérateur T prend la forme:

A

T = exp (— e~ tanh (22(—) R'Jr) exp (—2 [ln cosh(—;g)] K},) exp (ei‘z’ tanh(g) R_> ,
(2.50)
ou bien, en utilisant (2.47) et (2.49),
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3K+) - (111(5 26 )123) - (—-20‘+ f(_) . (251)

+ a3 b+O£3

C’est ainsi que les états propres d’algébre que nous cherchons sont donnés par:

& 200
T=exp| =
p(b+a

” ~r\—1/2 & (2k)¢! b ;
W) = (A7) Z Zk—?—f)(—_) X

Q4
(2.52)
| ¢ (=1)°(=€ -2k + s)!((1 — as/b)/2)’
ml 1) )1 - a5/8)/2) e
(—(€+2k))! = sl(m — £+ s)I(£ — s)!
lorsque n = & —Fm, aveem =0,1,2,.... Alors en vertu de ’équation (B.28), on obtient

le méme dévelopement que Brif [Br 97| en séries de polynémes de Jacobi, & savoir:

)k, = (NE)” 1/22 ;kfé)( Oi) Pttt (0 8y [k k4 6. (2.53)

La forme de I'opérateur (2.51) nous dit que les états (2.52) sont normalisables si et
seulement si ‘ l <1let |bi"i| B

Si on s’intéresse au cas particulier ol le vecteur & est donné par:

@ = (sinh x cos ¢, sinh  sin ¢, cosh x), (2.54)
alors b = 1. L’équation (2.47) implique que ¢ = ¢ et 'équation (2.49) implique que

% = ¥, alors opérateur 7' prend la forme

T =exp (—%[e‘i"’ K, —¢e¥ RL]) . (2.55)

Si on applique ce dernier sur I'état de référence |k, k), on obtient les états cohérents

standards associés & la série discrete de su(1,1), & savoir:

|k; ¢) = exp (eKy — €K_) |k, k), (2.56)
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oll € = —X e™*, ou encore, si on utilise la forme décomposée (2.50) pour T:
1k 2
k5 ¢Q) = (1= [¢I")" exp (CK ) |k, ), (2.57)
ol ¢ = —e * tanh (%) est un parametre complexe tel que |¢| < 1. En vertu de I’équation

(2.41), les états cohérents standards (2.57) prennent ainsi la forme:

- (2k
50 = (=K 3 | S € Ik m) (2.59)



Chapitre 3

Etats cohérents et comprimeés
associés a D’algebre de Lie h(1) ® su(2)

Notre but dans ce chapitre est de généraliser les considérations sur les états propres
d’algebre au cas de I'algebre h(1) ® su(2) qui est la somme directe de I’algébre de Weyl-
Heisenberg h(1) avec su(2). Nous voulons aussi faire le lien avec les états supercohérents
de loscillateur harmonique supersymétrique, introduits par divers auteurs (Aragone et
Zypman [AZ 86] et Nieto [Ni 92]).

Nous commencerons, en fait, par rappeler la construction de ces derniers états,
en généralisant les considérations de Aragone et Zypman afin d’inclure la recherche
d’états comprimés dans notre discussion. Nous aborderons ensuite la discussion des états
propres de l'aigébre h(1) @ su(2). Finalement, la considération des états cohérents et
comprimés pour les opérateurs de super-position et de super-impulsion nous permettra

de faire le lien mentionné précédemment.

3.1 Les états super-cohérents

Commencons par rappeler qu'un oscillateur harmonique quantique supersymétrique
est la combinaison d’oscillateurs bosonique et fermionique (spin %) de telle sorte que
I’hamiltonien s’écrive

A 1 1 b
Hsusy == _(ﬁz S jz) ot 50-3 = &T& T+ fos (31)

[\]

ol af et 4 sont définis en (1.26) et
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. 1 , : d, .
fl=o, = 5(01 + i03), f=p_.= 5(01 —109). (3.2)

Notons que le caractére supersymétrique vient du fait que ’hamiltonien peut &tre écrit

comme I’anticommutateur des supercharges conservées @ et Q1:

Huw=1{Q,Q%, Q@=ialf, @'=daft (3.3)
Pour décrire les états super-cohérents pour un tel modele, nous prenons ’espace de
représentation F = F, @ F; = {|n,+) = (l’(?), In,—) = (ISL))’" =0,1,2,...}. Les états

super-cohérents sont ainsi définis [AZ 86] comme les états propres de 1'opérateur

a3 9 00

qui est appelé I'opérateur d’annihilation supersymétrique. Ces états sont donnés par
P Y

[y =exp (Bal) [0;+),  |v)- =exp (Bal) [all0;+) — 10;-)].  (3.5)

A partir de ces états, nous pouvons construire des états propres orthogonaux tout en
remplacant a' par At = af — Bf dans le facteur non exponentiel de ’etat représenté par

|1)_, & savoir:

)+ = exp (Ba') 105 +),  |v)- = exp (Bat) [41]0; +) - [0;-)]. (3.6)

Nous voulons ici présenter une généralisation de ces états pour un spin quelconque

en décrivant les solutions de I’équation aux valeurs propres

6+ 7J,]|w) = Bly), (3.7)

ou a est I’opérateur d’annihilation habituel et j+ I’opérateur d’échelle défini auparavant.

En général, les états solutions de (3.7), pour un j déterminé, peuvent s’écrire

o

) = Z > Chlnijym (3.8)

m=—7 n=0
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ou les états |n;j,m) = |n) ® |j,m) sont le produit direct des états propres |n) de
I'oscillateur harmonique usuel et des états |j; m) de la représentation irreductible 77 (g)

du groupe SU(2). Ainsi, on a:

' In;jj,m) = Va+1|n+1;45,m),

Jilnijom) = J(GFm)(@Gxm+1) |n;j,m+£1), (3.9)

avec

(nl;ja mll”?;j’m2> = 5n1,n2 6m1,m2- (310)

En vertu de (3.9) et (3.10), I'insertion de (3.8) dans (3.7) produit un systéme
d’équations qui nous permet de trouver la valeur des coefficients C’,{;m et d’écrire (3.8)

sous la forme:

WY = 3 Gl [¥)L, (3.11)

m=—j
ou les coefficients Cg;m sont arbitraires et les états |1)7, sont des solutions indépendantes

de I’équation aux valeurs propres (3.7), donnés par

j—m - _ . ~ k 3
Y (—1)"(] km) G -y (L) ] exp (Ba') 10;5,3),

i — (i (=1/2)
|w>m = (Cm) [ Fve (23)| (3 )
12

o CI, (m = —j,...,7) sont des constantes de normalisation.
Que les états (3.12) soient des solutions de (3.7) se déduit directement du fait qu’en

général, nous avons

o Yooy aE o
aras = > ( ) pre aa"* ol r,ssont des entiers > 0 (3.13)
k=o a

et
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aexp (Bat) |05 j,m) = Bexp (Bah)|0; 5,m). (3.14)
A Paide des équations (3.9), (3.10), (3.13) et (3.14), on peut calculer les constantes

C? . Celles-ci sont données par

o= U exo (16) 5 (%" (zj—mz(#)'l, e (Z1B7), 19)

k=o
~ 9 -5
ou L .. 4 (—| Bl ) sont des polynémes de Laguerre.
Des expressions générales pour les valeurs moyennes des opérateurs Ji, J_ et J.

dans les états (3.12) sont données par:

(| Tal9), = 5 + |7

| 7 5 1n(C7), Tl = =Fps 1 555 (3.16)

P 0 B (1)
s e mGh) N Ery

avec m= —j,...,5 — 1. Quand m = j, on a (3 |J_|¢)j = 0. Par ailleurs, on a

(WlI_|p), = o (3.17)

5 T ()@~ G - m - 0! (h) L (-18F)
8 7 () @7~ ! (F) B (-187)

R

(3.18)

avecm=—j,...,7—1. Quand m = 7, on a (¢|j+|1/))j: =
On s’apercoit que cette derniére expression donne les résultats corrects pour la valeur
moyenne de J,, méme si les polynoémes de Laguerre L%(z) ne sont définis que pour n
entier, n > 0 et a réel, @ > —1. Pour &tre correct, on devrait utiliser 1’expression

suivante pour la valeur moyenne de J,:

Wy, = -8 x

()i - 1) ( ) * g Boeis (L)) 6519
e )23— et (-18°) |
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avecm = —j4,...,7— 1. Quand m =7, on a (1/)[.]1|7,[))§ =1
Les calculs se simplifient énormément si, au lieu d’utiliser directement les états (3.12)
pour faire les calculs, on considére plutét un ensemble de solutions orthonormales et

indépendantes de ’équation aux valeurs propres (3.7). On va donc prendre:

; k
- ~. (=1/9) | 1T i —m\ (27 — & T J = A -
9= @7 S or (7T ) BB g (L) | exp(@a) 1034,),
k=0 k (25)! T
(3.20)
oum=-j,—j+1,.. —1,7et ,ﬁ est I’opérateur d’annihilation décalé qui

a été défini dans le chapitre 1.

Les constantes de normalisation C, sont données par

U (1) E () -m() .

k=0
de telle sorte & obtenir (|1h) = 1.

La valeur moyenne de I’opérateur J; dans les états (3.20) est alors donnée par

(DI Ta| D), = 5 + |7 Bl ? zIn(CL),  m=—j....j (3.22)
expression qui est visiblement indépendante de ﬁ . Pour les valeurs moyennes des opérateurs
Ji, on a

el =0, m=—j...,j4, (3.23)
car
Aexp (Ba')10;5,m) =0, m=—j,...,j. (3.24)

D’autre part, en utilisant les résultats que nous venons d’obtenir, il est aisé de

déterminer les solutions de 1’équation aux valeurs propres

(@ +7J_1lv) = Bly), (3.25)
qui differe de (3.7) par le remplacement de j+ par J_ et 7 par 7. En effet, un ensemble

de solutions orthonormales et indépendantes de cette équation s’obtient directement,
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par analogie avec (3.20), comme

sk
7 <1/2>“” J—m\ (25 — F)! 24Gem-k) I+ 3aTY 10: 7. — i
o T () B e (2 | e 03,9,
Whn = k=0 k (25)! T
(3.26)
ol m = —j,—j +1,...,5 — 1,7. Les constantes de normalisation (CY,) sont encore

données par (3.21) et la valeur moyenne de opérateur J; dans ces états est alors

(WDl I3l = —j + |7

| 2 s In(CY), m=—j,...,J (3.27)

3.2 Etats propres d’algébre associés & h(1) @ su(2)

L’algébre de Lie h(1) @ su(2) est la somme directe de I'algébre h(1) engendrée par
{,p, 1} et de su(2) engendrée par {J;, J;, J3}. En termes des opérateurs de création et
d’annihilation usuels, on peut encore prendre l’ensemble de générateurs

{a,al,I; J,, J_, J3}. Ces opérateurs obéissent aux régles de commutation suivantes:

6,81 =1,  [Js,Ju] = £Jy, [J_, J.] = —2J;, (3.28)
tous les autres commutateurs étant nuls.

La forme la plus générale d’un opérateur hermitien A construit & partir de la com-

binaison linéaire de tels opérateurs est:

A= Aja+ Aat + AT + Asd, o+ AF + AT, (3.29)

ou Ay et Ay sont des nombres réels, tandis que A; et A3 sont des nombres complexes.
Si on prend deux opérateurs hermitiens quelconques, A et B, de la forme (3.29),

~

leur commutateur est donné par [A, B] = iC, olt C est l'opérateur hermitien

¢ = [z (AiB1 — AiBy) I+ 2i (BsAs — Bsds) Js +
(3.30)
i (A3Ba — AuBy) Jy +i (AsBs — AqBy) j_}.
Nous sommes intéressés & minimiser la relation d’incertitude générale de Schrédinger-

Robertson pour de tels opérateurs A et B, c’est-a-dire & chercher les états |¥) qui sont
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solutions de I’équation (1.7), avec les conditions (1.8). A 'aide de 'équation (3.29), on

obtient donc

la_é + aydl + sl + B_Jy + By J_ + BaJs]|v) = Blv), (3.31)

ou

. = Al -+ ’L')\B]_, oy = %1 + 7:/\-?1; Q3 — Ag + i/\Bz,
f- = Az +iABs, By = Az +iABs, B3 = Ay +iABy.

(3.32)
Les solutions de 1’équation aux valeurs propres (3.31) correspondent aux états propres
d’algebre associés a P'algebre h(1) & su(2). Dans le cas spécial (3.32), si |A| # 1, ces
états correspondent aux états comprimés associés aux opérateurs A et B tandis que si
|A| =1, ce seront les états cohérents associés.

Afin de résoudre (3.31), on peut écrire I’état |¢)) comme une superposition des états
fondamentaux |n; j,m) représentant le produit direct des états fondamentaux |n) de
'oscillateur harmonique standard ( n entier positif ou nul) et les états |j,m) ( j entier
ou demi-entier, m = —j,~j +1,...,7 — 1,5 ) de la représentation irréductible 77 (g)

du groupe SU(2). Pour un j fixé, on écrit donc I’état cherché sous la forme:

W) = Z Z mln; G, m (3.33)

m=—j3 n=0

En insérant (3.33) dans I’équation (3.31) et, en tenant compte des équations (3.9) et
(3.10), on obtient un systéme d’équations pour les coefficients Ci . dont la résolution
nous permet de déterminer |4)? . Cependant, cette procédure devient de plus en plus
compliquée au fur et & mesure que la valeur de j augmente.

Une maniére plus efficace consiste a utiliser les résultats que nous avons décrits
précédemment ( chapitres 1 et 2 ) pour les états propres d’algébre de I’algebre de
Heisenberg et de su(2). En effet, un ensemble de solutions des équations (3.31) est alors

donné par:

2 —
e +

i) exp (L") Zup 10:5,m), (3.34)
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lorsque o #0; m=—j5,—j3+1...,5—1,7 et que

p=fB— as —mb, (3.35)

avec b= 1/48,6_ + 3; b # 0. De plus, dans (3.34), Teff est donné par

= (3 [ () (). 0

Un cas particulier important, non inclu complétement dans la solution (3.34), est

obtenu quand 8y = 0, B3 = 0 et ay = 0, ce qui implique b = 0. Dans un tel cas, on
résout 1'équation aux valeurs propres (3.7), ot 7 = (-g—:—), g = (%) et a_ # 0. L'en-
semble des solutions orthogonales et indépendantes de cette équation est alors donné
par I’équation (3.20). Revenant au cas particulier de 1’équation (3.32), en comparant
I'équation (3.7) avec (3.31), on s’apergoit que, pour une valeur fixée du paramétre A,
les coefficients A;, B; (1 =1,...,4) des opérateurs A et B ont un rapport spécial entre

eux. En effet, les conditions 8, =0, 3 = 0 et @y = 0, insérées dans (3.32) impliquent:

-siReA#0,0na

A A
Ay=By= === ==, ;
4 =0 et A i3, 'LB3 (3.37)

- siRe A =0, A et B sont essentiellement des multiples I'un de 'autre.

Mais, si nous voulons que, pour une valeur fixée du parameétre ), se vérifient les
conditions B_ = 0, B3 = 0 et ay = 0, c’est-d-dire qu’on ait & résoudre I’équation aux
valeurs propres (3.25), il faut choisir les coefficients A; et B; (i = 1,...,4) de la fagon

sulvante:

-siReA+#0,o0na

A4 = B4 =0 et )\0 == =1—. (338)

- siRe A =0, A et B sont essentiellement des multiples 'un de 'autre.
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Il faut remarquer que les cas décrits par les équations (3.37) et (3.38) sont les seuls cas
non triviaux pour lesquels le commutateur [/1 : B] = ¢C présente la forme canonique

généralisée, c’est-a-dire,

é =13 (AlBl - Algl) .i + pa (B3A3 e B3A3) j3. (339)
Un cas particulierement intéressant se présente lorsqu’on choisit les coefficients A;

et B; (i=1,...,4) de la fagon suivante:

Ay Az
— = = 3.40
B~ B, (3.40)
Dans ce cas, le commutateur des opérateurs A et B présente la forme canonique
[A, Bl = (4B, - A B)I, +—  C=i(AB, - AB)I. (3.41)

Ce cas sera analysé dans la section 3.4.

En général, pour calculer la valeur moyenne de opérateur C, donné en (3.30), il
faut calculer les valeurs moyennes des opérateurs i ,jg ,j+ et J_ dans les états |¥),
comme donnés par I’équation (3.34). Par ailleurs, si le cas pour lequel € est donné par
I'équation (3.39) se présente, il faudra aussi calculer les valeurs moyennes des opérateurs
T et j3 pour une valeur donnée de A en utilisant les états donnés par ’équation (3.20)
ou ceux donnés par ’équation (3.26). Ces valeurs moyennes se calculent sur la base des

résultats présentés dans I’appendice C et la section précédente respectivement.

3.3 Ktats cohérents et comprimés associés a
’opérateur de super-position X et de super-
impulsion P

Si les coefficients des opérateurs A et B sont donnés par

A4':—B4=A2=Bg=o,

’ -Bl =—1 A].J (342)

) By =—i A37
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A représente opérateur de super-position X et B I'opérateur de super-impulsion P:

X=2 [(;u‘z +pat) + (rdy + fj_)],

. (3.43)
A _ L —"‘i' . . _ = = N
P 73 [(p,a ua) + (TJ_ 7TJ+)]
et I’équation aux valeurs propres (1.7) correspond donc a:
[X + AP [4) = B [9). (3.44)
L’opérateur C devient
C = |ul|*] + 2|7|*Js. (3.45)
Dans ce cas, on a:
p(1+A) E(l—-2)
== P = ) - 0,
44 \/i o \/i Qi3
(3.46)
5 T4+ T(1-X)

—— =, = O

\/i IB+ \/i ﬂ?’

On a, par ailleurs,

b=V2|r|V1- )2 (3.47)

Etant donné que les coefficients en (3.42) vérifient I’équation (3.37), pour la valeur
fixée de A = 1, les solutions de 1’équation aux valeurs propres (3.7), qui sont des états
super-cohérents associés aux opérateurs X et P, sont données par les équations (3.20)

avec A=a-pf,8= —‘/%L et 7 = ﬁ, c’est-a-dire

[9¥ = (€2
: . . 1 3 oA j d
| ) (3 o) T ()] e () 10

oum=—j,—-j+1,...,5—1,5; pu#0Oet

(3.48)
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CJ, = (j —m)lexp ( wz) [Jf (_km> (szg)f)! (i’;;j)k] (3.49)

2|/‘Ll2 k=0

La valeur moyenne de C' dans les états (3.48) est

(C’)in = |,u,|2 +2 |7'|2 [j + |T|2 3|?|2 4 (Jk:: <j _km) — m()Q'J(?'J - (15:2)2]50)

En particulier, quand j = 3, les équations (3.48) et (3.50) se réduisent i:

[)* = exp (F2) exp (£2) |o;+),

WE 1 S (—lﬂlz) (ﬁ_a") (wpi) v B
9= = e () = s (&' --5) w0 - 210

et

(lal* + 171%)
(1l + I717)

Lorsque p = 1, ces résultats reproduisent ceux obtenus par V. Hussin [Hu 00]. Les

(&) = |ul* + |7, (€)= (3.52)

dispersions de X et P dans ces états sont données par:

(ax?), = (aP?) = % (I + 1) (3.53)
et
) (A5 < L(1uf g o) 2Pl
(aX?)_=(aP*) =2 [(Iul + %) (INIZ+IT|2)]' (3.54)

On s’apercoit donc que les dispersions de X et P calculées dans les états |1)~ sont plus
petites que celles calculées dans les états [1)*. Nous pouvons dire que les états |)~
constituent les états le plus proches aux états classiques pour I'oscillateur harmonique

supersymétrique.
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Selon les équations (3.34), (3.35) et (3.36), dans le cas ou A # 1, les états qui

minimisent la relation d’incertitude générale associée aux opérateurs X et P sont donnés

par
i 1112 seidat2 B(1+68ei¢ ; N
Iw)-zn = (Cte. exp (Jﬂ%) exp (l_]; {JW_) a 2m|7151/2el¢/2} O..T) X
—r§~V2—i0/2 f6172ei¢/2 X .
exp (TLLP exp WJ_ |0; 4, m),
lorsque m = —4,...,j . La valeur moyenne de C dans ces états est

Onmut s 53 - i)

ol {2 s’exprime en termes des polyndomes de Jacobi sous la forme:

(—[2j,|1)1 (1 _ 8 )

_ Jj—im|— (14+6) . .

Q_P(—2j—1,0)(1__ 88 )’ m=-j+1,...,5-1,
j—{ml| (1+6)?

tandis que 2 = 0 pour m = +j. Dans ce dernier cas, on a

Ad 2 g2 (1=9)
(CYe; = "+ 25 |7] 159
et,sij =z,
Mt g2 2 (1-9)
O =+ §59,

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

ce qui correspond bien aux résultats obtenus par V. Hussin [Hu 00] dans le cas ot p = 1.

Dans le cas o1 j = %, les dispersions de X et P dans ces états sont données par:

2oy (1 —28cosg + 6%) 2 2(1=96)
(a%?), = 2(1— 62) ['“l + i (1+5)]’

sy (T+25cosdp+62) [ o 2(1— )
(aP?), = 2(1 — 62) [lﬂl " (1+5)]'

(3.60)
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FIG. 3.2 - Graphique des dispersions (AX?) et (AP?) et du facteur A en fonction de
Vangle $ =, 6= 0.5, |r| = ul = 1, j = .
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FiG. 3.3 — Graphique des dispersions (AX?) et (AP?) et du facteur A en fonction de
Vangle p =1, 6 =08, |7|=|u|=1, j=1.
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Dans ce cas, le facteur A, défini par 1’équation (1.18), est donné par:

V(1= 62)% + 462 sin’ 2(1—6)
pe = et R ). (3.61)

Nous observons que dans la limite & — 0, les dispersions de X et P coincident avec
celles qu'ils avaient dans I’état super-cohérent |))T. Les figures 3.1 & 3.4 montrent
le comportement de (AX 2) (APQ) et Ay lorsque l'angle ¢ varie et § est fixé. On
voit clairement la position des états cohérents pour lesquels (AX 2) (APQ) A. Par
ailleurs, les figures 3.5 & 3.8 donnent le comportement des mémes fonctions lorsque
I’'angle ¢ est fixé et que & varie entre 0 et 1.

Dans le cas j = 1, les dispersions de X et P dans les états super-cohérents corres-

pondants sont données par

(a%7); = (AB%), = 5 (1uP +21rF?),

-2 2\t _ 1 2 A2) = 2|ul*|r|?

(AX) (A = 5 [(m +2|r*) ——(|ﬂ|2+2m2)}. (3.62)
72\t s\ _ L1 1 2 2|uf*|r|?

A = A — = F —ee 0 BE P

(A2 = (08, = 5 (P 2e) - L)

et les dispersions dans les états comprimés par:

1-

—_~
Oq
~—

5ol .ol (1—26cos ¢+ 6%)
(AXz) = (AXz)_1 = 2(1c3852) {' | '*'2|7—|2

N . 2
(a8, = (ar) = LBt D)

e NP e
»—lr—-l
+
0'10':
N’ SN’

-+

(1 ®

et

szt (1 25cos¢+5) 2(1—482%)
(3%), =" [" +rf (g

- 1_(1—|—25cos¢+52) 2 (1 = 4%
(aP%) = 20— ) [II 2“!@:}3}

Nous observons que dans la limite § — 0 toutes les dispersions des opérateurs X et

(3.64)

P données par les équations (3.63) et (3.64) tendent vers les valeurs calculées dans les

états super-cohérents [1)1.
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¥
30} [
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F1c. 3.5 — Graphigue des dispersions (AX?) et (AP?) et du facteur A en fonction de
d=zpour¢=0,|r|=pl=1j=1
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F1G. 3.6 — Graphigue des dispersions (AXz) et (Afﬂ) et du facteur A en fonction de
b=z pourd=73, |t =|ul=1,7=1
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FIG. 3.7 — Graphique des dispersions (AX?) et (AP?) et du facteur A en fonction de
d=zpourd¢=1|r|=|pl=1,7=1.

10y

FIG. 3.8 — Graphique des dispersions (AX?) et (AP?) et du facteur A en fonction de
d=zpourd=73,|r|=ul=1,;=1
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Dans le cas j = 1, m = +1, le facteur A est donné par

L J(1 =022 +42sin g [, 2(1—6)
(@ = =g T e+ 2P G (3.65

tandis que si j =1 et m = 0, il est donné par

(A)y =

\/(1 — 52)2 + 462 sin? 0] A2 (1= 52)
2(1 — 0%) [WI + 2|7] a +52)] , (3.66)

3.4 Etats cohérents et comprimés de Doscillateur
harmonique déplacé généralisé

Si les coefficients des opérateurs A et B satisfont les conditions données par I’équation

(3.40), on peut écrire

fi = Ald + AI&T + AQI + A3j+ i Agj_ + A4j3,
2 _ B . — i "
B = Bia+ Bl + Byl + A—4(A3J+ $dad Y4 B, (3.67)
4
Cela correspond 4 la forme la plus générale des opérateurs A et B donnant des relations

de commutation canoniques. Par exemple, si les coefficients de A et B sont choisis de

la facon suivante

Ay=0, By=0 (3.68)

et

.

Az = = Bz =—-A ’
T2 3 3 (3.69)

g
Ay = —, B, = —Ay,
=5 4 4
ces opérateurs deviennent
& 1(&+‘&T)f+ l(Tj +7J) + = (3.70)
=— = =Y & —=m :
VoA VoAl VoM
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et

, ) 1 .
P= \/i(,uaf == :ua) \/— ﬁUJ3 (371)

respectivement. Ils satisfont la relation de commutation canonique

(’TJ+ + TJ__)

[X, P] =i|ul]. (3.72)

Si on définit les opérateurs de création et d’annihilation de la facon habituelle, & savoir;

- 1 /4 - , 1 = A
P ; 1- =i =
A=— (X+P), A= % (% -P), (3.73)
on trouve

P | NP e, & N %

A= pal + 57(1 —0)Jy + 57(1 —)J_ + 50(1 —1)J3

3 - A 1 - 1 5
A = path + 7L+ i) L + ST+ ]+ Zo(1+ )i (3.74)

On s’apercoit que ces opérateurs satisfont les relations de commutation

(A, Al = |uf” (3.75)

Nous pouvons donc définir un hamiltonien ayant le méme spectre que celui de I’os-

cillateur harmonique standard, & savoir:

Y 1 A 2
H=AA = |pfata+ 3 [o® ~ 27| 3 +|r*T

8 % [#Ji + 7202 + 10 (11 +i)a+ (1 - 4)a ] gy
+ ; [’ru(l +4)ady +7a(l — z)afJ_] % [ a(l —d)atd, + 7u(l + z)aJ_]
+ 5 [T (j.|.j3 + j3j-|-) +7 (j3j— + J—JS)] ’ (376)

~

ou J est I'opérateur de Casimir de ’algebre su(2).
Pour trouver les états cohérents et comprimés associés & ce systéme, il suffit de

résoudre 1’équation aux valeurs propres
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% (1= NAT+ 1+ 0)A] [¢) = Blv). (3.77)

son . » 2 5
Comme nous ’avons déja consigné, lorsque o2 + 4|7 0, ces solutions correspondent
? )

aux états propres (3.34) avec

14N o _(1-=-X
o = b =k, e=0
o 1-aN 1y (-
/8— = T \/5 ’ :6+‘_T ‘\/i ) ﬂg—O’ \/i ) (378)

et

p = —mb, — b= /486 + B3 = (1\;;) Vo2 + 47’ (3.79)

Dés maintenant, nous étudierons les états cohérents associés & ce systéme pour la
valeur fixée du paramétre A = 1. Notamment, nous analyserons le cas j = % En effet,
ces états correspondent aux états propres de l’opérateur d’annihilation A donné par
Péquation (3.74). Dans la représentation j = %, I’hamiltonien du systéme se simplifie

pour donner:

- 1 v 1 .
H=AA = |ufala+ - [0 +4|r’] T+ 50 (1 +d)a+ a1 - i)af] Js (3.80)
1 o ® o= 1 A
+ 3 ['rp(l +i)aJy + 7ol — z)aTJ_] +3 [Tﬂ(l —d)a'J, +7u(l + z)aJ_] :

Les etats cohérents orthonormaux associés & ce systéme sont donnés par

[ 1BI” + Ho(o, I = Llg(o, |7]) (cos p — sin o)

i 2|M|‘2

[(181- 422%9(ei17D) ] glos o) (1054 + il )]
_ H V2 lg(o, 17 + oo, |7])

)" = exp

X exp

81)

et
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-__ |B|2 + zlg(o, ITD]? + ]g[g(cr, |7|)(cos ¢ — sin )
2|uf?

= - 1 T " _cr+gcr,7' -2
- 181+ 55290 D) Jir |[|o,+> ezl jo; )]

i z Vg, [T +og(o, 7))

(3.82)

ol B = |Ble* et

g(o, |7|) = /o2 + 4|7]* # 0. (3.83)

Dans la limite 8 — 0, ces états deviennent évidemment les états propres de l'opérateur

A avec la valeur propre 0, c’est-a-dire les états vide du systéme, & savoir:

o = o [ oy [0, ]

9o, 7)) [10 +>+a+ga,m>|0 -)]

(3.84)
. V2 \Jiglo, [FDE + og(o, 7))
et
B = exp | L@ITDE] TA=D
o) = e o ] P[ rrdcaul T]
4y — oraleirh g,
x \/§IT|[|O’+> -] (3.85)

VI, 17D + og(o, 7))

Ces états continuent d’étre orthonormausx.

En vertu de la relation de commutation (3.75) et de la définition de 7 donnée par

(3.80), nous avons

[H, A = —|ul*4, (3.86)

et nous pouvons donc construire les états propres de H de la maniére habituelle:

= 0", @)= 10)”. (3.87)
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Ces états sont tels que
HI)* = nlpl*|R)*, (3.88)
c’est-a-dire que nous avons un systéme ayant le méme spectre que celui de 'oscillateur

e P 2 . 1 - 2A ~ ’ e 4 7 ’
harmonique standard représenté par I’hamiltonien Hy,,, = |u|“a'd, mais dégénéré.

D’autre part, les états cohérents de ce systeme peuvent s’obtenir par I'application

de 'opérateur unitaire de déplacement

. 34T — B
BB, 1) = exp @WQ (3.89)

sur les états vide (3.84) et (3.85). En effet, si 'on écrit cet opérateur sous la forme

- (Bpat - ppa)

D(f, 1) = exp T

gxp l QL) (143, + ajg)] . (390)
7

et qu’on I'applique sur les états (3.84) et (3.85), on s’apergoit que

2
[FJ_+ 70, +0J5]|0)" = iﬂ‘f’yﬁ;()){ (3.91)

ce qui veut dire que Paction de la partie unitaire de D(f, 1) contenant les opérateurs
de su(2) ne contribue & la construction des états cohérents qu’avec une phase superflue.
C’est ainsi que les états cohérents associés & ce systéme sont donnés par:

~—’\1' = -~ K
o = | & ’“Mf 1) | oy, (3.92)

qui correspondent exactement aux états cohérents donnés par les équations (3.81) et

(3.82).
On peut toujours utiliser la forme (2.5) pour 'opérateur 7'. Les équations (2.12) et

(2.14) impliquent:

o= T g _ [ %} , (3.93)

\"



2)*

0)*

(By)
|2; £)
Bf
at
(BY)
1 |15 &)
By
at
(BF)
|0; £)

F1G. 3.9 — L’action des opérateurs sur les états

d’ott on déduit que 'opérateur unitaire s’écrit

Les états vide |0)* peuvent donc s’écrire sous la forme:

~

T =exp

( g!a‘,T !—0’

g(os|l)—e

|7

|2

[Tj+ = 7:j_]

0)* = B*|0; ),

ol B* est un opérateur unitaire donné par:

68

(3.94)

(3.95)

(3.96)

(3.97)
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En utilisant (3.91), on peut démontrer facilement que

n

- = 142
I e LG T -
e o U (3.8
D’autre part, il est aisé de vérifier que
. L 74 ) o, |T e

Vol V!

En insérant (3.95) dans (3.98) et en tenant compte de (3.99) on trouve que

|7y* = a"B*|n; £), (3.100)

ce qui veut dire que les états propres de # = .A! A s’obtiennent de ceux de l'oscillateur
harmonique standard en appliquant opérateur unitaire B¥ = fi* B* sur ces derniers et
viceversa. Le diagramme dessiné dans la figure 3.9 montre 'action des opérateurs sur
les états. Cette sorte de diagramme est typique lorsqu’on analyse les états cohérents

pour des hamiltoniens iso-spectraux [FHN 94].



Chapitre 4

Des quantités physiques

Nous allons calculer dans ce chapitre les valeurs moyennes et les dispersions de
I'’hamiltonien de Jaynes-Cummings [JC 63], Hje, dans les états cohérents et comprimés
associés aux opérateurs de super-position X et de super-impultion P que nous avons
étudiés dans le chapitre précédent. -

Le modele de Jaynes-Cummings, dont on connait exactement le spectre ainsi que les
états propres [NSE 81, BHN 94], a été I'objet d’études diverses. Ce modele, rappelons-le
décrit P'interaction entre un champ fermionique et un champ radiatif. En ce qui concerne
les états cohérents, expérimentalement, c’est le champ radiatif qui est préparé dans un
état cohérent et qui interagit avec le systéme atomique. Plusieurs informations sont
déduites de 1a. Mentionons que ’évolution temporelle de I'inversion atomique présente
les fameuses oscillations de Rabi [NSE 81]. Comme nous avons construit des états qui
généralisent ceux décrits dans ces approches, nous voulons étudier les comportements
des valeurs moyennes et dispersion de H;- dans ces états afin de les comparer avec
les approches précédentes. Une analyse plus approfondie est en cours [AH 00] afin
de rendre compte du comportement d’autres quantités physiques, comme l'inversion
atomique dans des états comprimés du champ radiatif.

Nous commencerons le chapitre en donnant une description du modele de Jaynes-
Cummings, en particulier, nous trouverons le spectre et les états propres associés. Nous
reproduirons aussi les résultats obtenus par Bérubé et al [BHN 94]. Ensuite, dans les
sections qui suivent, nous calculerons les quantités physiques dont nous avons parlé plus

haut.
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4.1 Le modele de Jaynes-Cummings et le lien avec
P’oscillateur harmonique supersymeétrique

Le modéle de Jaynes-Cummings décrit 1’interaction d’un fermion de spin % avec un

champ magnétique qui a une composante oscillatoire le long de I’axe z et une compo-

sante constante le long de ’axe z. Ce champ magnétique s’écrit explicitement:

B(@, 1) = %k + (k) [aexp (i(ky — wt)) + af exp (—i(ky — wt))]i, (4.1)

olt ¢(k) est une constante dépendant de x et d’autres parametres [Lo 73] et v est la
constante gyromagnétique. De plus, w est la fréquence du champ et wy est la fréquence
atomique. Dans ’approximation d’onde-tournante, ce systéme peut étre décrit par ’ha-
miltonien

1

Hyo = w (8'a + )0 + ZPos + ralo- +ao). (4.2)

Dans cette expression,  s’interpréte comme une constante de couplage, a' et @ sont
les opérateurs de création et d’annihilation de photons, o4 = o7 % 103, ol {01,02,03}
sont les matrices de Pauli usuelles and oy est la matrice identité.

On peut écrire H ¢ sous la forme d’une combinaison d’opérateurs de su(2) et de

Videntité comme suit

~ IN - & i =
H_]C = w (&Td + 5) I =+ ’LUQJ3 + KJ(&TJ_ + &J+) (43)

En effet, lorsqu’on se restreint & la représentation de su(2) avec j = %, on trouve

(4.2). On peut encore écrire les éléments de matrice de H;¢ comme:

| F A TR w 3 R
(HHol) = w (a*a * 5) + 70’ (+|Hic|-) = ka,
(4.4)
~ N A 3 R ¥ 1
(Vo) =ral,  (lHicl) = w(aa+ 1) -,

avec |+) = |3, 1)
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Pour déterminer les états propres de 1’énergie, il suffit de résoudre

Hjc|E) = E|E), (4.5)
1B) = i[cn;+ln; ) + emen; =], (46)

ol |n; £) = |n; 3, £1). En insérant (4.6) dans (4.5), on obtient les systémes d’équations

suivants pour les coeflicients cp.4:

E(;' — (,LU;—’LUO)\] CO;— # 0;

lE—(n-l—l)w—@;—wo)]cn_H;_—[m/n—{—l]an_ =0, n=012,...;

[m/n + 1] Cnt1;— — [E —(n+ 1w+ w] o = 0, n=0,1,2,.... (&7)

Pour chaque n, on a un systéme d’équations aux valeurs propres indépendant. C’est

ainsi qu’en résolvant chacun de ces systémes, on trouve les énergies correspondantes:

B — Q_U;_W ci:e 20,
- 2
B, = (n+1)w+n\/(n+1)+(w2’€w0), n=0,1,2,...,
= 2
El = (n+1)w—ﬂ\/(n+1)+(wzﬂw°), n=0,1,2,.... (4.8)

En insérant d’abord (4.8) dans (4.7), on trouve les relations de récurrence pour les
coefficients ¢+ et ensuite, en insérant ceux-ci dans (4.6), on obtient les vecteurs propres

normalisés correspondants:
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|Eq) = 10;-),

/AT fni+) + [/l 1) (552) + (25 [+ 1, )

Bree) Al
\/52 n+1)+ [n\/ (n+1)+ (% “’0) +(w—2w0)]
) [n\/n—l-l + (2m)?  (uswe ]In +) = [sv/nF 1] In+1;-) 27

2

\/ (n+1)+ [n\/n-i-l v w") +(w_2w°)]

lorsque n =10,1,2....
On peut démontrer [BHN 94] que I’hamiltonien H;c peut étre diagonalisé et écrit

sous la forme matricielle:

v At A (w(N+1)—kr(N+1) 0 )
HD—OHJCO—( : (i) (4.10)
ot N = ala et O est opérateur unitaire:
O = exp [~ (@' f(N + 1)o_ — f(N +1)ac.)] (4.11)
avec
1 26V N
N) = = - L L - — .
f(N) \/]_Varctan (A+2m~(N))’ A = w — wy, (4.12)
et
~ /2 = Ay 3
r(n)=0@+n)"", 6= (%) . (4.13)

Un annihilateur pour le systéme Jaynes-Cummings peut étre défini comme suit:

@ = 0401, (4.14)

C’est ainsi que, si

1B; ) p = e WI'/26P8t g, 1) (4.15)
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Fic. 4.1 — Graphique de (Afﬂf‘jc)j_/w2 en fonction de & et T pour \ = 8.
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représentent les états cohérents de l'oscillateur harmonique standard, c’est-a-dire, les

états propres de 'opérateur d’annihilation &, alors, en vertu de (4.14), les états cohérents

associés au systeme de Jaynes-Cummings qui sont des états propres de l'opérateur

d’annihilation Q, sont donnés par:

|B; i) = O|B, i)D-

Les valeurs moyennes de H,¢ dans les états (4.16) sont données par:

(B; +|HiolB; +) = wl(x +1) - AG(5, 7)),

(B; —|Hyc|B; =) = wlz + AG(6 - 1, 1)),

@)
g/
S
Il
Jx

wet

00 n 00

G ==Y Trnt )=y Tfitnsl,  a=|f"

n!

n=0 n=0

(4.16)

(4.17)

(4.18)
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F1G. 4.2 — Graphique de (Aﬁjc)i/wz pour la résonance ezacte (6 = 0).

Les dispersions de H;o dans les états (4.16) s’écrivent:

(AﬁJC)i = w{X(1+6) + (1 + )z + 222[G(5, 2) — GG +1,2)] — NG, 2)]'},
(4.19)
(AHc): = w{N%5 + (1 + 3z — 232G - 1,2) — G(5, )] — NG — 1,2)]°).

La figure 4.1 montre le comportement de la dispersion (Aﬁjc)i en fonction des
paramétres & et z pour A = 8. La figure 4.2 montre que dans la résonance exacte
(5 = 0), le minimum de la section ) = constante s’approche de zéro lorsque A — 0.

La dispersion de (Aﬁ JC)Q_ a un comportement similaire & celui de (AI:I Jc)i, comme
le montre les figures 4.3 et 4.4. Mais on s’apercoit que les dispersions, pour les mémes

valeurs des parametres (§,x) ou (z, A) sont plus grandes.

4.2 Valeurs moyennes et dispersions H jc dans les
états super-cohérents

Dans cette section, nous allons calculer les valeurs moyennes et les dispersions de

I'hamiltonien de Jaynes-Cummings dans les états cohérents associés aux opérateurs de



F1G. 4.3 — Graphique de (AHJC)Z_/w2 en fonction de § et © pour A = 8.

100

F1G. 4.4 - Graphique de (AI:IJC)?_/w2 pour la résonance ezacte (6 =0).

76
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super-position X et de super-impulsion P, que nous avons étudiés dans le chapitre 3.

Nous calculerons aussi les valeurs moyennes et les dispersions de la version diagonalisée

Hp dans ces états et comparerons les résultats avec ceux de la section précédente.
Rappelons que les états super-cohérents orthonormalisés solutionnant 1’équation aux

valeurs propres:

@+rJ)k) =Blyy, T#0, (4.20)
dans la représentation j = %, sont donnés par ( voir équation (3.51) dans le cas ol

= 2 — By
p=1let f=2%):

)" = exp (=I8"/2) exp (Ba') 10;+) (4.21)

et

)~ = —1IT—|exp (—|B|2/2) exp () [(&T ~ B)l0;+) - %IO; -, (422)

+|7?

ol nous notons que |1h)T est en réalité état propre de @ de valeur propre 3 et de j+, de
valeur propre 0.

Calculons maintenant la valeur moyenne et la dispersion de H;o dans les états
O|¢)", ou ce qui revient au méme, la valeur moyenne et la dispersion de Hp dans
les états |1)~. Les résultats dans les états Olp)* ont été obtenus dans Bérubé et al

[BHN 94]. Si on écrit Hp, donné par ’équation (4.10), sous la forme:

Hp = F\(N)J,.J_ + F(N)J_J,, (4.23)
avec
F(N)=[w(N+1)—sr(N+1)] et  F(N)=[wN +xsr(N)], (4.24)

on s’apercoit que le calcul de la valeur moyenne se réduit essentiellement au calcul des

éléments de matrice:
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(0;+| exp (Ba) (a—B) Fu(N) (@' - B) exp (Ba) |0;+) (4.25)

et

(0; —|exp (Ba) Fa(N) exp (fa)|0;-). (4.26)

En faisant les calculs nous obtenons les résultats suivants:

(0;+|exp (Ba) (a— B) Fu(N) (a — B) exp (Ba) |0;+) =
e {w(z +2) - k [z (G(,2) - GE+1,2)) + G +2,3)|} (4.27)

et

(0; —|exp () Fy(N) exp (Ba)[0;—) = ¢ {wz+KG(E - 1,2)}. (4.28)

Donc, la valeur moyenne de Hp dans les états (4.22) est donnée par:

o) = '+'||) fo [2 ” %D] .

K lm (G(3,z) + G +2, 7)) +(1-22)G( +1,2) - #G(S —1, :1:)] } (4.29)

De maniére analogue, on peut calculer la dispersion de Hp dans les états (4.22)

3

cela donne:

(M) = w{[L+ 2 (Il + 47 ()1 - £(17]} +

2 (L7 z 20(F
2w/~sf(|7'|){ [:c + mm]G(d, z) —z°G(0 + 3,z) —

[3932 —z+2[1 - f(|7])][1 - 23;]]6‘(5 +1,z) + [33;2 - 22 - f(lTI)]]G(S +2,z) -

e+ 2066 - 1,0) |+ 2 e+ B -

7|

[ (17D [x[G(S, z) + G +2,2)] +[1 - 22]G(6 + 1,2) — #G(S — l,m)} }(4.30)
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F1a. 4.5 — Graphique de (AI:ID)2_/w2 en fonction de § et z pour A =8, || = 40.

_ P
D = (431)

Les figures 4.5 et 4.6 donnent le comportement de (AH D)2_ Jw? lorsque |7| = 40 et
on constate aisément la similarité avec les figures 4.1 et 4.2.

D’autre part, un calcul simple nous permet d’écrire la valeur moyenne de H Jc dans
I'état super-cohérent |1))* donné par I’équation (4.21), cela donne:

’LU—’UJ())

iyt = w (187 +1) - 25 (@.32)

De la méme facon, on peut calculer la valeur moyenne de I’énergie dans ’état super-

cohérent 1))~ donné par ’équation (4.22), on obtient:

(Wil = (1) + L0000 (I =1 (433

Les deux valeurs moyennes (4.32) et (4.33), ne dépendent donc pas de la constante de

couplage k.
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F1G. 4.6 — Graphique de (Alflp)z_/w2 pour la résonance exacte (8 = 0) lorsque || = 40.

Le calcul des dispersions s’avére plus laborieux, mais direct. Pour ce faire, écrivons

H ;¢ sous la forme:

Hjc = Hs+ Hj, (4.34)
avec
2 s 1 s A it 2 -
Hy=w(ala+3) +weds et Hy=r(a'J_+ady). (4.35)
Dans cette derniére expression ﬂ'g, lorsque wy = —w, correspond & I’hamiltonien de

I'oscillateur harmonique supersymétrique et Hy tient compte de l'interaction du fermion
avec le champ magnétique.
A laide de I'équation (4.34), la dispersion de H;¢ dans un état quelconque |1))

s’écrit:

(Aftuo)' = (aHs)" + (AR + [((HsHy + HiHls)) - 2(Hs) (1)) (4.36)
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Il est alors aisé de trouver la dispersion de H ;¢ dans D'état supercohérent |)* car

on a:

(*AHsc) = I + (B +1).

Dans I’état |1p)~, les calculs donnent:

RSN =2 1+3|'r|2) ( 7| )2 2
AHg) = w? + ,
( S) w |ﬂ| ( 1% |TI2 + 1+ |7’|2 (’LU 'U_)O)

(Cal) = w2 (lﬁl2 %z 2—|T|2—) :

1+
et
PN NP - - —2wk 22 =,
[((HsB; + HiHs)) — 2(Hs) (H))] = ST (78" +78)

En écrivant § = |B|e™ et 7 = |7|e%, nous obtenons:

(st + 1 5)) = 2(085) 1)) = s’ (VL) otz - )

1+

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

Afin de comparer ces résultats avec ceux de la section précédente, exprimons-les en

termes des variables z, A et §. Cela donne:

(+AI:IJC>2 = wi{z + (z + 1))\?},

o A2 1+ 3|7 2l7] \? < 217912
A =w2{z + 1+ e, 3812)° +
("adic) <1+|T|2 1+ |7 (1+ €23?)

b (a: + (—1-2+|T—||:i2—)> — 43 (U—LLl—z)) cos(2¢ — e)},

ol €y, = 1 81 Wp > w et €y, = —1 si wy < w.

(4.42)

(4.43)
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Dans P’expression (4.43), on observe un comportement linéaire en x et quadratique

en A lorsque § = 0 et linéaire en z et quadratique en § ? lorsque la valeur de X est fixée.
. 2

Ce comportement est plus simple que celui donné en (4.19). De plus, (‘AH JC) Jw?

’ a o ~l
présente des minima en A et 42.

4.3 Valeurs moyennes et dispersions de Hj;- dans
les états comprimés

Dans la représentation j = %, les états comprimés normalisés associés aux opérateurs
de super-position X et de super-impulsion P, que nous avons étudiés dans le chapitre

3 (voir équation (3.55) avec p = 1), sont donnés par:

£ =
I = VIT3
500 exp (o) ) flo & Tloetion )],
i
olt 5(x) est Popérateur unitaire
N &12 a2
S(x) = exp (x7 = X;) ; (4.45)
avec
X _ i¢
= tanh(|x|) = —de*. (4.46)
x|
et
~t B i 172 i¢
iy = —=(1+ de*®) F |7|6"%e*%. (4.47)

V2

Pour calculer les valeurs moyennes de H ;¢ dans ces états, I’identité suivante va nous

étre utile:

$1(0a8(0)) = (acoshuxn + 2% siuh(x) a*) , (4.48)



83

qu’il est facile de démontrer en séparant I’opérateur unitaire S(x) de la maniére habi-
tuelle. On se sert aussi du fait que la valeur moyenne de Hjc dans les états [)E est

donnée par:

(| Hic|)E = * (| Hs|y)E + (| H|)*, (4.49)

en séparant H;c comme en (4.34). Aprés quelques calculs, nous trouvons:

* (| Hslp)* = w{sinh2(1x|) + iz |* cosh?(|x|) (cosh®(|x]) + sinh®(|x{)) —
(ei"’?];tz +e z"517§E2)sinh(|x|) cosh®(|x|) + %} + % (%) (4.50)

et

Ko |Tl —ig/2 =& I I z¢/2 :I: 2
(3| Il‘lﬁ) 1+5{[ e e + — ~ cosh”(|x|) —
Tl ~ i
Hesorgg o+ Meong] sy o). (a5

En insérant (4.47) dans (4.50) et (4.51) et en tenant compte de (4.46), on peut

expliciter davantage la nature réelle des valeurs moyennes, & savoir:

7 E ) 1=4¢ w
s = oo (155 ) +

{%(1 — & + (1 - 6)%6Y?|7] [51/2I7-| T 2|5 (COS (¢ _22@) + cos (¢+22(P)>] *

181" [(1+62)(1+ 6% + 26 cos ¢) — 26 (cos(¢ — 2) + 62 cos(¢ + 2¢0) + 26 cos(2(,0))]}

(4.52)

et
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Ty tasn A 2k01/2
<¢IHI|'¢') - i(l +6)(1 . 52) X

{lﬁl lcos (W) — 24'sin (3¢ ; 26) sin ¢ — 62 cos (W)] +

6Y2|7|(1 — 8) cos(¢p — e)} (4.53)

Pour les valeurs permises de 4, c’est-a dire 0 < § < 1, ces expressions sont bien
définies. Dans la limite 6 ~ 0, les valeurs moyennes *(¢|H;|9))E — 0 et les valeurs
moyennes * (1| Hs|4)* tendent vers la valeur moyenne de I:I 70 dans I’état super-cohérent
|¥)* donné par I'équation (4.32). On a, par contre, perdu ~(y)|H;c|¢))~, car dans le
processus du passage & la limite, on peut juste récupérer 1’état super-cohérent |i)7.

Le calcul de la dispersion de I'hamiltonien H;¢ dans les états comprimés |4)* donnés
par ’équation (4.44) est nettement plus compliqué que dans le cas des états super-

cohérents mais en procéde de fagon similaire, pour obtenir:

5 Sw? w?
tAHg) = e
(*ats) 1+067 " (1-42)7

{252 o ((111‘?; {cslrl2 F 2|B||7|6"* (cos (¢—"2—22) + 6 cos (‘b 22*0))] i
Ll
(i-)

46(1 + 0%) (cos(¢ — 20) + 6% cos(¢ + 2¢) + 26 cos(2tp))] }, (4.54)

[(1 + 6%+ 26 cos ) (146" + 467) —

(iAISIIf = (1—_’“262)—2{(1 — 5+ 8)(1 -6+

(1—48)%6Y2r| [51/2|T| ¥ 2|8 <cos (gb_%) + d cos (d)-i—22<,0))] + |Biz X

. [p—2 . 20\\? 46

[(1 —5)2(1+52+2écos¢)+46(sm (¢ ; w) — ésin <¢+2 gp)) ] - (1+0)
% [|B| [cos (W) — 24 sin (3¢ 2_ 26) sin ¢ — 62 cos (%—2(’;—_&)} H4.55)

§/2/7](1 - 6) cos( — )]}
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A 2 ~
Fic. 4.7 — Graphiques de la dispersion ((+AHJC) )/w2 en fonction de 6 et A pour
o=, o= 7=|fl=vz=1etwyg=e=0.

et

Qwrd/?

(146)(1—02)*

(1—3)*cos(p ~ €) ||B] | cos ¢y + 6 cos 20 F 17162 +
{ 91 (s (1572 500 (£572) ) =1
(14 6)%sin(¢ — €)| 8] (sin (‘i_zﬂ) — &sin (M))} (4.56)

[((ﬂSﬁI + FI[.FI[)) — Z(ﬂs) <ﬁs)] 2

2

Il faut remarquer que pour les valeurs permises de d, ces expressions sont bien définies
et des nombres réels > 0. De plus, dans la limite § — 0, la dispersion de H,c dans les
états comprimés |1))* tend vers le résultat (4.37) comme attendu.

La figure 4.7 montre le comportement (("’Aﬁ Jc)z) /w? en fonction de & et A pour
¢ = %”, p=77= |B| = /T =1 et wyp = e = 0. On constate le comportement para-
bolique en A lorsque 0 = cte. Notamment, lorsque § = 0, on observe le comportement

prédit par I'équation (4.42).
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s

0
by

b

ol

5 42
F1G. 4.8 — Graphiques de la dispersion ((+AHJC) ) Jw? en fonction de l’angle ¢ pour
¢=12§=01,020304, 7= =va=A=1etwy=e=0.

Fi1G. 4.9 — Graphiques de la dispersion ((J’AI:I Jc)z) Jw? en fonction des angles ¢ pour
0=1%,6=0506,077=fl=vc=A=1letwy=e=0.
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wg
wm
o
v
°

F1G. 4.10 — Graphiques de la dispersion ((+A.E[JC)2> Jw? en fonction de l'angle ¢ pour
p=1,0=01,020304,7=|8l=yvz=A=1etwy=e=0.

d=0.7
§=06"]
G
d=0.5
.-o—'-"'___\_\_‘“znw\
—
H a . ¥ 1 @

F1G. 4.11 — Graphiques de la dispersion (("‘AF[ JC)2> Jw? en fonction des angles ¢ pour
p=5,6=05,06,07,7= |l = VE=i=1etwg=e=0
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FI1G. 4.12 — Graphiques de la dispersion ((-‘_Aﬁjc)z) Jw? en fonction de Uangle ¢ pour
©=0,6=01,02,03,04,7=|8=vz=A=1etwy=¢=0.

Fi1G. 4.13 — Graphiques de la dispersion ((+AI:I Jc’)z) Jw? en fonction des angles ¢ pour
0=0,6=0506077=|8=vz=A=1etwy=€e=0.
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Les figures 4.8 4 4.13 donnent le comportement de ((+A1':I JC) 2) /w? en fonction
des angles ¢ et ¢ pour des valeurs du parameétre § comprises entre 0.1 et 0.7. Au fur et
4 mesure que 6 augmente, on observe une croissance plus rapide de la dispersion dans
la région —Z < ¢ < % que dans la région I < ¢ < 3T lorsque ¢ = I. Par contre, c'est
le contraire lorsque ¢ = 0. Par exemple, les minima de la dispersion lorsque ¢ = 3, se
trouvent approximativement & la valeur de ’angle ¢ = 7, comme le montrent les figures
4.8 et 4.9. Ces minima se déplacent vers ¢ = 7 lorsque 1'angle ¢ diminue et finalement,
lorsque ¢ = 0 les minima de la dispersion se trouvent approximativement a la valeur

de I'angle ¢ = 0, comme le montrent les figures 4.12 et 4.13.



Appendice A

Recherche des états propres
d’algebre par la méthode des
équations différentielles

Nous présentons, dans cet appendice, une fagon alternative de résoudre les équations
aux valeurs propres qui permettent de générer les états propres considérés dans les
chapitres 1, 2 et 3. On commence par rappeler la représentation de Fock-Bargmann
des états quantiques de l'oscillateur harmonique et la résolution des états cohérents et
comprimés associés. Nous allons ensuite discuter la résolution des états propres d’algébre
basée sur h(1) @ su(2) de deux fagons différentes. Dans un premier temps, en mettant
en évidence un systeme d’équations différentielles ordinaires et, dans un second temps,

un systéme d’équations aux dérivées partielles.
A.1 La représentation de Fock-Bargmann
Soit x I'espace des fonctions analytiques f(2), z € C, muni du produit scalaire

dzd
o2ni

(5. 1) = [ AR Vi f €, (A1)

ou le domaine d’intégration comprend tout le plan complexe. En général, une fone-

tion analytique f(Z) quelconque peut s’exprimer comme une combinaison linéaire des

fonctions ¢, (2) = j—%; n=0,1,2,..., satisfaisant

_,dzd
e T (A.2)

(o om) = [ @Dl ™
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c’est-a-dire
5 o0 S o0 Z_n
f(z)_nzz%)fn(/)n(z)—?;)fnm- (A.3)

Si on exprime ’état |f) comme une combinaison linéaire des états propres |n) de ’ha-

miltonien de l'oscillateur harmonique standard, c’est-a-dire si

f) = 2‘) faln) (A.9)

et que l'on définit les états cohérents

o0

9=l =3 j%ln% (A.5)

alors I'équation (A.3) représente la projection de I'état |f) sur I’état |z). L’action des

opérateurs de création et d’annihilation a' et & dans ’espace des fonctions analytiques

est donné par

" Pl AT
(=lallf) = 21 (2), (21alf) = £ (2). (4.6)
On se rappelle que les états cohérents et les états comprimés peuvent étre obtenus

en résolvant I’équation aux valeurs propres (1.27) qui peut encore s’écrire sous la forme:

[@ +maf]l) = ml), (A7)

olim = 6e*® et ny = %(1 + 6e'?). En projetant les deux membres de cette équation sur

I'état |2) et en utilisant les relations (A.6), on obtient I’équation différentielle:

(di ; mz) W(z) = me(2). (A8)

Une solution normalisable de cette équation est donnée par

¥(z6,6,8) = ¥(0) exp (mz - 22), (A9)

avec 0 < ¢ < 1. En vertu de (A.1), la normalisation se calcule comme suit:

dzdz _

(36,6, 16:8,6,8) = [ $(2:6,6,8)0(5:5, ¢, Be =
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., dZdz
|¢(0)|2 /CGXP (’F]QZ — %22) exp (7722‘ — %22> e~ %% =

271
(A.10)

On complete d’abord le carré par rapport a la variable z et on résout l'intégrale

gaussienne qui en résulte. Ensuite, on fait de méme avec z, ce qui donne finalement:

2 _ Ro(rn?
(156, ¢, B3 6, b, B) = (0) 2, | —— ex p('m' Re(?”?))- (A.11)
1= | | b— |771!

En exigeant que la norme de ’état v(z; §, ¢, §) soit égal & 1, on obtient ’état normalisé

¥(z:48,9,8) = (1 - Im[?)""" exp ( 3 [Iml 1__?;1((71"2)]) exp (7)25 - %22) . (A12)

Cette derniére expression est en accord avec les résultats du chapitre 1, notamment,

avec les équations (1.55) et (1.56).

A.2 Résolution d’un systeme d’équations diffé-
rentielles ordinaires de premier ordre

Dans le chapitre 3, nous avons résolu I’équation aux valeurs propres (3.31), en

écrivant la solution sous la forme

Z Sc 3l Gy (A.13)

m=—j n=0

Dans la représentation de Fock-Bargmann, la projection de [¢) sur les états |z; j, m) =

|z) ® |7, m) peut s’écrire

(2, 4, mlp) = ¢1,(2) = ZC] siPrilE), (A.14)

n=0
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C’est ainsi que si on projette (3.31) sur les états |z;j,m) et que l'on tient compte

des relations:

(z4,mla"ly) = 2¢](2), (25 mlaly) = Lvh(2),

(zd,mlJslp) =m 3, (2),  (zdmlJelp) =/ Fm+ 1) £ m) (),
(A.15)

on peut transformer ’équation (3.31) en un systéme d’équations différentielles de pre-

mier ordre:

(o + arz+a0) #h(2) + [BfT—m+ DG +m) s () +

(A.16)
Byl +m+1)(G —m) P01 (2) + Bomithy (2)| = Bud(2),
ot m = —j,...,J. Pour résoudre ce systéme d’équations, on peut utiliser la méthode
de diagonalisation des matrices.
En effet, si on définit 'opérateur différentiel
d _
L=O£_—:+CY+Z+OZ3'-,8 (A17)
dz
et que nous rassemblons les 9/, pour m = —j, ..., j, dans le vecteur
i
t=4
Wi
v = : ) (A.18)
Lz
alors le systéme d’équations (A.16) correspond &:
LY = —AV, (A.19)

avec la matrice A donnée par
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[ —iBs V2784 0 0 0
V25 (=i+1Bs /(25 —1)284 0 0
0 (27 -1)26-  (—5+2)8 /(25 —2)304 0
A= ' : - 1
0 0 V(25 — 2)35- (J—2)Bs V(27 — 1)28, 0

0 0 0 V(27 —1)28- (J—1)Bs V2584

\ 0 0 0 0 V2iB- , Ajgﬁ) :

Si on trouve une matrice S qui diagonalise la matrice A, de telle sorte que la matrice

D = S71AS soit donnée par

X, o0 0 0 0\
0 M, 0 0 iws O
0 0 Mio O .. 0
D= : : § Sm o i@ (A.21)
0 0 0 X, 0 0
0 0 0 0 X, 0
\o 00 0 0 X/
alors le systeme d’équations peut se mettre sous la forme
LY = -DJ, (A.22)

avec ¥ = S~10. Sia_ # 0, de I'intégration directe de (A.22), on trouve que les fonctions

¥m sont données par

ﬂ“aa—)\fn_
z

o_ 20—

3, = #1,(0) exp (

Oy _
_ +z2),

(A.23)

olt les 47, (0) sont des constantes arbitraires. Donc les solutions de I'équation aux valeurs

propres (A.19) sont

J 77
j_j gy =3 S_j o
Y.in Yin g ; S_;

. 4 Y Jj+1lm
=St =3 ¢h(0)exp (ﬂ' o;f Mg 26:: 22> :
¥, I ) = 4| g A,
¥ ¥ Sim
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Pour résoudre (A.16), il suffit donc de calculer les valeurs propres et les vecteurs
propres de la matrice A. Dans le cas non dégénéré, les valeurs propres A, sont données

par

)\'Zn:mﬁ/4ﬂ+ﬁ_+ﬁ§:mb 3= e n T (A.25)

tandis que les composantes des vecteurs propres, pour m fixé, exprimées en termes des

polynémes de Jacobi, correspondent a:

= ' b Jtu
S = \l S (E) Fibon (%’i) . u=—j.d (A20)

lorsque S #0, By #0et B3#00uf_=0,8; #£0et Bz #0et

Sumz . . ( IB’—) ’ mSuSJa Sumzoa _JSu<m,
m)! Bs

(A.27)

lorsque f_ # 0, B+ =0 et B3 # 0.

A.3 Résolution d’une équation différentielle aux
dérivées partielles de premier ordre

On se rappelle que les états cohérents standards de SU(2) sont donnés par

5,0 = kD X g, (s
’ meeyq \ ( +m)(j — m)! e
ou ¢ = —tan(%)e=%. Ils sont normalisés mais ils ne sont pas orthogonaux car on a:
GGl @) = 1 +1GA 7 +16M 70 + 06", (4.29)

La résolution de I'identité s’écrit dans ce cas:

| ; 2
1= 2 limilim = [ OOGCI ob duti.0 = 0B
(A.30)
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Pour un état |®) = fnz_j Cm|j,m) donné dans l'espace de Hilbert, on peut alors

construire une fonction analytique ¢(¢) de la forme

. N D (24)! e
$(0) = 1+ 1K) (5,¢le) = ‘;J GrmiG=mio (A.31)

De cette fagon, I’état |®) peut étre développé dans la base des états cohérents standards

de SU(2):

19) = [ duli, )1+ 1P 80150 (A.32)

L’action des opérateurs J,, J_, J; dans Iespace des fonctions analytiques H(C) est

donnée par:

G, el 1By = (—Eg‘%wﬁ) 30),

(A.33)
e i
G-I = 0O,

(A.34)
G, Clnl®) = (55—5#) 30, (A.35)

ot on a défini |B) = (1 + [¢[2)’|@).

On peut aussi transformer I’équation aux valeurs propres (3.31) en une équation aux
dérivées partielles. Pour ce faire, nous définissons |z; 7, () = |2) ® |7, () comme étant le
produit direct entre les états cohérents de 'oscillateur harmonique standard |z) et les
états cohérents standard de SU(2) que ’on note |7, ¢).

Revenons, & présent, & I'équation (3.31) et agissons avec I'état |z; j,¢) & gauche sur
les deux membres de ’équation. En tenant compte des relations (A.15) et (A.35), nous

obtenons I’équation aux dérivées partielles suivante:

O v . = 0 AT 7 = b — BY
a0 a2 +osl+f (—c?a—g + 2jc)¢+ﬁ+a%w +6s (Cgag ~1 )b =B (A30)
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avec

$(2,0) = (%), 1) =T+ 7). (A.37)
La résolution de I’équation (A.36) peut se faire en utilisant, par exemple, la méthode

de Monge [CH 62]. Cette méthode consiste & trouver les équations caractéristiques et

bien poser les conditions initiales le long d’une courbe non caractéristique.

4

actz, I’équation (A.36) peut se mettre sous la

Si nous définissons p = %’g et ¢ =

forme

F(z,¢,%,p,9) =0 (A.38)
et les équations caractéristiques sont données par:

dz _ oF & _OF  di _ ,0F | OF
dr = 8p’ dr T 8g° dr_pap qaq’

(A.39)
dp _ _ (OF oF dg _ _ (OF oF
&= (&G +r5) #F=-(%+955)
ol on suppose que Z, ¢, p, g et ¥ dépendent des paramétres s et 7. Les conditions initiales,

pour 7 = 0, le long d’une courbe non caractéristique doivent satisfaire:

N AL PO

F((5,0),8(s,0), 9(5,0),p(5,0),(5,0)) =0, pp+a3 =

De plus, pour assurer l'inversion des variables, elles doivent étre choisies de telle sorte

que

det | 5 gg’;éo. (A.41)
s ar

- Commencons par prendre le cas particulier oy =0, 8, = 0 et f3 = 0 et écrivons

B = B — . Avec ces restrictions, I'équation (A.36) devient

F(2,(,%,p,q) = a_p— {*B_q+ (258 — B)d = 0. (A42)
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Les équations caractéristiques sont, dans ce cas:

cdi_i =a-, %E = _52:3—3 %:1; = _(2.7/8—6 = B),&,
) ) ) ) (A.43)
%= —p2jBL{-B), %=/(qlB+28-C0A—3)]-2iB).
La résolution des équations (A.43) pour Z(s,7) , C(s,7) et ¥(s,7) est aisée et
donne:

B(s,7) =0T+ 5(s,0),  ((s,7) = 20,
o (A.44)

B(s,7) = (s,0) (1 + B-C(s,00r) e,

Un bon choix des conditions initiales correspond &:

(5,00 =1, 2(5,0)=s, F(s,0)=exp (aﬁ) (s—%:—)j%, (A.45)

lorsque m = —j,..., j. En effet, avec le choix (A:45) et en vertu de I'inversion des

équations (A.44), on obtient I’ensemble des solutions indépendantes de 1’équation

(A.42), & savoir:

¥ (2,0) = exp (ﬁz) (2 = %)j—m(f)” . m=—j,...,7. (A.46)

o
En fait, ce sont exactement celles trouvées par la méthode de 1’algébre des opérateurs.
Pour avoir la correspondance, il suffit de projeter les états |1}/ , donnés par
I'équation (3.12) (avec les changements 7 = ﬂ—: et f— a@_—), sur les états |z; 7, ()

o

et les comparer avec (1 + |¢[2)97 (2, ).

Pour le cas général b = /46, 6_ + 8% # 0, on peut trouver un ensemble de so-
lutions indépendantes de 1’équation (A.36) en utilisant la méthode de séparation
des variables. Ces solutions correspondent & un choix spécial des conditions ini-
tiales lorsqu’on utilise la méthode de Monge. En effet, supposons que la solution

de P’équation aux valeurs propres (A.36) soit de la forme:

% = ¢1(2)2(C). (A.47)
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Alors, en insérant (A.47) dans (A.36), on obtient deux équations différentielles

ordinaires de premier ordre découplées:

a4 [0,z 4 a3 — ¢ = 0,

= = = A4
B+ 0ul — B-CU R + RiC - =Tl =0, (A
ol
I'+0y,=4. (A.49)
Les solutions sont données par
$1(2) = ¢1(0) exp (Biz2az — 272)
$2(0) = N (1- 78 " (1 -7, (A.50)
avec
T. el I'y =mb L=sf= b m=—j J (A.51)
i_ﬁgib, 2= ’ 1 — ’ Jreeesde g

On en déduit que:

P (z,C) = Cte. x

exp (ﬁ —~ n;li_ oz 202'_ 22) (1 - T_C_)Hm(l - 7'+C_)J_m, m=—=j,...,J,
(A.52)

ce qui correspond a ’ensemble des solutions trouvées en utilisant 1’algébre des

opérateurs. Si on veut établir la correspondance exacte, on doit & nouveau projeter

les états [1)],, donnés par Iéquation (3.34), sur les états |2; j,¢) et les comparer

avec (1-+[¢1)'§4(2,0) .

Le fait que ¢»(¢) soit un polynéme en ¢, normalisable et analytique dans tout le

plan ¢, détermine les valeurs admissibles de E et de I's [Br 97]. Si b # 0, il existe
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(25 + 1) états propres avec un spectre symétrique I's = —jb, (—j + 1)b,...,(j —
1)b, jb.
- Si nous résolvons le cas général en utilisant la méthode de Monge, nous trouvons

les équations caractéristiques suivantes:

% =a_, %_’{_ = [,84. + ,836 - 13—62]7

4 _ (84 s — 2jB_C — a — a2},

(A.53)
® = —[ayy + plasz + as + 258 — jBs — B)],
= ~1(6s ~ 26-C)q +2jB-P + q(asz + a3 +258-L — s — B)].
La résolution des équations (A.53) pour Z(s,7) , {(s,7) et 9(s,7) donne
zZ(s,7) = a_7 + %(s,0),
- _ 1-Cy(s)e _ 1—7.{(s,0)
((s,7) = =1 Ci(s)e Ci(s) = 1=7.¢(5,0)’
2 5 (A.54)
Y(s,7) = 19(s,0) exp ([ﬁ+ +jfs — as — aZ(s,0)]7 — %7‘2) X
256_ 7 — 7-C1(s) it
s ((_bT) bry. ) <T+ —T_Cl(S)C_bT> '
Le choix des conditions initiales:
(s, 0) =1, Z(s,0) = s,
> Ry = , . (A.55)
Fhl0) = exp (000, ) (o ypn

lorsque m = —j,..., j, nous donne, en fait, les solutions (A.52).



Appendice B

Les polynémes de Jacobi

Si on se donne trois fonctions continues p(z), ¢(z) et p(z) sur un intervalle fermé
borné [a, b], vérifiant p(z) > 0 de classe C* et p(z) > 0, on veut résoudre le probléme

aux valeurs propres et fonctions propres suivant:

7l (o)) - a0 ute) = Ao, (B.)

avec les conditions aux bords de 'intervalle:

d
aop(a) + ald—;‘(a) =0, lao|+]as| >0,
(B.2)
dps
bou(b) +b1——-(0) =0, |bo| + [Bn| >0,
ou encore:
p(a) = p(b) = 0, p est réguliere sur [a, b]. (B.3)

La recherche des nombres A et des fonctions u(z) non identiquement nulles, solu-
tions de (B.1), vérifiant les conditions (B.2) ou (B.3), s’appelle un probléme régulier
de Sturm-Liouville. Le théoréme de Sturm-Liouville [Lu 69] affirme que les polynémes
orthogonaux de degré n sont des solutions du probleme de Sturm-Liouville avec les
conditions (B.3). C’est le cas, par exemple, des polynémes de Jacobi dont nous allons

donner les propriétés ici.
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Les polynémes de Jacobi vérifient ’équation (B.1) lorsqu’on se restreint & Uintervalle

[@,b] = [—1,1] et qu’on choisit

p(z) = (1 —2z)*(1 + 2)?, avec a>-1,>-1. (B.4)

L’intervalle [a, b] et la fonction p(z) fixés, la fonction p(z) prend la forme

p(z) = (1 -2 (1 - z)*(1 +z)’. (B.5)
C’est ainsi qu’on peut démontrer que les polynémes de Jacobi de degré n, notés

PB(z), satisfont ’équation aux valeurs propres:

(1= 29T P29(@) + (- a) — (a+ B+ DalP2¥(s) = MP2S(a),  (BS)

avec

An=—-n(n+a+5+1). (B.7)
La formule de Rodriguez [Ca 77]:
(=n" d

Prf(@) = Zo-(1-o) (40P |12+ (1 -2Y)"],  (B8)

nous donne la forme explicite des polynémes de Jacobi satisfaisant ’équation (B.6). En

utilisant la régle de dérivation de Leibniz, on trouve

PoP(z) = % > (0‘ Z ”) (i - Z) (o1 ¥ (1 4-2)E, (B.9)

k=0
Par exemple, les polyndmes de Jacobi de degré 0, 1 et 2 sont donnés par:

BA@) =1, PP =l f)+(a+B+2d],
(B.10)
a,B 1 2
Po(a) = g{ [la = 8 - (@ 4] +

2(a—,3)(az+ﬂ+3)a:+(a+ﬁ+3)(a+ﬂ+4)x2}.
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R

F1c. B.1 — Graphique des polynomes de Jacobi Py*(z), Py (z) et Py2(x) pour |z| < 1.

La figure B.1 montre les graphes des polynémes de Jacobi P,”*(z), P;?(z) et P,)?(z)
dans l'intervalle [—1, 1]. Nous pouvons observer que le nombre de zéfos d’un polynéme
de Jacobi de degré n est égal & n, ce qui nous dit qu’au fur et & mesure que le degré du
polynéme augmente le comportement de celui-ci devient plus oscillatoire.

Les coefficients binomiaux satisfaisant la relation:
No=( ' Yu=s+1) (B.11)
8 e R | ’ )

d (n+a+p+1)
— pa —

on peut démontrer que:

P LAt () (B.12)

et, par récurrence sur m, que

.. n+a+B+1),m) _imsem
2 Ppt(e) = (@ PH D) permpim ) (B.13)

La notation (a, b) signifie:

(@b =(@+1)(a+2) - (a+b—2)(at+b—1). (B.14)
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A I'aide de la formule de Rodriguez, on peut démontrer que les polynémes de Jacobi

satisfont les relations d’orthogonalité suivantes:

1
/ (1 — 2)*(1 + 2)P P2 (z) P2P(z) dz = hy, S, (B.15)
-1
avec h, donné par
20+b+)  T(n+a+1)T(n+B+1)

n! Th+a++1)2n+a+4+1)
Si on suppose qu’une fonction f(z) peut étre développée en série de polynémes de

hy, = (B.16)

Jacobi, de la facon suivante:

f(@) = i_'fo P25 (2), (B.17)

comme c’est le cas des fonctions analytiques dans l'intervalle |z| < 1 ou bien des fonc-
tions continues par morceaux dans |z| < 1 avec des dérivées continues, alors on peut
utiliser les relations d’orthogonalité (B.15) pour déterminer les coefficients c,. Ces co-

efficients sont alors donnés par:

G hin 1} 11 (1—2)*(1 + 2)° P (2) f(z) da. (B.18)

Nous sommes intéressés, & présent, & examiner le lien entre les polyndmes de Jacobi
et les polynémes de Legendre associés genéralisés. Pour ce faire, écrivons les polynomes

de Jacobi sous la forme

Pf(z) = (1—z)"**(1 +z) 028 (z), (B.19)
en termes d'une fonction ®2#(z) que nous voulons déterminer. En insérant (B.19) dans

(B.6), on trouve que les fonctions ®%2(z) satisfont les équations

o]

(g>2 N (§)2+ (a+ 8 +ap)

(B.20)
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Si nous nous restreignons au casovt e« =m —k, § =m+ k et n =1 — m avec m,k

et [ des entiers, alors (B.20) devient

d 8 e
= |=ah) e @) + i+ 1) -

(m?—k?) 2mkzx

(1 —2?) 13 D) O " (=) = 0. (B.21)

Les polynomes satisfaisant cette équation, écrits sous la forme:

-k —m)! m)! kantk
Plae) = \] g b ), (622

sont, en fait, les éléments de matrice de la représentation irréductible T"(g) du groupe

SU(2) [Vi 68]. Ces polyndmes sont donnés par:

firmeh —m)! (I — k)! 2 m—k)/2
Prul) = 5 \lg+m;;8+:§;(l+x)(mw/ (1-a)" ™

(B.23)

’f (=1 (I +m +s)! !(1—:1;)3'

“stim—k+s)l(l—-m-—s) 2
De plus, pour k = 0, (B.21) est I’équation pour les polynémes de Legendre associés,

P™(x), & savoir:

ZdZ (L= xf*)d—d; m(x)] + [1(1 SR %} MM(z) = 0.  (B.24)
On a alors:
OPm(z) = PP(e) = (—1)"(1 — )™ L pya), (B.25)

dz™

ol P(z) sont les polynémes de Legendre usuels qui sont donnés par:

(-n' &
2011 dot

C’est ainsi qu’en comparant les équations (B.19) et (B.22), on trouve que:

P(z) == 1—z?)" (B.26)

Pm—k,m+k($) - (i)k—msz (gl——f:’i;: E; ::: frz)" (1 . m)(k——m)/2(1 + x)—(k+m)/2prlnk(x)’

(B.27)
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ou encore, si on insére (B.23) dans cette derniére équation, on obtient finalement:

mekmik, (= k) D (-1’ (I+m+s)! 1—z\°
Pl ™ (a) = (I+m)! & s (m—k+3)!(l—m—s)!( 2 ) " (B.28)




Appendice C

Valeurs moyennes des opérateurs
J4+, J— et J3 dans les états propres
d’algebre associés a su(2)

Nous calculons, dans cet appendice, les valeurs moyennes des opérateurs J,, J_ et
J3 dont nous avons fait référence dans les chapitres 2 et 3. La méthode que nous allons
utiliser est basée entierement sur I’algébre des opérateurs ordonnés. Cette technique
nous permettra de calculer & partir des mémes expressions autant la valeur moyenne
de Popérateur Js que celle des opérateurs J, et J_. Il faut remarquer qu’avec les ex-
pressions trouvées par C. Brif [Br 97], on peut seulement calculer facilement les va-
leurs moyennes des puissances entieres de 'opérateur Js. De plus, le calcul des valeurs
moyennes des opérateurs J et J_ s’avere plus compliqué, sinon impossible, dii au fait
que ces expressions sont nettement symétrisées par rapport & 'indice m. Nous utilise-
rons une deuxiéme méthode pour calculer la valeur moyenne de .J5, encore basée sur
I'algebre des opérateurs ordonnés, mais cette-fois-ci nous ferons référence au concept
de représentation d’un groupe pour simplifier les expressions. Nous aboutirons de cette
facon a la généralisation des résultats du chapitre 1, notamment, les équations (1.103)

et (1.106) ainsi que les résultats apparus dans [Gi 94].

C.1 Valeurs moyennes des opérateurs J,, J_ et J;

Pour calculer les valeurs moyennes des opérateurs J,, J_ et J; dans les états

(2.4), nous allons agir avec ’opérateur Teff, donné par I'équation (2.20), & la place
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de 'opérateur 7. Dans le but d’obtenir une expression commune servant a calculer ces

valeurs moyennes, on peut d’abord calculer les éléments de matrice suivants

N2 (p) = (j, mleP?* €% #%s o7+ &7 |5, m), (C.1)
avec
_ 26 (b—B) 3
e el 28, et (= (C.2)

En effet, les valeurs moyennes des opérateurs Js, j'_,_ et J_ dans les états (2.4) sont alors

données respectivement par

5 ol dal, a[ln(w (p>)] , (©3)

p=0

| } (©4)

LT = 5o [ (V4(0)

et

LI = g [ (Vo )

Le calcul de N7 (p) peut étre effectué comme suit:

} (©5)

N] (p) — e'm.p(j, mleﬁj.;. e&j_ eaep Jy eﬁe_p J- |], m>
= emp<‘7 m|eﬂJ+ eaef’ [Jy—2ajz-a2j_] e[a-l—ﬁe 1J- |] m)

me ) . Biy ity Jy e—2In(1+]al*e?) J —“'3'32"— [a+Be=P] J_ | ;
= €"™P(j, m|eP™+ eTralen 3 ¢ UtlaPen) T g .

|4, m)
—9m aep-l-ﬂ 14]a|%eP -
= e™ [1 + |af’’] 2 (4, m|e (1+|a|45p) lo+Be?(1+]al*e))(1+]a|?er) J- 15, m). (C.6)

La derniére égalité dans 1’équation (C.6) correspond A:

5 mp 2 m—2m(J m)! IFm i —m— k) 1—7 k
Ni(p) = €™ [1+ |af?e] —gimg, g} (=1)% (j(j_m_k)!;!k! (( . (p)) |
(C.7)
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avec

Z(p) =1+ 2[ae’ + B(1 + |af*¢?)][@ + Be*(1 + |af*e”)].

En comparant la somme de 1'équation (C.7) avec I’équation (B.28), on arrive & exprimer

N (p) en termes des polyndmes de Jacobi, & savoir:

Ni(p) = €™ [L+ |afe?] "™ PYL2™ (Z(p)). (C.9)

En insérant (C.9) dans (C.3) et en tenant compte de I’équation (B.12), on trouve:

i o (1=1el’\ | G —m+1) Pinmt (2(0) 0Z(p)
m<w|J3[¢>m =m (1 m lalz) 2 Pj(-]_i;,;?m (Z(O)) Bp p=0’ (010)
Z0) =1+2|a+ B+ e/ (C.11)
et
%@ e 2 [|al(1+ eB + apB) + |6/ (|al* - 1)]. (C.12)

En insérant (C.9) dans (C.4) et en tenant compte de I’équation (B.12), on trouve:

oma  (j —m+1) P2t (2(0) 82(0)

Tl Te |y, = “T11al 5 P A0 da (C.13)
8200 _ 2@ + B(1 +|a|’)] + 4aRe [B (a +B1+of))]. (C.14)

o
En insérant (C.9) dans (C.5) et en tenant compte de I’équation (B.12), on trouve:

2ma (j—m+1) PJ'I.i;n2T1+1 (Z2(0)) 0z(0)

- + ,
1+]of 2 Piam(2(0) oa

sl |, = (C.15)
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——*’?ﬁf) =2la+ B(1L +|af*)] + 4aRe [8 (a+ B(1 +|al))]. (C.16)

Il faut remarquer que si nous étions partis de l’expression

Ni(p) = (G, m|ePT- e+ ep%s e8I eBlv|j my, (C.17)
avec
~ 20+ (b —Bs) o B-
= = t S C.18
T v+ 28 e  f=-3 (C.18)
et que nous avions suivi le méme traitement, nous arriverions & exprimer N7 (p) sous
la forme
N3, (o) = e™ [1+ |a’e™)"™ P2 (Z(p)), (C.19)
avec

Z(p) = 1+ 2[ae™* + B(1 + |6%e)][@ + Be(1 + |af’e7)].

La valeur moyenne de J; prend alors la forme

s (1162 | G —m+ 1) PR (200) 0Z(p)
(Yl Jsl¥), = m (1 = I&IZ) + 5 PR Z0) b et (C.21)
avec
Z0)=1+2la+ A1+ |aP) (C.22)
et
8z o | EEE
_a% e —32 [|@|2(1 +ap +ap) + l/3|2(|54|4 - 1)] . (C.23)
La valeur moyenne de J_ s'écrit
s 5 = PAml (Z(0)) 92
M, = T D) e (20)) 22 (C.24)

T 1+aP 2 pPr(40) 0a
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dZ(0)

oa

Enfin, la valeur moyenne de j+ admet 1’expression

= 2[G + A(1 +a*)] + GRe [B (a+F(1+|a)] - (C.25)

i 2ma (i —m+1) Bt (2(0)) 02(0)
(W T ), = T 1ap + : P (7)) 0 (C.26)
agéO) = 2[a + B(1 + |&%)] + 44 Re 8 (a+ B+ a)] . (C.27)

Ces derniéres expressions pour les valeurs moyennes de J;, j+ et J_ sont les mémes
que celles que nous avons trouvées plus haut mais avec un ordonnancement différent
des variables. Le choix d'utiliser 'une ou I'autre dépendra du calcul a effectuer. Par
exemple, si nous voulons calculer la valeur moyenne de Js dans l'état |¢)J_ j» il vaut
mieux utiliser I’expression (C.10) car, dans ce cas, on sait que le terme contenant les

polynomes de Jacobi s’annule tandis que si ’on .veut calculer la valeur moyenne de I

dans I’état W)ﬂ:, pour une raison similaire, il vaut mieux utiliser I’expression (C.21).

C.2 Valeur moyenne de J; en fonction de 1’angle ¢
et du parametre g

Dans cette section, nous présentons une autre fagon de calculer la valeur moyenne
de J; dans les états |1)7 . En utilisant I'equation (2.4), on peut écrire
(4, m| BT |7, m)

J3)g, = — . C.28
= G T T .

En décomposant 7' donné par I’équation (2.5), sous la forme:

T = g=i#Js o=ibJ2 gidJs (C.29)

I'équation (C.28) devient
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 (Gym| e Jy l0-DIs g=ibh2 | )

Js)? B C.30
el = = ] s s ¢80 [ (20
Si on écrit
¢ =Red - ix, g=—2Imé=In (I-@—') , (C.31)
2 18-
alors I’équation (C.30) peut se résumer a
N 9 R TR T
(ol = =5 |10 (G mle =0 =2 | my ) | (C.32)
q
A Paide de la relation
¢id )2 Jy e 02 — cos Js —sin Jj, (C.33)
on réduit le probléme de calculer la valeur moyenne de Js au calcul suivant
<j3>¥n _ _('% [ln ((J, m|ez‘(5—5)f2 eq(sinéfl—cosé.fs) |_7, m>>j| (C.34)

Le produit des opérateurs exponentiels dans cette derniére équation peut s’écrire
sous la forme d’un seul opérateur exponentiel en exploitant conceptuellement les pro-
priétés données dans la section 1.4 concernant le produit des représentations. En effet,

si on considére les paramétrisations des facteurs exponentiels des expressions i@~/

sinf J1—cos@ J
et ed 1 3 on a

s ,
Ty = COS (T)’ z;=0, z9=sin (92—0>, 23 =0, (C.35)

et

Yo = COS (_T?q) . y; =sind sin (—T?q) , %=0 y3=-— cosésin(:;g—), (C.36)

respectivement, alors selon 1’équation (1.128), on peut écrire

~ ~ oA

exp [2(9 — 9).]2] exp [q(sinéjl - coséjg,)] = exp

ot ff] , (C.37)
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avec

Xo = cos(2) = coshf; cosh(§), X; =n;sin(2) = —isinfp sinh(%),

(C.38)
X2 =Ty SiIl(

| R

) = —isinh; cosh(%), X3 =ns3 sin(%) =icosfp sinh(i),

olt les n; (¢ = 1,2, 3) sont réels tels que nf + nZ + n? = 1, o est un nombre imaginaire
pur et éR et 51 sont les parties réelle et imaginaire de 7 respectivement.

L’opérateur exponentiel e®®’ peut se décomposer de la maniére habituelle

iaiid (1+n2)(nz+ini) ay §
gloird . — exp (—Oalmg)— tan(2) J+) X

exp (210 o] ) e (- ) 1)

= (“anos(%) +t'ns sin<%>] j3> =E ((1 +<7;§%)T n+> 2t 3) j+)

(C.39)
ou bien
iofi-J _ (14n2)(n2+in1) ay 7
gtof-d — €xXp (—(;‘%*_—;%)— tan(g) J+) X
(14 n2)(ny — iny) o G, e L R
exp ( ) tan( 5 )[cos(g) — ing 5111(5)] J_| x
exp | 2In 2 J =
) cos(2) —ingsin(2)| *) T
C.40
(nf + n3) 27

exp ((1 +n3)(ng + iny)

(n} + nj)

tan(g)[cos(%) +ing sin(g)f .L) x

1 ~
exp (—2 In [W} Jg) .
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C’est ainsi qu’en utilisant ’équation (1.101), on trouve

e

j,m|exp (iafi - J) |5, m) = [cos(2) — ieng sin(2 X
2 2

n

G+em) T (j—em+n) [(@+4nd)’ o @ a2
(7 — em)! nzz‘; =) ( + em — n)Intn! | (n? + nj) al (2)[COS(2) zengsm(z)]
(C.41)
ol € = +1.
Si on identifie
— 12 Em o (®) — ienasin(@)
Ze)=1 2(71% ) tan (2)[003(2) zengsm(z)] , (C.42)

on peut exprimer la somme dans (C.41) en termes des polynomes de Jacobi,

: B = “Phn Qy LA TImE Gy oem
(4, m| exp (zan- J) |7, m) = [cos(i) — zengsm(g)] P (Z(e). (C.43)

A T’aide des équations (C.38), on peut revenir aux variables originales, ce qui donne

. i(0—0)J5 ,q(sinf J1—cosf J3) | ,; =2
(4, mle € |4, m)

(C.44)

—2€

" BEm(2(9),

[cosh 0; cosh(g) + ecos O Sinh(%)] j+em

avec maintenant,

[sinh? 0; + sinh?(Z)(cosh? f; + cos® éR)]2 [cosh f; + e cos fr ta,nh(g)]2

Ze)=1+2 = = E -
(€) cosh? 7 [sinh® §; + sinh?(£)(cosh® f; — cos? 6z)]

(C.45)
La valeur moyenne de J; s’obtient de 1’équation (C.34), en utilisant la régle de

dérivation des polynomes de Jacobi (1.104):

(i = em [cosh q; sinh(£) + ecos §~R cosh(f)] (j—em+1) le_;_leﬁfT(Z(e)) VA
" [cosh 0; cosh(%) + € cos O sinh(¥)] 2 Plrrm™(Z(e)) 08¢

(C.46)
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Ceci représente le méme résultat que ceux donnés par les équations (C.10) et (C.21), sauf
que cette-fois-ci nous avons réussi & tout exprimer en fonction de la variable angulaire

6 et du paramétre ¢ = In (Jlg—fll)
Donnons pour terminer quelques relations afin de mettre en évidence quelques cas
particuliers qui recoupent des résultats obtenus par ailleurs. A partir de I’équation

2.14), on peut démontrer facilement que cosf = £ et que sind = 2@, alors
b b

(C.47)

cos @ = cos O cosh f; — isin B sinh f; = /1—3,
p

sin @ = sinfg cosh 6; + i cos O sinh §; = TS = 2—“b+_.
En prenant la norme au carré de ces deux expressions et en utilisant des identités

trigonométriques de base, on obtient les relations

Py, ~ 2 2
cosh?; + cos? O = Llﬁlﬁf‘_au,

: (C.48)
cosh? 8; — cos? Oy = ﬂ%,
d’ot on déduit que
COSh2 éI = “b|2+|53|;|‘|l;|42|ﬁ+| |B—|],
(C.49)
cos? i, — 1OC+ 18" = 41841 1B-11
2[|”
D’autre part, de la premiére relation en (C.47), on peut démontrer que
~2  |b— ﬂ;>,|2 ~ ~ 2
|1 —cosf| = Wz_ = (cosh f; — cos Og) (C.50)
et, de 'équation (2.12), en tenant compte de la définition de ¢, on a
. — |P- + |b-

(¢{0] .
27 2//18418-] 27 24/184] 18-
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On est en mesure d’analyser quelques cas particuliers:

- Si on calcule la valeur moyenne de J; pour m = j, en utilisant la formule (C.46)

avec € = —1, on obtient
i) = = [cosh(é:?l) sinh(%) — cos(9-R) cosh(%)] (C.59)
ad cosh(f;) cosh(4) — cos(Ag) sinh(2)]’
2 2

qui, a l'aide des relations antérieures, donne:

o LB = 1= Bl _ 5(1— |a|2) _( _i)
(Jo)’ Tap =gl \izer) ") (C.53)

c’est-a-dire, I’expression obtenue par C. Brif [Br 97] dans ce cas particulier.

- De la méme fagon, si on calcule 1a valeur moyenne de J; pour m = —7, en utilisant

la formule (C.46) avec € = 1, on obtient

[cosh(fy) sinh(£) + cos(fr) cosh (£)]
[cosh(él) cosh(%) + cos(éR) sinh()] ’

ce qui donne un résultat analogue (obtenu par C. Brif également) au précédent:

A 48" b= 65l _ _, (ﬂ) N (1 _ Sg) C(C)

(S}l =— (C.54)

(B + =BT " \1+]of”
- Si on considere le cas %;ﬂl =1, c’est-a-dire g = 0, et §; = 0, alors a—gflﬂ =0
- q=01:0
on obtient
(jg)‘zn = m COS éR. (056)

En particulier, pour les systémes d’états cohérents généraux, le vecteur E est donné
par § = (sinf cos ¢, sin Osin ¢, cos §), d’olt By = et b=1,¢=20=0etla

valeur moyenne de J3 est donnée par

(J3)i. = mcosé. (C.57)



Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié les états minimaux d’incertitude associés a
des couples d’opérateurs hermitiens. Ces états, définis comme les états rendant
minimale la relation d’incertitude générale de Shrodinger-Robertson, s’obtiennent
en solutionnant une équation aux valeurs propres. Dans le cas des opérateurs de
moment angulaire Ji et jg , hous avons construit les états propres de jl +iXJs en
utilisant la technique des opérateurs ordonnés. C’est ainsi que nous avons trouvé
la forme explicite de 'opérateur qui, agissant directement sur les états |j, m),
de la représentation irréductible 77(g) de SU(2), donne les états cohérents et
comprimés. Il faut remarquer que la forme explicite de cet opérateur n’était connue
que partiellement, c’est-a-dire seulement pour des valeurs de A imaginaires pures.
Nous avons, par la méme technique, trouvé les états propres d’algebre de 1’algebre
de Lie su(2). Nous avons réussi & simplifier ce probléme & la résolution d’une
équation algébrique de deuxiéme degré. Nous avons ainsi obtenu la forme explicite
de l'opérateur qui, agissant directement sur les états |7, m), donne comme résultat
les états requis. Cela nous a permis de calculer de différentes facons la valeur
moyenne de Popérateur J; dans ces états et de donner des expressions explicites
similaires pour les valeurs moyennes des opérateurs d’échelle J.. qui n’avaient pas
encore été calculées. Nous avons obtenu les états propres d’algébre pour I’algébre
su(1,1). La forme explicite des états propres d’algebre de ces algebres était déja
connue mais notre travail a permis de mettre en évidence les opérateurs en ques-
tion.

Dans un cadre plus général, nous avons étudié les états cohérents et comprimés

associés & des opérateurs hermitiens associés I’algébre de Lie h(1) @ su(2). Nous
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avons interprété ces états comme les solutions d’une équation aux valeurs propres
donnant les états propres d’algébre. Nous avons trouvé les solutions de cette
équation pour différentes valeurs des parameétres. En particulier, nous avons résolu
completement le probléeme de trouver les états propres de 'opérateur d’anni-
hilation super-symétrique, introduit par Aragone et Zipman, pour j arbitraire.
Cela impliquait de connaitre, pour tout 7, les_états super-cohérents associés aux
opérateurs de super-position et de super-impulsion. De plus, nous avons obtenu les
états comprimés associés a ces opérateurs. En outre, nous avons trouvé les états
cohérents et comprimés, pour tout j, de ce que nous avons défini comme le systéme
de I'oscillateur harmonique quantique déplacé généralisé. Notamment, nous avons
explicité les résultats pour j = % et nous avons établi les correspondances usuelles
entre les états propres d’hamiltoniens iso-spectraux.

Nous avons calculé les valeurs moyennes et les dispersions de I’hamiltonien de
Jaynes-Cummings dans les états super-cohérents et comprimés. En vertu de la
forme simple que nous avons donné A ces états, ces valeurs moyennes ont été
obtenues de fagon directe.

Finalement, nous avons réussi a solutionner, par la méthode des équations différen-
tielles, les équations aux valeurs propres déterminant les états super-cohérents et
comprimés ainsi que celles déterminant les états propres d’algebre de ’alggbre
h(1) ® su(2). Nous avons bien établi le lien entre cette derniére procédure et la
méthode des opérateurs ordonnés. Les avantages et les inconvénients ont été mis

en évidence.
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