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SOMMAIRE

Cette thése abordera certains éléments mathématiques associés & la considération d’un quasi-
cristal comme un ensemble modéle, d’aprés la théorie développée par Y. Meyer et R. V. Moody.
Un algorithme permettant le calcul exact de I'image de diffraction d’un quasi-cristal décrit par
un ensemble modéle sera présenté. Un exemple unidimensionnel sera donné. La notion d’e-dual
d’un ensemble sera introduite, avec une description de son lien avec I'image de diffraction d’un
quasi-cristal physique. Les propriétés mathématiques des e-duaux seront explorées. L’exemple
unidimensionnel sera refait a laide des e-duaux, et les résultats obtenus concorderont avec le

calcul exact initial.
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INTRODUCTION

En 1984, quatre chercheurs (Dany Shechtman, Ilan Blech, John W. Cahn et Denis Gratias) ont
découvert un alliage d’aluminium et de manganése possédant une image de diffraction de rayons
X discréte mais avec une symétrie rotationnelle d’ordre 5. Rappelons qu’on dit qu’une figure
posséde une symétrie rotationnelle d’ordre n lorsqu’il existe un axe autour duquel une rotation
de 3%—00 de la figure la rend indiscernable d’elle-méme avant Iopération. Les cristaux, de méme
que toute structure discréte ayant une symétrie translationnelle (périodicité), ne peuvent avoir
une symétrie rotationnelle d’ordre autre que 1,2,3,4, ou 6. La symétrie d’ordre 5 n’étant pas
compatible avec une structure cristalline, le terme quasi-cristal fut proposé.

La disposition des atomes d’un cristal (structure discréte et périodique) est bien connue:
Les sites atomiques peuvent étre représentés par des points dans un systéme de coordonnées
cartésiennes (e.g. & deux ou trois dimensions), oil les repéres de chaque point sur chacun des axes
est un entier positif, négatif, ou 0. Notons que les axes ne sont pas nécessairement orthogonaux,
et la graduation peut différer d’'un axe & ’autre. L’ensemble de points ainsi obtenus s’appelle
réseau de Bravais, et cette notion peut étre généralisée & un nombre arbitraire de dimensions.

Les modéles représentant les quasi-cristaux different de ceux décrivant des cristaux: on y
fait intervenir un “cristal” (réseau de Bravais) de 2n dimensions afin d’obtenir un quasi-cristal
en n dimensions. Plus précisément, ’espace 2n-dimensionnel est scindé en deux sous-espaces &
n dimensions (choisis d’avance) qui sont mutuellement orthogonaux. L’un des sous-espaces est
appelé espace “physique”; c’est a I'intérieur de celui-ci que se trouve le quasi-cristal. Le second
sous-espace est 1’espace de la “fenétre”. Sa pertinence intervient ainsi:

La construction du quasi-cristal repose sur la projection dans ’espace physique des points
du cristal 2n-dimensionnel. Cependant si on projetait tous les points du cristal sans exception,
la structure obtenue dans I’espace physique ne constituerait pas un quasi-cristal car celle-ci ne
serait pas discréte. Afin que la projection donne un ensemble discret, une sélection doit étre
effectuée. Celle-ci fait intervenir I'espace “fenétre”. Dans cet espace, on détermine une région

(d’habitude bornée, connexe, dont 'intérieur n’est pas vide) appelée fenétre. Une seconde



projection du cristal est établie, cette fois-ci dans I’espace fenétre. Munis des deux projections,

nous pouvons définir le processus de sélection nécessaire:

La projection dans Uespace physique d’un point du cristal sera gardée si et seulement si la

roiection du méme point dans Uespace “fenéire” se retrouve dans la fenétre pré-élablie.
proj ¥4

Cette méthode de générer un quasi-cristal, ol I’on scinde un espace en deux, et on projette
ensuite, est appelée méthode “coupe et projection” (“cut and project scheme”). Le quasi-cristal
ainsi obtenu est appelé ensemble modele. La projection dans 1’espace physique est bijective
sur le cristal. La fonction inverse (définie sur le quasi-cristal) suivie de la projection dans
espace fenétre nous donne une application appelée * (“star map”). Cette application établit
un lien plus direct entre les deux espaces n-dimensionnels.

L’image de diffraction d’un tel quasi-cristal est moins triviale & déterminer que dans le
cas d’un cristal. En s’inspirant de certains travaux antérieurs [E1], [H1], [KD], [Mo], un al-
gorithme permettant le calcul exact de 'image de diffraction d’un quasi-cristal décrit par un
ensemble modéle sera présenté dans cette thése. Un exemple unidimensionnel sera traité. L’une
des étapes de l’algorithme (1’étape 4) souvent ne peut étre calculée explicitement, d’ou la per-
tinence d’examiner une autre approche. La notion d’e-dual d’un ensemble sera alors définie,
et son lien avec I'image de diffraction d’un quasi-cristal physique sera exposé. Les propriétés
mathématiques des e-duaux seront explorées. L’exemple unidimensionnel sera refait & l’aide

des e-duaux, et les résultats obtenus seront en accord avec le calcul exact initial.



CHAPITRE 1

L’image de diffraction d’un quasi-cristal obtenu par la
méthode “coupe et projection”

1. Considérations théoriques

Soient p I’espace physique, w ’espace de la fenétre (“window”), avec
p=R"w=R"pxw=R™"

Soit L le réseau de Bravais cristallographique dans R?? sur lequel on base le schéme “coupe et
projection” (“cut and project scheme”). Représentons les projections associées par p, et pu.

Posons Dy := p,(L) C R™. [y contient le quasi-cristal A du schéme.

Cherchons maintenant les points de "image de diffraction de A dont 'intensité est non

nulle, i.e.

{z c RnH Z e:1:27ri:r,~zl2 > 0}.
TEA
(Le résultat est le méme avec le signe + ou — dans I’exposant.)

Selon A. Hof [H1], pour

= Zéx,

TEA

pi= Z 6565

fexr
oit ¢¢ € C, et X* est un ensemble dénombrable. (Ici le symbole * ne fait PAS allusion &

on a

I'application * (“star map”).) Ainsi les points z € R™ recherchés doivent se retrouver parmi les

£ € R™ apparaissant dans expression ci-dessus décrivant .

En suivant 'exemple de A. Hof [H1] (pages 248-249), on peut poser

Sq = {z € p x w|py(z) € Q}



ol € est un ensemble borné de w. (Notons que le volume de € est fini et peut étre calculé par

une intégrale de Riemann.) On peut maintenant définir

v = Z bp,(x)-

TESaNL

On constate que vg peut &tre rééerit de la fagon suivante:

Vﬂ:/lszém

weL

lg =1®1q

(c’est le produit tensoriel de la fonction constante 1 sur p et 1q sur w), et on a
(1®1g) =6 ® 1q.

Nous allons maintenant utiliser
O &)= >, &
z€L A€Dual(L)
(utilisée en cristallographie classique), ot Dual(L) est le “dual cristallographique classique” de
L:
Dual(L) == {A€R*™z-X € Z,Vz € L}.

Nous obtenons alors

1®1la) &) =@l Y, & (%)

zeL A€Dual(L)

Toujours en suivant I'exemple de A. Hof, si f est une fonction définie sur R?" qui est absolument
intégrable, et g est la fonction sur p définie par g = fw JfdA, alors V€ € px w, §(pp(€)) =
f(pp(f) X pw(0)). Pour une somme (finie ou infinie) de telles fonctions f;, i.e. >-; f;, ou

gj Z:/ fj d)\

(supposons, par ailleurs, que les f; et les g; sont non négatifs et mesurables), on aura

Q0 @)
= 3 Fi(mpl§) x pu(0))
= (2 £)Tee(€) x Pu (0)).

Dans ce cas, Vg peut étre obtenu en évaluant (*) & pp(A) X pw(0), i.e.

ba= Y, Ta(—pu(N))bp,x)
AeDual(L)



qui est de la forme

U= Z cede

gexX™
avec X* = pp(Dual(L)).

11 suffit donc de vérifier uniquement les points z € p,(Dual(L)) afin de retrouver tous les

pics de I'image de diffraction de A. Ce sont les seuls “candidats”; 'intensité est nulle ailleurs.

2. Méthode de calcul

En calculant I'intensité I(z), I'expression
l E e:l:27ria:-zlz
TEA
peut diverger. Ceci arrive en particulier pour z = 0. (La “sévérité ” de la divergence en z = 0
ne peut jamais étre dépassée.)
Afin d’éviter un tel probléme, définissons une version normalisée de I’intensité tel que, pour
z = 0, I’intensité vaut 1. On supposera que int(£2) # 0.
Puisque A est un ensemble dénombrable, étiquetons ses éléments ainsi: 1,29, Z3, ...
Posons comme intensité “normalisée”

N toric..
I'(z) = lim Py Ciitiechle

N—oo |zj‘f=1 gE2miz; 0|2’

Dans la section précédente on a vu que lintensité en un point est bien définie. I’(z) permet
d’exprimer celle-ci comme une fraction du pic en 0. On a alors I’(z) € [0, 1] et I'(z) est bien

défini, donc la limite ci-dessus existe.
Si ’application * est bijective sur A:
Calculons maintenant la valeur de la limite définissant I’(2):

Il suffit de considérer v € Dual(L) tel que pp(u) = z. (L’intensité est nulle ailleurs.) Nous

avons alors
|Z§V—1 e:i:27ria:j~p,(u)|2

B T T
j=1

| 2?—1 e:|:27riz-; puw(tt) 12

- N
oo [T 1P




Cette étape est permise puisque * est une application bijective sur A, et z; -py(u)+z} -puw(u) € Z
J p J
étant donné que u € Dual(L).)
|VNZ§V~1 eF2miz] pu(u)|2

B Nlim N oq)2

(Vv #0)

D S A /1
m

N
Now [ 1- Wl

hm IZ-NL—_I e:FZWia:; .pW(u)AI/ijlz
N
N=eo | K= 1 AVn]®

ol les AV, x sont des éléments de volume cubiques, tous de volume Vy, de facon & ce que

|AV; x| = Vy — 0 lorsque N — oo.

Les AV; n sont choisis afin de remplir ’intérieur de © afin d’approximer 2| (qui est non
nul puisque int(Q) # 0, et fini puisque 2 est borné). L’étiquetage initial des éléments de A
aurait pu avoir été fait, au moins en principe, de fagon & avoir un 9:;‘ dans chaque AV n, peu
importe la valeur de N. (On peut accomplir ceci, par exemple, en choisissant chaque zj au
centre de chaque AV; y correspondant. En subdivisant chacun des AVjn en 37 cubes (ou
hypercubes), les zj demeureront au centre de chaque nouvel élément de volume (plus petit),
qui retiendra son ancienne étiquette j. Les nouveaux AV; v seront obtenus: a) en subdivisant
les anciens, et b) en remplissant davantage le volume libre restant de 2 a l'aide de nouveaux
éléments de volume. La subdivision de plus en plus fine de € définira la procédure d’étiquetage

des éléments de A.)

Nous avons maintenant

lzN_l e:FZMx;'p“’(u)lAVj N||2
F(z) = ulim = : ,
N=eo | 5= 1 1AV N2
Pour un certain ensemble (infini) S C N, pour N € S, I’expression ci-dessus fait référence a des
partitions de plus en plus fines servant & approximer 2. Etant donné Dexistence de I’ (z), nous
pouvons évaluer la limite ci-dessus en étudiant les valeurs de NV sur n’importe quel sous-ensemble
infini de N, notamment sur S. L’expression ci-dessus s’écrit alors ainsi:
N 2718t Ppw

| gL, i 2el) AT, |

Newo | 1AV w2

im0 3750 €¥2755 P OJAY N2

- N
im0 3530, 1+ 1AV, P




Dans expression précédente on retrouve deux somines de Riemann, dont les deux existent, et

celle au dénominateur est non nulle. Donc

| fﬂ e:FQ"riy'pw(u) d”‘y‘2
2[?

I'(z) =

3. Algorithme

On suppose que £ est borné, que son intérieur est non vide, et que I'application * est

bijective sur A.

1) Trouver L, si inconnu. (L = Iy x D} lorsque * est définie sur Dy .} Exprimer L en

coordonnées orthonormales usuelles.

2) Trouver Dual(L): prendre les vecteurs de la base de L obtenus en 1); placer ceux-ci sous
forme de colonnes dans une matrice A qui sera 2n par 2n; trouver A~!; les rangées de A™! sont

les vecteurs de la base du réseau réciproque, exprimées en coordonnées orthonormales usuelles.

3) Etablir un seuil d’intensité (normalisée), dénotée I}, ,;, au-dessous duquel les intensités

ne peuvent étre détectées.

4) Trouver
- fn T2 gyl
Spi={veRr | BB 2 I;euil}‘
5) Trouver
Sy i= {u € Dual(L)|pw(u) € S1}.
6) Trouver

Sz := pp(S2)
et S3 nous donnera l'image de diffraction.
(Sip, et py, sont deux applications bijectives sur Dual(L), alors * est bijective sur pp(Dual(L)),

avec “—x” (Papplication inverse) étant bijective sur py, (Dual(L)), et S3 = (S1N(pp(Dual(L))*)™* =
(S1 N pw(Dual(L)))™".)



4. Exemple: quasi-cristal unidimensionnel basé sur Z|7]

Dy = Z[7],Q € {[e,b], (a,b], [a,b),(a,b)}.

1) L:
= {v € R%lv = m(1,1) + n(r, 7'),Vm,n € Z}.

2) On cherche Dual(L):

7 AT
1 i
=y (r')2+1)+ (7 COLE
(Cet ensemble est Z[r]° x (Z[r]°)'.)

1 1
A1 (r (—m)

Dual(L) = {v € R?v = m(

1),‘\7’m,n €Z}.

3) On choisit I

seuil

“grand” (proche de 1).

4) 5'12

|J" e:FZvrz’uy dy|2
(b—a)

= pewr| (UBEZD) 5 r )

= [—H(I;euil)i 6(I§euil)]

5= {’() € Rnl > Ileuzl}

ol

sin(rt( L) =)\ _
mO(L; i) (b — a) .
On a ensuite

53 = ([ ( euzl) 9( euzl)] ﬂZ[T]O)_*
b ([_9( ;eu‘il) 6( ;euil)] ﬁZ[T]D)I
— 7_2 1 Z ) + 1 6( seuil)i ((7-/)2 + 1)6(I;euzl)])

ce qui nous donne I'image de diffraction.

Notons gu’au niveau de I'algorithme général, I’étape 4) peut étre difficile ou méme im-
possible d’effectuer de fagon exacte. Les prochains chapitres développeront une méthode ap-
proximative pour obtenir 'image de diffraction d’un quasi-cristal dans le contexte d’un seuil

d’intensité élevé pour qu’il y ait détection.



CHAPITRE 2

Les quasi constantes

Soit A C R” un quasi-cristal ou un cristal. Dans une expérience de diffraction de rayons X par

A, Pamplitude A(u) de onde diffractée obtenue & un point p € R™ est donnée par

Ap)=e} e

TEA

oil ¢ est une constante quelconque. (On supppose que les atomes du quasi-cristal ou du cristal
peuvent &tre représentés par des points.)

L’intensité I(x) au point u est donnée par
1) = AP

En suivant ’exemple de certains auteurs [E1], [H1], [KD], [M2], [Mo], nous supposons que
l'aspect discret de 1'image de diffraction dépend de la sensibilité limitée des instruments de
mesure, i.e. que lintensité lumineuse en un point doit étre au-dessus d’un certain seuil pour
étre captée.

Considérons le cas le plus simple, c’est-a-dire ol seulement les points les plus intenses sont
percus. Ceux-ci correspondent clairement aux p tels que e2™i% 1 est une constante. Celle-ci doit
forcément étre de la forme ™%, avec a € [0,1).

Constatons que, sans perte de généralité, on peut poser o € [—3, 1].

Nous obtenons alors

A(p) = ce®™@ E 1.
€A
Pour un quasi-cristal (ou un cristal) physique, celui-ci est fini, et la somme ci-dessus converge.

Si N est le nombre d’atomes du quasi-cristal (ou du cristal), on obtiendra

A(N) — ce?miaN
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et l'intensité en g sera maximale. Elle s’écrira alors ainsi:

1) = N?[ef”.

1. L’approche des quasi constantes

Pour obtenir un point g quelconque de I'image de diffraction observée, I(y) doit étre élevée
(quasi maximale); ceci se produira lorsque e2™IT 1k est quasiment constant pour tout z € A, i.e.

lorsque e2™'# est une “quasi constante”. En d’autres mots, il existe o € [——%, %] tel que

I627ri:t:-u - e21ricx| <e

pour tout z € A.

Cette méme condition peut étre réécrite ainsi:

11
Ja € [—5,51

tel que
2™ e=2) _ 1| < ¢,Vz € A.

Définissons maintenant ’ensemble suivant pour ¢ € [0, 2):

A=K = {p e Rl ko) _q

= 2|sin(m(p - ¢ — )| <€, Vz € A}

L’image de diffraction correspondra alors a
U
agl— %1%]
Notons que, pour ¢ assez petit, ’ensemble ci-dessus sélectionnera les points les plus lumineux

(donc visibles) et donnera ainsi I'image de diffraction.

Ajoutons maintenant les deux hypothéses suivantes en s’inspirant de

considérations physiques:

1) 0 € A (plausible puisque l'origine de notre systéme de coordonnées devrait pouvoir
étre placé n’importe o1 dans le quasi-cristal (ou dans le cristal), en autant qu’il soit loin des p

observés (les modeles de diffraction par des structures cristallines et quasi cristallines supposent
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que ¢ >> 0)). (Si 0 ¢ A, on utilise le fait que, dans les expériences de diffraction, 4 >> z (les p
étant les valeurs observées), d’olt # ~ 0 & I’échelle des p, Yz € A. Donc, de fagon approximative,

0eA)
2) € < +/2 (plausible puisque nous supposons que € est petit).

La proposition suivante nous donnera une écriture équivalente mais grandement simplifiée

de I'image de diffraction.

ProPOSITION 1.1. Supposons que A C R™ (par ezemple, A est un quasi-cristal ou un
cristal), avec 0 € A, ¢ € [0,V2).

Définissons
AT = {p e R|[e2H® — 1| < ¢, Vo € A}

ot ¢ €[0,2).
Alors:

a)
U A= =A%

ae[‘—%l%]
€ =24/1 - —

4

b) € €[0,2).

DEMONSTRATION. 1) Ecrivons

sous la forme

2) Notons que 0 € A
i !
= Vue A% ae, ;)

€ > 2lsin(m(p - 0 F «))| = 2|sin(7a)|
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n( £ n( & 1
— ae([- arcs:rn(z) , arcs;n(z)] +2) ﬂ[O, 5]

n( &

= o, arcs:rn(z)]
(puisque 0 < e < 2 2.
Nous avons ainsi

A= ) (AF oA

ag[-4,3] ot [0 ””;"(5)]

I pe (A"Enén UA“’GDSW) (avec a € [0, irm—n(ﬂ])

— 2sin(n(p-zFa))| <eVzEA
(avec 4 € R™)
= 7m(p-zFa)e([- arcsin(—;—), arcsin(%)] +7Z),Vz € A
(avec p € R™)
= mu-ze(([- arcsin(%) + T, arcsin(%) + mal + 7Z)
U(- arcsin(%) - Ta, arcsin(%) — na| + 7Z))
=[- arcsin(%) — 7o, arcsin(%) + na] + 7Z,

Vz € A (avec p € R")

(i.e. (A+7Z)U(B+7Z)=(AUB)+ 7Z)

> 9|sin(my - 2)| € [0, 2]sin(arcsin(—;—) + ma)],

Vz € A (avec p € R™).

Ainsi
U (aeF ua-s)
wE [0, uﬂ:':‘(%)]
={neR"Vz €A,
2|sin(wp - )|

€ U [0, 2|sin(arcsin(%) + ma)|]}
aercsin($)

a€ [O,———z—]

={p e R"|Vz € A, 2|sin(mp - )|
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e o, 2|sin(2arcsz’n(%))[]}
={u eR"|Vz € A, 2|sin(7pu - z)|
€[0,2¢1/1 - g]}.

(Posons € := 2¢4/1 — 54—2. Pour ¢ € [0,/2) on a 2¢ > 0 et 1/1 — 67:? > 0, d’oti ¢ > 0. Montrons

que € < 2:

Supposons le contraire: 3t € [0,+/2) tel que 2t4/1 — % >2
t2
— 4t*(1 - ) B

= 1442 -4>0
_—2:
= t=%V2

:}tz: 2

ce qui est absurde car t € [0,1/2). Donc € < 2.
On a alors ¢ > 0 et € < 2, ce qui prouve la partie b) de la proposition.)
Nous pouvons maintenant écrire

{u e R*|Vr € A, 2|sin(my - )|

2 x
(S [0, er/l — Z]}
={p € R"Vz € A, 2|sin(mp - )|
<2€\/1—i—6l<2}
-_— 4 -
={peRVz A, |7 —1| <€ < 2}
= {p e RY|*™#* — 1| < ¢,Vz € A}
(avec € € [0,2))
NG

= | A% =aF,
a€[-3.3

ol

ce qui prouve a). 0O
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2. LIMITES DU MODELE

a) Constatons que le modéle précédent nous donne des conditions suffisantes pour obtenir

un point d’intensité élevée (pour € assez petit) (€ € [0,1]):

pE U At
a€[-3.3]

1

tel que

€> |627rz'w-u _ e27rioz|

— Z €> E |627riz‘p _ eZm’a|

T€EA TzEA

> |Z(627ri:v~u _ ezﬂa)l

z€eA

= [(Z 627rz'x~/.a) - (Z e27rz’oz)|

TEA TEA

> ” Z eZwiz-ul - | Z e27rioz||

TEA TEA

= (13 eion] - |

TEA

=N — ! Eezﬂx-pl

TEA

IAl(/il)l

(c#0)

= Ne> N —

=N-—

|Ap)|

le]
= |A|(’|L)| > N(1—e¢).

Cependant, on doit toujours avoir
N?|e[* = I(n) = |A(w)I?

ce qui implique
N> (u)l > N(1— o)
d’out, pour ¢ € [0, 1],
N2Je(1 — e)? < I() < N[el?.
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Soit I’image de diffraction physique (IDP)

IDP = {u e R” Z 62777:51:<pl2 > Lyewii}

zEA
pour un Igeys; > 0 (seuil d’intensité).
Notons que I'IDP dépend de I;eyir:
IDP = IDP(Lsenit).
Notons que, en ce qui concerne 'IDP,
Iseuil S inf i I(M)
#€lUaei 1.3 A%TS

= | A% CIDP(Lew).

aE[—%,%

Constatons aussi que

e—0 = I(u) — N2|c|
b)
PROPOSITION 2.1. Soit € € [0,/2).
Alors

3 seuir = Iseuil(g) _%é N2|Clz

tel que

I(H) > Iseuil(g)

= p € U A“E]En.

aEl-3,%

DEMONSTRATION. Soit, Yz € A, Va € [-3, 3], Vi € R,

f(z, pye) = |32’T‘im~u - 627rial.
Soit
n/g,u’a .= Card{z € A|f(z, p,a) > &}.
Soit
n'g,# = inf ) ”IE,u,a-

O‘E[_%:'f



Soit
§ 1= {u € R7n, # 0.
Soit, pour S # 0,

13 N I3
nt:= inf n: .
€ ues Gk

Il y a deux cas & considérer:
1)
5i={
= VpeR"nf, =0
= VpeR™ Ja(y) € [—%, %]
tel que
Ve € A, fla, p,a(p)) <€
= p€ AswiE
c | A%

QE[—%,%
— Ve IDP(O),pe | A
ae[_%xé]

—= Teeusti=10 7é N2|clz.

(D’autres choix pour I5.u1(€) sont possibles: il suffit d’avoir

Iseuz'l(g) S inf - I(p)
uEUaG[—%-%]AQ st

Pour € € [0, 1], un choix particulier (en s’inspirant de a) ci-dessus) est:

Iseuil(g) . Nzlciz(l - 5)2.)

2) S#0:

Constatons que, dans ce cas,
nte{1,2,...N—1}.
Posons
Lseunt(€) = |c|2|N2 . 52(”18)(1\[ — ng)l.

{Constatons que

Lsewit(€) # N2|312~)

16
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Pour montrer que I;eqi1(€) satisfait ’énoncé de la proposition, il suffit de montrer que

pg | A%

acl-4.4

tel que
I(:u) Z Iseuil(g)

est absurde.

En effet:
o
peg | A%
a€l-3,3
=V E[—1 }-] dze A
FElTg g
tel que
flz,pya) > €
= pnesS

Cependant, Vu € S, I(p) ne peut jamais dépasser
eI = n)etie 1 ni(ei0)]? %)

ce qui correspondrait & la situation (“utopique”, en ce qui concerne la grandeur de I'intensité
associée) ol nf termes seraient parfaitement en phase, de la forme e?™F et les N — n} termes

qui restent seraient de la forme e2™®  avec

|62ma | 62-1r1.ﬁ| -z
(Notons que le plus petit nombre de termes de la forme e2™8 ne peut jamais étre inférieur 3
nt, et le déphasage entre ces n; termes et les N — n} autres termes correspond a

|62ma - e27rz,6| > E.
Ainsi (%) est une surestimation de I'intensité en pu.
1

(La surestimation ci-dessus est basée sur 1'idée que maximiser une expression de la forme

N
|ZAP€igpli BP ER,

p=1
AP Z 07p€ {1:2a "'aN})

seffectue en minimisant le déphasage entre les différents termes de la forme A, e

Cecl peut étre vu ainsi:
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Afin de maximiser | 320 ; Ape®r|, il suffit de maximiser

N
l Z Apeiap |2.
p=1
On a cependant
N
> Al
p=1

N
=| ZAp(cosﬂp + isind,)|?

p=1

N
=|> A2+2 > ApAg(cosbycosty + sind,sind,)|
p=1

p,9€{1,...,.N}
p<q

N
=|1D_A2+2 Y ApAgcos(8p, —0,)|-
p=1

rg€{l,....N}
p<yq

L’expression ci-dessus sera maximale lorsque chacune des expressions
bp — 0,

sera rapprochée le plus possible de 0 (ou de k(27), & € Z), c’est-a-dire en minimisant le

déphasage entre les termes A,e'’», C.Q.F.D.)
On peut réécrire () ainsi:
2 ' ‘ & 2 &
eV = nf) + (1 = P+ ()1 = (1= SN

=2
= [el2J(N = n)? + 204N — n{)(1 = ) + (nd)’]

= [el|N? — E(ng)(N — nf)l

. Iseuil(g)-
Domnc
pe |J A%
Q’E[—%,%
tel que

I(/l) Z Iseuil(g)

est impossible, ce qui termine la preuve.



¢) Soient € € [0,1),e € [0, 1).
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Constatons que, si € correspond & celui obtenu en a) par la méthode des quasi constantes,

on aura alors

A% CIDP(Laa@)C | A€

ogl ] «€l-3,3]

|
-
=

)

(Lseuit(8)) %

Il s’ensuit que € > e.
Pour € — 0, on aura alors € — 0, donc

E—0 = é€—p¢
IR

et Uae[—%,%] A=f< ressemblera de plus en plus & Uae[—;};,g] Ae€s pour € — 0.

Puisque (**) doit étre satisfait aussi,

J A%

og[-4.%

et

U e

ae[_%1%]

ressembleront de plus en plus & IDP(I;.qu:1(€)) pour € — 0.
En changeant de notation, on peut écrire € au lieu de €.

Donc, pour € petit,

U A =a@¥
o€[-4,%
sera une bonne approximation de I'IDP pour un Iyeyir quelconque (assez grand), avec

€2

= 2e/1— —
€ € T

i.e. ¢ est petit puisque ¢ est petit.

(++)
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3. CONCORDANCE AVEC L’EXPERIMENTATION

1) Supposons que A est un cristal (dans le sens d’étre un réseau de Bravais).

Dans une base appropriée 'image de diffraction est donnée par
{peR?py-z € Z,Ye e A}

= {u e R*|Vz € A, |e2™#® — 1| < 0}
= A

Pour ¢ € (0,+/3), nous avons [M1]:
A% = AT

permettant ainsi plusieurs expressions (une pour chaque valeur permise d’¢’) pour I’image de
diffraction d’un réseau de Bravais dans le contexte du présent modéle.

2) Supposons que A est un quasi-cristal.

Lorsque A a une syméirie rotationnelle de § par rapport & un axe passant par ’origine, alors
AL 4 aussi cette méme symétrie rotationnelle, ce qui est en accord avec lexpérimentation.
Cecl peut étre vu de la fagon suivante:

A a une symétrie rotationnelle de § par rapport & un axe passant par 1’origine

= A=RpA

ou Ry est la matrice de rotation de # radians autour de l’axe en question.

a) Constatons que Vu,v € R",
(Rou) - v = (Rpu)To
=uTRYv=uTR_gu
= uT(R_gv) = u- (R_gv)
(ici il est sous-entendu que l'identification d’un point de R™ se fait par le vecteur-colonne

correspondant).

b) Nous pouvons maintenant écrire:

AT =y e R||e2m#® — 1| < €, Vz € A}
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= {p € R™||e2"#® — 1| < ¢,Vz € RyA}

(i.e. A= RaA)

= {p e R"||¥™rRet _ 1| < ¢, VRst € RyA}

(on pose t := R_gz, d’olt = Rgt)

= {p e R"|e®™#Ret _ 1| < ¢/, Vt € A}

= {p e R"||e?mirRer _ | < ¢/, Yz € A}
(on a effectué un changement de notation)

= {u e R||e?™{R-er)s _ 1| < ¢, Vz € A}

(ici on a utilisé a))

= {Ryz € R"||e¥™*® — 1| < €,Vz € A}
(ici on a posé z:= R_gu, d’oll p = Rpz)

= {Rpz € RyR"||e?™*® — 1| < ¢/,Vz € A}

(on a utilisé le fait que RyR™ = R™)

= Re{z € R"||e2™*% _ 1| < ¢,Vz € A}

= Ro{u € R"[|®™#7 — 1| < ¢,Vz € A}
(on a effectué un changement de notation)
= R,

Donc A = RyA = AT = RGA(E')?_

3) Supposons que A est un quasi-cristal qui peut étre représenté par un schéme “coupe et
projection” (“cut and project scheme”) (i.e. A est un “ensemble modéle” (“model set”) [M1]).
Lorsque 0 < €'< 2, AT peut étre représenté par un schéme “coupe et projection” (“cut and
project scheme”) et est aussi un “ensemble modéle” (“model set”) [M1]. En particulier, NG
est Delone [M1], il est donc discret. De plus, lorsque # exprime une symétrie rotationnelle non

cristallographique du quasi-cristal (et donc de A2 ; AT est apériodique.
g
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4. LE QUASI-CRISTAL (OU CRISTAL) COMPLET

Supposons que A est un cristal ou un quasi-cristal avec une image de diffraction A(E’)zn.
Jusqu’a quel point peut-on ajouter des éléments & A (et quels éléments) sans changer 'image
de diffraction? La réponse est la suivante: A peut étre agrandi jusqu’a A(el)nén(el)]%n sans mod-
ifier 'image de diffraction. Par ailleurs, lorsque A = A(e')gn(sl)gn, A a la propriété suivante:
(MY = A = A C A

Etablissons la vérité de ces deux affirmations.

La deuxiéme découle de la remarque suivante:

REMARQUE 4.1. Soit A un ensemble non vide de R™ (en particulier, on peut supposer que

A est un cristal ou un quasi-cristal) satisfaisant
A= AT
(¢ €]0,2).)
Alors
(AT = A

= A CA.

DEMONSTRATION. Lcrivons

(AT = A

Nous avons alors
(A') BMNE — AT

mais

A, C (A/)(E/)H%'ll(sl)uén
ce qui implique

AI C (Af)(fl 2”(5’ ]gn

— AT

= A.



23

La premiére affirmation découle de la proposition suivante (dans celle-ci la partie a) établit
que A peut étre agrandi jusqu’a AT (O , et la partie b) montre qu'on ne peut pas agrandir

au-dela de A(E/)mén(f/)]gn):

ProrosiTION 4.1. Soit

h£ACR"

AC N C AT
— AT = (AN
b)
ACKH
tel que
AT = (AN

implique

A C AT

DEMONSTRATION. a) Constatons que
A — AT (O (T
(ie. 0£ACR® = AC AT B particulier, pour A = A, on a
A C AT

ce qui implique

AEE 5 AT
Cependant, pour A = AlEZ , on obtient

AT ¢ AT
Nous pouvons maintenant conclure que

AETE 5 AT EOT L 5 AT

d’onr

A = AT

On a alors

AC A C AT



= AR 3 (AR 3 AR EREE

— AT
d’olt
AT = (AT
b)
ACA
tel que
AT = (AT
implique
AT = (4 R
Cependant
A C (Al)(e')]gn(f')lgn
= A (T
d’on

A C AL

REMARQUE 4.2. La proposition précédente peutl étre réécrite ainsi:
Pour § # A CIR™:

ACA et AT = (A@E
E—

AC A C AT
Nous pouvons maintenant introduire la définition suivante:

DEFINITION 4.1. A est un cristal, quasi-cristal ou ensemble complet ssi

A AR T

24
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5. PREDICTIONS PHYSIQUES DU MODELE

1) Puisque
AR = {p e RP|?™#® _ 1| < €, Vz € A}
= {p e R"2|sin(mp - z)] < €',V € A}
nous avons alors
we AT
< Qsin(mp-z)| < Ve EA
< 2lsin(m(—p)-z)| <,V e A
= (—p) € AT

Donc I'image de diffraction doit étre symétrique par rapport & l’origine. (La symétrie de

I’icosaédre constatée chez les quasi-cristaux physiques est en accord avec ceci puisque 'icosaédre

est symétrique par rapport & son centre.)
2) Supposons que A posséde une symétrie type “réflexion et/ou inflation” exprimée par
rA CA
(r € R,avec |r| > 1 (car A est un ensemble discret))
alors
AT C AT

En voici la preuve:

z € rAlY
— Z =Tl
pour un g € AT
— 62T ]| = [ePTTT _ | = 2R _ ]| < €, Va € A
(i.e. A C A implique que 7z € A,Vz € A)
= 2™ _ 1] <€, VzEA
=% zE AT

= AR A



26

3) 1l est plausible de croire que le modéle élaboré ci-dessus (plus précisément ’approche

des quasi constantes) puisse décrire d’autres systémes de diflraction.



CHAPITRE 3

n
¢="-dual d’un ensemble

1. RESULTATS

Dans le reste de cette these, la notation sera simplifiée en remplagant ¢’ par ¢. On appli-
quera maintenant les idées développées précédemment & une famille de modeles mathématiques
de quasi-cristaux caractérisés par certains aspects communs, énumérés ci-dessous (un exemple

d’un tel modéle a déja été développé par J. Patera [P1]):
On suppose l'existence de deux ensembles Iy et Dy avec
Dy CR? Dy CR"™ ou Dy et D> sont denses dans R", et une application
%:D; —Dj CR™

m —s m*

(G ef{L,2})

definie partout sur I qui satisfait
m-n € xm" -n*+7Z,
Ym € D] ,E D(] mod 2)+1:
(Possiblement Iy =15 .)

On suppose également que IF et Df sont denses dans R™.

Les ensembles I joueront un réle important dans I’étude de la diffraction des rayons X

par un quasicristal lorsque, en employant la notation du chapitre 1, on aura:

Dy = p,(L)
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et
Dy = pp(Dual(L)).

Un tel exemple est donné & la fin du chapitre 6.
Considérons ¢ € (0, 2).

On suppose aussi que
QCR”,

A" = Qps.

Le chapitre 6 explorera Ac< Ip,, tandis que les chapitres 3, 4 et 5 répertorient certains

résultats intermédiaires et/ou intéressants.

= . ~ R" ry *
ProrosITION 1.1. Si Q est conneze par arcs et conlient 0, alors Q°<  est symétrique par

rapport 4 'origine, contieni 0, et est convere.

DEMONSTRATION. 1) Q% est symétrique par rapport & Porigine, puisque |e?™#% — 1| =
2™ (=)= _ 1| ainsi [e2"HT — 1| < € & |e?mi(=#)® — 1] < e. Ceci implique que p € 0% o
(—p) € 0%

2) (% contient 0 puisque Pl (Pl R

3) Convexité:

Yz e, ¥Vme 02 , IOUS avons
[e2mime _ 1| = 2|sin(mm - 2)| <€ < 2.

Nous prenons une courbe continue X () dans Q avec X(0) = 0 et X(1) = z. Alors mm - X (¢)
est continu en t et son image lorsque t parcourt [0, 1] est un sous-ensemble connexe de R. Cette
image doit appartenir & (—/2,7/2): si ceci n’était pas le cas, par connexité —r/2 et/ou 7/2
doit (doivent) appartenir & I'image en question. Ceci impliquerait que, quelque part sur la

courbe X(¢) C Q, pour un ¢’ € [0, 1],
2sin(am - X)) =2 > ¢,

ce qui est absurde. Ainsi Ym,n € ﬁfnén, Vz,y € €, nous avons soit [m 2,7 - y] C (—7/2,7/2)
ou[n-y,m- z]C(—7n/2,7/2).

Maintenant, pour tout t € [0, 1], tm + (1 — ¢)n est le segment unissant m et n. Alors

(tm)-z+(1—t)n-y
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est le segment unissant les nombres réels m -z et n - y.
Considérons la fonction
u(v) = 2|sin(v)|.
Sa dérivée n’est jamais nulle sur (—7/2,7/2) (et u n’est pas differentiable & 0). Ainsi sa valeur
maximale sur tout intervalle fermé I de (—m/2, 7/2) est atteinte & une extrémité de I ou lorsque
v =0 (si 0 € I). Puisque u(0) = 0, la valeur maximale est atteinte & une extrémité de I. Ceci

implique que, V¢ € [0, 1],
2lsin(tm -z + (1 — t)n - y)| < Maz{2|sin(m - z)|,2|sin(n - y)} <e

.y . ~ B T . g R BT
Ainsi le segment unissant m et n se retrouve dans Q°< , et on en déduit la convexité de Q< |

O

ProprosITION 1.2. Supposons que Q C R" est un polytope fermé, conveze et symétrique par
rapport ¢ 0. Enumérons les faces de Qdela k; considérons Uensemble de tous les hyperplans
{hi},i € {1,...,k}, od h; contient la i-éme face f; de Q. Soit I; la distance de lorigine d
Uhyperplan h;; considérons {v;}, le vecteur orthogonal & h; (nous pouvons supposer que ce

vecteur est dirigé vers extérieur de ), de longueur

larccos(1 — §)| _arcsin(3)

271’11' 71'1,'
Prenons le plus petit ensemble conveze contenant les vecteurs {v;},1 € {1,...,k}, et dénotons le

polytope résullant par P. Nous avons alors:

0% =P
et
PE =0
ce qui implique
GYY 5

DEMONSTRATION. ¢ Constatons que, pour tout point p appartenant & h; (et notamment

lorsque p appartient & la i-éme face),
€27+ 1| = 2fsin(p - vy

S 2|sz'n(7r|p||vil608(0~’p,v;)|
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(ot cos(ap,,) = Eiy # 0)
l;

m)lvi |cos(ap,0.))]

e 2|sin(7r

(puisque |p| = WIIIPT,))

= 2|sz’n(arcsin(%))|
=1

(Constatons que Vp € h;,
aresin(%)
P v = ————2 ) (*)

s

¢ Puisque Q est symétrique par rapport a l'origine, il existe une face f; 0 pour chaque

face f; tel que I; =1, et v; = —v;.
e Pour tout point p de hj, [e*"P Vi — 1| = € = |e2™Pvi — 1],
e Puisque arcsin(§) € (0,7/2), pour 6 t.q. |0] < |arcsin(%)|, nous avons 2|sin(6)] < e.

o Choisissons n’importe quel hyperplan h; et son hyperplan correspondant h;. Maintenant
prenons n’importe quel point p’ €  entre h; et h; (ou appartenant & h; ou h;). Sip'-v; =0,
alors

€> |ez”ipl'”i —-1]=0.
Autrement, il existe un point q de h; ou h; tel que p’ appartient au segment de droite allant de

0 & q. Soit A; 'hyperplan contenant q. On a alors

wlp’ vl = 7p’ vl = wlp' - w

(o 2l < 1)
T2l DY . €
= |=aresin(z)| < |aresin(z)| ok
[ Etarcain(5) < aresin(5) (%)
et nous avons (en utilisant I'un des énoncés précédents)

|p'|

> 2|sz’n(—arcsin(%))| = 2|sin(7r

lq|
- 2\sin(w',p7'|'1qnw|Icos(apl,u,>|)| — 9 sin(rlg’ - u)|

= 2lsin(xp’ - vi)| = |e

dl

|q| |Q||vllcos(ap',vz))|

2mip’ vy 1|

Puisque

Ip’ vl = |p" - vi| = P’ - v5l
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nous avons

€> Z]Sin(ﬂ'[p' . v,|)| = 2|sin(mp’ - v;)| = |e2"ipl'”" -1

et
€ > 2|sin(x|p’ - v;])| = 2|sin(mp’ - v;)| = |e2mie’vi _ 1],
e Puisque Q est un polytope fermé et convexe, il se situe entre (ou sur) h; et h;. Ainsi
Vp € Q, [e2™Pvi — 1| < ¢, et [e2™P% — 1| < e. Nous avons alors

v e 8% e {l,.., k).

e Maintenant considérons n’importe quel point § € P. 1l est possible d’exprimer § ainsi:
qg= (...((v1t1 + (1 — tl)vg)iz + (1 = tz)’vg)tg + (]. - t3)’l)4)t4 + ...+ (1 . tk_l)vk

avec t, € [0,1],me {1,...,k—1}.

e Considérons un point p € 2. On a alors
TP - q = (...((wltl -+~ (1 — tl)w2)t2 + (1 — tz)’wg)tg - (1 - ts)ﬂ)4)t4 + ...+ (]. — tk_l)wk

ol w; ;= 7p - v;. Les sommets a0 peuvent étre dénotées de n’importe quelle fagon, notamment

tel que wy < ws < ... < Wi

e Maintenant regardons I’énoncé suivant:

Pour
Te—1(t1, oo te—1) == (o ((wity + (1 — t1)wa)ts
+(1 —t2)ws)tz + (1 — t3)wa)ta + ...+ (1 — tr—1)ws,
avec
tm €10,1],me {1,..,k—1}k>2,
wy Swz < ..o < Wy,
on a

min froi=wn
t;€[0,1],4€{1,....k}

et

max fo—1 = wg.
t,€[0,1],ie{1,....k}

Preuve par récurrence:
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Pour &k = 2:
w1ty + (1 — tl)w2 = wit + (1 — tl)(wl -+ A)

(OflA::lUg—“LUlZO)

=wi + (1 —#)A,
dont la valeur est maximale pour ¢; = 0 (A > 0), ou constante pour A = 0. Dans les deux cas,

la valeur maximale est wy. De méme, la valeur minimale est w;.

On suppose que 1’énoncé est vrai pour k = I (ce qui fait allusion & fi_1), et maintenant

nous devons vérifier ’énoncé pour k£ = 1!+ 1:

filty, o t)) = [fimi(te, o i)t + (L= 2w
atteint (évident par inspection) sa valeur minimale pour la valeur minimale de fi_; (par hy-
pothése, cette valeur est wq), ce qui nous ameéne & examiner w; + (1 — #;)wiy1, qui, de fagon
analogue, a une valeur minimale de wy. De méme, la valeur maximale de f; exige 1’étude de
wy + (1 — )wi1, qui a une valeur maximale de wyy1. Ainsi I’énoncé est vrai par récurrence.
Nous avons alors 7p - § € [wy, wy], ot
—-m/2 < —arcsin(%) <wy < wy < arcsin(é) <m/2
{i.e. pour p-v; =0, on a
o € N €
ap-v;=0€ [—arcszn(—i), arcsm(§)];
pour p-v; # 0, on a, d’aprés (*+),
. € . €
T - v; € [—arcszn(i), arcsm(a)]
aussi.)
Ceci implique
sin(rp - )] < ¢
= |e2™PT ]| <e
VpeQ,Vie P

ce qui implique

3
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et

El

bol}
N
m
InE

¢ Enoncé:

Q :ﬁélgn.

Preuve: supposons le contraire, i.e. .G :ﬁsgn avec () # ?Elgn. Ainsi il existe p €
ﬁf]gn tg. p ¢ Q. Cependant, P est convexe et contient 0, alors il est connexe par arcs et
contient 0. Donc ]362" contient 0, est convexe et symétrique par rapport a 0. Ainsi le segment
de droite {tp|t € [0, 1]} doit appartenir & ﬁslgn, oli ce segment intersecte une face d’2 & #/p pour
un ¢ € (0,1). Cependant, on a vu que pour chaque point g de n’importe quelle face f; a’
nous avons un point v; € P tel que le?mi¢vi — 1| = ¢. En particulier, pour ¢ = t'p € f; C Q

. T RN
pour un j quelconque, nous avons |e2™¢ P % — 1| =e.

Par ailleurs, p € j , donc

eszp"u_.,' a 1| S €.

Ainsi

je2mitrvs _ 1| = 2|sin(nltpl|v; lcos(ap,s,)|

vaut 0 pour ¢t = 0, augmente jusqu’a € pour 0 < ¢’ < 1 et est plus petit ou égal & € pour ¢t = 1.
Ainsi 37 € (#,1) t.q. 2P — 1| = 2|sin(w[t"p||vj||cos(ap ;)| = 2 > €, avec t'p € P,

ce qui est absurde. Ainsi I’énoncé est vrai.

e Maintenant considérons le vecteur position u de n’importe quel sommet de Q. Constatons
que ce vecteur (ou son prolongement) intersecte an moins un hyperplan h qui contient une face
de P. Constatons que s’il existe un tel hyperplan h tel que I’angle d’intersection est 7 /2, alors
un tel hyperplan est unique (puisque P est un polytope). Nous appellerons un tel hyperplan

spécial h. (Il peut y avoir plus d’un h pour un » donné, mais seulement un h (%l existe).)
e Lnoncé: h existe pour tout u.

Preuve: Considérons toutes les faces f; K] qui contiennent u; considérons les vecteurs
v; qui représentent les sommets de P qui sont orthogonaux aux hyperplans h; qui contiennent
les f; (en conformité avec la construction de ]3) Les v; determinent une face de P, qui est

contenue dans un hyperplan unique o , qui est le R que Von cherche. En effet, H=h:
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- Choisissons deux des v;, que nous appelerons A et B. Considérons I’espace a deux di-
mensions P, engendré par A et B. Projetons u sur P,, obtenant ainsi up,. Nous pouvons
maintenant établir un systéme de coordonnées z’ —y' sur P tel que up, soit dirigé dans le sens
des z’ positifs, A se situe dans le demi-plan supérieur (axe &’ inclus) et B est contenu dans
le demi-plan inférieur (axe z’ inclus). Considérons les coordonnées polaires usuelles associées
au systéme cartésien =’ — o/ ci-dessus. Soit a € [0, 7] I’angle polaire servant & repérer A, et
B € [—m, 0] I'angle polaire servant & repérer B. Considérons le point d’intersection de A (ou de
sa prolongation) avec une face (ou un hyperplan contenant une face) de Q. Appelons ce point
A’. Definissons B’ de fagon analogue. Selon la construction de P, les angles d’intersection
de A’ et B’ avec leurs hyperplans correspondants valent 7 cliacun. Comme le quadrilatere
0, A’, up,, B' est contenu dans le plan ¢~y (constatons que les origines des systémes 2’-y' et du

systéme de coordonnées initial coincident), on a alors

o€ (0,7/2)
et
T
g€ (—5, 0).
Constatons que
arcsin(s)

A"l Al = = |B'||B|.

On peut maintenant écrire, en coordonnées polaires,
A = (|A|cosa, |Alsina)
et
B = (|Blcosf, | B|sing).
Nous avons aussi
1Al _ 18]

lupl = cosa cosf3

ce qui nous donne
[A’|  cosa  |B|
B~ cosB ~ JAI
d’on
cosq
cosf’

|B| = |A]

Donc [ := B — A a 0 comme coordonnée z’, d’ott [ est orthogonal & up,. Ceci implique que [
23 2

est orthogonal & u.
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On peut répéter I’exercice en laissant A tel quel, et en laissant B parcourir chacun des v;
reliés & A par une aréte de P. Les [ ainsi obtenus engendrent H , et tous sont orthogonaux a u;

ainsi H est normal & u, et H =h.

¢ Constatons que, puisque u et h sont orthogonaux,
u - p = constante,Vp € k.

o Cette constante peut étre évaluée pour p = A, et a déja été calculée en (*):
arcsin($)

= '
Pour 5 = lj := le vecteur qui s’étend de I’origine jusqu’a h dans la direction u (ainsi |Iz| est la

distance de 0 & k), nous avons

u-lp = -
_ aresin(5)
= =

Ainsi les sommets d’§ peuvent étre construits de P de la méme fagon que les sommets de p
sont obtenus de €. En prenant le plus petit ensemble convexe contenant les sommets d’ﬁ, on

obtient 2.
Donc € peut étre construit de P de la méme fagon que P est construit de €.

Donc tous les résultats obtenus auparavant concernant P par rapport & Q) sont valables

lorsqu’on interchange Pet Q.

Plus précisément, puisque nous avions

— €
Q= P<,
nous devons aussi avoir
—~ . n
P =0%
ce qui implique
~ R™ BR™ o~
Q<< =Q

et ceci termine la preuve.

(Par ailleurs, on a aussi



Afin de vérifier I’exactitude de certains de nos arguments et résultats, obtenons
QLE =0
d’une fagon un peu différente, i.e. sans utiliser
p=0a%
On peut procéder ainsi:

Constatons que pour tout ensemble S C R”?, nous avons

Ainsi
G
Cependant, nous avions p - Q< ce qui implique
on obtient (en utilisant I’énoncé précédent)
G=P% 20%% 20

ce qui implique

DEFINITION 1.1. VA CR™ VB CR™ m e {0,1,2,...},

A®B:={z+ylz € A,ye B}

DEFINITION 1.2. Supposons que 0 € Q C R™.

36

Q est dégénéré et contient 0 <— QC S, ou S est un espace vectoriel dans R” et

dim(S) = m < n. (S est choisi tel que dim(S) est minimale.)

(ﬁ est dégénéré <= il existe un translaté de Q qui est dégénéré et contient 0.)
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ProrosiTioN 1.3. Supposons que 0 € Q CR"™

S5 € est dégénéré et contient 0, alors

6y —G%s gt
~ B 5 =
ot St est le complément orthogonal de S, et Q;S‘S est le €8 -dual dans S de Qs (Qs étant la

projection de Q sur S):

n
s

OF° 1= {u € 9)|e>™* 7 — 1] < ¢,Va' € (s).

DEMONSTRATION. Puisque 2 contient 0 et est dégénéré, nous avons 25 = 2, et {251 = 0.
Done, Vz € R™,Vz € , nous avons
Z-L=25 %5+ 251 TgL =25°Z3

(ol zs est la projection de z sur S et 25+ est la projection de z sur S+, et, de méme pour zg

et £g+). On peut maintenant écrire:

1)
~€3”< 1
pERST DS
= |e2mirs s _ ]| < €, Ve € Q

= |?™HT 1| < ¢ Vz E Q

(puisque - ¢ = pg - z5)
= pe

~5Dén< L S
— S)S_’h @ S g Q <.

NpefE — Veel,|emins—1|<e
= |eImiksTs _ ]| <€
(puisque p - & = pg - &)
~ "
= U5 € QSS’S
~B”
= pelFH oSt

— 0¥ ca¥ est.

De 1) et 2), nous obtenons

G% = Gfc @ st
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PROPOSITION 1.4. Supposons que 0 € QCR"
Supposons que
5 = 65 D st
(ot S® St =R").
Nous avons alors
B = 56’2’,}
s = Q7%
" " o~
DEMONSTRATION. 1) p € QCSS’S = Yz €Q=Qs PS5,
|62m'u~z . 1I = [62”i(”5"”5+”s¢"’s¢) — 1!
= |e¥Tiks s 1] <€
~ B"
(puisque p € S d’aprés la definition de Q;S’s)
~ m"
— HE Qf<

~52"s SR
—— QS_, gQ <.

= VreQ=0s® 8%, 2™ —1|<e

. |e27ri(us~:vs+us¢-xs¢) - ]_I <e¢

11 y a deux cas & considérer:

l) Hgt = 0:

Nous avons alors, Yz € §~2,
e |e27ri/.t-:c _ 1|
. |32’Ti("‘5"”5+0‘$s-1-) _ ll
= 1627rip.5-z‘5 _ 1|
= Vz' € Qg, 2457 — 1| < ¢
(puisque Yu € 55, 3z € Q5 @ S+ = Q tel que z5 = u, et notre choix de z € Q est arbitraire)
~Elins
= us € Q5.
Cependant, nous avons py € S, ce qui implique pg = p. Nous obtenons alors

er.lé?s
JUNSH 7
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il) Supposons que pg. # 0

Nous avons alors pgr = v # 0. La, pour € {u} @ {tv} (on u est un vecteur quelconque

dans ﬁs, et t est n’importe quel nombre réel), nous avons x € Qsd St = fl, ce qui implique
€ Z |627riu-:t: . 1|

Iesz’(us-u+u-tu) | 1|

Ut . .
Ceci doit étre vrai pour tout ¢ € R, notamment pour ¢ = ZTES (qui existe puisque v # 0).
[v]

Pour cette valeur spéciale de ¢, nous obtenons € > 2, ce qui est absurde puisque € € [0, 2).

Ainsi i) est la seule possibilité, et nous avons

ProrosITION 1.5. Supposons que
QCRr”
est un polytope qui est fermé, conveze, syméirique par rapport & 0, non dégénéré , non borné,

ou § = R™. Alors Qe‘%"e‘%" =0Q.

DEMONSTRATION. a) Supposons que Q=R"™
1) Nous avons alors 0 € (]R”)Emsn, puisque Yz € R™, |e2™% — 1| = 0 < e. Pour u # 0, nous
pouvons choisir z = 2—I[;JTI5 € R”, et nous avons |e?™#% —1| = 2 > ¢, ce qui implique p ¢ (R”)Egn.
Ainsi {0} = (R")% .
i)
Y e R |20 _1|=0<e¢
= {0} =Rr".

Ainsi on a

(Rn)ﬁuén E]I;“ - Rn
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b) Q £ R™:

e Constatons que ) est convexe et symétrique par rapport & 0, donc il doit contenir 0.
Puisque il est non dégénéré, il est “non dégénéré et contient 0”.
e Puisque Q est convexe, symétrique par rapport 4 0 et n’est pas borné, on peut écrire
Q= ?25 ® St
ol g est un polytope dans S qui est borné dans S, non dégénéré dans S, symétrique par
rapport & 0 dans S, convexe dans S et fermé dans S (puisque 55 est symétrique par rapport

4 0 dans R”, convexe dans R™ et fermé dans R™). En utilisant la proposition précédente, nous

obtenons

Cependant (0% est “dégénéré et contient 0”dans R", avec

0% = (@%)s.

On a alors
ﬁelgﬂflgﬂ« - (ﬁergn)elgﬂ-
n n
= @9)F

— (0% s A5
=@ )5 85
(obtenu en utilisant la proposition 1.3 du chapitre 3)
~ BT BT
= (Q5° ;S's @St
~ n A m"™
(puisque nous avons déja vu que G — Q;s, o)
~B®  pn
= (@) s o s
: ~ B R
(isae (BE)s = 82
NEgnsEEnq 1
=057 2" o8
=0s® S+

(obtenu en utilisant la proposition 1.2 du chapitre 3)

=0
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PRrROPOSITION 1.6. Supposons que nous avons 0 € Q C R™, ot Q est un polytope syméirique
par rapport @ 0, fermé, convere, dégénéré (borné ou non borné). (Constatons que, puisqu’il est
symétrique par rapport & 0 et conveze, il doit conienir 0, donc il est “dégénéré et contient 07.)

On a alors

~ BT R™® ~
Qf< < =Q.

DEMONSTRATION. a) €2 est borné:

On peut donc écrire

Q=05

ol dim(S) < n, et Q) est fermé dans S, convexe dans S, symétrique par rapport a 0 dans S,

borné dans S, contient 'origine dans S et est non dégénéré dans S.

On a alors, en utilisant la proposition 1.3 du chapitre 3,

n . R"”
Qelg = Qgs’s &%) S'L,
et, en utilisant la proposition 1.4 du chapitre 3, nous obtenons

n

~ B® W ~B" gn
Q< < = (QF°)<s

(en employant la proposition 1.2 du chapitre 3)

I
O

b) € n’est pas borné:
On peut écrire
ﬁ = 65 ®T
ot dim(S) + dim(T) < n, et S~25 est fermé dans S, convexe dans S, symétrique par rapport a 0
dans S, borné dans S et contient 0 dans S, et est non dégénéré dans S.

Nous avons alors, en utilisant la proposition 1.3 du chapitre 3,
0% = @s @ T)%ser @ (S@T).
On a alors

ﬁfgnfgn = ((55 &) fg?sea'r)f?seﬂ"
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(obtenu en utilisant la proposition 1.4 du chapitre 3)
= (522»5)6275“

(obtenu en utilisant la proposition 1.4 du chapitre 3)
=fFte g

(obtenu en utilisant la proposition 1.3 du chapitre 3)

= ?25 T

(obtenu en utilisant la proposition 1.2 du chapitre 3)

=0

REMARQUE 1.1. En combinant la proposition 1.2 du chapitre 3, la proposition 1.5 du
chapitre 3, et la proposition 1.6 du chapitre 3, on peul conclure que st Q est un polytope con-
vexe, fermé, symétrique par rapport ¢ 0 (contenant Uorigine, dégénéré ou non dégénéré, borné
ou non borné), ou Q= R™ nous avons

~ B?® m™ —~
Q< < =Q).

ProrosiTION 1.7. Supposons que Q C R™ est non vide, conveze, fermé et syméirique par
bp q

rapport a 0. Considérons toutes les relations d'inclusion possibles (finies ou infinies) de la forme

13

.CPBcQCchcC..

ot P, 15]- sont des polytopes fermés, convezes, syméiriques par rapport ¢ 0 (contenant l’origine,
dégénérés ou non dégénérés, bornés ou non bornés, incluant le cas {0}), ou R™. Appelons cet
ensemble de relations d’inclusion Sﬁ(ﬁ). (Constatons que cet ensemble est non vide, puisque
nous pouvons toujours écrire 0 C 0 C R"™.) Représenions par Sﬁ(X) ce méme ensemble aprés
avoir remplacé&n:l par X dans chague relation d’inclusion de Sﬁ(ﬁ). Nous allons dire que Sﬁ(X)

est vrai <=> chacune des relations de la forme

b
2

.CBcxchc.

constituant S5(X) est vraze.

Nous avons alors

(X) wvrai —= X =9Q vrai

2
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(i.e. Sﬁ(ﬁ) “caractérise” §1.)

DEMONSTRATION. 1) Pour X =, nous avons, par définition, S5(X) wvrai. Ainsi

X=0Q = Sﬁ(X) vrai.

2) Afin de voir que Sﬁ(X) vrai = X =0 vrai, supposons le contraire:

IX CR™ X # Q, t.q. 55(5() vrat.

i) Supposons que Jp € Qt.q. p ¢ X. Considérons une relation (vraie) quelconque de la
forme P; C X - ﬁ’j. puisque p ¢ X, nous devons avoir p ¢ P;. Nous devons cependant avoir
B C Q - 15] Maintenant considérons le polytope P, que nous allons construire en prenant
le plus petit ensemble convexe contenant P;, p et —p. Py, est convexe, fermé et symétrique par
rapport & 0. Puisque Q) est convexe, nous avons Py, C 1. ]5,-. Puisque Sﬁ(f( ) est vrai, ceci

implique que Py C b« ]5] est vrai. Cependant, p € Py, ce qui nous donne p € X (absurde).

ii) Supposons que dp € X t.q. p ¢ Q. On doit avoir p # 0,p € R™\ Q. Puisque { est
convexe et p ¢ ﬁ, il existe un hyperplan H t.q. p & H, et p et Q) sont de part et d’autre de H
(dans le sens de ne pas se retrouver dans le méme demi-espace fermé determiné par f).

(Ceci peut étre vu comme suit:

Puisque p ¢ 872, 0e ﬁ, dq sur le segment de droite Op t.q. ¢ € aQ. Puisque Q est convexe,
il existe un hyperplan H' t.q. ¢ € H' et Q se situe, en entier, d’un seul c6té de H'. Supposons
quep ¢ H';1a,pet 0 € Q sont de part et d’autre de H’, ce qui signifie que p et 0 sont de part
et d’autre de H’, et on peut poser H := H'.

Supposons que p € H'; alors segment de droite gp se retrouve dans H’, ainsi que le segment
de droite Ogp. Il en découle que 0 € H’. Puisque Q est symétrique par rapport 4 0 et Q se situe
d’un seul coté de H', Q doit étre entiérement confiné & H' (si ce n’était pas le cas, 3t # 0,1 € Q
t.q. t ¢ H'. On aurait alors ¢ € Q et (-t) € € par symétrie par rapport 3 origine, avec ¢ et
(—t) de part et d’autre de H’, ce qui est impossible). Ainsi Q C S, ot1 S est un espace vectoriel
quelconque dans R™, avec dim(S) < n. Choisissons maintenant S tel que dém(S) est minimal.

Considérons A := Q@ St. A est convexe, symétrique par rapport a 0 et & n dimensions.
Nous avons aussi ¢ € 9A. 1l existe donc un hyperplan H” passant par ¢ tel que A (et donc Q)
est d’un seul c6té de H”. Constatons que 0 ¢ H” (i.e. puisque A est convexe, symétrique par

rapport & 0 et 4 n dimensions, A doit contenir n vecteurs linéairement indépendants ay, ..., a,
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ainsi que —ay, ..., —a,. En prenant le plus petit ensemble convexe des points que ces vecteurs
représentent, on obtient un polytope B & n dimensions qui est convexe, symétrique par rapport
4 0 avec 0 € int(B) C A. Si on avait 0 € H”, alors on aurait des points u,v € int(B) C A de
part et d’autre de H”, avec v ¢ H", w ¢ H", ce qui est impossible). Ainsi le segment de droite
0g n’est pas contenu dans H", et le segment de droite gp n’est pas dans H”. 1l en résulte que
pg H' etpet0€ Q C A sont de part et d’autre de H”'. Ainsi p et Q sont de part et d’autre
de H”. On peut maintenant poser H := H".)

(L’existence de H' passant par ¢ € o0 t.q. Q se trouve d’un seul coté de H' peut étre vu
ainsi:

Supposons le contraire, i.e. pour chaque hyperplan traversant ¢, il y a des points 4’8 de
part et d’autre de ’hyperplan en question. On peut alors prendre un hyperplan quelconque hg;
celui-ci doit obligatoirement passer par ¢. Selon notre hypothése, 3¢1,¢] € Q) se trouvant de part
et d’autre de hp. Prenons un hyperplan h; contenant ¢ et ¢;. On a alors ¢a, ¢ € Q de part et
d’autre de hi. Prenons maintenant ho contenant ¢, g1, 2. Continuons ainsi jusqu’a ’obtention
de g,. En prenant le plus petit ensemble convexe contenant ¢, g1, ..., g, on obtient un polytope
P & n dimensions qui est convexe avec P € (2. Constatons que ¢ ¢ int(P) (sinon il existerait
un voisinage N contenant ¢ avec N C P C S~2, ce qui serait en contradiction avec ¢ € 5(2) On
a donc ¢ € 9P. Considérons I’angle “solide” & ¢ sous-tendu par P; cet angle doit correspondre
4 moins d’un demi-espace (sinon on aurait ¢ € int(P), ce qui est impossible). Maintenant
essayons d’accroitre cet angle solide en agrandissant P: en emplyant notre hypothése, nous
constatons qu’il y a des points 'Q de part et d’autre de chacune des faces de P. Prenons
maintenant au moins un point de Q a Dextérieur de P pour chacune des faces de P; prenons le
plus petit ensemble convexe contenant P et les nouveaux points et ainsi agrandissons P C Q.
Répétons le processus maintes fois. Deux possibilités surviennent:

i) éventuellement 1’angle solide & ¢ sous-tendu par P correspondra & plus d’un demi-espace.
On obtiendra ainsi ¢ € int(P), ce qui est impossible;

ii) peu importe comment P est initialement construit et agrandi, I’angle solide & ¢ sera
toujours confiné & un demi-espace. Ceci implique I’existence d’un hyperplan h t.q. tous les
sommets de P se situeront du méme coté de 71, peu importe combien de fois P sera agrandi.
Cependant, selon notre hypothése, il existe un point 4’2 de 'autre coté de 77,, qui peut devenir
un nouveau sommet pour P, ce qui est absurde.

Ainsi H' doit exister, avec les propriétés décrites précédemment.)
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(Remarque: la preuve ci-dessus de existence de H' a été rédigée avant de savoir que le
résultat était déja bien connu. Cet argument semble intéressant, donc il a été laissé dans le
texte.)

Soit h le demi-espace fermé borné par H qui contient €. Considérons maintenant le demi-

espace fermé h qui est “I'image symétrique par rapport & 0” de h:
h:= {z e R"|(—z) € h}.
Puisque Q est symétrique par rapport a 0, nous avons
QChnk.

Cependant, 5’5(5) est vrai, de méme que 55(5( ). Maintenant considérons I’expression suivante

(qui est vraie):

4

v
N
el
N

ce qui implique que

t

BiC e

IN
N

est aussi vrai. Maintenant considérons P, le polytope défini par
P = PBin(hnh).

Py est convexe, fermé et symétrique par rapport & 0. Constatons que p ¢ h, ce qui implique
P ¢ P].
Nous avons alors € C Py, ce qui implique

t

EEags,
donc
BcXch.
Cependant, p ¢ P, ce qui est absurde puisque p € Xch. O

ProPosSITION 1.8. Si 0 # Q C R" est fermé,conveze et symétrique par rapport ¢ 0, alors

~ R™ RT ~
Q< < =Q.
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DEMONSTRATION. Considérons chaque relation

e
to
asH

de Sﬁ(ﬁ). En prenant 1’ ¢2"-dual de chacune de ces relations, on obtient

_ R® P _m™
DB 20% 2P 2.
En répétant cette opération, on a

LChcase
impliquant ainsi que S~( g < ) est vrai, d’ont

R"™ R"
f< <

i
ol

ProrosITION 1.9. Pour {0} 75 Q= {m} CR" ona

ﬁf]%" . R”| E U[ 3 arcsm( ) k arcsin(%)]}‘

el T TRl Rl T k]

DEMONSTRATION. 1)

pee U[k arcsin(g) k arcsin(i)]
el |z] e el mle|
kEZ

= [e*™HE 1| = 2[sin(|mp - @)

€ [2|sin(0)], 2|sin(arcsin(%))]] =10,

- ueﬁfgn
IRy arcsin(§) k arcsin(s) ~ mm
= {peR"|— € -, =+ ]} C QS
T U ol ~ el el T el 2
ii)
pels
—s | 1] = 2sin(|ru- )|
€[0,¢]
arcsin(%) k arcsin(%)
— hre U |x i |

wal Tel T el
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arcsin(§) k arcsin($)

SeR” M T k
o keZ

De i) et ii) nous obtenons la conclusion désirée. O

mlz| e 7lz|

COROLLAIRE 1.1. Supposons que Q # 0.
Pour {0} # Q CR", Q% est fermé.

DEMONSTRATION. Constatons que Yz # 0, {m}egn est constitué de la région fermée située
entre les deux hyperplans orthogonaaux & z qui sont de part et d’autre de 0 & une distance de
%‘T&—) de 0, que nous appellerons V, et de tous les ensembles de la forme V + k]fp, keZ
(translatés de V).

Ainsi {;t:}’flgn est fermé.

Puisque

Q= {J{=},

z‘Eﬁ
nous avons
4% = Nt
:L‘Eﬁ
i) Pour 0 ¢ £, nous avons
~Emn _ Emn
Q< = [ {a}<

T}
qui est l'intersection d’un nombre arbitraire (possiblement infini) d’ensembles fermés, qui est
fermée.
ii) Pour 0 € €2, nous avons
a% = N{=)¥
:cEﬁ

=T N N {=1%)

zefi\{0}

=r*()( ) %)

zea\{0}
= N =%
ze\{0}
qui est ’intersection d’un nombre arbitraire (possiblement infini) d’ensembles fermés, qui est

fermée. |
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COROLLAIRE 1.2. Supposons que ) # Q C R™ est conneze par arcs. Nous avons alors:

Q est fermé, conveze et symétrique par rapport ¢ 0

< ﬁfgneén = ﬁ

r ~ mﬂ = ~ =~ ’ ” . .
DEMONSTRATION. a) Q°< < = Q@ — ( est fermé, convexe et symétrique par rapport a

~ B" |n ~ BT R™

Constatons que Q%" contient toujours 0, et tel est le cas pour °< < Puisque Q°< < =
Q, alors Q doit contenir 0. La,  est connexe par arcs et contient 0. D’aprés la proposition 1.1
du chapitre 3, ﬁfgn est symétrique par rapport & 0, contient 0, et est convexe. Ceci implique
que ﬁelgn est connexe par arcs et contient 0. En employant la proposition 1.1 du chapitre 3
une deuxiéme fois, nous trouvons que ﬁfmﬁn < est symétrique par rapport a 0, contient 0, et est

convexe.
- . . ~ B .R" o By BT ,
En utilisant le corollaire 1.1 du chapitre 3, on trouve que Q°< = = (Q < ) = est fermé.
Donc (%% % = () est fermé, convexe et symétrique par rapport a 0.

b) € est fermé, convexe et symétrique par rapport a 0

~ m7

— Qessn;n:ﬁ:

Ceci est vrai selon la proposition 1.8 du chapitre 3. |

ProrosiTION 1.10. Supposons que 0 est conneze par arcs et contienl 0. Alors ﬁegnegn
est le plus petit ensemble contenant Q ayant les propriétés suivantes: il contient l'origine; @l est
conveze; il est fermé; il est symétrique par rapport ¢ 0. (Ici, “le plus petil ensemble contenant
Q ayant les propriétés énumérées” signifie “ lUintersection de tous les ensembles contenant Q

ayant les propriétés énumérées”.)

DEMONSTRATION. Selon la proposition 1.1 de ce chapitre (appliquée deux fois), 0%
contient Vorigine, est convexe et est symétrique par rapport &4 (0. En appliquant le corollaire 1.1
de ce chapitre deux fois, on trouve que (7% X est fermé. Constatons aussi que Q C Qe

Afin de voir que c’est le plus petit ensemble contenant Q possédant toutes ces caractéristiques,

supposons le contraire:



On a alors

~ R"™ BR™ R™ R™ ~ R" R" B" R"
Qf< f< C Af< €< € Q< €< €< €<

Cependant, en employant le corollaire 1.2 de ce chapitre, on peut écrire
ﬁe]g"e];“ CAC 652”52”

impliquant

~ B™ R™
A =Q% <

~ B™ R™
ce qui est absurde, puisqu’on a supposé que A # Qs < | O

REMARQUE 1.2. Supposons que Q contient 0 et est connexe par arcs. Soit A le plus pelil
ensemble contenant Q qui est @ la fois fermé, symétrique par rapport ¢ 0 et conveze. Nous
savons alors que A = (peE (selon la proposition précédente) et que Qe = A% (puisqu’on

R ~ B" =,
a toujours Q< = Q< < < ),



CHAPITRE 4

e?"-dual d’un ensemble

1. RESULTATS

Considérons € € (0, 2).

Definissons:
Q CR™,

G = (ueR"| 27 — 1| < ¢,z € {1}

PROPOSITION 1.1. Si § est conneze par arcs el confient 0, alors Q< est syméirique par

rapport & 0, contient 0, et est conveze.

DEMONSTRATION. 1) Q<" est symétrique par rapport & 0, puisque
2T _ | = |2mi-R)e ),
ainsi
EMHT _ | < e [e2HRT ] <.
Ceci implique que
p e o (—p) efx.

2) X" contient 0 puisque [e2™0% — 1| =0 < e.

3) Convexité:

Vz e Q,VYme ﬁflgn, nous avons

[e2™im® _ 1| = 2|sin(rm - 2)| < € < 2.

Prenons une courbe continue X () dans € avec X(0) = 0 et X(1) = z. La, 7m - X(t) est

continu par rapport & t et son image lorsque t parcourt [0, 1] est un sous-ensemble connexe de
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R. Cette image doit appartenir & (—a/2,7/2): si tel n’était pas le cas, par connexité, —m/2
et/ou m/2 doit(doivent) appartenir a cette image. Ceci impliquerait que, quelque part sur la

courbe X (¢) C €, pour un ¢’ € [0,1],
2|sin(rm - X ()| =2 > ¢,

ce qui est absurde. Donc pour tout m,n € ﬁfgn, pour tout z,y € €2, nous avons soit [m-z,ny] C
(=7/2,%/2)ou[n-y,m- 2] C(—7/2,7/2).

Maintenant, pour tout ¢ € [0,1], tm + (1 — t)n est le segment de droite unissant m et n.
La,

(tm)-z2+(1—t)n-y

est le segment de droite unissant les nombres réels m -z et n - y.

Considérons la fonction

u(v) := 2|sin(v)].

Sa dérivée n’est jamais nulle sur (—m/2,7/2) (et cette fonction n’est pas différentiable & 0).
Ainsi sa valeur maximale sur tout intervalle fermé I contenu dans (—7/2, 7/2) survient soit &
une extrémité de I ou lorsque v = 0 (si 0 € I). Puisque u(0) = 0, la valeur maximale survient

a une extrémité de I. Ceci implique que, V¢ € [0, 1],
2lsin(tm -z + (1 — t)n - y)] < Maz{2|sin(m - z)|,2|sin(n - y)} < e.

: . ] R Mt g ~ m"
donc le segment de droite unissant m et n se situe a 'intérieur de Q< , el nous avons la
k)

convexité.



CHAPITRE 5

Dy
¢ -dual d’un ensemble

1. RESULTATS

Definissons:
Q C R,
Q= ﬁh]);,
jed{L,2},

*

—~ L . el
Q< :={pue D} | ™47 — 1| < ¢, Yz € Q).

Supposons que
e€(0,2)

et que JA C DDy, A # 0 tel que
A =10

Supposons aussi que Papplication * est bijective sur ID; .

Dénotons ’application inverse de % par —x:

—+:Df — Dy

(G e{L,2}).

(Il en découle que m-n € £m™ -n™* + Z,Ym € Dj,n ED’EJ- mod 2)+1.)
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~ ~ @ m3 .
ProrosiTioN 1.1. Supposons que 2,2, Q< |D; el Q< sond tous non vides.

53 2 est ouvert, connere par arcs el contient 0, alors
g
(AE<2)*: SlD;,
ot S est conveze, contient 0, et est symétrique par repport d 0.

(S = a<).

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer que
™ ~ J|n
(A€) = Q% |y,
et poser S = Q< (On a déja vu a la proposition 1.1 du chapitre 4 que Q< est convexe,

contient 0 et est symétrique par rapport & 0.)

*
2

m
a) (A‘H?)*: Q<
v
p € Q<
= |2 _ | <, Va* €Q,u el
<— |627ri"_"z —1<eVzeA " €Dy
—x 22
= pTt e A<
= pe (A<

-
Dy

b) Q% |py = Q<<

~ mn ~ mn - ~ m¥ ~ En
1) i€ 0% py = A0 D} = 8% — 1| <e,VzeQ2Q =0 = 0% py C
m
Q<

n* .
2) pu € Q< = e — 1] < ¢,Vz € Q.
Supposons que y ¢ {15 Ips; alors 3 € Qt.q. [e2MHd _ 1| =¢ ¢>e

Ne>eIedDnQ= th); = Q dans un voisinage de # (¥ étant dense dans R” et )
. 3
étant ouvert) t.q. [e2™#Y — 1] > e = p ¢ Q< (absurde).

ii) € = ¢ : Q étant ouvert, Ir; > 0 t.q. 3% € {:E-}-rl]%, 5:—7’1]%} C Q tel que |e2™ik5 | >

€. Ceci peut étre vu comme suit:
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Considérons le segment de droite unissant & — Tll%l et &+ 7'1%, qui peut étre considéré
comme 'image dans R" de la fonction suivante:
_ z
uff) =% +tr1|mT|,t €[-1,1].
(On choisit r; assez petit pour que ce segment de droite demeure entiérement a ’intérieur de

$) (ceci est possible puisque €2 est ouvert).)

Considérons maintenant la fonction
v:[-1,1] —R
f s |627riu(t)-p o 1|
On a
ot) = 2lsin(alal|u(t)llcoso])|

ot § est I’angle entre p et u(Z), qui est une constante (puisque u(t) se trouve toujours sur
une droite passant par l’origine). Pour une valeur de 71 assez petite, |u(t)| est une fonction
strictement croissante, et v(t) est soit strictement croissante ou strictement decroissante pour
t € [—1,1]. (Elle est strictement croissante (preuve non donnée ici), mais cette précision n’est

pas pertinente dans le présent contexte.) Puisque v(t) est continu, il atteint sa valeur maximale

pour un t = tarqe € {—1, 1}, et on peut poser #; := u(trraz) € Q). Nous avons alors

e =v(0) < v(tMaz).

Puisque € est ouvert, Iry > 0 t.q. VZ € By, (1) C Q, le?™i#2 — 1| > . D} étant dense
s B m*
dans R", 3z € By, (%) ND} C Qps = Q t.q. [e2™#7 — 1| > e = p ¢ Q¢< (absurde). O



CHAPITRE 6

1D
¢ -dual d’un ensemble

1. RESULTATS

Definissons:

Q C R,

§ = ﬁl]n);,

je{1,2},
e/ D ) A
Q< = {pehj || —1| <¢,Vr e Q).

Supposons que nous avons

e€(0,2).

LEMME 1.1. Supposons que Q # 0.
51 Q est dense dans fl, alors

~ R" Py
Q%2 |py = Q<.

DEMONSTRATION. @ #0 = 0 € (%< = Q% # 0. Maintenant si & la fois s I

*

m
2 . . .
et °< sont vides, alors le lemme est vrai. Maintenant constatons:

. - - - m* ~ BT
1) i €% |pg = i € OF MDY = [27F7 — 1 <e,Vee (D= Ae Qs = 0% Iny C

m*
9) u €QE = |7 _ 1| <¢,Vz € Q,peDj.

Supposons que p & Qe Ips; 18, 3% € Qt.q. |e2mihd 1| = &> e
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Puisque la fonction |e?™#* — 1| est continue pour ¢ € R", il existe un voisinage N de Z t.q.

le?mivt — 1| > ¢, t € N. Puisque Q est dense dans Q,Iye NN tq. le?miHy — 1] > ¢
L
= pu ¢ Q< (absurde).
i . ~ B 22 an
Ainsi il faut avoir p € Q%< |ps, et Q°< C Q< [py.
Supposons que:

e o3
a) Qs Ips # 0: alors Qf< # 0 de 1). La, 2) s’applique, et nous obtenons le résultat voulu
de 1) et 2).

3 ~ RB™
b) Q< # (: alors 2) s’applique, et ez Ips # 0. On peut maintenant utiliser 1), et

combiner 1) et 2) afin d’obtenir la conclusion voulue. O

~ ~ B D3 )
PROPOSITION 1.1. Supposons que Q,$,Q< |py et Q< sont tous non vides.

Si §) est conneze par arcs, contient 0, et & est dense dans S~2, alors
Dy,
(A%)"= Slps,

ot S est conveze, contient 0, et est syméirigue par rapport d 0.

(s=0%)

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer que
&2 * R
(AS) = Q°% |py,
et poser S = el (On a déja vu a la proposition 1.1 du chapitre 3 que Q% est convexe,
contient 0 et est symétrique par rapport & 0.)

= QEZ; d
JAS an;;
= ¥ — 1| <e V2t € Q,ueD)
e [T 1| < e Vo€ A, p €Dy

—% em)z
= p T EAS
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D2\ *
< pe (A<).

- w3
b) Oz !D; = 2°< : yrai selon le lemme 1.1 du chapitre 6. 1

~ ~ R™ D3
COROLLAIRE 1.1. Supposons que Q,Q,QE]% ]D; et Q< sont non vides.

Si Q est ouvert, conneze par arcs el contient 0, alors
il
(AESZ)*: S[]ﬂ);)

ot S est conveze, contient 0, et est symétrique par rapport d 0.

(§=0%)

DEMONSTRATION. Yz € {2, pour tout voisinage N, de =, il existe un voisinage N/ de
z t.g NL C Ny et N, C Q. (Il suffit de trouver une boule ouverte B, (x) C Q (qui doit
exister, puisque 2 est ouvert), une boule ouverte B,,(z) C N (qui doit exister puisque Ny
est ouvert), et poser N’ := By, (z) N By,(z).) Puisque D} est dense dans R™ et N, est ouvert,
Jy € D} NN, = N|p:. Puisque N, C Q, nous avons Nilps € ﬁ]m); = . Donc y € Q.
Cependant, y € N, C N,. Ainsi Vz € §~2, pour tout voisinage N de z, Jy € N, N 2. Donc
Q est dense dans €. Maintenant on peut utiliser la proposition 1.1 du chapitre 6 et obtenir la

conclusion désirée. 0O

LEMME 1.2. VA C Dy, nous avons

o3

(A%)"= (4)<

et YA CDD}, nous avons

3

(a%)'= (4%

%
2
<

DEMONSTRATION. a) (A%C) = (4%)

Si les deux sont vides, alors nous obtenons le résultat voulu. Autrement:

m*

ue (47
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= |2t _ 1) < e, Vet € (A*), peDs
— leZVri#"'m —1<eVoeAp ™ eDy
D2
— pTrEAE

= pe (45"

Si les deux sont vides, alors nous obtenons le résultat voulu. Autrement:
— % D2
pe (47)=
= |e¥#TT _ | <e,VaT e (A7), nED,
= ¥ T _ 1| <, Vo€ A pt €D}
o,
= 4t € A<

-
Dy

= pe (A%<)™

PROPOSITION 1.2. Supposons que Q2 # 0.
5i Q@ = Qlpy, ou:

a) Q C IR™ est fermé, convexe et symétrique par rapport @ 0;
b) Q est dense dans Q;

~ n ~ RRr
c) O Ip: est dense dans Q°< ;

alors

-

DEMONSTRATION. {2 est connexe par arcs, contient 0, et est fermé. Constatons aussi que
Q0 car 0 € Q et Q est dense dans Q; 05 # () puisque 0 € 0z ,et O # K Ips car celui-ci
est dense dans (1% + 0.

Ainsi nous avons (en employant la proposition 1.1 du chapitre 6),

mz; ”
(A<) "= Q< |p,,

~ R?

. r3 - . ey mT’- . ’
ol X< est convexe, contient 0, et est symétrique par rapport & 0. €°< est aussi fermé (selon

le corollaire 1.1 du chapitre 3).
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On peut maintenant écrire

(en employant le lemme 1.1 du chapitre 6, aprés avoir posé I} = Dy, DY := Dy, = (954 ,

avec Q' = ﬁl]}); = 67[(]])’1)*)

(i.e.
—~B" mh)*
Q' F gy = ()<
~Em” em“ ' E(m’lz "
et (95)5 |DI:(Q)S
~ R"_ BR™ — m;)‘
= (<)% oy = ()lwy-) "
ID*
~Emﬂ R™ T B™ e 1
= (0% )< [D; = (QES |ID>;) <L)
Donc

(en utilisant la proposition 1.8 du chapitre 3)
=52,

Cependant, en employant le lemme 1.2 du chapitre 6, nous avons
Py Dy My

(A€)") = (A<,

ce qui implique

Q= (A‘<25D1)*
et nous obtenons
2 Dy
Q_* — A5< GS
ce qui donne
1
A =A<<,

PrOPOSITION 1.3. Si Q@ C R™ est convexe et contient un ensemble ouvert non vide, alors

Q est dense dans Q.
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DEMONSTRATION. Puisque Q) contient un ensemble ouvert non vide, cet ensemble doit
contenir un point p et une boule ouverte B,(p). Considérons la boule fermée X centrée a p
de rayon r/2. On a alors X C B,(p) C 0. Constatons que X et €\ X sont tous les deux non

vides.

Considérons maintenant n’importe quel z € ﬁ, et n’importe quel voisinage N de z. Puisque

X et €\ X sont tous les deux non vides, il est pertinent de considérer les deux cas ci-dessous:
a)z € X:

Nous avons alors € B,(p) et @ € N, ce qui implique que z € B, (p) N N. Cependant,
B,(p) NN est un ensemble ouvert et B.(p) NN C €. Puisque B, (p) N N est ouvert et I} est
dense dans R*, Iy e D} t.q. y € B,(p) NN C Q. Ainsi pour tout z € X et tout voisinage N
dez,yeQND =Qtq yeN.

b) 2z €0\ X:

Considérons le plus petit ensemble convexe contenant # et X, que nous appellerons K.
(La surface de K peut étre imaginée comme étant un cornet de créme glacée a n dimensions.)
Puisque {2 est convexe, K C Q. Nous avons z € 0K, ce qui implique N N int(K) # 0.
Cependant, NN int(K) est ouvert. Puisque I} est dense dans R”?, 3y € D} t.q. y € NNint(K).
Constatons que N Nint(K) C ﬁ, donc nous avons y € Q. Ainsi pour tout = € Q \ X et tout
voisinage N de z, Jy € QF‘ID’{ =Q+tq. yeN.

En combinant a) et b), nous obtenons ce qui suit:

Yz € ﬁ, pour tout voisinage N de z, Jy € Q ND} = Q t.q. y € N. Ceci implique que 2
est dense dans . O

La proposition suivante nous donne des critéres pratiques pour construire une fenétre telle

que le quasi-cristal correspondant est egal a son “double-dual” (dual pris deux fois).

PROPOSITION 1.4. Si C R" est fermé, conveze, syméirique par rapport & 0, borné et

contient un ensemble ouvert non vide, alors

Wy Dy
Af<s = AL
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DEMONSTRATION. a) Puisque £ contient un ensemble ouvert non vide, la proposition 1.3

du chapitre 6 nous dit que € est dense dans Q.

b) Maintenant considérons les 2 n-tuplets ayant comme entrées +d (d > 0). Ces n-tuplets
sont les sommets d’un hypercube & n dimensions centré & lorigine. Appellons Cet hypercube
C'. Selon la proposition 1.2 du chapitre 3, C% est le plus petit ensemble convexe contenant

I’ensemble de points ci-dessous (dont il y a 2n):

{n-tuplets ayant 0 comme n—1 entrées, et I’entrée restante est soit a”swi;ii) ou — arcs:g(%) 3

Ainsi C°% est un polytope convexe & n dimensions avec int(Ceg ) £ 0.

Constatons que puisque € est borné, nous avons C' 2 2 si d est assez grand. Pour une telle
valeur de d, nous avons alors cE c ﬁ‘gn, ce qui implique § # int(Cegn) (@ s - 0% Ceci
implique que ﬁegn contient un ensemble ouvert non vide. f’ze“%" est convexe selon la proposition
1.1 du chapitre 3. En utilisant la proposition 1.3 du chapitre 6 (aprés avoir posé I} := ]]))2,?27 E=

~R™ — - ~ B™ ~ R™
Q< avec Q' = Q'|ps = O|(p1)+), nous pouvons conclure que Q< |py est dense dans Q%< .
Nous disposons maintenant de P'information suivante:

0 £ Q C R™, Q est fermé, convexe, symétrique par rapport a4 0, avec £ étant dense dans
ﬁ, et (%< Ip; étant dense dans (% . Nous pouvons maintenant utiliser la proposition 1.2 du

chapitre 6, et obtenir le résultat désiré. |

2. Exemple: quasi-cristal unidimensionnel basé sur Z[r]

Soit Q :=[a,b], 0l a £ bet a <0 <b.
Posons Iy := Z[r],; := Z[r]°. Dans ce cas, * = —« = ’ & la fois sur Dy et Dy.
On a
Q = [a,b]lp; = [a, b]|z(r)
(i6i DY =Dy = Z[r] et D =Dy = Z[1]") et

A= Q' =Y Jo, .
Soit ¢ := maz(—a,b).

Selon la remarque 1.2 du chapitre 3,

n

(0,8 = [~c, ]2



aresin(§) arcsin(s)

= ) ]

e e

Selon le lemme 1.1 de ce chapitre, on a

~ W™ o3 z[-]°
Q< |D; = QES = QES .
D’apreés la proposition 1.1 de ce chapitre, on a
- E o €
Ar1° g arcsin(g) arcsin(g)

A% = (R T )y

- 2 ([Her oo () @r oo (2 )

qui est le méme résultat que celui obtenu par un calcul exact & la fin du chapitre 1, avec

_ aresin(g)

e
Constatons aussi que, pour a = —b, selon la proposition 1.4 du chapitre 6, on a

I [r1° 2t

= A,

c’est-a-dire
0
L

O l-b,8]) = S [-b,8].
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APPENDICE A

Ensemble polaire et eﬂén-dual

1. RESULTATS

ProposITION 1.1. Soit € € (0,2). Soit 0 # Q C R", od Q) est conneze par arcs, contient
0, et est symétrique par rapport & l’origine.

Soit Q° ensemble polaire de Q:

Q= {peRy -« <1,V eQ}.

Alors
. E
S _ arcsin(s) &0
s
DEMONSTRATION. a)
pedt

— |e¥HT _ 1| < e, Vz € Q

aresin(§) arcsin(s
= p-z€[- W(Z), W(z)]—lf-lc,kEZ.

Cependant, dans la démonstration de la proposition 1.1 du chapitre 3, on a vu que mu -z €

(—7/2,7/2), d’on
arcsin(§) arcsin(g)

H.’EE[— p 3 s ]

inl £
:W.Mw;”ﬁ

. ey
c arcszn(2)QO
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b) _
e arcs:rn(g) &0

arcsin(s ~
= u-msﬁ:—b(—‘?),\/weﬂ.

Constatons que, Vz € Q,
arcsin($)
jlps e 3E
T

(Ie. siun 2’ € Q) existait tel que p -2’ < —ﬂc—’—?—(%—), on aurait alors p - (—z’) > mﬁ:—l(—a,
avec (—z') € Q (Q étant symétrique par rapport & l’origine), d’otr une contradiction avec

arcsin(g) &
pne ——WZ—QD)

On a donc

arcsin(£) arcsin(: =
O G Gl

T
= [e27FT _ 1| < e, Ve e
= ue Q’Eg

arcsin(§)

Q0 c Q< .
~ -

En combinant a) et b), on obtient le résultat voulu.

REMARQUE 1.1. e Poure = 0, le résultat précédent n’est pas nécessairement valable. Voici

~ ~ B2 s (0~
un contre-ezemple: n = 2, § est laze des x. Q%% = Paze des Yy, Mmais aresin(z) &jo — (0},
kiy

e Pour ¢ = 2, la proposition ne s’applique pas non plus. Contre-ezemple: n = 2, Q est le
~ n : g _~
disque fermé de rayon I ceniré ¢ Uorigine. (% = R2, mais ﬂi;i(—ﬁﬂﬂ est le disque fermé de

rayon 3 centré & lorigine.



CONCLUSION

L’auteur espére que ce travail a pu agrandir le champ des connaissances dans le domaine des

quasi-cristaux, notamment en ce qui concerne leurs images de diffraction de rayons X.
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