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Résumé

Nous considérons une chaine de Su-Schrieffer-Heeger (SSH) a laquelle nous attachons
une chaine semi-infinie non dimérisée aux deux extrémités. Nous étudions leffet d’un
tel couplage sur les propriétés du modele de SSH. En particulier, la représentation d’un
tel systeme infini sous forme de systeme effectif fini nous permet d’examiner ses états de
surface topologiques. Nous montrons que, comme ce a quoi on s’attendrait, les états de
surface initiaux évoluent a mesure que le couplage entre les systemes augmente. Alors que
ce couplage augmente, deux phénomeénes sont observés: d'un coté, ces états de surface
disparaissent progressivement, et de l'autre c6té, de nouveaux états de surface émergent.
Ces nouveaux états, que nous appelons états fantomes, sont aussi des états de basse énergie.
Une particularité surprenante de ceux-ci est qu’ils sont localisés sur une nouvelle interface:
celle-ci est passée du premier (et dernier) site au deuxiéme (et avant-dernier) site, ce qui
suggere que la topologie du systeme est fortement influencée par les chaines semi-infinies.
La topologie du systéeme tripartite peut étre classifiée selon trois régimes. Pour le régime
de faible couplage, le systéme est dans une phase topologique bien définie; pour de grands
couplages, il est dans sa phase opposée; pour le régime intermédiaire, sa nature topologique

n’est pas encore bien comprise.

mots-clés : modele de Su-Schrieffer-Heeger (SSH), isolants topologiques, topologie, états de

surface, solitons, états fantomes, systéme ouvert






Abstract

We consider a Su-Schrieffer-Heeger (SSH) chain to which we attach a semi-infinite undimer-
ized chain (lead) to both ends. We study the effect of the openness of the SSH model on its
properties. In particular, an accurate representation of the infinite system using an effective
Hamiltonian allows us to examine its topological edge states. We show that, as one would
expect, the initial edge states evolve as the coupling between the systems is increased. As this
coupling grows, these states slowly vanish, while a new type of edge states emerge. These new
states, which we refer to as ghost states, are also low-energy states. A surprising property of
these states is that they are localized on a new interface: the interface has moved from the
first (and last) site to the second (and second to last) site. This suggests that the topology of
the system is strongly affected by the leads, with three regimes of behaviour. For very small
coupling the system is in a well-defined topological phase; for very large coupling it is in

the opposite phase; in the intermediate region, its topological nature is yet to be understood.

keywords: Su-Schrieffer-Heeger (SSH) model, topological insulators, topology, edge states,
solitons, ghost states, open system, decay
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Introduction

Le polyacétyléne est un polymere linéaire conjugué dans lequel I'unité de répétition est CoHs.
Les atomes de carbone qui le forment, ayant quatre électrons de valence, sont a priori liés les
uns aux autres via des liaisons simples, en plus d’étre chacun lié¢ a un atome d’hydrogene. Ceci
semble indiquer que chaque atome de carbone possede un électron mobile, comme seulement
trois des quatre électrons de valence forment des liens. En d’autres mots, on s’attendrait a ce
que le polyacétylene soit un conducteur. Ceci dit, dans les années 1930, Rudolf Peierls montra
qu’'un systéme ayant de telles propriétés (c’est-a-dire un systéme périodique, unidimensionnel
et ayant un électron par ion) ne peut pas étre stable: ce phénomene prend le nom d’instabilité
de Peierls [1]. En conséquence, 'hypothese que les atomes de carbone soient reliés par des
liens simples doit étre rejetée: ceux-ci sont plutét liés par une alternance de liens simples
et doubles (voir Figure 0.1). En paralléle, cette instabilité engendre I’apparition de bandes
d’énergie interdites, ce qui entraine une discontinuité au sein de la relation de dispersion. Ceci
porte a croire que le polymere est en fait un isolant. On verra plus loin que le polyacétylene
fait, en réalité, partie d’une autre classe de matériaux, du a 'apparition de solitons chargés:
les isolants topologiques.

Dans sa configuration thermodynamiquement stable trans, le polyacétyléne peut prendre
la forme de I'une de ses deux structures dégénérées: 1'une pour laquelle la liaison entre
les deux premiers atomes de carbone est simple (A), et 'autre pour laquelle cette liaison
est double (B). Dl a l'existence de ces deux états fondamentaux dégénérés, on s’attend a
ce qu’émergent des excitations séparant les domaines A et B. C’est dans ce cadre qu’en
1979, Su, Schrieffer et Heeger publierent I'article Solitons in Polyacetylene [2], dans lequel ils
étudierent la possibilité d’observer de telles excitations, sous forme de solitons topologiques
[3]. 1l s’avere que 1’étude de ce polymere par résonance magnétique a prouvé l'existence de
tels défauts mobiles [4, 5, 6, 7, 8]. En outre, il a été montré que la conductibilité électrique
de ce dernier est fortement affectée par I’existence des solitons. [9, 10].

C’est donc dans cette optique que Su, Schrieffer et Heeger introduisirent un modele
mathématique représentant un tel polymere. Pour décrire I’Hamiltonien du systeme, ils
durent considérer trois contributions: une associée a la création/annihilation d’électrons sur

les groupes CH, une associée a 1’énergie potentielle des groupes CH, et une associée a 1’énergie



cinétique de ces derniers. Si I'on néglige le déplacement des groupes CH, seulement que cette
premiere contribution est a considérer, et ’'Hamiltonien du systéme se réduit a une matrice
tridiagonale symétrique pour laquelle tous les éléments de la diagonale principale sont nuls.
De plus, dans la limite d'une chaine parfaite, les éléments sur les diagonales secondaires
alternent de maniére 2-périodique’. De telles simplifications ménent au modele de SSH, du
nom de ses trois fondateurs: c’est précisément ce modele qui sera étudié dans tout ce qui

suit.

a)

b)

Fig. 0.1. Polyacétyleéne dans sa configuration thermodynamiquement stable trans. a) Pre-
mier état dégénéré, pour lequel la liaison entre les deux premiers atomes est simple. b)
Deuxieme état dégénéré, pour lequel la liaison entre les deux premiers atomes est double.

Ce modele est de grande importance en physique de la matiere condensée. En effet, il
est un excellent point de départ pour présenter plusieurs themes importants de ce domaine
d’études, tels que le théoreme de Bloch, la symétrie chirale, les équivalents adiabatiques,
les invariants topologiques, ainsi que la correspondance volume-frontiere (bulk-boundary)
[11]. En particulier, c¢’est I'un des plus simples modeles duquel ressortent des propriétés
topologiques intéressantes, dont les solitons et les états de surface [12]. Le modele de SSH
fait aussi partie d’une classe de systemes de grand intérét: les isolants topologiques. Ces
systemes prennent ce nom parce qu’ils se comportent comme des isolants dans leur volume,
mais ont des états conducteurs sur leur surface, dii a leur ordre topologique qui est protégé par
des symétries non triviales [13]. L’'une des caractéristiques uniques des isolants topologiques

est que, pour ceux-ci, I'existence de ces états de basse énergie aux frontieres est garantie.

I Ceci s’explique par le fait que dans cette limite, les intégrales de saut associées & la probabilité de simul-
tanément créer un électron sur un site tout en annihilant un électron sur le site voisin sont des constantes
qui alternent de maniere 2-périodique.
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En conséquence de la simplicité intrinseque du modele de SSH et des résultats topolo-
giques tres intéressants qui en émergent, plusieurs variations de celui-ci ont été étudiées pour
mieux comprendre la physique derriere une telle classe de systémes. Par exemple, la dimen-
sion du modele a été augmentée pour étudier le comportement des isolants topologiques de
dimension supérieure [14].

Dans le présent mémoire, nous allons effectuer un travail similaire. En effet, nous allons
étudier les propriétés topologiques du modele de SSH, mais dans le cas ou celui-ci n’est pas
isolé de 'environnement extérieur. Pour ce faire, nous allons attacher le systeme de SSH a
une chalne semi-infinie a ses deux extrémités, afin de reproduire I'effet d’un systeme ouvert.
Des travaux similaires ont déja été effectués dans le cas ou 'énergie de Fermi des électrons
dans ces chaines externes est prise comme constante [15, 16, 17]. Ce mémoire s’avere étre
une généralisation de ces derniers, comme nous allons étudier le cas plus général pour lequel

cette énergie peut prendre une valeur arbitraire.
Description du contenu du mémoire et des contributions de auteur

L’étude de ce systeme est ordonnée comme suit. Dans le premier chapitre sont introduits
des éléments clés qui seront réutilisés tout au long de ce mémoire: une description complete
du modele de SSH y est faite, dans laquelle ses propriétés topologiques sont déterminées;
par la suite, le modele décrivant une chaine semi-infinie non dimérisée est présenté. Dans le
deuxiéme chapitre, les valeurs propres et vecteurs propres du systeme tripartite sont obtenus,
et une attention particuliere est portée sur ses états de basse énergie. Dans le troisieme
chapitre, un systéme effectif’> équivalent au systéme tripartite est développé. Entre autres,
a 'aide de celui-ci, la topologie du systeme tripartite dans les limites de faible et de fort
couplage est analysée. Dans le quatrieme chapitre, la densité d’états locale autour de £ = 0
est étudiée afin d’illustrer I'effet qu’engendre 'environnement sur les états de basse énergie
dans le cas ou le couplage entre les systemes n’est ni tres faible, ni tres fort. Le dernier
chapitre conclut ce mémoire en créant un pont entre les résultats obtenus dans les différents
chapitres. Il énonce enfin des questions qui demeurent en suspens quant a ce qui est a venir.

Notons que le premier chapitre s’avere étre une revue de résultats déja bien connus, alors
que le deuxieme et le troisieme chapitre présentent de nouveaux résultats qui constituent une
contribution au domaine a I’étude. Tous les calculs présentés dans ces deux chapitres ont été
faits par I'auteur. Les calculs faits au quatrieme chapitre ont eux aussi été faits par 'auteur.
Ceci dit, le choix de I'ansatz utilisé a été fortement influencé par [18], et cette référence a aussi
permis a 'auteur de faire plusieurs controles de cohérence («consistency checksy). L’analyse

des résultats du quatrieme chapitre differe de celle présentée dans [18]. Subséquemment, les

2 A proprement parler, le mot efficace devrait étre utilisé, mais nous allons plutdt continuer d’utiliser le terme
effectif dans tout ce qui suit, comme il est utilisé trés couramment dans la littérature.
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résultats du deuxieéme et troisieme chapitre ainsi que ’analyse du quatrieme chapitre ont été

discutés, et parfois raffinés, dans des réunions du groupe de recherche.

24



Chapitre 1

Description des sous-systemes a ’étude

Dans ce premier chapitre, nous allons faire une revue détaillée du modele mathématique
qui représente le systéme composé d'une chaine de SSH (Su, Schrieffer et Heeger) isolée.
L’approche employée est tres similaire a celle utilisée dans [12, 19]; en contraste avec ces
références, a quelques endroits, certains détails seront étudiés plus en profondeur dans ce
qui suit. Une dérivation complete des vecteurs propres de ce systeme sera présentée, paral-
lelement a 1’obtention d’une équation transcendante pour ses valeurs propres. Par la suite,
quelques notions de topologie utilisées en physique de la matiere condensée seront introduites,
et elles seront appliquées au modele a 1’étude afin de nous renseigner sur les propriétés to-
pologiques de celui-ci. Enfin, nous allons introduire un modele mathématique représentant
des chaines semi-infinies isolées. Dans les chapitres suivants, ce modele jouera le réle d'un

environnement extérieur couplé au systeme de SSH.

1.1. Description mathématique du systeme de SSH

Le modele de SSH est caractérisé par trois parametres: sa longueur N, son premier
parametre de saut £, et son deuxieme parametre de saut t5. Ces deux parametres de saut
sont reliés a la probabilité qu’'un électron saute d’un site au site voisin, et sont 2-périodiques
tout au long de la chaine, en raison de la dimérisation de celle-ci.

Un tel systeme peut étre écrit sous forme matricielle comme suit:

0 t
t1 0 1o
Hgsy = hOon , (1.1.1)
tl 0
t




Fig. 1.1. Chaine de SSH de longueur N = 12, comportant 6 cellules unitaires. La ligne
pointillée encadre I'une de ces cellules, qui est composée d'un sous-réseau A (les cercles gris)
et d'un sous-réseau B (les cercles blancs). Chaque cellule représente, en analogie avec le
polyacétyléene, une unité de CoHy. Les lignes épaisses représentent les parametres de saut
t1, et les lignes minces représentent les parametres de saut 5. Notons que, N étant pair, le
premier et le dernier parametre de saut sont tous deux égales a t;.

ou le dernier parametre de saut t est t; si N est pair et ¢, si N est impair. La chaine de
longueur paire est illustrée a la Figure 1.1. Sans perte de généralité, on impose que t; et ¢y
soient réels et positifs puisqu’il y existe toujours une transformation de jauge qui envoie ces
nombres positifs vers des nombres complexes de méme amplitude. La physique du systeme
ne dépend donc que de 'amplitude de ces parametres de saut. Ce systeme peut étre résolu

de maniere analytique: pour ce faire, I’équation de Schrodinger
(Hssn — E) [¢) =0 (1.1.2)

doit étre solutionnée. Les solutions de cette équation se restreignent a celles qui prennent
en compte les symétries importantes de I’Hamiltonien. En particulier, on s’attend a ce que
celles-ci témoignent de I'invariance sous translation (par un nombre pair de sites) du systeme.
A T'aide de cet argument, nous pouvons poser un ansatz pour les fonctions d’onde du systéme,
via le théoréme de Bloch.
Théoréme 1.1.1. Le théoreme de Bloch [20, 21] stipule que 1'équation de Schrodinger
d’un systeme composé d'un potentiel périodique et ou l'interaction électron-électron est
négligeable peut étre solutionnée de maniere unique par une onde plane multipliée par une
fonction périodique,

(i) = exp(ik - T) (7).
ol fz(Z) est une fonction périodique de méme période que H, ’'Hamiltonien du systeme, ot
k est le nombre d’onde, et ou ¥ est le vecteur de position.

Comme le systeme a I’étude est unidimensionnel, on peut laisser tomber la notation vec-
torielle et considérer k et & comme des scalaires. Evidemment, rien ne nous garantit que
I’ansatz qui découle du théoréme solutionne notre systéme, comme celui-ci n’est ni pério-
dique, ni de longueur infinie. Ceci dit, comme cet ansatz respecte les symétries du systéme a

I’étude, il est un bon point de départ: il s’avere que le développement mathématique qui suit

nous assurera que 'ansatz résout bel et bien le systeme!. Notons que, comme 1'équation de

1 Une autre maniére de se convaincre que la méthode est valide est la suivante. En premier lieu, nous
assumons que le systéeme est de longueur infinie: dans ce cas, le théoreme de Bloch s’applique, et nous
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Schrodinger est du deuxieme degré, nous n’avons qu’a trouver deux solutions linéairement
indépendantes qui résolvent (1.1.2): la combinaison linéaire de celles-ci donnera la solution
générale.

En se basant sur le théoréme de Bloch, nous utilisons ’ansatz qui suit pour les fonctions
d’onde:

N_q
2

) = (Ak 12n + 1) + By [2n + 2) )ezmk si N est pair , (1.1.3)
n=0
N-1

ey = Y (Ak |2n + 1) + By [2n + 2) )62””“ si N est impair, (1.1.4)
n=0

ou, dans ce dernier cas, [N + 1) = 0. Dans tout ce qui suit, nous allons laisser tomber I'indice
k pour alléger la notation: {|vx), Ak, Bx} — {|¥), A, B}. A priori, k peut étre un nombre
purement réel, complexe ou purement imaginaire. Dans le cas ou k est réel, les ansatz sont
invariants a I’égard de la transformation &k — k + 7: dans ce cas, il est utile, sans perte de
généralité, de définir k& comme étant restreint a lintervalle (—m/2,7/2]. Si k est complexe,
la méme observation s’applique pour sa partie réelle.

Pour les deux ansatz obtenus, les composantes centrales de I’équation (1.1.2), c’est-a-dire
les composantes 2 a N — 1 de cette équation matricielle, peuvent étre réécrites sous la forme

d’un Hamiltonien de Bloch de dimension 2 x 2 dans ’espace des impulsions,

—-FE t1 +tae 2R\ [ A
e ~ ("), (1.1.5)
t1+t2621k —F B 0

Pour que cette équation ait des solutions non triviales, le déterminant de la matrice doit étre

nul, ce qui implique que

E? =2 + 2 + 2t1ty cos 2k. (1.1.6)

Cette expression pour E reflete le fait que le spectre de (1.1.2) est symétrique: a toute
valeur d’énergie E positive qui solutionne ’équation de Schrodinger correspond une valeur
d’énergie —F négative, qui solutionne aussi cette équation. Dans le cas ou N est impair,
cette observation implique qu’il doit nécessairement y avoir un état d’énergie nulle. On
remarque que E respecte I'inégalité [t; — t5> < E? < |t; + t1]? si et seulement si k est un
nombre réel. L’ensemble des valeurs de k£ € R est associé aux états qui se situent dans les
bandes d’énergie de la chaine de SSH (voir, par exemple, la Figure 1.3). Pour des énergies

qui se situeraient a 'extérieur de ces bandes d’énergie, k est un nombre complexe.

pouvons utiliser I’ansatz qui en découle. En deuxiéme lieu, nous ajoutons les conditions frontiéres aux
extrémités de la chaine: celles-ci témoignent du fait que le systéme est en fait de longueur finie. La solution
qui en découle est parfaitement valide, et elle est générale.
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Pour l'instant, nous allons émettre 'hypothese que k est réel. Ceci correspond aux
solutions qui ont un comportement oscillatoire le long de la chaine. Dans les prochaines
sous-sections, nous allons voir que ce type de solutions ne représente pas nécessairement
toutes les solutions de I’équation de Schrodinger. Il sera nécessaire de considérer les valeurs
de k complexes, qui correspondent a des solutions exponentielles qui sont confinées aux bords
de la chaine de SSH.

Pour toute valeur d’énergie E localisée dans les bandes autres que celles qui se situent
sur les frontieres de celles-ci (c’est-a-dire autres que les valeurs d’énergie qui correspondent
a {£(t1 +1t2), £ (t1 —t2)}), il y a deux valeurs de k qui résolvent I’équation (1.1.6), que nous
dénotons +£k. De cette conclusion, k peut étre restreint a I'intervalle (0,7/2). Notons aussi

que de 'équation (1.1.6), il y existe un ¢ tel que
t + toe™?* = | Blet??, (1.1.7)

ou ¢ € (0,7/2). Ainsi, A et B choisis comme

(g) - (;2) , (1.1.8)

résolvent I’équation (1.1.5). Pour obtenir une solution compléte du systéme avec N pair, on
doit prendre la somme de 'ansatz donné par (1.1.3) utilisant A et B donnés par (1.1.8) avec
la méme expression, mais cette fois-ci pour laquelle {k, ¢} — {—k, — ¢}. Pour N impair, on
fait de méme, en remplagant (1.1.3) par (1.1.4).

La solution complete de I’équation de Schrodinger est donc

N
N
[Yy) = Z {(CJrei‘z’eka + Cewe%"k) |2n + 1)
) (1.1.9)
+ (C’Jrewe%”k + C_e_i¢6_2i”k) |2n 4 2) } (N pair),
N-1
i) = > { (C+e_i¢e2i”k + C_ei¢e_2mk) 12n + 1)
"o (1.1.10)

+ (C+ei¢62i"k + Ce”’e%"k) 12n + 2) } (N impair).

Les coefficients C'; et C_ correspondent aux solutions positives et négatives, respectivement,
de {k,¢}. On note qu'apres le travail que nous venons d’effectuer, il y existe encore trois
inconnus: C4 et £ (qui est exprimé sous la forme de k et ¢). Dl a la condition de norma-
lisation et aux deux équations frontieres, il est possible d’obtenir une expression pour ces
trois parametres a priori inconnus (3 équations pour 3 inconnus). En particulier, ceci mene
a un spectre d’énergie discret.

Dans le cas a I’étude, on consideére le modele de SSH isolé, et donc les équations frontieres

se réduisent & la premiere et a la derniére composante de ’équation de Schrodinger (1.1.2).
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Etudions celles-ci d’abord pour le cas ou N est pair, puis faisons de méme pour le cas ou N

est impair.

1.1.1. Cas N pair

Pour le cas ou IV est pair, les équations frontieres se réduisent a 1’équation matricielle
—EY +t 0
Yitige ) . (1.1.11)
thn—1 — EYy 0
En insérant la solution (1.1.9) dans cette équation, cette derniere devient

eibe—2ik  o—id 2ik O+ B 0 L1
e~ 10piNk  id,—iNk C. - 0 : ( )

Encore une fois, le déterminant de cette matrice doit s’annuler, ce qui donne une contrainte

sur le nombre d’onde k,

ty sin([N + 2]k) + tosin(Nk) = 0. (1.1.13)

De (1.1.12), les coefficients C'y peuvent étre réécrits sous la forme

C o—i® p2ik
(C+) —C (—ei%—?ik) : (1.1.14)

Sans perte de généralité, on peut poser que C' = 1 (normalisation de I’état), ce qui implique
que la solution (1.1.9) se réduit a

N
Ny

i) = > { sin([2n + 2]k — 2¢) |2n + 1) £ sin([2n + 2]k) [2n + 2) } (1.1.15)

n=0
Or, cette expression peut étre simplifiée davantage: 1’équation matricielle (1.1.12) implique

aussi que
sin([N + 2]k —2¢) = 0. (1.1.16)
Comme ¢ € (0,7/2), on en déduit que
2¢ = (N + 2)k + mm, (1.1.17)
ot m est un entier. Alors, le coefficient devant [2n + 1) est

sin([2n — N]k)(—1)™. (1.1.18)
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Il est possible de montrer que

(—1)™ = —sgn(sin(Nk)), (1.1.19)
de sorte que
&g
2
[s) = {sgn(SN)SNgn 120+ 1) % Spnps |20 + 2) } (1.1.20)
n=0
ou ici et dans tout ce qui suit,
S, = sin(nk). (1.1.21)

On note que le symbole £ correspond au signe de ’énergie du systeme. Les solutions qui se
situent dans les bandes d’énergie (donc des états de «bulk») prennent donc cette forme: ce
sont des états oscillatoires dans ’espace.

Retournons a I’équation (1.1.13), qui donne les solutions pour k£ en fonction des trois
parametres qui décrivent le systeme. Cette équation ne peut pas étre résolue de maniere
analytique, mais elle peut étre résolue de maniere numérique. Le nombre de solutions pour
k € (0,7/2) dépend, évidemment, de N, mais aussi de r = t; /ts.
Soit,

N
)

une valeur critique de r [12, 22]. 1l est possible de montrer que si r > r., il y a N/2 solutions

(1.1.22)

pour k € (0,7/2) a I’équation (1.1.13). Notons que pour tout k, il y existe un partenaire
—k qui solutionne aussi (1.1.13). Ces deux nombres d’onde sont associés a des énergies
de méme amplitude, mais pour lesquelles le signe differe?. Ainsi, si 7 > r., le systéme
possede N solutions, ce qui constitue un ensemble complet de valeurs propres a 1’équation
de Schrodinger.

Si, au contraire, r < 1., il n'y existe que (N — 1)/2 solutions a ’équation (1.1.13) pour
k € (0,7/2), et donc N — 2 solutions au total. Comme 1’'Hamiltonien est hermitien, il
doit nécessairement avoir N valeurs propres et vecteurs propres, ce qui implique que deux
solutions de cette équation n’ont pas été trouvées: celles-ci doivent donc étre complexes.
Pour que I’équation (1.1.13) ait une composante imaginaire nulle dans le cas ou k € C, il
est impératif d’imposer que la partie réelle de k soit un multiple de 7/2. Sans perte de

généralité, on choisit donc

k:g+m, (1.1.23)

2 Notons que le signe de E n’est pas relié au signe de k.
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pour k réel. Par conséquent, la nouvelle équation transcendante pour s qui en découle est

_ sinh(Nk)
"7 Snh((N + 2k)

(1.1.24)

Encore une fois, cette équation ne peut pas étre résolue de maniere analytique, mais il est
possible de vérifier que pour r < r., il y existe deux solutions pour « (de signes opposés), et
que pour r > 7., il n'y existe aucune telle solution. Il s’avere que dans la limite ou N est
grand et/ou r < r. est petit, les deux solutions d’énergie de norme égale et de signes opposés

associées au nombre d’onde complexe k = 7/2 + ik sont données par [12]
E = £trV?(1 — %) + O(r?). (1.1.25)

Ainsi, nous avons un ensemble complet de solutions pour k, et donc pour E, peu importe r.
Enfin, en définissant x comme étant la solution positive de (1.1.24), ce type de solution est

donné par

&_q

s) = 3 (—1)”{ShN_2n 12 + 1) + Shanya [200 + 2) } (1.1.26)

n=0

ou on définit
Sh,, = sinh(nk). (1.1.27)

Pour obtenir la solution (1.1.26), Pansatz a utiliser® est encore (1.1.9), a I'exception preés
que cette fois-ci, k = m/2 4+ ik et ¢ = m/2 + ip sont complexes, au lieu d’étre réels. Les
équations (1.1.7) et (1.1.8) sont encore valides*. De cet ansatz, nous pouvons répéter les
calculs qui débutent & (1.1.11) et qui ménent a (1.1.20), a quelques détails pres, pour obtenir
I’équivalent de cette derniére équation, c’est-a-dire ’équation (1.1.26).

Encore une fois, le symbole 4+ de cette équation correspond au signe de I’énergie du
systeme. Dans ce qui suit, ces solutions seront appelées états de surface, dii au fait que ces
états sont fortement localisés sur les frontieres de la chaine de SSH, et ont un comportement
exponentiellement décroissant a l'intérieur de celle-ci. On illustre de telles solutions a la
Figure 1.2

3 On note que cet ansatz est valide peu importe le domaine de k. Nous allons utiliser ce fait dans le prochain
chapitre pour étudier un systeme tripartite composé d’une chaine de SSH liée a deux chalnes semi-infinies
non dimérisées. Tous les scénarios possibles (c’est-a-dire toutes les valeurs de E(k)) pourront étre étudiés
en partant du méme ansatz. Seul le cas particulier ou E = 0 exigera plus de prudence, di a la forme de
(1.1.7).

4 0n note que dans ce cas, A et B prennent la forme d’exponentielles croissantes et décroissantes. Ceci est
la signature des états de basse énergie: il y a une forte localisation sur un sous-réseau.
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Fig. 1.2. Etats de surface pour N = 20, ¢; = 1/2 et ty = 2. Comme r = t;/ty = 1/4 < r,,
il y a deux tels états, un qui est symétrique et un qui est antisymétrique. Ces états sont
fortement localisés sur les deux frontieres. On note que leur énergie est tres faible, mais
qu’elle n’est pas nulle. Enfin, on note aussi que ces états ne sont pas restreints a un sous-
réseau: a la gauche, ’état est presque uniquement restreint aux sites impairs, alors qu’a la
droite, il est plutot restreint aux sites pairs.

En résumé, a 'aide des équations transcendantes pour k et x données par (1.1.13) et
(1.1.24), nous pouvons numériquement trouver les nombres d’onde du systéme pour un en-
semble de N (pair), t; et to donné. Ensuite, l'expression (1.1.6) donne les deux énergies
(égales et opposées) associées a chacun de ceux-ci. Le tout nous permet donc de déduire
le spectre d’énergie du systeme. Un tel spectre est présenté a la Figure 1.3, dans le cas ou

N = 16. On y illustre la dépendance des solutions d’énergie en fonction de r.

1.1.2. Cas N impair

Pour le cas ot N est impair, repartons de I’équation (1.1.10): on illustre la chaine associée

a ce cas a la Figure 1.4. Les équations frontiéres se réduisent a ’ensemble d’équations

— B + t11)o _ 0 (1.1.28)
totyn_1 — By 0/ o

En insérant la solution (1.1.10) dans cette équation, celle-ci se réduit a une équation matri-

1% o—2ik o162k .\ (o 199
pibiN-1k =i, —i(N=1)k c | \ol (1.1.29)

Pour que cette équation soit respectée, le déterminant de la matrice de gauche doit étre nul.

cielle pour C4:

Ceci implique directement que
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Fig. 1.3. Spectre d’énergie du systeme en fonction de r pour une chaine de SSH comportant
16 sites. Les pointillés gris délimitent les bandes d’énergie dans la limite thermodynamique
(N — o). Les lignes noires présentent les solutions d’énergie dans ces bandes (états oscilla-
toires). Enfin, les lignes vertes représentent les solutions d’énergie qui sont tantét dans ces
bandes, tantot a I'extérieur de celles-ci. Le point important a soulever de cette figure est le
fait que celle-ci confirme 'existence d’états a l'extérieur des bandes d’énergie dans le cas ou
r < r.: il est clair que N solutions se situent dans les bandes d’énergie si r > 7., et seulement
N —2sir<r,..

t t, t,

Fig. 1.4. Chaine de SSH de longueur N = 11. A noter que le premier et le dernier paramétre
de saut sont tous deux différents. Tout au long de la chaine, il y a une alternance entre le
parametre t; et le parametre ¢5: ils sont 2-périodiques.

sin([N + 1]k) = 0, (1.1.30)

ce qui donne une contrainte sur les valeurs que peut prendre k. En particulier, il y existe
N — 1 solutions pour k dans Uintervalle (—m/2,0) N (0,7/2), qui viennent en doublet +k.

Par conséquent, il manque une solution a I’équation transcendante de k, qui encore une fois
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doit étre complexe. Il s’avere que cette solution est associée a 'état d’énergie nulle. De
I'équation (1.1.5), nous voyons que ’équation matricielle se découple si E = 0, et meéne a
deux équations indépendantes: 1'une pour les coefficients associés aux sites pairs, et 'autre
pour les coefficients associés aux sites impairs. L’équation matricielle (1.1.28) nous dit que

ces premiers doivent étre nuls, ce qui meéne a ’expression suivante pour I’état d’énergie nulle,

) = > (=r)"2n +1). (1.1.31)

n=0

Dt a lallure exponentielle de cette expression, on en déduit qu’elle représente un état de
surface de longueur de pénétration [ = 2/|logr| [12]. Il en résulte que si r > 1, cet état de
surface est localisé sur la frontiere de droite, et que si r < 1, cet état de surface est localisé
sur la frontiere de gauche. Ainsi, pour tout r # 0, ce systéeme posseéde un et un seul état de
surface. Ces états de surface sont présentés a la Figure 1.5.

(a) (b)
r>1 r<1

[wn) [wn)
0.2

-0.2-
04|
-0.6+-
-0.8+-

-1.0

Fig. 1.5. Etats de surface d’énergie nulle pour N = 21. Ces états sont fortement localisés
sur I'une des deux frontieres uniquement. On note aussi que ces états sont restreints a un
sous-réseau: ils ont une amplitude non nulle seulement sur les sites impairs. Pour r > 1,
I’état de surface est localisé sur la frontiere de droite, alors que pour r < 1, ’état est localisé
sur la frontiere de gauche.

En résumé, a l'aide de 1’équation (1.1.30), nous pouvons trouver les nombres d’onde
associés aux états qui se situent dans les bandes d’énergie de la chaine de SSH. Puis, a ’aide
de I’équation (1.1.6), nous pouvons obtenir les énergies associées a ces nombres d’onde, pour,
au final, obtenir le spectre d’énergie du systeme, qui est représenté a la Figure 1.6.

Il est possible, pour N impair, de trouver une forme analytique générale pour les fonctions
d’onde dans le cas ou k est réel [18], comme ceci a été fait dans le cas N pair, mais ceci n’est

pas nécessaire pour le présent travail. Ce qui est important a retenir est qu’il y a plusieurs
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Caractérisation des états de surface (ES) en fonction de la parité de N

Parité de N # d'ES Energie des ES Localisation /forme des ES
1. N pair
o« r <1, 2 Deux états de basses Etats fortement localisés aux deux

énergies égales et de signes extrémités de la chaine. L'un
opposés qui dépendent de  est symétrique et I'autre est

r et N. Ces énergies ne antisymétrique. Ils sont tous deux
tendent vers zéro que si autant localisés sur les sites pairs
N —ocoour — 0. que les sites impairs.

e T >T, 0

2. N impair

e r <1 1 L’énergie de I'état est nulle Etat fortement localisé & Iextrémité

gauche. L’amplitude est non nulle
sur les sites impairs uniquement.

e >1 1 L’énergie de 'état est nulle Etat fortement localisé & extrémité
droite. L’amplitude est non nulle
sur les sites pairs uniquement.

Tableau 1.1. Tableau présentant les principales différences entre les états de surface d'un
systeme pour lequel N est pair versus un systeme pour lequel NV est impair.

caractéristiques qui distinguent les deux systemes (/N pair vs [NV impair): nous avons présenté

ces différences dans le Tableau 1.1.

1.2. Topologie de la chaine de SSH

Nous souhaitons maintenant déterminer les propriétés topologiques de la chaine de SSH.
Pour ce faire, nous devons nous restreindre au cas N pair. D’ailleurs, dans tout ce qui suit,
nous allons principalement mettre ’accent sur ce cas, et discuter seulement brievement du
cas N impair. Il s’avere que la notion de symétrie est tres importante lorsqu’il est question de
topologie. Nous allons donc commencer cette section en discutant d’une symétrie particuliere,

pour ensuite aller au vif du sujet. Nous suivons ici 'approche utilisée dans [11].
1.2.1. Symétrie chirale

Avant de parler de topologie, il est impératif d’introduire quelques notions de mécanique
quantique, afin de bien tater le terrain pour ce qui suit. Soit ¢, une quantité physique (et
donc un nombre réel). Pour que cette quantité puisse étre mesurée, la formulation mathé-
matique de la mécanique quantique stipule quune observable représentée par un opérateur

Q hermitien (c’est-a-dire vérifiant Q = Q') doit y étre associée. En particulier, si cette

35



m
~
N

3 [ ==
-
= -
1 '—‘
L 1 o~
-
L 1 =
>
1 s
= -
1 P>
2 =
1
[ ]
r 1
1 ! -
1 _—’
= -
.-
~~ -
r - I -
- -
|- S~ —‘
~o .-
-~ 1 .-
L - -
e P
= < r
- ~
t 0.5 .- 1.0 ~a. 1.5 2.0
L - -~
- s
= 1 ~a
r P 1 ‘~~
~
L ~
~
~
-1 1 S~
[ 1
L 1
1
™
L 1 =~
>
1 -_=
r =
I ~~_
= =
1 -
.N
L | RN
-3+ 1 -

Fig. 1.6. Spectre d’énergie du systeme en fonction de r pour une chaine de SSH comportant
15 sites. Les pointillés gris délimitent les bandes d’énergie dans la limite thermodynamique
(N — o). Les lignes noires présentent les solutions d’énergie dans ces bandes (états oscilla-
toires). Enfin, la ligne verte représente la solution d’énergie nulle qui est localisée a gauche
pour r < 1, et a droite pour r > 1. On observe qu’il y a toujours N — 1 = 14 états dans les
bandes d’énergie.

observable commute avec ’'Hamiltonien du systeme, c’est-a-dire qu’elle en est une symétrie,
[Q, H] =0, (1.2.1)

une quantité conservée en découle: tout systeme dans un état propre de I’'observable () restera
en tout temps dans un état propre de (), avec la méme valeur propre. On peut introduire

un opérateur de transformation
U = exp(iqA), (1.2.2)

ol A est un générateur. Cet opérateur transforme un état de valeur propre ¢; en un état de
valeur propre ¢o. Dans le cas ou U représente une translation spatiale (et envoie de ce fait
un état de valeur propre x; vers un état de valeur propre z5), le générateur est donné par
I'opérateur d’impulsion P. Dans le cas d’une rotation, le générateur est donné par I'opérateur
de moment cinétique L. Enfin, dans le cas d’une translation temporelle, le générateur est
donné par 'Hamiltonien H. Ainsi, les opérateurs de transformation (et donc les symétries)

jouent un roéle clé en mécanique quantique.
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Un différent type de symétrie qui ne respecte pas exactement 1’équation (1.2.1) existe

aussi: la symétrie chirale. On dit que I' est une symétrie chirale de H si
{I''H} =TH+ HI' =0, (1.2.3)
ou I' est un opérateur unitaire et hermitien, c’est-a-dire qui respecte
T =12 =1, (1.2.4)

et qui satisfait deux criteres supplémentaires. Le premier est que I'opérateur doit étre local,
c’est-a-dire que les éléments de matrice de I' pour deux sites provenant de différentes cellules
unitaires doivent étre nuls. On peut, d’ailleurs, exiger que cet opérateur agisse sur chaque
cellule unitaire de la méme maniere, de sorte a pouvoir 1’écrire sous la forme

N
I'=9@9®...09=P 4, (1.2.5)

m=1
ou 4 est un opérateur unitaire agissant sur I’espace d’Hilbert composé d’une cellule unitaire,
et ou N est le nombre total de telles cellules. Le deuxieme critéere que doit respecter cet
opérateur est d’étre robuste, c’est-a-dire qu’il doit étre indépendant du désordre spatial
auquel le systeme pourrait étre soumis. En d’autres mots, pour de petites perturbations sur

les parametres de saut t; et t9, 'opérateur doit rester une symétrie chirale.

1.2.2. Retour a la relation de dispersion

Gréce a la périodicité de la chaine de SSH, comme fait a ’équation (1.1.5), on peut réécrire

I’Hamiltonien du systeme sous forme d’Hamiltonien de Bloch dans ’espace des impulsions,

0 tl + tze_%k .
H(k) = (h et 0 = (t1 + o cos(2k;))01 + to sin(2k) oy

(1.2.6)
= d1<k)0'1 + dg(k)O’g,

-

ou les 0; sont des matrices de Pauli. Il s’avere que le tracé du vecteur d(k) dans le plan dy,ds
forme une boucle fermée lorsque 1’on fait varier le nombre d’onde dans la zone de Brillouin,
k € [0,m). On présente de telles boucles dans la Figure 1.7, pour différentes valeurs de t; et
to.

1.2.3. Symétrie chirale et indice d’enroulement

La symétrie chirale du modele de SSH est représentée par 'opérateur
Ay = o3, (1.2.7)

qui agit sur les composantes d’une fonction d’onde en multipliant celles qui sont associées

au sous-réseau A par 1 et celles qui sont associées au sous-réseau B par —1. C’est gréace a
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d; dz d d d;
(a) (b) (c) (d) (e
d d d dq s

—

Fig. 1.7. Boucles fermées représentant le chemin parcouru par le vecteur d(k) pour k qui
va de 0 a w. On illustre ces boucles pour 5 ensembles de valeurs de t; et to: (a): t; = 0,
to = 0.5; (b): t; = 0.2, to = 0.5; (¢): t; = 0.5, to = 0.5; (d): t; = 0.6, to = 0.5; (e): t; = 0.55,
=0

cette symétrie chirale que le vecteur cf(k’) est restreint dans le plan 1 — 2: cf(k) est restreint
au plan 1 — 2 si et seulement si o3 est une symétrie chirale. Autrement, si cf(k:) € R?, o3
n’en est pas une. Nous pouvons utiliser le fait que la pointe de ce vecteur forme une boucle
fermée et orientée dans un plan pour définir le nombre entier v, qui représente le nombre
d’enroulements que fait cette pointe autour de l'origine. De la Figure 1.7, on peut évaluer
ce nombre pour chaque ensemble {¢;,%,} illustré: dans les graphes (a) et (b), il est égal a
1, alors que dans les graphes (d) et (e), il est égal & 0. Dans le graphe (c), il n’est pas
bien défini. Ces graphes illustrent toutes les possibilités pour le modele de SSH: ce nombre
est soit égal a 0, soit égal a 1. Le cas trivial associé a cette premiere valeur est obtenu
si t; > tq, alors que le cas topologique associé a la deuxiéme valeur est obtenu si t; < 5.
Pour passer d’un cas a 'autre, on doit soit faire passer le chemin de la pointe de cf(k:) a
travers 1'origine du plan, soit le soulever du plan et le placer ailleurs dans celui-ci: ces deux
transformations sont présentées a la Figure 1.8. Le premier implique que 'on doit passer
a travers la configuration pour laquelle la bande interdite se referme (c’est-a-dire que les
bandes d’énergie se rejoignent), ot t; = ty. Le deuxiéme implique que la symétrie chirale
doit étre brisée (car ds devient non nul).

On dit qu’'un Hamiltonien isolant (c’est-a-dire, dans notre cas, un Hamiltonien muni
d’une bande interdite) est transformé adiabatiquement si ses parametres sont changés de
maniere continue, si les symétries importantes du systeme sont maintenues tout au long de
la transformation et si la bande interdite autour de £ = 0 reste ouvert. Deux Hamiltoniens
isolants sont des équivalents adiabatiques s’il y existe une déformation adiabatique qui les
lie. Ainsi, il y existe toujours une telle déformation pour deux systeémes dans la méme phase
topologique, alors qu’il n’en existe pas pour deux systémes dans des phases topologiques
distinctes (voir Figure 1.9).

Dans la limite thermodynamique (N — 00), on définit un invariant topologique comme
un nombre entier qui caractérise un Hamiltonien isolant s’il ne change pas sous une trans-

formation adiabatique. Le nombre d’enroulement défini plus tot est un exemple d’invariant
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(a) (b)

Fig. 1.8. Illustration des deux moyens de passer de la configuration topologique a la configu-
ration triviale. On note que ces deux transformations ne sont pas adiabatiques. (a) Passage

-

du cas topologique au cas non topologique en faisant passer d(k) a travers 'origine. On voit,
entre autres, que ’on doit passer par une configuration ou t; = t9, et donc pour laquelle
la bande interdite entre les bandes d’énergie se referme. (b) Passage du cas topologique au

cas non topologique en élevant le vecteur d(k) en dehors du plan djds. Deés que ds # 0, la
symétrie chirale du systeme est brisée.

topologique: deux systemes de SSH sont des équivalents adiabatiques si - et seulement si - ils
ont tous deux la méme valeur de v. Il s’avere que le nombre d’états de surface de la chaine
de SSH est aussi un invariant topologique. En effet, a la section précédente, nous avons
montré que pour N pair, il y avait deux états de surface si et seulement si r < r. — 1 dans
la limite thermodynamique, et qu’il n’y en avait aucun si r > r.. Cet entier ne change donc
pas sous une transformation adiabatique, ce qui implique que le nombre d’états de surface

est un invariant topologique.

1.3. Description mathématique des chaines semi-infinies
non dimérisées

Pour finir ce chapitre, nous souhaitons décrire mathématiquement une chaine semi-infinie
non dimérisée. Il est possible de représenter cette derniere sous forme de I’Hamiltonien (1.1.1)

pour lequel les parameétres de saut t; = to sont normalisés a 1 (par souci de simplification)
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phase topologique: t1<t;

0.6
. Chemin (a)

0.4

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fig. 1.9. Diagramme de phase du modele de SSH. Si t; < t5, le systeme est dans sa phase
topologique, alors que si t; > to, le systéme est dans sa phase triviale. Le chemin (a) liant
deux systemes dans la méme phase topologique est associé a une déformation adiabatique,
alors qu’il n’y existe pas de telle déformation associée au chemin (b), qui lie deux systémes
dans des phases différentes.

et dans la limite N — oo,

_ O
_ O
—_ O

Hicaq = (1.3.1)

[ s S
o =

Physiquement, cet Hamiltonien représente un systéme dans lequel les particules ont une
probabilité égale de sauter a leur droite comme a leur gauche. C’est donc un moyen efficace de
simuler un environnement extérieur. Comme la chaine semi-infinie de cette section ressemble
beaucoup au systeme étudié a la Section 1.1, il suffit ici d’utiliser les résultats déja obtenus.

D’abord, comme t; = t, le Théoreme 1.1.1 suggere I'ansatz

vy = i In + 1) e*™, (1.3.2)
n=0
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ou, par le méme argument qu’utilisé dans la Section 1.1, ¢ € (—n/2,7/2]. Encore une fois,

nous voulons résoudre ’équation de Schrodinger,
(Hicad — B) [t} = 0. (1.3.3)

Cette équation matricielle se réduit a un systeme a deux équations: une équation frontiere

et une équation centrale. Cette derniere, dii a la périodicité de I’'Hamiltonien, s’écrit
Vi — Eig1 + Yo =0 Vi>0. (1.3.4)
A Taide de I'ansatz (1.3.2), cette équation revient a résoudre
1 — Be*' et = 0, (1.3.5)

qui implique que

E = 2cos(2q). (1.3.6)

Notons que pour ¢ € R, |E| < 2. Dans ce cas, les solutions sont oscillatoires. Si g € C, les
solutions d’énergie se trouvent en dehors de cet intervalle. Dans ce cas, les solutions prennent

la forme d’exponentielles. La solution générale pour ce systeme est

o0

) = Z {D+€2mq + D_e_zi”q} In 4+ 1). (1.3.7)

0
Les conditions frontieres permettent ensuite d’obtenir des restrictions sur les coefficients D .
Ceci dit, nous laissons ce probléme de c6té pour 'instant: nous 'attaquerons dans le prochain

chapitre.
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Chapitre 2

Chaine de SSH attachée a deux chaines

semi-infinies non dimérisées

2.1. Description du systéme tripartite a ’étude

Dans le présent chapitre, nous allons introduire le modele qui est 'objet principal de ce
mémoire. Ce modele a comme objectif de représenter mathématiquement le comportement
d’une chaine de SSH dans un systeme ouvert. Pour simuler ce systéme ouvert, nous attachons

la chaine de SSH & deux chailnes semi-infinies non dimérisées (leads'), tel qu’illustré a la

Figure 2.1.
Chaine SSH
i Lead
[ N paire =) ]
(YY) t, ¢
N impaire ==

Fig. 2.1. Chaine de SSH avec parametres de saut ¢; et t5 dans un systeme ouvert. La chaine
est attachée a des leads via la constante de couplage tr.

Le but de ce chapitre est de solutionner le systéme pour ses trois composantes, soit la
chaine de SSH et les deux leads, en portant une attention particuliere a la premiere, comme
ce qui nous intéresse est le comportement des électrons dans celle-ci.

Nous allons attaquer ce probleme en plusieurs étapes. D’abord, nous allons étudier le
cas pour lequel I'énergie du systeme se situe a l'intérieur de la bande d’énergie des leads,
c’est-a-dire tel que |E| < 2. Le systeme étant ouvert, les résultats obtenus dans cette
sous-section dépendront de plusieurs parameétres libres (les états de la chaine de SSH seront
couplés avec ceux des leads). Nous allons ensuite étudier le cas particulier pour lequel
I’énergie du systeme est a 'extérieur de cette bande d’énergie, ce qui imposera quelques

contraintes supplémentaires nous permettant d’obtenir un spectre d’énergie fini et discret

! Dans tout ce qui suit, nous allons utiliser ce terme anglais pour alléger le texte.



dans les régions d’énergie pour lesquelles |E| > 2. A chaque valeur d’énergie de ce spectre,
nous pourrons associer un vecteur propre dont nous déterminerons ’expression analytique.
Enfin, rappelons que l'ansatz des fonctions d’onde de la chaine de SSH (équation (1.1.9)
pour N pair et (1.1.10) pour N impair) dépend d'un parameétre ¢, dont le comportement
est déterminé par 1’équation (1.1.7). Ce parametre n’est pas bien défini pour £ = 0, et
donc 'ansatz est aussi mal défini pour £/ = 0. Par conséquent, cette énergie particuliere ne
peut pas étre incluse dans le traitement du cas |E| < 2, qui se base sur cet ansatz. Ainsi,
pour £ = 0, un développement indépendant sera présenté, qui n’impliquera pas ¢. Nous
allons terminer les deux prochaines sections (la premiere étudiant le cas N pair, la deuxiéme
étudiant le cas N impair) en nous intéressant a ce cas particulier. Plus spécifiquement,
nous allons étudier les vecteurs propres qui en ressortent, et nous allons rencontrer pour la
premiere fois des états dits fantomes, dont 'existence résulte des nouvelles conditions aux

frontieres auxquelles est sujet le systeme tripartite.

2.2. Chaine de SSH a N (pair) sites

Nous allons d’abord étudier le cas pour lequel la chaine de SSH possede un nombre pair

de sites. Sous forme matricielle, 'Hamiltonien du systeme tripartite est donné par

Hlead w 0
H=| W' |Hgu!| V (2.2.1)
0 VT Hlead

ol Hieaq est donné par (1.3.1), Hgsy est donné par (1.1.1) avec t = t;, W est une matrice
oo X N avec seul élément non nul Wy ; = t; et ou V est une matrice N x oo avec seul

élément non nul Vi, = tr.

2.2.1. Premier cas: |F| < 2 non nulle

Grace au premier chapitre, nous avons a notre disposition un ansatz pour chaque com-
posante de la fonction d’onde de ce systeme: 'expression (1.1.9) donne un ansatz pour la
composante associée a la chaine de SSHQ, alors que l'expression (1.3.7) donne un ansatz pour

les composantes associées aux leads. Sous forme vectorielle, la fonction d’onde du systeme

2 On rappelle ici que cet ansatz est valide pour toute énergie étudiée (autre que E = 0), peu importe si les
bandes de la chaine de SSH chevauchent celle des leads ou non. On considére séparément le cas £ =0 a la
Sous-section 2.2.6.
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tripartite s’écrit [i) = (W1ead1>T ; WSSH)T ; W1ead2>T> , ol la premiere composante s’écrit

(&

|wlead1 > =

621q

1

la deuxiéme composante s’écrit

et la derniere,

|wSSH> =

e~
+ei®

e ' i (N=1)k
+e'®
e ' i(N-2)k
+ei?
1
2iq
[Y1eads) = clia

4iq

G, +

Cy+

6—47,q

6722q

(2.2.2)

(2.2.3)

(2.2.4)

Sans perte de généralité, on impose que la variable associée au nombre d’onde des ansatz

des leads concorde, et on la dénote g. On note que ce sont les équations centrales associées

a chaque composante du systeme qui meénent a ces expressions générales. Il est maintenant

impératif de résoudre les équations frontieres du systéme tripartite afin de déterminer les

inconnus du systeme, qui sont Cy, Dy, G4, ainsi que ’énergie F/, qui se retrouve dans ces

ansatz sous trois formes, k, g et ¢. Il y a deux conditions frontieres par interface, donc deux

équations reliant la lead de gauche et la chaine de SSH, et deux équations reliant la chaine

de SSH et la lead de droite. Les conditions aux frontieres du systeme tripartite sont les

suivantes:
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tr [Viead, ) — E [¥ssu,) + t1 [tssn,) = 0,
[Vteady 2) — E |Vieady 1) + tr [¥ssH,) = 0,

t1 [Yssiy_,) — E [Yssuy) + tr [Yieads,) = 0,
tr [YUssty) — E [Yleadss) + [Yleadsn) = 0.



Il s’avere qu'il y a 4 équations frontiéres pour un total de (7 — 1) inconnus (di a la condition
de normalisation), ce qui implique que la solution va devoir dépendre de 6 —4 = 2 parametres
libres.

Pour résoudre le probleme, il est utile de séparer la solution en deux solutions linéai-
rement indépendantes et complémentaires: une fois recombinées, celles-ci donneront la
solution générale. Il s’avere que la constante de proportionnalité entre ces deux solutions
particulieres sera le premier parametre libre (nous obtiendrons donc deux solutions indé-

pendantes), alors que I’énergie du systéme sera le second.

Premieére solution

Dans ce premier cas, il est assumé que la particule provient de la lead de gauche, ce qui
implique que le coefficient D_ soit nul (qui représenterait une particule incidente de la
droite). Sans perte de généralité, la condition de normalisation peut étre choisie telle que
le coefficient Gy soit égal a 1. Les quatre équations frontieres permettent de déterminer
explicitement les quatre coefficients inconnus restants.

D’un c6té, une fois résolues, les équations (2.2.5) et (2.2.6) menent a deux relations entre
les coefficients C4 et G_. En particulier, la solution de ces deux équations peut s’écrire sous

la forme d’une expression pour les coefficients C'y en fonction de G_:
C 1 Y(A+G_B
o T e A (2.2.9)
C_ Z \—e (X +GY)

e Pty (te** +ty) —t1E
2ty (t1e¥* +ty) — 12 F

= | e 2ty (tie 2% + 1) — 25 | . (2.2.10)
eXty(t1e** +ty) — t2F

tltth(eZik o e—2ik>

ou

N < o< o

D’un autre c6té, les équations (2.2.7) et (2.2.8) menent a deux relations qui relient les
coefficients Cy et D, et donc, a l'aide de I'expression (2.2.9), a deux équations pour deux

inconnus, G_ et D, . La résolution de celles-ci va se traduire en une expression pour G_,
oo AeNE (6 — 1 9(t1e72% 1 1)) — Xe VF (1B — £3e21(tye¥* + 1))
) BeiNE (6B — 13 ¢%9(ty ek 4 1)) — Ve iNk (1, — 13 e%i4(t1 €2 + 1))

). (2.2.11)
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A Taide de cette expression pour G_, 'expression (2.2.9) se réduit &

C, B sin(2q)tr,
-]~ e(ty(t} — (B2 + )Sy + 1(t3Sn2 + 45y _a))

. i®—iNk (tQ(E . t%e%q) . tle%’“t%e%q)
_ i iNk (tg(E . t%€2iq) . tlefZikt%egiq) .

(2.2.12)

En appliquant ces expressions pour Cy dans 'ansatz donné par (2.2.3), les éléments de la

fonction d’onde pour la chaine de SSH sont, au final, donnés par

2i sin(2q)t e 2"
t2(t3 — t2E2 +13)Sy + t1(t3Sn42 + t1Sn_2)

{ tt2e®Sn 1 — to(F — t2e*)Sn_ny1 sin est impair,

|¢SSH,n> - -
(2.2.13)

(Et2e* — 2)Sn_p — titaSN_ni2 si n est pair.

Deuxiéme solution

Le cas complémentaire au précédent est maintenant étudié, celui pour lequel la particule
provient de la lead de droite, ce qui implique que le coefficient G, soit nul. Cette fois-ci, la
condition de normalisation utilisée est celle pour laquelle le coefficient D_ est mis & 1. Encore
une fois, les quatre équations frontieres permettent de déterminer explicitement les quatre
coefficients inconnus restants. Ceci dit, au lieu de résoudre le probléme au long, on peut
simplement utiliser un argument de symétrie pour obtenir les entrées de la fonction d’onde
correspondante. Comme la seule différence entre cette solution et la solution précédente
est liée a l'origine de I’électron incident (il vient de la droite au lieu de la gauche), il doit
y avoir une correspondance entre les composantes des deux solutions. En particulier, si
on inverse la direction de propagation de I'électron dans la premiere solution ¢ — —gq, et
qu’on inverse l'ordre de comptage des sites (le site 1 pour la premiére solution correspond
au site N pour la deuxieéme, le site 2 pour la premiere solution correspond au site N — 1
pour la deuxiéme, etc), c’est-a-dire qu’on applique la transformation N —n + 1 — n, alors,
en prenant en compte que la chaine est de longueur paire, et donc que les sites pairs de la
premiere solution correspondent aux sites impairs de la deuxieéme solution, et que les sites
impairs de la premiere solution correspondent aux sites pairs de la deuxieme solution, on

obtient une expression pour les entrées de la fonction d’onde associée a la deuxieme solution,
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B 2i sin(2q)t e
to(t3 — t2 B2 +t1)Sny + t1(t3Sn12 + t1SN_2)
y { (Etie™9 —2)S, | — t1t5Sn41 si n est impair,

tt2e724S, 5 — to(E — t2e724)S,, sin est pair.

|Yssh.n)
(2.2.14)

Solution générale

La solution générale est donnée par une combinaison linéaire des deux solutions qui viennent

d’étre établies,

2isin(2q)ty,
T (8 — 2E% +t1)Sy + t1 (8312 + t1Sy_)
e%q((Et%e_%q —13)S,1 — t1t23n+1)
+ae?4 (t1t%62iqSN—n—1 —la(E — tieziq)SN—nH) sin est impair,
e (tlt%e_%qan —ta(E — t%e_%q)sn)
—|—056_2iq((Et%62iq _ t%)SN—n — t1t2SN_n+2) si n est pair.
(2.2.15)

| st n)

2.2.2. Discussion portant sur la forme des fonctions d’onde asso-

ciées aux énergies |F| < 2

Comme le systéeme admet une symétrie associée a la réflexion par rapport au centre de
la chaine de SSH, et donc que I’'Hamiltonien associé est persymétrique3, on s’attend a ce
que la solution reflete cette symétrie. A Paide de cette observation, nous avons pu obtenir
une solution générale au systeme, sans avoir a faire les calculs qui découlent de 1’équation
de Schrodinger dans tous leurs détails. L’expression (2.2.15) témoigne de cette symétrie. En
effet - on le répeéte - il y a une correspondance entre les termes de parité opposée de la premiere
et de la deuxieme solution: en appliquant les transformations ¢ -+ —qget n - N —n+1, la
deuxiéme solution est obtenue a partir de la premiere.

Ceci dit, malgré le fait qu’une expression élégante pour les fonctions d’onde du systeme
est obtenue, il n’y a aucune restriction sur le spectre d’énergie de ce dernier, et le systeme
dépend d’un deuxieme parametre libre. Comme mentionné plus t6t, ceci résulte du fait que
le systéme est couplé a des leads dont le spectre est continu dans l'intervalle [—2,2]. Ainsi,
pour obtenir un spectre discret pour le systeme complet, il sera nécessaire de sortir de cet
intervalle d’énergie. C’est ce qui est fait dans la prochaine sous-section.

3 Un Hamiltonien est persymétrique s’il peut étre représenté par une matrice qui est symétrique par rapport
a la diagonale nord-est/sud-ouest [23].
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2.2.3. Deuxiéme cas: |E| > 2

Dans ce cas particulier, comme 'énergie a 1’étude sort de la bande d’énergie des leads, le
spectre d’énergie se discrétise, et il est donc possible d’obtenir une équation transcendante
pour E, qui peut étre résolue numériquement. En effet, pour de telles valeurs d’énergie,
les composantes de la fonction d’onde qui sont associées aux leads prennent la forme d’ex-
ponentielles, tel que mentionné brievement apres l'introduction de la relation de dispersion
pour les leads (1.3.6). Comme les leads sont de longueur infinie, ces composantes ne peuvent
pas croitre en s’éloignant de la chaine de SSH. Ceci élimine donc la possibilité que celles-
ci prennent la forme d’exponentielles croissantes. Cette contrainte, comme on va le voir,

diminue de deux le nombre d’inconnus. D’abord, rappelons que

{ E? = 12 4+ £2 + 2165 cos(2k),

E = 2cos(2q). (2.2.16)

Dans ce cas, comme ’énergie doit respecter |E| > 2, ¢ doit étre un nombre complexe. On
rappelle au lecteur de ¢ — ¢ + 7 n’a aucun impact sur la solution, et donc qu’on suppose
que Re(q) € (—7/2,7/2]. De la deuxiéme équation de (2.2.16), on voit rapidement que si
E >2 qg=1ir et quesi £ < =2, ¢ =7/2+ ik, ou on choisit kK > 0 € R. A Daide de
I'équation (2.2.2), qui donne la fonction d’onde de la premiére lead, et en assumant sans

perte de généralité* que E > 2, on obtient que

64iq 674iq 674% 64/{
|Y1ead; ) = - Gy + i G_ = o Gy + o G_. (2.2.17)
1 1 1 1

Il s’avere que le deuxieme terme diverge pour des sites qui s’éloignent de la chaine de SSH.
Ceci requiert donc que le coefficient G_ soit mis a zéro. Le méme raisonnement s’applique
pour la lead de droite. Par conséquent, les coefficients G_ et D_ doivent tous deux étre nuls.

Les fonctions d’onde des leads prennent ainsi les formes simplifiées

1 1
€4iq 6_4H €2iq 6—2I$
[ Vtead,) = 2ig Gy = o2 Gy |Yieady) = ohia D, = . D,.
1 1

4 La méme conclusion s’applique pour F < —2. Les équations (2.2.18) et (2.2.19) ne sont pas affectées par
ce choix.
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Le fait que G_ = D_ = 0 simplifie les expressions pour Cy et E. En particulier, I’expression

(2.2.9) avec G_ = 0 se réduit a
C 1 [ e?A
((;) - (_e—i¢X) . (2.2.18)

Aussi, du fait que G_ = D_ = 0, 'expression pour G_ donnée par (2.2.11) doit s’annuler,
ce qui donne une relation supplémentaire entre E, k et ¢:

1 (t3e Sy o + 117 IS N o) + taSn(the 2 + t]e%)
B 292 Sy '

E (2.2.19)

On note que dans la limite t; — 0, cette expression se réduit a ’équation liant E et k
obtenue pour la chaine de SSH isolée, qui est donnée par (1.1.13).

En combinant cette expression avec (2.2.16), il y existe un total de trois équations pour
trois inconnus, E, k et ¢, et ceci permet de déduire une équation transcendante pour I’énergie;

on obtient éventuellement

N +2 E? —2 — 12
ty t%eafCC"sh(?) sin ( i arccos {1 2D
2 2t

—arccosh(£) _. N -2 E*—t1 -5
+ e h(2) sin ( 5 8rccos {2751;22})

‘ N E?* — 3 — 2
+ 1y t%earccos}l(%) —2Ft2 +tie” arccosh(%) | gip) ( arccos {1 QD =0,
2 2t to

(2.2.20)

ou k et g ont été remplacés par leur relation correspondante en énergie F. Ala Figure 2.2,
nous illustrons le spectre qui en est déduit en fonction de ¢;, pour des valeurs représentatives
des autres parametres.

Enfin, en insérant les coefficients Cy donnés par (2.2.18) dans l'ansatz de la fonction

d’onde (2.2.3), une expression pour les fonctions d’onde de la chaine de SSH est obtenue,

’¢SSH,TL>

 tytytSee?ia to(E — t2e%4)S,, — t112€%9S,,_5 si n est pair.
(2.2.21)

1 { t1t5Sn41 + (13 — Et2€?4)S,,_;  si n est impair,

En résumé, connaissant les parametres du systéme {¢y, t5, t;, N}, il est possible d’obtenir un
spectre discret et fini des solutions pour E a 'aide de I’équation transcendante (2.2.20), puis

d’obtenir les fonctions d’onde correspondantes, en insérant ces solutions dans 1’expression
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Fig. 2.2. Graphe présentant les solutions d’énergie de ’équation (2.2.20) en fonction de ¢,
avec t; = 3,15 = 0.9 et N = 10, pour des valeurs d’énergie positives a ’extérieur de la bande
d’énergie des leads. En gris, on illustre la bande d’énergie supérieure de la chaine de SSH.
On observe, en particulier, que deux états quittent cette bande: ce sont des états de haute
énergie. Nous avons choisi ¢ et ty de sorte que les bandes de la chaine de SSH ne chevauchent
pas celle des leads (le cas r < 1 est qualitativement similaire au cas r > 1 étudié¢). Ainsi, il
y a un maximum d’états avec énergie |F| > 2. Ce choix ne change pas la physique observée:
il ne fait que mettre en lumiere les phénomenes importants qui émergent di au couplage du
systeme de SSH avec les leads.

(2.2.21). Comme mentionné plus t6t, ceci est un résultat exact, applicable pour des énergies
|E| > 2. En particulier, si t; et to sont choisis tel que |[t; — t3] > 2, alors tous les états
oscillatoires de la chaine de SSH auront une énergie avec amplitude supérieure a 2, et il sera

donc possible de trouver leur forme analytique.

2.2.4. Discussion portant sur le spectre d’énergie pour des énergies
|E| > 2

Etudions la Figure 2.2. D’abord, comme t; = 3 et to = 0.9, les bornes de la bande
d’énergie supérieure de la chaine de SSH sont localisées a E = 2.1 et = 3.9. Ces derniéres
se retrouvent sur le graphique: elles délimitent le domaine dans lequel se situent les états
oscillatoires. Il est a noter que, par contraste au cas t;, = 0, certains états peuvent sortir
de cet intervalle d’énergie, et ce, par la frontiere du haut. En effet, pour ¢, suffisamment
grand, deux états sortent de la bande d’énergie, et convergent pour t; — oco. Leur énergie
étant supérieure a t; + t9, le nombre d’onde associé a ces derniers doit étre complexe. Ces

états acquierent donc un comportement exponentiel, qui s’accentue quand ¢, augmente. La
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Figure 2.3 illustre ces états. Du a leur énergie qui sort des bandes d’énergie de la chaine
de SSH, nous allons appeler ceux-ci «états de haute énergie» (en contraste avec les états de
basse énergie, qui sortent des bandes d’énergie de la chaine de SSH par le bas, c’est-a-dire qui
ont une énergie |E| < |t; —t2|). Les outils développés dans le prochain chapitre permettront

d’expliquer leur existence.

(a) (b)
t,=3, E=4.39412 t, =5, E=5.92011

|wn) |wn)

(c) (d)
t, =3, E=4.40497 t, =5, E=5.92039

[wn)

Fig. 2.3. Etats de haute énergie qui sortent de la bande d’énergie supérieure de la chaine de
SSH pour t; = 3, t2 = 0.9 et N = 10. Ce sont des états fortement localisés sur les frontieres
de la chaine de SSH, avec un comportement exponentiellement décroissant a l'intérieur de
celle-ci. On note que, comparativement aux états de surface de basse énergie, ces états ont
des amplitudes qui sont strictement décroissantes, en contraste avec ces derniers, qui ont
une enveloppe strictement décroissante, mais pour lesquels les amplitudes d’un site a 'autre
oscillent entre des grandes et des petites valeurs (voir Figure 1.2). Comme mentionné plus
tot, le comportement exponentiellement décroissant est accentué pour t;, qui augmente. (a)
et (c): états de haute énergie antisymétrique et symétrique, respectivement, pour ¢, = 3.(b)
et (d): états de haute énergie antisymétrique et symétrique, respectivement, pour ¢, = 5.
On voit que ces derniers sont plus fortement localisés sur les frontieres.
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En parallele, on observe que les états qui se trouvent dans la bande d’énergie de la chaine
de SSH ont une énergie qui croit avec ¢y, jusqu’a tendre vers une certaine valeur dans la

limite t;, — oo.

2.2.5. Troisiéeme cas: FF =0

On s’intéresse maintenant aux fonctions d’onde associées a la solution d’énergie nulle.
Rappelons que la méthode utilisée a la Sous-section 2.2.1 ne solutionne pas le cas £ = 0,
di au fait que pour une telle énergie, ¢ n’est pas bien défini (voir I’équation (1.1.7)). Pour
obtenir les fonctions d’onde de la composante du modele tripartite associée a la chaine de
SSH pour cette énergie, il est utile de partir de I’équation de Schrodinger obtenue pour la
chaine de SSH isolée, c’est-a-dire I’équation (1.1.2). Comme les équations aux frontieres du
nouveau systeme sont différentes de celles de la chaine de SSH isolée, seules les lignes 2 a
N —1de (1.1.2) restent valides. Ceci dit, comme nous allons le voir, ces lignes sont suffisantes
pour obtenir I'expression désirée. D’ailleurs, comme FE = 0, on observe que la résolution de
celles-ci est grandement simplifiée. D’un c6té, les équations associées aux lignes paires de

(1.1.2) ont toutes la forme

tlwi + tgwlurg = 0, (2222)

pour tout ¢ impair entre 1 et N — 3. D’un autre coté, les équations associées aux lignes

impaires de (1.1.2) ont toutes la forme

thi + tlwiJrQ == 0, (2223)

pour tout ¢ pair entre 2 et N — 2. Ainsi, il y a découplage complet entre les termes pairs
et les termes impairs de la fonction d’onde. La solution générale du probleme est donc une
combinaison linéaire de la solution de (2.2.22) et de la solution de (2.2.23). Le tout s’écrit

ainsi:

|tbssm) = : a+ : b. (2.2.24)

O = O
7N
|
ol
~_
N\I
= =)
7N
|
=S
~_
.
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Ici, a et b sont des coefficients déterminés par les conditions frontieres du systeme, qui sont

les suivantes:

tr [Vreads 1) + t1 [ssm,) = 0, (2.2.25)
[Vreads ») + tr [Yssm,) = 0, (2.2.26)

t1 [Yssiy_,) + 1o [Vreads,) = 0, (2.2.27)
tr [Yssny) + [Yeads ») = 0, (2.2.28)

c’est-a-dire les équations (2.2.5) a (2.2.8) présentées plus tdt dans le chapitre, dans la limite
ou £ = 0. Or, on note qu’il y a 4 équations et une condition de normalisation pour 6
inconnus (G4, D, a et b). Ceci implique qu'un parametre du systéme restera indéterminé.
Sans perte de généralité, on choisit que ce parametre soit b, que I’on renomme b = «, et on
établit que a = 1 (c’est notre choix de normalisation). Ainsi, la solution générale pour la

partie centrale du systeme tripartite (c’est-a-dire la chaine de SSH) est donnée par

[vbssm) = : +a : : (2.2.29)

O = O =
N
|
Sl
~~—
.
_ O = O
S
|
=l
~__
.

2.2.6. Discussion portant sur la solution générale pour £ =0

Etudions maintenant la forme de (2.2.29). On remarque ici quelque chose de tres in-
téressant. Si t; < t9, on observe des états de surface «normauxy, c’est-a-dire ceux vus
dans le cas de la chaine de SSH fermée. En effet, pour un tel choix de parametres, on
observe que le premier terme (de 2.2.29) est un état de surface localisé a gauche (car
1>ty /ty > - > (1 /t2) N =2/2) et que le deuxieme terme est un état de surface localisé a
droite (car 1 < ty/t; < - -+ < (to/t1)N=2/2). Ceci dit, si t; > t,, on observe un phénomeéne
trés différent. En effet, pour ce choix de parametres, 1 < t/ty < -+ - < (t1/ty)V=2/2 et
donc 'avant-dernier élément du premier terme est supérieur en amplitude a tous les autres
éléments de ce terme; aussi 1 > ty/t; > - -+ > (tp/t;) N =2/2 et donc le deuxiéme élément
du deuxiéme terme est supérieur a tous les autres éléments de ce terme. On remarque donc

que ces deux états (le premier et deuxieme terme) ont la méme forme que celle des états
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de surface «normauxy, a 'exception qu’ils sont fortement localisés sur le 2°™€ et (N — 1)me
site, au lieu du premier et dernier site. Le couplage de la chaine de SSH a un environnement
crée donc de nouveaux états de basse énergie (car ceux-ci sont localisés sur de nouvelles
interfaces), que l'on appelle états fantdmes. On présente les deux scénarios mentionnés plus
tot (t; < ty vs t; > ty) a la Figure 2.4. 1l s’avere que pour les discussions portant sur la
topologie du systeme qui vont suivre, I'existence de ces nouveaux états jouera un role crucial:
elle est la signature d’'un changement de phase topologique. Nous discuterons de cet aspect
plus en détail dans le prochain chapitre, principalement a la Section 3.2.

Sur un autre ordre d’idée, on peut établir un lien entre les solutions a énergie nulle étudiées
dans cette sous-section et les solutions a énergie pres de zéro qui découlent de ’expression
(2.2.15) obtenue a la Sous-section 2.2.1. Il est possible de vérifier numériquement que ces
dernieres ont un comportement similaire aux solutions illustrées a la Figure 2.4, a ’exception
que pour les solutions a F # 0, il n’y existe pas un moyen aussi direct de séparer les solutions
en deux (d'un coté, en états de surface, et de l'autre, en états fantomes) comme fait dans
cette sous-section: de la vient 'intérét de la présente analyse. On remarque aussi que pour
I’expression démontrée dans ce chapitre, nous avons pu exclure toute dépendance explicite
sur t7; en contraste, pour des énergies E # 0 dans la bande d’énergie des leads, les fonctions

d’onde dépendent explicitement de .

(a) (b)
t1=0.8, t,=2 t1=2, t,=0.8

|wn) [wn)

Fig. 2.4. Fonctions d’onde associées a 1’état d’énergie nulle pour la chaine de SSH de lon-
gueur N = 16. Ces états sont fortement localisés sur les frontieres de la chaine de SSH,
et amplitude des fonctions d’onde décroit exponentiellement a 'intérieur de celle-ci. Les
amplitudes en rouge représentent le premier terme de (2.2.29), alors que celles en bleu, le
deuxieme. De (a), on observe que, comme t; < ty, on obtient des états de surface «nor-
maux». De (b), comme ¢; > t5, on obtient des états fantémes. Ceux-ci ont la méme forme
que les états de surface normaux, mais sont décalés d’un site vers l'intérieur par rapport a
ces derniers: la ligne bleue de la sous-figure (b) est identique a la ligne rouge de la sous-figure
(a), a 'exception qu’elle est translatée d’un site vers la droite.
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2.3. Chaine de SSH a N (impair) sites

Nous allons maintenant brievement nous attaquer au cas pour lequel la chaine de SSH

possede un nombre impair de sites. Comme les calculs ressemblent fortement a ceux de la

section précédente, nous allons seulement montrer les grandes lignes du raisonnement. Sous

forme matricielle, ’'Hamiltonien du systéme est donné par l'expression (2.2.1), oit Hyeaq, W

et V sont donnés a la Section 2.2, alors que Hgsy est donné par 'expression (1.1.1) avec

t:tQ.

2.3.1. Premier cas: |F| < 2 non nulle

Nous pouvons encore une fois utiliser les ansatz obtenus au Chapitre 1 pour les fonctions

d’onde de chaque composante du systeme. L’ansatz pour la chaine de SSH est donné par

|Vssu) =

e~

+ei?
eiié o2ik
+ei

eiié P (N=3)k
+ei®

o~ pi(N=1)k

(

et
+e~9
ew' o—2ik
+ei?

el
+ei®
pid o —i(N—1)k

o—i(N=3)k

(2.3.1)

alors que ceux pour les leads sont donnés par (2.2.2) et (2.2.4). Encore une fois, les inconnus

a déterminer sont les coefficients C., Dy et G4, ainsi que 'énergie E. Dans le cas présent,

les conditions frontieres sont données par
tr [Viead, ) — E |¥ssn,) + t1 [1Pssm,) = 0,
|z/}lead1,2> - F |wlead1,1> +tr ’wSSH1> = 07

ta [Vssiy 1) — E [ssay) + tr [Yieads ) = 0,
tr [YUssty) — E [Yleadss) + [Yleadsn) = 0.

En suivant le méme raisonnement que celui utilisé pour une chaine de longueur N paire, il

est possible de montrer que la solution pour une chaine de longueur N impaire, dans le cas

particulier ou |F| < 2, est donnée par
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2isin(2q)t,,
Tt B(1 — £2)Shar + 2 (B2 — 229 — 126%4)Sy_,
e%1((Bt} e~ — 12)S, 1 — t1tsSn11 )
—l—ae‘Ziq((Et%e%q —12)SN_n — tthSN,mg) si n est impair,
€29 (413 €798,y — to(E — te7%9)8,,)
+ae~%4 (tgt%e%qSN,n,l —t(E — t%e%q)SN,nH) si n est pair.
(2.3.6)

|Wssh,n)

2.3.2. Discussion portant sur la forme des fonctions d’onde asso-

ciées aux énergies |E| < 2

La symétrie du systeme y est clairement apparente: on voit que I'on obtient la deuxieme
solution & partir de la premiere si on applique les transformations suivantes: ¢ — —q (inver-
sement de la direction de propagation), t; <> t5 (le premier et dernier parametre de saut sont
interchangés) et n — N + 1 —n. Comme il n’y a pas de restriction sur I’énergie du systeme,
il y existe une famille infinie de solutions pour celui-ci. Cette section permet donc d’obtenir
une forme élégante pour les fonctions d’onde, mais elle est encore trop générale pour nous

donner d’autres renseignements sur la physique du systeme.

2.3.3. Deuxiéme cas: |E| > 2

Tel que fait pour le cas N pair, il est fort utile d’étudier le cas particulier pour lequel
les énergies considérées sortent de la bande d’énergie de I'environnement, c’est-a-dire le cas
pour lequel la valeur absolue des énergies est supérieure a 2. Il s’avere que de ce cas peut
étre déduite une équation transcendante pour les énergies. En parallele, ce cas donne une
expression explicite pour les vecteurs propres associés a de telles énergies. En suivant la
méme méthode que dans la section précédente, il est possible de montrer qu’une troisieme

équation relie F, q et k:

(2.3.7)

B (12 +t2)Sy_1 + 2t1t9S N1
— YL tt —2iqs t4 2iqS :
1l2€ N+1 H1re”9oN-1

En jumelant cette expression a 'expression (2.2.16), une équation transcendante pour 1’éner-

gie en découle,
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N+1 E? — 2 — 2
t1to sin ( + arccos { 2 ) (E euesl(82) 2t%>
21t 938
2 N-1 E? — 17 — 13 2 h(E/2 2 2 (238)
+ ¢ sin <2 arccos { TR D (Et —arccosh(E/2) _ 42 _ t2> =0.

A la Figure 2.5, nous présentons le spectre d’énergie qui découle de cette expression. Les
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Fig. 2.5. Graphe présentant les solutions d’énergie de I’équation (2.3.8) en fonction de ¢,
avec t; = 3, to = 0.9 et N =9, pour des valeurs d’énergie positives a l'extérieur de la bande
d’énergie des leads. En gris, on illustre la bande d’énergie supérieure de la chaine de SSH.

fonctions d’onde associées a ces énergies sont données par la forme analytique

1 t1t9S, 11 + (13 — Et3e*9)S, 1 sin est impair,
|¢SSH,n> -

t1tat See2i to( B — t2€2)S,, — t1t2e*4S,, 5 sin est pair.

(2.3.9)

2.3.4. Discussion portant sur le spectre d’énergie pour des énergies
|E| > 2

Etudions la Figure 2.5. Comme dans le cas N pair, les bornes de la bande d’énergie
sont localisées a £ = 2.1 et £ = 3.9: elles délimitent le domaine d’énergie dans lequel on

retrouve les états oscillatoires. Encore une fois, on observe que certains états sortent de cet
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intervalle quand t; est suffisamment grand. Ces états ont un comportement exponentiel,

dont la localisation sur les frontieres s’intensifie avec t;. La Figure 2.6 présente ces états.

(@) (b)
t,=4, E=4.32272 t,=6, E=6.17002

|wn) |wn)

t; =4, E=5.11118 t; =6, E=6.78385

lwn)

Fig. 2.6. Etats de haute énergie qui sortent de la bande d’énergie supérieure de la chaine
de SSH pour t; = 3, t, = 0.9 et N = 9. Ce sont, comme dans le cas N pair, des états
localisés sur les frontieres de la chaine de SSH, qui ont un comportement exponentiellement
décroissant a l'intérieur de celle-ci. On observe que plus t; est grand, plus ces états sont
localisés sur la frontiere. En contraste avec le cas N pair, ces états sont localisés sur une
seule surface, di au fait que t; # ¢y, o t; et ¢ty sont les premiers et derniers parametres
de saut, respectivement. (a) et (c): états de haute énergie localisés a droite et a gauche,
respectivement, pour t;, = 4. (b) et (d): états de haute énergie localisés a droite et a gauche,
respectivement, pour t;, = 6. On voit que ces derniers sont plus fortement localisés sur les
frontieres.

2.3.5. Troisiéme cas: FF =0

On veut maintenant étudier le cas pour lequel on exige que l'énergie du systeme soit
nulle. Il suffit de suivre la méthode employée dans la section précédente pour obtenir les
fonctions d’onde associées aux états a énergie nulle. La solution générale dans ce cas est

encore une fois donnée par la combinaison linéaire de deux vecteurs orthogonaux,
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|Yssu) =

e o |,
( ;

2.3.6. Discussion portant sur la solution générale pour £ =0

Utilisant le vocabulaire introduit dans la section précédente, nous voyons que cette solu-
tion est simplement la combinaison linéaire d’un état de surface et d’'un état fantome. En
particulier, on voit que si ¢; < ¢, la solution est la combinaison linéaire d’un état de surface
localisé a gauche et d’un état fantome localisé a droite, et que si t; > t5, la solution est une
combinaison d’un état de surface localisé a droite et d'un état fantome localisé a gauche.
Ainsi, dans tous les cas, on a toujours comme solution la combinaison d’un état de surface
et d’un état fantome, qui sont localisés aux cotés opposés. Ces solutions sont illustrées a la
Figure 2.7.

t,=0.8, tr=2 t,=2, ,=0.8

[wn) [wn)

Fig. 2.7. Fonctions d’onde associées a ’état d’énergie nulle pour la chaine de SSH de lon-
gueur N = 15. Ces états sont fortement localisés sur la frontiere, et 'amplitude des fonctions
d’onde décroit exponentiellement a l'intérieur de la chaine. Les amplitudes en bleu repré-
sentent le premier terme de (2.3.10), alors que celles en rouge, le deuxieme. (a) On observe
qu'il y a un état de surface a gauche et un état fantéme a droite, comme ¢; < t5. (b) On
observe qu’il y a un état de surface a droite et un état fantome a gauche, comme t; > t,.

60



2.4. Discussion portant sur la méthode a I’étude

Dans le présent chapitre, le systéme tripartite a été étudié sous le point de vue de ses
valeurs propres et de ses fonctions propres. En mécanique quantique, cette approche est tres
pratique puisqu’elle permet, en général, de trouver le spectre d’énergie d'un systeme et la
forme que peuvent prendre les états associés aux énergies de celui-ci. Ceci dit, comme nous
avons pu l'observer, les choses se compliquent lorsque le systeme a 1’étude est de dimension
infinie. Non seulement ceci peut rendre le spectre d’énergie continu, mais ceci peut aussi faire
en sorte que les solutions générales sont des combinaisons linéaires de plus d’une fonction
d’onde. La raison derriere un tel comportement est simple: di au fait que le systeme
est ouvert, deux conditions frontiéres peuvent étre perdues (dépendamment du domaine
d’énergie a 'étude), et donc deux parametres du systeme peuvent rester inconnus.

En premier lieu, nous avons étudié le systeme dans le cas ou son énergie se situe dans
la bande d’énergie des leads. Le systéme, ayant sept parametres inconnus (Cy, Dy, G4
et I'énergie) et seulement quatre équations frontieres (en plus d’une condition de normali-
sation), dépend de deux parameétres libres, dont un est ’énergie des états. Ceci implique
premierement que le spectre d’énergie du systeme est continu, et deuxiemement que la forme
obtenue pour les fonctions d’onde dépend de deux parameétres libres (E et «).

En deuxieme lieu, pour obtenir de l'information supplémentaire sur le systéme, nous
avons dii restreindre les énergies étudiées a celles étant a 'extérieur de la bande d’énergie
des leads. En conséquence, nous avons obtenu un spectre discret et fini de valeurs propres
réelles pour le cas N pair et le cas N impair. Nous avons aussi obtenu des expressions
analytiques pour les fonctions d’onde, qui ne dépendent que des parametres et de I’énergie
du systeme. En insérant les valeurs propres déduites numériquement dans ces dernieres,
nous avons pu obtenir une forme explicite pour les états dont 1’énergie est dans ce domaine.
En particulier, nous avons constaté que pour un couplage suffisamment fort entre la chaine
de SSH et les leads, un nouveau type d’état émerge: I'état de haute énergie. Ce type d’état,
dont I'énergie est a I'extérieur des bandes de la chaine de SSH, est un état de surface qui se
distingue de ceux de basse énergie par la forme qu’il prend. Dans le cas N pair et N impair,
nous avons pu constater que 'amplitude associée a celui-ci est strictement décroissante dans
la chaine de SSH. Nous discuterons de son existence plus en détail dans le prochain chapitre.

En dernier lieu, nous avons étudié le cas pour lequel I'énergie du systeme est nulle.
Ce cas est de grand intérét, car il nous renseigne sur le comportement des états qui sont
fortement localisés sur les frontieres, et donc sur la topologie du systéme (dans le cas N
pair). Le résultat le plus intéressant de cette étude est ’émergence des états fantdémes. Ces
états, qui sont fortement localisés sur le 2°™¢ et le (N — 1)®™€ site, se distinguent des états de
surface normaux par le fait qu’ils ne sont pas localisés sur 'interface qui sépare les différentes

composantes du systeme. Il s’avere que l'existence de tels états va nous permettre de parler

61



d’un phénomene de transition de phase topologique pour ce systéme ouvert. Encore une
fois, le prochain chapitre nous donnera de meilleurs outils pour discuter en profondeur de

ces états.
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Chapitre 3

Méme systeme, nouvelle approche:

Hamiltonien effectif

Comme nous l'avons vu dans le chapitre précédent, ’approche hamiltonienne appliquée a
un systeme infini a ses bienfaits, mais restreint la quantité d’information que nous pouvons
déduire de ce dernier. L’essentiel de ce probleme vient du fait que les leads ont un spectre
continu dans l'intervalle d’énergie [—2,2]. En physique de la matiére condensée, il y a un
moyen de contourner ce probléeme. En effet, il est possible de représenter la perturbation
qu’effectue un systéme infini sur un systéme fini sous la forme d’un terme effectif [24], rendant
ainsi le spectre d’énergie du systéme complet fini et discret. Ce terme effectif est simplement
une matrice d’énergie propre dont la dimension dépend du type d’interaction qui relie les
deux systémes. Les matrices d’énergie propre sont reliées aux fonctions de Green de maniere
inhérente. Un tel systeme effectif est présenté a la Figure 3.1.

Nous allons utiliser cette nouvelle approche dans ce chapitre. D’abord, nous allons mon-
trer comment dériver la forme générale d’un Hamiltonien effectif pour un systéme a deux
composantes. La généralisation pour un systéme a trois composantes sera directe. De cette
forme générale, nous déduirons I'Hamiltonien effectif de notre systéme tripartite. Pour ce
faire, nous allons devoir calculer le potentiel effectif qui est associé aux deux systémes infinis
(les leads). Le résultat final sera écrit sous la forme d’une matrice de dimension N x N, ou
N est la longueur de la chaine de SSH.

A Paide de cet Hamiltonien effectif, nous dériverons un deuxiéme Hamiltonien effectif,
cette fois-ci de dimension (N — 2) x (N — 2). Pour ce faire, nous réutiliserons la méthode
employée pour obtenir I’'Hamiltonien effectif initial. Ce nouvel Hamiltonien nous permettra
d’expliquer 1’émergence des états fantomes ainsi que le phénomene de transition de phase
qui se produit lorsque 'on fait varier ¢; de 0 jusqu’a t;, — oc.

Puis, nous retournerons a 'Hamiltonien effectif N x N. A l'aide de I’équation de Schro-

dinger, nous déterminerons une expression analytique pour ses vecteurs propres, et nous



trouverons une équation transcendante pour ses valeurs propres. Nous comparerons ces ex-
pressions a celles obtenues au chapitre précédent. Nous pourrons établir les similitudes ainsi
que les différences entre les solutions obtenues par les deux différentes approches. En parti-
culier, nous verrons que pour des énergies |E| > 2, les deux systémes donnent exactement
les mémes valeurs propres et vecteurs propres, alors que pour |E| < 2, ce ne sera pas le
cas. Nous utiliserons aussi cette approche pour discuter de I’émergence des états de haute
énergie.

Enfin, nous conclurons le chapitre en étudiant le cas particulier pour lequel la chaine de
SSH comporte seulement trois sites. D & la simplicité’ d’un tel systéme, nous pourrons
obtenir une forme analytique pour les valeurs propres. Cette sous-section nous permettra
d’évaluer comment le nombre de solutions du systeme effectif est affecté par le parametre ¢,
de trouver les points critiques® ¢, a partir desquels émergent les états de haute énergie, et
d’évaluer le taux de fuite des états de la chaine de SSH vers les leads (simplement «taux de
fuite» dans ce qui suit). En particulier, nous pourrons vérifier que les états de surface ont

un taux de fuite qui diverge pres de tp = 1.

Chaine SSH

Lead Lead
[ e 1 21 t= t, t_t_t t, &t 4 t=1_1 21 ... ]
t\aA B A B A B A BJU

B

Fig. 3.1. Représentation graphique du systeme tripartite versus celle du systeme effectif.
Dans cette derniere, on place un potentiel effectif X, sur le premier et le dernier site: ceux-ci
englobent 'effet des perturbations qu’engendrent les leads sur la chaine de SSH.

3.1. Hamiltonien effectif du systéme ouvert

Introduisons d’abord un résultat qui va nous permettre d’établir un pont entre I’'Hamil-
tonien du systeme complet et celui du systeme effectif.
Théoréme 3.1.1. Soit un systeme de dimension finie donné par I’Hamiltonien A, lié & un

systeme de dimension finie ou infinie donné par I’'Hamiltonien C, tel que les deux systemes

L1 s’avere que toute généralisation & de plus grandes dimensions devient rapidement hautement non triviale.
2 Le choix de ce symbole sera plus clair & la Sous-section 3.5: le symbole ¢, est déja utilisé pour représenter
un autre point critique.
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sont connectés par la matrice B ainsi que son conjugué hermitien B. L’Hamiltonien d’un

A B
H:(E(J. (3.1.1)

Nous pouvons écrire un Hamiltonien effectif pour A qui inclut V'effet du systeme C,

tel systeme bipartite H s’écrit

A = A+ BGoB', (3.1.2)

ou G¢ est la fonction de Green de ce dernier [24].

DEMONSTRATION. La fonction de Green de H est définie comme
G=(E-H)" (3.1.3)

Elle peut facilement étre évaluée,
-1
G Gy Gy _ E—A B
5t Go Bt E-C

¢, &\ (E-A B 10
< , , + = )
o)\ B E—c) |0

ol nous avons écrit G’ au lieu de G; car ce terme est déja utilisé (par définition, G; =
(2 Y

(3.1.4)

1/(E —1)). Ici, i = {A, B, Bf,C}. En particulier, une expression pour G/, peut étre déduite,

I peffy—1 _ o4 1 ‘r>_1
G\ = (E — A _(E A-B——B') . (3.1.5)

L’Hamiltonien effectif de A, qui englobe l'effet de I’environnement sur I’'Hamiltonien A, est

donc défini comme

A=A+ B BY = A+ BG¢B', (3.1.6)

E-C
ou la fonction de Green de C' est définie comme Go = 1/(E — C). O

Appliquons maintenant ce résultat au systeme tripartite a ’étude: le systeme fini A est,
dans ce cas, une chaine de SSH, et le systeme infini C' est une lead: A = Hgsy et C = Hjeaq-
Ils sont tous deux reliés par une constante de saut t;, tel que la matrice couplant les deux

systemes est donnée par

s
Il
o o oo

0 0
(3.1.7)
0 0
t, 00
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Dans ce cas, A est de dimension N x N, B est de dimension N x oo, BT est de dimension

oo X N et C' est de dimension oo x oo. Un calcul rapide montre que

BGoB' =13

0 0
0 0
0 0

0
0

GC1,1

(3.1.8)

ot BG¢B' est de méme dimension que Hggp, et ol Gc,, est I'élément de matrice (1,1) de

la fonction de Green de C. Ainsi, HST; est donné par

0t
t 0t
HeT — 2 0 h , (3.1.9)
tr 0
t
t t7Gey,

out =ty si N est de longueur paire, et t = t5 si NV est de longueur impaire. Maintenant,
pour reproduire le systéeme complet, il est impératif d’associer ce nouveau systéme effectif a
une lead a gauche, et en suivant le méme raisonnement que précédemment, nous trouvons

que I’'Hamiltonien effectif de notre chaine de SSH couplée a deux leads est

t1Gey,
t 0 t,
Hgy = S (3.1.10)
tp 0
t
t t7Gey,

Tout ce qui reste a faire afin d’obtenir une expression compléte pour HSL; est de trouver

une expression analytique pour G¢, .

Théoréme 3.1.2. Soit 'Hamiltonien semi-infini

01
10
1

H lead —

1
0
1

_ O =
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La composante (1,1) de sa fonction de Green est donnée par [19, 24, 25]

G = ;(E —sgn(E +2)VE? — 4). (3.1.12)

DEMONSTRATION. La fonction de Green peut étre écrite sous la forme

G = (E — Hiwa) Z'q tal (3.1.13)

ol |q) sont les vecteurs propres de Hie.q €t €4, ses valeurs propres. Au Chapitre 1, il a déja
été démontré que les valeurs propres de Hie,q sont données par e, = 2 cos(q), ol, pour cette

preuve, 2k = ¢, avec q € (—m,m|. Nous pouvons vérifier que la solution

q) = i N, sin(ng) |n) (3.1.14)

n=1
respecte I’équation centrale qui gouverne I'Hamiltonien, c’est-a-dire (1.3.4), et 1’équation

frontiere donnée par
—Elg), +1q9), =0. (3.1.15)

Ainsi, (3.1.14) est une solution légitime de (1.3.3) avec la présente équation frontiere. Alors,
la composante {n,m} de (3.1.13), apres avoir choisi la normalisation des états et a l'aide
d’un argument de symétrie, devient

™ 4sin(ng) sin(mgq) dg
Gom = / — 3.1.16
=0 E —2cos(q) 27 ( )

ce qui implique que

2 (7 sin? sin?
Gy = = / g 3.1.17
" xJo E—2cos(q) QCOS E—QCOS (q) ( )
Effectuons le changement de variable z = €%, A laide d’un peu d’algebre, cette équation
devient
i [dz (22 —1)?
Gy = —— 7{ i , 3.1.18
" Adr J 22 (z — 20 )(z — z_) ( )
ou
E+VE?2 -4
2y = —y (3.1.19)

Nous allons utiliser le théoreme des résidus pour évaluer cette intégrale. Le contour choisi

est le cercle unité allant dans le sens contraire a celui des aiguilles d'une montre. Dénotons

f(2) = 1 (22 —1)?

2 (2= zy)(z —2)

(3.1.20)
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alors
1

> ws(ﬁpzfi;xgi-z)’%)' (3.1.21)

|zo‘<1

1 ,
Gn = 2 Zres(f,zo) =

La fonction f a trois poles, respectivement en z = {0, z_, z, }. Or, latteinte de ces poles
dépend de I'énergie du systeme. Nous voyons, par exemple, que pour £ > 2, z, n’est pas a
considérer car z; > 1, et que pour £ < —2, z_ n’est pas a considérer car z_ < —1 . Etudions
donc G1; cas par cas.

Cas 1: £ >2

Dans ce cas, les poles sont en z =0 et en z = z_. D’un c6té, le pole en z = 0 donne

. d (2> = 1) 7—+ 2y
(s(£.0) = 1 <2 >: , 3.1.22
rés(f,0) L\ 2(z—2)(z—2) 2223 ( )

et de l'autre coté, le pole en z = z_ donne

(=2 (-1 _ (2 -1)

i R _ _ 3.1.23
res(f, < ) zigl, 22(2 — z+)(z — Z,) Z%(Zf - Z+) ( )
Ainsi,
i , L1422t 02y B VP
G = 2<res(f’ 0) +résl, Z_>> B 2< 23 (2= — 24) > N 2 (3.1.24)
Cas 2: F < -2

Dans ce cas, les poles sont en z =0 et en z = z,. Il suffit de calculer le résidu en z = z,:

TR CE [ O &
rés(f, zy) = ZL2+ T P | o el | o (3.1.25)

Ainsi,
1/, i 1 1—1—2323—223 E++VE?—-4
Gn = 2<res(f, 0) + rés(f, z+)> = 2( oY P ) = 5 : (3.1.26)
Cas 3: |E| <2
Dans ce cas, nous remarquons d’abord que |z, | = |z_| = 1. Ces pdles sont donc sur le contour

d’intégration. En donnant une petite partie imaginaire positive a 1’énergie, £ = = + ic, nous

pouvons voir que, en fait, z, se situe a 'extérieur du cercle unité, et donc que, comme pour

le cas 1,
GH:E_Z?_A (3.1.27)
Au final, en combinant les trois cas particuliers, la solution générale pour Gy est donnée par
G = ;(E —sgn(E +2)VE? — 4). (3.1.28)
O
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Nous avons donc réussi a trouver un Hamiltonien effectif pour notre chaine de SSH:

Yoo b
tl 0 tg
. ty 0 4
Hggn = oo ; (3.1.29)
t
t Yoo
ou
t2
Yoo = 2L<E —sgn(E +2)VE2 — 4). (3.1.30)

3.2. Hamiltonien effectif du systeme a N — 2 sites

Pour expliquer I’émergence des états fantomes, il est fort utile de réutiliser la méthode
développée dans la section précédente pour le cas ol on se restreint a I’étude des composantes
2 a N —1 de la chaine de SSH. Un tel calcul permet, d’ailleurs, de construire une base solide
pour parler de topologie dans la limite 7, > 1. Pour cette raison, cette section se limite au
cas N pair. Soit 'Hamiltonien (3.1.29) dans le cas ou N est pair,

Yo U
i 0 9
Hggy = hUon . (3.2.1)
tl 0
131
tl Zoo

Nous désirons réécrire cet Hamiltonien de dimension N x N sous la forme d’un Hamiltonien
effectif de dimension (N — 2) x (N — 2). Pour ce faire, il est impératif de réexprimer les
termes d’énergie propre localisés sur les sites 1 et N comme potentiel effectif sur les sites 2
et N — 1, respectivement. A Taide de la formule (3.1.6), ceci est un calcul direct. Il s’avere
utile de faire le tout en deux étapes: commencons par la frontiere de droite. Dans ce cas, en

se référant a (3.1.6), les composantes de cette expression sont données par

Yo 1
t1 0 to
ta 0 t
A= , (3.2.2)
t7 0O
ta
ta O
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B= : (3.2.3)

et C' = Y. On note que A est de dimension (N —1) x (N —1), B est de dimension (N —1)x 1
et BT, de dimension 1 x (N — 1). Un calcul direct montre que

LB 000
BGeB = pio ool (3.2.4)
0 01
qui est une matrice de dimension (N — 1) x (N — 1). Alors, dans ce cas,
Yo 1
t1 0 19
HE 0 n (3.2.5)
SSH = L0 -
123
la 0

2
tl

——. De méme, en répétant ce travail avec le terme d’énergie propre de gauche,
I"'Hamiltonien effectif du systeme de dimension (N — 2) x (N — 2) est donné par

0o tg
(D) 0
Hgdy = hn (3.2.6)
to 0
to
tg (0%

Dans la limite ¢t;, — 1, on peut vérifier que ce résultat est valide. Il est assez intuitif® que
dans cette limite, o, doit concorder avec 1’expression donnée par (3.1.30) avec t;, remplacé
par t; (voir Figure 3.5 pour une représentation visuelle), c’est-a-dire que

t2
lim o = lim ———— = lim 72
tr,—1 & tr,—1 E/ — EOO tr,—1 1+oo

3 En effet, dans cette limite, on peut aussi voir le systéme comme étant une chaine de SSH attachée & une
lead de chaque coté via le parametre de saut ;.
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ou limy, 41 Yoo = G11. Ceci se démontre aisément:
, t2 212

lim =

te=l B =Yy  E+sgn(E+2)VE? -4
B 212 y E —sgn(E +2)VE? —4
C E+sgn(E+2VE*—4  E—sgn(E+2)VE? -4
_ o (E —sgn(E +2)VE? — 4)
= 2ly

B2 (E*—4) :
_p (E —sgn(E + 2)VE? — 4)
= {2 5
= t1G1
= lim ¥,
tr,—1

ce qu’il fallait démontrer.

Pour t;, > 1, E — ¥, o t2, ce qui implique que 0., o t;2. Par conséquent, peu importe
I’énergie du systeéme, dans la limite de fort couplage entre les trois composantes du systeme,
I"'Hamiltonien effectif (N —2) x (N — 2) tend vers I'Hamiltonien d’une chaine de SSH isolée,
dont le premier et dernier parametre de sauts sont to. Ainsi, le systéme tripartite peut étre
vu comme la somme de cing composantes non connectées les unes aux autres: deux leads
qui perdent chacun un site, la chaine de SSH qui perd un site & chaque extrémité (donc de
longueur N — 2), et 2 «ilots» a deux sites qui sont liés aux états de haute énergie. Pour
cette raison, la topologie du systeéme tripartite est, dans la limite ¢;, > 1, bien définie. En
particulier, il s’avere que le fort couplage de la chaine de SSH avec I’environnement cause
un changement de phase topologique. Montrons ce phénomene a 1’aide du cas pour lequel
r > 1. Alors, pour t; = 0, le systeme n’a pas d’états de surface: il est dans sa phase
triviale. Ceci dit, dans la limite opposée, t;, — 0o, le nouveau parametre r — 1’ = to/t; est
maintenant inférieur a 1, ce qui implique que le systeme a maintenant deux états de surface:
il est dans sa phase topologique (voir Figure 3.2). Par conséquent, le passage du parametre
tp = 0 — oo engendre une transition de phase. D’ailleurs, la transition opposée se produit
pour r < 1. Cette approche permet donc de parler rigoureusement de la topologie du systeme
dans la limite 7, > 1. Ainsi, il nous est possible d’évaluer quantitativement la topologie de
ce systeéme tripartite dans la limite de tres faible couplage et de tres grand couplage. Ceci
dit, entre ces deux limites, la topologie du systéme n’est pas encore bien comprise.

A Tlaide de cette nouvelle représentation du systéme, il s’avére trés facile d’expliquer
I'’émergence des états fantomes?®: ce sont essentiellement des états de surface normaux pour
le systeme (N — 2) x (N — 2) dans la limite t;, — oo.

4 Cette description n’est valide que pour » > 1: si r < 1, nous n’observons pas d’états fantémes. Notons

aussi que les états fantomes peuvent avoir des énergies autres que E = 0: ce sont des états de basse énergie,
mais celle-ci n’est pas nécessairement nulle.
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Lead flot Chaine SSH flot Lead
t, t; & t; >0 ) t=1 A~ o ]

A B A B

Fig. 3.2. Systéme tripartite dans la limite ou ¢, — oo. La chaine de SSH perd deux sites
aux dépens des 1lots. Ainsi, son premier et dernier parametre de saut sont maintenant tous
deux t,. Il est a noter que les cing systemes sont completement isolés les uns des autres.

En résumé, dans la limite £;, = 0, il n’y existe que des états de surface localisés sur le
premier et le dernier site, et ce, seulement si » < 1. Dans la limite ¢;, — oo, il n’y existe
que des états de surface localisés sur le deuxiéme et l'avant-dernier site (états fantomes),
et ce, seulement si r > 1. Dans le prochain chapitre, une approche différente au probleme
nous permettra d’évaluer le poids (du mot anglais «weight» ), c’est-a-dire la densité d’états
locale®, de chacun de ces deux types d’états en fonction de ¢;. En particulier, on pourra
confirmer que le poids des états de surface (si r < 1) est maximal pour ¢, = 0 et minimal
pour t;, — 00, et que celui des états fantdmes (si » > 1) est minimal pour ¢, = 0 et maximal

pour t; — oo.

3.3. Valeurs propres et vecteurs propres du systeme ef-
fectif a IV sites

Dans cette section, nous allons trouver une expression générale pour les vecteurs propres
du systeme effectif. Nous allons par la suite en déduire une expression pour les valeurs
propres. Dans le premier chapitre, un ansatz pour les fonctions d’onde de la chaine de
SSH a déja été obtenu, c’est-a~dire (1.1.9) pour N pair et (1.1.10) pour N impair. Il suffit
maintenant d’y ajouter les deux nouvelles conditions frontieres pour en déduire les coefficients
C4. Les deux équations aux frontieres viennent de la premiere et derniere composante de

I’équation de Schrodinger,
(HSsu — B)[0) = 0. (3.3.1)
3.3.1. N pair

Pour N pair, les équations frontieres sont
(B = Xoo)thy =ty = 0,

(E — Seo)tbn — titby—1 = 0. (3.3.2)

5 Ce terme sera défini formellement & la Section 4.1.
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En appliquant ’ansatz (1.1.9) dans la premiére équation de (3.3.2), on obtient

g2k Y p=2id
o 2i¢ 2 0
¢ =-e < +toe?k — ¥ e > " (3:3.3)
En appliquant 'ansatz (1.1.9) dans la deuxieéme équation de (3.3.2), on obtient
- tyeik T 320
_ —2i¢  2i(N-2)k 2 [eS)
C_=—e "% (t26_2ik - Eooe—%d’)' (3.3.4)

En premier lieu, en insérant les coefficients C'y provenant de 'expression (3.3.3) dans cet

ansatz, celui-ci devient

2’i€i¢0+
th@Qik — Eoo (tl + t2€2ik)
{ (EX0 — t3)Sp_1 — t1t9S,41  si n est impair,

[Un) = F

(3.3.5)

115 00Sn—2 — ta(E — ¥&)S,, sl m est pair.

En deuxiéme lieu, en insérant les coefficients Cy provenant de l'expression (3.3.4) dans

I’ansatz, il devient

22.671'(1)0_5_ ei(NfQ)k

|¢TL> :tQEe_Qik - Eoo(tl i t2€—i2k‘)
) ' ) (3.3.6)
11 0oSN-n-1 — t2(E — Xoo)SN_ns1 Si n est impair,
(EXo — t2)SN_n — t1t2SN_nto si n est pair.

Notons que I'expression (3.3.5) avec® Yo, = t2e724 est proportionnelle au premier’ terme de
(2.2.15), et que l'expression (3.3.6) avec Yo, = t2¢e% est proportionnelle au deuxiéme® terme
de cette expression, qui donne la forme des fonctions d’onde pour le systéme tripartite® dans le
cas ou |E| < 2. Ainsi, la combinaison linéaire de ces deux nouvelles expressions nous redonne
exactement les fonctions d’onde du systeme tripartite obtenues précédemment: cette nouvelle
approche nous permet donc d’établir un contrdle de cohérence («consistency check») pour
les fonctions d’onde du systeéme a I’étude. On observe aussi que 'expression (2.2.21) obtenue
au chapitre précédent, qui représente les fonctions d’onde pour |E| > 2, est proportionnelle

A (3.3.5).

6 A T'aide de (1.3.6) et de (3.1.30), on peut vérifier que pour |E| < 2, c’est-a-dire le domaine d’énergie duquel
on obtient (2.2.15), B, = t2e~2!4l. Les solutions pour |E| < 2 sont une généralisation des solutions pour
|E| > 2.

7 Ce premier terme est lié & la particule qui vient de la droite.

8 Ce deuxieéme terme est lié & la particule qui vient de la gauche.

9 Pour alléger le texte, nous allons ainsi faire référence au systéme étudié au chapitre précédent.
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Dans le cas a 1’étude dans ce chapitre, comme C est arbitraire (nous n’avons pas en-
core choisi de normalisation pour les états), les solutions (3.3.5) et (3.3.6) sont valides et
completes: elles doivent donc coincider. En exigeant que les deux solutions coincident, on

obtient une équation transcendante pour I’énergie du systeme effectif:

t1(t3Sn12 + X2 Sn_2) + ta(t3 — 2EXo + X2 )Sy = 0. (3.3.7)

Ainsi, (3.3.5) et (3.3.6) correspondent si et seulement I'énergie E a 1'étude résout ’équation
transcendante (3.3.7). D’un c6té, comme le systéme tripartite possede des énergies qui ne
solutionnent pas cette équation'?, il posséde des états pour lequel les expressions (3.3.5)
et (3.3.6) ne se réduisent pas a l'une seule de ces deux expressions. D’un autre coté, les
fonctions d’onde du systeme effectif peuvent toujours étre données par I'une seule de ces
deux expressions, comme pour toute énergie de ce systeme, ces deux expressions concordent.
On en conclut donc que les fonctions d’onde du systeme effectif prennent des formes qui sont
des solutions particulieres des formes prises par les fonctions d’onde du systéme tripartite.
Comparons ’équation (3.3.7) a I’équation transcendante obtenue au chapitre précédent,
(2.2.20), qui est valide pour |E| > 2. Pour de telles énergies, on veut réécrire ¥, en fonction
de k, puis E, ou, on le rappelle, ¢ = ik si E > 2 et ¢ = /2 +irk si E < —2. On
voit aisément que |E| = 2cosh(2k), ce qui méne au fait que Yo, = £t2e 2" ol & est le
signe de I’énergie. En se rappelant que nous avions choisi x > 0, nous avons au final que
Voo = F12e72 = £12 g arccosh(£5/2) — 42 g—arccosh(E/2) iy ipsérant cette expression pour X

arccosh(E/Q))_ Ceci n’est pas

dans (3.3.7), on obtient (2.2.20) (a un facteur multiplicatif pres, e
surprenant: les solutions obtenues par les deux méthodes devraient correspondre (du moins,
pour |E| > 2, car c¢’est pour ce domaine que (2.2.20) est valide), comme ces deux approches
représentent le méme systeme physique.

On note aussi que les solutions de ’équation (3.3.7) seront réelles si et seulement si
|Re(E)| > 2. Autrement, les solutions sont complexes, et ce, dii au couplage des états de
la chaine de SSH avec ceux des leads (voir Figure 3.3). Cette équation peut étre résolue
de maniere numérique, pour nous donner ’ensemble de solutions pour {t1,ts,t;, N} donnés.
Ensuite, on peut insérer ces solutions dans (3.3.5) ou (3.3.6) pour obtenir les fonctions d’onde

associées a celles-ci.

10 C’est, une conclusion évidente, comme le systéme tripartite posséde une infinité de solutions réelles pour
E € ]-22].
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Fig. 3.3. Graphe du logarithme de I'inverse du membre de gauche de I’équation (3.3.7) pour
différentes valeurs d’énergie réelles dans la bande d’énergie des leads, et de t;. Les points
{E,tL} associés & de grandes valeurs numériques (voir le code de couleur) représentent des
états dont I’énergie a une petite composante imaginaire (la projection de I’énergie de ces états
sur I’axe des réels est pres d’étre une singularité de (3.3.7)). Les parametres du systeme sont
t; = 0.9, t, = 1.1 et N = 10. On observe, entre autres, que le spectre d’énergie est élargi:
ceci témoigne du fait que les solutions d’énergie dans cette région (|E| < 2) sont complexes.
Notons que les solutions E = +t; F t5 = F0.2 sortent de I'intervalle a I’étude, comme elles
correspondent & k = 7/2: ce ne sont donc pas réellement des solutions & I’équation de
Schrédinger. Note: prendre le logarithme de 'inverse de 1’équation en question augmente la
clarté du graphe.

3.3.2. N impair

Pour N impair, les deux équations frontieres sont
(B —Xoo)t1 — tipa = 0,

(E = Yx)tn —tahn_1 = 0. (3:38)
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En appliquant I’ansatz (1.1.10) dans la premiere équation de (3.3.8), on obtient

[ Ttae 2R — 3 e
o 2i¢ 2 0
¢ =-e < +toe?k — ¥ e > " (3:3.9)
En appliquant I’ansatz (1.1.10) dans la deuxiéme équation de (3.3.8), on obtient
o it — D %9
_ _2i¢ 2i(N-1)k 1 00
C_=—e" ( T ) + (3.3.10)

En insérant les coefficients C'y provenant de I'expression (3.3.9) dans 'ansatz, celui-ci devient

2ieC,
tQEG%k — Eoo(tl -+ t2€2ik)
EY o —t2)S,_1 — t1t2S,41 si n est impair,
2 +

Un) = F

(3.3.11)

11X 00Sn—2 — ta(E — X)S,,  sim est pair.

Aussi, en insérant maintenant les coefficients C'y provenant de l'expression (3.3.10) dans

I’ansatz, il devient

2t C et N-Dk
[Yn) =+ Y T
Etl — Zoo(tl ol tge )
y (EX o — t3)SN_n — t1toSN_nio si n est impair,
toYooSN-n-1 — t1(E — Xoo)SN_ni1 Si n est pair.

(3.3.12)

. J

Comme on l'a fait pour N pair, il est possible d’établir un lien entre les fonctions d’onde
obtenues pour le systéme effectif et celles obtenues pour le systeme tripartite. Notons que
(3.3.11) avec X, = t3e 2" est proportionnelle au premier terme de (2.3.6), et que (3.3.12)
avec Yo, = 12¢%4 est proportionnelle au deuxiéme terme de cette expression, qui donne la
forme des fonctions d’onde obtenues précédemment pour |E| < 2.

Encore une fois, les deux nouvelles solutions obtenues sont valides et complétes. En

exigeant qu’elles concordent, nous obtenons une équation transcendante pour I'énergie:

t1t2SN11(E — 2800) + YooSn_1(Zeo B — 12 — t3) = 0. (3.3.13)

Il s’avere que, comme pour le cas N pair, cette équation transcendante concorde avec celle
obtenue dans le chapitre précédent pour N impair, I’équation (2.3.8). Encore une fois, ceci
n’est pas surprenant. Pour la méme raison que celle mentionnée plus tot, les solutions seront

réelles si et seulement si [Re(E)| > 2 (voir Figure 3.4). On peut résoudre cette équation
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Fig. 3.4. Graphe du logarithme de I'inverse du membre de gauche de I’équation (3.3.13)
pour différentes valeurs d’énergie réelles dans la bande d’énergie des leads, et de t;. Les
parametres du systeme sont t; = 0.9, to = 1.1 et N = 11. On observe encore une fois
que, dans cette région, le spectre d’énergie est élargi, et donc que les solutions d’énergie
sont complexes. Notons que les solutions £ = +t; F t, = £0.2 sortent de l'intervalle a
I’étude, comme elles correspondent & k = m/2: ce ne sont donc pas réellement des solutions
a I’équation de Schrodinger.

numériquement. A l’aide du spectre qui en découle, on peut ensuite obtenir les fonctions

d’onde associées a chacune des solutions d’énergie.

3.4. Analyse des résultats

Cette section nous renseigne davantage sur ce que veulent dire les équations (2.2.15)
et (2.3.6) qui, dans le chapitre précédent, donnent la forme la plus générale possible des
fonctions d’onde pour le systeme avec N pair et N impair, respectivement. Comme nous
l’avons constaté, la premiere composante de la fonction d’onde générale (2.2.15) est donnée

par l'expression (3.3.5), et sa deuxiéme composante est donnée par I'expression (3.3.6). De
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méme, la premiére composante de la fonction d’onde (2.3.6) est donnée par (3.3.11), et
sa deuxieme composante est donnée par (3.3.12). Pour des valeurs d’énergie qui sont des
solutions de (3.3.7) ((3.3.13) pour le cas N impair), et donc qui sont des solutions des
équations transcendantes obtenues au chapitre précédent'! dans le cas ot |E| > 2, les deux
composantes convergent vers la méme expression. Par conséquent, pour de telles énergies, les
fonctions d’onde associées aux différents systemes (effectif vs infini) concordent exactement.

I s’avere que les choses sont plus compliquées dans le cas ou |Re(E)| < 2. En effet,
dans le chapitre précédent, nous obtenions un spectre continu de valeurs d’énergie réelles
dans cet intervalle, alors que dans le présent chapitre, un spectre discret de valeurs d’énergie
complexe a été obtenu. Ainsi, il y existe une infinité de fonctions d’onde qui solutionnent le
systeme tripartite qui n’ont aucun équivalent provenant du systéme fini, comme celles-ci ont
des énergies qui ne résolvent pas les équations transcendantes. Ceci dit, il est possible de
voir ces deux résultats a priori différents comme deux représentations du méme phénomene.
Dans les deux cas, le spectre démontre qu’il y a un couplage des états de la chaine de SSH
avec ceux des leads. Dans le premier cas, ceci se voit dans le fait que le systeme tripartite
acquiere ’ensemble des énergies des leads. Dans le deuxieme cas, ceci se voit dans le fait
que les solutions dans cet intervalle acquiérent une partie imaginaire non nulle: ceci est
la signature du couplage entre les états des différentes composantes du systeéme tripartite,
et ceci implique qu’il y a fuite des états de la chaine de SSH vers les leads. Ce qui est
important a noter est que le fait que les solutions de ce systeme soient complexes implique
qu'un élargissement du spectre d’énergie est observé. Ceci revient a dire que la projection de
ce spectre discret et complexe sur 1'axe des énergies réelles donne un spectre continu. C’est
exactement ce que nous observons a la Figure 3.3 et la Figure 3.4.

Portons une attention particuliere au spectre du systeme effectif. L’Hamiltonien du
systeme effectif, dii a ses composantes (1,1) et (N,N) sur lesquelles se trouvent des potentiels
effectifs complexes, n’est plus hermitien. Ceci implique que les valeurs propres du systéme
ne sont plus nécessairement réelles: il n’est donc pas surprenant qu’il y ait un élargissement
du spectre, c’est-a-dire des valeurs propres complexes. Physiquement, comme mentionné
plus tot, la composante imaginaire des énergies peut étre vue comme une mesure du taux de
fuite des états du modele de SSH vers les leads. Il s’avere que cette composante imaginaire
est maximale en amplitude prés de t;, = 1. Pour le cas particulier ou ¢ prend exactement
cette valeur, ce parametre de saut concorde avec le parametre de saut des leads. Une telle
configuration est illustrée a la Figure 3.5.

Ainsi, ce n’est pas surprenant que ce soit pres de ce point que le taux de fuite des électrons
hors de la chaine de SSH soit maximale. Par ailleurs, il s’avere qu’a ce point critique, on

peut voir le systeme comme étant composé d’une chaine de SSH de longueur N — 2, dont

1 On utilise ici le fait qu’il y a une correspondance un & un entre les solutions d’énergie |E| > 2 obtenues
pour le systéme tripartite et celles obtenues pour le systeme effectif.
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Chaine SSH

Fig. 3.5. Systeme tripartite pour £, = 1. On peut voir le systeme comme étant composé
d’une chaine de SSH de longueur paire N — 2 avec premier et dernier parametre de saut o,
qui est reliée a deux leads via le paramétre de saut ;.

le premier et dernier parametre de saut sont changés par rapport a la configuration initiale,
et qui est couplée a des leads via le parametre de saut ¢; a gauche et t a droite, ¢ étant le
dernier parametre de saut du systéme initial. En conservant cette interprétation du systeme
pour t; # 1, on observe que les frontieres de la chaine de SSH ne sont plus bien définies
dans l'espace. C’est pour cette méme raison que les états de basse énergie, qui étaient,
pour t;, = 0, seulement que des états de surface «normauxy», peuvent aussi se trouver sous
forme d’états fantémes quand ¢, est non nul, c’est-a-dire que ces états peuvent autant étre
fortement localisés sur les interfaces initiales (sites 1 et ), que sur les nouvelles interfaces,
(sites 2 et N — 1). C’est donc l'interprétation physique que 1'on donne & 1’émergence des
états fantéomes. Sur un autre ordre d’idée, on observe aussi que 1’élargissement du spectre
(et donc le taux de fuite des états) diminue une fois que ¢;, passe 1. En particulier, pour ¢,
suffisamment grand, 1’élargissement du spectre est négligeable: ceci nous permet de voir le
systeme, dans la limite ou ¢, est tres grand, comme étant de nouveau fermé.

Ensuite, comme mentionné plus tot, cette méthode permet de plus aisément discuter des
états de haute énergie rencontrés dans le chapitre précédent. Dans la limite des grandes
énergies, au deuxiéme ordre en 1/FE, on peut montrer que X, ~ t2/E. Comme, dans ce
cas, E/ ~ t; pour de tels états, >, ~ t;. Pour de grandes valeurs de t;, le potentiel effectif
localisé sur le premier et dernier site de la chaine de SSH est donc tres grand par rapport
aux parametres de saut t; et to. Du point de vue d'un électron qui se situe sur le premier
ou dernier site, ceci revient a dire que t; et ¢y sont tres petits (voir Figure 3.6). Ainsi, la
probabilité que ce dernier se déplace vers un site interne est tres faible, d’ou le fait que 'on
retrouve une tres grande amplitude sur les sites aux frontieres, et une tres faible amplitude
partout ailleurs. Ceci explique aussi pourquoi ce phénomene de localisation sur les surfaces
s’accentue lorsque t; augmente.

L’avantage de la présente approche par rapport a I’approche précédente est donc qu’elle
nous renseigne mieux sur les états avec énergie |9Re(E)| < 2. En particulier, elle nous permet
de développer une intuition derriere I’émergence des états fantémes. Elle nous permet aussi
de mesurer le taux de fuite des états de la chaine de SSH vers les leads. Enfin, elle nous
permet de discuter de la transition du systeme de petit t; a grand t;, c’est-a-dire d'un

systeme fermé de longueur N & un systeme fermé de longueur N — 2. Ainsi, cette méthode
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Fig. 3.6. Extrémité gauche du systeme effectif pour ¢, grand. Dans ce cas, t; et t5 sont,
en comparaison, tres petits. La probabilité que les électrons localisés sur le premier site se
déplacent vers les sites suivants est tres petite.

pose les bases pour nous permettre de discuter de topologie. D’un autre c6té, elle aide aussi
a expliquer la forte localisation des états de haute énergie |E| > t; + t2 sur les frontieres du
systeme de SSH lorsque t7, > 1.

3.5. Cas particulier: systeme a 3 sites

Nous allons terminer le chapitre en étudiant le systeme effectif pour lequel la chaine de
SSH posseéde seulement trois sites. Ce systéme est intéressant puisqu’il est assez complexe
pour nous permettre de soulever plusieurs points importants, mais aussi assez simple pour

nous donner de belles expressions analytiques. Soit

Yo t 0
H=|# 0 t |. (3.5.1)
0 ty Yo

Avant de se lancer dans les calculs, notons que le calcul de ¥, fait au début de ce chapitre
ne s’applique que pour des états dont 1’énergie est réelle. Or, comme nous ’avons vu dans
les sections précédentes, il s’avere que pour des énergies telles que |Re(E)| < 2, la partie
imaginaire correspondante est non nulle. Ainsi, ’expression obtenue n’est valide que dans le
cas ou le spectre d’énergie est a l'extérieur de cet intervalle. Dans la sous-section qui suit,

nous allons obtenir une expression pour X, dans le cas ou I’énergie est complexe.
3.5.1. Energie propre pour F € C

Au lieu d’effectuer le calcul de G1; = ¥, /t2 au long, nous pouvons utiliser notre intuition
physique pour déterminer sa forme dans le cas ou |Re(F)| < 2, c’est-a-dire le cas pour lequel
E € C. Pour de telles valeurs d’énergie, les états de la chaine de SSH sont couplés avec ceux

des leads, et on s’attend a observer une fuite de ces premiers vers 'environnement. A 'aide
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de la premiere section de ce chapitre (voir en particulier (3.1.18) et (3.1.19)), on sait que
1 1
Gu = (E +VE? 4) =3 (E + VA= E2>, (3.5.2)

puisque'? les poles de Gy; sont toujours {0,z_,z,}. Comme les états doivent avoir une
durée de vie finie, la composante imaginaire de leur énergie doit étre négative, et donc le
signe (—) de Gy; doit étre choisi; autrement, il n’y aura pas de fuite. On peut donc résumer

les résultats comme suit

EovEi-d si Me(F) > 2,
Gy = EvEd si Me(E) < —2, (3.5.3)

2
E-VEIA _ B-WAZER i 9 < Re(E) < 2.

Nous allons appeler les expressions pour lesquelles il y a un (—) devant la racine carrée,
solutions de type 1, et les solutions avec le (+) devant la racine carrée, solutions de type 2.

L’énergie propre pour ce systéme est donc donnée par 2 Gy, avec Gy tel que décrit ci-haut.

3.5.2. Valeurs propres du systeme

Pour obtenir les solutions de H, nous allons trouver les valeurs d’énergie F telles que
det(E —H) = 0. Soit,

E-'% (Ei\/EQ - 4) —t 0

(3.5.4)

0 _— E<1 - t;)fi%/E? -y

ou les solutions avec le signe'® du haut sont les solutions de type 2 et les solutions avec
le signe du bas sont les solutions de type 1. Pour obtenir les valeurs propres de H, nous
exigeons que le déterminant de cette matrice soit nul:

[E( - ?);?M} [E[E( - §)$§M] — 2 —tg] = 0. (3.5.5)

solutions de type X solutions de type Y

On peut donc séparer les solutions en deux parties: les solutions de type X sont liées aux zéros
de la parenthese de gauche, et les solutions de type Y sont liées aux zéros de la parenthese
de droite.

12 Une démonstration rigoureuse de ce résultat ne sera pas présentée, malgré le fait qu’elle peut étre construite

sans trop de difficulté.
13 Nous utilisons la couleur rouge pour distinguer ce & de ceux qui vont suivre.
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Solutions de type X

On cherche les solutions de type X, c¢’est-a-dire celles qui respectent
E@2—13)=+t2VE? — 4. (3.5.6)

Nous allons distinguer trois cas. Nous allons d’abord étudier les solutions avec énergie
réelle; nous allons ensuite étudier celles avec énergie imaginaire; enfin, nous allons étudier

celles avec énergie complexe.

Cas X.1: FeR
D’abord, comme F € R, on note que E? > 4. En mettant (3.5.6) au carré, on obtient que

t2
E*1—t3) = —t] «= E=+—~2—. (3.5.7)
2 —1
On note que t;, > 1 est nécessaire pour que cette solution soit réelle. Ceci dit, cette expression
résout I’équation (3.5.6) mise au carré, et n’est donc pas nécessairement une solution de
(3.5.6). On doit donc vérifier pour quelles valeurs de t; cette expression est valide. Sans

perte de généralité, étudions le cas E' > 0, de sorte que (3.5.6) prenne le signe (—):

On peut montrer que cette équation est valide si et seulement si t2 —2 > 0. Par conséquent,

la solution du cas X.1 est

t2
E=+—%t_ sity > V2. (3.5.8)

Cas X.2: Fel

Dans ce cas, on écrit £ = ib, avec b € R. Encore une fois, en mettant (3.5.6) au carré, on

obtient que
tg

J1—8

Comme b doit étre réel, on note d’abord que cette solution n’est valide que si t;, < 1. Aussi,

b=+ (3.5.9)

montrons que cette expression n’est valide que si b < 0. En appliquant la solution donnée
par (3.5.9) dans (3.5.6), et en prenant le signe (—), on obtient:

12 t4 4t2 4
(==)(2-4 7o e )W 2l
V2 —1 57 —1
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Comme t;, < 1, ceci n’est vrai que pour la solution ayant le signe (—). Ainsi, la solution du
cas X.2 est
17

Ji—

E=—i sitp < 1. (3.5.10)

Cas X.3: K eC
Comme E € C, |Re(E)| < 2. Ecrivons E = a + ib, ot a,b € R et non nuls. En mettant

(3.5.6) au carré, on obtient que

t1 t1
(a? — b? + 2iab)(1 + ZL —t2) = ZL(GQ —b? — 4 + 2iab)

& (1—13)(a* = b*) +t] +i(1 —t7)(2ab) = 0.

On voit que la partie imaginaire de cette équation n’a aucune solution non triviale, et donc

qu’il n’y a aucune solution d’énergie complexe pour le cas X.

Solutions de type Y

On cherche les solutions de type Y, c¢’est-a-dire telles que
E?*(2—13) —2a = +Et1VE? — 4, (3.5.11)

olt on définit o = 2 + 2. Encore une fois, nous allons étudier les trois mémes cas que ceux
étudiés pour les solutions de type X. Dans ce qui suit, nous allons assumer que a > 2, afin
d’éviter certaines complications mathématiques sans intéréts physiques qui émergent dans

la région ou a < 2.

CasY.l: FeR

En mettant (3.5.11) au carré, on obtient que

E*4+1] —4t5) + 4a® — 4aE?(2 — 13) = t] E*(E? — 4)

ot -2 Fa -9 tae2 -y B
= By = (£ > :
27 — 1)
ou
(t1 + a(t2 —2))* +4a*(t2 — 1) = t1 + 2at2 + a(a — 4). (3.5.13)

Pour cette expression et celles qui vont découler des deux prochains cas (Y.2 et Y.3), on note
que les (£) sont indépendants des {£}, et vice-versa. On doit vérifier pour quelles valeurs

de 11, cette expression est une solution de (3.5.11). Comme on désire obtenir une solution
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réelle, on exige que (3.5.13) soit positif, ce qui requiert que

ty >t =\V2Va—a ou a>4. (3.5.14)

Sity > 1, E4) (4} est toujours une solution, alors que E(4) ¢y ne l'est pas, comme dans ce
domaine de t;, cette expression pour E n’est pas réelle.

Sity, < 1 avec ty > t,, = \/2y/a—a, ou que o > 4, E) 4} est encore une fois une
solution, alors que ce n’est pas le cas pour E() -y (une vérification numérique suffit pour

s’en convaincre). Ainsi, on en conclut que la solution du cas Y.1 est donnée par

th+a(td —2) +/(th +a(t} —2))% +402(t] — 1)
E =4+ 22 0 sitp >t ou a>4.
7 _

(3.5.15)

CasY.2: K el
On écrit E = ib, avec b € R. En mettant (3.5.11) au carré, on obtient:

VU4 + 12 — 42) + 4a” + 4ab*(2 — 12) = 1102 (b* + 4)

thta( - 2{£}/(# +allf —2)P + 43— G210
2(1—12) '

e b(i),{i} = (:|:)

Sityp > 1, b) -} est une solution, alors que les trois autres choix de & n’en sont pas. En
effet, on note d’abord que b(+) (4} est imaginaire, et donc ne peut pas étre une solution.
Ensuite, montrons par absurde que b doit étre négatif. Soit b > 0 € R, alors, de (3.5.11),

avec (—), on a que

— V(2 —13) =20 = —(ib)t1V b2 — 4 = bt7 /b2 + 4

(3.5.17)
= b3t —2) = t30V02 + 4+ 20 > 1167

ce qui est impossible, d’ou la contradiction.
Sit;, <1, il n’y a aucune telle solution. En effet, on note que dans ce cas, t] +a(t3 —2) < 0.
Ceci implique que b4 (4} est toujours imaginaire, peu importe le choix de signe (%), {%}.

Ainsi, la solution du cas Y.2 est donnée par

th+a(t] —2) — \J(th +a(t] —2))2 +402(t] — 1)

it;>1.  (3.5.18
21— £2) L (3:5.18)

=

Cas Y.3: EeC
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Ecrivons E = a + ib, avec a,b € R et non nuls. Alors la solution générale

1+ a(t? —2){+ L atl —2)2 440282 — 1
B,y = (+) il =21 }\/@2@;_(1) )+ el ), (3.5.19)

s’applique encore. Or, pour qu’elle soit complexe, on exige que t; < tp. et que a < 4. On
peut montrer que dans ce cas, seulement F(y 4y et E_) _; sont des solutions du systeme.
Nous faisons un résumé de I'ensemble des solutions du modele de SSH pour N = 3 dans le

Tableau 3.1. De plus, nous illustrons le spectre d’énergie en fonction du parametre ¢, a la

Caractérisation des états du systéme a trois sites en fonction de ¢,

Valeur de 1, Nombre de solutions Type de solutions

1.t >+2 5 Purement réelles ou purement imaginaires.
Deux solutions réelles et de signes opposés
données par (3.5.15), une solution
imaginaire donnée par (3.5.18), et deux
autres solutions réelles et de signes opposés
données par (3.5.8).

2. 1<t <2 3 Purement réelles ou purement imaginaires.
Les deux solutions réelles et de signes
opposés sont données par (3.5.15), et la
solution imaginaire est donnée par (3.5.18).

3.t <1

e tp >1r, ouar >4 3 Idem au cas 2, a I'exception que la solution
imaginaire est donnée par (3.5.10).

ot <tp eta<4 3 Purement imaginaires ou complexes. La

solution imaginaire est donnée par (3.5.10).
Les deux solutions complexes (et de partie
réelle avec signes opposés) sont données par
(3.5.19), avec les signes (+),{+} et (—),{—} .

Tableau 3.1. Tableau présentant les principales différences entre les états qui émergent
pour ty > \/5, t;, <1 et ty entre ces deux régions.

Figure 3.7.
3.5.3. Discussion portant sur le cas particulier N =3

Dans cette section, nous avons obtenu des formes analytiques pour les valeurs propres du
systeme de SSH pour N = 3. Ces formes nous permettent de faire plusieurs observations.
D’abord, elles nous permettent de connaitre le nombre total de valeurs propres du systeme

en fonction de t;. Il s’avere qu'il y a toujours trois valeurs propres pour t;, < v/2, et cinq
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Fig. 3.7. Spectre d’énergie du modele de SSH avec N = 3 pour t; = 1.4, t, = 0.8. Le spectre
est séparé en deux: on illustre ses composantes réelles a gauche et on illustre ses composantes
imaginaires a droite. (a) Les lignes pointillées rouges délimitent le spectre d’énergie dans la
limite thermodynamique pour le modele de SSH isolé, alors que les lignes pointillées grises
(bleues) délimitent celui associé aux leads. Les lignes noires représentent le spectre d’énergie
pour le systeme effectif. Comme a < 4, pour ¢, < t;, ~ 0.79, on observe des solutions qui
se situent dans la bande d’énergie des leads, donc des solutions complexes. Pour ¢, > t;_,
les solutions sont réelles (a l'exception de I’état d’énergie nulle).(b) Pour t;, < ¢z, tous les
états ont une composante imaginaire non nulle. Les deux états dans les bandes de la chaine
de SSH ont la méme composante imaginaire, qui tend vers zéro pres de t;, = ty.. Des que
tr, > tr,, seul 'état d’énergie (réelle) nulle a une composante imaginaire non nulle.

pour t; > v/2, comme le témoigne la Figure 3.7. En général, pour une matrice de dimension
n X n qui ne dépend pas explicitement de ses valeurs propres, il y a au plus n solutions. Or,
comme ’Hamiltonien du systéme dépend explicitement de ’énergie, il n’est pas surprenant
que le nombre de solutions excede la dimension du systeme.

Ensuite, elles nous permettent de trouver les deux points critiques' ¢ 1, & partir desquels
les états de haute énergie émergent. Pour ce faire, il suffit de résoudre les équations (3.5.8)

et (3.5.15) pour tr, dans le cas ou E = t; + 5. Les deux points critiques sont

\/(m +ta)y/(t + = 2)(t +ta+2) + 1+

tr,, = % , (3.5.20)

et

VBBt + 1t — 2)(t + )2t + ty +2)
t,, = tts. 3.5.21
Ly (th + 2)? Tt (3:5.21)

Dans le cas particulier pour lequel ¢; = 1.4 et t3 = 0.8, ces points critiques sont ¢, = 1.85

et tr,, = 1.26. On illustre ces transitions a la Figure 3.7.

1411 est important de faire la distinction entre les symboles tr, et t7_ . Ce premier est lié & 'émergence des
états de haute énergie, alors que ce deuxiéme détermine la frontiére entre les solutions d’énergie réelle et
celles d’énergie complexe.
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Puis, elles nous permettent d’obtenir une expression pour la partie imaginaire des éner-
gies, et donc de mesurer le taux de fuite des états en fonction de t;. En particulier, ceci
nous permet d’analyser le taux de fuite des états de surface, dont 1’énergie est purement
imaginaire, prés de t;, = 1. Pour t;, =1 — ¢, € > 0, a l'aide de I'expression (3.5.10), on voit
que cette énergie diverge. De méme, pour t;, = 1+ ¢, € > 0, a I'aide de I'expression (3.5.18),
on observe le méme phénomene. Ainsi, ceci implique que pour le cas N = 3, le taux de fuite
de ces états est maximale pour t; = 1. On peut visualiser ce comportement a la Figure 3.7.
Ce phénomene concorde avec ce que nous avons vu dans la Section 3.3 (voir la Figure 3.3 et
la Figure 3.4), c’est-a-dire que 1'élargissement du spectre d’énergie est maximal pour ¢, pres
de 1. D’un autre coté, on observe aussi qu’apres le point critique ¢, = 1, cette composante

imaginaire décroit, jusqu’a tendre vers 0 quand t; — oo.
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Chapitre 4

Fonction de Green du systéeme effectif

Dans tout ce qui précede, la méthode hamiltonienne a été utilisée pour analyser le systeme
tripartite. Ceci nous a permis de déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de ce
dernier. Il y existe une autre approche, liée aux fonctions de Green [24], qui nous permet
de faire un travail similaire, et qui est en quelque sorte plus adaptée que 'approche hamil-
tonienne pour étudier des systemes ouverts. Dans ce chapitre, nous allons d’abord décrire

cette approche, puis I'utiliser pour obtenir de I'information supplémentaire sur le systeme.

4.1. Discussion portant sur la signification physique des
fonctions de Green

Avant d’aller en détail dans le calcul des fonctions de Green et des résultats qui en
découlent, il est important de discuter du role que jouent celles-ci en physique de la matiere

condensée. D’abord, on définit la fonction de Green associée a un Hamiltonian H par
G=(E—-H)" (4.1.1)

Les fonctions de Green résolvent 1’équation de Schrodinger a laquelle on ajoute une source,
(E—-—H)G=1, (4.1.2)

ou le terme de droite est la matrice unité de méme dimension que I’Hamiltonian du systeme

(c’est la source). On peut rééerire la fonction de Green sous la forme
G =) W;">_<f”’ : (4.1.3)

ou |¢,) sont les vecteurs propres de H, et \, les valeurs propres associées a ceux-ci. Une
quantité de grande importance dans cette branche de la physique est la densité d’états, qui
indique, pour un systeme donné, le nombre d’états disponibles par unité d’énergie. Il s’avere

que cette quantité est particulierement directe a calculer a ’aide des fonctions de Green. Par



définition, la densité d’états s’écrit N'(A) = >, 0 (A — A,,). Montrons que [26]

N(X) = :F71T3m{TrGi(>\)}, (4.1.4)
ot GE(N) = lim,_o+ G(\ £ is):
1~ +
== ;Jm{TrG )}
_ 1 _1ba) (On]
_:Fﬂ' m{TrSlir[r){rZ (An j:zs)}

1

= F— m{Tr;shm ‘%H"’}

=0+ (A — \,) Fis

>1

En utilisant I’identité

o 1
Jim P<x) +ind (), (4.1.5)

I’expression devient

- iﬁm{§<¢z|¢n> (Sulr) (P( X - An) T imo(A = W}

— 1F71T3m {2 (7?()\ —1An> +irs(h — )\n)>}

ce qu’il fallait démontrer. De la deuxieéme a la troisieme ligne de ce dernier calcul, on utilise
le fait que la valeur principale de Cauchy P de 1/(A — A,,) est un nombre réel. On déduit de
cette expression que

(AN o IM{G(N)}, (4.1.6)

olt 1()\) représente le vecteur propre associé a la valeur propre A, Im{G;(\)} la densité
d’états locale (LDOS!) et i le ™ site du systéme. Ainsi, il y existe une correspondance
entre les fonctions de Green d’un Hamiltonien et les vecteurs propres de ce dernier. Nous

allons utiliser celle-ci dans ce qui suit.

4.2. Obtention d’une expression pour les éléments dia-
gonaux de la fonction de Green

Dans cette section, nous nous intéressons a calculer les éléments diagonaux de la fonction

de Green associée a ’'Hamiltonien du systeme effectif donné par (3.1.29) [27]. Par définition,

! De I'anglais «local density of states».
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cette fonction de Green respecte 1’équation

(£ — HggH) ’ GggH =1 (4.2.1)

Dénotons la n® colonne de GE&L; par g,, de sorte que cette colonne respecte I’équation

(E— HEY) - g = (0,0,...,0, 1 ,0,...,0)%.

n€ composante

(4.2.2)

Nous allons voir dans ce qui suit que g, prend quatre formes différentes, dépendamment de
la parité du nombre total de sites du systeme, et de la parité du site n. Aussi, comme nous
I’avons déja mentionné, nous nous intéresserons seulement aux termes diagonaux, c¢’est-a-dire
aux termes ¢, ,. Nous pouvons réutiliser le Théoréme 1.1.1 pour déterminer un ansatz pour

le systeme.

4.2.1. Cas 1: N impair, n impair

L’ansatz pour g, est, dans ce cas-ci,

din eiid) ei¢
Gon +ei? it
93 e_ié o2k eié o~ 2ik
Gan = C. e C_
Jn—2n € i3k €7 ) pitn-3)k
In = | Gn-1n | = +ei? + +ei® (4.2.3)
gn,n AO AO
In+1,n +ei¢ei(n—1k Lo—itp—iln—1)k
Gn+2,n eiid’@i(nJrl)k ei(i)efi(nJrl)k
: : D, : D_
gN-1n +eiPt(N—3)k Lo—ibo—i(N=3)k
9N .n e~ 1@ ei(N—1)k cibo—i(N-1)k

Explication: Il est utile de définir le vecteur colonne g, par blocs, de sorte que chacun des
deux blocs (un incluant les sites 1 a n — 1, l'autre les sites n + 1 a N) respecte ’énoncé
du Théoreme 1.1.1 et est donc une solution de I’Hamiltonien de SSH. Par conséquent, nous
pouvons utiliser I’ansatz qui découle de ce théoreme, et utiliser les deux conditions frontieres
associées a chaque bloc pour en déterminer les coefficients inconnus (Cy pour le premier
bloc, Dy pour le deuxiéme bloc). Notons qu'une cinquieme équation frontiere découle de

la condition frontiere qui relie les deux blocs. C’est précisément grace a cette cinquieme
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équation qu’il est possible de déterminer g, ,. Les équations frontieres a résoudre sont donc:

(E = Yu)g1m — tigan =0, (4.2.4)
—tign—2n + Egn-1,n — t2gnn = 0, (4.2.5)
—togn-1n + Egnn — tigny1 = 1, (4.2.6)
—tignn + Egnt1n — tagnion =0, (4.2.7)
~ tognoin + (B — D) gnn = 0. (4.2.8)

Il s’avere que les équations frontieres (4.2.4) et (4.2.5) donnent des expressions pour les Cy

alors que les équations frontieres (4.2.7) et (4.2.8) donnent des expressions pour D.:

(C+) B iE A, (—ei¢(it26%k - 20022i¢)) 429)

C_ ta(t1Sn41 + 12Sn—1) — EXscSno1 \ € (Etoe 2% — ¥)ooe 21%)

AN iEA, e~ e INTR(ty — Doee??) (4.2.10)
D_| (] = SeE)Snon + t1itsSn_nt2 \ —ePeWN-DF(L£t, — 5 e72?) | | B

En insérant ces résultats dans I’équation (4.2.6), il suffit d’isoler 24y = g, , pour obtenir que

t1 50803 + ta(See — E)S,—
gnm:(Ethg(l s+ fa ) 1)

116551 + (12 — EXo0)Sn_1
(4.2.11)

4t (tQEooSNnZ + tl(zoo - E)SNn> B
! (13 — EXo0)SNon + t1taSN—_nt2
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4.2.2. Cas 2: N impair, n pair

Dans ce cas, I'ansatz pour g, est

gn =

9in
9o.n
g3n

9an

In—2n
In—1n
Gn.n
gn—i-l,n

gn+2,n

gN-1n

gNn

e~

+ei?
eiié o2k
+ei?

L it pi(n—4)k
o~ pi(n—2)k

Ao

€_l¢ eink
+e?

L it pi(N=3)k

o~ pi(N=1)k

et p—iln—4)k
1% e—i(n—2)k

Ao

(:l:el‘_ﬁwb) e_ink
e

te—ibp—i(N=3)k

oide—i(N=1)k

(4.2.12)

Les équations frontieres a résoudre sont inchangées par rapport aux équations du cas précé-

dent, a ’exception des trois équations centrales, qui deviennent

- t2,gn—2,n + Egn—l,n - tlgn,n =
- tlgn—l,n + Egn,n - t2.gn+1 - 17
- t29n,n + EgnJrl,n - tlgn+2,n =

(4.2.13)
(4.2.14)
(4.2.15)

Dans ce cas, les Cy sont obtenus des équations (4.2.4) et (4.2.13), alors que les D, sont

obtenus des équations (4.2.8) et (4.2.15):

C
Cc_

D.
D_ t1(F — Yoo)SN-nt1 — Loot2SN—n—1

|

1E A

T 15, (Z — B) + Soot1Sn_2

iEAg

(

e (Ltye?F — ¥ e2?)
(e Bk ¥ e2)

!

e—iqse—i(N—l)k(itl o Eooem;qs)
_ez‘qsez‘(N—l)k(j:tl _ Zooe—%b)

(4.2.16)

) L (4.2.17)

En insérant ces expressions dans I’équation (4.2.14), les éléments sur la diagonale de la

fonction de Green sont donnés par

Gnn = (E+t1<
+t2(

(12 — EXo)SN_n_1 + t1t2SN_ni1

(t3 — EXo0)Sn—2 + t112S,, >
to(Xoo — E)Sn + 11200502

t1(Xoo — E)SNont1 + t2XcSN-n-1
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4.2.3. Cas 3: N pair, n impair

Dans ce cas, 'ansatz pour g, utilisé dans le cas 1 peut étre réutilisé, a ’exception des

derniers termes de ce dernier (dii au changement de la parité de N), qui sont désormais

—i¢ i
(gN—l’") = (i ,¢) ei(N_2)kD+ + (:: -¢) e N2k (4.2.19)
gN,n e e’

Comme la seule différence entre ce cas et le cas 1 est liée a la derniere condition frontiere,

donnés par

les C+ sont inchangés, alors que les D1 peuvent maintenant s’obtenir de I’équation (4.2.7)
et de

—tign-1n + (E — Eoo)gN,n =0. (4220)

Ces équations menent a ’expression pour les D.:

(D+> 1E A, (ei¢(t2e—2m - 2006—2i¢>e—i(N—2)k

) . (4.2.21)

D)~ t2(E — Yoo)SN-nt1 — 11 8ecSNon-1 \ —e (tee?* F £ %)l (N -2k

En insérant ces deux résultats dans 1'équation (4.2.6), il s’avere que g, , est donnée par

11500Sn—3 + t2(Xeo — E)Sn_1
g ’ ( 2 t1t28n+1 + (t% - EEOO)STLfl

(4.2.22)

—1
4y ( (t3 — EXoo)SN_n_1 + t1t2SN_ni1 )
' t2(Xo0 — E)SN-nt1 + t180cSN_n—1 '

4.2.4. Cas 4: N pair, n pair

Dans ce cas, 'ansatz du cas 2 peut étre réutilisé, a ’exception que, encore une fois, les
derniers termes sont donnés par l'expression (4.2.19). Les équations frontieres a résoudre
sont les mémes que celles du cas 2, a I'exception de la derniere, qui est donnée par (4.2.20).

Ainsi, les C1 sont les mémes que dans le cas 2, alors que les D, sont maintenant donnés par

D\ 1EA, € (tye™ 2k F X e 2) e N2k (42.23)
D] (3= YeE)Sn_n + t1ilaSN_nt2 \ —ie " (t2e¥* F N e2?)eV -2k | ° o

En insérant le tout dans 1’équation (4.2.14), les éléments diagonaux de la fonction de Green

sont donnés par

(t% — E2w>sn72 + tthSn )
In, ( N 1(152(200 — E)Sp + 1500502

(4.2.24)

4t (tlzooSNnQ + tQ(Eoo - E>SNn> B
? (t3 — EXo0)SNon + t1t2SN_ni2
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4.2.5. Résumé des quatre cas étudiés

Ainsi, au total, 4 expressions ont été obtenues pour les termes diagonaux g,, de la

fonction de Green, tout dépendant de la parité du site et de la parité de la longueur de la

tlzoo n—2— tQ(E_Zoo)Sn (Ezoo*tg)San*tthSN,,,H,g

chailne:

tlzoo n— 3 tQ(E Zoo)sn—l _ tQEOOSN -2 tl E Z:oo SN n
(E t2 (EYoo—t2)Sn—1—t1t2Sn11 1 (EEoo—t2)SN n—t1t2S N _ny2 cas 1

Ezoo)sn 2+tlt28n (t EZOO)SN n— 1+t1tQSN n+1
(E tlzoosn 2—t2(E—%s0)S n) +t2<t220<>SN n—1—t1(F—3c0)SN— n+1 cas 2,

Inn =

_ t12<x>sn 8= t2(F—%c0)Sn—1 (t2—E¥00)SN—n—1+t1t2SN—nt1

(E t2 EXY oo —t2 )Sn 1—t1t2Sn+1 +t1 t1Xc0SN—n—1—t2(E—Xc0)SN— n+1 CaS

-1
5 +t1 —E%00)Sn_2+t1t25n ) B t2<tlzooanQ_tz(E—zoo)an>) cas 4.

(4.2.25)

4.3. Etude de la densité d’états locale pour le systéme
effectif

La fonction de Green, en plus de donner I'amplitude carrée des fonctions d’onde a une
constante pres, donne le poids relié a chaque état. Pour le systeme ouvert a 1’étude, le poids
des états change avec ty, et donc celle-ci nous permet de voir comment ce poids est affecté
par 'environnement. C’est ce poids que nous allons étudier dans cette section, comme nous
avons déja étudié la forme des fonctions d’onde dans les chapitres précédents. On note que
ce sont les solutions d’énergie |Re(F)| < 2 qui sont intéressantes a étudier, car, comme nous
I’avons vu dans le chapitre précédent, ce sont les états associés a celles-ci qui ont un taux
de fuite non nul vers les leads. En particulier, nous allons nous concentrer sur les états a

énergie nulle.
4.3.1. Cas N pair

Pour E = 0, on peut montrer numériquement que si r < 1, pour les cas 3 et 4 de (4.2.25),
le terme entre parentheéses multiplié par t, est beaucoup plus grand que le terme entre

parentheses multiplié par t;. Aussi, on peut montrer que si r > 1, le terme entre parentheses
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multiplié par ¢; est beaucoup plus grand que le terme entre parenthéses multiplié par ..

Ainsi, on peut faire 'approximation que, pour tout n,

—IM(gp.n) ox { 7 osir<t, (4.3.1)
’ 2 sir>1.
Nous avons déja vu au Chapitre 2 que si r < 1, les états d’énergie nulle sont des états de
surface, alors que si r > 1, les états d’énergie nulle sont des états fantomes.

Pour cette premiere configuration (r < 1), I'expression (4.3.1) montre que les états de
surface ont une tres grande densité d’états locale pour ¢, pres de zéro, et que cette densité
d’états locale diminue rapidement quand t; augmente. Ceci est cohérent avec notre inter-
prétation du systeme dans les limites ¢, < 1 et ¢, > 1. Dans la premiere limite, on peut
voir le systéme comme étant essentiellement isolé par rapport a I'extérieur, ce qui implique
que les états de surface ont une énergie qui est tres pres d’étre une singularité de la fonction
de Green, d’ou le fait que la densité d’états locale soit grande. Dans la deuxieme limite, la
chaine de SSH est de longueur N — 2 (elle a perdu deux sites aux frontieres), et donc ses
états sont restreints aux sites 2 a N — 1: la densité d’états locale des états de surface est

ainsi tres pres de zéro. On présente ces résultats a la Figure 4.1.

t4=0.5, t,=2, N=30

Log(LDOS)
10}

Fig. 4.1. Graphe du logarithme de la densité d’états locale associée a 1’énergie zéro pour
r = 1/4 et différentes valeurs de t;,. Comme r < 1, il n’est pas possible d’observer des états
fantomes: les états d’énergie nulle se retrouvent uniquement sous la forme d’états de surface.
Pour t;, = 0.01, on observe un état de surface avec une tres haute densité d’états locale.
Puis, pour t;, = 50, on observe ce méme état, mais avec une densité d’états locale tres faible.
Ceci est une preuve graphique de ce que nous avons dit plus haut: les états de surface ont
une tres grande densité d’états locale pour ¢, pres de zéro, et une tres petite densité d’états
locale pour t;, grand.
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Pour la deuxiéme configuration (r > 1), cette expression montre que pour t; < 1, les
états fantomes ont une tres petite densité d’états locale, et que celle-ci croit rapidement
lorsque t; croit. Ceci n’est pas surprenant: dans la limite t; — 0, les états fantdomes
n’existent pas (c’est la chaine de SSH isolée): c’est donc cohérent que leur densité d’états
locale soit nulle. Dans la limite t;, — oo, ces états sont des états propres du systeme (on
peut les voir comme étant des états de surface d’un systéme de longueur N — 2 isolé), et c’est
donc normal que I'énergie associée a ceux-ci soit une singularité de la fonction de Green. On
observe ce comportement a la Figure 4.2.

Pour des états de basse énergie non nulle, on peut vérifier numériquement qu'un com-
portement similaire est observé, c’est-a-dire que les états de surface ont une densité d’états
locale & peu prés proportionnelle & 1/t2 ) et que les états fantomes ont une densité d’états

locale & peu prés proportionnelle & ¢2.

t=2, t,=0.5, N=30

Log(LDOS)

— £,=0.01

— ;=50

Fig. 4.2. Graphe du logarithme de la densité d’états locale associée a 1’énergie zéro pour
r = 4 et différentes valeurs de t;. Pour £;, = 0.01, on observe un état fantome avec une tres
faible densité d’états locale. Pour un grand ¢, on observe le méme état, mais cette fois-ci
avec une tres grande densité d’états locale.

4.3.2. Cas N impair

Dans ce cas, pour £ = 0, on peut montrer que, V r,
- t% si n est impair,
—JIm(gp.n) X Lo ' (4.3.2)
2 sin est pair.

Dans le Chapitre 2, nous avons montré que si r < 1, la solution du systeme est donnée par

la combinaison d’un état de surface a gauche et d’un état fantéome a droite, et que si r > 1,
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la solution est une combinaison d’un état de surface a droite et d'un état fantome a gauche
(voir Figure 4.3).

Pour t;, petit, les composantes impaires dominent les composantes paires, et donc le poids
de I'état de surface (oc 1/t2) domine le poids de I'état fantdme (o< t2), que ceux-ci soient
localisés a gauche ou a droite. Ceci est cohérent: dans la limite ou t;, — 0, on observe que
des états de surface, qui sont localisés a gauche si r < 1 et a droite si r > 1. Ceci dit, pour
un grand ¢y, le cas contraire se présente: I'état fantéme a un poids qui domine celui de I’état
de surface, qui est tres petit. Ceci, encore une fois, est cohérent avec 'interprétation du
systeme que l'on fait dans la limite t;, — oo, car dans cette limite, les états fantomes sont

des vecteurs propres du systeme.

4.4. Analyse des résultats

Dans ce chapitre, une correspondance a été établie entre les fonctions de Green d’un
Hamiltonien et les vecteurs propres de ce dernier. A l'aide de celle-ci, nous avons déterminé
une maniere d’évaluer le poids des états d’un systéme ouvert. Pour cette raison, nous avons
calculé les éléments diagonaux de la fonction de Green du systeme effectif développé dans
le chapitre précédent. Par conséquent, nous avons pu évaluer le poids des états de basse
énergie de la chaine de SSH couplée a un environnement. Les résultats sont résumés dans le
Tableau 4.1.

Caractérisation des états de basse énergie (EBE) en fonction de la parité de N

Parité de N Type I’EBE Poids des EBE en fonction de ¢,
1. N pair
e r <1 Dans ce cas dit topologique, Grand poids pour petit ¢,

on observe uniquement des et petit poids pour grand ¢,
états de surface.

e r>1 Dans ce cas dit trivial, Petit poids pour petit tj,
on observe uniquement des et grand poids pour grand %,
états fantomes.

2. N impair
e Vr Etats de surface et états Le poids de I'état de surface domine
fantomes pour petit t;, et le poids de I’état
fantome domine pour grand ty,.

Tableau 4.1. Tableau présentant les principales différences entre les états de basse énergie
d’un systeme pour lequel N est pair versus un systeme pour lequel NV est impair, dans le cas
ou t;, est non nul.

Ces résultats concordent avec ceux des chapitres précédents. En particulier, ils nous

permettent de mieux comprendre le phénomene de transition de phase topologique qui est
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(a) (c)

(b) (d)

Fig. 4.3. Graphe du logarithme de la densité d’états locale associée a I’énergie nulle pour le
cas N impair en fonction des sites n de la chaine de SSH et du couplage entre les composantes
du systeme tripartite, t;,. On observe la transition des états de surface vers des états fantomes
au fur et a mesure que t; augmente. Pour t; < 1, les états de surface ont une amplitude
beaucoup plus grande que celle des états fantomes. Ceci dit, passé ce point critique, les
roles commencent a s’inverser: la densité d’états locale pour 'état de surface diminue, alors
que celle de I’état fantome augmente. Pour ¢, suffisamment grand, 'amplitude des états
de surface est négligeable par rapport a celle des états fantomes. (a) et (b): les parametres
du systeme sont {t1,ts, N} = {0.9,1.1,31}, et donc on s’attend a avoir un état de surface
a gauche dominant pour petit ¢z, et un état fantéme a droite dominant pour grand ¢,. (c)
et (d): les parametres du systeme sont {t1,ty, N} = {1.1,0.9,31}, et donc, dans ce cas, on
s’attend a avoir un état de surface a droite dominant pour petit ¢, et un état fantome a
gauche dominant pour grand tj,.

observé pour le cas N pair. A I'aide des expressions obtenues pour le poids des états de basse

énergie, il est possible de quantifier le phénomene de dissipation des états de surface, et le
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phénomene d’émergence des états fantomes. Ceci nous permet donc de mieux comprendre

ce qui se passe dans le domaine de ¢, ou la topologie du systéeme n’est pas bien définie.
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Chapitre 5

Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié le systeme tripartite composé d’une chaine de SSH et de
deux leads sous divers angles. En premier lieu, nous avons étudié chacune de ses composantes
indépendamment. En particulier, nous avons démontré que la chaine de SSH isolée possede
des phases topologiques non triviales (si N est pair). Pour ce faire, nous avons montré que
le nombre d’états de surface d'un tel systéme est un invariant topologique, c’est-a-dire un
entier qui ne change pas sous une transformation adiabatique. Nous avons déterminé que
la phase dans laquelle le systeme ne possede pas d’états de surface est triviale, alors que la
phase dans laquelle le systéme possede deux états de surface est topologique. Nous avons
démontré que le nombre d’enroulement est un autre invariant topologique, dont la valeur
permet elle aussi de distinguer la phase triviale de la phase topologique. De plus, nous avons
obtenu une équation transcendante pour les énergies de cette composante, nous permettant
ainsi de déduire le spectre d’énergie du systéme pour un ensemble de parametres donné.
Enfin, nous avons obtenu une expression pour les fonctions d’onde de la chaine de SSH ainsi
que celles des leads.

En deuxieme lieu, nous avons étudié le systeme tripartite en son entiereté. Dt au fait
que ce systeme est de dimension infinie, certaines complications se sont ajoutées. Pour
les états dont l'énergie est dans la bande des leads, nous avons montré, sans surprise, que
le spectre d’énergie qui leur est associé est continu (et ce, comme le spectre des leads est
continu). Ceci étant dit, nous avons tout de méme pu obtenir une expression élégante pour
les fonctions d’onde associées a ces états. Ensuite, nous avons porté notre attention aux
états dont I’énergie est a 'extérieur de ce domaine. Pour de tels états, nous avons pu obtenir
une équation transcendante pour I’énergie: ceci nous a permis de déduire le spectre d’énergie
du systéme. A l'aide de ce spectre, nous avons observé des états qui n’ont pas d’analogue
pour le systeme de SSH isolé: les états de haute énergie. Ces états ont des énergies dont
Iamplitude est supérieure a la borne supérieure du spectre d’énergie de la chaine de SSH,

t1 + to, et ont un comportement similaire aux états de basse énergie: ils sont fortement



localisés sur les frontieres de la chaine de SSH. Enfin, nous avons étudié les états a énergie
nulle. Nous y avons fait une découverte fascinante: les fonctions d’onde associées a ces états
sont données par la combinaison linéaire des états de surface de la chaine de SSH isolée,
ainsi que des états dits fantomes. Une propriété surprenante de ces derniers est qu’ils sont
fortement localisés sur le deuxieme et I’avant-dernier site de la chaine de SSH. Nous avons
noté qu'une vérification numérique permet de se convaincre que ces états fantdomes peuvent
aussi avoir une énergie non nulle.

En troisieme lieu, nous avons étudié le systeme effectif qui découle du systéme tripartite:
ceci nous a donc permis d’écrire I’Hamiltonien total sous la forme d’une matrice de dimension
N x N et, dans un deuxiéme temps, sous la forme d’une matrice de dimension (N — 2) x
(N —2). Nous avons utilisé ce premier Hamiltonien pour effectuer un controle de cohérence
(«consistency check»), et nous avons conclu que les solutions du systeme effectif et du systéme
tripartite concordaient pour des énergies a 'extérieur du spectre des leads. Ceci dit, pour
des énergies a l'intérieur de ce spectre, nous avons pu remarquer que les résultats obtenus ne
concordaient pas exactement. Deux éléments clés distinguent ces deux systemes: d’un coté,
le systeme tripartite peut prendre toutes les énergies dans cet intervalle, et est donc continu
et infini, alors que le systéme effectif a un spectre discret et complexe. D’un autre coté,
nous avons montré que les fonctions d’onde du systeme effectif sont un cas particulier de
celles du systeme tripartite. Ceci dit, nous nous sommes convaincus que ce premier élément
distinctif était simplement un différent moyen d’illustrer le fait que le systéme en question
est ouvert: la projection du spectre complexe sur I’axe des réels engendre un spectre continu,
ce qui témoigne de ce fait. Ensuite, nous avons utilisé I’'Hamiltonien (N —2) x (N —2) pour
discuter de la topologie du systéme tripartite dans la limite de fort couplage t;,. Nous avons
fait la démonstration que dans cette limite, les sites 2 a N — 1 de le chaine de SSH peuvent
étre vus comme un systeme fermé. Ceci nous a donc permis de conclure qu'un changement
de phase se produit lorsque 1'on passe de la limite de faible couplage a la limite de grand
couplage.

En quatrieme lieu, nous avons évalué la densité d’états locale du systeme effectif. Pour
ce faire, nous avons obtenu une expression analytique pour les éléments diagonaux de la
fonction de Green associés a ce systeme. Une telle démarche nous a permis d’évaluer le
poids des états a basse énergie en fonction du couplage t;. Pour le cas dont la topologie est
quantifiable (c’est-a-dire N pair), nous savions déja, a I’aide du Chapitre 2, que pour r < 1,
ces états prennent uniquement la forme d’états de surface «normaux», et que pour r > 1, ils
prennent seulement la forme d’états fantomes. Pour ce premier choix de parametres (r < 1),
nous avons montré que les états de surface ont un tres grand poids pour un faible couplage,
et un treés petit poids pour un grand couplage: le poids est essentiellement proportionnel a

1/t3. Pour ce deuxiéme choix de parameétres (r > 1), nous avons obtenu le résultat contraire,
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c’est-a-dire que les états fantomes ont un tres petit poids pour un faible couplage, et un tres
grand poids pour un grand couplage: le poids est essentiellement proportionnel & #2.

Nous pouvons finalement réunir les résultats obtenus dans ces chapitres pour conclure
sur le théme principal de ce mémoire: la topologie du systéme tripartite (pour N pair). Les
points importants provenant des différents chapitres sont les suivants:

e Du premier, on présente comment quantifier la topologie d’un systeme fermé.
e Du deuxieme, on observe que le systéme tripartite possede deux types d’états de
basse énergie (un étant I’état de surface, 'autre 1'état fantome).
e Du troisieme, on montre que dans la limite de grand couplage, le systéme tripartite
peut étre a nouveau vu comme étant fermé.
e Du quatrieme, on montre comment le poids de ces états de basse énergie varie avec
tr.
En jumelant tous ces résultats, on peut en tirer la conclusion suivante. Pour t;, pres de zéro,
le systeme est dans une phase topologique donnée: il possede soit deux états de basse énergie
(a), soit aucun (b). En augmentant ¢y, la topologie du systéeme n’est plus bien définie. Aussi,
le systeme ne possede plus d’état propre de basse énergie, a strictement parler. Ceci dit,
la densité d’états locale nous dit essentiellement a quel point ces états sont proches d’étre
des états propres du systeme. Pour (a), les états de surface initiaux sont donc de moins en
moins, entre guillemets, des états propres du systéeme quand t; augmente, jusqu'a ce que
leur densité d’états locale tende vers 0 quand ¢, tend vers 'infini. Ainsi, dans cette limite,
le systéme est maintenant dans sa phase opposée: il ne posséde aucun état de surface. Cette
phase est bien définie puisque dans cette limite, le systeme peut a nouveau étre vu comme
fermé (mais avec N — 2 sites). Pour (b), les états fantomes sont, entre guillemets, de plus
en plus des états propres du systéme quand ¢, augmente, jusqu’a ce que leur densité d’états
tende vers l'infini quand ¢, tend vers I'infini. Ainsi, dans cette limite, le systéme est lui aussi
dans sa phase opposée: il possede deux états de surface (c’est-a-dire les états fantomes du
systéme de longueur N — 2). Par conséquent, pour toute valeur de r initiale, le changement
de faible a fort couplage engendre une transition de phase topologique.

La topologie du systeme est donc bien définie pour un faible et un fort couplage. Ceci
dit, entre ces limites, nos résultats ne sont pas concluants. Une différente approche serait
donc, dans un travail futur, nécessaire pour mieux comprendre ce qui se produit dans cette
région.

Le champ d’études des systémes ouverts/non-hermitiens est un domaine en pleine ex-
pansion, et plusieurs systemes similaires a celui analysé dans ce mémoire ont récemment
été étudiés. Par exemple, un groupe de chercheurs s’est intéressé a une chaine de SSH a
laquelle a été ajouté une alternance de gains et de pertes sur la diagonale principale, et ils
ont réussi a y calculer un invariant topologique (une phase de Berry) [17]. Dans ce méme

article, une chaine de SSH avec perte sur le premier site et gain sur le dernier a aussi été
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étudiée. Par contre, aucun invariant n’a pu y étre établi, dii a ’'absence de périodicité (c’est
un «non-Bloch Hamiltoniany, de I’anglais). Le calcul d’invariants topologiques pour des sys-
temes non-hermitiens et «non-Bloch» n’est pas encore un élément bien compris et maitrisé
par la communauté de physiciens: les invariants topologiques calculés pour des systemes
fermés ne se généralisent pas bien vers des systemes ouverts. Pour s’attaquer a ce probleme,
de nouvelles idées ont tout récemment été publiées dans la littérature [16, 28, 29, 30, 31,
32]. La continuation du projet présenté dans ce mémoire serait donc d’utiliser ces nouveaux
développements afin de pouvoir quantifier la topologie du systéme tripartite, et ce, pour tout
couplage entre les composantes du systeme.
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